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У роботi розглядається задача моделювання процесiв строго ϕ-субгауссового узагальненого
дробового броунiвського руху. Отримано умови, за яких модель на основi розкладу в ряд на-
ближає процес строго ϕ-субгауссового узагальненого дробового броунiвського руху iз заданими
надiйнiстю та точнiстю у просторi C([0; 1]) у випадку, коли ϕ(x) = |x|p

p , |x| ≥ 1, p > 1. Визна-
чено параметри моделей та змодельовано траєкторiї вiдповiдних процесiв для рiзних iндексiв
Хюрста H i заданих значень точностi та надiйностi у програмному середовищi R.

Ключовi слова: ϕ-субгауссовi процеси, дробовий броунiвський рух, моделювання випадкових
процесiв, точнiсть i надiйнiсть моделювання.

In the paper, we consider the problem of simulation of a strictly ϕ-sub-Gaussian generalized fracti-
onal Brownian motion. Simulation of random processes and fields is used in many areas of natural
and social sciences. A special place is occupied by methods of simulation of the Wiener process and
fractional Brownian motion, as these processes are widely used in financial and actuarial mathemati-
cs, queueing theory etc. We study some specific class of processes of generalized fractional Brownian
motion and derive conditions, under which the model based on a series representation approximates a
strictly ϕ-sub-Gaussian generalized fractional Brownian motion with given reliability and accuracy in
the space C([0; 1]) in the case, when ϕ(x) = |x|p

p , |x| ≥ 1, p > 1. In order to obtain these results, we use
some results from the theory of ϕ-sub-Gaussian random processes. Necessary simulation parameters are
calculated and models of sample pathes of corresponding processes are constructed for various values of
the Hurst parameter H and for given reliability and accuracy using the R programming environment.

Key Words: ϕ-sub-Gaussian processes, fractional Brownian motion, simulation of stochastic processes,
accuracy and reliability of simulation.

Статтю представила д.ф.-м.н. Розора I.В.

Вступ

Методи моделювання випадкових процесiв та
полiв використовуються в багатьох областях
природничих та соцiальних наук. Стохастичне
моделювання активно розвивається, починаю-
чи з другої половини 20-го столiття. Особливе
мiсце займають методи i алгоритми моделюван-
ня вiнерiвського процесу та процесiв дробового
броунiвського руху. Численнi дослiдження по-
казують, що данi спостережень у теорiї масо-
вого обслуговування, дослiдженнях телекому-

нiкацiйних мереж, фiнансовiй математицi ефе-
ктивно описуються процесами, якi мають вла-
стивостi самоподiбностi та сильної залежностi
вiд минулого. Якраз одним iз таких процесiв є
процес дробового броунiвського руху. Але для
моделювання реальних випадкових процесiв є
сенс розглядати не тiльки класичний гауссовий
дробовий броунiвський рух, а i його узагальне-
ння, зокрема, процеси ϕ-субгауссового узагаль-
неного дробового броунiвського руху.

У 1985 роцi Ю. Козаченко та Є. Остров-
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ський [8] розглянули простори Subϕ(Ω) випад-
кових величин, де ϕ єN -функцiєю Орлiча. Про-
стори Subϕ(Ω), або простори ϕ-субгауссових ви-
падкових величин, – це простори центрованих
випадкових величин з певними експоненцiаль-
ними моментами. Клас ϕ-субгауссових випадко-
вих процесiв є бiльш широким, нiж клас субга-
уссових процесiв, тому дає можливiсть краще
моделювати реальнi випадковi процеси.

В. Булдигiн та Ю. Козаченко дослiджу-
вали деякi властивостi сум випадкових вели-
чин i процесiв з просторiв Subϕ(Ω) [1]. Подаль-
ший розвиток теорiя ϕ-субгауссових випадко-
вих процесiв отримала у роботах Ю. Козачен-
ка та його учнiв, наприклад, у монографiї [7].
До класу ϕ-субгауссових випадкових процесiв
належать, зокрема, процеси дробового броунiв-
ського руху, а це означає, що до них можна за-
стосувати отриманi для ϕ-субгауссових проце-
сiв теоретичнi результати.

Результати щодо застосування дробового
броунiвського руху в таких прикладних галу-
зях, як теорiя телекомунiкацiйних мереж та фi-
нансова математика, можна знайти у працях I.
Норроса, А. Ширяєва, Ю. Мiшури, А. Свiщука,
Т. Соттiнена та iн.

Робота складається зi вступу та трьох роз-
дiлiв. У першому роздiлi наведено необхiднi
означення i властивостi з теорiї ϕ-субгауссових
випадкових величин i процесiв. Другий роздiл
присвячено моделюванню процесiв узагальне-
ного дробового броунiвського руху. В ньому на-
ведено означення моделi, загальну теорему про
моделювання строго ϕ-субгауссового узагаль-
неного дробового броунiвського руху, доведе-
ну в роботi [4], та основну теорему цiєї робо-
ти. Отримана нова теорема мiстить умови, за
яких модель буде наближати процес строго ϕ-
субгауссового узагальненого дробового броунiв-
ського руху iз заданими надiйнiстю та точнiстю
у просторi C([0; 1]) у випадку, коли ϕ(x) = |x|p

p ,
|x| ≥ 1, p > 1. У третьому роздiлi наведено
параметри моделей для заданих значень iнде-
кса Хюрста H, точностi δ > 0 та надiйностi
1− ν, ν ∈ (0; 1), i представлено реалiзацiї моде-
лей траєкторiй таких процесiв в програмному
середовищi R.

1 Необхiднi вiдомостi

У цьому роздiлi наведено необхiднi означення
та властивостi з теорiї ϕ-субгауссових випадко-
вих величин i процесiв [1, 3, 7].

Означення 1.1. Неперервна парна опукла
функцiя ϕ = {ϕ(x), x ∈ R} називається N-
функцiєю Орлiча, якщо ϕ(0) = 0, ϕ(x) > 0 при
x 6= 0, ϕ(x)

x → 0 при x → 0 та ϕ(x)
x → ∞ при

x→∞.

Означення 1.2. Нехай ϕ = {ϕ(x), x ∈ R}—
деяка N-функцiя Орлiча. Функцiя ϕ∗ така, що
ϕ∗(x) := supy∈R (xy − ϕ(y)) , x ≥ 0, називається
перетворенням Юнга –Фенхеля функцiї ϕ.

Умова Q. Для N-функцiї ϕ виконується
умова Q, якщо lim inf

x→0

ϕ(x)
x2

= C > 0. Можливо,
що C = +∞.

У книзi [6] мiститься детальна iнформацiя
щодо N-функцiй Орлiча та їх властивостей.

Нехай (Ω,F ,P) – стандартний iмовiрнiсний
простiр.

Означення 1.3. Нехай ϕ—N-функцiя Орлiча,
для якої виконується умова Q. Випадкова ве-
личина ξ належить простору Subϕ(Ω) (просто-
ру ϕ-субгауссових випадкових величин), якщо
Eξ = 0, E exp{λξ} iснує для всiх λ ∈ R та iснує
така стала a > 0, що для всiх λ ∈ R виконується
нерiвнiсть

E exp (λξ) ≤ exp (ϕ(aλ)) .

Теорема 1.1. [1] Простiр Subϕ(Ω) є просто-
ром Банаха з нормою

τϕ(ξ) = sup
λ 6=0

ϕ−1 (lnE exp (λξ))

|λ|

та для всiх λ ∈ R виконуються нерiвностi

E exp (λξ) ≤ exp (ϕ(λτϕ(ξ))) , (1.1)

(Eξ2)
1
2 ≤ Cτϕ(ξ),

де C > 0 — деяка стала.

Означення 1.4. Випадковий процес X =
(X(t), t ∈ T ) є ϕ-субгауссовим (тобто, належить
простору Subϕ(Ω)), якщо для всiх t ∈ T випад-
ковi величини X(t) ∈ Subϕ(Ω).

Якщо ϕ(x) = x2

2 , x ∈ R, то такий процес
називається субгауссовим.

Приклад 1.1. Центрований гауссовий випадко-
вий процес є субгауссовим.
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Означення 1.5. Сiм’я ∆ випадкових вели-
чин iз простору Subϕ(Ω) називається строго ϕ-
субгауссовою (позначається як ∆ ∈ SSubϕ(Ω)),
якщо iснує стала C∆ > 0 така, що для будь-
якої злiченної множини I, ξi ∈ ∆, i ∈ I, та для
довiльних λi ∈ R виконується нерiвнiсть

τϕ

(∑
i∈I

λiξi

)
≤ C∆

(
E

(∑
i∈I

λiξi

)2
) 1

2

. (1.2)

Стала C∆ називається визначальною сталою
сiм’ї ∆.

Означення 1.6. Випадковий процес
X = {X(t), t ∈ T} називається строго
ϕ-субгауссовим (тобто, X ∈ SSubϕ(Ω)), якщо
сiм’я випадкових величин {X(t), t ∈ T} є стро-
го ϕ-субгауссовою. Визначальна стала цiєї сiм’ї
називається визначальною сталою процесу X
та позначається CX .

Приклад 1.2. [7] Нехай X(t) =
∞∑
k=1

ξkϕk(t), t ∈

T , де сiм’я випадкових величин {ξk, k = 1,∞} є
строго ϕ-субгауссовою з визначальною сталою

Cξ та ряд
∞∑
k=1

ξkϕk(t) збiгається в середньому

квадратичному. Тодi випадковий процес X(t) є
строго ϕ-субгауссовим випадковим процесом з
визначальною сталою CX = Cξ.

2 Моделювання ϕ-субгауссового уза-
гальненого дробового броунiвського
руху

2.1 Узагальнений дробовий броунiв-
ський рух

Нехай {BH(t), t ∈ [0, 1]} – це дробовий броу-
нiвський рух з iндексом Хюрста H ∈ (0, 1). Це
означає, що BH(t) є центрованим гауссовим ви-
падковим процесом зi стацiонарними прироста-
ми i коварiацiйною функцiєю

EBH(s)BH(t) =
1

2
(t2H + s2H − |s− t|2H).

Нехай T = [a, b], 0 ≤ a < b <∞, або T = R+.

Означення 2.1. [4, 7] Будемо називати випад-
ковий процес ZH = {ZH(t), t ∈ T} узагальне-
ним дробовим броунiвським рухом (УДБР) з iн-
дексом Хюрста H ∈ (0, 1), якщо EZH(t) = 0 та

RH(t, s) = EZH(s)ZH(t) =
1

2
(t2H+s2H−|s−t|2H).

Означення 2.2. [4, 7] Будемо називати ви-
падковий процес ZH = {ZH(t), t ∈ T} стро-
го ϕ-субгауссовим узагальненим дробовим бро-
унiвським рухом (ϕ-УДБР) з iндексом Хюрста
H ∈ (0, 1), якщо ZH з означення 2.1 є строго
ϕ-субгауссовим.

У роботi [2] доведено, що дробовий броунiв-
ський рух BH(t) можна подати в наступному
виглядi:

BH(t) =
∞∑
n=1

sinxnt

xn
Xn +

∞∑
n=1

1− cos ynt

yn
Yn,

(2.1)
де ряди в (2.1) збiгаються в середньому квадра-
тичному, {Xn, n = 1, 2, . . .} та {Yn, n = 1, 2, . . .}
– незалежнi гауссовi випадковi величини такi,
що EXn = EYn = 0,

VarXn = 2C2
Hx
−2H
n J−2

1−H(xn),

VarYn = 2C2
Hy
−2H
n J−2

−H(yn),

C2
H = π−1Γ(1 + 2H) sin(πH),

x1 < x2 < . . . , – додатнi дiйснi нулi функцiї
Бесселя першого роду J−H , а y1 < y2 < . . . , –
додатнi дiйснi нулi функцiї J1−H .

У роботах [4, 7] показано, що зображення
(2.1) можна переписати в такому виглядi:

BH(t) =

∞∑
n=1

X̃nc
H
n sinxnt+

∞∑
n=1

Ỹnd
H
n (1−cos ynt),

де {X̃n, n = 1, 2, . . .} та {Ỹn, n = 1, 2, . . .} – неза-
лежнi гауссовi центрованi випадковi величини,
такi що EX̃2

n = EỸ 2
n = 1,

cHn =
√

2CHx
−(H+1)
n J−1

1−H(xn), n = 1, 2, . . . ,
(2.2)

dHn =
√

2CHy
−(H+1)
n J−1

−H(yn), n = 1, 2, . . . ,
(2.3)

C2
H = π−1Γ(1 + 2H) sin(πH).

Ю.В. Козаченко, О.I. Василик та Т. Сот-
тiнен [4, 7] запропонували узагальнити даний
розклад на випадок негауссових випадкових
процесiв, а саме розглянули такий ряд:

Z̃H(t) =
∞∑
n=1

ξnc
H
n sinxnt+

∞∑
n=1

ηnd
H
n (1− cos ynt),

(2.4)
де t ∈ [0, 1], ξn, ηn – незалежнi центрованi ви-
падковi величини такi, що Eξ2

n = Eη2
n = 1, n =

1, 2, . . . . Вони довели наступнi твердження.
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Твердження 2.1. [4, 7] Ряди в ( 2.4) збiгаю-
ться в середньому квадратичному, та коварi-
ацiйна функцiя процесу Z̃H має вигляд:

EZ̃H(s)Z̃H(t) =
1

2
(t2H + s2H − |s− t|2H).

Твердження 2.2. [4] Ряди в ( 2.4) рiвномiрно
збiгаються з ймовiрнiстю одиниця до процесу
Z̃H(t) та процес Z̃H(t) є вибiрково неперервним
на [0, 1] з ймовiрнiстю одиниця.

2.2 Моделювання узагальненого дро-
бового броунiвського руху

У роботах [4, 5, 7] запропоновано алгоритм
моделювання процесiв строго ϕ-субгауссового
узагальненого дробового броунiвського руху iз
заданими надiйнiстю та точнiстю у просторi
C([0; 1]) на основi розкладу в ряд:

Zt =
∞∑
n=1

cn sin(xnt) ξn +
∞∑
n=1

dn
(
1− cos(ynt)

)
ηn,

(2.5)
t ∈ [0; 1], де

cn =
πH
√

2c

xH+1
n J1−H(xn)

, n = 1, 2, . . . ,

dn =
πH
√

2c

yH+1
n J−H(yn)

, n = 1, 2, . . . ,

c =
Γ(2H + 1) sin(πH)

π2H+1
.

ξn, ηn, n = 1, 2, . . . , – незалежнi однаково розпо-
дiленi випадковi величини з простору Subϕ(Ω),
Eξ2

n = Eη2
n = 1, n = 1, 2, . . . . Тут i далi припу-

скається, що функцiя ϕ(
√
· ) опукла.

З Твердження 2.1 та Прикладу 1.2 випли-
ває, що випадковий процес Z виду (2.5) є стро-
го ϕ-субгауссовим узагальненим дробовим бро-
унiвським рухом.

Означення 2.3. [7] Модель Z̃ наближає про-
цес Z iз заданими надiйнiстю 1 − ν, 0 < ν < 1,
та точнiстю δ > 0 в C([0, 1]), якщо

P

(
sup
t∈[0,1]

|Zt − Z̃t| > δ

)
≤ ν.

Природною моделлю для процесу Z, є така
сума

N∑
n=1

(
cn sin(xnt) ξn + dn

(
1− cos(ynt)

)
ηn
)
.

Але бiльш реальним є припущення про те, що
сталi cn та dn, а також нулi xn, yn обчислюю-
ться тiльки приблизно. Зауважимо, що сталi cn
та dn залежать вiд значень нулiв вiдповiдних
функцiй Бесселя [4, 7].

Позначимо через c̃n та d̃n наближенi значе-
ння cn та dn, вiдповiдно. Нехай

|c̃n − cn| ≤ γcn,

|d̃n − dn| ≤ γdn,

n = 1, . . . , N. Похибки γcn та γdn вважаються вi-
домими. Нехай x̃n та ỹn – наближенi значення
вiдповiдних нулiв xn та yn з похибками

|x̃n − xn| ≤ γxn,

|ỹn − yn| ≤ γyn.

Похибки γxn та γyn теж вважаються вiдомими.
Тодi модель процесу Z матиме вигляд

Z̃t =

N∑
n=1

(
c̃n sin(x̃nt) ξn + d̃n

(
1− cos(ỹnt)

)
ηn

)
.

(2.6)
А похибка моделювання дорiвнює

∆t := Zt − Z̃t

=

N∑
n=1

{(
cn sin(xnt)− c̃n sin(x̃nt)

)
ξn

+
(
dn
(
1− cos(ynt)

)
− d̃n

(
1− cos(ỹnt)

))
ηn

}
+

∞∑
n=N+1

{
cn sin(xnt) ξn + dn

(
1− cos(ynt)

)
ηn

}
.

Для того, щоб оцiнити ∆ в C([0, 1]), потрi-
бно було знайти оцiнки для τϕ(∆t) та τϕ(∆t −
∆s) для всiх s, t ∈ [0, 1]. [4, 7]

На основi отриманих оцiнок для похиб-
ки моделювання та з використанням вiд-
повiдних оцiнок розподiлiв супремумiв ϕ-
субгауссових випадкових процесiв було сформу-
льовано загальну теорему про моделювання ϕ-
субгауссового узагальненого дробового броунiв-
ського руху iз заданими надiйнiстю та точнiстю
у просторi C([0; 1]) (див. [4, 7]).

14



Вiсник Київського нацiонального унiверситету
iменi Тараса Шевченка
Серiя: фiзико-математичнi науки

2021, 1
Bulletin of Taras Shevchenko
National University of Kyiv

Series: Physics & Mathematics

Теорема 2.1. [4, 7] Нехай b та α такi числа,
що 0 < b < α < H. Модель Z̃, визначена в ( 2.6),
наближає випадковий процес Z, визначений за
допомогою ( 2.5), iз заданими надiйнiстю 1− ν,
0 < ν < 1, та точнiстю δ > 0 в C([0, 1]), якщо
виконуються такi три нерiвностi:

γ0 < δ,

βγ0

γα
<

δ

2α(exp{ϕ(1)} − 1)α
,

ν ≥ 2 exp

{
−ϕ∗

(
δ

γ0
−1

)}

×

(
1

2b(1− b
α)

(
γαδ

βγ0

) b
α

l(−1)

(
δ

γ0
−1

)
+1

) 2
b

,

де параметри γ0 = γ0(N), γα = γα(N) i β =
min{γ0,

γα
2α } грунтуються на оцiнках, отрима-

них для похибки моделювання, та l(−1) – уза-
гальнена обернена функцiя до щiльностi l фун-
кцiї ϕ.

Припустимо, що сталi cn та dn, а також нулi
xn та yn обчисленi точно.

Наслiдок 2.1. [4, 7] Нехай похибка наближе-
ння вiдсутня, тобто γcn = γdn = γxn = γyn = 0.
Тодi умови теореми 2.1 виконуються, якщо

N ≥ max

{(
A0

δ

) 1
H

+ 1; (2.7)

(
A0(exp{ϕ(1)} − 1)α

δ

) 1
H

+ 1; 2

(
A0

Aα

) 1
α

}
та

ν ≥ 2 exp

{
−ϕ∗

(
δNH

A0
−1

)}
× (2.8)

 (δAα)
b
α (N+1)2Hb/α

2b
(

1− b
α

)
A

2b
α
0 N

(H−α)b
α

l−1

(
δ(N+1)H

A0
−1

)
+1


2
b

,

де

A0 = aϕ

√
5c

2H
,

Aα = 21−αaϕπ
α

√
c

H − α
.

На основi наведених вище результатiв ви-
ведемо умови, за яких модель виду (2.6) набли-
жатиме процес строго ϕ-субгауссового узагаль-
неного дробового броунiвського руху iз задани-
ми надiйнiстю та точнiстю у просторi C([0; 1])
у випадку, коли

ϕ(x) =

{ |x|p
p , |x| ≥ 1
|x|2
p , |x| < 1

, p > 1.

У наступнiй теоремi припускається, що по-
хибка наближення вiдсутня, тобто γcn = γdn =
γxn = γyn = 0.

Для зручностi обчислень вибрано α = H
2 i

b = H
4 .

Теорема 2.2. Нехай ϕ(x) = |x|p
p , |x| ≥ 1, p > 1,

та ϕ(x) = |x|2
p , |x| < 1. У цьому випадку модель

Z̃, визначена в ( 2.6), наближає процес узагаль-
неного дробового броунiвського руху Z, визна-
чений за допомогою ( 2.5), iз заданими надiйнi-
стю 1 − ν, 0 < ν < 1, та точнiстю δ > 0 в
C([0, 1]), якщо виконуються такi умови:

N ≥ max


(
aϕ
δ

√
5c

2H

) 1
H

+ 1;
22− 4

H 5
1
H

π

 (2.9)

та

2µ exp

−1

q

 δNH

aϕ

√
5c
2H

−1

qN
2(3p+1)
p−1 ≤ ν,

(2.10)
де

µ = π22
18
H

+ 4
H(p−1)

−4
5
− 4
H
− 4
H(p−1)×

×
(
H

c

) 2
H

+ 4
H(p−1)

(
δ

aϕ

) 4(p+1)
H(p−1)

,

aϕ = τϕ(ξn) = τϕ(ηn).

Доведення. Оскiльки ми припускаємо, що по-
хибка наближення вiдсутня, то можемо скори-
статись наслiдком 2.1.

У нашому випадку ϕ∗(x) = xq

q , x ≥ 1, де q
таке число, що 1

p + 1
q = 1; l(x) = ϕ′(x) = xp−1,

x ≥ 1; l(−1)(x) = x
1
p−1 , x ≥ 1.

За припущенням α = H
2 , b = H

4 матимемо:

Aα = AH
2

= 21−H
2 aϕπ

H
2

√
2c
H .

Спочатку розглянемо умову (2.7). Для за-
даної функцiї ϕ отримаємо(

A0(exp{ϕ(1)} − 1)α

δ

)1/H

+ 1 =

15



Вiсник Київського нацiонального унiверситету
iменi Тараса Шевченка
Серiя: фiзико-математичнi науки

2021, 1
Bulletin of Taras Shevchenko
National University of Kyiv

Series: Physics & Mathematics

(
A0(e

1
p − 1)α

δ

) 1
H

+ 1 ≤
(
A0

δ

) 1
H

+ 1,

де p > 1, α ∈ (0, 1). Далi,

2

(
A0

Aα

) 1
α

= 2

 aϕ

√
5c
2H

21−H
2 aϕπ

H
2

√
5c
H


2
H

=

2

(
1

21−H
2 π

H
2

√
5c

2H
· H

2c

) 2
H

=

=
2 · 5

1
H

2
2
H
−1π 2

2
H

=
22− 4

H 5
1
H

π
.

Отже, умова (2.7) набуває вигляду

N ≥ max


(
aϕ
δ

√
5c

H

) 1
H

+ 1;
22− 4

H 5
1
H

π

 .

В умовi (2.8) матимемо:

ϕ∗
(
δNH

A0
− 1

)
=

1

q

 δNH

aϕ

√
5c
2H

− 1

q

,

 (δAα)
b
α (N + 1)

2Hb
α

2b(1− b
α)A

2b
α
0 N

(H−α)b
α

×

l(−1)

(
δ(N + 1)H

A0
− 1

)
+ 1

) 2
b

=

=


(
δaϕπ

H
2 21−H

2

√
2c
H

) 1
2

(N + 1)2H· 1
2

2
H
4 (1− 1

2)
(
aϕ

√
5c
2H

)2· 1
2
N (H−H

2
)· 1

2

×

δ(N + 1)H

aϕ

√
5c
2H

− 1

 1
p−1

+ 1


8
H

= (∗)

Оскiльки N - велике число, то

(∗) ≈

δ 1
2a

1
2
ϕπ

H
4 2

1
2
−H

4 · (2c
H )

1
4NH

2
H
4
−1aϕ( 5c

2H )
1
2N

H
4

· δ
1
p−1N

H
p−1

a
1
p−1
ϕ ( 5c

2H )
1

2(p−1)

 8
H

=

= π2

(
δ

aϕ

) 4(p+1)
H(p−1)

· 2
18
H

+ 4
H(p−1)

−4 · 5−
4
H
− 4
H(p−1)×

×
(
H

c

) 2
H

+ 4
H(p−1)

·N
2(3p+1)
p−1 = µ ·N

2(3p+1)
p−1 ,

де µ наведено у твердженнi цiєї теореми.
Отже, умова (2.8) набуває вигляду:

2µ · exp

−1

q

 δNH

aϕ

√
5c
2H

− 1

qN
2(3p+1)
p−1 ≤ ν.

Таким чином, теорема доведена.

3 Визначення числових параметрiв мо-
делей i комп’ютерне моделювання
узагальненого дробового броунiвсько-
го руху

Нехай ϕ(x) = |x|p
p , |x| ≥ 1, p > 1. На основi те-

ореми 2.2 знайдемо числовi параметри та побу-
дуємо модель Z̃, визначену в (2.6), що наближає
процес узагальненого дробового броунiвського
руху Z, визначений за допомогою (2.5), iз зада-
ними надiйнiстю 1− ν та точнiстю δ в просторi
C([0, 1]) для рiзних значень iндекса Хюрста H.
Умова (2.9) для знаходження N представлена
у явному виглядi, тому її можна легко засто-
сувати. Умова (2.10) досить складна, але вона
розв’язується чисельними методами.

Алгоритми обчислення числових параме-
трiв та побудови траєкторiй вiдповiдних моде-
лей реалiзовано у програмному середовищi R.

1. Побудуємо модель траєкторiї строго ϕ-
субгауссового узагальненого дробового
броунiвського руху для ϕ(x) = |x|3

3 , |x| ≥ 1
(тобто, p = 3) та H = 7

8 з надiйнiстю 1 −
ν = 0.99 та точнiстю δ = 0.01 в C([0, 1]). У
цьому випадку матимемо c = 0.02642778.
З теореми 2.2 випливає:

• µ = 3.4717 ∗ 10−10,

• з умови (2.9) маємо, що N ≥
max {45.1, 0.337},

• з умови (2.10) випливає, що N ≥
1361.837.

Отже, достатньо взяти N = 1362, щоб вiд-
повiдна модель наближала такий узагаль-
нений дробовий броунiвський рух з надiй-
нiстю 0.99 та точнiстю 0.01 в C([0, 1]). На
рисунку нижче зображено модель трає-
кторiї строго ϕ-субгауссового узагальне-
ного дробового броунiвського руху для
ϕ(x) = |x|3

3 , |x| ≥ 1 та H = 7
8 .
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2. H = 8
9 , p = 3, 1 − ν = 0.99, δ = 0.01. Тодi

матимемо, що c = 0.02341;
З теореми 2.2 випливає:

• µ = 8.969 ∗ 10−10,

• з умови (2.9) маємо, що N ≥
max {39.496, 0.344},
• з умови (2.10) випливає, що N ≥

1110.654.

Отже, достатньо покласти N = 1111. На
рисунку нижче зображену вiдповiдну мо-
дель траєкторiї.
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3. H = 9
10 , p = 3, 1− ν = 0.99, δ = 0.01. Тодi

матимемо c = 0.021007.
З теореми 2.2 випливає:

• µ = 1.9722 ∗ 10−9,

• з умови (2.9) маємо, що N ≥
max {35.4, 0.3497},
• з умови (2.10) випливає, що N ≥

941.8686.

Отже, достатньо покласти N = 942. На
рисунку нижче зображену вiдповiдну мо-
дель траєкторiї.
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4. H = 15
16 , p = 3, 1− ν = 0.99, δ = 0.01. Тодi

матимемо c = 0.012979.
З теореми 2.2 випливає:

• µ = 4.006 ∗ 10−8,

• з умови (2.9) маємо, що N ≥
max {23.6, 0.368},
• з умови (2.10) випливає, що N ≥

522.2371.

Отже, достатньо покласти N = 523.

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

−
0
.1

0
.0

0
.1

0
.2

0
.3

Model for p=3 and H=15/16

time (t)

Z
(t

)

17



Вiсник Київського нацiонального унiверситету
iменi Тараса Шевченка
Серiя: фiзико-математичнi науки

2021, 1
Bulletin of Taras Shevchenko
National University of Kyiv

Series: Physics & Mathematics

5. H = 3
4 , p = 3. Тепер вiзьмемо надiйнiсть

1 − ν = 0.95 та точнiсть δ = 0.05 (то-
дi отримаємо меншу необхiдну кiлькiсть
доданкiв у моделi). Тодi матимемо, що
c = 0.05373.
З теореми 2.2 випливає:

• µ = 2.844 ∗ 10−6,

• з умови (2.9) маємо, що N ≥
max {18.25, 0.27},
• з умови (2.10) випливає, що N ≥

1005.4.

Отже, шукане значенняN = 1006 (для по-
рiвняння, у випадку 1− ν = 0.99, δ = 0.01
N = 9417). Нижче зображено вiдповiдну
модель вибiркової траєкторiї.
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6. Нехай ϕ(x) = |x|5
5 , |x| ≥ 1 (тобто, p = 5) та

H = 8
9 , 1 − ν = 0.99, δ = 0.01. Тодi мати-

мемо c = 0.02341.
З теореми 2.2 випливає:

• µ = 1.329 ∗ 10−6,

• з умови (2.9) маємо, що N ≥
max {39.5, 0.344},
• з умови (2.10) випливає, що N ≥

1692.331.

Отже, шукане значення N = 1693. На
рисунку нижче зображену вiдповiдну мо-
дель траєкторiї.
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З рисункiв бачимо, що чим бiльше значе-
ння iндекса Хюрста H, тим гладшою є крива,
при цьому i меншою є необхiдна кiлькiсть до-
данкiв N у моделi. Також збiльшення параме-
тра p функцiї ϕ(x) = |x|p

p , |x| ≥ 1, за однакових
значень точностi, надiйностi та iндекса Хюрста
призводить до збiльшення необхiдної кiлькостi
доданкiв у моделi.

Висновки

У роботi доведено теорему, що мiстить умо-
ви, за яких модель виду (2.6) наближає процес
строго ϕ-субгауссового узагальненого дробово-
го броунiвського руху iз заданими надiйнiстю
та точнiстю у просторi C([0; 1]) у випадку, коли
ϕ(x) = |x|p

p , |x| ≥ 1, p > 1. Визначено параме-
три моделей та змодельовано траєкторiї вiдпо-
вiдних процесiв для рiзних iндексiв Хюрста H
i заданих значень точностi та надiйностi у про-
грамному середовищi R.
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