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У роботi вивчається асимптотична поведiнка оцiнок Коенкера - Бассетта параметрiв лi-
нiйної моделi регресiї з дискретним часом спостереження та випадковим шумом, який є не-
лiнiйним локальним перетворенням гауссiвського стацiонарного часового ряду з сингулярним
спектром. Мета роботи полягає в отриманнi вимог до функцiї регресiї та часового ряду, що
моделює випадковий шум, за яких оцiнки Коенкера - Бассетта параметрiв функцiї регресiї є
консистентними.

Ключовi слова: лiнiйна модель регресiї, функцiя регресiї, локальне перетворення гауссiвсько-
го стацiонарного часового ряду, оцiнка Коенкера - Бассетта, консистентнiсть.

Asymptotic properties of Koenker - Bassett estimators of linear regression model parameters with
discrete observation time and random noise being nonlinear local transformation of Gaussian stationary
time series with singular spectrum are studied. The goal of the work lies in obtaining the requirements
to regression function and time series that simulates the random noise, under which the Koenker -
Bassett estimators of regression model parameters are consistent. Linear regression model with discrete
observation time and bounded open convex parametric set is the object of the studying. For the first time
in linear regression model with described stationary time series as noise having singular spectrum, the
weak consistency of unknown parameters Koenker - Bassett estimators are obtained. For getting these
results complicated concepts of time series theory and time series statistics have been used, namely: local
transformation of Gaussian stationary time series, stationary time series with singular spectral density,
expansions by Chebyshev - Hermite polynomials of the transformed Gaussian time series values.

Key Words: linear regression model, regression function, local transformation of Gaussian stati-
onary time series, Koenker - Bassett estimators, consistency.
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1 Вступ

Задача оцiнювання невiдомих параметрiв си-
гналу у моделях спостережень «сигнал плюс
шум» є важливою проблемою статистики ви-
падкових процесiв. У роботi розглядається лi-
нiйна модель регресiї з дискретним часом спо-
стереження, яка є складною в тому розумiннi,
що випадковий шум є локальним нелiнiйним пе-
ретворенням стацiонарного гауссiвського часо-
вого ряду з сингулярною спектральною щiль-
нiстю (зокрема, ця щiльнiсть може вiдповiда-

ти сильно залежному часовому ряду). Вивчен-
ня часових рядiв з несумовними коварiацiйни-
ми функцiями породжує складнi ймовiрнiснi та
статистичнi задачi.

В сучаснiй теорiї статистичного оцiнювання
чiльне мiсце займають оцiнки квантильної ре-
гресiї, або оцiнки Коенкера-Бассета [1], що ви-
значаються за допомогою несиметричної фун-
кцiї втрат та є оцiнками невiдомого параметра
— квантиля спостережень.

Асимптотичнi властивостi оцiнок

c⃝ О.В. Iванов, Н.В. Каптур, I.М. Савич, 2018
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Коенкера-Бассетта у випадку нелiнiйних моде-
лей регресiї з неперервним часом та шумом, що
є локальним перетворенням гауссiвського ста-
цiонарного сильно залежного випадкового про-
цесу, дослiжувалися ранiше. Зокрема, у статтi
I.М. Савич [2] доведено слабку консистентнiсть,
а у роботах О.В. Iванова, I.М. Савич [3, 4] зада-
чу про знаходження асимптотичного розподiлу
нормованих оцiнок Коенкера-Бассетта зведено
до простiшої задачi знаходження асимптоти-
чного розподiлу одного iнтегралу вiд породже-
ного випадковим шумом iндикаторного проце-
су, зваженого градiєнтом функцiї регресiї та
отримано асимптотичний розподiл нормованих
оцiнок.

2 Постановка задачi

Розглянемо модель регресiї

Xj = g(j, θ) + εj , j ∈ 1, N, (1)

де g(j, θ) =
q∑

i=1
θigi(j), j > 1, θ = (θ1, ..., θq) ⊂

Θ ⊂ Rq, Θ – вiдкрита опукла обмежена мно-
жина. Вiдносно похибок спостережень εj при-
пустимо наступне.

A1. εj , j ∈ Z, локальне перетворення гаус-
сiвського стацiонарного часового ряду ξj , j ∈
Z, а саме: εj = G(ξj), G(x), x ∈ R, – борелева
функцiя така, що Eε0 = 0, Eε20 < ∞.

A2. Часовий ряд ξj , j ∈ Z, визначено на
ймовiрносному просторi (Ω,F , P ), Eξ0 = 0, а
його коварiацiйну функцiю задано виразом

B(j) = Eξjξ0 =

r∑
l=0

AlBαl
,χl

(j), j ∈ Z, r > 0,

(2)

причому Al > 0,
r∑

l=0

Al = 1,

Bαl
,χl

(j) =
cos(χlj)

(1+j2)αl/2
, αl ∈ (0, 1), l = 0, r,

0 6 χ0 < χ1 < ... < χr < π.

Якщо χ0 = 0, то часовий ряд ξj , j ∈ Z,
є сильно залежним. Позначимо F (x), x ∈ R,
функцiю розподiлу випадкової величини ε0.

A3. F (0) = β, β ∈ (0, 1).

Введемо функцiю втрат

ρβ(x) =

{
βx, x > 0,

(β − 1)x, x < 0.
(3)

Рис. 1. Графiк функцiї y = ρ1/3(x).

Означення 1. Квантильною оцiнкою, або
оцiнкою Коенкера-Бассетта, параматра θ ∈
Θ, отриманою за спостереженнями ( 1), на-
зивається будь-який випадковий вектор θ̂N =
θ̂N (Xj , j = 1, N) ∈ Θc такий, що

QN (θ̂N ) = min
τ∈Θc

QN (τ),

QN (τ) =
N∑
j=1

ρβ(Xj − g(j, τ)),

Θc – замикання множини Θ.

За введених умов оцiнка θ̂N iснує [5].
У моделi квантильної регресiї рiвня β спо-

стереження можна записати у виглядi суми
квантильної функцiї регресiї та «похибок» спо-
стережень, про функцiю розподiлу F яких вi-
домо, що F (0) = β . У роботi зроблено спро-
щуюче припущення про рiвнicть нулю мате-
матичного сподiвання похибок спостережень.
Це звужує iдею квантильної регресiї, але на-
дає можливiсть розглядати звичайнi моделi ре-
гресiї з несиметричними похибками спостере-
жень i отримувати робастнi оцiнки Коенкера-
Бассетта параметрiв регресiї, використовуючи
дану функцiю втрат. Зауважимо також, що
оцiнки Коенкера-Бассетта узагальнює оцiнку
найменших модулiв у тому розумiннi, що оцiн-
ка найменших модулiв є оцiнкою невiдомого
параметра медiани рiзнорозподiлених спостере-
жень.

Позначимо

d2N = diag
(
d2iN

)q
i=1

, d2iN =

N∑
j=1

g2i (j), (4)

та припустимо, що є вiрними наступнi нерiвно-
стi.

18



Вiсник Київського нацiонального унiверситету
iменi Тараса Шевченка
Серiя: фiзико-математичнi науки

2018, 3
Bulletin of Taras Shevchenko
National University of Kyiv

Series: Physics & Mathematics

B1(i) 0 < ci 6 lim inf
N→∞

N−1/2diN 6
lim sup
N→∞

N−1/2diN 6 ci < ∞, i = 1, q.

Зробимо замiну змiнних у функцiї регре-
сiї u = N−1/2dN (τ − θ) та покладемо h(j, u) =
g(j, θ + N1/2d−1

N u). Тодi множина Θ трансфор-
мується в множину UN (θ) = N−1/2dN (Θ− θ), а
оцiнка θ̂N – в оцiнку uN = N−1/2dN (Θ− θ).

Запишемо

Q∗
N (u) = QN (θ +N1/2d−1

N u), u ∈ U
c
N (θ);

V (r) = {u ∈ Rq : ||u|| < r}, r > 0;

ΦkN (u1, u2) =
N∑
j=1

|h(j, u1)− h(j, u2)|k, k = 1, 2;

εj = ε+j + ε−j , ε
+
j = εjχ{εj 6 0}, ε−j = εjχ{εj < 0};

I(N) =
(
Iik(N)

)q
i,k=1

, Iik(N) = N−1
N∑
j=1

gi(j)gk(j).

Позначимо λmin(I(N)) – найменше власне
число матрицi I(N).

B1(ii). Для достатньо великих N(N > N0)

λmin(I(N)) > λ > 0. (5)

Отримаємо з умов B1(i) та B1(ii) кори-
снi для нас нерiвностi. Для будь-якого доста-
тньо малого ε > 0 та N > N0 справджується
N− 1

2diN > ci − ε, звiдки

N
1
2d−1

iN 6 1

ci − ε
6

max
i6i6q

( 1

ci − ε

)
=

1

min ci − ε
, i = 1, q.

(6)

З iншого боку, N− 1
2diN 6 ci + ε, звiдки

N
1
2d−1

iN > 1

ci + ε
>

min
16i6q

( 1

ci + ε

)
=

1

max ci + ε
, i = 1, q.

(7)

Оцiнимо величину

N−1Φ2N (u1, u2) =

N∑
j=1

( q∑
i=1

gi(j)N
1
2d−1

iN (ui1 − ui2)
)2

6

( q∑
i=1

|ui1 − ui2|
)2

6 q||u1 − u2||2,

(8)

Тодi

sup
u∈V c(r)

N−1Φ2N (u, 0) 6 qr2. (9)

Крiм цього,

sup
||u1−u2||6δ

N−1Φ1N (u1, u2) 6

sup
||u1−u2||<δ

(
N−1Φ2N (u1, u2)

)1/2
6 q1/2δ.

(10)

Маємо також за (5) для N > N0

N−1Φ2N (u, 0) =

q∑
i,k=1

(
N−1

N∑
j=1

gi(j)gk(j)(N
1/2d−1

iNui)×

× (N1/2d−1
kNuk)

)
>

> λ||N
1
2d−1

N u||2 > λ(max ci + ε)−2||u||2.
(11)

Таким чином, для довiльно малого r > 0,
для N > N0 iснує таке ν(r) > 0, що

inf
||u||>r

N−1Φ2N (u, 0) > ν(r). (12)

У якостi ν(r) можна, наприклад, взяти величи-
ну

ν(r) = λ(2 max ci)
−2 r2. (13)

Сформулюємо властивотi функцiї втрат ρβ,
деякi з яких будуть використанi в подальшому
текстi [2].

I. ρβ(ax) = aρβ(x), a > 0;

II. ρβ(x) + ρβ(−x) = |x|;

III. β|x| 6 ρβ(x) 6 β|x|,
де β = β

∧
(1− β), β = β

∨
(1− β);

IV. ρβ(x+ y) 6 ρβ(x) + ρβ(y);

V. |ρβ(x) − ρβ(y)| 6 ρβ(x − y)
∨

ρβ(y − x) 6
β|x− y|;

VI. Якщо E|ξ| < ∞, то Eρβ(ξ) = Eρ1−β(−ξ);

VII. Якщо Eξ2 < ∞, то Dρβ(ξ) = Dρ1−β(−ξ).

Оскiльки Eρβ(ξ) = βEξ+ + (β − 1)Eξ−, то
у впипадку, коли Eξ = Eξ+ + Eξ− = 0, маємо
Eρβ(ξ) = Eξ+. Зокрема, Eρβ(ε0) = Eε+0 .

Наступна умова є умовою контрасту, тобто
умовою розрiзняння параметрiв.

C1. Для довiльного r > 0 iснує △(r) > 0
таке, що для N > N0

inf
u∈Uc

N (θ)\V c(r)
N−1EQ∗

N (u) > Eε+0 +△(r), (14)
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3 Основний результат

Нехай α = min
06l6r

αl, де αl – константи з умови

A2.

Теорема 1. За умов A1 – A3, B1(i) та C1
для довiльного r > 0

P
{
||uN || > r

}
= O(N−α) при N → ∞. (15)

Доведення. Позначимо

δ(u) = Q∗
N (u)− EQ∗

N (u).

Тодi δN (0) = Q∗
N (0) − EQ∗

N (0) = QN (θ) −

EQN (θ) =
N∑
j=1

ρβ(εj) − NEε+0 . Переписуючи

означення ОКБ для нормованої оцiнки uN ,
отримуємо

Q∗
N (uN ) = min

u∈Uc
N (θ)

Q∗
N (u),

Q∗
N (u) =

N∑
j=1

ρβ

(
Xj − h(j, u)

)
,

Q∗
N (uN ) 6 Q∗

N (0) = δN (0) +NEε+0 м. н.

З використанням умови C1 для γ ∈ (0, 1) маємо

P
{
{||uN || > r

}
=

P
{
||uN || > r}

∩
{Q∗

N (uN ) 6 δN (0) +NEε+0 }
}
6

P
{

min
u∈Uc

N (θ)\V (r)
N−1Q∗

N (u) 6 N−1δN (0) + Eε+0

}
6

P
{

min
u∈Uc

N (θ)\V (r)
N−1Q∗

N (u) 6 N−1δN (0)+

+ min
u∈Uc

N (θ)\V (r)
N−1EQ∗

N (u)−△(r)
}
6

P
{
N−1δN (0) > (1− γ)△(r)

}
+ P

{
min

u∈Uc
N (θ)\V (r)

N−1Q∗
N (u)−

− min
u∈Uc

N (θ)\V (r)
N−1EQ∗

N (u) 6 −γ△(r)
}

= P1 + P2.

(16)

Зауваважимо, що

P2 6 P
{

min
u∈Uc

N (θ)\V (r)
N−1δN (u) 6 −γ△(r)

}
6

6 P
{

max
u∈Uc

N (θ)\V (r)
N−1|δN (u)| > γ△(r)

}
.

(17)

Завдяки умовi B1(i) та обмеженостi Θ, всi
множини U

c
N (θ) при N > N0 потрапляють в

деяку кулю V (r0) для деякого r0 > r, тобто
нерiвнiсть (17) можна продовжити наступним
чином:

P2 6 P
{

max
u∈V c(r0)\V c(r)

N−1|δN (u)| > γ△(r)
}
6

6 P
{

max
u∈V c(r0)

N−1|δN (u)| > γ△(r)
}
.

(18)

Оцiнимо спочатку ймовiрнiсть P1. За нерiв-
нiстю Чебишова

P1 6
N−2Eδ2N (0)

(1− γ)2 △2(r)
,

N−2Eδ2N (0) = N−2
( N∑
j=1

ρβ(εj)−NEε+0

)2
=

= N−2
N∑

j,k=1

Eρβ(εj)ρβ(εk)− (NEε+0 )
2.

(19)
За властивiстю III функцiї втрат ρβ

Eρ2β(ε0) 6 β
2
Eε20 = κ1 < ∞.

Тодi в гiльбертовому просторi L2(R, φ(x)dx), де
φ(x) = (2π)−1/2e−x2/2 - стандартна гауссiвська
щiльнiсть, є вiрним розклад

ρβ(G(x)) =

∞∑
m=0

cm
m!

Hm(x),

cm =

∫
R

ρβ(G(x))Hm(x)φ(x)dx, m > 0,

за полiномами Чебишова – Ермiта

Hm(x) = (−1)mex
2/2 dm

dxm
e−x2/2, m > 0,

причому EHm(ξj)Hn(ξk) = δnmm!Bm(j − k),
δnm – символ Кронекера, тобто δnm = 1 при m = n
та δnm = 0, якщо m ̸= n. З цього випливає, що

Eρβ(εj)ρβ(εk) =
∞∑

m=0

c2m
m!

Bm(j − k), (20)

зокрема,

Eρ2β(ε0) =

∞∑
m=0

c2m
m!

6 κ1.
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Зауважимо, що Eρβ(ε0) = ε+0 = c0, та з (19),
(20) маємо

N−2Eδ2N (0) =

N−2
N∑

j,k=1

( ∞∑
m=0

c2m
m!

Bm(j − k)− (Eε+0 )
2
)
=

N−2
N∑

j,k=1

( ∞∑
m=1

c2m
m!

Bm(j − k)
)
6

κ1N
−2

N∑
j,k=1

|B(j − k)|.

Оцiнимо останню подвiйну суму:

N−2
N∑

j,k=1

|B(j − k)| =

N−2
N−1∑

s=−(N−1)

(N − |s|)|B(s)| =

N−1
N−1∑

s=−(N−1)

(1− |s|
N

)|B(s)| 6 2N−1
N∑
s=0

|B(s)|.

З iнщого боку, при s ̸= 0 за нашими умовами

|B(s)| 6
r∑

l=0

Al(1 + s)−αl/2 6 (1 + s2)−α/2 6 s−α.

Таким чином,

2N−1
N∑
s=0

|B(s)| = 2N−1 + 2N−1
N∑
s=1

|B(s)| 6

2N−1 + 2N−1
N∑
s=1

s−α 6 2N−1 + 2N−1

N∫
0

s−αds =

2N−1 + 2(1− α)−1N−α.

Отже, при N → ∞

P1 6
2κ1

(1− γ)2△2(r)

(
N−1 + (1− α)−1N−α

)
= O(N−α).

(21)

Оцiнимо тепер iмовiрнiсть P2, користую-
чись нерiвнiстю (18). Нехай F (1), ..., F (L) ⊂
V c(r0) – замкненi множини, дiаметри яких не
перевищують значення δ > 0, яке ми оберемо
нижче, причому

L∪
i=1

F (i) = V c(r0). (22)

Зафiксуємо точки ui ∈ F (i), i = 1, L. Тодi

P2 6 P
{

sup

u∈
L∪

i=1
F (i)

N−1|δN (u)| > γ△(r)
}
6

L∑
i=1

P
{

sup
u′ ,u′′∈F (i)

N−1|δN (u
′
)− δN (u

′′
)|+

N−1|δN (ui)| > γ△(r)
}
.

(23)

За властивiстю V функцiї втрат ρβ отримуємо

|δN (u
′
)− δN (u

′′
)| 6

|Q∗
N (u

′
)−Q∗

N (u
′′
)|+ E|Q∗

N (u
′
)−Q∗

N (u
′′
)| 6

N∑
j=1

|ρβ(Xj − h(j, u
′
))− ρβ(Xj − h(j, u

′′
))|+

E
N∑
j=1

|ρβ(Xj − h(j, u
′
))− ρβ(Xj − h(j, u

′′
))| 6

2βΦ1N (u
′
, u

′′
).

(24)

З нерiвностi (10) випливає, що для u
′
, u

′′ ∈ F (i)

2βΦ1N (u
′
, u

′′
) 6 2βq

1
2 δ. (25)

Таким чином, з (22) - (25) знаходимо, що

P2 6
L∑
i=1

P
{
N−1|δN (ui)| > γ△(r)− 2βq

1
2 δ
}
.

(26)
Оберемо величину δ > 0 таким чином, щоб ви-
конувалась наступна нерiвнiсть
γ△(r)− 2βq

1
2 δ := ε(r, δ) > 0 (зменшення δ при-

зведе лише до зростання числа L), i оцiнимо
кожний доданок суми (26) окремо.

Маємо за нерiвнiстю Чебишова

P
{
N−1|δN (ui)| > ε(r, δ)

}
6 ε−2(r, δ)N−2Eδ2N (ui).

(27)
Позначимо

△h(j, ui) = h(j, ui)− h(j, 0)

i запишемо

δN (ui) = Q∗
N (ui)− EQ∗

N (ui) =

N∑
j=1

ρβ(εj −△h(j, ui))− E

N∑
j=1

ρβ(εj −△h(j, ui)),
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Eδ2N (ui) =

N∑
j,k=1

Eρβ

(
εj −△h(j, ui)

)
×

ρβ

(
εk −△h(k, ui)

)
−
(
E

N∑
j=1

ρβ(εj −△h(j, ui))
)2

.

Покладемо

ρβ

(
εj −△h(j, ui)

)
= Z(εj , j) = Z(G(ξj), j).

(28)
Оскiльки для будь-якого j = 1, N за властивi-
стю III функцiї ρβ

EZ2(ε0, j) = Eρ2β

(
ε0 −△h(j, ui)

)
6

β
2
(
Eε20 + (△h(j, ui))

2
)
< ∞,

(29)

то функцiю Z(G(·), j) можна розкласти в ряд у
просторi L2(R, φ(x)dx) за полiномами Чебишо-
ва – Ермiта:

Z(G(x), j) =

∞∑
m=0

cm(j, ui)

m!
Hm(x),

c0(j, ui) = EZ(ε0, j),

cm(j, ui) =

∫
R

ρβ

(
G(x)−△h(j, ui)

)
Hm(x)φ(x)dx,

m > 1.

Тодi користуючись попереднiми мiркуваннями,
якi дозволили отримати оцiнку (21), та нерiвнi-
стю (29), маємо при N → ∞

N−2Eδ2N (ui) =

N−2
N∑

j,k=1

( ∞∑
m=0

cm(j, ui)cm(k, ui)

m!
Bm(j − k)−

c0(j, ui)c0(k, ui)
)
=

N−2
N∑

j,k=1

( ∞∑
m=1

cm(j, ui)cm(k, ui)

m!
Bm(j − k)

)
6

N−2
N∑

j,k=1

( ∞∑
m=1

c2m(j, ui)

m!
|B(j − k)|

)
6

N−2
N∑

j,k=1

EZ2(ε0, j)|B(j − k)| 6

N−2
N∑

j,k=1

β
2
(
Eε20 + (△h(j, ui))

2
)
|B(j − k)| =

O(N−α) + β
2
N−2

N∑
j,k=1

(
△h(j, ui)

)2
|B(j − k)|.

(30)

Оцiнимо останню суму, скориставшись нерiвнi-
стю (9):

N−2
N∑

j,k=1

(
△h(j, ui)

)2
|B(j − k)| =

N−1
N∑
j=1

(
△h(j, ui)

)2
N−1

N∑
k=1

|B(j − k)| 6

N−1Φ2N (ui, 0)N
−1

N−1∑
s=−(N−1)

|B(s)| 6

2qr20N
−1

N∑
s=0

|B(s)| = O(N−α)

(31)

при N → ∞. З (26), (27), (30) та (31) отримує-
мо, що P2 = O(N−α). �

Зауважимо, що за умови B2(i) справедли-
вiсть для будь-якого r > 0 спiввiдошення (15)
та спiввiдношення

P{||θ̂N − θ|| > r} = O(N−α) при N → ∞ (32)

випливає одне з одного. Щоб впевнитись в цьо-
му майже очевидному твердженнi, скористає-
мось мiркуваннями, якi привели до нерiвностей
(6) та (7).

Нехай справедливе (15). Тодi маємо для до-
вiльного r > 0

P{||θ̂N − θ|| > r} =

P{||N−1/2d−1
N

(
N−1/2dN (θ̂N − θ)

)
|| > r} 6

P{||N−1/2dN (θ̂N − θ)|| > r(min ci − ε)} =

O(N−α) при N → ∞,

якщо обрати ε достатньо малим, тобто (32) ви-
конується.

Нехай, навпаки, має мiсце (32). Тодi для до-
вiльного r > 0

P{||N−1/2dN (θ̂N − θ)|| > r} 6
P{||θ̂N − θ|| > r(max ci + ε)−1} = O(N−α)

при N → ∞, тобто справедливе (15).
Сформулюємо достатнi умови виконання

умови контрасту C1.
C2.(i) sup

j>1
max

τ1,τ2∈Θc
|g(j, τ1) − g(j, τ2)| = g0 <

∞;
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(ii) випадкова величина ε0 має щiльнiсть
p(x) = F

′
(x), x ∈ R, причому

inf
|x|6g0

p(x) = p0 > 0.

У роботi [6, 7] доведено, що за умови C2
для g ∈ [0, g0]

Eρβ(ε0 ± g)− Eρβ(ε0) >
1

2
p0g

2. (33)

З нерiвностi (33) випливає, що

N−1EQN (θ +N1/2d−1
N u) >

Eρβ(ε0) +
1

2
p0N

−1Φ2N (u, 0),
(34)

або для будь-якого r > 0

inf
u∈Uc

N (θ)\V c(r)
N−1EQ∗

N (u) >

Eε+0 +
1

2
p0 inf

||u||>r
Φ2N (u, 0) >

Eε+0 +
1

2
p0 ν(r),

(35)

де ν(r) виникає в нерiвностi (12) i задано ви-
разом (13). Нагадаємо, що (12) отримано за
припущенням B1(ii). Таким чином, ми може-
мо сформулювати наступний наслiдок доведе-
ної теореми, який зручнiше застосовувати.

Наслiдок 1. За умов A1-A3, B1(i),B1(ii) та
C2 для довiльного r > 0

P{||θ̂N − θ|| > r} = O(N−α) при N → ∞. (36)

Приклад 1. Розглянемо в моделi спостережень
(1) функцiю регресiї

g(j, θ) =

n∑
i=1

(
Ai sinφij +Bi cosφij

)
, j > 1,

(37)
де φi, i = 1, n, – вiдомi частоти гармонiчних ко-
ливань, причому 0 < φ1 < ... < φn < π. Вектор
невiдомих параметрiв θ – це вектор невiдомих
амплiтуд суми гармонiчних коливань (37), а са-
ме:

θ = (A1, B1, A2, B2, ..., An, Bn).

Таким чином, в цьому прикладi q = 2n, i ми
маємо справу з вектором - градiєнтом функцiї
регресiї

▽g(j) = (sinφ1j, cosφ1j, ..., sinφnj, cosφnj),

j > 1.

(38)

Перевiримо виконання умов теореми 1 та на-
слiдку 1 щодо функцiї регресiї g(j, θ). Оскiльки

N−1d2iN −−−−→
N→∞

1

2
, i = 1, 2n,

то умову B1(i) виконано. Неважко зрозумiти,
що з огляду на (38), IN −−−−→

N→∞
I2n, де I2n – оди-

нична матриця 2n -го порядку, i умову B1(ii)
також виконано. Варто зауважити, що

N−1Φ2N (u, 0) =⟨
INN1/2d−1

N u,N1/2d−1
N u

⟩
−−−−→
N→∞

||u||2

рiвномiрно за u ∈ V c(r0), де куля V c(r0) мiстить
всi множини U

c
N (θ) (див. вище). Крiм цього,

|g(j, τ1)−g(j, τ2)| 6
√
2n||τ1−τ2|| 6

√
2n diam Θ,

i умову C2(i) виконано з g0 =
√
2n diam Θ.

Таким чином, за умови C2(ii) є вiрною умова
C2.

4 Висновок

У роботi отримано посилену властивiсть слаб-
кої консистентностi оцiнок Коенкера-Бассетта
в лiнiйнiй моделi регресiї з нелiнiйно перетво-
реним гауссiвським стацiонарним часовим ря-
дом з сингулярним спектром в якостi випадко-
вого шуму, а саме: в формулах (15), (36) оцi-
нено швидкiсть, з якою ймовiрностi в лiвих ча-
стинах цих спiввiдношень прямують до нуля.
Припускається, що параметрична множина, що
мiстить невiдоме iстинне значення параметра, є
обмеженою вiдкритою опуклою множиною ев-
клiдового простору.

Сформульовано наслiдок до теореми про
консистентнiсть цих оцiнок, де вказано умови
для перевiрки складної умови контрасту. Наве-
дено приклад гармонiчної функцiї регресiї, для
якої справджуються всi умови.

Отриманi результати дозволяють викори-
стовувати оцiнки Коенкера-Бассетта в моделях
регресiї з несиметричними похибками спостере-
жень. Природним напрямом продовження до-
слiджень є доведення асимптотичної нормаль-
ностi оцiнок Коенкера-Бассетта.
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