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У роботi дослiджуються властивостi випадкових процесiв, що належать до просторiв φ-
субгауссових випадкових величин Subφ(Ω). Встановлено умови, за яких процеси, що визначенi
на R, є обмеженими i неперервними з ймовiрнiстю 1, виписано оцiнки для розподiлу супремуму
таких процесiв.

Ключовi слова: φ-субгауссовi процеси, неперервнiсть, обмеженiсть, розподiл супремуму

In this paper, there are studied properties of stochastic processes belonging to the spaces of φ-
sub-Gaussian random variables Subφ(Ω). For the processes defined on R, we obtain conditions for
boundedness and continuity with probability 1, estimates for the distribution of the supremum are also
derived.
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1 Вступ

У цiй роботi дослiджуються властивостi випад-
кових процесiв, що належать до просторiв φ-
субгауссових випадкових величин Subφ(Ω). Та-
кi процеси являють собою пiдклас процесiв iз
просторiв Орлича експоненцiального типу. Де-
тальне дослiдженння випадкових процесiв iз
просторiв Орлича представлено у монографiї
[3]. За допомогою ентропiйних методiв в [3]
встановлено загальнi умови обмеженостi та не-
перервностi процесiв Орлича, заданих на ком-
пактних множинах, знайдено оцiнки розподi-
лiв супремумiв таких процесiв, а також значну
увагу придiлено специфiкацiї цих умов для φ-
субгауссових процесiв.

Простори φ-субгауссових випадкових вели-
чин Subφ(Ω) узагальнюють простори гауссових

випадкових величин, тому вони широко засто-
совуються для моделювання реальних випад-
кових процесiв у теорiї черг, фiнансовiй ма-
тематицi, фiзицi. Детальну iнформацiю щодо
основних понять i властивостей φ-субгауссових
випадкових процесiв можна знайти у джере-
лах [2, 3, 4, 6] та iн.

У данiй роботi розглядається питання про
встановлення умов обмеженостi та непервно-
стi φ-субгауссових випадкових процесiв X(t),
t ∈ T , для випадку, коли параметрична мно-
жина T не є компактом, а саме, припускається,
що T = R.

Зауважимо, що для процесу X(t), t ∈ T ,
заданого на компактi T , умови обмеженостi i
неперервностi формулюються однаково, з ви-
користанням припущення про збiжнiсть так

c⃝ О.I. Василик, О.М. Гопкало, Ю.В. Козаченко, Л.М. Сахно 2019

https://doi.org/10.17721/1812-5409.2419/4.3

18



Вiсник Київського нацiонального унiверситету
iменi Тараса Шевченка
Серiя: фiзико-математичнi науки

2019, 4
Bulletin of Taras Shevchenko
National University of Kyiv

Series: Physics & Mathematics

званих ентропiйних iнтегралiв, якi визначаю-
ться через ентропiйнi характеристики множи-
ни T вiдносно певної метрики, що породжу-
ється самим процесом X. Для некомпактних
множин ситуацiя є iншою. Дослiдження непе-
рервностi є бiльш простою задачею: якщо T є σ-
компактною множиною (тобто може бути пред-
ставлена як злiченне об’єднання компактних
пiдмножин), тодi iз неперервностi з ймовiрнi-
стю 1 процесу X на цих компактних пiдмножи-
нах випливатиме неперервнiсть з ймовiрнiстю 1
на T (див., наприклад, [1], Роздiл 1.3). Але такi
аргументи вже не можна застосувати для вста-
новлення обмеженостi процесу i потрiбно вво-
дити певнi додатковi умови. Один iз можливих
пiдходiв до розв’язання цiєї задачi представле-
но у данiй статтi.

Робота складається зi вступу та 2 роздiлiв.
У роздiлi 2 наведено основнi поняття та деякi
необхiднi результати щодо випадкових величин
та процесiв iз простору Subφ(Ω). Роздiл 3 мi-
стить основнi результати роботи – теореми про
умови обмеженостi i неперервностi з ймовiрнi-
стю 1 φ-субгауссових випадкових процесiв X(t),
t ∈ R, наведено також деякi їх застосування.

2 Необхiднi вiдомостi з теорiї φ-
субгауссових випадкових процесiв

У цьому роздiлi наведено основнi поняття та де-
якi необхiднi результати щодо випадкових вели-
чин та процесiв iз простору Subφ(Ω) [3, 4].

Означення 2.1. Неперервна парна опукла
функцiя φ = {φ(x), x ∈ R} називається N-
функцiєю Орлича, якщо φ(0) = 0, φ(x) > 0 при
x ̸= 0, φ(x)

x → 0 при x → 0 та φ(x)
x → ∞ при

x → ∞.

Означення 2.2. Нехай φ = {φ(x), x ∈ R}—
деяка N-функцiя Орлича. Функцiя φ∗ така, що
φ∗(x) := supy∈R (xy − φ(y)) , x ≥ 0, називається
перетворенням Юнга – Фенхеля функцiї φ.

Приклад 2.1. Якщо φ(x) = |x|p
p , x ∈ R, p > 1, то

φ∗(x) = |x|q
q , де q таке число, що 1

q +
1
p = 1.

Якщо φ(x) = exp{|x|} − |x| − 1, x ∈ R, то
φ∗(x) = (|x|+ 1) ln(|x|+ 1)− |x|.

Умова Q. Для N-функцiї φ виконується
умова Q, якщо

lim inf
x→0

φ(x)

x2
= C > 0.

Можливо, що C = +∞.
У книзi [7] мiститься детальна iнформацiя

щодо N-функцiй Орлича та їх властивостей.
Нехай (Ω,F ,P)— це стандартний iмовiрнi-

сний простiр.

Означення 2.3. Нехай φ—N -функцiя Орли-
ча, для якої виконується умова Q. Випад-
кова величина ξ належить простору Subφ(Ω)
(простору φ-субгауссових випадкових величин),
якщо Eξ = 0, E exp{λξ} iснує для всiх λ ∈ R та
iснує така стала a > 0, що для всiх λ ∈ R вико-
нується нерiвнiсть

E exp (λξ) ≤ exp (φ(aλ)) .

Теорема 2.1. [3] Простiр Subφ(Ω) є просто-
ром Банаха з нормою

τφ(ξ) = sup
λ̸=0

φ−1 (lnE exp (λξ))

|λ|

та для всiх λ ∈ R виконуються нерiвностi

E exp (λξ) ≤ exp (φ(λτφ(ξ))) , (2.1)

(Eξ2)
1
2 ≤ Cτφ(ξ),

де C > 0 — деяка стала.

Якщо φ(x) = x2

2 , x ∈ R, то простiр
Subφ(Ω) = Sub(Ω) називається простором суб-
гауссових випадкових величин.

Означення 2.4. Нехай (T, ρ)— деякий псевдо-
метричний або метричний простiр. Метричною
ентропiєю (вiдносно псевдометрики/метрики ρ)
називається функцiя

H(ε) := lnN(T,ρ)(ε), ε > 0,

де N(T,ρ)(ε)— це метрична масивнiсть множини
T , тобто, кiлькiсть елементiв у найменшому ε-
покриттi цiєї множини.

Приклад 2.2. Якщо T = [a, b] та ρ— це евклiдо-
ва вiдстань, то для довiльного значення ε > 0:

ln
(
max

{b− a

2ε
, 1
})

≤ H(T,ρ)(ε) ≤ ln
(b− a

2ε
+1
)
.

Означення 2.5. Випадковий процес X =
(X(t), t ∈ T ) є φ-субгауссовим (тобто, належить
простору Subφ(Ω)), якщо для всiх t ∈ T випад-
ковi величини X(t) ∈ Subφ(Ω).

Якщо φ(x) = x2

2 , x ∈ R, то такий процес
називається субгауссовим.

Приклад 2.3. Центрований гауссовий випадко-
вий процес є субгауссовим.
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3 Основнi результати

Нехай X = {X(t); t ∈ T} – випадковий про-
цес з простору Subφ(Ω) та псевдометрика ρX ,
породжена випадковим процесом X на T , має
вигляд

ρX(t, s) = τφ(X(t)−X(s)), t, s ∈ T.

Припустимо, що виконуються такi умови:
A1) ε0 = supt∈T τφ(X(t)) < ∞;
A2) (T, ρX) – сепарабельний простiр та випад-
ковий процес X є сепарабельним на (T, ρX).

Теорема 3.1 ([3], Theorem 4.2, p. 105). Якщо

Iφ(ε0) =

∫ ε0

0

H(ε)

φ(−1)(H(ε))
dε < ∞, (3.1)

де φ(−1)(x), x > 0 – функцiя, обернена до
φ(x), x > 0, та H(ε) – метрична ентропiя про-
стору (T, ρX), то для довiльного θ ∈ (0, 1) i всiх
u >

2Iφ(θε0)
θ(1−θ) справедлива така оцiнка:

P
{
sup
t∈T

|X(t)| ≥ u
}
≤ 2A(u, θ), (3.2)

де

A(u, θ) = exp
{
−φ∗

( 1

ε0

[
u(1−θ)− 2

ε0
Iφ(θε0)

])}
,

φ∗ – це переворення Юнга-Фенхеля функцiї φ.

Наслiдок 3.1. Нехай T = [a, b]. Тодi у твер-
дженнi Теореми 3.1 умова (3.1) набуде вигляду

Îφ(ε0) =

∫ ε0

0

ln( b−a
2σ(−1)(u)

+ 1)

φ(−1)(ln( b−a
2σ(−1)(u)

+ 1))
du < ∞.

Доведення. Твердження цього наслiдку випли-
ває з Теореми 3.1 та нерiвностi N(u) ≤

b−a
2σ(−1)(u)

+1, де N(u) – метрична масивнiсть про-
стору T = [a, b], H(u) = lnN(u).

Нехай замiсть умови A2) виконується така
умова:

A3) Процес X(t) є сепарабельним на
(R, ρX); послiдовнiсть {Bk = [ak, bk]; k ∈ Z}
утворює розбиття простору R на пiдмножини
Bk = [ak, bk]; k ∈ Z, bk > ak,

∪
k∈ZBk = R;

Hk(u) – метрична ентропiя множини Bk вiдно-
сно псевдометрики ρX , k ∈ Z.

Теорема 3.2. Нехай для випадкового процесу
X = {X(t); t ∈ R} з простору Subφ(Ω) викону-
ються умови A1) та A3), а також нехай iсну-
ють монотонно зростаючi неперервнi функцiї
σk = {σk(h), 0 ≤ h ≤ maxt,s∈Bk

ρX(t, s)}, такi,
що σk(0) = 0 та на кожнiй множинi Bk

sup
ρX(t,s)≤h, t,s∈Bk

τφ(X(t)−X(s)) ≤ σk(h). (3.3)

Нехай виконується умова:

Îφ(ε0k) =

∫ ε0k

0

ln( bk−ak

2σ
(−1)
k (u)

+ 1)

φ(−1)(ln( bk−ak

2σ
(−1)
k (u)

+ 1))
du < ∞.

(3.4)
Тодi для всiх θ ∈ (0, 1) та u >

supk∈Z
2Îφ(θε0k)
θ(1−θ) = ε∗ має мiсце така оцiнка:

P{ sup
t∈Bk

|X(t)| ≥ u} ≤ 2Ak(u, θ), (3.5)

де

Ak(u, θ) = exp{−φ∗(
1

ε0k
[u(1−θ)− 2

ε0k
Îφ(θε0k)])},

φ∗ – перетворення Юнга-Фенхеля функцiї φ.
Якщо для деякого ε̂ ≥ ε∗ ряд

∑
k∈ZAk(ε̂, θ)

збiгається, то для всiх ε ≥ ε̂ ряд
∑

k∈ZAk(ε, θ)
теж збiгається i виконується нерiвнiсть:

P{sup
t∈R

|X(t)| ≥ ε} ≤ 2
∑
k∈Z

Ak(ε, θ)

та
P{sup

t∈R
|X(t)| < ∞} = 1.

Доведення. Розглянемо розбиття {Bk =
[ak, bk]; k ∈ Z},

∪
k∈ZBk = R. Тодi

P{sup
t∈R

|X(t)| ≥ ε} = P{
∪
k∈Z

sup
t∈Bk

|X(t)| ≥ ε} ≤

≤
∑
k∈Z

P{ sup
t∈Bk

|X(t)| ≥ ε}.

З теореми 3.1 та наслiдку 3.1 випливає, що
коли ε0k < ∞, Îφ(θε0k) < ∞, та X(t) – сепа-
рабельний процес, то умова (3.5) виконується
для всiх u >

2Îφ(θε0k)
θ(1−θ) . Таким чином, для всiх

θ ∈ (0, 1) та u > supk∈Z
2Îφ(θε0k)
θ(1−θ) матимемо

P{sup
t∈R

|X(t)| ≥ ε} ≤ 2A(ε, θ),

де A(ε, θ) =
∑

k∈ZAk(ε, θ).
За теоремою 3.1, Iφ(ε0k) =

∫ ε0k
0

Hk(ε)

φ(−1)(Hk(ε))
dε <

∞. З означення метричної масивностi отриму-
ємо: Nk(ε) ≤ bk−ak

2σ
(−1)
k (ε)

+ 1, де функцiя σk(h) ви-

значена у (3.3).

20



Вiсник Київського нацiонального унiверситету
iменi Тараса Шевченка
Серiя: фiзико-математичнi науки

2019, 4
Bulletin of Taras Shevchenko
National University of Kyiv

Series: Physics & Mathematics

З [3] вiдомо, що функцiя Hk(ε)

φ(−1)(Hk(ε))
є моно-

тонно зростаючою. Тодi
Iφ(ε0k) ≤

≤ Îφ(ε0k) =

∫ ε0k

0

ln( bk−ak
2σ(−1)(u)

+ 1)

φ(−1)(ln( bk−ak
2σ(−1)(u)

) + 1)
du < ∞.

Покажемо, що A(ε, θ) → 0, ε → ∞.
ОскiлькиAk(ε, θ) ≤ Ak(ε̂, θ) при ε̂ ≤ ε, то
з того, що

∑
k∈ZAk(ε̂, θ) < ∞, випливає, що∑

k∈ZAk(ε, θ) < ∞.
Тепер покажемо, що для всiх δ при до-

статньо великих значеннях ε виконується:
A(ε, θ) < δ. Нехай M ∈ N. Тодi

A(ε, θ) =
M∑

|k|=0

Ak(ε, θ) +
∞∑

|k|=M+1

Ak(ε, θ) ≤

≤
M∑

|k|=0

Ak(ε, θ) +
∞∑

|k|=M+1

Ak(ε̂, θ).

Виберемо таке значення M , що∑∞
|k|=M+1Ak(ε̂, θ) ≤ δ

2 , та C таке, що при
ε > C, |k| ≤ M : Ak(ε, θ) <

δ
2(M+1) . Тодi

A(ε, θ) ≤
M∑

|k|=0

δ

2(M + 1)
+

δ

2
≤ δ.

Отже, A(ε, θ) → 0, при ε → ∞.

Теорема 3.3. Нехай X = {X(t); t ∈ R} – ви-
падковий процес з простору Subφ(Ω). Припус-
тимо, що X – неперервний на довiльному вiд-
рiзку [a, b], a < b з ймовiрнiстю 1, а також X є
обмеженим випадковим процесом на R з ймо-
вiрнiстю 1, тобто P{supt∈R |X(t)| < ∞} = 1.
Тодi X(t) є неперервним процесом на R з ймо-
вiрнiстю 1.

Зауваження 3.1. За умов теореми 3.2, процес
X є неперервним на R з ймовiрнiстю 1.
Зауваження 3.2. Аналогiчно до теореми 3.2,
результат про обмеженiсть i неперервнiсть ви-
падкового процесу X = {X(t); t ∈ R} з прос-
тору Subφ(Ω) можна встановити, формулюючи
умови з використанням iншого ентропiйного iн-
тегралу замiсть (3.4). А саме, можна розгляда-

ти iнтеграл Ir(ε) :=
ε∫
0

r(N(v)) dv, де r(x), x ≥ 1

– невiд’ємна монотонно зростаюча функцiя та-
ка, що r(ex), x ≥ 0, є опуклою функцiєю. При
цьому, замiсть теореми 3.1, застосовується iн-
ший результат з [3] (Theorem 4.4, p. 107).

Приклад 3.1. Нехай в умовах теореми 3.2
φ(x) = |x|p

p , x ∈ R, 1 < p ≤ 2 i σk(h) = ckh
α,

α ∈ (0, 1). Тодi маємо (при q: 1/q + 1/p = 1)

Ak(u, θ) = exp
{
−1

q
(
1

ε0k
[u(1−θ)− 2

ε0k
Îφ(θε0k)])

q
}
,

де Îφ(θε0k) ≤
(
c
1
α
k (bk−ak)

2

)1− 1
p (θε0k)

1
αp− 1

α+1

1
αp

− 1
α
+1

(i припускаємо, що 1
αp − 1

α + 1 > 0).

Отриманi результати можна застосувати
при дослiдженнi розв’язкiв задачi Кошi для рiв-
няння теплопровiдностi{

ut(t;x) = a2uxx(t;x), t > 0, x ∈ R,
u(0;x) = f(x), x ∈ R, (3.6)

де функцiя f неперервна та обмежена на R.

Теорема 3.4 ([8], c. 181). Якщо f – неперервна
та обмежена функцiя на R, то єдиний розв’я-
зок задачi Кошi (3.6) у класi неперервних та
обмежених функцiй задається формулою Пу-
ассона:

u(t, x) =

∫ +∞

−∞
f(v)

1

2a
√
πt

exp

{
−(v − x)2

4a2t

}
dv,

t > 0, x ∈ R.

Теорема 3.5. Нехай ξ = {ξ(x);x ∈ R} – випад-
ковий процес з простору Subφ(Ω) такий, що
supx∈R |ξ(x)| < ∞, з ймовiрнiстю 1 та ξ(x) є
вибiрково неперервним з ймовiрнiстю 1.

Тодi з ймовiрнiстю 1 випадковий процес

u(t, x) =

∫ +∞

−∞
ξ(v)

1

2a
√
πt

exp

{
−(v − x)2

4a2t

}
dv,

t > 0, x ∈ R,

є обмеженим та неперервним розв’язком зада-
чi Кошi (3.6) з випадковою початковою умовою
u(0;x) = ξ(x), x ∈ R.

Доведення. Твердження цiєї теореми випливає
з теореми 3.4.

Наслiдок 3.2. Нехай для випадкового процесу
ξ = {ξ(x);x ∈ R} з простору Subφ(Ω) виконую-
ться умови теореми 3.2. Тодi з ймовiрнiстю 1
випадковий процес

u(t, x) =

∫ +∞

−∞
ξ(v)

1

2a
√
πt

exp

{
−(v − x)2

4a2t

}
dv,

t > 0, x ∈ R,
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є обмеженим та неперервним розв’язком за-
дачi Кошi (3.6) з випадковою початковою умо-
вою u(0;x) = ξ(x), x ∈ R, i має мiсце оцiн-
ка P{supt≥0,x∈R |u(t, x)| > ε} ≤

∑
k∈ZAk(ε), де

Ak(ε), ε > 0, визначаються для процесу ξ згiд-
но з теоремою 3.2.

Висновки

У роботi встановлено умови, за яких φ-
субгауссовi випадковi процеси, що визначенi на
R, є обмеженими i неперервними з ймовiрнiстю
1, виписано оцiнки для розподiлу супремуму та-
ких процесiв.
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