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У роботi вивчається асимптотична поведiнка оцiнок Коенкера - Бассетта параметрiв лi-
нiйної моделi регресiї з дискретним часом спостереження та випадковим шумом, який є не-
лiнiйним локальним перетворенням гауссiвського стацiонарного часового ряду з сингулярним
спектром. Мета роботи полягає в отриманнi вимог до функцiї регресiї та часового ряду, що
моделює випадковий шум, за яких оцiнки Коенкера - Бассетта параметрiв функцiї регресiї є
асимптотично нормальною.

Ключовi слова: лiнiйна модель регресiї, функцiя регресiї, локальне перетворення гауссiвсько-
го стацiонарного часового ряду, оцiнка Коенкера - Бассетта, асимптотична нормальнiсть.

Asymptotic properties of Koenker - Bassett estimators of linear regression model parameters with
discrete observation time and random noise being nonlinear local transformation of Gaussian stationary
time series with singular spectrum are studied. The goal of the work lies in obtaining the requirements
to regression function and time series that simulates the random noise, under which the Koenker -
Bassett estimators of regression model parameters are asymptotically normal. Linear regression model
with discrete observation time and bounded open convex parametric set is the object of the studyi-
ng. Asymptotic normality of unknown parameters Koenker - Bassett estimators are obtained. For
getting these results complicated concepts of time series theory and time series statistics have been used,
namely: local transformation of Gaussian stationary time series, stationary time series with singular
spectral density, spectral measure of regression function, admissibility of singular spectral density of
stationary time series in relation to this measure, expansions by Chebyshev - Hermite polynomials of
the transformed Gaussian time series values and it‘s covariances, central limit theorem for weighted
sums of the values of such a local transformation.

Key Words: linear regression model, regression function, local transformation of Gaussian stationary
time series, Koenker - Bassett estimators, asymptotic normality.

Communicated by Prof. Kozachenko Yu.V.

1 Вступ

Регресiйний аналiз – це важлива частина мате-
матичної та прикладної статистики.

У роботi розглядається лiнiйна модель ре-
гресiї з дискретним часом спостереження, яка
є складною в тому розумiннi, що випадко-
вий шум є локальним нелiнiйним перетворен-
ням стацiонарного гауссiвського часового ряду

з сингулярною спектральною щiльнiстю (зокре-
ма, ця щiльнiсть може вiдповiдати сильно зале-
жному часовому ряду). Вивчення часових рядiв
з несумовними коварiацiйними функцiями по-
роджує складнi ймовiрнiснi та статистичнi за-
дачi. Однак, дослiдження останнiх дисятирiчь
пiдтвердили, що статистичнi данi наукових га-
лузей, показують сильну залежнiсть: див. моно-
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графiю Дж. Берана та iн. [1], яка мiстить огляд
та бiблiографiю з тематики сильної залежностi.

В теорiї статистичного оцiнювання ваго-
ме мiсце займає оцiнка квантильної регресiї,
або оцiнка Коенкера-Бассетта (ОКБ) [2], яка
означається з використанням непарної функцiї
втрат та є оцiнкою невiдомого параметра кван-
тиля спостережень. Теорiя таких оцiнок розви-
валась у великiй кiлькостi робiт: див., напри-
клад, монографiю Р. Коенкера [3] та дисертацiю
I.М. Савич [4].

У роботi дослiджується модель квантиль-
ної регресiї фiксованого рiвня β ∈ (0, 1). Спо-
стереження у такiй моделi можна записати у
виглядi суми квантильної функцiї регресiї та
"похибок" спостережень, про функцiю розподi-
лу яких F (x), x ∈ R, вiдомо, що F (0) = β (див.,
наприклад, статтю П.Ф. Тарасенка, А.В. Жу-
равльова [5]. У роботi зроблено припущення
про рiвнiсть нулю середнього значення похибок
спостережень. Таке припущення, взагалi кажу-
чи, спрощує iдею квантильної регресiї, але ми
отримуємо можливiсть вивчати стандартнi мо-
делi регресiї з несиметричними похибками спо-
стережень i отримувати робастнi ОКБ параме-
трiв регресiї, використовуючи функцiю втрат
Коенкера-Бассетта (див., наприклад, I.В. Ор-
ловський [6]). Зауважимо також, що ОКБ уза-
гальнює оцiнку найменших модулiв у тому ро-
зумiннi, що оцiнка найменших модулiв є оцiн-
кою невiдомого параметра медiани рiзнорозпо-
дiлених спостережень.

2 Опис моделi. Основнi припущення i
позначення

Розглянемо модель регресiї

Xj = g(j, θ) + εj , j ∈ 1, N, (1)

де g(j, θ) =
q∑

i=1
θigi(j), j � 1, θ = (θ1, ..., θq) ⊂

Θ ⊂ R
q, Θ – вiдкрита опукла обмежена мно-

жина. Вiдносно похибок спостережень εj при-
пустимо наступне.

A1. εj , j ∈ Z, локальне перетворення гаус-
сiвського стацiонарного часового ряду ξj , j ∈
Z, а саме: εj = G(ξj), G(x), x ∈ R, – борелева
функцiя така, що Eε0 = 0, Eε20 < ∞.

A2. Часовий ряд ξj , j ∈ Z, визначено на
ймовiрносному просторi (Ω,F , P ), Eξ0 = 0, а

його коварiацiйну функцiю задано виразом

B(j) = Eξjξ0 =
r∑

l=0

AlBαl
,χl

(j), j ∈ Z, r � 0,

(2)

причому Al > 0,
r∑

l=0

Al = 1,

Bαl
,χl

(j) =
cos(χlj)

(1 + j2)αl/2
,

αl ∈ (0, 1), l = 0, r, 0 � χ0 < χ1 < ... < χr < π.
Позначимо F (x), x ∈ R, функцiю розподiлу

випадкової величини ε0.
A3. F (0) = β, β ∈ (0, 1).
Введемо функцiю втрат

ρβ(x) =

{
βx, x � 0,

(β − 1)x, x < 0.
(3)

Рис. 1. Графiк функцiї y = ρ1/3(x).

Означення 1. Квантильною оцiнкою, або
ОКБ, параматра θ ∈ Θ, отриманою за спосте-
реженнями ( 1) називається будь-який випад-
ковий вектор θ̂N = θ̂N (Xj , j = 1, N) ∈ Θc та-
кий, що

QN (θ̂N ) = min
τ∈Θc

QN (τ), QN (τ) =

N∑
j=1

ρβ(Xj−g(j, τ)),

Θc – замикання множини Θ.

За введених умов оцiнка θ̂N iснує [7].
Позначимо

d2N = diag
(
d2iN

)q
i=1

, d2iN =

N∑
j=1

g2i (j), (4)

та припустимо, що є вiрними наступнi нерiвно-
стi.

B1(i) 0 < ci � lim inf
N→∞

N−1/2diN �
lim sup
N→∞

N−1/2diN � ci < ∞, i = 1, q.
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Зробимо замiну змiнних у функцiї регре-
сiї u = N−1/2dN (τ − θ) та покладемо h(j, u) =
g(j, θ + N1/2d−1

N u). Тодi множина Θ трансфор-
мується в множину UN (θ) = N−1/2dN (Θ− θ), а
оцiнка θ̂N – в оцiнку uN = N−1/2dN (Θ− θ).

Запишемо

Q∗
N (u) = QN (θ +N1/2d−1

N u), u ∈ U
c
N (θ);

V (r) = {u ∈ R
q : ||u|| < r}, r > 0;

εj = ε+j + ε−j ,

ε+j = εjχ{εj � 0}, ε−j = εjχ{εj < 0};

I(N) =
(
Iik(N)

)q
i,k=1

,

Iik(N) = N−1
N∑
j=1

gi(j)gk(j).

Позначимо λmin(I(N)) – найменше власне чи-
сло матрицi I(N). B1(ii). Для достатньо вели-
ких N(N > N0)

λmin(I(N)) � λ > 0. (5)

Отримаємо з умов B1(i) та B1(ii) кориснi для
нас нерiвностi. Для будь-якого достатньо мало-
го ε > 0 та N > N0 справджується N− 1

2diN �
ci − ε, звiдки

N
1
2d−1

iN � 1

ci − ε
� max

i�i�q

( 1

ci − ε

)

=
1

min ci − ε
, i = 1, q.

(6)

З iншого боку, N− 1
2diN � ci + ε, звiдки

N
1
2d−1

iN � 1

ci + ε
� min

1�i�q

( 1

ci + ε

)
=

1

max ci + ε
, i = 1, q.

(7)

Оцiнимо величину

N−1Φ2N (u1, u2) =

N−1
N∑
j=1

( q∑
i=1

gi(j)N
1
2d−1

iN (ui1 − ui2)
)2

=

N−1
N∑
j=1

( q∑
i,k=1

gi(j)gk(j)×

N
1
2d−1

iN (ui1 − ui2)N
1
2d−1

kN (uk1 − uk2)
)
=

q∑
i,k=1

(
N−1

N∑
j=1

gi(j)gk(j)×

N
1
2d−1

iN (ui1 − ui2)N
1
2d−1

kN (uk1 − uk2)
)
�

q∑
i,k=1

N− 1
2diNN− 1

2dkN×

N
1
2d−1

iNN
1
2d−1

kN |ui1 − ui2| |uk1 − uk2| =( q∑
i=1

|ui1 − ui2|
)2

� q||u1 − u2||2.

(8)

Припустимо, що для довiльного r > 0 iснує
�(r) > 0 таке, що для N > N0

inf
u∈Uc

N (θ)\V c(r)
N−1EQ∗

N (u) � Eε+0 +�(r), (9)

У роботi [4] доведено, що якщо виконуються
умови A1 – A3, B1(i) (в певнiй модифiкацiї
для неперервного нелiнiйного випадку) та умо-
ва розрiзнення параметрiв (9), то для довiльно-
го r > 0

P
{
||uN || � r

}
= O(N−α) при N → ∞. (10)

де α = min
0�l�r

αl, а αl – константи з умови

A2. Спiввiдношення (10) є деякою пiдсиле-
ною властивiстю слабкої консистентностi оцiн-
ки Коенкера-Бассетта.

Далi розглянемо поняття припустимостi
спектральної щiльностi стацiонарного часового
ряду з сингулярним спектром, що грає важливу
роль в доведеннi асимптотичної нормальностi
оцiнки ОКБ.

3 μ - припустимiсть спектральної щiль-
ностi стацiонарного часового ряду з
сингулярним спектром

Для зручностi сприйняття розглянемо ξ(t), t ∈
R, – неперервний в середньому квадратичному

�
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стацiонарний випадковий процес з нульовим се-
реднiм та коварiацiйною функцiєю, яка є непе-
рервним аналогом коварiацiйної функцiї стацiо-
нарного часового ряду ξj , j ∈ Z , умови A2,
тобто

B(t) = Eξ(t)ξ(0) =

r∑
l=0

AlBαl
,χl

(t), t ∈ R, r � 0,

(11)

де Al > 0, l = 0, r,
r∑

l=0

Al = 1,

Bαl
,χl

(t) =
cos(χlt)

(1 + t2)αl/2
, αl ∈ (0, 1), l = 0, r,

0 � χ0 < χ1 < ... < χr < π.
(12)

Модель коварiацiйної функцiї (11),(12) було
вперше розглянуто в роботi [8], тому що спек-
тральну щiльнiсть, вiдповiдну данiй коварiацiй-
нiй функцiї, можна записати в явному виглядi,
причому її сингулярностi, як ми побачимо, мо-
жуть знаходитись не тiльки в нулi, як у випадку
сильно залежного процесу. Коварiацiйна фун-
кцiя (11),(12) використовувалась також у пiз-
нiших роботах [4, 9, 10] та iн.

Спектральна щiльнiсть f̃(λ), λ ∈ R, проце-
су ξ(t), t ∈ R, має вигляд

f̃(λ) =

r∑
l=0

Alf̃αl
,χl

(λ), λ ∈ R, (13)

де для l = 0, r, λ ∈ R

f̃αl
,χl

(λ) =
c1(αl)

2

(
Kαl−1

2

(|λ+ χl|)|λ+ χl|
αl−1

2 +

Kαl−1

2

(|λ− χl|)|λ− χl|
αl−1

2

)
,

(14)

c1(α) =
2(1−α)/2

√
πΓ (α2 )

,

Kν(z) =
1

2

∞∫
0

sν−1exp
{
−1

2

(
s+

1

s

)
z
}
ds,

z � 0, ν ∈ R. Функцiя Kν(z), z � 0, називає-
ться модифiкованою функцiєю Бесселя 2-го ро-
ду порядку ν, або функцiєю Макдональда. За-
уважимо, що

K−ν(z) = Kν(z)

i для z → 0

Kν(z) � Γ (ν)2ν−1z−ν , ν > 0.

В околах точок λ = ±χl, l = 0, r,

f̃αl
,χl

(λ) =
c2(αl)

2

[
|λ+ χl|αl−1(1− hl(|λ+ χl|))+

|λ− χl|αl−1(1− hl(|λ− χl|))
]
,

(15)
причому c2(λ) = (2Γ (α) cos απ

2 )−1,

hl(|λ|) =
Γ (

αl+1

2

Γ (3−αl
2

∣∣∣λ
2

∣∣∣1−αl

+
Γ (

αl+1

2

4Γ (3+αl
2

∣∣∣λ
2

∣∣∣2+o(|λ|2),

λ → 0, l = 0, r,

див. Donoghue [11], с.293, та Anh et al. [8]. Таким
чином, спектральна щiльнiсть (13) має 2r+2 то-
чки сингулярностi, якщо χ0 �= 0, та 2r+1 точку
сингулярностi, якщо χ0 = 0. Процес ξ(t), t ∈ R,
є процесом з сильною залежнiстю, якщо χ0 = 0.

Коварiацiйна функцiя B(j), j ∈ Z, стацiо-
нарного часового ряду ξj , j ∈ Z, умови A2 має
спектральне представлення

B(j) =

π∫
−π

eiλjf(λ)dλ, j ∈ Z, (16)

тобто B(j), j ∈ Z, – послiдовнiсть коефiцiентiв
Фур’є спектральної щiльностi

f(λ) =

r∑
l=0

Alfαl
,χl

(λ), λ ∈ [−π, π]. (17)

Зауважимо, що спектральна щiльнiсть (17)
та спектральна щiльнiсть (13), що вiдповiдає
неперервному аналогу (11) коварiацiйної фун-
кцiї B(j), j ∈ Z, пов’язанi мiж собою спiввiд-
ношенням [12]

f(λ) =

∞∑
k=−∞

f̃(λ+ 2πk), λ ∈ [−π, π]. (18)

Оскiльки функцiя Макдональда має власти-
вiсть ( [13], 8.451, 6)

Kν(z) ∼
√

π

2z
e−z(1 +O(

1

z
)), z → +∞, ν � 0,

(19)
то ряд (18) збiгається, i фунцiя f(λ) означена
коректно. Бiльше того ми можемо сказати, що
функцiя f(λ) має, як i функцiя f̃(λ), тi ж самi
сингулярностi в точках λ = ±χl ∈ (−π, π), l =
0, r.
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Розглянемо функцiю регресiї лiнiйної моде-
лi (1):

g(j, θ) =

q∑
i=1

θigi(j), j = 1, N.

Нехай B−σ – алгебра борелевих пiдмножин iн-
тервалу [−π, π]. Введемо матричну мiру μN (dλ)
на ([−π, π],B) з матрицею щiльностi(

μkl
N (λ)
)q
k,l=1

=
(
gkN (λ)glN (λ)×

( π∫
−π

|gkN (λ)|2dλ
π∫

−π

|glN (λ)|2dλ
)−1/2)q

k,l=1
,

(20)

gkN (λ) =

N∑
j=1

eiλjgk(j), λ ∈ [−π, π], k = 1, q.

Зауважимо, що d2kN = (2π)−1
π∫

−π
|gkN (λ)|2dλ.

B2. Послiдовнiсть мiр μN (dλ) слабко збi-
гається до додатно визначеної матричної мiри
μ(dλ) :

μN =⇒ μ, N → ∞. (21)

Умова B2 означає, що елементи μkl(dλ) ма-
трицi μ(dλ) є комплекснi заряди обмеженої ва-
рiацiї, матрицi μ(B), B ∈ B, невiд’ємно визна-
ченi, причому μ([−π, π]) – додатно визначена
матриця. Крiм цього, для будь-якої неперерв-
ної та обмеженої функцiї a(λ), λ ∈ [−π, π],

π∫
−π

a(λ)μN (dλ) −→
π∫

−π

a(λ)μ(dλ), N → ∞. (22)

Означення 2. [13, 14] Мiра μ(dλ) називається
спектральною мiрою функцiї регресiї g(j, θ).

За умов lim
N→∞

d2N = ∞, max
1�j�N

|gi(j)| = o(dN )

при N → ∞, i = 1, q, компоненти μkl(dλ) мiри
μ(dλ) можна визначити iз спiввiдношень [14]

Rkl(h) = lim
N→∞

d−1
kNd−1

lN

N∑
j=1

gk(j + h)gl(j) =

π∫
−π

eiλhμkl(dλ), k, l = 1, q,

(23)

якi виконано при кожному h ∈ Z.

Спектральна мiра функцiї регресiї грає ва-
жливу роль в отриманнi властивостi асимпто-
тичної нормальностi ОКБ.

Позначимо

JN =
(
Jkl,N

)N
k,l=1

=

(
d−1
kNd−1

lN

N∑
j=1

gk(j)gl(j)
)q
k,l=1

.
(24)

Тодi з (20) при a(λ) = 1, λ ∈ [−π, π],

JN =

π∫
−π

μN (dλ) −→

π∫
−π

μ(dλ) = μ([−π, π]) = J, N → ∞,

(25)

причому матриця J додатно визначена за озна-
ченням спектральної мiри μ. Таким чином, i ма-
трицi ΛN = J−1

N додатно визначенi для N > N0.
Крiм цього, lim

N→∞
ΛN = Λ = J−1 також додатно

визначена матриця.
З iншого боку, коли a(λ) втрачає властиво-

стi неперервностi та обмеженостi, спiввiдноше-
ння (22) може в деяких випадках також вико-
нуватись. Дамо вiдповiдне означення для спек-
тральної щiльностi стацiонарного часового ря-
ду a(λ) = f(λ), λ ∈ [−π, π].

Означення 3. [14] Спектральна щiльнiсть f
називається μ – припустимою, якщо вона iн-
тегровна за мiрою μ, тобто всi елементи ма-

трицi
π∫

−π

f(λ)μ(dλ) скiнченнi, та для a = f ви-

конується( 22).

Далi нас буде цiкавити властивiсть μ – при-
пустимостi спектральної щiльностi f(λ), λ ∈
[−π, π], яку задано формулою (18). Нехай для
визначеностi χ0 = 0, i ми розглядаємо мно-
жину iндексiв I = {−r, r}. Покладемо λ−l =
−λl, λl = χl, l = 1, r, λ0 = χ0 = 0. Спираючись
на формули (14), (15) та (18), можна стверджу-
вати iснування такого достатньо великого чи-
сла c0 > 0, що для всiх c � 0 знайдуться околи
Vl(c) точок λl, l ∈ I, для яких

{λ ∈ [−π, π] : f(λ) > c} ⊂
⋃
l∈I

Vl(c), (26)

причому Vl(c) у (26) не перетинаються та мiри
Лебега m(Vl(c)) → 0 при c → ∞, l ∈ I.
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B3. Для N > N0

d−1
kN max

λ∈Vl(c0)
|gkN (λ)| � hlk < ∞, l ∈ I, k = 1, q.

(27)
Наступне твердження є варiантом загаль-

ної теореми роботи [9] для дискретного часу
спостережень та спектральної щiльностi (18) i
доводиться аналогiчно.

Теорема 1. Нехай виконуються умови
A2,B2,B3 та спектральна щiльнiсть f iнте-
гровна за мiрою μ. Тодi f є μ – припустимою
функцiєю.

У подальшому текстi роботи ми побачимо,
що теорема 1 потрiбна для доведення асимпто-
тичної нормальностi ОКБ.

Нехай деяка функцiя Ψ ∈ L2(R, ϕ(x)dx).
Тодi її можна розкласти в цьому гiльбертово-
му просторi в ряд Фур’є

Ψ(x) =

∞∑
n=0

Cn(Ψ)

n!
Hn(x),

Cn(Ψ) =

∞∫
−∞

Ψ(x)Hn(x)ϕ(x)dx, n � 0,

(28)

У формуваннi центральної граничної тео-
реми (див. нижче) будемо вважати, що C0 =
∞∫

−∞
Ψ(x)ϕ(x)dx = EΨ(ε0) = 0.

Означення 4. Функцiя Ψ ∈ L2(R, ϕ(x)dx)
має ранг Ермiта m (Hrank(Ψ) = m), якщо або
Cm(Ψ) �= 0 та m = 1, або для деякго m � 2

C1(Ψ) = ... = Cm−1(Ψ) = 0, Cm(Ψ) �= 0. (29)

У сформульованiй нижче центральнiй гра-
ничнiй теоремi для деякої випадкової вектор-
ної суми використано поняття ермiтового ран-
гу функцiї та присутнi спектральнi щiльностi,
що вiдповiдають стацiонарним часовим рядам
iз коварiацiйними функцiями Br(j), r ∈ N, де
B(j), j ∈ Z, – коварiацiйна функцiя часового
ряду ξj , j ∈ Z, з умови A2.

Добре вiдомо, що коварiацiйнiй функцiї
Br(t), t ∈ R, r � 2, де B(t) – коварiацiйна фун-
кцiя (11), вiдповiдає r - та згортка

f̃∗r(λ) =
∫

Rr−1

f̃(λ− λ2 − ...− λr)×

r∏
i=2

f̃(λi)dλ2...dλr, λ ∈ R,

(30)

спектральної щiльностi (13)-(15), розглянуто-
го вище стацiонарного випадкового процесу
ξ(t), t ∈ R. Тодi за формулою Е. Хеннана (18)
коварiацiйнiй функцiї Br(j), j ∈ Z, вiдповiдає
спектральна щiльнiсть

f (r)(λ) =

∞∑
k=−∞

f̃∗r(λ+ 2πk), λ ∈ [−π, π], r � 2.

(31)
Будемо вважати за означенням, що

f̃∗1(λ) = f̃(λ) та f (1)(λ) = f(λ), крiм цього,
сформулюємо для функцiї Ψ ∈ L2(R, ϕ(x)dx)
наступну альтернативу.

Або (i) Hrank(Ψ) = 1, α > 1
2 ,

або (ii) Hrank(Ψ) = m, αm > 1, де

α = min
0�l�r

αl, (32)

αl – параметри коварiацiйної функцiї (2) ста-
цiонарного часового ряду ξj , j ∈ Z.

Припустимо, що для функцiї Ψ виконано
умову (i). У разi виконання умови (ii) подальшi
мiркування аналогiчнi. Тодi коварiацiйна фун-
кцiя B(t), t ∈ Z, за формулами (11), (12) iнте-
гровна з квадратом на R i згортка

f̃∗2(λ) =
1

2π

∞∫
−∞

eiλtB2(t)dt, λ ∈ R, (33)

є обмеженою та неперервною функцiєю. Бiльш
того, для будь-якого r � 2

f̃∗r(λ) =
1

2π

∞∫
−∞

eiλtBr(t)dt �

Br−2(0)

2π

∞∫
−∞

B2(t)dt < ∞,

(34)

i всi згортки f̃∗r неперервнi та обмеженi однiєю
константою, якщо ми згадаємо, що за нашим
припущенням B(0) = 1.

Зауважимо також, що з рiвностi

Br(t) =
( r∑
l=0

AlBαl
,χl

(t)
)r

, r � 2, (35)

пiсля пiдведення правої частини в r-й степiнь
видно, що спекральна щiльнiсть f̃∗r(λ) є лiнiй-
ною комбiнацiєю функцiй Макдональда поряд-
кiв ν > 1. Але для таких функцiй також справе-
длива асимптотична формула (19), i ряди (31)
збiгаються рiвномiрно за λ ∈ [−π, π].
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Для формулювання центральної граничної
теореми, введемо ще одну умову, яка регулює
зростання функцiй gi(j), j ∈ N, i = 1, q, при
зростаннi об’єму вибiрки N.

B4.

d−1
iN max

1�j�N
|gi(j)| � kiN−1/2, i = 1, q. (36)

Сформулюємо теорему про асимптотичну
нормальнiсть зваженої векторної суми значень
нелiнiйного перетворення гаусiвської стацiонар-
ної випадкової послiдовностi з сингулярним
спектром, яку доведено в роботi [9].

Теорема 2. Нехай виконано умови
A1,A2,B2,B3 та одну з наступних умов для
функцiї Ψ ∈ L2(R, ϕ(x)dx) :

(i) Hrank(Ψ) = 1 та спектральна щiль-
нiсть f часового ряду ξj , j ∈ Z, є μ – припу-
стимою;

(ii) Hrank(Ψ) = m та mα > 1, де α задана
формулою ( 32). Тодi випадковий вектор

ζN = d−1
N

N∑
j=1

Ψ(ξj)� g(j),

�g(j) =
(
g1(j), ..., gq(j)

)T (37)

асимптотично нормальний N(0, σ) при
N → ∞, де

σ = 2π

∞∑
r=m

C2
r (Ψ)

r!

π∫
−π

f (r)(λ)μ(dλ). (38)

Приклад 1. Розглянемо в моделi спостере-
жень (1) функцiю регресiї

g(j, θ) =
n∑

i=1

(
Ai sinϕij +Bi cosϕij

)
, j � 1,

(39)
де ϕi, i = 1, n, – вiдомi частоти гармонiчних
коливань, причому 0 < ϕ1 < ... < ϕn < π.
Вектор невiдомих параметрiв θ – це вектор не-
вiдомих амплiтуд суми гармонiчних коливань
(39), а саме: θ = (A1, B1, A2, B2, ..., An, Bn). Та-
ким чином, в цьому прикладi q = 2n, i ми маємо
справу з вектором - градiєнтом функцiї регресiї

�g(j) =

(sinϕ1j, cosϕ1j, sinϕ2j, cosϕ2j, ..., sinϕnj, cosϕnj),

(40)

j � 1. Знайдемо спектральну мiру μ умови B2,
що вiдповiдає функцiї регресiї (39), або, iншими
словами, вектор-функцiї (40). Використовуючи
спiввiдношення (23), можна стверджувати, що
мiра μ є блочно дiагональною (див., наприклад,
[11]) з блоками[

δk iρk
−iρk δk

]
, k = 1, n, (41)

де мiра δk = δk(dλ) та заряд ρk = ρk(dλ) зо-
середженiв точках ±ϕ, причому δk{±ϕ} = 1

2 ,
ρ{±ϕ} = ±1

2 , k = 1, n. З (41) випливає, що

μ([−π, π]) =

π∫
−π

μ(dλ) = I2n. (42)

Крiм цього, за формулами (24), (25) та того фа-
кту, що з огляду на (40), IN −−−−→

N→∞
I2n, де I2n

– одинична матриця 2n -го порядку,

JN =
(
N

1
2d−1

kNN
1
2d−1

lN Ikl(N)
)N
k,l=1

=

π∫
−π

μN (dλ) −−−−→
N→∞

π∫
−π

μ(dλ) = J = I2n.
(43)

Для виконання умови B3 (див. формулу
(27)), як показано, наприклад, у роботi [9] до-
статньо, щоб множини точок Sf = {χl, l = 0, r}
та Sg = {ϕk, k = 1, n} не перетинались:

Sf

⋂
Sg = ∅. (44)

Якщо це так, то ми можемо застосувати теоре-
му 1 i стверджувати, що спектральна щiльнiсть
f(λ), λ ∈ [−π, π], часового ряду ξj , j ∈ Z, є μ
– припустимою.

Зауважимо також, що для функцiї регре-
сiї (39) виконання нерiвностей (36) умови B4 є
очевидним.

Якщо, крiм умов B2–B4 на функцiю регре-
сiї (39), виконано решта умов теореми 2, то є
вiрною теорема 2. Запишемо для нашого при-
кладу коварiацiйну матрицю (38) граничного
нормального розподiлу теореми 2. Враховуючи
парнiсть функцiї f (r)(λ), λ ∈ [−π, π], та (41),
знаходимо, що σ є блочно дiагональною матри-
цею з блоками

σk = 2π
∞∑

r=m

C2
r (Ψ)

r!
f (r)(ϕk)I2, k = 1, n, (45)

I2 – одинична матриця 2-го порядку, причому
блоки, як ми бачимо, самi є дiагональними ма-
трицями 2-го порядку.
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4 Асимптотична нормальнiсть оцiнки
Коенкера–Бассетта

Доведемо теорему редукцiї, яка дозволяє зве-
сти розв’язання задачi про асимптотичну нор-
мальнiсть оцiнки Коенкера–Бассетта до засто-
сування центральної граничної теореми 2 попе-
реднього пункту з функцiєю Ψ, яка певним чи-
ном пов’язана з функцiєю G з умови A1.

Пiсля цього ми отримуємо результат про
асимптотичну нормальнiсть оцiнки Коенкера–
Бассетта як достатньо простий наслiдок теоре-
ми 2 та теореми редукцiї.

Введемо потрiбну нам умову.
A4. Випадкова величина ε0 має щiльнiсть

p(x) = F ′(x), для якої є вiрними нерiвностi

|p(x)− p(0)| � H|x|, x ∈ R, p(0) > 0, (46)

де H < ∞ деяка константа.
Нехай l – довiльний напрям у R

q та τ ∈ Θc.
Знайдемо однобiчну похiдну за напрямом l фун-
кцiонала оцiнки Коенкера–Бассетта

QN (τ) =

N∑
j=1

ρβ

(
xj − g(j, τ)

)
.

Користуючись спiввiдношеням

∂

∂l
QN (τ) = lim

λ→0+

QN (τ + λl)−QN (τ)

λ
,

можна отримати дещо спрощену вiдповiдь (див.
позначення (37)):

∂

∂l
QN (τ) =

N∑
j=1

〈
�g(j), l

〉(
χ{Xj < g(j, τ)}−β

)
(47)

м.н.,

де < x, y > =
q∑

i=1
xiyi – скалярний добуток двох

векторiв iз R
q.

Зауважимо, що в точцi мiнiмуму θ̂N фун-
кцiонала QN (τ) для будь-якого напряму в l ви-
конується нерiвнiсть

∂

∂l
QN (θ̂N ) � 0, (48)

що випливає з означення оцiнки Коенкера–
Бассетта як точки мiнiмуму функцiоналу
QN (τ). Нерiвнiсть (48) буде використана у дове-
деннi асимптотичної нормальностi нашої оцiн-
ки.

Нехай l1, ...lq додатнi напрямки координа-
тних вiсей в R

q. Введемо випадковi вектори
Q±

N (τ) =
(
Q±

iN (τ)
)q
i=1

,

Q±
iN (τ) = d−1

iN

( ∂

∂(±li)

)
QN (τ) =

±d−1
iN

N∑
j=1

gi(j)
(
χ{Xj < g(j, τ)} − β

)
.

(49)

Варто зауважити, що Q+
N (τ) = −Q−

N (τ) м.н.
для кожного τ , але, взагалi кажучи, Q+

N (θ̂N ) �=
−Q−

N (θ̂N ). Зауважимо також, що вектори

Q±
N (θ) = ±d−1

N

N∑
j=1

�g(j)(χ{εj < 0} − β),

насправдi, не залежать вiд θ, але ми будемо ко-
ристуватись введеними позначеннями. Розгля-
немо також математичнi сподiвання введених
векторiв EQ±

N (τ) з координатами

EQ±
iN (τ) = ±d−1

iN

N∑
j=1

gi(j)
[
F (g(j, τ)−g(j, θ))−β

]
,

(50)
i = 1, q,

причому EQ±
N (θ) = 0 за умовою A3.

Теорема 3. Нехай виконано умови A1-A4,
B2-B4 та оцiнка θ̂N є консистентною в сенсi
( 10). Нехай також функцiя

Ψ(x) = β − χ{G(x) < 0}, x ∈ R,

задовольняє умовi (i) теореми 2. Тодi асим-
птотичний при N → ∞ розподiл вектора
dN (θ̂N−θ) збiгається з асимптотичним розпо-
дiлом вектора −p−1(0)ΛNQ+

N (θ), якщо остан-
нiй iснує.

Доведення теореми 3 спирається на доведе-
ння декiлькох лем. В доведеннi першої з них
застосовано складний спосiб подiлу параметри-
чної множини на фрагменти, який винайдено
П. Хьюбером [15, 16].

Позначимо

Q∗±
N (u) = Q±

N (θ +N1/2d−1
N u),

Z±
N (θ, u) =

||Q∗±
N (u)−Q∗±

N (0)− EQ∗±
N (u)||

1 + ||EQ∗±
N (u)|| .

(51)
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Лема 1. За умов теореми 3 для будь-яких
ε > 0 та достатньо малих r > 0

P
{

sup
u∈V c(r)

⋂
Ũc
N (θ)

Z±
N (θ, u) > ε

}
−→
N→∞

0. (52)

� Будемо доводити лему для Z+
N . Для спро-

щення доведення (51) вiзьмемо r = 1, а у якостi
множини пiд позначкою супремуму в (52) роз-
глянемо куб

C0 = {u ∈ R
q : ||u||0 = | max

1�i�q
|ui| � 1},

який мiстить замкнену кулю V c(1).

Покриємо куб C0 кубами C(1), ..., C(n0), де
n0 = O(lnN), наступним чином. Зафiксуємо
число p ∈ (0, 1) i розглянемо концентричну
сiм’ю множин

C(l) = {u : ||u||0 ∈ [(1−p)l+1, (1−p)l]}, l = 0, l0 − 1,

C(l0) = {u : ||u||0 � (1− p)l0}.
Покриємо кожну множину C(l) однаковими ку-
бами зi стороною al = (1 − p)l − (1 − p)l+1 =
p(1− p)l та пронумеруємо цi куби. Вони i утво-
рюють потрiбне покриття

C(1), ..., C(n0−1), C(n0) := C(l0).

Визначимо l0 = l0(N) з умови

(1−p)l̃0 = N−γ , l0 = [l̃0], γ ∈ (
1

2
, 1)−деяке число.

Зазначимо, що || · ||0 – вiдстань вiд C(s) до 0
є r(s) = (1 − p)N−γl/l̃0 , та дiаметр C(s) дорiв-
нює a(s) = pN−γl/l̃0 = al для деякого l = l(s),
s = 1, n0 − 1, тобто коли куб C(s) є елементом
покриття множини C(l). Бiльше того, кiлькiсть
кубiв C(s) покриття кожної множини C(l) мо-
жна зробити незалежною вiд l i N. Тодi з того,
що l0 = O(lnN), випливає, що n0 = O(lnN)
також. Таким чином

P
{
sup
u∈C0

Z+
N (θ, u) > ε

}
�

n0∑
s=1

P
{

sup
u∈C(s)

Z+
N (θ, u) > ε

}
.

(53)

Оцiнимо кожний доданок правої частини не-
рiвностi (53) окремо. Розглянемо вiдображення

u −→ EQ∗+
N (u). Кожний елемент матрицi по-

хiдних DN (u) цього вiдображення має вигляд
(див. (50) )

Dil
N (u) =

∂

∂ul
EQ∗+

iN (u) =

= N1/2d−1
iN d−1

lN

N∑
j=1

gi(j)gl(j)p
(
h(j, u)− h(j, 0)

)
.

(54)
Зауважимо, що

N−1Φ2N (u, 0) = N−1
N∑
j=1

(
h(j, u)− h(j, 0)

)2
=

= N−1
N∑
j=1

( q∑
i=1

gi(j)N
1/2d−1

iNui

)2
� q||u|2.

(55)
Тодi за умовA4,B3 з використанням (55) отри-
муємо

|N−1/2Dil
N (u)− p(0)Jil,N | =

d−1
iN d−1

lN×∣∣∣ N∑
j=1

gi(j)gl(j)
(
p
(
h(j, u)− h(j, 0)

)
− p(0)

)∣∣∣ �
HN1/2d−1

iN d−1
lN×( N∑

j=1

g2i (j)g
2
l (j)
)1/2(

N−1Φ2N (u, 0)
)1/2

�

HN1/2d−1
iN max

1�j�N
|gi(j)|q1/2||u|| � q1/2(ki)1/2H||u||.

(56)

За формулою Тейлора

N−1/2EQ∗+
iN (u) =

q∑
l=1

N−1/2Dil
N (u(i))ul, (57)

||u(i)|| � ||u||, i = 1, q.
Розглянемо матрицю

HN =
(
N−1/2Dil

N (u(i))
)q
i,l=1

. (58)

Тодi, як ми довели в (56)

HN = p(0)JN +MN , (59)

де MN – матриця з елементами M il
N −→

u→0
0, i, l =

1, q, причому остання збiжнiсть рiвномiрна за
N . Маємо далi

HT
NHN =

p2(0)J2
N + p(0)(MT

NJN + JNMT
N ) +MT

NMN .
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За властивiстю власних чисел суми симетри-
чних матриць ([17] , с.101-103)

|λmin(H
T
NHN )− p2(0)λmin(J

2
N )| �

q
(
p(0) max

1�i,l�q
|(MT

NJN + JNMT
N )il|+

max
1�i,l�q

|(MT
NMN )il|

)
= O(||u||),

Тобто за умови B2 матриця HT
NHN додатно

визначена рiвномiрно за N > N0 для доста-
тньо малих u (не обмежуючи загальностi, бу-
демо вважати, що для u ∈ C0 ), i для деякого
k0 > 0

||N−1/2Q∗+
N (u)|| =

√
< HT

NHNu, u > � k0||u||0.
(60)

Нехай s �= n0 та v ∈ C(s) - довiльна точка.
Тодi з (51) та (60) випливає, що

sup
u∈C(s)

Z+
N (θ, u) �

(
sup

u∈C(s)

M
(s)
1N (u, v) + sup

u∈C(s)

M
(s)
2N (u, v) + L

(s)
N (θ, v)

)
×

(1 + k0N
1/2r(s))−1,

(61)

де

M
(s)
1N (u, v) =

∣∣∣∣∣∣d−1
N

N∑
j=1

�g(j)×
(
χ{Xj < h(j, u)}χ{Xj < h(j, v)}

)∣∣∣∣∣∣,
M

(s)
2N (u, v) =

∣∣∣∣∣∣d−1
N

N∑
j=1

�g(j)×
(
F
(
h(j, u)− h(j, 0)

)
− F
(
h(j, v)− h(j, 0)

))∣∣∣∣∣∣,
L
(s)
N (v) =

∣∣∣∣∣∣d−1
N

N∑
j=1

�g(j)×
[(

χ{Xj < h(j, v)} − β
)
−
(
χ{εj < 0} − β

)
−(

F
(
h(j, v)− h(j, 0)

)
− β
)]∣∣∣∣∣∣.

(62)

Вiдповiдно до умови A4 та нерiвностi (8)

N−1Φ2N (u, v) � q||u− v||2, (63)

маємо

N−1/2M
(s)
2N (u, v) �

N−1/2
( q∑
i=1

d−2
iN

( N∑
j=1

∣∣∣gi(j)∣∣∣×
∣∣∣F(h(j, u)− h(j, 0)

)
− F
(
h(j, v)− h(j, 0)

)∣∣∣)2) 1
2 �

� p0
√
qN−1/2Φ2N (u, v) � p0qa(s).

(64)

Для оцiнювання M
(s)
1N (u, v) скористаємося не-

рiвнiстю

∣∣∣χ{Xj < h(j, u)} − χ{Xj < h(j, v)}
∣∣∣ =

=
∣∣∣χu(j)− χv(j)

∣∣∣ �
χ{ inf

u∈C(s)

(h(j, u)− h(j, 0)) � εj �

� sup
u∈C(s)

(h(j, u)− h(j, 0))} := χs(j).

(65)

Тодi за умови B4

N−1/2M
(s)
1N (u, v) �

N−1/2
( q∑
i=1

d−2
iN

( N∑
j=1

gi(j)
(
χu(j)− χv(j)

)2)1/2
�

� N−1/2
( q∑
i=1

d−2
iN

( N∑
j=1

∣∣∣gi(j)∣∣∣χs(j)
)2)1/2

�

N−1/2
( q∑
i=1

(
max
1�j�N

∣∣∣gi(j)∣∣∣d−1
iN

)2)1/2 N∑
j=1

χs(j) �

� ||k||N−1
N∑
j=1

χs(j), ||k|| =
( q∑
i=1

(ki)2
)1/2

.

(66)
Маємо далi

N−1
N∑
j=1

Eχs(j) �

p0N
−1

N∑
j=1

sup
u1,u2∈Cs

|h(j, u1)− h(j, u2)| � p0||k||a(s).

(67)
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Збираючи отриманi оцiнки, знаходимо

P1 = P
{(

sup
u∈C(s)

M
(s)
1N (u, v) + sup

u∈C(s)

M
(s)
2N (u, v)

)
(
1 + k0N

1/2r(s)
)−1

>
ε

2

}
�

� P
{ ||k||

k0

(
N−1

N∑
j=1

χs(j)−N−1
N∑
j=1

Eχs(j)
)
�

� ε

2
r(s)−

(p0q
k0

+
p0||k||2

k0
a(s)
)}

.

(68)
Величина

ε

2
r(s)−

(p0q
k0

+
p0||k||2

k0

)
a(s) =

(ε
2
(1− p)−

(p0q
k0

+
p0||k||2

k0

)
p
)
N−γl/l̃0 > 0,

якщо обрати число p достатньо малим, i ми мо-
жемо оцiнити ймовiрнiсть (68), скориставшись
нерiвнiстю Чебишова:

P1 �
||k||2/k20(

ε
2(1− p)−

(
p0q
k0

+ p0||k||2
k0

p
)2×

N−2+2γl/l̃0

N∑
j,j′=1

cov(χs(j), χs(j
′
))

(69)

Аналогiчно [4] отримуємо

N−2
N∑

j,j
′
=1

cov(χs(j)χs(j
′
) �

N−2
N∑

j,j′=1

Eχs(j)|B(j − j
′
)| =

N−1
N∑
j=1

Eχs(j)
(
N−1

N∑
j′=1

|B(j − j
′
)|
)
�

�
(
N−1

N∑
j=1

Eχs(j)
)(

N−1
N∑

j
′
=−N

|B(j
′
)|
)
�

� 2
(
N−1

N∑
j=1

Eχs(j)
)(

N−1
N∑

j′=0

|B(j
′
)|
)
.

Для першої суми останнього добутку викори-
стаємо оцiнку (67), а для другої суми маємо

N−1
N∑
j=0

|B(j)| � N−1 +N−1
N∑
j=1

j−α =

O(N−α) при N → ∞,

(70)

де α означено в (32). Разом iз (69) це дає оцiнку

P1 = O(Nγll̃−1
0 −α), (71)

причому права частина (71) збiгається до нуля
зi степеневою швидкiстю при α > γ.

Позначимо

Li(j) = gi(j)
(
χ{Xj < h(j, v)} − χ{εj < 0}

)
=

gi(j)
(
χ{εj < h(j, v)− h(j, 0)} − χ{εj < 0}

)
,

(72)

i = 1, q. Тодi в формулi (62)

L
(s)
N (v) =

( q∑
i=1

d−2
iN

( N∑
j=1

(
Li(j)− ELi(j)

))2)1/2
,

P2 = P
{
L
(s)
N (v)

(
1 + k0N

1/2r(s)
)−1

>
ε

2

}
�

� 4

k20ε
2r2(s)N

E

q∑
i=1

d−2
iN

( N∑
j=1

(
Li(j)− ELi(j)

))2
.

(73)

Оцiнимо E
N∑
j=1

d−2
iN

( N∑
j=1

(
Li(j)−ELi(j)

))2
, i =

1, q. Нехай C(s) належить покриттю множини

C(l). Позначимо M :=
l0⋃
k=l

Ck. Тодi аналогiчно

(65)

|χ{εj < h(j, v)− h(j, 0)} − χ{εj < 0}| �
χ
{
inf
v∈M

(h(j, v)− h(j, 0)) � εj � sup
v∈M

(h(j, v)− h(j, 0))
}
:=

χM (j),

EL2
i (j) � g2i (j)EχM (j) =

g2i (j)
[
F
(
sup
v∈M

(h(j, v)− h(j, 0)
)
−

F
(
inf
v∈M

(h(j, v)− h(j, 0)
)]

�

p0g
2
i (j)
(
sup
v∈M

h(j, v)− inf
v∈M

h(j, v)
)
�

p0g
2
i (j) sup

v1,v2∈M

∣∣∣h(j, v1)− h(j, v2)
∣∣∣.

(74)

Розглянемо розвинення у просторi L2(Ω)

Li(j) =
∞∑

m=0

cm(j, v)

m!
Hm(ξj),

cm(j, v) =

gi(j)

∫
R

(χ{G(x) < h(j, v)− h(j, 0)} − χ{G(x) < 0})×

Hm(x)ϕ(x)dx,m � 0, ELi(j) = c0(j, v).

��



Вiсник Київського нацiонального унiверситету
iменi Тараса Шевченка
Серiя: фiзико-математичнi науки

2019, 2
Bulletin of Taras Shevchenko
National University of Kyiv

Series: Physics & Mathematics

Оскiльки

E(

N∑
j=1

(
Li(j)− ELi(j)

)2
=

N∑
j,j′=1

cov
(
Li(j), Li(j

′
)
)
,

cov
(
Li(j), Li(j

′
)
)
=

∞∑
m=1

cm(j, v)cm(j
′
, v)

m!
×

Bm(j − j
′
),

З огляду на (73) отримуємо

∞∑
m=1

c2m(j, v)

m!
= DLi(j) � EL2

i (j) �

� p0g
2
i (j) sup

v1,v2∈M

∣∣∣h(j, v1)− h(j, v2)
∣∣∣,

N∑
j,j

′
=1

cov
(
Li(j), Li(j

′
)
)
�

∞∑
m=1

N∑
j,j′=1

c2m(j, v)

m!

∣∣∣B(j − j
′
)
∣∣∣m �

�
N∑

j,j
′
=1

( ∞∑
m=1

c2m(j, v)

m!

)∣∣∣B(j − j
′
)
∣∣∣ �

� p0

N∑
j,j

′
=1

g2i (j) sup
v1,v2∈M

∣∣∣h(j, v1)− h(j, v2)
∣∣∣×

∣∣∣B(j − j
′
)
∣∣∣ �

� 2p0N

N∑
j=1

g2i (j) sup
v1,v2∈M

∣∣∣h(j, v1)− h(j, v2)
∣∣∣×

(
N−1

N∑
j′=0

∣∣∣B(j
′
)
∣∣∣).

З iншого боку, за умови B4

E

N∑
j=1

g2i (j) sup
v1,v2∈M

∣∣∣h(j, v1)− h(j, v2)
∣∣∣ �

�
N∑
j=1

g2i (j)

q∑
i=1

∣∣∣gi(j)∣∣∣N1/2d−1
iN sup

v1,v2∈M

∣∣∣∣∣∣v1 − v2

∣∣∣∣∣∣
0
�

� 2
(
a(s) + r(s)

)( q∑
i=1

ki
)
d2iN ,

тобто для деякої константи k1 < ∞

E
( N∑
j=1

(
Li(j)−ELi(j)

)2)
� k1

(
a(s)+r(s)

)
N1−α.

(75)

Таким чином, з (73) та (75) випливає, що ймо-
вiрнiсть

P2 �
4k1
k20ε

2

a(s) + r(s)

r2(s)
N−α =

4k1
k20ε

2(1− p)2
Nγll̃−1

0 −α.

(76)

прямує до нуля при N → ∞ зi степеневою
швидкiстю, якщо α > γ.

Отже, нерiвностi (61), (71) та (76) пока-
зують, що для s = 1, n0 − 1 (нагадуємо, що
n0 = O(lnN) ) та для деякого l = l(s) < l0
при N → ∞

P
{

sup
u∈C(s)

z+N (θ, u) > ε
}
= O
(
Nγll̃−1

0 −α
)
. (77)

Залишилось розглянути впадок, коли s =
n0. З (51) випливає, що

P
{

sup
u∈C(n0)

z+N (θ, u) > ε
}
�

� P
{

sup
||u||0<N−γl0/l̃0

∣∣∣∣∣∣Q∗+
N (u)−Q∗+

N (0)− EQ∗+
N (u)

∣∣∣∣∣∣ > ε
}
.

(78)
Запишемо вираз пiд знаком норми в формулi
(51) як ν(u)− Eν(u) , де

ν(u) = d−1
N

N∑
j=1

�g(j)
(
χ{Xj < h(j, u)}−χ{εj < 0}

)
,

Eν(u) = d−1
N

N∑
j=1

�g(j)
(
F
(
h(j, u)−h(j, 0)

)
−β
)
.

Послiдовно отримуємо ( див. формулу (55) )

||Eν(u)|| =( q∑
i=1

d−2
iN

( N∑
j=1

gi(j)
(
F
(
h(j, u)− h(j, 0)

)
− β
)2)1/2

�

� p0

( q∑
i=1

d−2
iN

( N∑
j=1

∣∣∣gi(j)∣∣∣∣∣∣h(j, u)− h(j, 0)
∣∣∣)2)1/2 �

� p0q
1/2N1/2

(
N−1Φ2N (u, 0)

)1/2
�

� p0qN
1/2||u|| � k2N

1/2−γl0 l̃
−1
0 .

(79)
Якщо γ > 1/2, то для достатньо великих N по-
казник степеня в (79) вiд’ємний. Це означає, що
залишилось оцiнити ймовiрнiсть (ε

′
< ε)

P3 = P
{

sup
||u||0<N−γl0/l̃0

||ν(u)|| > ε
′}
.
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Запишемо

||ν(u)|| =
( q∑
i=1

d−2
iN

( N∑
j=1

gi(j)×
(
χ{εj < h(j, u)− h(j, 0)} − χ{εj < 0}

))2)1/2
.

(80)
Як i ранiше, знаходимо∣∣∣χ{εj < h(j, u)− h(j, 0)} − χ{εj < 0}

∣∣∣ �
� χ
{

inf
||u||0<N−γl0/l̃0

(h(j, u)− h(j, 0)) � εj �

sup
||u||0<N−γl0/l̃0

(h(j, u)− h(j, 0))
}
:= χn0(j).

Продовжуючи (80), отримуємо

||ν(u)|| =
( q∑
i=1

d−2
iN

( N∑
j=1

|gi(j)|χn0(j)
)2)1/2

�

� N−1/2
( q∑
i=1

(
N1/2d−1

iN max
1�j�N

|gi(j)|
)2)1/2

N∑
j=1

χn0(j) � ||k||N−1/2
N∑
j=1

χn0(j).

Це означає, що

P3 = P
{
||k||N−1/2

N∑
j=1

χn0(j) > ε
′}
. (81)

Аналогiчно до оцiнки (67) знаходимо

N−1/2
N∑
j=1

Eχn0(j) �

p0||k||N1/2a(n0) = k3N
1/2−γl0/l̃0 .

(82)

Тодi ми можемо записати для ε
′′
< ε

′

P3 =

P
{
||k||N−1/2

N∑
j=1

(
χn0(j)− Eχn0(j)

)
> ε

′′} �

� (ε
′′
)−2||k||N−1

N∑
j,j

′
=1

cov
(
χn0(j), χn0(j

′
)
)
.

Оскiльки iснує розвинення в просторi L2(Ω)

χn0(j) =

∞∑
m=0

c̃m(j)

m!
Hm(ξj),

c̃m(j) =

∫
R

χ
{

inf
||u||0<N−γl0/l̃0

(h(j, u)− h(j, 0)) �

G(x) � sup
||u||0<N−γl0/l̃0

(h(j, u)− h(j, 0))
}
×

Hm(x)ϕ(x)dx, m � 0,

Eχn0(j) = c̃0(j),

то

cov
(
χn0(j), χn0(j

′
)
)
=

∞∑
m=1

c̃m(j)c̃m(j
′
)

m!
Bm(j−j

′
),

N−1
N∑

j,j
′
=1

cov
(
χn0(j), χn0(j

′
)
)
�

� N−1
∞∑

m=1

N∑
j,j′=1

c̃2m(j)

m!
|B(j − j

′
)|m �

� N−1
N∑

j,j
′
=1

( ∞∑
m=1

c̃2m(j)

m!
|B(j − j

′
)|
)
,

∞∑
m=1

c̃2m(j)

m!
= Dχn0(j) � Eχn0(j).

(83)

З огляду на (83) ми можемо записати

N−1
N∑

j,j
′
=1

cov
(
χn0(j), χn0(j

′
)
)
�

N−1
N∑

j,j
′
=1

Eχn0(j)|B(j − j
′
)| �

� N−1
N∑
j=1

Eχn0(j)

N∑
j′=−N

|B(j
′
)| =

2
( N∑
j=1

Eχn0(j)
)(

N−1
N∑

j
′
=0

|B(j
′
)|
)
.

До першої суми застосуємо оцiнку (82), а до
другої – оцiнку (70). Тодi остаточно

P3 � kN1−γl0/l̃0−α. (84)

Ця величина збiгається до нуля при N → ∞
зi степеневою швидкiстю, завдяки нерiвностi
α+ γ > 1. �
Лема 2. За умов теореми 3 для будь-якого
ε > 0

P
{∣∣∣∣∣∣Q±

N (θ) + EQ±
N (θ̂N )

∣∣∣∣∣∣ > ε
}

−→
N→∞

0 (85)

де
EQ±

N (θ̂N ) = EQ±
N (τ)
∣∣∣
τ=θ̂N

. (86)

�
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� Для нормованої оцiнки Коенкера – Бас-
сетта (див. пункт 2) ūN = N−1/2dN (θ̂N − θ) та
достатно малих r > 0

P
{
z±N (θ, ūN ) > ε

}
=

P
{ ||Q∗±

N (ūN )−Q∗±
N (0)− EQ∗±

N (ūN )||
1 + ||EQ∗±

N (ūN )|| > ε
}
=

= P1 + P2,

де

P1 = P
{
z±N (θ, ūN ) > ε, ||ūN || � r

}
�

� P
{

sup
u∈V c(r)

⋂
Ũc
N (θ)

z±N (θ, u) > ε
}

−→
N→∞

0

за лемою 1 . З iншого боку,

P2 = P
{
z±N (θ, ūN ) > ε, ||ūN || > r

}
�

P
{
||ūN || > r

}
−→
N→∞

0

за умови теореми 3. Оскiльки Q∗±
N (ūN ) =

Q±
N (θ̂N ), то ми довели, що

P
{ ||Q±

N (θ̂N )−Q±
N (θ)− EQ±

N (θ̂N )||
1 + ||EQ±

N (θ̂N )|| > ε
}

−→
N→∞

0.

(87)
З (87) та нерiвностей Q±

iN (θ̂N ) � 0 (див.
(48)), так само, як в [4], отримуємо для довiль-
ного ε > 0

P
{∣∣∣∣∣∣Q±

N (θ) + EQ±
N (θ̂N )

∣∣∣∣∣∣ >(
1 +
∣∣∣∣∣∣EQ±

N (θ̂N )
∣∣∣∣∣∣)ε} −→

N→∞
0.

(88)

Далi аналогiчно [4] доводиться обмежеiсть за
ймовiрнiстю послiдовностi випадкових величин
||EQ+

N (θ̂N )|| у тому розумiннi, що для довiльно-
го малого ε > 0 та довiльного великого M > 0

P
{∣∣∣∣∣∣EQ+

N (θ̂N )
∣∣∣∣∣∣ > M

}
� C(ε)

M2
+ oN (ε), (89)

де константу C(ε) < ∞ можна записати в явно-
му виглядi, а oN (ε) −→

N→∞
0. Тодi з урахуванням

(88) та (89) маємо для довiльного ε > 0

P
{∣∣∣∣∣∣Q+

N (θ) + EQ+
N (θ̂N )

∣∣∣∣∣∣ > ε
}
�

P
{∣∣∣∣∣∣Q+

N (θ) + EQ+
N (θ̂N )

∣∣∣∣∣∣ > 1 + ||EQ+
N (θ̂N )||

1 +M
ε,∣∣∣∣∣∣EQ+

N (θ̂N )
∣∣∣∣∣∣ � M}+ P

{∣∣∣∣∣∣EQ+
N (θ̂N )

∣∣∣∣∣∣ > M
}
�

P
{∣∣∣∣∣∣Q+

N (θ) + EQ+
N (θ̂N )

∣∣∣∣∣∣ >(
1 +
∣∣∣∣∣∣EQ+

N (θ̂N )
∣∣∣∣∣∣) ε

1 +M

}
+

C(ε)

M2
+ oN (ε).

(90)
У мажорантi (90) 1-й та 3-й доданки прямують
до нуля при N → ∞, а 2-й доданок можна зро-
бити як завгодно малим вибором числа M. �

Лема 3. За умов теореми 3 для будь-якого
ε > 0

P
{∣∣∣∣∣∣EQ+

N (θ̂N )−p(0)JNdN (θ̂N−θ)
∣∣∣∣∣∣ > ε

}
−→
N→∞

0.

(91)

� Якщо величина ūN = N−1/2dN (θ̂N − θ) є
малою та консистентною в сенсi (10), то нерiв-
ностi (60) та обмеженостi за ймовiрнiстю випад-
кового вектора EQ+

N (θ̂N ) (див. попередню ле-
му) випливає, що вектор N1/2ūN = dN (θ̂N − θ)
також обмежений за ймовiрнiстю в тому сен-
сi, що для будь-якого ε > 0 iснують числа
M0 = M0(ε), N0 = N0(ε) такi, що для довiль-
них M > M0, N > N0

P{N1/2||ūN || > M} < ε. (92)

Використовуючи позначення (54), (58),
спiввiдношення (57), (86) отримуємо

N−1/2EQ+
N (θ̂N ) = N−1/2EQ∗+

N (ūN ) = HN ūN ,

EQ+
N (θ̂N )− p(0)JNdN (θ̂ − θ) =

(HN − p(0)JN )N1/2ūN ,

де матрицяHN =
(
N−1/2Dil

N (u(i))
)q
i,l=1

, ||u(i)|| �
||ūN ||, i = 1, q, означена, як i ранiше, тiльки де-
термiнованi аргументи замiненi на випадковi.

Спiввiдношення (56), (57), показують, що∣∣∣∣∣∣EQ+
N (θ̂N )− p(0)JNdN (θ̂N − θ)

∣∣∣∣∣∣ �
k4

∣∣∣∣∣∣ūN ∣∣∣∣∣∣ · ∣∣∣∣∣∣dN (θ̂N − θ)
∣∣∣∣∣∣. (93)

Збiжнiсть (91) випливає тепер iз консистен-
тностi оцiнки Коенкера – Бассетта, обмеженостi

�	
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за ймовiрнiстю вектора dN (θ̂N −θ) та (93) (див.
[4]). �

Тепер ми можемо довести теорему редукцiї
3 .

� Запишемо для довiльного ε > 0

P
{∣∣∣∣∣∣p−1(0)ΛNQ+

N (θ) + dN (θ̂N − θ)
∣∣∣∣∣∣ > ε

}
�

P
{∣∣∣∣∣∣p−1(0)ΛN

(
Q+

N (θ) + EQ+
N (θ̂N )

)∣∣∣∣∣∣ > ε

2

}
+

P
{∣∣∣∣∣∣p−1(0)ΛNEQ+

N (θ̂N )− dN (θ̂N − θ)
∣∣∣∣∣∣ > ε

2

}
=

= P1 + P2.

З умов теореми та (85) випливає, що P1 −→
N→∞

0.

Так само, з умов теореми та (91) отримуємо, що
P2 −→

N→∞
0.

Результат теореми 3 є наслiдком вiдомого
факту, доведення якого для випадкових вели-
чин мiститься, наприклад, в [17], стор. 117-118.
Цей факт є вiрним для випадкових векторiв та-
кож, i ми його наводимо нижче.

Нехай {(ξN , ηN ), N � 1} - послiдовнiсть пар
випадкових векторiв, для яких виконано насту-
пнi припущення:

1) ||ξN − ηN || P−−−−→
N→∞

0;

2) ηN
d−−−−→

N→∞
η.

Тодi ηN
d−−−−→

N→∞
η. Застосування цього твердже-

ння доводить теорему 3. �

Теорема 4. Нехай виконано умови теореми
3. Тодi нормована оцiнка Коенкера – Бассетта
dN (θ̂N − θ) при N → ∞ асимптотично нор-
мальна N(0,K) з коварiацiйною матрицею

K =
2π

p2(0)

( π∫
−π

μ(dλ)
)−1

( ∞∑
j=1

C2
j (Ψ)

j!

π∫
−π

f (j)(λ)μ(dλ)
)( π∫

−π

μ(dλ)
)−1

.

(94)

� Оскiльки ми знаходимось в умовах тео-
реми 3, то розподiл dN (θ̂N − θ) при N → ∞
спiвпадає з асимптотичним розподiлом вектора

γN = p−1(0)ΛNd−1
N

N∑
j=1

Ψ(ξj)� g(j),

Ψ(x) = β − χ{G(x) < 0}, x ∈ R.

(95)

Оскiльки EγN = 0, а коварiацiйна матриця ве-
ктора γN

EγNγTN = p−2(0)ΛN (EζNζTN )ΛN ,

де ζN - вектор, означений рiвнiстю (37), то за
теоремою 1

EζNζTN −−−−→
N→∞

2π

N∑
j=1

C2
j (Ψ)

j!

π∫
−π

f (r)(λ)μ(dλ).

(96)
Iз тексту 2-го роздiлу також випливає, що

ΛN −−−−→
N→∞

( π∫
−π

μ(dλ)
)−1

. (97)

Ще одне посилання на теорему 1 повнiстю до-
водить теорему. �

Приклад 2. Оскiльки в прикладi 1 було
показано, що функцiя регресiї (39) задовольняє
умовиB2 –B4 (умовуB3 за припущенням (44),
то ми можемо записати граничну коварiацiй-
ну матрицю K, задану формулою (94), грани-
чного нормального розподiлу нормованої ОКБ

dN (θ̂N − θ). З (42) випливає, що
π∫

−π

μ(dλ) = I2n.

Тодi, враховуючи (45), ми можемо стверджува-
ти, що матриця K є блочно - дiагональною ма-
трицею з блоками

Ki =
2π

p2(0)

∞∑
j=1

C2
j (Ψ)

j!
f (j)(ϕi)I2, i = 1, n. (98)

В нашому прикладi N1/2d−1
N −−−−→

N→∞
√
2 I2n.

Крiм цього,N1/2(θ̂N−θ) = (N1/2d−1
N )dN (θ̂N−θ).

Це означає, що граничний нормальний розподiл
вектора N1/2(θ̂N−θ) має коварiацiйну матрицю
K̃ з блоками K̃i = 2Ki, i = 1, n.

Приклад 3. Нехай Φ(x), x ∈ R, – фун-
кцiя розподiлу стандартної випадкової величи-
ни N(0, 1), якою i є будь-яке значення часо-
вого ряду ξj , j ∈ Z, зокрема, ε0. Тодi за ле-
мою Смiрнова Φ(ε0) є випадковим числом, тоб-
то рiвномiрно розподiленою на вiдрiзку [0, 1]
випадковою величиною. Позначемо Fχ2

r
фун-

кцiю розподiлу хi-квадрат випадкової величи-
ни з r ступенями волi. Тодi часовий ряд ε̃j =
F−1
χ2
r
(Φ(ξj)), j ∈ Z, має маргинальнi χ2

r – розпо-
дiли. Центруємо ε̃j :

εj = ε̃j − Eε̃j = F−1
χ2
r
(Φ(ξj))− r, j ∈ Z, (99)

��
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тобто

G(x) = F−1
χ2
r
(Φ(x))− r, x ∈ R. (100)

Отримуємо F (x) = P{ε0 < x} = P{χ2
r < x+ r},

та

F (0) = Fχ2
r
(r) =

1

Γ( r2)2
r/2

r∫
0

x
r
2
−1e−

x
2 dx =

=
1

F ( r2)

r/2∫
0

x
r
2
−1e−xdx =

γ( r2 ,
r
2)

Γ( r2)
= β,

(101)

де γ(α, x) =
x∫
0

tα−1e−tdt – неповна гамма-

функцiя.
Якщо r – парне число, то за формулою

8.352 [18]

β = 1− e−
r
2

r
2
−1∑

k=0

rk

2kk!
, r = 2l, l � 1. (102)

Число β в (102) є iррацiональним, зокрема, воно
не дорiвнює 1

2
.

Щiльнiсть випадкової величини ε0

p(x) =
1

Γ( r2)2
r/2

(x+ r)
r
2
−1e−

x+r
2 , x � −r, (103)

неперервно диференцiйовна при при r � 4, а її
похiдна обмежена, i тому умову A4 виконано
при r � 4 з

p(0) =
r

r
2
−1e−

r
2

Γ( r2)2
r/2

. (104)

В цьому прикладi

χ{G(x) < 0} = χ{F−1
χ2
r
(Φ(x)) < r} =

χ{Φ(x) < Fχ2
r
(r)} = χ{Φ(x) < β},

Ψ(x) = β − χ{G(x) < 0} = β − χ{Φ(x) < β},
та 1-й коефiцiент Фур’є розкладу функцiї
Ψ(x), x ∈ R, за полiномами Чебишова–Ермiта

C1(Ψ) =

∞∫
−∞

(
β − χ{Φ(x) < β}

)
H1(x)ϕ(x)dx =

=

Φ−1(β)∫
−∞

xϕ(x)dx �= 0.

Таким чином, Hrank(Ψ) = 1. З iншого боку,

C0(Ψ) =

∞∫
−∞

(
β − χ{Φ(x) < β}

)
ϕ(x)dx =

= β −
Φ−1(β)∫
−∞

ϕ(x)dx = β − Φ
(
Φ−1(β)

)
= 0.

Сенс прикладу 3 полягає в тому, що ми
отримуємо можливiсть оцiнювати параметри
регресiї у випадку несиметричних похибок спо-
стережень, використовуючи оцiнки Коенкера–
Бассетта.

5 Висновки

У роботi доведено асимптотичну нормальнiсть
ОКБ в лiнiйнiй моделi регресiї з нелiнiйно пе-
ретвореним гауссiвським стацiонарним часовим
рядом з сингулярним спектром в якостi випад-
кового шуму.

Отриманi результати дозволяють викори-
стовувати ОКБ в моделях регресiї з несиметри-
чними похибками спостережень.

Природним напрямом продовження дослi-
джень є апроксимацiя з достатньою точнiстю
громiздкої коварiацiйної матрицi граничного
гауссiвського розподiлу ОКБ, щоб наблизити
отриманi результати до практичних застосу-
вань. Крiм цього, бажано знайти iншi прикла-
ди несумовних коварiацiйних функцiй та сингу-
лярних спектральних щiльностей стацiонарних
часових рядiв для збiльшення кiлькостi матема-
тичних моделей спостережень, аналогiчних ви-
вченiй у роботi.

��
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