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Проаналізовано методи теоретичного дослідження взаємодії плоских гармонічних хвиль у 

нанокомпозитнтх матеріалах, нелінійні властивості яких моделюються пружним потенціалом 
Мурнагана. Наведені результати використання двох методів. Метода повільно змінних амплітуд, 
шляхом побудови укорочених, еволюційних рівнянь та співвідношень Менлі-Рова, при дослідженні 
генераціі третьої гармоніки поздовжної хвилі. Та метода збурень, при досліджнні перемикання 
хвильового процесу між вертикально та горизонтально поляризованими поперечними хвилями 
одночасно з перепомпуванням  енергії між різними типами поперечних хвиль і трансформації їх в  
треті гармоніки. Проведене чисельне дослідження задачі на основі отриманих теоретичних 
результатів для різних типів нанокомпозитних матеріалів. Побудовано вдповідні графіки, 
ілюструючі хвильову картину, отриману при розв’язанні задач. Прокоментовано результати 
чисельного аналізу для цих матеріалів. 

Ключові слова: кубічна нелінійність, пружна плоска хвиля, нанокомпозитні матеріали, метод 
повільно змінних амплітуд, метод збурень. 

 
The propagation of plane waves in a hyper-elastic medium is theoretically investigated. Two methods of 

research were used: the method of slowly variable amplitudes and the method of perturbations (successive 
approximations). The results obtained by these methods are analyzed. The wave interaction in 
nanocomposite materials is studied. A theoretical study of the cubically nonlinear elastic interaction of plane 
harmonic waves is carried out for a material whose nonlinear properties are described by the Murnaghan 
elastic potential. The solution for self-generation of the longitudinal wave is obtained by the method of 
slowly varying amplitudes. The interaction of transverse horizontally and vertically polarized harmonic 
waves are studied using the perturbing method. The pumping of energy between different harmonics of a 
longitudinal wave and various types of transverse waves is described analytically. The results of numerical 
analysis for various types of nanocomposite materials are presented. 

Key Words: cubic nonlinearity, elastic plane wave, nanocomposite materials, method of slowly varying 
amplitudes, perturbation method. 

 
Статтю представив д.ф.-м.н., проф. Жук Я.О. 
 
Теоретичне дослідження взаємодії плоских 

гармонічних хвиль проводилося для 
нанокомпозитних матеріалів, нелінійні 
властивості яких моделюються пружним 
потенціалом Мурнагана, представлення якого 
дозволяє врахувати нелінійності, до четвертого 

порядку включно, відносно компонентів 
градієнта деформації [1,6,7]. Таке представлення, 
як відомо [7,10,11], дозволяє досліджувати 
квадратично і кубічно нелінійні хвильові ефекти 
в гіперпружних матеріалах [6,8,9,10].  

© К. В. Савельєва, О. Г. Дашко, 
Я. В. Симчук,  2019  
 198



Вісник Київського національного університету  
імені Тараса Шевченка  
Серія фізико-математичні науки  

2019, №1 Bulletin of Taras Shevchenko  
National University of Kyiv  

Series Physics & Mathematics 
 

Вектор переміщень 

1 1 2 1 3 1{ ( , ); ( , ); ( , )}u u x t u x t u x t
  

залежить від однієї просторової змінної х1 та 
часу t. Нелінійні хвильові рівняння відносно 
компонент вектора переміщення для поздовжніх 
(L), 

 
 
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горизонтально (TH) та вертикально (TV) 
поляризованих поперечних хвиль мають вигляд: 

 2, 2,11 2 2,11 2,1 1,11 2,1ttu u N u u u u                                                        

     2 2 2
4 2,11 2,1 5 2,11 1,1 6 2,11 3,1 ;N u u N u u N u u      (2) 

 3, 3,11 2 3,11 2,1 1,11 3,1ttu u N u u u u    

     2 2 2
4 3,11 3,1 5 3,11 1,1 6 3,11 2,1 .N u u N u u N u u       (3) 

У рівняннях (1)-(3) використані стандартні 
позначення [1-3]: ρ – стала густина; λ, μ - пружні 
сталі другого порядку (сталі Ламе);  A, B, C - 
пружні сталі третього порядку (сталі Мурнагана); 

   1 3 2 2 3 ;N A B C       

2
12 ;
2
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   3
3 2 6 3 ;
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 4
1 2 2 5 14 4 ;
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N A B C          

6 3 10 4 .N A B C    

Дослідження поширення хвиль 
здійснювалося двома методами.  

Метод повільно змінних амплітуд 
Цей метод був використаний окремо для 

дослідження взаємодії кубічних, виключно 
поздовжніх (за рівнянням(1)) та виключно 
поперечних хвиль однієї, горизонтальної (за 
рівнянням (2)), або вертикальної (за рівнянням 
(3)) поляризації.  

Відповідні рівняння для таких досліджень 
мають вигляд: 

   2
1, 1,11 3 1,11 1,12ttu u N u u      

для поздовжньої хвилі, при умові відсутності 
поперечних переміщень, та 

 2
2, 2, 4 2, 2, ;tt xx xx xu u N u u  

 2
3, 3, 4 3, 3,tt xx xx xu u N u u    

для поперечних хвиль (при цьому поздовжні 
переміщення та взаємодія між поперчними 
хвилями різної поляризації не враховується). За 
цим методом проаналізований механізм 
самогенерації відповідних хвиль. Метод 
передбачає, в кожному зазначеному випадку, 
послідовну побудову вкороченого рівняння, 
еволюційних, при умові виконання умови 
частотного синхронізму, рівнянь та 
співвідношень Менлі-Рова. Графічний аналіз 
останніх дає можливість стверджувати, що, при 
одночасному збудженні потужної хвилі накачки 
(P- хвилі) та слабкої сигнальної хвилі відповідної 
поляризації (S-хвилі), відбувається міжхвильове 
перепомповування енергії і, в результаті, 
перемикання кубічно нелінійної поздовжної 
хвилі, або, відповідно, поперечної хвилі з 
основної (ω) на потрійну (3ω) частоту.  

Метод збурень 
Метод використовувався для дослідження 

одночасного поширення двох поперечних хвиль 
різної поляризації. Розв’язки було отримано з 
точністю до третього наближення у вигляді 

   0
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Внаслідок нелінійної хвильової взаємодії, 
хвилі поступово трансформуються в свої треті 
гармоніки. За умови різної початкової 
інтенсивності хвиль різної поляризації, 
відбувається перепомповування енергії з 
потужної хвилі в слабку [3], що ілюструється 
рис. 1. 

Загальні висновки 

Крім суто аналітичних досліджень 
поширення хвиль зазначеними двома методами, 
були проведені відповідні чисельні дослідження, 
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результати яких можуть бути частково 
продемонстровані наведеним на Рис.1 графіком. 

  Рис. 1  Перепомпування енергії між      
  вертикальними хвилями різної поляризації 

Для обчислень було використано значення 
ефективних сталих для чотирьох типів 
нанокомпозитних матеріалів, відповідних до 
моделі 3nano, з роботи [10]. Складовими 
зазначених нанокомпозитів є: матриця, 
представлена  в двох варіантах (N1 - суміш смоли 
Епон-828 і полістиролу, з м'якою 
характеристикою нелінійності; N2 - суміш смоли 
Епон-828 і скла-пирекс, з жорсткою 
характеристикою нелінійності), і наповнювач - 
вуглецеві нанотрубки двох різних типів (N1 - 
звивисті вуглецеві нанотрубки; N2- хіральні 
вуглецеві нанотрубки). Характеристики та 
властивості матеріалів та їх складових 
представлені і детально описані в роботі [10]. 
Розрізняються використані при лослідженні 
матеріали також об'ємним вмістом наповнювача.  

Дослідження проводилося для п’яти 
варіантів концентрації  наповнюавача в чотирьох 
видах нанокомпозитів. Хвильові параметри 

1.0  МГц, 0 7
2 0 1 10u u    м, 60,5 10k   1/м 

обиралися однаковими  для всіх розглянутих 
варіантів матеріалу. Обґрунтування вибору 
значень цих величин викладено в роботі [3].  

Було побудовано графіки змінення профілю 
хвилі в залежності від просторової координати х: 
горизонтально поляризованої поперечної хвилі, 
згідно формулі (4); та для вертикально 
поляризованої поперечної хвилі, згідно (5).  

Основним явищем, виявленим за допомогою 
обох методів, є перемикання хвильового процесу 
з основної на потрійну частоту кубічно 

нелінійних хвиль. При цьому було встановлено, 
що відбувається спотворення профілів останніх.  

Внаслідок нелінійної хвильової взаємодії, 
хвилі поступово трансформуються в свої треті 
гармоніки. За умови різної початкової 
інтенсивності хвиль різної поляризації, 
відбувається перепомповування енергії з 
потужної хвилі в слабку [3].  

Були побудовані графіки зміни профілю 
хвилі в залежності від просторової координати х: 
горизонтально поляризованої поперечної хвилі, 
згідно формулі (4); та вертикально поляризованої 
поперечної хвилі, згідно (5). Амплітуда 
горизонтально поляризованої хвилі,  що була 
задана початкова малою в порівнянні з 
амплітудою вертикально поляризованої хвилі, 
при поширенні збільшувалася, зменшуючи при 
цьому амплітуду вертикально поляризованої 
хвилі. Це свідчить про перепомпування енергії з 
більш потужної вертикальної поперечної хвилі 
до початково слабкої горизонтальної.  

Відповідні графіки для різних матеріалів 
було побудовано для дослідження одночасного 
поширення двох поперечних хвиль різної 
поляризації. При цьому було встановлено, що 
відбувається спотворення профілів цих хвиль. 
Внаслідок нелінійної хвильової взаємодії, хвилі 
поступово трансформуються в свої треті 
гармоніки.  

Таким чином, обидва зазначені методи 
застосовні для дослідження кубічно нелінійних 
гіперпружних хвиль. Використання того чи 
іншого метода залежить від початкової 
постановки задачі. Результати обох методів 
узгоджені між собою і свідчать про перемикання 
хвильового процесу з одинарної на потрійну 
частоту, і навпаки, в процесі поширення хвиль у 
кубічно нелінійних нанокомпозитних матеріалах. 
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