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Сформульовано постановку задачі про осесиметричні коливання і дисипативний розігрів гнучкої 
тришарової циліндричної кругової оболонки, середній шар якої є електрично пасивним, а зовнішні 
шари виготовлені з п’єзоелектричного матеріалу. При цьому для описання стаціонарних коливань 
оболонки використовується концепція комплексних модулів. Розглянуто випадки як ізотропного, так 
і трансверсально ізотропного в’язкопружного матеріалу середнього шару. Виведено фізичні, 
геометричні рівняння та рівняня руху. Отримано розв’язувальну систему рівнянь відносно 
комплексних амплітуд і розроблено методику числового розв’язування задачі. 

Ключові слова: циліндрична оболонка, резонансні коливання, дисипативний розігрів, 
п’єзоелектричні сенсори. 
 

 The formulation of problem on the forced resonant vibration and dissipative heating of layered element 
of structure containing both piezoelectric and electrically passive layers is considered. The improved 
problem statement taking account of both shear strain and rotatory inertia as well as geometrical 
nonlinearity is developed. Particular statement of the problem of axisymmetric vibration and dissipative 
heating of three layer cylidrical shell is formulated. It is assumed that the core layer of the shell is composed 
of the electrically passive material while the outer layers are manufactured from the piezoceramics. Theory 
of coupled thermo-electro-viscoelasticity is used to derive the problem statement in the case of 
monoharmonic loading. Within this theory, the concept of complex-value modulae is applied to formulate the 
relations between main field characteristics.. It is also supposed that the piezo-active material 
characteristics do not depend on the temperature. Then the coupled problem is reduced to the problem of 
mechanics on the forced nonlinear vibrations and dissipative heating of the layered plate. Complete set of 
complex analogs of motion equations, geometric equations and constitutive relations was used to derive the 
resolving system of equations. Numerical method to attack this nonlinear system of ordinary differential 
equations supplemented with necessary boundary conditions is developed 
Key words: cylindrical shell,resonated vibration, dissipative heating, piezoelectric sensors 

Статтю представив акад.НАН України, д.ф.-м.н., проф. Перестюк М.О.  
 

1. Вступ 
Для зниження рівня амплітуд коливань тон-

костінних елементів конструкцій (балок, пластин 
і оболонок) широко використовують розподілені 

актуатори і сенсори, які , як правило, виготовля-
ють з п’єзоактивних матеріалів. Для активного 
гасіння вимушених коливань широко використо-
вується спосіб нанесення на зовнішні поверхні 

© І.Ф. Киричок, Я.О. Жук, О.А.Чернюшок, 
    А.П.Тарасов 2019  
 

78



Вісник Київського національного університету  
імені Тараса Шевченка  
Серія фізико-математичні науки  

2019, №1 Bulletin of Taras Shevchenko  
National University of Kyiv  

Series Physics & Mathematics 
 
тонкостінного елемента п’єзоелектричних шарів, 
до електродів яких подається різниця електрич-
них потенціалів відповідної амплітуди і фази, для 
нейтралізації дії механічного збудження. Через 
те, що у багатьох випадках тонкостінні елементи 
з п’єзоелектричними включеннями знаходяться 
під дією інтенсивних циклічних навантажень (які 
зумовлюють високий рівень механічних напру-
жень, прогинів та дисипативного розігріву), не-
обхідно враховувати ефекти фізичної і геометри-
чної нелінійностей, а також їх вплив на термоме-
ханічний стан конструкції. Побудова електроме-
ханічних моделей динамічної поведінки тонкос-
тінних шаруватих елементів із в’язкопружних 
пасивних і п’єзоактивних матеріалів, що врахо-
вують фізичну і геометричну нелінійність міс-
тяться у працях [1,3,4]. 

У цій статті в рамках уточненої теорії оболо-
нок С.П.Тимошенка проводиться постановка за-
дачі про вимушені резонансні коливання і диси-
пативний розігрів шарнірно закріпленої цилінд-
ричної оболонки з п’єзоелектричним сенсором.  

2. Постановка задачі. Основні рівняння 
Розглянемо тришарову циліндричну оболон-

ку довжиною l, віднесену до ортогональної сис-
теми координат z,,  координатою 0z  на 
середині внутрішнього шару радіуса R  і товщи-
ни 0h . Внутрішній шар виготовлено із пасивного 
трансверсально-ізотропного матеріалу, а зовніш-
ні товщиною 1h  - із поляризованої по товщині в 
протилежних напрямках п’єзокераміки. Матеріа-
ли шарів вважаємо в’язкопружними, властивості 
яких залежать від температури. Поляризація вер-
хнього )2/( 0hz   і нижнього )2/( 0hz   п’зо-
шарів характеризуються значеннями п’єзомоду-
лів 31d  і 31d  відповідно. Поверхні, що конта-
ктують з пасивним шаром, покриті суцільними 
нескінченно тонкими електродами, на яких зада-
но електричний потенціал .0)2/( 0 h  Повер-
хні )2/( 10 hhz   електродовані на ділянці 

  Rs 2  )( 01    та неелектродовані 
поза s , де виконуються такі електростатичні 
граничні умови: 
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де 
zD  нормальна складова електричної індукції 

в п’єзоелектричних шарах. Оболонка навантаже-
на осесиметричним поверхневим тиском  

tqq zz  cos)(  , що змінюється за часом t з ам-
плітудо zq  і круговою частотою  , яка близька 
до резонансної. В результаті гармонічного дефо-
рмування на розімкнутих електродах сенсора s  
виникають електричні потенціали sV , ампліту-
дні значення яких розраховуються або визнача-
ються експериментально. Приймаємо, що торці 
оболонки вільні в тангенціальному і шарнірно 
закріплені в поперечному напрямках, а на її гра-
ничних поверхнях виконуються умови конвекти-
вного теплообміну із зовнішнім середовищем 
температури Тс. 

При математичному моделюванні поставле-
ної задачі приймаємо, що по всьому пакету ша-
рів виконуються гіпотези С.П. Тимошенка для 
механічних величин. Відносно електричних 
змінних допускаємо, що складовими  DD ,  век-
тора електричної індукції в п’єзошарах можна 
знехтувати, а складові вектора електричної на-
пруженості  EE ,  знаходяться із визначальних 
рівнянь 0,0   DD . При цьому, із рівнянь 
електростатики випливає, що нормальна складо-
ва constDz   в п’єзошарах не залежать від тов-
щинної координати [1]. В'язкопружні властивос-
ті матеріалів описуються концепцією комплекс-
них модулів [1,3], складові яких залежать від те-
мператури. Температуру дисипативного розігрі-
ву оболонки вважаємо постійною по товщині 
пакету шарів. 

З використанням методології  [1,4] та прий-
нятих припущень задача про вимушені коливан-
ня і вібророзігрів оболонки, що розглядається, 
відносно шуканих комплексних величин зво-
диться до розв’язку: 
рівнянь гармонічних коливань ( множник tie   
опускаємо) 

;0

,0

,0

2

2

2



































QM

q
R

NQ

uN

z
 (2) 

визначальних співвідношень для зусиль і моментів  

;
,

,
,
,

12

11

44

1112

1211

E

E

zS

MDM
MDM

CkQ
CCN
CCN

























 (3) 

79



Вісник Київського національного університету  
імені Тараса Шевченка  
Серія фізико-математичні науки  

2019, №1 Bulletin of Taras Shevchenko  
National University of Kyiv  

Series Physics & Mathematics 
 
залежностей між амплітудними значеннями де-
формацій і переміщень 
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виразів для електричної індукції в п’зошарах 
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усередненого за період коливань і по товщині 
оболонки рівняння теплопровідності 
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3  дисипативною функцією 
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Механічні граничні умови такі: 

      ),0(0;0;0 lMwN                (8) 

Граничні і початкові умови для рівнянь теплоп-
ровідності мають вигляд 
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Обумовлена гармонічним деформуванням 
оболонки амплітуда електричних потенціалів на 
розімкнутих електродах сенсора на основі 
розв’язку задачі (2) - (9) і першої граничної умо-
ви (1) обчислюється за формулою 
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У співвідношеннях (2) -(10) введені наступні по-
значення: 
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плексні податливості, п’єзомодулі і діелектричні 
проникливості п’єзокераміки; EiEE  , 

,zzz GiGG    const  - модулі Юнга і попе-
речного зсуву та коефіцієнт Пуасона пасивного 
матеріалу; sk - коефіцієнт поперечного зсуву, 

,wiww   ,uiuu      i  - амплі-
туди прогинів, поздовжніх переміщень і кута 
повороту нормального елемента;  QNN ,,  і 

 MM ,  -  амплітуди зусиль і згинаючих момен-
тів; 10,  - питомі густини пасивного і 
п’єзоактивного матеріалів; a,  - усереднені ко-
ефіцієнти тепло- і температуропроводності; 

;2/)(    s  l,0,   - коефіцієнти теплоо-
бміну на відповідних поверхнях і торцях оболо-
нки; 0T  -  початкова температура оболонки. 

Використовуючи концепцію комплексних 
модулів для наведених вище рівнянь і шуканих 
величин, розв’язок будуємо у вигляді 
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Підставляючи (12) в розв’язувальну систему 
рівнянь, використовуючи комплексні податливо-
сті отримаємо систему диференціальних рівнянь 
нормальної форми 
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   (13) 

де 111 CJ C  , 111 DJ D  , 1112 CCC  , 

)1(~ 2
11 CC ,  441 CkJ sSD  . 

Систему рівнянь (13) з граничними умовами 
(8) розділяємо на дійсну і уявну частини і на ко-
жному кроці за часом інтегруємо її з використан-
ням типової програми розв’язання системи зви-

чайних диференціальних рівнянь. На першому 
кроці розв’язується лінійна задача при ізотерміч-
них властивостях матеріалів. Потім обчислюємо 
дисипативну функцію (7) і розв’язуємо задачу 
теплопровідності (6), (9) методом кінцевих різ-
ниць з використанням явної схеми. Далі з ураху-
ванням розподілу температури обчислюємо жор-
сткісні характеристики (11) і процес повторюємо 
на наступному кроці за часом. При реалізації та-
кої методології використовуються безрозмірні 
просторова lx /  і часова 2/ lat  координа-
ти та параметри  /,0, lls    при constvE  . 

3.Висновки 
Наведено постановку задачі про вимушені ре-

зонансні коливання і дисипативний розігрів шар-
нірно опертої в'язкопружної циліндричної оболо-
нки з п'єзоелектричними сенсорами при осесиме-
тричному моногармонічному навантаженні та 
врахуванні деформації поперечного зсуву . Виве-
дено фізичні, геометричні рівняння та рівняння 
руху. Отримано розв’язувальну систему рівнянь. 
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