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3.1. Wprowadzenie. Geometria dyfrakcji promieni X
na cialach krystalicznych w ujeciu Ewalda. Relacja
pomig¢dzy struktura krystaliczng a obrazem
dyfrakcyjnym

Elastyczne rozpraszanie promieni X na elektronach nosi nazwe rozpraszania Thomsona.
Powstaje ono w wyniku oscylacji elektronéow w polu elektrycznym padajacych promieni X,
oscylujace naladowane czastki emituja promieniowanie elektromagnetyczne. Wytworzone
w ten sposob promienie X maja taka samg cz¢stotliwo$¢ jak padajace promieniowanie, sa
Jjednakze przesunigte w fazie o /2 radianow.

Atomy majgq wymiary zblizone do dlugosci fal promieni X stosowanych w badaniach
strukturalnych, stad tez pojawia si¢ réznica faz pomi¢dzy promieniami rozpraszanymi przez
elektrony z réznych obszaréw atomu, w rezultacie powoduje to ostabienie powstajace]
wiazki, zalezne od kata rozpraszania i struktury elektronowej atomu. Zdolno$¢ rozpraszania
atomu, w stosunku do rozpraszania przez pojedynczy elektron w podobnych warunkach,
nosi nazw¢ atomowego czynnika rozpraszania i jest oznaczana jako f;. Dla kata rozprasza-
nia & rownego 0 atomowy czynnik rozpraszania jest rowny Z, tj. liczbie elektronéw atomu.
Dodatkowo, zdolnos¢ rozpraszania atomu jest modyfikowana przez drgania termiczne
atomow, co jest uwzgledniane poprzez tzw. czynniki temperaturowe B(7) proporcjonalne
do amplitud drgan termicznych, w postaci zaleznosci; f(T) = fi(0)exp[-B(T) (sin &A)].

Intensywnos¢ linii dyfrakcyjnej jest okreslona sumg fal rozproszonych przez wszystkie
atomy w komorce elementarnej w danym kierunku. Uwzgledniajac wystgpowanie réznych
atomow w komorce elementarnej i wynikajacych z ich polozen rézmic faz, mozemy obli-
czy¢ tzw. czynnik struktury, ktéry wyraza si¢ wzorem:

F(hkl) = i Jiexp[2xi(hx; + ky; + Iz))], (3.1a)
=

gdzie: i - jednostka urojona, h, k, I — wskazniki Millera, x;, y;, z;— to wspoétrzedne atomu.
Czynnik struktury mozemy rowniez okresli¢ na podstawie rozkladu gestosci elektronowe;j
p(xyz) w komorce elementame;,

F(hkl) = I P(xyz) exp(2ri(hx + ky + [2))dV. (3.1b)

Jak widaé, czynnik struktury jest liczba zespolona, moze by¢ tez zapisany jako |F(Ak!)|
exp(i@ (hkl)), gdzie |F(hkl)| oznacza modul, a ¢ fazg¢ czynnika struktury. Wzér (3.1a, 3.1b)
pokazuje, ze czynnik struktury zdominowany bgdzie przez cigzkie atomy, lekkie atomy
maja mniejszy wplyw na czynniki struktury i intensywnosci linii dyfrakcyjnych.

Wedtug kinematycznej teorii dyfrakcji promieni rentgenowskich na krysztalach, inten-
sywno$¢ linii dyfrakcyjnej jest proporcjonalna do kwadratu czynnika struktury; / =

k|F (kD) = kFF".

Gesto$¢ elektronowa, na ktérej to promienie X ulegaja rozproszeniu, tworzac dany ob-
raz dyfrakcyjny, wyraza si¢ wzorem:

plxyz) = %; F(hklyexp[-2mi(hx + ky + I2)]. (3.2)
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We wzorze na gestos¢ elektronowa wystepuja jako wspolczynniki rozwinigcia czynniki
struktury, ktorych nie mierzymy bezposrednio w eksperymencie dyfrakcyjnym (F(hkl) jest
liczba zespolong), jestesmy w stanie wyznaczy¢ jedynie ich modul, faza pozostaje niezna-
na. Jest to powazny problem, zwany w krystalografii problemem fazowym. Dysponujac tzw.
fazami refleksow, mozemy latwo obliczy¢é map¢ gestosci elektronowej i dokonad jej inter-
pretacji. Wzory (3.1) i (3.2) przedstawiaja zaleznos$¢é gestosci elektronowej oraz czynnikow
struktury i stanowig przyklad funkcji bedacych wzajemnymi transformatami Fouriera.

Po dhdkdl
a)

o 3n3ia1

ozh2i2!

slera Ewalda

b) sfera Ewalda

Rys. 3.1. Konstrukcja Ewalda dla preparatu mono- (a) i polikrystalicznego (b): d,u — odleglosci mie-
dzyplaszczyznowe, 1 — dlugos$¢ uzytego promieniowania, K — monokrysztat (a), polikrysz-
tal (b), C - srodek sfery Ewalda, O — poczatek ukladu sieci odwrotnej (punkt przebicia sfe-
ry Ewalda przez wiazk¢ pierwotna promieni rentgenowskich), R, P — wezly sieci odwrotnej,
| H | — wektor sieci odwrotnej. Stosujac podane oznaczenia, mozna w latwy sposéb otrzy-
ma¢ rownanie Bragga (wedlug [4])
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W badaniach strukturalnych poréwnuje si¢ czynniki strukturalne F. obliczone na pod-
stawie modelu struktury (3.1) z wyznaczonymi eksperymentalnie F,. Dobra zgodnos¢ po-
mi¢dzy obserwowanymi a obliczonymi wielko$ciami czynnikéw struktury potwierdza
poprawnosé postulowanego modelu struktury. W sposob iloSciowy zgodnos¢ t¢ okreslaja
tzw. czynniki rozbieznosci, np. Rg = Z,, [1F. |- |Fy VE,Fo, zestawione w podrozdziale 3.6.

Dalej zakladamy, iz Czytelnik zna réwnania Lauego oraz Bragga opisujace geometri¢ dy-
frakcji promieni X. Przypomnimy tu uzyteczng do opisu eksperymentow dyfrakcyjnych kon-
strukcje Ewalda (Rys. 3.1), dowdd na jej rownowamos$¢ z rownaniem Bragga jest bardzo
prosty i jest naszkicowany w opisie rysunku. Warunkiem dyfrakcji jest, by wezel sieci od-
wrotnej (np. 111) znalazl si¢ na sferze Ewalda, CR to kierunek powstalej wiazki. Ekspery-
ment dyfrakcyjny jest prowadzony tak, by wszystkie wezly sieci odwrotnej mogly wejsé
w kontakt ze sfera Ewalda. W trakcie pomiaru dokonujemy obrotow krysztatu i licznika.

3.2. Zrédla promieni X oraz aparatura stosowana
w badaniach strukturalnych

Najwazniejszymi Zzrédiami promieni X s3 lampy rentgenowskie oraz synchrotrony.

e Lampy rentgenowskie. Glowne elementy lamp rentgenowskich to tzw. dzialo
elektronowe i1 anoda umieszczone w szklanej lub ceramicznej obudowie w warunkach wy-
sokiej prozni. Elektrony przyspieszane w polu elektrycznym uderzajq w anodg¢, w wyniku
hamowania emituja polichromatyczne promieniowanie hamowania oraz duza ilo$¢ energii
cieplnej. Gdy energia elektronow jest odpowiednio wysoka, moga one powodowaé wybicie
elektronow z powlok wewng¢trznych (np. K, L) atomoéw materialu anody. Niezapeinione
powloki elektronowe s3 natychmiast uzupeiniane elektronami powlok zewngtrznych, cze-
mu towarzyszy emisja tzw. promieniowania charakterystycznego i powstaja tzw. serie K, L
itp. Natg¢zenie promieniowania charakterystycznego jest duzo wyzsze niz widmo hamowa-
nia, dlatego tez w wigkszosci zastosowan stosowane s3 najsilniejsze sktadowe promienio-
wania charakterystycznego, tzw. skladowa K,, a warunki pracy lampy s dobierane tak, by
umozliwi¢ powstawanie promieniowania charakterystycznego. W dyfraktometrii proszko-
wej najczeéciej uzywane lampy z anoda miedziana (CuK, = 1,54178 A), w badaniach mo-
nokrysztaléw najczesciej stosuje si¢ lampy z anoda molibdenowa (MoK, = 0,7089 A).
W celu zwigkszenia mocy lampy anody lamp sa chlodzone woda, najwi¢ksze moce uzy-
skuje si¢ w lampach z wirujaca anodq w formie metalowego walca.

e Synchrotron. Opis dzialania, dane techniczne i program badan mozna znalez¢ na
stronie internetowej European Synchrotron Radiation Facility (ESRF). Do toroidalnego
pier§cienia akumulacyjnego (tzw. storage ring), w ktorym wytworzono wysoka proznig,
wprowadzane sg paczki czastek elementarnych i rozp¢dzane do duzych predkosci. W za-
krzywionych fragmentach toru ruchu czastek wytwarzane jest promieniowanie, ktore przez
odpowiednie okna kierowane jest do stanowisk badawczych. Najwazniejsza cecha promie-
niowania synchrotronowego jest jego wysoka intensywnos¢, duzy zakres dlugosci fal (0,2-
2,5 A), wysoka kolimacja wiazki (0,116 mrad, < 0,006°), polaryzacja oraz pulsujacy cha-
rakter wiazki (impulsy: ~ps, odstgpy: ~ns).

Monochromatyzacja. Wszystkie Zrédla promieniowania X wytwarzaja rozbiezne
wiazki promieniowania polichromatycznego. Wigkszo$¢ technik badawczych wymaga
monochromatyzacji promieniowania ,bialego” przy uzyciu monochromatoréw. Najprost-
szymi s3 monochromatory absorpcyjne zbudowane z cienkich blach metalowych; wigksza
czysto$¢ spektralng zapewniajg monochromatory krystaliczne. Ich dzialanie oparte jest na
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prawie Bragga, dla odpowiednio ustawionego monokrysztatu, oswietlonego wiazka pro-
mieniowania polichromatycznego pod katem padania 6, przy kacie odbicia & otrzymamy
wiazke monochromatyczng o dlugosci promieniowania speiniajacq warunek Bragga.

Omawiajac aparatur¢ do badan strukturalnych, niezwykle pogladowym narz¢dziem jest
konstrukcja Ewalda. Wiazki promieniowania ugi¢tego biegng w kierunku weziow sieci
odwrotnej, ktore znajduja si¢ na sferze Ewalda. Zasad¢ dzialania dyfraktometru do badan
monokrysztaléw mozemy przestawi¢ w punktach:

1. Wyznaczamy parametry sieciowe i ustalamy orientacj¢ krysztalu — konstruujemy
sie¢ odwrotna.

2. Znajac dlugosé promieniowania, ustalamy polozenie w¢ztéw sieci odwrotnej wzglg-
dem sfery Ewalda.

3. Obracamy krysztal tak, by kolejne wezty wchodzily w kontakt ze sferg Ewalda.

4. Obracamy licznik tak, by mierzyt intensywno$¢ powstalych wiazek promieniowania.

Nowoczesne dyfraktometry s3 sterowane przez komputer, a konstrukcja licznikow
(liczniki CCD — Charge Coupled Device) umozliwia rejestracj¢ kilkudziesigciu do kilkuset
reflekséw w trakcie jednego ustawienia krysztatu. Obraz dyfrakcyjny monokrysztalu przed-
stawia Rys. 3.2a.

Wsrod aparatéw do badan rentgenowskich wymieni¢ mozemy kamery, w ktorych reje-
strac)ji obrazu dyfrakcyjnego dokonywano przy uzyciu filmu, oraz dyfraktometry z rejestra-
cja za pomocy licznikéw promieniowania.

Wsrod kamer najwieksze znaczenie maja kamery Debye’a—Scherrera—Hulla (DSH)
oraz kamery ogniskujace Guiniera czy Seemanna-Bowlina, ktérych konstrukcja zmnie)-
szala szeroko$¢ linii.

Najbardziej popularnym typem dyfraktometru jest dyfraktometr Bragga—Brentano (Rys.
3.3). Probka wprasowana jest w plaski uchwyt i jest styczna do okrggu ogniskowania, na
ktérym znajduje si¢ anoda lampy i szczelina wejsciowa licznika. Wszystkie krystality daja-
ce refleks od plaszczyzny d; utworza wiazke promieniowania ugi¢tego tworzaca z wiazka
padajaca kat 26, zgodnie z rownaniem Bragga. Poniewaz rowne katy wpisane w okrag
oparte sa na tym samym luku, rozbiezna wiazka monochromatycznego promieniowania
ugieta na preparacie od plaszczyzny d; ulegnie pseudoogniskowaniu w jednym punkcie na
okregu ogniskowania, gdzie powinna znajdowa¢ si¢ wtedy szczelina licznika. Poprawne
ustawienie aparatu, tzw. justacja, zapewnia taka wlasnie koordynacje polozen i ruchu préb-
ki oraz licznika.
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a)

b)
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Rys. 3.2. Obraz dyfrakcyjny mierzony przy uzyciu dyfraktometru k-CCD (a) oraz proszkowy obraz
dyfrakcyjny (b); pozycje maksiméw zaznaczone u gory rysunku - dyfraktometr Bragga-
-Brentano
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S 26

okrag ogniskowania

Rys. 3.3. Schemat dyfraktometru Bragga-Brentano: S;, S,, S, — szczeliny; O - ognisko lampy rent-
genowskiej (wedlug [4]) Bibl. Jag.

Do specjalnych celéow stosowany jest dyfraktometr Seemanna—Bowlina, a w ostatnim
okresie producenci oferuja tzw. wielozadaniowe dyfraktometry o zmienne) geometrii (np.
geometria DSH-/wskazania: kapilara, mate ilo$ci preparatw/, do badan w wiazce przecho-
dzace;j /folie/, probka w mikroognisku/badania widkien/). Ponadto populamo$¢ zdobywaja
aparaty z licznikami PSD (liczniki o kilkustopniowym zakresie jednoczesnego pomiaru) do
szybkich pomiaréw, np. uzytecznych w badaniach reakcji, oraz dyfraktometry z dyspersja
energii (liczniki mierzace ilo$¢ i energie fotondw, uzywane w badaniach wysokoci$nienio-
wych).
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3.3. Dyfraktometria proszkowa w badaniu przej$¢ fazowych

Wyznaczajac strukture krystaliczng w dowolnej temperaturze, moglibysmy opisywa¢
zmiany zachodzace w prdbce, a nastepnie pokusi¢ si¢ o ich poprawne formalne zakwalifi-
kowanie. Problemem jest jednakze skala czasowa zmian na poziomie molekulamym za-
chodzacych w trakcie przemian fazowych i czasu niezb¢dnego do rejestracji odpowiednio
duzego fragmentu obrazu dyfrakcyjnego. Dla typowych pomiarow do badan strukturalnych,
wykonywanych w dobrze wyposazonym laboratorium, czas ten liczony jest w godzinach
badz dziesiatkach minut. Najszybsze pomiary, wykonywane dla wysoce nietrwalych pro-
bek, moga by¢ zrobione w czasie ponizej minuty. Jednakze tego typu szybkie pomiary,
z uwagi na stosunek sygnatu dyfrakcyjnego do poziomu tla, cho¢ moga by¢ wystarczajace
do celow analizy fazowej, nie daja natomiast wiarygodnych informacji strukturalnych. Tak
wiec w badaniach przej$¢ fazowych zazwyczaj badamy stany przed i po przejsciu fazo-
wym. Nie ma jednakze przeszkdd technicznych, by $ledzi¢ szybkie zmiany w preparacie
w krotszym zakresie katowym, np. ograniczajac si¢ w badaniach do jednego lub kilku mak-
simow dyfrakcyjnych, co w zasadzie moze by¢ wystarczajace do detekcji przemiany lub
monitorowania zmian parametrow sieciowych. Na rynku sa dostgpne przystawki umozli-
wiajace pomiary dyfrakcyjne w nieomal dowolnie dobranym rezimie parametrow (cisnie-
nie, temperatura, wilgotnos¢, skiad gazow otaczajacych probkg).

W badaniach przej$¢ fazowych najbardziej pozadana bylaby znajomos¢ struktury kry-
stalicznej dla dowolnej temperatury w badanym zakresie temperatur. Jednakze zazwyczaj
nie jest to mozliwe z uwagi na:

e szybkos¢ przemian fazowych,

e mozliwosci interpretacyjne, czasochlonnosé, kosztochtonnos¢ i celowosé takich badan,

e pekanie krysztalow, tworzenie si¢ zbliZzniaczen, czgste znaczne obnizenie jakosci ob-
razow dyfrakcyjnych w poblizu przej$¢ fazowych.

Poniewaz obraz dyfrakcyjny monokrysztalu zalezy od ustawienia krysztatu, do szybkiej
jakosciowej oceny zmian w preparacie bardziej odpowiedni jest proszkowy obraz dyfrak-
cyjny. Jest to spowodowane tym, iz dla preparatu zlozonego z tysigcy ziaren krystalicznych
polozenia maksimow dyfrakcyjnych zaleza tylko od kata 26. W tym przypadku pgkanie,
zblizniaczanie pojedynczych ziaren nie stanowi tez powaznego ograniczenia metody, do-
poki nie dojdzie do znaczgacej amorfizacji probki.

Nalezy nadmienié, iz réwniez przy uzyciu metod dyfraktometrii proszkowej mozemy
bada¢ struktury krystaliczne. Przy obecnym rozwoju metod badawczych badania struktu-
ralne s3 mozliwe dla zwiazkéw zawierajacych ok. 20-30 atomow w czg¢sci asymetryczne;j.
I, jak si¢ okazuje, ten stopien zlozonosci odpowiada zlozonosci wigkszosci obecnie bada-
nych zwiazkow. Dla przykladu, ilo$¢ atomow w jednostce asymetrycznej (najmniejszy
zbidr atomow wystarczajacy do utworzenia struktury krystalicznej przez operacje symetrii
danej grupy przestrzennej) nadprzewodnika wysokotemperaturowego typu YBaCuO o wzo-
rze YBa,Cu;0,., wynosi 6.

W badaniach przejs¢ fazowych obok wyznaczania struktury krystalicznej istotne zna-
czenie moga mie¢: jakoSciowa analiza fazowa, wyznaczanie parametrow sieciowych, $le-
dzenie zmian parametrow strukturalnych (w tym rowniez czynnikoéw temperaturowych czy
parametréw obsadzenia pozycji, co moze odzwierciedla¢ rotacj¢ grup). Punkty te sa nieco
dokladniej omowione w dalszych czg¢$ciach tego podrozdziatu.
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3.3.1. Analiza fazowa

Proszkowy obraz dyfrakcyjny substancji (rejestrowany w typowym zakresie katowym)
w wiekszosci przypadkow sklada sie z kilkudziesigciu (a nawet kilkuset) linii dyfrakcyj-
nych o réznej intensywnosci. Tak wigc proszkowy obraz dyfrakcyjny, a nawet stabelary-
zowany zbidr d;, /;, zdaje si¢ by¢ dobrym kandydatem na wiarygodny ,,odcisk palca™ sub-
stancji krystalicznych.

Analiza jako$ciowa i ilo§ciowa opiera si¢ na nastepujacych obserwacjach:

e Kazda faza polikrystaliczna daje wla$ciwy sobie obraz dyfrakcyjny (rentgenogram,
dyfraktogram proszkowy) z charakterystycznym polozeniem i nat¢zeniem linii dyfrakcyj-
nych.

e Kazda faza polikrystaliczna znajdujaca si¢ w mieszaninie daje wlasciwy dla siebie
rentgenogram, niezaleznie od obecnoéci innych faz z nia wspotwyst¢pujacych. Rentgeno-
gram mieszaniny (Rys. 3.4) jest suma rentgenogramow faz skladowych (intensywnosci linii
poszczegolnych faz zaleza od skladu mieszaniny, jednakze nie jest to zaleznos¢ wprost
proporcjonalna do skladu procentowego).

e Granica wykrywalnosci danej fazy w metodzie proszkowej zalezy od skladu che-
micznego, symetrii, stopnia krystaliczno$ci oraz faz wspotwystepujacych. Najlatwiej wy-
krywane sa zwiazki nieorganiczne zawierajace pierwiastki ci¢zkie o wysokiej symetrii.

Zalety rentgenowskiej analizy fazowe;j:

= szybko$¢ analizy, jej obiektywizm i powtarzalno$¢, tatwoé¢ przygotowania probki,
mozliwos$¢ automatyzacji badan (mozliwo$¢ badan w warunkach niebezpiecznych dla lu-
dzi);

= badany sklad fazowy, nie pierwiastkowy (mozliwo$¢ wykrycia réznych odmian
Ti0,, kwarcu, lodu itp.);

* nieniszczacy charakter badan (brak koniecznosci roztwarzania probki, ilo§ciowego
przenoszenia itp.) i mala ilo$¢ preparatu.

Dla celow analizy fazowej postugujemy si¢ baza danych opracowang i dystrybuowang
przez International Centre for Diffraction Data (ICDD) z siedziba w USA. Baza o nazwie
PDF-2 (Powder Data File) tworzona i uzupeiana od lat 30. XX wieku zawiera w chwili
obecnej dane eksperymentalne do identyfikacji dla ok. 70 tys. zwiazkéw. Ponizej podajemy
kilka informacji dla przyblizenia zawartosci bazy danych:

o dla kazdej zbadanej substancji baza PDF-2 zawiera zestawienie d,, /;, hkl, parametry
sieciowe, grupg przestrzenng, informacje o skladzie fazy, nazwg, informacj¢ o kolorze,
gestosci, sposobie syntezy i dane literaturowe;

o ze wzgledow historycznych dane dzielone sa na podzbiory (np. metale, cementy,
zwiazki wybuchowe itp.). Opracowano katalogi umozliwiajace przeszukiwania na podstawie
kilku najsilniejszych linii (katalog Hanawalta), alfabetycznie, wedtug wzoru chemicznego;

o obecnie zbiory PDF oferowane sa na no$nikach komputerowych (CD ROM, DVD),
umozliwiajacych szybkie przeszukiwania wedlug szeregu cech substancji, zbiory wynikow
poszukiwan mogg podlega¢ operacjom logicznym (and, not, or...).
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anataz

Liczba zliczen [j.d.]

20[°)
Rys. 3.4. Dyfraktogramy faz skladowych i mieszaniny

W ostatnim czasie bazy danych PDF, /norganic Crystal Structure Database oraz Cam-
bridge Structural Database zawarly porozumienie dotyczace wspolpracy i1 wzajemnego
uzupetniania informacji w bazach danych, tworzac nowa i niezwykle uzyteczna baz¢ da-
nych PDF-4. Obecnie mozliwo$¢ nieomal automatycznego wykonania analizy fazowe;j
umozliwia oprogramowanie dyfraktometru proszkowego, na zyczenie uzytkownika jest on
wyposazany przez producenta w bazy danych PDF. Zadaniem uzytkownika jest wtedy
jedynie ocena wynikéw poszukiwan pod katem zgodnosci z posiadanymi informacjami na
temat skiadu chemicznego, ggstosci, barwy itp.
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Rys. 3.5. Przyktadowy zbiér danych dyfrakcyjnych z bazy PDF-2

3.3.2. Wyznaczanie parametrow sieciowych

Parametry sieciowe i potozenie linii dyfrakcyjnych wigze nastepujace rownanie (defini-
cje wielkosci a*, b*, c*, a*, fr, y*, hkl itp., patrz podrozdziat 3.6):

Ud2hkr h2a*2 + /¢ b*2 + 12c*2 + hk2a*b*cosy* + hl2a*c*cos fi* + kl2c*b*co3 a*. (3.3)

W pomiarze dyfrakcyjnym rejestrujemy n linii dyfrakcyjnych, mozemy wiec utworzyé
n réwnan, o liczbie zmiennych < 6. Wyznaczanie parametrow sieciowych sprowadza sie
zatem do pomiaru potozen linii w obrazie dyfrakcyjnym, przeliczenia ich na odlegtosci
miedzyplaszczyznowe, utworzenia i rozwigzania odpowiedniego uktadu réwnan. Jednakze
w réwnaniu (3.3) nieznane sa réwniez wielkosci wskaznikéw Millera hkl. Zrédiem dodat-
kowych trudnosci na etapie wyznaczania parametrow sieciowych sg: bledy pomiarowe,
obecno$¢ domieszek, naktadanie sie linii, wygaszenia systematyczne oraz wystepowanie
znacznych réznic w dtugosci parametréw sieciowych. Rozwigzanie problemu opiera sie na
fakcie, iz hkl to liczby catkowite, oraz dla czystej fazy istnieje rozwiazanie uktadu réwnan
utworzonych na bazie (3.3).

Pierwsze sposoby wyznaczania parametrow sieciowych na podstawie pomiaréw prosz-
kowych zaproponowano juz w latach 20. ubiegtego wieku. W tym podrozdziale zasygnali-
zowane zostang podstawy stosunkowo prostych tzw. zupetnych metod wyznaczania para-
metréw sieciowych, jednakze metody te wymagajg duzej mocy obliczeniowej, stad tez ich
szersze zastosowanie i znaczenie wzrosto w ostatnim okresie.

Sposoby wyznaczania parametréw sieciowych mozna z grubsza podzieli¢ na 2 grupy,
operujace na parametrach sieciowych i wskaznikach Millera.
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1) Startujac z odpowiednio malych prébnych parametréw sieciowych i systema-
tycznie je zwigkszajgc, powinni§émy znalez¢ wlasciwe parametry sieciowe. Jest to idea
pracy programu DICVOL oraz INDEX (patrz lista programow, podrozdzial 3.5).

2) Startujac z odpowiednio dobranej liczby linii bazowych, podstawiajac wszyst-
kie mozliwe wskazniki hkl i rozwigzujac kolejno otrzymane uklady réwnan, powinni-
§my znalez¢ poprawne rozwigzanie. W podany sposob pracuja programy TREOR czy
POWDER (patrz lista programow, podrozdzial 3.6).

Mozna podac¢ kilka kryteriow wyboru poprawnego rozwiazania; sa to:

o symetria ukladu krystalograficznego (im wyzej, tym lepiej);

o wielko$¢ komorki elementarmej (preferowane sa krotkie periody i mata objetosé ko-
morki elementamej);

o maksymalna liczba wyindeksowanych linii (brak linii nieindeksowanych).

Dodatkowo wazny jest sens krystalochemiczny rozwiazania:

e komorka elementarna powinna by¢ podobna do komodrek zwiazkéw pokrewnych —
w komorce powinna by¢ catkowita liczba molekut (oznaczana jako Z);

e prawidlowe rozwiazanie daje mozliwo$¢ dopatrzenia si¢ wygaszen systematycznych
1 zaproponowania grupy przestrzenne;j.

Znalezione rozwiazanie poddaje si¢ procedurze uscislania metoda najmniejszych kwa-
dratow. W wyniku obliczen uzyskujemy optymalne wielko$ci parametrow sieciowych oraz
wielkosci odchylen standardowych parametréow (e.s.d), uzyteczne dla celéw testowania
wielkosci zmian parametrow sieciowych. Wigkszo$¢ programow do usci$lania parametrow
sieciowych dodatkowo oblicza czynniki jakosci rozwiazan, tzw. figure of merit — Fy i My.
Czynniki te bedace odpowiednio skalowana roznica pomigdzy obserwowanymi a obliczo-
nymi polozeniami linii sg liczbowa, obiektywna miara poprawnosci parametrow siecio-
wych. Obliczane dla roznych dopuszczalnych grup przestrzennych mogg by¢ pomocne
w wyborze prawidlowej grupy przestrzenne;.

3.3.3. Tworzenie modeli struktur krystalicznych

Najczgsciej stosowanymi sposobami rozwigzywania struktur monokrysztalow jest me-
toda Pattersona i metody bezposrednie. Obie te metody sg bardzo obszemie opisane, tworcy
obu metod zostali uhonorowani Nagrodami Nobla, napisano szybkie, szeroko przetestowa-
ne programy do tego typu obliczen. W tym rozdziale przedstawimy tylko zalozenia obu
metod, wspomniane nieco szerzej zostana niektore metody rozwigzywania struktur zapro-
ponowane dla pomiarow polikrystalicznych.

Funkcja Pattersona — zaproponowana w roku 1934, jest funkcja autokorelacji ggstosci
elektronowej, co w przypadku jednowymiarowym mozemy =zapisa¢ jako: P(u)=

Ip(x)p(x+u)dx. Podstawiajac za gesto$¢ elektronowa wielko$¢ wynikajaca ze wzoru

(3.2), otrzymujemy P(u) = (1/a®)Y4\Ffexp(-2mihu). W trzech wymiarach otrzymujemy

nastepujace wyrazenie:
P(uvw) = 1/12 Z[ Fou 1? exp(=27i (hu + kv + Iw)). 3.4)

ikl

Funkcj¢ Pattersona mozemy latwo obliczy¢, poniewaz wspolczynniki rozwinigcia, tj.
|Fpal’, sa wielkosciami mierzonymi eksperymentalnie. Ze wzgledu na to, ze funkcja Patter-
sona jest funkcja autokorelacji gestosci elektronowej, maksima na mapie Pattersona odpo-
wiadajg wektorom miedzyatomowym, dla struktury o n atomach w komoérce elementarne;j
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powinni$my znalez¢ n(n—1) maksimow na mapie Pattersona. Ponadto, maksima majg wy-
sokosci proporcjonalne do ~Z,Z,, wektory laczace atomy cigzkie bedga zatem dominowa¢ na
mapie Pattersona. Stad tez znajac wektory laczace atomy cigzkie, grupg przestrzenna oraz
zawarto$¢ komorki elementarnej, mozliwe jest wyznaczenie ich polozen w komorce elemen-
tarnej. Pozycje atomow cigzkich sa czg¢sto wystarczajacym punktem startowym do obliczenia
czynnikow struktury (wzoér (3.1)), nastgpnie interpretowalnych map gestosci elektronowej
(wzdr (3.2)), a w konsekwencji do pelnego rozwiazania struktury krystaliczne;.

Zastosowanie funkcji Pattersona:

* znajdowanie pozycji atomow (szczegolnie cigzkich);

= detekcja elementéw symetrii;

= znajdowanie orientacji i lokalizacji sztywnych grup (np. pierécienie benzenowe).
Do lat 60. byla to podstawowa metoda badan substancji krystalicznych.

Podstawy metod bezposrednich:

U podstaw metod bezposrednich leza nastgpujace obserwacje dotyczace ggstosci elek-
tronowej (wzor (3.2)):

a) gesto$¢ elektronowa jest zawsze dodatnia;

b) gestos¢ elektronowa jest bliska zeru poza obszarami, gdzie wystgpuja atomy.

Matematyczna analiza tych zalozen prowadzi do wniosku, i1z w strukturach centro-
1 niecentrosymetrycznych wystepuja ograniczenia mozliwych katéw fazowych. Jedna
z wazniejszych relacji wigzacych fazy refleksow w strukturach centrosymetrycznych jest
tzw. relacja Sigma 2 (podana przez Hauptmana 1 Karlego). Wiaze ona wszystkie refleksy
o znanej fazie tworzace tzw. tryplet (patrz podrozdziat 3.6) z refleksem F(H):

s \E(H)| = ZysE(H - K) sE(K). (3.5)

E(H) oznaczaja tzw. znormalizowane czynniki struktury, czyli F(H) przeskalowane tak, by
nie uwzgl¢dniaty drgan termicznych oraz zaleznos$ci f; od kata &, s to znak refleksu.

DIa struktur niecentrosymetrycznych dla refleksow tworzacych tryplet: gy = < @y« + dx >,
w praktyce fazg refleksu wyznacza si¢ na podstawie tzw. wzoru tangensowego:

Z | Ex | Ey_x |sin (@ —Bpy_)
Z | Ex || Ey_x | cos (@ — @ K)

Znaki = oznaczaja, iz wzory te sa prawdopodobne, a prawdopodobienstwo ich stusznosci

mozna obliczyé, dla wzoru (3.5) wyraza si¢ ono zalezno$cia Y2+ Yatgh |EyExEy x| N 112
(N - liczba atoméw w komorce elementarne;j).

tgd, ~ (3.6)

Stosowalno$¢ metod bezposrednich:

a) struktury o porownywalnych ilo$ciach elektronow (najlepsze wyniki dla zwiazkow
organicznych);

b) struktury do ok. 100 atomow w cze$ci asymetryczne).

Jednakze dzigki rozwojowi podstaw teoretycznych oraz optymalizacji algorytmow pro-
gramy do obliczen przy uzyciu metod bezposrednich dzialajg dla struktur wigkszych niz
sygnalizowane limity, przy nieomal dowolnym skladzie chemicznym.
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Metody opracowane dla badan polikrystalicznych:

1. Metoda poszukiwan znanego fragmentu w przestrzeni rzeczywistej — grid search:

W przypadku znanej budowy molekuly (np. sztywne molekuly organiczne o matej licz-
bie wewnetrznych stopni swobody) mozemy zatozyé, iz testujac wszystkie polozenia i katy
(probkowane z okre$lonymi przyrostami dla poszczegdlnych zmiennych), powinniémy
znalez¢ prawidlowe rozwiazanie. Wspotrz¢dne molekuty w i-tym kroku pomiarowym:

X;=Xo+ndx; y,=yo+tnd; z;=2zy+ndz 3.7

dla kazdej grupy wspotrzednych x;, y;, z; obliczamy F;(hkl) i porownujemy z F (hkl).
Nowoscia zwigkszajaca szans¢ rozwiazania struktury jest testowanie zgodno$ci modelu
wzgledem duzego fragmentu obrazu dyfrakcyjnego (unikamy separacji intensywnosci).
W przypadku rozlegtych molekul, ktore mogg si¢ cz¢sciowo nakrywaé, kryteria wyboru
prawidlowego rozwiazania mogga nie by¢ za bardzo selektywne.

Klasyczna metoda grid search nie jest zbyt efektywna dla molekut o duzej liczbie we-
wnetrznych stopni swobody. Poszukiwano wiec innych, szybszych metod rozwiazania
struktur; bardzo obiecujacymi sposobami s3 metody Monte-Carlo i algorytm genetyczny.

2. Metody Monte-Carlo

W metodach Monte-Carlo nowy stan otrzymywany jest z poprzedniego przez losowg
modyfikacj¢ wspotrzednych. Nowe wspolrzedne sa akceptowane, jesli uzyskane na ich
podstawie czynniki rozbieznosci R s3 lepsze niz dla stanu poprzedzajacego. Dla uniknigcia
tzw. lokalnych miniméw w pewnych etapach obliczen akceptowane sg stany z wyzszymi
wielkosciami R, jesli jednak czynniki R szybko nie zaczna male¢, program poszuka innej
drogi wiodacej do globalnego minimum. Wariantami metod Monte-Carlo, opracowanymi
w celu przyspieszenia procesu znajdowania globalnego minimum, sa metody symulowane-
go wyzarzania — simulated annealing oraz parallel tempering.

3. Algorytmy genetyczne

W algorytmie genetycznym: generujemy N struktur probnych, ich wspolrzedne (xyz,
M Ix7, T ... Wwspolrzedne katowe oraz wewngtrzne katy rotacji) to geny.
Schemat metody opartej na ewolucji przedstawiony jest w punktach:
a) generujemy 4, B, C, D, ...N struktur wyj$ciowych Rodzice
b) tworzymy N(N-1) struktur pochodnych o wspotrz¢dnych mieszanych (50% 4, 50%
BYABACAD... BCBD ..BN ...NM Potomstwo
¢) z calej populacji wybieramy M najlepszych osobnikéw (np. wedle kryterium R,,,)
Selekcja
d) pozwalamy na rozwoj kilku pokolen (wracamy do punktu c)
e) wprowadzamy pewna ilo$¢ losowych zmian wspéirzednych i wracamy do punktu b)
Mutacja
f) po zadanej ilosci cyklow ewolucji lub osiagnigcia zadanego R,, przerywamy rozwoj.



Rentgenowska analiza strukturalna. Proszkowa dyfrakcja promieni X 85

3.3.4. UsciSlanie struktur metoda Rietvelda

W metodzie Rietvelda model struktury dopasowywany jest do calego rejestrowanego
»~punkt po punkcie” obrazu dyfrakcyjnego. Matematycznie w metodzie Rietvelda minimali-
zowana jest wielkos¢:

Sy=2iwi (,Vi“,Vic)Z; (38)

gdzie: w; — waga i-tego punktu, y;, y, — obserwowana i obliczona intensywno$¢ punktu i
w obrazie dyfrakcyjnym, z uwzglednieniem wszystkich k-refleksow dajacych wkiad do
punktu .

V=SS lpm [F A26,-28) T A + ys; (3.9)

s —czynnik skali,

Ip - czynnik Lorentza — polaryzacyjny,

m,; — krotno$¢ refleksu k, dajacego wkiad do intensywnosci punktu i,

|Fi| — czynnik struktury,

fi26.-26,) —funkcja opisujaca profil dyfrakcyjny; najczeéciej stosowana jest krzywa

Gaussa, Lorentza, sploty obu tych funkc;ji lub ich kombinacje liniowe,

26 - pozycja refleksu k; zalezy ona od parametrow sieciowych oraz przesunigcia
skali katowej,

T, - funkcja opisujaca tekstur¢ w probce,

A - czynnik absorpcji promieni X w preparacie,

Vb — wielko$¢ tla na i-tym punkcie pomiarowym.

Dla stosowania metody Rietvelda niezbgdne jest posiadanie wstgpnego modelu struktu-
ry. Model ten znajdujemy przy uzyciu metod bezposrednich, metody Pattersona, znajdujac
w literaturze bad? bazach danych struktur¢ podobna. Rozne parametry w rézny sposob
wplywaja na wielko$¢ rézmicy pomi¢dzy obserwowanym y; a obliczonym obrazem dyfrak-
cyjnym y,., dla metody Rietvelda wazna jest strategia obliczen, czyli kolejnos$é uscislanych
parametrow, zgodnie z ich wplywem na obraz dyfrakcyjny.

Zalecana kolejnos$¢ usci§lanych parametréw:

Czynnik skali.
Wspolczynniki linii tla (background).
Zero skali, parametry sieciowe, parametry ksztattu linii.
Wspotrzedne atomow cigzkich, nastgpnie wspotrzedne wszystkich atomow.
5. Czynniki temperaturowe (atomy ci¢zkie, potem atomy lekkie, najpierw izotropowe
czynniki drgan termicznych, nast¢pnie w miar¢ mozliwosci anizotropowe).
6. Wspolczynniki obsadzenia pozycji, tekstura, asymetria ksztattu linii.

LN =

W koncowych etapach obliczen zwigkszamy ilo$¢ parametrow uséci§lanych, dazac do
jednoczesnego usci$§lania wszystkich parametrow. Dla poprawy stabilnosci procesu usci-
$lania wiele programow rietveldowskich umozliwia narzucenie wi¢zow geometrycznych na
parametry strukturalne:

S = Ziw; (Poi = Pei(xy2))’, (3.10)

gdzie: P,; — oczekiwana dlugo$¢ wiazania, kata, wspétrzednej; P.(xyz) — wielkos$é obliczona
z modelu. Wielko$ciami minimalizowanymi w procesie uscislania sa jednoczesnie S, i S.
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Postep 1 poprawno$¢ obliczen przy uzyciu metod Rietvelda mozna $ledzié¢ za pomoca
szeregu czynnikow rozbieznosci, np. Rr i R., (zob.: Zestawienie symboli i oznaczen), jak
1 przy wykorzystaniu graficznej formy prezentacji wynikow obliczen. Krzywe y;, yic 1 yi—Vic
pozwalaja na latwe dostrzezenie blgdow w szerokosci linii, parametrow sieciowych, po-
ziomie tla, ulatwiaja detekcj¢ faz domieszek (Rys. 3.6).
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Rys. 3.6. Ilustracja graficzna wynikéw obliczen rietveldowskich: a) blad w parametrach sieciowych,

b) nieprawidtowa szerokos¢ linii
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Obliczenia rietveldowskie prowadzimy az do uzyskania krzywej réznicowej wykazuja-
cej jedynie niewielkie, przypadkowe fluktuacje oraz do uzyskania czynnikéw R, i Rr od-
powiednio mniejszych od 15 i 10%. Metoda Rietvelda moze by¢ rowniez wykorzystana
w przypadku mieszaniny faz. Najbardziej znane programy do obliczen metoda Rietvelda to:
GSAS, DBWS, FULLPROF, XRS-82.

3.4. Badanie przejsé¢ fazowych — przyklady do samodzielnej
analizy

Asystent prowadzacy ¢wiczenie poda $ciezki dost¢gpu do podkatalogow zawierajace
wszystkie niezb¢dne dane do rozwiazania proponowanych zadan. Z baz danych mozna
skorzysta¢ w Zakladzie Krystalochemii i Krystalofizyki Wydzialu Chemii UJ.

P.1) Trimolibdenian potasu krystalizuje w ukladzie rombowym [5].
a) Wyznaczy¢ parametry sieciowe zwiazku, jesli odleglosci migdzyptaszczyznowe d oraz
wskazniki Millera dla 5 pierwszych linii wynosza:

d hkl
9,039 110
6,833 200
6,027 020
5,833 111
4,732 021

b) Na podstawie 25 linii badanego zwiazku wyznaczy¢ parametry sieciowe przy uzyciu
ktoregokolwiek z programow wymienionych w podrozdziale 3.5 (np. pakietu PROSZ-
KI). Na podstawie wskaznikow Millera linii zaproponowac typ sieci przestrzennej
zwiazku (i grupg¢ przestrzenna):

9,039; 6,833; 6,027; 5,833; 4,732; 4 ,261; 3,889; 3,721; 3,515; 3,331; 3,224,
3,013; 2,972; 2,843; 2,802; 2,769; 2,712; 2,546; 2,449; 2,373; 2,344; 2,260,
2,185; 2,167; 2,053.

Skonsultowa¢ uzyskane parametry sieciowe oraz proponowana grup¢ przestrzenna
z prowadzacym ¢wiczenia. Zbior danych dyfrakcyjnych wprowadzié¢ do pakietu EXPO.
Zapozna¢ si¢ z podstawowymi opcjami pakietu oraz przesledzi¢ sposob dzialania pro-
gramu.

c) Wybraé najbardziej prawdopodobny model struktury zwiazku. (Uwaga: w strukturze
znajdujq si¢ dwa niezalezne atomy molibdenu otoczone przez 6 atoméw tlenu (otocze-
nie oktaedryczne) oraz jeden atom potasu.)

P.2) Wyznaczy¢ parametry sieciowe nadtlenowanadanu potasu na podstawie jego proszko-
wego obrazu dyfrakcyjnego. W bazie ICSD znaleié zwiqzek izostrukturalny. Metodq
Rietvelda uscislic model struktury.

P.3) Metodq Rietvelda ustali¢ procentowq zawartosé¢ rutylu i anatazu w probce TiO: na
podstawie proszkowego obrazu dyfrakcyjnego.
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P.4) Przy uzyciu dyfraktometru proszkowego Philips X’PERT zarejestrowano obrazy dy-
Sfrakcyjne azotanu amonu w kilku temperaturach. Dane dyfrakcyjne sq zapisane w po-
staci zbiorow *.udf. Ostatnie trzy cyfry w rdzeniu nazwy kazdego zbioru oznaczajq
temperature pomiaru (K).

a) Ustal zakresy temperaturowe wystepowania poszczegdlnych odmian fazowych.

b) Korzystajac z listy oprogramowania dotaczonej do skryptu, wyznaczyé i uécisli¢ para-
metry sieciowe dla faz krystalicznych badanego zwiazku. W procesie uéciélania nalezy
uwzgledni¢ informacje o grupie przestrzennej (baza PDF-2).

P.5) Za pomocq pakietu PROSZKI wyznacz parametry sieciowe dla trimolibdenianu pota-
su, za pomocq pakietu EXPO zaproponuj strukture krystalicznq dla tego polqczenia.

3.5. Opis oprogramowania i krystalograficznych baz danych

Wiele elementow oprogramowania stuzacego do obliczen krystalograficznych jest opi-
sanych w stopniu wystarczajacym dla zainteresowanego uzytkownika na stronie Migdzyna-
rodowej Unii Krystalograficznej pod adresem www.iucr.org. Uzytecznym kompendium
wiedzy moze by¢ rowniez strona internetowa Armela LeBaila o adresie www.sdpd.univ-
lemans.fr oraz podane tam adresy. Strona Zespotu Strukturalnej Dyfraktometrii Proszkowe;j
Jjest na biezaco poprawiana i aktualizowana, polecamy jg Czytelnikom skryptu pod adre-
sem: www.chemia.uj.edu.pl/~lasocha/.

Ponizej przedstawiamy krdtkie zestawienie kilku programow wartych umieszczenia
w bibliotece oprogramowania podr¢cznego w celu rozpoczecia studiow i prac wiasnych;
zywimy nadziejg, iz po bardzo krdtkim czasie kazdy z badaczy znajdzie samodzielnie wiele
ciekawych programéw, ktéore bgdzie moégl poleci¢ innym. Kolejnos¢ na liscie zgodna
w przyblizeniu z czg¢stos$cig stosowania w laboratorium autorow.

Wyznaczanie parametrow sieciowych:

PROSZKI, CRYSFIRE - pakiety zawierajace najbardziej znane programy: ITO, TREOR,
DICVOL;

MCMILE - program umozliwia obliczenia w przypadku domieszek, jako$¢ parametrow
sieciowych oparta jest na calym obrazie dyfrakcyjnym, nie tylko pozycjach linii.

Budowa modelu struktury (metody typowe dla badan proszkowych):

EXPO - wyznaczanie struktur przy uzyciu metod bezposrednich;

FOX - wyznaczanie struktur metoda globalnej optymalizacji (simulated annealing);
POWDER CELL - obserwowanie wplywu zmian w jednostce asymetrycznej na obraz
dyfrakcyjny.

Pakiety do obliczert metodq Rietvelda (obok podstawowych opcji):

XRS-82 - jednofazowy preparat polikrystaliczny, rozbudowany system wigzow;
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DBWS — mieszaniny faz, rézne ksztalty linii, skromne wi¢zy geometryczne;

JANA2000 — mono- i polikrysztaly, mieszaniny faz, opcje graficzne, rézne formaty da-
nych;

GSAS - mono- i polikrysztaly, mieszaniny faz, opcje graficzne, rézne formaty danych.

Wizualizacja struktur, rysunki do publikacji:

PLUTON, ORTEP, PLATON, ISIS Draw;
MERKURY.

Najbardziej znanymi i uiytecznymi krystalograficznymi bazami danych sq:

1. Powder Data File, PDF-2 i PDF-4 — obrazy dyfrakcyjne zwiazkow nieorganicznych
1 organicznych;

il. Inorganic Crystal Structure Database, ICSD — baza struktur zwiazkow nieorganicz-
nych;

ii. Cambridge Structural Database, CSD — baza struktur zwiazkéw organicznych i meta-
loorganicznych.

3.6. Zestawienie symboli i oznaczen

Nazwy programow pisane sg przy uzyciu wielkich liter, np. TREOR, XRS-82.

ab,c,a,f,y — parametry sieciowe w sieci rzeczywistej,
a*b*.c* a* f* y* — parametry sieci odwrotnej okre$lone przez parametry sieci rzeczywi-

stej,
bxc cxa axb cos fcosy —cosa
* = s b* = , C* = s a*t = : f
¢ a.[bxc] a.[bxc] ¢ a.[bxc] €08 sin fsin y
cos B = cosacosy — cosf cos 4 = cosﬁcosq —-cosy V=a[bxc],
sinasiny sin fsina

A — odleglo$ci migdzyplaszczyznowe dla rodziny plaszczyzn hkl,
Fru — czynnik struktury; bezwzgledna warto$¢ |F] jest rGwna stosunkowi amplitudy

promieniowania rozproszonego przez komorke elementarna do promienio-
wania rozproszonego przez pojedynczy elektron,
FyiMy — figure of merit;, czynniki jakoéci dopasowania parametrow sieciowych,
Fyv=—-N
N ————,
<A20> N,

- _ 9%
MZO 2 < Q S >
0 = l/d*, <A26> i <O> — érednie wielkosci rézmic katow 261 wielkosci O,
Nobs — liczba teoretycznie mozliwych linii o d > dy.
o - faza refleksu,
hkl — wskazniki Millera linii dyfrakcyjne;,
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L — intensywno$¢ linii dyfrakcyjnej o wskaznikach hkl,
y) — dlugos$¢ promieniowania,
ZjIFl'l—'F/‘f“ . . . .
Rr = ———— — czynnik rozbieznosci ,,amplitud struktury”,

Zij
Zjly/_yj.c

R, = —-i—— — czynnik rozbieznosci profilu,
i
,\172
20~ Ve) o
R., = z 5 — wazony czynnik rozbieznosci profilu,
Z J W; (y j)
Plxyz) — gestosc elektronowa,
tryplet — trzy refleksy tworza tzw. tryplet H,K,H+K, gdy ich wskazniki Millera spel-
niajg relacje H(h\,ki,l\), K(hykala) HHK(hthykitksl+1). Odpowiadaja one
trzem wektorom w sieci odwrotnej tworzacym trojkat; przyklady trypletow
to: (004)(30-4)(300); (204)(10-4)(300) — Uwaga: jeden refleks, np. (300)
w ww, przykladzie, moze bra¢ udzial w wielu relacjach trypletowych,
6 — kat wystepujacy w rownaniu Bragga, polowa kata pomi¢dzy padajaca a od-
bita wiazka promieni rentgenowskich,
Vi — obserwowana ilos¢ zliczen na j-tym punkcie pomiarowym,
Vie — obliczona 1los¢ zliczen na j-tym punkcie pomiarowym.
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