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8 BEVEZETES

Nanofizika, nanoelektronika, elektronoptika, szén nanocsévek és grafén. Manapsag gyak-
ran elhangzé, divatos kifejezések, melyek fogalmilag is kozel allnak egymashoz. Mind a mo-
dern kor legfontosabb tudomanyos eredményei és ugyanakkor még kihivéasai kozé tartoznak.
Részben mar alkalmazott technoldgiat képviselnek, részben ennek csak az igéretét hordozzak
magukban. K6z6s benniik, hogy kiilon-kiilon is hatalmas az irodalmuk, bar sokszor egymassal
Osszefliggésben targyaljak éket. Dolgozatommal, ezt az egyébként is roppant irodalmat sze-
retném tovabb béviteni, reményeim szerint gazdagitani. A teljesség igénye nélkiil szeretném
egy rovid bevezetését adni a témanak, kiemelve azokat az aspektusokat, amelyek sulyponti

szerepet kaptak munkim soran.

Nanoelektronika és grafén — torténeti attekintés

A grafén kifejezés 1987-ben jelent meg el@szor nyomtatasban [1], tehat két és fél évtized-
del ezel6tt. Azota a nanofizika és ezen beliil is a nanoelektronika hatalmas fejlédésen ment
keresztiil, amit a publikiciok nagy széama is jelez, koztiik sok 6sszefoglalo jellegt miivel [2-4].
Az utébbi néhany évben a grafén valt a nanoelektronikai kutatéasok egyik alapvets kisérleti
anyagava [5-15]. Ezt a méhsejtszertien elhelyezkeds, egyméstol mintegy 1.42 A tavolsagra le-
v§ szénatomok alkotta kétdimenzios szerkezetet ugy lehet elképzelni, mint egy kihajtogatott
szén nanocsovet, vagy mint egyetlen réteg grafitot [16]. Erdekes modon, a térbeli grafitkris-
taly fizikai tulajdonsagait nagyban a sikbeli graféntol 6rokli, ami annak kdszonhetd, hogy a
grafitban, a grafénsikok tavolsdga 3.34 A, és ezért a sikokat Gsszetarté kotés egy nagysag-
renddel gyengébb, mint az atomok kozti kotés az egyes sikokon beliil. A szén nanocsovek
rendkiviili mechanikai tulajdonsagaikrol, rekord nagysagu szakitoszilardsagukrol lettek hire-
sek [17,18], ami a grafénra is jellemzd, hiszen mar a puszta létezésével is amulatba ejtette
a tudoményos tarsadalmat. Bar, az amerikai elméleti fizikus, P. R. Wallace méar 1947-ben
kiszamolta a savszerkezetét [19], még igen hosszu ideig tartotta magat az allaspont, mi-
szerint ilyen kétdimenzids szerkezet, a Mermin—-Wagner-tétel értelmében, termodinamikailag
instabil, 6nmagaban nem létezhet.! A tapasztalat szerint azonban nemcsak hogy létezik, de
mechanikailag kifejezetten stabil, még szobahémérsékleten is. Ez a nagyszert, 2004-es felfe-
dezés Novoselov és Geim érdeme [21], akik el6szor izolaltak, és vizsgaltak meg a grafént, és
akiket ezért, hat évvel késébb, fizikai Nobel-dijjal jutalmaztak. Eredményeik azéta szamos
kutatot inspiraltak arra, hogy ezzel az anyaggal, illetve az utobbi id6ben méar szintén inten-
ziven kutatott kétrétegdi modosulataval kezdjenek el foglalkozni. A grafén csakhamar tobb
meglepetéssel is szolgalt az elektronikai tulajdonsagait illetGen. Mind az egyrétegi, mind
pedig a kétrétegii grafénban (késébb mint ERG és KRG), az elektronok mozgésa jol leirha-

t6 egy kétdimenzios modellel: benniik ugynevezett kétdimenzids elektrongaz (2DEG) alakul

! Wallace szamolasét ekkor még csak elméleti jelent&ségti modellnek tekintették, bar késsbb jo kiindulasi
pont volt a grafit sdvszerkezetének leirasdhoz [20].
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1. abra. A grafén és modosulatai [23]: (a) egyrétegd grafén, (b) grafit, (c) szén nanocs§ és
(d) buckminsterfullerén (Cgg)?.

ki [22], melyben a szénatomok kozotti kovalens o-kotésbdl kimaradod m-palyak elektronjai
a grafitréteg sikjaban szabadon mozoghatnak. Savszerkezetébdl kideriil, hogy az 6nmaga-
ban &llo grafén félfém, tiltott sav nélkili félvezets, amiben szobah&mérsékleten is meglepds-
en nagy a toltéshordozok mozgékonysaga. Emellett a kicsiny toltésfluktuaciok, vagyis a jo
jel/zaj arany kedvezd feltételeket teremtenek az esetleges nanoelektronikai alkalmazasokhoz.
Napjainkban ugyanis a szilicium alapta elektronika méar leginkabb csak helyben toporog, tel-
jesitménystriiségének jelentGs névelése mar nem lehetséges, amit a szamitdégépek CPU-jaba
épitett processzormagok egyre novekvs szama is jelez. Az Intel példaul 2011 novemberében
mutatta be az 14j, 1 teraflopot is meghalado teljesitményd processzorat [25], amiben t6bb,
mint 6tven processzormag dolgozik. A tranzisztorok, és altaldban véve az aramkori elemek
zsugoritdsa mara tehat elérte azt az elvi hatart, ami utan a kvantumfizika feler6s6dé hata-
sal méar teljesen megvaltoztatnak miikodésiiket, és olyan jelenségek lépnének fel, amelyekkel
eddig még nem kellett szamolni. A fizika alaptorvényei akadalyat képezik tehat a jelenlegi
technologia tovabbi fejlesztésének, pusztén a miniatiirizalas ezutan méar nem vezethet ered-
ményre. Moore torvénye, mely kimondja, hogy a szamitogépek teljesitménye masfél évente
megduplazodik, a mindmaig jol bevalt technolégiaval nem tarthato tobbé. Forradalmian 1j

eszkozOkre van sziikség, amiket a félvezetGipar mar régota kétségbeesetten keres. Az egyik

2 A fullerénben a 60 szénatom egy gombfeliileten 6tds és hatos gytirtiket alkotva egy focilabdara em-
lékeztet6 molekulat alkot. Az 6tszoges gytirtik eredményezik a gorbiiletet, a fullerén ezért lesz gémb
alaki, ellentétben a tisztan hatszogracsos sikbeli grafénnal. A Cgg-at 1985-ben fedezték fel, amit 1996-
ban kémiai Nobel-dijjal honoraltak [24]. Vegyiik észre, hogy a fullerén nulla dimenzios, a szén nanocss
egydimenzios, a grafén kétdimenzids, mig a grafit és az Gn. gyéméntracsban kristalyosodd gyémént
haromdimenziés médosulata a szénnek!
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potenciélis megoldast a szén nanocsé kinalta, a&m ez elbukott a nanocsovek ipari méretek-
ben ma még szinte reményteleniil nehézkes megmunkalhatosaga miatt. Még laboratériumi
koriilmények kozott is bonyolult probléma nagy szami nanocsé manipuldlasa, nanométe-
res pontossaggal torténd elhelyezése, f6leg, ha egy komplex aramkort kell bel6liik egyesével
Osszerakni. Ezzel szemben a grafén nagy elénye, hogy beléle viszonylag egyszertien méretre
lehet szabni a kiilonb6z6 elektronikai alkatrészeket, idedlis alapanyaga lehet példaul a jové
térvezérelt tranzisztorainak. Lathato tehat, hogy a nanoelektronikaval foglalkozé kutatok az
ipar oldalardl is erdsen motivalva vannak ennek az 1j anyagnak a megismerésében, alkalma-
zasahoz sziikséges technologidk mielébbi kidolgozasaban, a benne rejlé lehet&ségek alapos
feltérképezésében. Ezek a lehetGségek pedig igen biztatdak! Az ezidaig legkisebb tranzisztor
is grafénbol késziilt el az IBM mithelyében 2008-ban, vastagsaga egyetlen atom, szélessége

tiz atom, mikodeési frekvencidja 26 GHz [26].

A grafén savszerkezete

Az ERG Hamilton-operatoranak, illetve savszerkezetének felirasahoz [18| célszert kiindul-
ni a szoros kotési kozelitésbdl [27]. Amint a 2. abran lathato, hatszogracsos elemi celldjaban
két nemekvivalens racspont taldlhaté. Ennek az impulzustérben is hatszogracs felel meg,
melynek Brillouin-zénadjaban ugyancsak két nemekvivalens pont van, jelolésiik altalaban K
és K'. A legegyszertibb esetben, mikor eltekintiink az elektronok hullamfiiggvényeinek &t-
fedésétsl, és csak elsGszomszéd kolesonhatésokat vesziink figyelembe, az alabbi eredményre
jutunk [19]:

Egra(k) = £701/3 + 2(cos ke, + cos ke, + cos k(e — e)), (1)

{
Stits

2. abra. Az egyrétegii grafén (balra), illetve a kétrétegt grafén (jobbra). Az ERG elemi cellaja két
atomot tartalmaz. Azonos szinnel jeloltiik az ekvivalens pozicidkban levs atomokat, vagyis amelyek
az elemi racsvektorokkal egymaéasba atvihetSek. A KRG elemi celldja négy atomos, és a kozépsd
két atom (B és Ay) egymas felett helyezkedik el. Az azonos szinti atomok alkotta sikok ugyanigy
rétegzédnek egymaésra, mint a grafitban (Bernal-féle pakolas).

10
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ahol e; és ey a 2. abran lathato elemi racsvektorok, 7y pedig az els6szomszéd kolesonha-
tashoz rendelt atugrasi (hopping) integréal, melynek értéke megkaphato példaul elsd elvekbdl
szamolt savszerkezetre valo illesztéssel [28]: —2.97eV. Ezt a diszperzios relaciot abrazoltuk

a 3. abran. Lathato, hogy a hatszogracsos Brillouin-zona racspontjaiban a diszperzios relacio

3. abra. Vegyértékkotési és a vezetési sav ERG-ben, a lineéaris tartomanyt meghalado energiakra,
az (1) képlet alapjan.

kis energiakra, cstucsaiknél érintkezé kipokat hataroz meg, amelyek ezen pontok kis kornye-
zetében tehat lineéris kapcsolatot teremtenek az impulzus és az energia kozott. Mindebbdl
kovetkezik, hogy a kvazirészecskék nyugalmi tomege nulla [29,30]. Ezen hat pont kornyékén
az elektronok és a lyukak mint a Dirac-egyenlet feles spint relativisztikus részecskéi viselked-
nek, minél fogva Dirac-fermionoknak nevezziik 6ket, a Brillouin-zona hat racspontjat pedig
Dirac-pontoknak (K és K') [31,32]. Kénnyen megmutathato, hogy elektrosztatikusan sem-
leges és szennyez6ktSl mentes grafénban a Fermi-energia éppen ezeknek az energidjaval lesz
egyenld, és ezért célszert a Dirac-pontok energidjat az energiaskala nullszintjének valasztani.
Miutan az érdekes jelenségeket tobbnyire a Fermi-energia koriili, tehat egyben a Dirac-pont
koriili elektronok alakitjak, a szoros kotést szamolas eredményét sorbafejtjiik a Dirac-pontok
koril [29]. Az ezekhez tartozo allapotokat a kiils§ elektromagneses terek Gsszecsatoljak, de ha
ezek potencialjai a racsallandohoz képest térben lassan valtoznak, akkor a Hamilton-operétor
szétesik két 2 x 2-es blokkra, vagyis a K-hoz és K’'-hoz tartozé allapotok fliggetlenné valnak.
Végiil tehat egy folytonos spektrumi, effektiv Hamilton-operatorhoz jutunk, amely a K és

K’ pontok koriili, £ néhany eV-os toltéshordozokra lesz pontos (lasd a 4(a) abrat). Egy adott

11
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Dirac-pont, pl. a K kornyezetében, Hbr tehat egy 2 x 2-es matrixként all els:?

0 p_
HOERG = VUp < » 0 ) = UF(prz + pry) = VrOD, (2>
+

ahol vp ~ 10%n/s a Fermi-sebesség, p+ = p, +ip,, o = (0., 0,) a Pauli-matrixokbol képzett
zy sikbeli vektort jeloli, p = —ihV = (p,,p,) pedig az impulzusoperator vektorat, amit
az adott K Dirac-ponttél mérjiik. Inhomogén elektrosztatikus térben HAp természetesen
kiegésziil egy —e®l taggal, ahol ® az elektrosztatikus tér potenciadlja, I pedig a 2 x 2-es
egységmatrix. A (2) formula felirdsanal eltekintettiink a kiils6 magneses tér hatasatol, ami a
legtobb esetben realisztikus feltevés, és az elektron spinjétdl is, amiben pedig diagonalis az
ezt is figyelembe vevé Hamilton-operator. Az ebbdl adodd degeneraciot egy 2-es szorzoval
veszik figyelembe éppugy, mint a K- K’ miatti degeneraciot. A o Pauli-matrixok tehat nem a
feles elektronspin miatt jelentek meg, hanem a kétatomos elemi cella miatt, de a formalizmus
hasonlésaga okan, ezt a belss szabadsagi fokot pszeudospinnek nevezik. Vegyiik észre, hogy
az érintkezd kupok egy gap nélkiili sdvszerkezetet hataroznak meg, amiben kémiai adalékolas
nélkiil is, tetszélegesen kis potencidlkiilonbséggel kelthetiink n és p tipusa toéltéshordozokat,
és a grafént ezért a félfemek koézé soroljuk (7, 8,27|. Ez konnyen megvalosithato példaul
egy, a grafénra helyezett kapuelektrodaval, illetve t6bb ilyennel, tetszéleges geometriaja n-p
atmenetek hozhatoak 1étre. Ehhez a jelenségkorhoz kothets az tn. Klein-paradoxon, illetve a
Klein-alagutazas [15,33] is. Ebben egy elektron egy olyan potencialgaton hatol at, amelynek
magassaga meghaladja az elektron energiajat, ezért azt varjuk, hogy a potencial szélességével
exponencialisan csokken az atjutas valoszintisége. Mivel azonban az elektron nem evaneszcens
hullam alakjaban, hanem egy lyukallapotként halad tovdbb a potencidlgat belsejében, az
atjutés valoszintisége fiiggetlenné vélik a potencidlgat szélességétsl. A paradoxon feloldasa
tehat az, hogy itt nem igazi alagutazasrol van szo, létezik halad6 hullam alakt megoldés az
atmenet mindkét oldalan [33]. Ez a jelenség megfigyelhets a grafén kétrétegti modosulataban
is [34].

HYro pontossagat kisérletileg is igazoltdk mar szogfelbontasos fotoemisszios spektroszko-
pidval (angol roviditése ARPES) [35]. Hgrq sikeresen irja le tovabba az ERG-ben lejatszodo
folyamatok sokasagat, példaul az egyik legérdekesebbet, az anomalis kvantum Hall-effektust,
amikor a Hall-vezet6képességben a platok az egész szamok helyett a fél-egész szamokhoz
igazodnak [7,8].1

A kétrétegi grafén (KRG) esetében ennél kissé bonyolultabb a helyzet. A savszerke-

3Ekkor a K’ koriili Hamilton-operdtor o, HApgo-szel lesz egyenls. Ennek az unitér transzformaci-
onak koszonhetSen a diszperzios relacio ugyanaz lesz mindegyik Dirac-pont koril. Az ebbdl adodo
degeneraciot egy 2-es szorzoval szokas figyelembe venni.

4Bar ezt a jelenséget mas anyagokban csak a folyékony hélium hémeérsékletén lehetett megfigyelni,

grafénban ez mar szobah&mérsékleten is lehetséges. Ennek jelent&sége van tobbek kozt az ellenallas-
kvantum szabvanyositasaban is [36].

12
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zet meghatéarozasahoz vagy striségfunkcional-elméletet hasznalunk [37], vagy ismét a szoros
kotestd modellbdl indulunk ki [38,39]. Az utébbi véalasztés esetén, és csak elsGszomszéd kol-
csonhatasokat figyelembe véve, a m-palyakhoz tartozd energidkat az alabbi alakban kapjuk

meg:

Exra(k) = £71(1/3.25 + 2(cos ke, + cos ke, + cos k(e — ez)) £ 0.5). (3)

Ezt a diszperzios relaciot abrazoltuk a 4(b) grafikonon. A K és K’ pontokban érintkezs két
gorbének felelnek meg az A; és By racspontokban lokalizalt allapotok, mig a +~;-gyel eltolt
energiaju gorbék adjak meg az A, és By racspontokban lokalizalt allapotok energiajat. Cél-
szert lesz ismét a Brillouin-zona csak egyik K pontjara koncentralva, megadni egy effektiv,
alacsony energian érvényes alakjat a Hamilton-operatornak. Eltekintve az elektronspintél, a
Hamilton-operator ekkor egy 4 x 4-es méatrix lesz, ami az Ay, As, By és By valos térbeli pontok
koriili allapotokat keveri (lasd a 2. abrat). Operatorunk diagonélis elemei, ebben a bézisban,
az elsé és a masodik réteg m-elektronokra vonatkozé atomi energiaszintjeinek kiilénbségével
aranyos, ha azonban a két réteg egyenértékiinek tekinthets, ez az energiarés nullaval egyenld.
A nemdiagonalis elemek kozott vannak az egy rétegen beliili A és B pontok kozotti ugréalast
kifejez6 tagok (hopping integralok), amelyek egy v csatolasi allandoszor a p. operatorokkal
egyenlGek. Ennél gyengébb, vs csatolasi allandéval vannak jelen az A;-Bs hopping tagok,
amiknek csak viszonylag alacsony energiakon, kb. £100 meV-ig van jelentGsége, ezért sok-
szor elhanyagolhatdéak. Most azonban ezt is figyelembe véve, a Hamilton-operator tehat az
alabbiak szerint hat:

0 wp— 0 wypy Ya,

Mo — € vp+ 0 &m0 | s | (4)
0 &m 0 wp- Ya,
vsp— 0 wpy 0 Y,

ahol v = V3a7v,/2 ~ 10° m/s és vs = V/3ays/2 ~ 10° m/s. Itt a = 2.42 A a racsallando,
Yo &~ 3.16 €V az elsGszomszéd kotési energia egy sikon beliil, v; &~ 0.39 eV a B;-Ay dimer
kotéshez rendelhet§ energia, és v3 ~ 0.315 eV az A;-B, kotési energia. A v egyiitthatok
szamszeri értékei grafiton végzett mérések eredményei [40-42]. A € = +1 paraméter valasztja
ki a két nemekvivalens K pont egyikét. Felirva a Schrodinger-egyenletet a (4) kifejezésben
szerepls operétorral, négy skalaregyenletet kapunk, melyekbdl ¢ 4,-t és 1 ,-et eliminalva két
egyenlethez jutunk 1 4,-re és 1 p,-re. Kivilasztva a négy sajatenergiabol abszolit értékben a
két legkisebbet, és feltéve, hogy ezek joval kisebbek, mint ~;, a 4, és ¥p, komponensekhez

ezt a Hamilton-operatort rendelhetjiik:

0 —5=p_2 + Eusp

0 _ 2m +

HKRG_<_L 24 ¢ 0 . (5)
Qmp-‘r U3p—

13
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Itt m = v1/2v% ~ 0.035m, az effektiv tomeg, és m, az elektron nyugalmi tomege. Csak-
tgy, mint ERG-nél, Hyr levezetésénél is a Dirac-pontokhoz igazitottuk az energiaskala
nullpontjit, az impulzust pedig a K (illetve a K') ponttél mérjiik. Osszevetve a (2) és (5)
p?/2m alaki diszperzios relacio kvadratikus, ami véges tomegii kvazirészecskékre utal, ellen-
tétben a nulla tomegi Dirac-fermionokkal ERG-ben. Tovabba sejthetd az is, hogy KRG-ben
az impulzusoperatorok masodik hatvanya miatt, egy adott energidhoz tobb allapot tartozik,
mint ERG-ben. Példdul minden k impulzusu, sikhullam alakd megoldéshoz létezik egy ik

impulzust evaneszcens hullam is, melyek pontos alakjarol az 1. fejezetben lesz sz6.

E[eV] EleV]

(a) Diszperzios relacio ERG-ben, (b) illetve KRG-ben.

4. dbra. Az (a) abra megfelel a 3. abra k, =0 metszetének, melyet a K, I' és K’ impulzustérbeli
pontok jelolnek ki, és ahol " a Brillouin-zona kozéppontja (kr =0). Kék vonal jeldli az elektronalla-
potokat (n tipus), piros a lyukallapotokat (p tipus), és szaggatott fekete az alkalmazott sorfejtéseket.
KRG-ben a szines, szaggatott gorbékkel jelolt, vyi-gyel nagyobb energiaju allapotok azok, melyek-
r6l az effektiv H?(RG méar nem ad szamot. Lathato, hogy v, valéban joval nagyobb, mint azok az
energiak, melyekre a kvadratikus kozelités még jogosnak mondhatoé.

HYre pontossigat szintén szamos méréssel igazoltdk mar, tobbek kizt ARPES-sel [43] és
kvantum Hall-effektus (QHE) mérésekkel, els6ként Novoselov és munkatarsai [44]. Mig ERG-
ben a Hall-vezetSképesség fél-egész szamu tobbszorose 4e? /h-nak®, KRG-ben tjra az egész
szamoknal vannak a platok, azonban a 0 indexti Landau-szintnek megfelels plato hianyzik. Az
anomalis QHE jelenség azzal magyarazhato, hogy a grafénban a legelss, vagy ha ugy tetszik,
a nulladik Landau-szint zérus energianal van, és ez az allapot ERG-ben négyszeresen, mig

KRG-ben nyolcszorosan degeneralt.

Ahhoz, hogy lassuk, mennyire realisak a szamolasaink soréan alkalmazott modellek fel-
tevései és kozelitései, vizsgaljuk meg érvényességi tartoméanyukat, és lassunk néhany valos
paramétert, amik kielégitik a kapott feltételeket! Az elektronok mozgasarol a dolgozatban
targyalt rendszerek mindegyikében feltételezziik, hogy a ballisztikus, vagyis az s, atlagos sza-

® Az ellenallaskvantum reciprokaban a négyes faktor az allapotok fent emlitett 2 - 2 = 4-szeres degene-
racidja miatt van jelen.
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bad tthosszuk joval nagyobb, mint a szérépotencial R sugara.b A szoérépotencialt pedig akkor
tekinthetjiik lépcsGszertinek, ha a vezetési elektronok tipikus A hullamhossza joval nagyobb
a potenciallépcst, vagyis a térerdsség valtozasdnak d dtmeneti szélességénél, aminek nyilvan
R-nél is joval kisebbnek kell lennie.” Az a racsallandonal ugyanakkor d-nek jéval nagyobbnak
kell lennie, hogy a hirtelen potencialugras ne indukéljon dtmenetet a kiillonb6z6 K pontokhoz
tartozo allapotok kozott, illetve hogy eltekinthessiink a potencial gradiensétdl fiiggs tagok-
tol, amik a Schrieffer—Wolff-transzformacié soran lépnek fel [50]. Tehat mindezt egybevetve,

a rendszer karakterisztikus méreteinek az aldbbi viszonyban kell allniuk egymassal:
e<d<K< R, és d< . (6)

A (szemi)klasszikus kozelitésnek is van egy feltétele, mégpedig az, hogy A < R, hiszen csak
ekkor lehet egyaltalan elektronnyalabrol, és gorbék mentén terjedd részecskékrsl beszélni.
Tekintsiik el6szor az egyrétegi grafént, melyben minden feltétel kielégithet6 a paraméterek
alabbi megvélasztasaval: E = 40 meV a bejovs elektronok energidja, V' = 80 meV a ka-
pupotencial, R = lum ¢é¢s d = 10 nm [51] (lasd az 1.1. abrat). Ekkor kR = k,R = 60.8,
és A = 103nm = 10.3d = 0.103 R. Kétrétegt grafénban az alabbi paraméterek felelnek
meg a kikotéseknek: £ = 100 meV, V = 200 meV, R = 1um és d = 3 nm. Ekkor kR =
= koR = 376, és A = 16.7nm = 5.57d = 0.0167 R. A 4(b) abréan lathato, hogy KRG-ben
kortilbeliil 71 /2 ~ 200 meV-ig hasznalhato a kvadratikus kozelités a diszperzios relacioban,
utana az energia kozel linearis fiiggvénye lesz a hullamszémnak. Az 1. és a 2. fejezetekben el-
hanyagoljuk a vs-mal aranyos tagokat a (4) Hamilton-operatorban, ami a 200 meV-ig terjedd
tartoméanynak elsGsorban a felsé felében lesz jogos kozelités, hiszen a vs-mal aranyos hdrom-
szogletd gyird hatds (angolul trigonal warping) [38,39,47] a néhényszor 10 meV-ig terjedd
tartomanyban jatszik jelentds szerepet, 100 meV kornyékén méar elhanyagolhato. A 3. feje-
zetben azonban wvs-at nem elhanyagolva, az alacsonyabb energidkon tapasztalhatoé anizotrop
diszperzios relaci6 hatésait fogjuk megvizsgalni (3.3. dbra).

A ballisztikus esetben, az [, atlagos szabad tthosszra csupan az a feltételiink, hogy minél
nagyobb legyen a kisérleti elrendezés legnagyobb méreténél, ami a fenti példdban nagysagren-
dileg 1 mikron, a 3. fejezetben pedig a 3.2. dbran lathato elrendezés z irdnyt mérete, ami az
ott bemutatott konkrét példaban szintén a mikronos nagységrendbe esik. Szamos tanulmany
szerint ez a feltétel mindkét graféntipusban teljesitheté még szobahémérsékleten is [52-56]!
Tiszta mintat feltételezve, az elektronok rugalmatlan szoérasanak forrasa a hémeérsékletfiiggs
elektron-fonon kolesénhatas. Ugyanakkor, a toltéshordozok nagy koncentréacioja esetén, ke-
vésbé tiszta mintdkban is elhanyagolhat6 a szennyezdkon valo szoras, kisebb koncentracioknél
pedig szintén learnyékolhat6 a széropotencidl a minta nagy dielektromos allandéju flirdébe

6 Ballisztikus [45], és rendezetlen [46-48| grafén rendszerek transzporttulajdonsagaival szintén sokan

foglalkoztak maér.
" Az ellenkezs, A < d hatéresetre is talalunk szamolast a szakirodalomban [46,49).
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helyezésével [52]. Chen, illetve Morozov mérései szerint szobahdmérsékleten ERG-ben [54] és
KRG-ben [55] is tébb mikron lehet a szabad uthossz, és a szorasban az akusztikus modu-
sok jatszak a fGszerepet. Borysenko és munkatéarsai perturbacios stirtiségfunkcional-elmélet
(DFPT) segitségével, elsé elvekbdl szamoltak ki KRG-ben a fononokon torténd szorasi ra-
tat [53], ami ugyancsak 2 mikront meghalad6 szabad tthosszt eredményezett, és szintén
az akusztikus fononok adtédk a f6 jarulékot. Cikkiikben megjegyzik, hogy a KRG elektro-
mos tulajdonsagai jobban hasonlitanak a témbi grafitéhoz, mint az ERG-re kapott eredmé-
nyek [57|, ami megfelel az intuitiv varakozasoknak. Még sokkal hosszabb szabad uthosszt
josolnak Gunlycke és tarsai grafén nanoszalagokban (GNS), ami koriilbeliil 70 mikron egy
11 nm széles, egyrétegt, cikk-cakk széld, hidrogénatomokkal lezéart, szobahémérsékletii gra-
fénszalagban [56], feltéve, hogy eltekinthetiink a szennyezskon vald szorastol. Eredményeik
szerint a kémiai potencidllal névekszik a szabad tithossz, ami egyenes ardnyban all a szalag
szélességével is, egy adott pontig. Az elektronok energidjanak azonban kisebbnek kell lennie
a fonon emisszios hatarértéknél, ami koriilbeliil 0.16 és 0.18 eV-nél van az akusztikus, illetve
az optikai dgra nézve. A végtelen, kétdimenzios grafénréteg, illetve a szén nanocsé elektroni-
kajaval valo jelentGs kiilonbség az eltéré peremfeltételekbdl fakad. A grafénszalagban befagy
az oldaliranyt mozgas, és a széleken a Dirichlet-hatarfeltételt kell kielégitenie a hullamfiigg-
vénynek, mig a nanocsovek esetében a periodikusat. Emiatt, a szalagban tiltotta valik egy, a
nanocsovekben jelentds visszaszorasi folyamat, és [, a szélességgel aranyosan egészen addig
ng, amig olyan széles nem lesz a minta, hogy a kovetkez6 transzverzélis médus mér termi-
kusan gerjeszthetévé valik. Ekkor kezd el a rendszer a végtelen széles grafénhoz hasonlitani.
Természetesen segithetiink mindezen a hémérséklet csokkentésével is, ami a fononok szamat
tovabb redukélva, még nagyobb szabad tithosszt biztosit.

A fenti, (6) feltételrendszerben tehat igazabol csak az a racsallando, és a diszperzios rela-
ciok vannak kébe vésve, az Gsszes tobbi paraméter tekintetében van egy kis mozgasteriink. A
szamolasok szempontjabol lényeges szerepet jatszo kR szorzat a fent megadott nagysagrendi-
leg 100-as értéktsl tehat +1 nagysagrenddel eltérhet mindkét tipusi grafén esetében, vagyis
kR-t illetGen, a 10-t6] néhanyszor 1000-ig terjeds tartomanyt tekinthetjiik a kisérletileg realis

paraméterek tartomanyanak.
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Elektronoptika, avagy kausztikak grafénban

A fény kettSs természetének felismerése Albert Einstein nevéhez kéthets, aki 1905-ben,
els6ként a fotoelektromos jelenség kapcsan vezette be a fotonok fogalmat. Azéta tudjuk, hogy
a fény hullamként terjed, de az anyaggal vald kolcsonhatasaban kvantalt energiaju részecs-
keként viselkedik. Az anyagi részecskék természetének kettdsségét viszont Louis de Broglie
irta le el6szor 1923-ban, mikor hullamhosszt rendelt egy p,, mechanikai impulzusmomentumu

részecskéhez

A=
DPm

ahol h a Planck-allando.

Jollehet William Rowan Hamilton mar 1831-ben felfedezte a hasonlésagot a tomegpon-
tok potenciadltérben valé trajektoriai és a fénysugarak inhomogén kozegbeli gorbéi kozott,
az analogia els§ alkalmazasiig majd szaz év telt el, amikor 1925-ben H. Busch optikai ala-
pokon magyarézta elektronnyalabok fokuszalodasat elektromagneses terekben. Erwin Schro-
dinger pedig a hamiltoni parhuzam mentén, de Broglie elképzelését altalanositva dolgozta
ki a részecskék terjedésének hullimmechanikajat, amit a Schrodinger-egyenlet forméajaban,
1926-ban publikalt.® Azota, a mai napig szamos alkalmazasa sziiletett ennek az analogianak,
erre épiil példaul az elektronmikroszképia miikodési elve, és a dolgozatban is tobbhelyiitt
tamaszkodni fogunk ra. A hullamoptikédnak és a kvantummechanikanak az analogiaja tehéat
a Helmholtz-egyenletnek, és a stacionarius Schrodinger-egyenletnek a formaélis ekvivalencia-
jabol fakad. A klasszikus hataresetben, ez a megfeleltetés a Hamilton—Fermat-elven keresztiil
jut érvényre, ezt tekintjiik 4t most réviden [58|.

Induljunk ki a Fermat-elvbél, amibdl levezethetGek a geometriai optika torvényei:

Py
(5/ n(r)dr=20, (7)
Py
miszerint a P; és P, pontokat 0sszekots gorbe akkor lesz egy megvalosulo fénynyalab palya-
ja, ha a gorbéje mentén felintegralt optikai athosszt a rogzitett pontok kozotti szomszédos
palyakra varidlva nullat kapunk. Ez nem feltétlen minimum, vagy maximum, lehet inflexios
pont is.

Most tekintsiik egy pontszert test mozgésat zéart rendszerben a (P, t1) és (P, ta) rogzitett

téridé-koordinatak kozott, és irjuk fel a mozgasegyenletét ugyancsak variacios forméaban:

(P2,t2)
5 / L(r,#)dt =0, (8)
(

Py,t1)

8 Vegyiik észre, hogy mivel a hullamoptika magaba foglalja a geometriai optikat, és az elébbinek az
utobbi csak egy kozelitése, a geometriai optikdnak megfelels klasszikus mechanikaboél egyaltalan nem
kovetkezik trividlisan a hullimmechanika, vagyis a Schrodinger-egyenlet levezetésénél nagy szerepet
kellett kapnia az intuicionak!
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ahol L a Lagrange-fliggvény, r és 7 pedig az altalanos koordinatakbol, illetve azok id&deri-

valtjabol alkotott vektor. Egy relativisztikus elektron Lagrange-fiiggvénye:

L=-mc*\/1-p32—e(p—1TA),

ahol 7 = v az elektron sebessége, ¢ a fénysebesség, f = v/c a sebességparaméter, m és e
az elektron nyugalmi tomege illetve toltése, ¢ az elektrosztatikus potenciél és A a méagneses
teret leiré vektorpotencidl. A vonatkozé Maxwell-egyenletek, E = —A — V@ és B=V x A
felhasznélasaval, a Lagrange-féle mozgéasegyenletekbe vald behelyettesités utan visszakapjuk

a mozgasegyenletet a megszokott Lorentz-erdvel:

dp _

% =e(E+vxB).

Az optikai torésmutatoé a fotonok energiajanak, vagyis hullimhosszanak a fiiggvénye. Mint
latni fogjuk, az elektronoptikai torésmutato kozvetleniil a teljes impulzusnak lesz a fliggvénye,
ami szintén kifejezhets a de Broglie hullamhosszal. Az egyszertiség kedvéért azonban tegytink
most egy megszoritast, és szoritkozzunk egy monoenergias nyalabra, melyben részecskék
energiajat F-vel jeloljiik. Ez elvezet minket a legkisebb hatéas, vagy pontosabban fogalmazva

a staciondrius hatds elvéhez:
(P2,t2)
(5/ (L+ E)dt=0. (9)
(

Py ty)

A teljes energiat az E = vp — L alakjaban visszahelyettesitve az id6fliggés kiesik az egyen-
letekbdl:
(P2,t2) Py
) vpdt =9 p(r)dr=0. (10)

(P1,t1) Py

Megallapithato tehat, hogy a (7) Fermat-elv, és a (10) stacionérius hatas elve teljesen
analogok egymassal, amennyiben az elektronoptikai torésmutatot az impulzusnak a mozgas
irdnyaba mutaté komponensével azonositjuk. Az is kideriil, hogy az optikai térésmutato-
val anal6g mennyiség az impulzus, és nem a sebesség, ami nagy kiilonbség relativisztikus
elektronok, és/vagy véges magneses tér esetén.

Tisztan elektrosztatikus térben, a momentum teljes mértékben mechanikai eredett, és

parhuzamos a trajektoridaval. Mégneses tér jelenlétében ez azonban mér nem lesz igaz:

v

V1=
ahol a magneses tér miatt megjelend A-val ardnyos tag mozgéas irdnyaba esé komponense
megjelenik az elektronoptikai torésmutatoban is. Mivel a vektorpotencial egy tetszGleges
skalarmez6 gradiensének erejéig hatarozatlan, a bel6le szarmaztathato torésmutatéd sem lehet

egyérteki fizikai mennyiség. Azonban a toérésmutatoban megjelend mértékszabadsag a (10)
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egyenlettel meghatarozott stacionarius pontokra, vagyis a mérhetd fizikai valésédgra nincs
hatassal, tehat nem is sziikséges, hogy egyértéki fiiggvénye legyen a helynek!

Az elektronoptikai analogia egy masik szempontboél is sériil, ha mégneses tér is jelen
van. Tisztéan elektrosztatikus tér esetén ugyanis az elektronok hulldmfrontja az optikaihoz
hasonloan definidlhato, mint a részecskék azonos fazisa pontjainak halmaza, és ez mindenhol
merGleges lesz az elektronpalyak gorbéire. Véges méagneses tér esetén ez mar nem lesz igaz,
mert ekkor nem a trajektoriat érinté mechanikai impulzusmomentum-vektor, hanem a teljes
impulzusmomentum-vektor lesz meréleges a hullamfrontra, mely vektorok kiilonbsége A-val
aranyos.

Az elektronoptikai analogiara hivatkozva tehét, a klasszikus optika eszkoztéara, kis dva-
tossaggal, bevethetd a nemkoélecsonhato, ballisztikus elektronok gorbéinek szamolasanél a
legtobb gyakorlati alkalmazasban. Amennyiben nem valtozik meg jelentésen a térerGsség az
elektronok hullamhosszéanak megfelels tavolsagon beliil, elégséges a diffrakcids problémakban
hagyomanyosan alkalmazott Kirchhoff-integralast hasznalni az elektronoptikai probléméakban
is [58]. A térerdsség tulzottan drasztikus ugrasa a természetben leginkabb csak az atommag
kozvetlen kozelében fordul eld, és a szamitasaink soran eléfordulé idealizalt lépcsdpotencidlok
esetében is figyelni fogunk ra, hogy a lépcsdk ne legyenek tal meredekek. Dolgozatom 2. és 3.
fejezetében egy Kirchhoff tipusu integralt fogunk levezetni és kiillonb6z6 grafén rendszerekre
alkalmazni. Mint latni fogjuk, bar az elektronallapotokat ott spinorokkal lehet leirni, a pro-
pagalo sajatallapotok megoldjék a Helmholtz-egyenletet, ezért tovabbra is érvényben marad
az analogia.

Szamitasaink soran feltételezziik, hogy a rendszerben szabadon mozg6 elektronok tarto-
méanyonként jo kozelitésben monoenergiasak, tehat nincsen nagyon szétkenve a spektrum.
Ellenkez6 esetben, példaul a tul magas hémérséklet kovetkezményeként, az energiafiiggs t6-

résmutatd elektrononként eltéré értéke miatt, az egyébként éles diffrakcios kép elmosodhat.

A dolgozat felépitése

Ballisztikus, kétdimenziés elektrongaz aramanak potenciallépcsékkel, mint optikai tord
felilletekkel torténs kontrollja immaéar két évtizede publikalt kisérleti valosag [59]. Veselago
méar joval korabban, a '60-as évek végén végzett Uttoérd munkat a negativ torésmutatoju
rendszerek ma mar igen népszerd tertiletén [60], és az 6 siklencséje nyoman késébb sok
elméleti [61-63] és kisérleti [64-68] munka sziiletett. Utobbiak koziil is ki kell emelni az
elektronok aramarol kozvetlen képet alkotd pasztazo technikat ismertetd munkékat [69,70].
Ugyancsak pasztéazo alagiutmikroszkoppal nyert kisérleti bizonyossagot, hogy egy statikus
szennyezG kornyezetében, az elektronstirtségben jelentkezé anomalis hullamzas leképezhetd
egy tavoli pontban [71].

A grafén, 2005 6ta tarto sikertorténete sorén a fentiekben hivatkozott elméleti és kisérleti
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technikak teljes arzenaljat alkalmaztak mar ra. Amint az szamos kutatocsoport publikicio-
jabol kideriil, grafénban is sikerrel végeztek kisérleteket kapuelektrodakkal hangolhatd n-p
dtmenetekkel [51,72-77]. Evekkel ezel6tt bizonyitést nyert mar az is, hogy grafén nano-
rendszerekben az elektronok arama negativ torésmutatoja kozegben torténd torésekkel és
visszaverédésekkel jol leirhato [78]. Mindezek az eredmények a grafén alapu elektronoptikai

eszkozok realitdsat tamasztjak ala, és munkénk soran mi is erre épitkeztiink.

A dolgozat 1. fejezetében, az egy- és kétrétegii grafénban létrejovés szorési folyamatokat
vizsgéaljuk egzaktul az 1.1. abran lathat6 rendszerben, majd az eredményeket numerikusan is
kiértékeljiik és diszkutaljuk, elsGsorban a szoropotencial belsejére koncentralva. Latni fogjuk,
hogy a kor geometridju potenciallépcsé az elektronsugarakat egy gytjtSlencséhez hasonlo-
an fokuszéalni képes, de fokuszpont csak ERG-ben jelenik meg, KRG-ben nem. Kiilondsen
rovid hullamhosszak esetén, a lokalis maximumok szembet(in6 moédon gorbe vonalak men-
tén rendezddnek, melyeket gyujtogorbékként azonositunk. Felismerve az analogiat, a gorbék
alakjat a klasszikus geometriai optika keretein beliil, negativ térésmutatéval magyarazzuk.
A tapasztalt jelenségeket Osszefiiggésbe hozzuk a Klein-paradoxonnal, és ravilagitunk a két-
fajta grafénbeli n-p dtmeneteken torténd szorasi folyamatok kozotti kiilonbségekre, kiilonos
tekintettel a fokuszpont hianyara KRG-ben |79, 80).

A kausztikdat, vagy gyijtogorbét, mint egymast érinté fény- vagy kolecsonhatasmentes ré-
szecskenyalabok érintési pontjainak Osszességét definialjuk, ami més szoval a sugarak burko-
l6ja. A kausztika mentén, a klasszikus, geometriai optikai értelemben vett fénynyalab intenzi-
tasa divergal, tehat fizikailag helytelen képet ad a rendszerrsl. A 2. fejezetben a katasztrofael-
méletbdl kiindulva keressiik egy divergenciamentes, félklasszikus megoldésat a problémanak.
A fejezet elsG részében a kausztikdk elméleti hatterével foglalkozunk, és réviden ismertetjiik
a katasztrofaoptika relevans eredményeit [81-85]. Definialni fogjuk a kausztikdk ekvivalen-
ciaosztdalyait, és kitérlink ezek jellemzésére. Az optikai analégiara épitve, az 1. fejezetben
ismertetett problémaknak egy divergenciamentes, Kirchhoff tipusi integréal forméjaban sze-
miklasszikus kozelitését adjuk, melyet kiértékelve kvantitativan is 0sszevetjiik az egzakt meg-
oldassal. Alkalmazni fogjuk a skdlatorvényeket, melyek informacioval szolgalnak a rendszer
rovid hullamhossza, aszimptotikus viselkedésérsl, vagyis a kausztikak finomszerkezetének és
intenzitasdnak alakulasarol az energia fliggvényében. Amint latni fogjuk, ez az a hatareset,
amelynél az egzakt szamolas numerikusan egyre nehezebben értékelhets ki. Az alacsony ener-
giaju hataresetben persze az egzakt szadmoléds pontos és gyors, feltéve persze, hogy a rendszer

geometridja ezt megengedi [86].

A 3. fejezetben mar kizarolag kétrétegli grafénnal foglalkozunk, és az el6zd fejezetek
kozelitésén tullépve, egy véges vs-mal, figyelembe vessziikk a héromszogletd gytir6 hatast
is (trigonal warping). Ez egy mindségileg kiilonb6zs, anizotrop problémahoz fog vezetni,

melyben a diszperzios relacié energiakonturjai mar nem koncentrikus kérok, hanem tobbé-
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kevésbé szabalyos haromszogre emlékeztetd gorbék. Ebbdl igyeksziink elényt kovacsolni, és
egy sik, n-n dtmenet segitségével divergens elektronnyaldbokat fokuszalni, ami ezidaig, KRG-
ben n-p atmenetekkel nem sikeriilt. A hdromszogletd, avagy a trigonalis gytiré hatést leiro
v3 tagon kiviil, meg fogjuk vizsgalni egy tijabb tagnak a hatésat is a Hamilton-operatorban,

amivel kozelitsleg leirhatjuk a grafénracsra hato kiils6 mechanikai fesziiltségeket [87].
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1. fejezet

Elektronok szérodasa egy- és kétrétegi

grafénban
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24 1. FEJEZET. ELEKTRONOK SZORODASA EGY- ES KETRETEGU GRAFENBAN

Ebben a fejezetben el6bb meghatarozzuk az egy-, illetve kétrétegii grafénban (ERG és
KRGQG) létrejovs elektronallapotokat, majd felirjuk a stacionarius Schrodinger-egyenlet meg-
oldasat az 1.1. abran lathato kisérleti elrendezésre, ahol egy sikhullam szorédik egy hen-
gerszimmetrikus potenciallépcesén. Az egzakt kvantummechanikai megoldéast egy végtelen
0sszeg formajaban kapjuk meg, amit numerikusan is kiértékeliink kiilonbo6zé energian bejové
elektronnyalabok és széropotencidlok mellett. Ezt kovetGen megmutatjuk, hogy elegendGen
rovid hullaimhosszak esetén, az elektronok klasszikus palyai a geometriai optikaban megszo-
kott modon, leirhatdak a Snellius—Descartes-torvénnyel, amelyben a torésmutaté negativ, ha
az atmenet hataran savvaltas torténik, vagyis Klein-alagutazas 1ép fel [15,33,34]. Latni fog-
juk, hogy a negativ torésmutaté annak a kévetkezménye, hogy a valenciasavbeli részecskék
hullamszamvektora, és csoportsebessége ellentétes iranyi. Meg fogjuk vizsgalni egy sikatme-
netnél a transzmisszié valoszintiségének szogfliggését is, amiben nagy kiilonbség mutatkozik
a kétfajta grafén kozott. Végiil pedig differencidlgeometria segitségével irjuk le az egzakt

megoldasban is hatarozottan kirajzolodo kausztikak gorbéit.

1.1. dbra. Az 1. és a 2. fejezetben targyalt rendszereknek ERG-ben és KRG-ben azonos a geometria-
ja: az xy sikban a pozitiv x irdnyba terjedd kétdimenzios elektrongaz sikhullama az origéba helyezett
R sugart hengerszimmetrikus, konstans V' magassagi potencidlhegyen rugalmasan szorodik.

1.1. Szoérasi folyamatok egyrétegii grafénban

Tekintsiik az 1.1. abran lathato rendszert ERG-ben! Ekkor a Dirac-pont kézelébe esd

energiakra a Hamilton-operator az alabbi egyszert alakban irhato6 fel:
Hirg = Hpre + V(1) =co-p+V (1),
ahol ¢ ~ 10%°n/s a Fermi-sebesség, ¢s p = —ihd/dr a kétdimenzios impulzusoperdtor. A

Pauli-matrixokbol felépiils o = (o,,0,) operator, és az I egységmatrix az izospintérben

hatnak. A V(r) = VO(R—r) széropotencial hengerszimmetriajat kihasznalva frjuk fel Hip o
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1.1. SZORASI FOLYAMATOK EGYRETEGU GRAFENBAN 25

operatort is az (r, ¢) polarkoordinatakban!

1
H%RG — _Zch (O-r,«ar + ;0-90880) ; (].].)

ahol 0, és 0, az origotol vald tavolsdg és a szog szerinti parcidlis derivaltakat jelentik, o,
és o, pedig definicié szerint: o, = cosp o, + sinpo, és 0, = —sinpo, + cospo,. A for-
gasszimmetrianak megfelelGen keressiik a sajatfiiggvényeket Bessel-fiiggvényekkel kifejezett
spinorok forméjaban, és alkalmazzuk a parcialis hullamok modszerét [88|! A stacionarius
Schrodinger-egyenletbe valo kozvetlen behelyettesitéssel konnyen belathato, hogy az alabbi

fliggvények megoldésat adjak a probléméanak:

H(l’Q)(k r)e—igp/Q

(1,2) _ i =3V ° ijo s

hj (Ta 90) \/§ iTOH;_l‘r’Ql)<kjor)ei‘P/2 (& €S (12&)
2

1 Ji_1(kir)e™ie/? g
ji(r, = — 2 , e’ . 1.2b
JJ( SD) \/§ < Z'TiJj_;_%(kiT)eW/z ( )

A z iranyua teljes impulzusmomentum operatora J, = —ihd, + ho,/2, ami felcserélhets
az (1.1) Hamilton-operatorral, tehat megmaradé mennyiség. Eszerint j6 kvantumszam a
diszkrét, fél-egész értékeket felvevs j € J = {..., =3, -1 1 3} A sz6r6do részecskék

energidja az atmeneten kiviil E (r > R), belil pedig £ — V' (r < R). Teljesen altala-
nos esetben, mindkét tartomanyban lehet negativ és pozitiv is az energia. Bar a nume-
rikus kiértékelés soran tobbnyire azt az esetet vizsgaljuk, mikor 0 < FE, és E —V < 0,
az analitikus szamolés soran nem zarjuk ki a tobbi esetet sem. Ha az elektronok energia-
ja pozitiv, akkor vezetési savbeli n tipusiu toltéshordozoként terjednek, ha viszont negativ
az energiajuk, akkor valenciasavbeli p tipusu toltéshordozoként, lyukallapotban vannak je-
len a rendszerben [33|. A részecskék hullamfiiggvényében k; és k, jeloli a hullamszéamokat,
melyeket polarkoordindta-rendszerben dbrazolunk, vagyis definicié szerint mindig pozitivak:
ko = |E|/(hc) és ki = |E — V|/(he). A hullamszamvektor iranyszogét po-val jeloljik, amely
azonban nem Osszetévesztendd a sikhullam csoportsebességének iranyszogével, ami lyukalla-
potban ellentétes iranyt jelol, vagyis éppen 7-vel nagyobb. Az i’ és ’0’ indexek az dtmeneten
beliili, illetve kiviili tartoméanyra utalnak, melyekre késébb tgy is hivatkozunk, mint belsé
és kiils6 tartomany. Az energia elGjelét 7 és 7, adjak meg. hg-l) és h;z) kifuto, illetve befuto
hengerhulldmokat ifrnak le a kiils6 tartomanyban, mig j; a bels6 allapotfiiggvény bazisa. A
H ;1’2) Hankel-fliggvényeket a J; elsé- és Y; masodfaju Bessel-fliggvények allitjak els. A belsé
tartomanyban az origébeli szingularitdsa miatt azonban, a mésodfaju Bessel-fliggvényt ki

kell zarni a megoldéasbol [89].
Az (1.2)-ben megadott parcialis hullamok koziil tekintsiink egy befuto h§2) hengerhulla-

mot, és annak a szorodéasat! Ez a hullam részben visszaver6dik egy azonos momentumi és
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26 1. FEJEZET. ELEKTRONOK SZORODASA EGY- ES KETRETEGU GRAFENBAN

energiaju kifuté hullamba, és részben be is hatol a bels§ tartoményba:

1/}(.0) = h§2) —|—th§1) és (133)

J

o= A (1.3b)

Az S; szorési matrixot és az A; egyiitthatokat a hatarfeltételek rogzitik, miszerint a hullam-
fiiggvény folytonosan megy at az dtmenet hataran: w](-i)(R, ) = w](-o)(R, ¢). (Az adott j im-
pulzusmomentumi hengerhullam szérodasét leiré megoldast jeloljiik ¢;-vel, mig a komplett
sikhullam szorodasat leiré megoldast W-vel.) A hatarfeltételek alkalmazasa utan, az egyen-

letek rendezése az alabbi eredményre vezet :

rod, s (MR)H, (koR) = 7y (kR)H?, (KR)
S; = o) és (1.4a)
J
ro (Y, (ko R)H, (ko) — H', (ko R)H?, (o R) )
A = o) , ahol (1.4b)
J
D, = TiJj+%(kiR)H;l_)%(koR)—TOJj_%(kiR)H;i)%(kOR). (1.4c)

Tekintsiik a sikhullam alaka sajatéllapotat a rendszernek:

Oyy(r,0) = n(po)e™ #7%0) ahol (1.5a)
1 e~ 4p0/2
(o) = 7 ( il > . (1.5b)

ERG-ben, n(yo) tekinthets a részecske pszeudospinjének is, hiszen 7 sajatértékkel sajatvek-
tora a o, cosg + oy sin g operatornak. Tehat ha 7 = 1, akkor a részecske pszeudospinje
egyiranyba mutat a hullamszamvektorral, ha viszont 7 = —1, akkor ellentétes irdnyba. Esze-
rint 7 a részecske helicitésa, vagyis a helicitasoperator sajatértéke, amit altalaban a o - p/|p|

szorzattal definidlunk.
Az (1.5)-ben felirt sikhullam kifejezhet a Hankel-fiiggvényekkel is:
1 1 g
Dy =5 > 7 (h;.1> + h§2)> o0, (1.6)
jeJ

Ezutan (1.3) mindkét kifejezésére végrehajtva az (1.6)-ban definialt 6sszegzést, a kiilsG tar-

tomanyban a teljes hullamfiiggvény az alabbi alakot Olti:

1 . g
VO =@y, 4 533 (S; — DhfYe, (1.72)

Jjel
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1.2. SZORASI FOLYAMATOK KETRETEGU GRAFENBAN 27

illetve a belsé tartomanyban:

. 1 ) .
v — 5 Zz’ﬂ‘%Ajjje‘Wo , (1.7b)
jeJ
Vegyiik észre, hogy (1.7a)-ban a mésodik tag irja le a szért hullamot!
Osszefoglalva tehat, el6bb a hatarfeltételek alapjan felirt, (1.4) kifejezésekbdl meghaté-
rozzuk az A; és S; egyiitthatokat, majd azokat behelyettesitve az (1.7) egyenletekbe kapjuk

meg a teljes hullamfiiggvényt az atmenet mindkét oldalan.

1.2. Szoérasi folyamatok kétrétegii grafénban

Idézziik fel Hypq (5) kifejezését, ami a kétrétegd grafén Hamilton-operatora! Ez az ope-
rator a vs-mal aranyos tag elhanyagolasaval, az 1.1. abran lathaté rendszerben az alabbiak

szerint alakul:
0 1 0 p_?
Hyra = Hgpe + V()= —— 9 +V(r)l,

ahol

Itt m az elektronok effektiv tomegét jeloli, és minden egyéb jelolés megegyezik az el6zd
fejezetben hasznaltakkal.
A rendszer hengerszimmetridjat hasonld6 modon kihasznalva, most is felithatjuk H¥gq

sajatfliggvényeit Bessel-fiiggvényekkel, egy spinor alakjaban:

_ b Zj_(kr)e™" i
zi(r, ) = \/§< > : (1.8)

TZ]'_H (kr)ew

Haaz F = T% sajatenergia pozitiv, vagyis 7 = +1, akkor elektronokroél beszéliink, negativ

energia esetén pedig lyukakrol (7 = —1) [33]. A k hullamszam meghatérozasara egyszer
Osszefliggés frhato fel az energiamegmaradéasbol:

21.2 21.2
o

h .
EO:TO :Ei—FV:Ti 1—|—V
2m 2m

(1.8)-ban Z barmelyik Bessel-fliggvényt jelolheti: J-t, Y-t, I-t vagy K-t, amelyek koziil az
utolso kettd az elsé és méasodrendi modositott Bessel-fiiggvények [89]. A teljes impulzusmo-
mentum ismét j6 kvantumszam lesz, de mivel J, = —ihd,, + ho, operatoraban most kétszeres

sialyt kap a pszeudospinnek megfelel§ tag, a hozza rendelt kvantumszamok megengedett ér-
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28 1. FEJEZET. ELEKTRONOK SZORODASA EGY- ES KETRETEGU GRAFENBAN

tékei az egész szamok halmaza: j € Z.

A kiils6 tartoményban terjedd sikhullam hengerhullamokkal valé kifejtése jelen esetben:

1 —ipo . 1 . g
o, = = ( ¢ 0 > ezkomos@_m:i St (h;.1> + h§.2>) e~ i, (1.9)

_+ plp
To€ ez

Egyrétegt grafénban ez az (1.6) képletnek felel meg. Ttt hg-l’z) z;-b6l kaphato az (1.8) képlet-
ben a Z — H®? behelyettesitéssel. A csoportsebességeknek megfeleléen hM-et a kimend,
mig h®-t a bejévé hullamokkal azonositjuk, a K masodrendd modositott Bessel-fiiggvénybdl
képezett k hengerhullam pedig egy csillapodé hullam, aminek csak a hatarfeltételek megol-
dasanal lesz szerepe, de egyébként aramot nem szallit. Amig az félreértést nem okozhat,
ugyanazzal a jeloléssel latjuk el az egymasnak megfeleltethets fiiggvényeket ERG-ben és
KRG-ben, mint példaul h{"?

ElGszor tekintsiink tjra csak egyetlen bejové hengerhullamot! A teljes impulzusmomen-
tum és az energia megmaradasa miatt, a megoldast az alabbi, lehetd legaltalanosabb proba-

fliggvény alakjaban keressiik:

0 = B +5n 1 ok, (1.10a)
W = A+ B (1.10b)
(1.2)

ahol a k, j és i fliggvényeket h'"*)-hoz hasonldan definidljuk a megfelel§ Bessel-fliggvényekkel,
és az adott, kiilsG/belss tartomanyhoz tartozo k;, 7; és k., 7, értékekkel. A kiils6 tartoméany-
ban, a megoldasbol az I masodrendd modositott Bessel-fiiggvényt kell kihagyni, mert nagy
argumentumok esetén divergal, mig a belsé tartomany megoldasabol a K és Y fiiggvényeket
kell kihagyni az origébeli szinguléris viselkedésiik miatt.

KRG-ben, az atmenetnél, két hatarfeltételt kapunk. Nemcsak a hullamfliggvénynek, ha-

nem a derivaltjanak is folytonosnak kell lennie:

O (Rp) = ¢ (Rp) & (1.11a)
9 _ 9
arwj <T’ SO) —n o or j (T7 90) T:R- (11].b>

Az (1.10) egyenleteket az (1.11) hatarfeltételekbe helyettesitve analitikusan kiszamolhato-
ak az S;, A;, B; és C; egyiitthatok minden j impulzusmomentum-kvantumszémra.! Ezen
LA j-hez és —j-hez tartozo egyiitthatok kozott szimmetriadsszefiiggések allnak fent:

S_j =5 C_j = (=1y*¢y,
A_j = n1oAj,és B = (=1YT'n7,B; .

Ezek az Osszefliggések felhasznalhatdak a szamszert kiértékelés felgyorsitasara, raadéasul segitségiikkel
kovetkeztetni lehet a (°) és (M) hullamfiiggvények szimmetriaira is.
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egyiitthatok ismeretében, konnyen felirhato a teljes hullamfiiggvény az atmeneten kiviil és
beliil egyarant. A parciélis hullamok jarulékat az (1.9) képletnek megfelelGen, j-ben felossze-
gezve megkapjuk a hullamfiiggvényt, amit egy bejovs sikhullam kelt. Az atmeneten kiviil az

alabbi eredményre jutunk:

1 , g
L <<5j —)hV + Cjkj> e~iivo (1.12a)

JEZ.

a bels6 tartomanyban pedig:

O R
\1;()25213 Y(Ajj; + Bjij) e o0 (1.12b)

JEZ.

Az (1.12a) egyenlet jobb oldalanak masodik tagja adja meg a szort hullamot.

1.3. Az eredmények numerikus kiértékelése

Egyrétegii grafénban az (1.4) és az (1.7) egyenletek egyértelmiien meghatarozzak a teljes
hullamfiiggvényt mindkét tartomanyban. KRG-ben az (1.12) képletek adjak meg a megol-
dast. (Az (1.12) egyenletekben megjelend egyiitthatok pontos alakja rendkiviil bonyolult, és
mivel ennek nincs jelentGsége, itt nem tiintetjiik fel Gket.) A megoldédsok minden esetben
csupan két dimenzidtlan paramétertsl fiiggnek, nevezetesen k,R-t6l és k; R-t6l. Az elektro-
nok a kiils6 tartomanyban részecskeallapotban vannak, beliil pedig lyukallapotban, vagyis
0< E, (1,=1) és E; <0 (1, = —1). Els6sorban a bels6 tartomanyra koncentralva, szamos
koR — kiR pérosra kiértékeltiik a megoldasokat, iigyelve arra, hogy a kR szamok a kisér-
letileg is realizalhato értéktartomanyt fedjék le. Ezek eredménye az 1.2. dbrakon lathato,
ahol feltiintettiik a kausztikak analitikus gorbéit is (lasd az 1.4.1. szakaszt). Elvarasainknak
megfelelGen, a legnagyobb intenzitasu lokalis maximumok annal pontosabban igazodnak a
kausztikdk gorbéihez, minél nagyobb a hullamszam, ugyanakkor ERG-ben az egyezés sokkal
szembetinébb, mint KRG-ben.

Az 1.4. alfejezetben adjuk meg az elméleti magyarazatat annak, hogy KRG-ben az els6-
rendd kausztikdk gorbéi alkotta cstcspontban miért olyan kicsi az intenzitas, és miért nem
talalunk ott is egy fokuszpontot éppigy, mint ERG-ben. Latni fogjuk, hogy ez a jelenség
a Klein-alagutazasnak a kétféle grafénban teljesen kiilonbo6zé természetével van Osszefiiggés-
ben: a T transzmisszids egyiitthatd meréleges beesésnél ERG-ben 1, KRG-ben viszont 0
(lasd az 1.3(b) abrat)!

Habar a masodik kausztika tobbnyire még jol kivehet§ a mintazatbol, az ennél magasabb
rendii kausztikak a nyalabok belsd visszaver6dése soran torténd részleges kiszorodasa miatt

méar olyan gyengék, hogy csak kivételes esetben valnak lathatova.
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1.2. 4bra. A —x tengely iranyabol érkezé sikhullam keltette hullamkép ERG-ben és KRG-ben, a kor

alaki szoréopotencial kornyezetében. Pontozott vonal az atmenetet, folytonos és szaggatott vonalak
az els6 és masodik kausztikékat jelolik.
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(g) ERG, koR=150.15, k;R=100, n=—2/3  (h) KRG, koR = 150.15, k;R = 100, n = —2/3

1.2. Abra. A —z tengely iranyabol érkezd sikhullam keltette hullamkép ERG-ben és KRG-ben, a kor
alaki szoréopotencial kornyezetében. Pontozott vonal az atmenetet, folytonos és szaggatott vonalak
az els6 és masodik kausztikédkat jelolik.
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50

-1 0 11 0 1

20 | . :

(k) ERG, koR = 200, kiR = 300, n = —3/2 (1) KRG, koR = 200, kR = 300, n = —3/2

1.2. Abra. A —z tengely iranyabol érkezd sikhullam keltette hullamkép ERG-ben és KRG-ben, a kor
alaki szoréopotencial kornyezetében. Pontozott vonal az atmenetet, folytonos és szaggatott vonalak
az els6 és masodik kausztikékat jelolik.
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40

(m) ERG, koR = 300, kR = 300, n = —1 (n) KRG, koR = 300, kR = 300, n = —1

10 20 30 2 4 6 8 10

1
(0) ERG, koR=450.45, k;iR=300, n=—2/3  (p) KRG, koR = 450.45, k;R = 300, n = —2/3

1.2. Abra. A —z tengely iranyabol érkezd sikhullam keltette hullamkép ERG-ben és KRG-ben, a kor
alaki szoréopotencial kornyezetében. Pontozott vonal az atmenetet, folytonos és szaggatott vonalak
az els6 és masodik kausztikékat jelolik.
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Mikor n < —1, mindkét anyagban egy, a kausztikdkat befogo koncentrikus kér jelenik
meg az atmeneten beliil, melynek sugara jo kozelitéssel 1/|n|. Kénnyen belathato, hogy
az atmenetet éppen csak strolo, vagyis o = 4m/2 szognél megtors nyalabok éppen ezt a
befogd kort érintik, melynek sugaranal tehat az Osszes tobbi, |a| < 7/2 szégnél megtors
nyalab kozelebb halad el az origbhoz. A hiirok origotol valé tavolsaga a belsd visszaverddések
szamatol pedig fiiggetlen. Igy érthetévé valik, miért csak ezen a koron beliil alakulnak ki a

nyalabok érintési gorbéi, vagyis a kausztikak.

KRG-ben, az origbhoz kozel, mindig talalunk egy elektronokban ritka tres kort is, ahol
viszonylag homogén mddon, nagyon alacsony a megtalélasi valoszintiség. Ez a jelenség felte-
hetSen szintén a tiltott el6reszorassal magyaréazhato, mint a hidnyzé fokuszpont, am egyszeri

Osszefiiggést a sugarara nem talaltunk.

1.4. Klasszikus megkozelités — geometriai optika

Az 1.2. dbrakat megfigyelve els§ pillantésra is felttinik, hogy révidebb hullamhosszak
esetén, a lokalis intenzitasmaximumok jol meghatarozott gérbéhez rendezédnek. A jelenség
ERG esetén még hangsilyosabb, mint KRG-nél. Cheianov és munkatarsainak szamitasai is
hasonl6 eredményekre vezettek sik p-n atmeneteket vizsgéalva 78], illetve Vodo kutatdcso-
portja kisérleti iton, mikrohullamokkal allitott el hasonlé mintazatot egy fotonikus kristély
sik-konkav lencséje altal, melynek szintén negativ volt a torésmutatoja [90]. Mindez olyan
hullamhosszak esetén valik jol megfigyelhetévé, melyek joval kisebbek, mint az dtmenet su-
gara. Ez azt sugallja, hogy talan lehetséges az elektronok terjedését a klasszikus geometriai
optikaval, jol meghatarozott gérbék mentén terjedé nyalabok segitségével leirni. Ha ez igy
van, akkor az atmeneten kiviil és beliil nyilvan egyenes mentén terjednek a nyalabok, hi-
szen homogén kozegrsl van szo6. Az atmenet hatardn egy nyaldb tokéletesen vagy részben
visszaverddik, illetve megtorik. Hogy milyen szégben, és milyen amplitadéval, azt az (1.11)
hatéarfeltételek szabjak meg, melyek koziil ERG-re csak a folytonossagot kifejezd (1.11a)
feltétel vonatkozik. Végezziik el a szamolas elébb ERG-re! Az (1.5) kifejezés egy homo-
gén kozegben terjedd sikhullam alakt megoldas, amire klasszikus értelemben, mint nyaldbra
gondolhatunk. Hullamszamvektoranak iranyszoge g, ami részecskeallapotban megegyezik a
csoportsebesség iranyszogével (a nyalab terjedésének iranya alatt mindig ezt értjik, és ¢o-val
jelsljiik), lyukallapotban viszont ¢y = o + 7. Altalanosan tehat: ¢g = o + (1 — 7)7/2. A

szemléletesség kedvéért az (1.5) kifejezést is célszert ennek megfelelGen atirni, vagyis ¢g-val

) (7” ) _ L 6_i¢0/2 eiroko'rcos(gp—¢0)+i(1—7-0)7r/4
po\T> P \/_ i%0/2

kifejezni:

I

2
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ahol a kitevében megjelend i(1 — 7,)7/4 fazist persze nyugodtan el is lehetne hagyni, illetve
beleolvasztani az egyiitthatokba, most azonban mégis megtartjuk, hogy 6sszhangban legytink
az (1.5) képlettel.

Az egyszertiség kedvéért tekintsiink egy, az y tengelyre illeszkedd sikdtmenetet! A rendszer
y irdanyu eltolasi szimmetridja miatt, a bees6 és a visszaverdd§ elektron impulzusanak azonos
lesz az y irdanyu vetiilete, és ezért a visszaverddés szoge m— a kell hogy legyen, ahol a a beesés
szoge. Ugyanezen érvelés miatt, a megtort nyalab hullaimszémvektoranak y komponense is
megegyezik a bejové hullaméval: 7.k, sin = 7ik; sin 3, ahol a megtort nyalab terjedésének
irdnyat jeloltiik g-val. A torésmutatod optikdban megszokott definiciéjanak megfelelGen, a

Snellius—Descartes-torvény grafénban érvényes alakja tehat:

sin o Tik;

n =

= , 1.13
sinf8 7.k, ( )

Vegyiik észre, hogy ez a torésmutatd negativ is lehet, amennyiben 7; és 7, ellentétes elGjeltek!

Irjuk fel a hullamfiiggvényt az origobban az atmenet mindkét oldalan, majd a hatarfelté-

teleknek megfelelGen illessziik 6ket! Ekkor:

el 1 jG(ERG) —e/? _ A(ERG) e P/ pilro—Ti)m/4
eia/2 e—ia/2 ciB/2 :

Ennek a 2 x 2-es egyenletrendszernek a megoldésa az alabbi egyiitthatokat eredményezi:

G(ERG) _ _Sin((@ —8)/2) 65 AERG) _ i(ri—mo)m/4 cos &

cos((a +f)/2) cos((a+5)/2) -

A TFRG) transzmisszios és RPES) reflexios egyiitthaté meghatarozaséahoz sziikségiink van

az aramoperatorokra:

e
. . 0 2
Jo = iy [Hirg, x| = ceo, és

Jy = i% [HOERG,y] = ceoy ,

ahol e az elektronok toltése, x és y a megfelel§ helykoordinatékkal valo szorzas operato-
rai, j, és j, pedig az elektromos aramoperatorok komponensei.? Miutan jelen esetben az
atmenet y irdnyu, elegenddé csak az x iranya drammal foglalkozni. A reflexiés egytitthatot
a visszavert hullamhoz rendelheté aram és a beérkezé dram x komponenseinek hényadosa-

ként értelmezziik, a transzmisszios egylitthatot pedig ugyanigy, de a megtort nyalab altal

2 Természetesen azonos eredményre jutunk, ha az elméleti mechanika Hamilton-egyenleteibél kiindulva
HYpo-t differencidljuk az impulzus szerint.
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szallitott drammal:

j1e" f
_gErG) [ 7€ 2
e—ia/Z
RERG)  _ - =

o
o—ic/2 o—ic/2 cos? ((a+ )/2) ’
. O )
eza/Q 61&/2

—i f —1
P A Ol
e/ : e/ cos 3 cos acos 3
T(ERG) _ | A(ERG)‘Q _

e—ica/2 f e—ia/2 ~ cosa COSQ((Oé + 5)/2) .
. Oy .
61&/2 eza/Q

RPEG) szamolasanal a minusz jel a visszavert hullam ellentétes iranyt haladasa miatt sziiksé-

gne ( _ejia/z >
) (gerop st = 8)/2)

ges. Csillag* jel6li a komplex konjugalést, mig kereszt! az adjungalast. Kénnyen ellendrizhetd,
hogy minden a-ra és f-ra teljesiil az R(FRG) 4 TWERG) — 1 Gsszefiiggés. Ezen egyiitthatokat
most az a és [ szogekkel fejeztiik ki, azonban -t egyértelmiien rogziti o, =, 7o, ki és ko
az (1.13) képlet alapjan, és tobbnyire célszerii ez utobbiakat fiiggetlen valtozonak tekinteni.
Az « sz0g értékét az altalanossag elvesztése nélkiil valaszthatjuk nemnegativnak, a hullam-
szamok pedig definicié szerint mindig pozitivak. A § szog elGjele tehat 7,/7 lesz. Mivel
RERG) a5 TWERG) nem pontosan meréleges beesés esetén nem paros fiiggvényei -nak, ezért
fiiggni fognak az n térésmutatod 7,/ elgjelétsl, viszont nem fognak fiiggni a 7,-t6l és 7-
t6l kiilon-kiilon. Az 1.3. dbrakon lathatoak a transzmisszios egyiitthato gorbéi az a beesési
szOg fliggvényében, a torésmutaté néhany értékére. Lathato, hogy merdleges beesés esetén
ERG-ben az elektronok 100% valoszintséggel atjutnak az atmeneten, illetve hogy |n| < 1
esetén a > arcsin(|n|) szogekre teljes visszaverddést szenvednek [15,33,49,78,91,92|. Egyéb-
ként pedig a transzmisszio a beesési szog abszolit értékének monoton csokkend fiiggvénye.
Amennyiben n = —1, ugy T'PE%) () = cos(a)?, ami megegyezik Cheianov és Fal’ko eredmé-

nyével [49].

Ugyanez a szamolas KRG-re elvi nehézséggel nem jér, csupan arra kell odafigyelni, hogy
az atmenet kozelében az egyébként mindenhol mésutt elhanyagolhatd evaneszcens hullamok
is jarulékot adnak, ami két ujabb egyiitthatot jelent az (1.11) hatérfeltételekbe valo be-
helyettesitésnél. Az (1.13) képlet kétrétegli grafénban is érvényben van. A sikhullam alaku

megoldés ezuttal derékszogi koordinata-rendszerben:

1 < T exp(—igy)

7 ~ explic) ) exp (iTk(x cos gpg + ysingy))
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mig az atmenettsl £x iranyban csillapodd hullamok:

1 T
- 2 | exp | —igo + iTkysin ¢y — thxy/1 + sin? ) ,
V2 <sin o+ t7/T + sin’? ¢0) b ( GoiThysn G0 )

ahol t = +1 a hullamok csillapodasanak iranyat adja meg: tx = +x. Ezuttal a derivaltakat is
illeszteniink kell, tehat egy négy egyenletbdl allo rendszert kell megoldani. Ez ugyan nehéz-
nek nem mondhato feladat, de az analitikus eredmények olyan nagyok és komplikiltak, hogy
nem érdemes ket itt expliciten megadni. Az evaneszcens hullamoknak tulajdonképpen csak
a hatarfeltételek kielégitésénél van szerepe, aramot nem szallitanak, és a hullamfiiggvényhez
vald jarulékuk néhany hulldimhossznyira az dtmenettSl mar elhanyagolhaté. KRG esetében
mar nehezebben indokolhatd, de szintén igaz, hogy a transzmisszio fiigg n elGjelétdl, de nem
fiigg 77 és 7, el6jelétdl kiilon-kiilon. Ennek belatasahoz tekintsiink két esetet csupan azzal a
kiilonbséggel, hogy benniik 73, 7, és ¢y mindkét oldalon ellentétes elGjeld! ¢q elGjelvaltasa
a transzmisszio szempontjabol nézve teljesen irrelevans, szimmetriamegfontolasokbol kifo-
lyolag T' mindig paros fliggvénye a-nak. A harom paraméter egyiittes elGjelvaltasa azonban
a hatarfeltételeket megfogalmazoé négy egyenletben azt eredményezi, hogy kettd megszorzo-
dik —1-gyel, és a szoérasi amplitidokon kiviil minden mennyiség komplex konjugalodik. A
—1-gyel val6 szorzas konnyen helyrehozhatoé egy tjabb szorzassal, a komplex konjugalt spi-
norokat tartalmazo egyenletrendszert pedig nyilvan kielégitik az eredeti amplitudok, ha ket
is konjugaljuk. Mivel azonban az dramokban ezen amplitudok abszolut értékének négyzete
szerepel, végiil ugyanazt a transzmissziot és reflexiot kapjuk mindkét esetben.

Az 1.3. abrakon lathatoak TKRS) () kiértékelt gorbéi. Erdekes, hogy ha negativ a torés-
mutato, akkor a Klein-paradoxonnak megfelelGen [15,33, 34|, merdleges beesésnél, ERG-ben
minden elektron atjut az atmeneten, KRG-ben azonban mind visszaverédik! Ez kénnyen
megérthetd, ha figyelembe vessziik, hogy mig ERG-ben a sajatallapotok Berry-fazisa w, ad-
dig KRG-ben 27, ami azt eredményezi, hogy adott 7 esetén, az egymaéssal ellentétes iranyban
haladé elektronokhoz tartozo spinorok ERG-ben merélegesek, KRG-ben viszont parhuzamo-
sak! Tekintve ugyanakkor az z irdnyban halad6 elektronok spinorjait, vegyiik észre, hogy
savvaltaskor 7, vagyis a helicitas elGjelet valt, és mivel a fazissebesség irdnyszoge is elfordul
m-vel, lathato, hogy ERG-ben az el6reszorodo részecske spinora parhuzamos lesz a bejovéével,
mig KRG-ben meréleges. Mindez tehét meggy6z minket arrél, hogy ERG-ben sziikségszert
a tokéletes eldreszoras, KRG-ben pedig a tokéletes hatraszoras. Negativ torésmutato esetén
ezért KRG-ben a maximalis transzmisszié mindig egy véges szognél lesz.3

Az 1.1. abran lathato kisérleti elrendezés feltételezi az x tengellyel parhuzamosan érkezé

kollimalt elektronnyaldbot. Ennek elGéallitasahoz felhasznalhatjuk a transzmisszios egyiittha-

3 A kétrétegti grafénban potenciallépcsén térténd elektronszoras ennél altalanosabb targyalasara a 3.2.
alfejezetben kertil sor.

37



38 1. FEJEZET. ELEKTRONOK SZORODASA EGY- ES KETRETEGU GRAFENBAN

~
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- /2 - /4 0 /4 n/2

(a) A T'(a) transzmisszio n > 0 pozitiv térésmutatd esetén, mikor 7, = 7.

~N

~ W XN Loy N o o
\ \
e

|
o | n=-2/31 n=-1">2N
= | | 0!
—7/2 ~n/4 0 /4 m/2

(b) A T(«) transzmisszié n < 0 negativ térésmutatd esetén, mikor 7, = —m7.

1.3. abra. Transzmisszios valoszintiség az o beesési szog fiiggvényében egy sikatmenetnél ERG-ben
(szaggatott vonal) és KRG-ben (folytonos vonal), kiilonb6z6 pozitiv és negativ torésmutatok esetén.
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(a) LépcsGszerti n-p atmenetek kaszkadja ~ (b) Cheianov  és  Fal'ko  javaslata
n = —1-es torésmutatoval. d > )\ szélességii atmenettel [49].

1.4. abra. Alternativ megoldasok elektronok kollimalasara ERG-ben. Sarga téglalap szimbolizalja
a forrast, amely minden irdnyba monoenergias elektronokat bocsat ki.

t6 erds szogfiiggését. Ez egyszertien megoldhaté ERG-ben, ahol a meréleges beesés koriili
viszonylag sziik szogtartoméanyban kozel egységnyi a T' transzmisszio, ami |a| novelésével
gyorsan tart a nulldhoz. Eszerint egy lehetséges kisérleti elrendezés tartalmaz egy forrés
elektrodat az o tengelyen, majd azt kovetGen, x-re merdleges, sik n-p atmenetek kaszkad-
jat n = —1l-es torésmutatoval, és végiil a kor alakt szoropotencialt, melynek kornyezetében
az elektronstriiség letapogathato volna valamely pasztazo elektronmikroszkoépos technikaval.
Egy ilyen elrendezés lathato az 1.4(a) abran.

Alternativ megoldast talalunk Cheianov és Fal’ko munkajaban [49], akik megmutatték,
hogy amennyiben az dtmenet joval szélesebb, mint az elektronok hullamhossza, tigy az atha-

ladéas valoszintisége még élesebben az o = 0 sz6gl merdleges beesés kornyékére korlatozodik:
(ERG)
Ty<a

7/2-hoz. Ezt hasznalja ki az 1.4(b) dbran lathato elrendezés.

() = exp(—7k;dsin(a)?), ahol d a potenciallejts szélessége, és |a| nem lehet til kozel

1.4.1. Kausztikak

Bar a geometriai optikaval valé klasszikus kozelitésnek stlyos hidnyossagai vannak az
egzakt hullamoptikaval szemben, a nyalabok mentén terjeds részecskék modelljének van egy
nagy elénye is. Lehet6vé teszi olyan Osszetett jelenségeknek, mint a kausztikdknak egy le-
egyszertsitett leirasat: a geometriai optikai keretein beliil, kausztikanak nevezziik részecske-
vagy fénynyalabok érintési feliiletét vagy gorbéjét a térben, illetve ezek vetiiletét egy sikra.
A kausztikdk ennél pontosabb és altalanosabb definicibjardl a 2. fejezetben lesz sz6.

Az aldbbiakban, a differencidlgeometria segitségével levezetett, az 1.2. abrakon lathato
gorbék egyenletét adjuk meg arra az esetre, amikor az (1.13) torésmutatd negativ. A kauszti-
kék pontjait két paraméter segitségével tudjuk egyértelmitien megadni: p—1 adja meg, hogy az
adott kausztikin egymast érinté nyalabok hany belsd visszaver§dést szenvedtek el6zéleg, ahol

a p € N természetes szam tehat a kausztikat érinté hur sorszama, illetve —7/2 < o < 7/2
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annak a nyalabnak a beesési szoge, amely az adott pontban érinti a kausztikat. Az 1.5. 4bran
lathato egy elektron klasszikus péalyaja egy bels6 visszaverddéssel és azt kovetSen egy kiszo-
rodassal, illetve az 1.6. brén a p = 1-es kausztika, és az azt alkot6 sugarmenetek figyelhetGek

meg. Ekkor a kausztikik Descartes-rendszerbeli egyenletei a kovetkezSképpen néznek ki:

1.5. abra. Egy « szog alatt érkezd elektron egy lehetséges klasszikus palyaja (zold tort vonal) a

negativ torésmutatoju atmenet alkotta tartoményban. A relativ torésmutaté jelen esetben n = —1,
tehdt o = —f, és a hurok szdma p = 2. A bels6 visszaver6dés el6tt a nyalab érinti a p = 1-es

kausztikat (vastag, sotétkék gorbe), visszaver6dés utan pedig a p = 2-es kausztikat (vékony, kék
gorbe). Az abra bal szélén a fiiggsleges vonal jelképezi a bejovd elektronok egy hullamfrontjat.

r.(p,a) = (-1)''R

( —'co;@ > +cosﬁl+2(p_1)ﬁ/ ( COS(@+6)) )],(1.143)

sin 1 + <2p — 1) 6, — Sin(@ + 6
ahol r.(p, @) a p-edik kausztika a-val parametrizalt pontjanak helyvektora,
O(p,a) = a+2(p-1)p, (1.14b)
sinff = s1na7 (1.14c)
n
go= =5 (1.14d)
n2? — sin? o

vesszdvel pedig az a szerinti derivalast jeloljik. Az 1.2. abrakon, az (1.14) egyenletek altal
meghatarozott gorbék szemmel lathatoan jol illeszkednek a lokalis intenzitasmaximumok

mintazatara. Mivel minden bels§ visszaverddés jelentGsen csokkenti a nyalab intenzitasat, a
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1.6. dbra. A p = 1l-es kausztika (szaggatott vonal) azon nyaldbok érintési pontjainak burkoloja,
melyek el6zbleg még nem szenvedtek belsd visszaver6dést. A megtort nyalaboknak megfelel§ vonalak
arnyalata aranyos T EG) (q)-val. A térésmutaté n = —1.

magasabb rendi kausztikak mér joval gyengébbek, vagy egyéltalan nem latszanak. Konnyen
belathato, hogy minden kausztikdhoz tartozo fokuszpont az x tengelyen kell hogy legyen,

és miutan a fokuszpontoknal (F,) mindig az a = 0 kornyéki nyalabok adnak jarulékot, az

— (=D
T In|-1+2p

elGjeli xx(p) abszolut értékben egyre kisebb, vagyis a fokuszpont egyre kozelebb huzodik

x koordinata csak p-t6l fog fiiggni: xx(p) R. Eszerint, p novelésével a valtakozo
az origohoz. Intenzitasa miatt, legnagyobb jelentésége a p = l-es csiicskausztikdnak? van,
amihez a (—R,0) koordinataju ponttol mért fokusztavolsag R|n|/(1+ |n|) lesz. Megnyugtato,
hogy ez a kifejezés valoban megegyezik a hagyoméanyos geometriai optika fokusztavolsagra
kapott eredményével egy negativ torésmutatod behelyettesitésével [93].

Az 1.7. abran egy ismerds, mindennapi jelenség lathato, ami szépen szemlélteti az optikai
analégiat az n = —1-es torésmutatoji rendszerrel. Megjegyezziik, hogy a p = 1-es kausztika
nefroid gorbe néven is ismeretes, és a végpontjait Osszekots szakaszra vett tiikorképével
egylitt, megegyezik egy egységnyi atmérsji kor mentén korbegordiils 1/2 atmérsji kor egy
kiszemelt pontja altal leirt gorbével. Megmutathato az is, hogy egy korvonalrol beliil t6bbszor

visszaver6ds fénysugarak burkoléi magasabb rendd epiciklusok [94].

4Bar a csticskausztika nem pontszert, mégis néha fokuszpontként hivatkozunk ra. Valoban pontszert
fokusz egyébként sem létezhet, az csak egy absztrakt fogalom a valdsag egy idealizalt és egyszertsitett
leirdsara.
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1.7. abra. A p = l-es (fehér, szaggatott vonal) és 2-es (sargés, szaggatott vonal) kausztikdk megfi-
gyelhetGek egy bogre belsejében is, ha a fénysugarak elegend&en lapos szégben érkeznek. Ez a szép,
hétkoznapi jelenség teljesen analég az n = —1-es torésmutatoju esettel, hiszen az alkalmasan meg-
valasztott kezd6pontt optikai ithosszak a negativ torésmutatonak, és az ellentétes érkezési iranynak
koszonhetGen éppen egymas ellentettjei, tehat a staciondrius pontok halmaza ugyanaz.
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2. fejezet

A kausztikik szemiklasszikus leirasa
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Mint lattuk, a geometriai optika sok tekintetben jol irja le a fény vagy akar elektronok nya-
labjainak terjedését, kiillonosen a révid hullamhosszt hataresetben, mikor a terjedd részecs-
kékhez rendelt hullamhossz a rendszer minden mas karakterisztikus hosszanél joval rovidebb.
Osszevetve a hullamoptikaval elmondhato, hogy egyszeriibb és szemléletesebb, ugyanakkor
csupan kozelit§ leirdsat adja az adott problémanak. Példaul a sugarak érintési pontjainak
burkol6jén, vagyis egy kausztikidn, az ebben a kozelitésben definialt fénynyalabok kereszt-
metszete nullahoz tart, intenzitasuk pedig a végtelenhez. Ezért bar geometriai optikaval jol
leirhatoak a kausztikdk pontjai, gorbéi vagy sikjai [95-97|, az intenzitas az adott altérben
mindenhol divergalni fog. Ebben a klasszikus kozelitésben tehat sem a kausztikik intenzitéas-
viszonyai, sem a finomszerkezetiik nem vizsgélhato, vagyis teljesen fliggetleniil a nyalabok
hullamhosszatol, a geometriai optika éppen a legérdekesebb, legnagyobb intenzitasu részek-
nél mond cs6ddt. Ebben a fejezetben, elGszor ezt a problémat jarjuk korbe Berry és Upstill
osszefoglalo miive alapjan [84]. Az elméleti hattérbe valo rovid bevezetés soran felvazoljuk
a katasztrafaelmélet [81,82| altal kinalt megoldast: a katasztrdfaoptika keretein beliil, egy
integralreprezentacioé formajaban szemiklasszikus kozelitését adjuk a hullamtérnek a kauszti-
kék kornyezetében, mikozben két kiilonb6z6 Gton is megmutatjuk, hogy miért nem miikodik
a geometriai optika a kausztikdkon. Latni fogjuk, hogy bér a katasztrofaoptika topologikus,
tehat kvalitativ jellegii elméletekben gyokerezik, mégis sok jelenség esetén, kiilonosen ala-
csony szimmetridju rendszerekben, csak a katasztrofaoptika eszkozeivel kaphatunk pontos
eredményeket, nemcsak kvalitativ, de kvantitativ értelemben is! A hullamoptikéival ellentét-
ben, a katasztrofaoptika lehet6vé teszi tovabba a kausztikak strukturalis stabilitason alapulo
ekvivalenciaosztalyokba sorolasat, illetve hatvanyfiiggvények formajaban képes megjosolni a
kausztikak geometridjanak és intenzitdsanak révid hullamhossza aszimptotikus viselkedését.
Ebben a hatéaresetben, az analitikus megoldasok sokszor egyre nehezebben értékelhetek ki
numerikusan, példaul az el6z6 fejezetben a Bessel-fliggvények miatt. Fontos hangsilyozni azt
is, hogy amig egy komplex geometriaju szorasi tartomanyban a legtobb esetben nem léte-
zik analitikus megoldas, a katasztrofaoptika modszere ezekben az esetekben is eredményre
vezet! Elmondhaté tehat, hogy a katasztrofaoptika jol 6tvozi a geometriai optika egysze-
rd, szemléletes és rugalmas modszerét a hullamoptika valosaght leirasaval, vagyis amellett,
hogy viszonylag nagy pontossaggal visszaadja a kausztikak mintazatat és intenzitasviszonya-
it, a részecskeképnek koszonhetSen, az egzakt szamolasnél joval tobb betekintést enged a

jelenségek fizikai héatterébe.

2.1. Rovid bevezetés a katasztrofaoptikaba

Az optika tudoméanya hagyoméanyosan magas szimmetriaju rendszerekkel foglalkozik,
amit tobbek kozt az alkalmazott technologia is motival, példaul fényképezdgépek, taveso-

vek objektivjeinek megtervezése. Barmilyen preciz is a tervezés, a leképezni kivant targyrol
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érkezd fénysugarak egy része nem a fokuszsikban fog talalkozni, vagy éppen a hullaimhossz
fiiggvényében kissé méashogy tériilnek el a nyalabok a lencséken. Minden ilyen jelenséget a
leképezés tokéletlenségének tulajdonitunk, és a fent emlitett optikai rendszerekben kisebb-
nagyobb hibanak szamit. Mint latni fogjuk, a tokéletes fokuszpont is egy tn. instabil kausz-
tika, ezért nem is lehet elGallitani. Ezzel szemben, a természetben leggyakrabban alacsony
szimmetridja rendszerekkel taldlkozunk! Gondoljunk csak a lagy szellg altal keltett kis hul-
lamzasra egy sekély t6 felszinén, és a hullamok altal a t6 fenekére leképezett napfényre, a
tancolo gyujtégorbék jatékara! Ezzel, a bizonyos értelemben a hagyoméanyos optikara me-
réleges probléméval foglalkozik a katasztrofaoptika. Kozponti fogalma a kausztika, amely
magyarul jelenthet gyajtopontot, -gorbét, vagy -sikot, illetve ezeknek vetiiletét egy altérre.
Mint latni fogjuk, a kausztikdk osztalyokba sorolhatok, a katasztrofaoptika legf6bb rendezé

elve, a strukturalis stabilitas alapjén.

Mindenekel6tt azonban tisztazzunk néhany fogalmat! Fénysugdrnak, vagy csupan sugdr-
nak nevezziik a gorbe mentén terjeds fényt, vagy altalaban tetszdéleges tartalmi hulldmcso-
magot, amelyhez nem rendeliink oldalirdnyd kiterjedést, és amit egyértelmten jellemez a
gorbét (vagy sugarmenetet, palyat) érint6 hullamszamvektora. Ezzel szemben a (fény)nyaldb
egy sugar, és a rendszer minden egyéb méretéhez képest elhanyagolhato, de véges szélességii
kornyezetében terjedd sugarak Osszessége, amelynek teljes fluxusa nemdisszipativ kézegben
allando.! A tovabbiakban az alabbi jelolésekkel éliink: R a mindenkori megfigyelési pont, k a
hullamszamvektor, k a hullamszamvektor irdnyvektora, k az abszolut értéke, és k a vikuum-
beli hossza. A helyfiiggs n(R) = k(R)/k torésmutatorol feltessziik, hogy nem fiigg a sugar
terjedési iranyatol, sem az id6t6l.2 Monokromatikus, w korfrekvenciajia hullamokra tesziink
allitasokat, de az eredmények elvi nehézség nélkiil altalanosithatoak lesznek. Egy sugar gor-
béje mentén mért ivhosszat ¢ (zeta) jeloli, és ha egy sugar (-nal atdof egy hullamfrontot az
Ry pontban, akkor a hullamfronton R origéval definidlhatunk egy koordinata-rendszert az
(81, s2) koordinatakkal. Ily modon egy sugarral, és azon az ivhossz kezdépontjanak megada-
saval, definialhatunk egy lokalis, haromdimenzios koordinata-rendszert a (¢, s1, $2) koordina-
takkal (lasd a 2.1. abrat).

A katasztrofaelmélet a szingularitdselmélet egy dga, és elsGsorban olyan rendszerekkel fog-
lalkozik, amelyek valtozo kiils6 paraméterek mellett, minden pillanatban arra térekszenek,
hogy egy fliggvény (energia, entropia, vagy valamely hatasfiiggvény) szélsGértéket vegyen fel.
A paramétertérben torténd kis elmozdulas hatasara a szélsGérték helye néha ugrasszertien
megvaltozik, ami adott rendszerekben akér katasztrofahoz is vezethet, innen az elnevezés.
A modszer legtobb alkalmazéasa azonban artalmatlan, és igen sokszint lehet, kezdve a ha-

jok stabilitdsanak vizsgalaténal, a szilard testekben torténd fazisatalakulasokon at, egészen

LA fénynyalab keresztmetszetének ennél pontosabb meghatéarozasara késébb még visszatériink.
2 Jelen definici6 szerint a térésmutatd pozitiv, azonban eredményeink kiterjeszthetSek lesznek a negativ
torésmutatoju esetre is, amivel késébb foglalkozunk.
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2.1. abra. A ¥, és Y5 hullamfrontokat, és a tetszéleges X feliiletet atdofs sugar, és az altala, Yo-
hoz rogzitett lokalis koordinata-rendszer: (¢, s1,s2). A P pélya varidlasaval jutunk el a megvalosuld
sugarmenethez Rg-bol R-be.

az olyan optikai jelenségekig, mint a szivarvany. A katasztrofaoptika tehat a nala altalano-
sabb katasztrofaelmélet egy aga, egy matematikai szempontbdl analég modszer az optika
témakorére alkalmazva. Az analogia oka a fény Hamilton—Fermat-elvnek megfelels terjedé-
se, miszerint az Osszes lehetséges sugarmenet koziil a megvalosuld palyak azok, amelyeken
a hatésfiiggvény, vagyis az optikai uthossz szélsGértéket vesz fel, vagy inflexids pontja van.
A stabil kausztikdknak emiatt az analogia miatt lesz ugyanolyan a szerkezete, mint a Thom
altal leirt katasztrofaknak [81].

A hatasfiiggvényt az R pontban igy irjuk fel:

¢(R)
o(R) =Ry + [ n(R())dc. (21)

¢(Ro)
ahol a torésmutatora vett integral a 2.1. dbran lathatéo P pélya menti integralt jelenti. A
geometriai optikdban a hatasfiiggvény nivofeliilleteként definidljuk a hullamfrontot, amely
mindeniitt merdleges a rajta dthalado, és a metszéspontban azonos fazist sugarakra. Jelol-
jiink ki egy ¥ feliiletet, ami nem feltétleniil hullamfront, de tartalmazza az Ry pontot és R-t

nem (lasd a 2.1. abrat)! Varidljuk az Ry és R pontokat sszekots P palyat rogzitett X sik
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és R pont mellett! Ekkor a Y-t metszd, és R-en athaladé megvalosulo palyakat a

¢(R)
5 [wzo) 4 /C n<R<<>>d<] —0 (2.2)

(Ro)

3R

------

palyakat az s = (s1, So, .. s;, ..) valtozokkal! Ekkor a (2.2) feltétel az alabbi alakot 6lti:

%SZR) =0 minden i-re. (2.3)
Felmeriil a kérdés, hogy hogyan vélasszuk meg ezeket az s; valtozokat, vagyis hogyan para-
metrizaljuk a P palyakat ? Ez bar végtelen sokféleképpen megtehetd, nyilvan célszert toreked-
ni arra, hogy csak P egyértelmi leirasahoz sziikséges informéciot tartalmazzék az s;-k, tehat
redundans informécioktol mentesek legyenek. Tartomanyonként homogén kdzeghen ezért ele-
gendd csak a tartomanyok hataran parametrizalni azokat a pontokat, ahol megtorik a sugar,
és egyébként élni a trivialis feltevéssel, miszerint a homogén kozegben az egyenes palya adja
az extrémumot a hatasintegralban. Ha egy ilyen homogén kozegben terjed a fény > és R
kozott, akkor az s = (s1, $2)-vel elég csak az Ry pontot meghatarozni. A palyak egyértelmd
leirasahoz minimalisan sziikséges s; valtozokat hivjuk dllapotvdltozéknak, a ¢(s, R)-t pedig
generdtorfigguénynek, melynek (2.3) szerinti stacionarius pontjai felelnek meg a megvalosulo
palyaknak. A (2.3) egyenlet altal meghatéarozott sugarak jelen esetben expliciten csak R-nek
a fiiggvényei. Altalanos esetben azonban fiiggvényei lesznek a rendszer geometridjanak, tehat
példaul tiikrozé felilletek délésszogének, a fénytors kozeg helyfiiggs torésmutatojanak, vagy
adott esetben akar az idének is. Mindezen paramétereket, melyek a megvalosulé sugarak
egyértelmi meghatarozasahoz sziikségesek és az adott probléméaban szabad paraméterként
vannak jelen (beleértve az R megfigyelési pontot is), dsszefoglalo névvel kontrollparaméte-
reknek hivjuk, és C' = (C1,Cy, .. Cy, ..)-vel jeloljiik. A generatorfiiggvény altalanos alakja
tehét: ¢(s, C'). Egy nagyon egyszert példaval élve, C' megfeleltethets a vizben tszo hal valos

helyének, s pedig a latszolagos helyének a vizfelszin feletti megfigyel6 szemszogébdl.

Tegyiik fel, hogy rogzitjiik az 6sszes C' paramétert, csak R-t valtoztatjuk! Ekkor az R-en
athalad6 sugarakhoz tartozoé stacionarius sz megoldasok R-rel egyiitt valtoznak. Ha pedig
R-rel egy kausztikdhoz kozelitiink, akkor definici6é szerint ketts, vagy tobb ilyen megoldés
ossze fog olvadni, és ezért a kausztikdn ¢(s, R) s-ben legalabb méasodrendben stacionarius
lesz. Szemléletesen ezt gy képzelhetjiik el, mint egy térképet, amelyen (si,sy) jelolik a
sikkoordinatakat, és ¢ a magassiagot. Dombtetdk, volgykatlanok és nyeregpontok felelnek
meg a megvalosulé sugaraknak. Ha R-t valtoztatjuk, az egész domborzat valtozik, és az
R — kausztika mozgatés pl. két domb Osszeolvadasanak felel meg. Az Gj dombtets ekkor egy

s189 sikbeli irdnyban laposabb lesz, mint ra mer6legesen, tehit ¢ magassaga masodrendben
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allando.? Ezt az irdnyt a

D¢
zi: 881'833‘ dSi =0

egyenlet megoldasa adja meg, vagyis a Hessian-méatrix 0 sajatértékhez tartozo sajatvektora.
Hogy létezzen megoldas, a Hessian-determinansanak el kell tiinnie:
[9a0)

— 2.4
det Js:0, 0, (2.4)

ami egyben annak a sziikséges, és a (2.3)-mal egyiitt elégséges feltétele, hogy az R pont egy

kausztikara illeszkedjen.

2.1.1. Ekvivalenciaosztalyok a katasztréfaelméletben

Az el6z6 fejezetben leirtuk, hogy egy adott ¢(s,C') generatorfiggvénybdl, (2.3) és (2.4)
segitségével hogyan hatarozhatéak meg a kausztikdk a C' kontrolltérben. Most megvizsgal-
juk, hogyan jellemezhetjiik ezeket a kausztikakat, és mi alapjan sorolhatjuk ket kiillonb6zd
osztalyokba.

Egy kausztikat strukturdlisan stabimak mondunk, ha mintazatdnak topoldgiaja valtozat-
lan marad kis perturbaciok hatésara, példaul a rendszer geometridjanak kis modositasara.
Ha példaul a torésmutatot on(r)-rel megperturbaljuk, és az 0j kausztika mintazatat at lehet
deformalni a régibe egy, az inverzével egyiitt folytonos és differencialhato transzforméacioval
(diffeomorfizmussal), akkor az adott kausztika stabil.* A stabil kausztikékat ezen tulajdonsa-
guknal fogva, in. ekvivalenciaosztalyokba sorolhatjuk, melyek Osszes elemét egy diffeomor-
fizmussal egymésba lehet transzformalni. Ezen osztalyok megfeleltethetGek az egyes katasz-
trofaknak, és mindhez egy-egy standard polinomot rendelhetiink, amely, mint az osztalyra
jellemzd, altalanos generatorfiiggvény (®), elgallitja az osztaly kausztikainak karakterisztikus
mintazatat.

A kausztika N korangja definicié szerint a kausztika leirdsdhoz minimalisan sziikséges s
allapotvéltozok szamaval egyenlS. Optikai alkalmazésokban ez maximélisan 2 lehet. Teljes
kontrolltérmek nevezziik a C' paraméterek altal kifeszitett vektorteret, aminek vagy altere
a rendszeriinket tartalmazo valds tér, vagy megegyezik azzal. A kausztika K kodimenzidja

3Ezt a kvalitativ érvelést alatamasztando, tekintsiik az dthajldskausztika generatorfiiggvényének stan-
dard polinomjat, ami s3/3 + Cs (lasd a 2.1. tdblazatot)! A kausztikatol tavol, véges C-nél ennek a
fiiggvénynek két kvadratikus fliggvénnyel kozelithets, lokalis szélsGértéke van ++/—C-nél, ami C' < 0
esetén, két 6nallo, valos sugarmenetnek felel meg. Azonban ahogy kozelediink a kausztikdhoz, vagyis
C — 0, a generatorfiiggvény s°/3-ba megy 4t, ami a kvadratikus fiiggvénynél eggyel magasabb rendben
stacionarius, vagyis ilyen értelemben laposabb.

4 A stabil kausztikak sima sokasagokat alkotnak az Sket befoglalé vektortérben [85], a kontrollparaméte-
rek és az allapotvaltozok tere pedig normélt vektortér, ezért van értelme diffeomorfizmusrél beszélni.

Ismeretes az is, hogy egy, kett§ és harom térdimenziéban minden homeomorf sima sokasig egyben
diffeomorf is, ami magasabb dimenziokban azonban mér nem lesz igaz.
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2.1. tablazat. Az elemi katasztrofak standard polinomjai K < 4 kodimenzi6 esetén

Angol “81] és Arnol’d  kodimenzi6 (K) O(s,C)
magyar [85] elnevezés  jelolése [82]  és korang (V) standard polinom
fold
athajlas Ay 1 1 s3/3+4 Cs
cusp
csics As 2 1 s'/4+ Cys? /2 + Cys
swallowtail
fecskefarok Ay 3 1 s[5 4 C3s% /3 + Cas? /2 + Cis
elliptic umbilic
elliptikus umbilikus Dy 3 2 s3 — 35155 — Cs(s3 + 82) — Casg — C 81
hyperbolic umbilic
hiperbolikus umbilikus D 3 2 s34+ 53 — 38189 — Csy — O5
butterfly
pillangé As 4 1 56+ Cust/4+ C383/3 + Cas?/2 + Cys
parabolic umbilic
parabolikus umbilikus Ds 4 2 s1+ 5185 + Cys3 + C357 + Casg + C 51

pedig a teljes kontrolltér kausztikara merdGleges alterének a dimenziészama, amiben a szin-
gularitéast keressiik: K = Dim(teljes kontrolltér) — Dim(kausztika). Ezt az alteret tehat a C
paraméterek egy K elemi részhalmaza fesziti ki: (C1, Cy, .. Ck), és csak akkor egyezik meg
a teljes kontrolltérrel, ha nulla dimenziés, pontszert kausztikarol van szo.

A négynél nem nagyobb kodimenzi6ju elemi katasztrofdk standard polinomjait, vagy mas
néven normdlalakjait a 2.1. tablazat tartalmazza.’ Az Arnol’d-féle jelolés indexében szerepls
szam a kausztika legnagyobb szingularitast pontjaban egymasba olvadé sugarak szaméat adja
meg, vagy mas szoval a (2.3) egyenlet megoldasanak degeneracios fokat az adott s pontban.
Errdl a szamrol megmutathato, hogy mindig egyenlé K + 1-gyel.b Az elmélet egyik legfon-
tosabb eredménye, hogy K < 4 esetén, minden olyan kausztika, amit nem tartalmaz a 2.1.
tablazat, instabil! Eszerint a természetben fellelhets stabil (tipikus) kausztikdk mindegyi-
ke megtalalhatd a tédblazatban, és diffeomorfak a 2.2. dbra egyik kausztikdjaval. Azonban
specialis szimmetriaji, mesterséges rendszerekben, optikai eszkozokkel elvileg elGallithatoak
instabil (atipikus) kausztikék is, amelyek a gyakorlatban persze sosem mentesek, és a katasz-
trofaoptika szerint elvileg sem lehetnek mentesek minden leképezési hibatol, amikkel egyiitt
azonban mégiscsak stabil kausztikinak mindsiilnek! Egészen pontosan fogalmazva, az insta-
bil kausztikdk generatorfiiggvényeinek halmaza az 6sszes generdtorfiiggvény halmazéanak egy
nullmértékd részhalmaza.

5 Az elmélet kiterjesztése magasabb kodimenziok felé megtalalhatod Arnol’d frasaban [82]. Megjegyezziik,
hogy K > 7 esetén a struktirélis stabilitasnak nem feltétele a diffeomorfizmus, csupan a homeomor-
fizmus.

6Minden K kodimenziéju kausztikit K + 1 érintkezd sugéar alkot, amelyek kozt azonban lehetnek
csillapodo sugarak is, ami alatt a (2.3) egyenlet komplex megoldéasait értjiik.
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A standard polinom minden esetben felbonthato két részre: a germ, vagy magyarul csira
csak az allapotvaltozokat tartalmazo, a C' paraméterektdl fiiggetlen rész, mig a kifejtési tagok
elnevezéssel hivatkozunk a kontrollparaméterektdl linearisan fiiggd részre. A csira irja le a
kausztika legnagyobb szingularitasi pontjat a K-dimenzios altér origdjaban, a kifejtési tagok
pedig azt, ahogy a csira kihajt, vagyis ahogy alacsonyabb rendd kausztikikba bontakozik ki
(lasd a 2.2. 4brat”).

T Az &brak elkészitéséhez az adott kausztika normélalakjara kell megoldani a (2.3) egyenletet, majd
ezekbdl meghatarozni azokat a C' paramétereket, amelyekre az s-re kapott megoldasok degeneraltak,
tehat ketts vagy tobb sugarat eredményeznek. A megoldasként kapott C és s értékek ki kell hogy
elégitsék a (2.4) egyenletet is.
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2.2. dbra. Az elemi katasztrofak a teljes kontrolltérben: (a) athajlas; (b) csucs; (c) fecskefarok;
(d) elliptikus umbilikus; (e) hiperbolikus umbilikus; (f) pillang6; (g) parabolikus umbilikus [84].
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2.1.2. Diffrakcios katasztrofak

Jelen esetben idéfiiggetlen problémak megoldasara szoritkozunk, ezért hullamok terjedé-

sének vizsgalatanal célszerd a

1 0?
(v2 - g@) Y(R,t) =0

hullamegyenlet megoldasanal szeparalni az id6- és helyfiiggd tagokat: (R, t) = »(R)T(t),
és csak 1(R)-re megoldani a Helmholtz-egyenletet® :

(V> + K*n(R)*) ¥(R) =0 . (2.5)

A megoldast az aszimptotikus x — oo hataresetben keressiik, és a WKB-kozelitésben az

alabbi ansatzbol indulunk ki:

»(R) = a(R) exp(irx(R)) , (2.6)

ahol az amplitudo és a fazis is valos. Behelyettesitve ezt a (2.5) egyenletbe, majd szeparalva
a valos és képzetes részt, az alabbi egyenletekhez jutunk:
Va

IVx]? = n’+—— és (2.7)
K2a

V- (a*Vy) = 0. (2.8)

A nagy energiaju hatéreset miatt, ésszeriinek tiinik elhanyagolni a x~2-nal aranyos tagot,
miutan x-re visszakapjuk a (2.1) egyenletet a y = ¢ megfeleltetéssel: |Vx| = |n|, ami nem
més, mint az eikonal-egyenlet. A (2.8) egyenlet megoldasahoz alkalmazzuk a Gauss-tételt az
Ro-bol R-be haladé fénynyalab intenzitasara [58]:

2 dA(Ro)n(Ro)

a(R)” = a(Ro) dAR)(R)

, (2.9)

ahol dA a nyalab haladasi iranyara merdleges keresztmetszetét jeloli és definicié szerint

mindig pozitiv.® Ezt felhasznalva, egy fénynyaldb jaruléka a hullamfiiggvény aszimptotikus

8 Inhomogén kozegben a skalar egyenlettel valo leiras nem teljesen pontos, az elektroméagneses kompo-
nenseket kiilon-kiilon kellene figyelembe venni. Ett6l mi most eltekintiink, és csak a skalar Helmholtz-
egyenlet irjuk fel és oldunk meg.

9Ez nem feltétleniil egy trivialis valasztas, hiszen mint késébb latni fogjuk, minden kausztikan vald
athaladaskor dA(R) nullava valik, és mivel a nyalab hullamfrontjanak egy gorbiileti sugara is el6-
jelet valt a konvencionalis definici6 szerint, kézenfekvs vilasztas lehet, ha ugyanigy megengedjiik a
nyaldbkeresztmetszet elGjelvaltésat is.

52



2.1. ROVID BEVEZETES A KATASZTROFAOPTIKABA 53

kozelitésében:

»(R) = G(Ro)\/m exp(ikg(R)) - (2.10)

Vegyiik észre, hogy ez a kozelités sziikséges ahhoz, hogy a geometriai optikdban hasznalt
hullamfront fogalom értelmet nyerjen. Hiszen a hullamfront, az eredeti definicija szerint
a y = konstans fazisu feliilet, ahol y csak ebben a kozelitésben egyezik meg a ¢ optikai
tthosszal! Ha ragaszkodunk az eredeti definicibhoz, és x meghatarozasanal (2.7)-ben nem
éliink elhanyagolassal, akkor a hullamfront egy alternativ definici6jahoz jutunk, mégpedig
a diffrakcids hullimfronthoz'®. A geometriai hullamfront tehat csak egy fiktiv fogalom, a
fénysugdr segitségével definialhatod, mig a diffrakcios hullamfront egzakt egyenletekkel meg-
adhat6. Ezen til vannak még mas fontos kiilonbségek is: példaul a geometriai hullamfrontok
egymast, és onmagukat is szamtalanszor atmetszhetik, a diffrakciosak esetében ez kizart.
Tovabbi kiilonbségeket talalunk, ha megvizsgaljuk a két tipus szingularitasainak szerkezetét,
amiket a diffrakciosnal az a(R) = 0 és x(R) — oo feltételekkel definiadlunk, és hulldmfront
diszlokdcioknak hivunk, a geometriai esetben pedig Legendre-szingularitdsokrol beszéliink,
és a definiciot a kausztikikhoz kotjiik. Ezen szingularitdsok vizsgélata azonban tulmutat a
dolgozat célkitiizésein, mélyebb ismertetésiik és szdmtalan hivatkozés talalhato viszont Berry
¢és Upstill munkéjaban [84].

2.3. abra. A ¥ és a = hullamfrontok, és egy sugér altal definialt lokalis koordinata-rendszerek.

10 A kés6bbiekben, ha kiilénben félreértésre adhat okot, az elnevezésben is megkiilénboztetjiik a geomet-
riai hulldmfrontot és a diffrakcics hulldmfrontot, egyébként pedig jelzd nélkiil, az elgbbi értelemben
hasznaljuk a hulldmfront kifejezést.
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A (2.10) formula kiértékeléséhez sziikségiink lesz a nyalabkeresztmetszetek hanyadosara.
Szerencsére ezek kifejezhetGek a hatasfiiggvény segitségével. Tekintsiink egy sugarat, ami
a % és = hullamfrontokon kijeloli a lokalis koordinata-rendszerek Ry és R origdjat, az s
és z lokalis koordinatéakkal (lasd a 2.3. abrat)! Ekkor a fénysugér létezésének Fermat-elv

értelmében felirt feltétele:
0s5,0(Co, 8, ¢, 2)|s=2=0 = 0 minden i-re 1-t5] N-ig,

ahol (p és ¢ méri a sugar mentén mért ivhosszat Ro-ban és R-ben. Itt a ¢ optikai tthosszt
tehat az R pontig integraljuk és Ro-ban varialjuk. Definialjuk most az s(z) fiiggvényt ugy,
hogy megadja az s koordinatéit annak a sugarnak, ami a = hullaimfrontot z-ben dofi at, és
képezziik az el6bbi egyenlet teljes derivaltjat a z koordinaték szerint! A fenti z — s(z) hozza-
rendelés miatt, z értékétdl fliggetleniil mindig nullaval egyenls az egyenlet jobb oldala, tehat
z szerinti derivaltja is nulla lesz. Igy végiil egy matrixegyenletet kapunk, aminek atrendezése
utén, a determinansokra nézve, az alabbi Osszefiiggést irhatjuk fel:

0s;(z2)

det ——=

8z- det asi,3j¢(C0a3,CaZ)| = _det asi,szS(COaSaCazH
J

s=2=0 s=2z=0 "~
z=0

A 0.,s;(2) matrixot z = 0-ban egy f6tengely-transzformacioval diagonélis alakra hozhatjuk,
ahol a diagonélis elemek 0s;/0z; lesznek, a méatrix determinansa abszolut értékben pedig
dA(Ry)/dA(R). Mindezt 6sszefoglalva a kivetkezd eredményre jutunk:

dA(Ry)

)

Js;(2)
8Zj

(2.11)

. ‘det asi7zj¢<<07s7<7z)
o detasi,5j¢<<07S7C7Z) 5:3:0'

s=z=0

A masodik egyenldség jobb oldalan a ¢((y, s, (, z) fiiggvényben s és z tehat fiiggetlen val-
tozokat jelolnek, és s nem fiiggvénye z-nek. Vegyiik észre, hogy (2.11) jobb oldalan lévd
héanyados nevez§jében 1év6 determinans megegyezik (2.4)-gyel, ami pedig egy kausztikan,
ahol ¢ legalabb méasodrendben stacionarius, nullava valik. Tekintsiik tjra a (2.10) formulat,
és mozgassuk az R pontot egy kausztikara! Rogton lathato tehat, hogy a 1 hullamfiiggvény
a kausztikdn divergalni fog, hiszen a fénynyaldb dA keresztmetszete a nulldhoz tart!'' A
probléma abbol fakad, hogy (2.7)-ben elhanyagoltuk a V2a/(x%a) tagot, amibe az igy kapott
megoldést visszahelyettesitve, mér tetsz6legesen nagy energian is divergal a kausztikakon.
Ha az a-ra és x-re felirt egyenletrendszert egzaktul oldjuk meg, akkor a(R)-re egy teljesen
més jellegli, nemdivergens megoldast kapunk.

Hogy athidaljuk a divergencia probléméajat, (2.7) egzakt megoldasa helyett, kozelitsiik

meg a problémat egy masik iranybol, és hivjuk segitségiil a szuperpozicio elvét! Keressiik egy

U Emiatt, egyes szerzék [97] tgy is definidljak a kausztikikat, mint a hullamfrontok principalis gorbiileti
sugaraihoz tartoz6 kézéppontok halmazat.
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vagy tobb fénynyalab jarulékat az altaluk kozrefogott fénysugarak integraljanak alakjaban!

Y(R) = exp(—iNw/4) (%)N/ 2 / ds 0(Go, 5, R) exp(ind(Go, ,R)) ,  (2.12)

ahol az N szam a korangot jeloli, b((p, s, R) pedig egy sulyfiiggvény, amit késébb a (2.9)-bél
szarmaztathato amplitidéval hozunk kapcsolatba. Ez tulajdonképpen egy Fresnel-Kirchhoff
tipusu diffrakciés integralformula inhomogén kozegre alkalmazva, amely természetesen mér

nem fog divergalni a kausztikakon.

Alkalmazzuk a (2.12) formulat arra a haromdimenzios esetre, mikor két allapotvéltozo

szerint kell integralnunk, vagyis N = 2:

1
1
/dsl /dSQ a COv <C07 ) de tasz7zj¢(C07sa Ca Z) eXp(iI{¢(C0,S,R)) 3
271—1 ( ) z=0

(2.13)
ahol b({o, s, R) fiiggvény pontos alakjara vonatkozo sejtésiinket most azzal tamasztjuk ala,
hogy megmutatjuk, a (2.13) integral a stacionérius fazisok kozelitésében pontosan visszaadja
a (2.10) kifejezést felosszegezve az egymaéssal interferalo nyalabokra. Born és Wolf miivé-

nek [58| III. figgeléke értelmében a fenti dupla integralt az alabbiak szerint lehet kozeliteni:

2mio

/ﬁ\/‘det O, 2;0(21, T2) ‘ (o3,25)

// £ (1, ) explind (a1, 22))darday = f(23, 23) expling (a3, 23),

ahol ¢ = +1 (—1), ha a determinans pozitiv definit, és 02 ¢(x1,22) a stacionarius pont-
ban pozitiv (negativ), illetve 0 = —i, ha a determinans negativ definit. A (2.13) integralra

alkalmazva ezt a kozelit§ Osszefiiggést, az alabbi eredményre jutunk:

R Y alGn ) {"ffm)

1 a stac. pontokra

det 8Si7zj¢<<07 S, C7 Z)
det asi’sj ¢(C07 S, R)

12 exp(tkp(Co, s*,R)) ,
s=st,z=0

(2.14)

ami, felhasznélva (2.11)-et, valoban megegyezik (2.10) minden stacionérius pontra vett dssze-

gével. Ez utobbi formulaban a nyalabok jarulékat egyméstol teljesen fliggetleniil Osszegezziik
fel. Ez nem okoz nagy hibat, amig az R pont tavol esik minden kausztikatol. Ekkor az egyes
nyalabok a (2.13) integralban is jol elkiiloniilnek egymastol, vagy més szoval, a gyorsan osz-
cillalo fazis destruktiv interferenciat okoz az allapotvaltozok terében barmely két szomszédos
stacionarius pont kozott. Eszerint a nyaldbok jarulékai a teljes integralban egymastol valo-
ban fiiggetleniil adodnak &ssze, tehat kozelitéleg ugyanazt kapjuk, amit (2.14)-gyel. Azonban
amint kozelebb vissziik az R pontot egy kausztikihoz, a leront6 interferencia eltiinik a staci-
onarius pontok koziil, amelyek ezaltal magasabb rendben is stacionariusak lesznek, és ekkor

a (2.13) integralban mar egyszerre adjak meg kettd, vagy tobb nyalab jarulékat, melyek mar
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nem vélaszthatoak szét egymastol!?, és persze kozos jarulékuk nem lesz egyenls a (2.14)-gyel.
Vegyiik észre azt is, hogy (2.14)-ben, a nevezdben, pontosan a stacionérius kozelités kovet-
keztében jelent meg az a determinans, ami a divergenciat okozza a kausztikdkon! Ez nem
meglepd, hiszen éppen a stacionarius kozelités felel meg a fénysugarképre valé attérésnek!
Latjuk tehat, hogy a stacionéarius pontok modszere azért lesz pontatlan, mert a nyalé-
bok kornyékén, a fazist kiilon-kiilon egy kvadratikus fliggvénnyel kozeliti, majd az igy nyert
integralok értékét egyszertien felosszegzi. A sima megoldast kinalo (2.12) integralban is al-
kalmazhatunk egy hasonlo, de magasabb rendi kozelitést, mégpedig ugy, hogy ¢((o, s, R)-t
lecseréljiik a 2.1. tablazatban szerepld standard polinomok egyikével. A katasztrofaelmélet
garantalja, hogy a megfelels osztaly polinomja a stacionarius pontoknak ugyanazt az elosz-
lasat adja vissza, és a pontok koriil a fazist is a helyes hatvanyfiiggvénnyel kozeliti. Feltéve,
hogy a b(s, R) sulyfiiggvény az Gsszestirtisodott stacionarius pontok kornyékén lassan valto-
zik, a (2.12) integral a fenti behelyettesitéssel, és k kitranszforméalasaval az alabbi kozelits

alakra hozhato:
U (C) = (27r)_N/2/dfsV exp(1®(s, C)) . (2.15)

Ez a kifejezés C-ben ugyanolyan mintézata kausztikdkat fog eredményezni, mint az eredeti,
(2.12) integral, pontosabban fogalmazva, ugyanabba az ekvivalenciaosztalyba tartozo kausz-
tikat, amely egy diffeomorfizmussal folytonosan attranszforméalhaté az eredetibe.'® A (2.15)
integralokat nevezziik diffrakcios katasztréfdknak.'*

Vegyilik észre az érdekes szemléletbeli kiilonbséget a sugar- és a hullamreprezentacio ko-
zott! Mig (2.3)-ban az allapotvaltozok szerinti differencialas vezetett el minket a fénysugarak
geometriajahoz, (2.15)-ben az allapotvaltozok szerinti integralasra van sziikség a hullamtér

lefrasahoz!

2.1.3. Diffrakciés skalatorvények

A Kk — oo rovid hullamhosszt hataresetben a kausztika lokalis maximumainak, avagy a
diffrakcios rojtoknak az intenzitasa divergal, mig egyméstol valo tavolsaguk a nullahoz tart.
Ezt a jelenséget az ugynevezett wuniverzdlis skdalatorvények irjak le, amelyek a (2.15) ¥(C')

standard diffrakcios katasztrofak és a (2.12) valos ¢(C’) hullamfiiggvény koézott teremtenek

12 Vajon mikor kezd el 6sszeolvadni s fiiggvényében két stacionarius pont, vagyis mit mondhatunk Ro-
ban egyetlen 6nallo nyalab szélességérsl? A leronté interferencidhoz a fazis egységnyi megvaltozasa
sziikséges (2.13) integrandusaban, és mivel egyetlen nyalabhoz tartozo6 stacionarius pont koriil ¢ meg-
valtozasa ds?-tel aranyos, ezért a xds? ~ 1 feltétel szerint a nyalabok szélessége Ro-ban x~/2-nel
lesz aranyos.

13 Az ekvivalenciaosztalyok koziil kizarolag az athajlaskatasztrofanak lehet felirni az integraljat zart
alakban: U(C) = v/27Ai(C), ahol Ai az Airy-fiiggvényt jeldli.

14 Megjegyezziik, hogy a kausztikik mintdzatanak (2.15)-tel valo lefrdsa csak a kausztikak kozelében,
és rovid hullamhosszak esetén pontos. A kausztikatol tavolodva, az a amplitado s-fiiggése és ¢-nek a
standard polinomtoél valo eltérése pontatlansaghoz vezet. Ekkor az Gn. uniform kozelitések jelentik a
megoldast, amelyek targyalasara itt nem tériink ki.
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kapcsolatot :
P(C") = KU (k7CY) (2.16)

Itt C’-vel jeloljiik a valos fizikai kontrollparamétereket, amely C tartalmazza példaul az
R térbeli koordinatakat is. A (2.16) skalatorvényben, a k-tol fiiggetlen W(C)-t a hullam-
szam megfelels hatvanyaival felskaldzva nyerjiik vissza a ¢ hullamfiiggvényt a C’-vel defini-
alt koordinata-rendszer orig6janak kis kornyezetében. Ez a transzformécioé a K darab, j-vel
indexelt koordinata £, illetve az amplitudo x° skalafaktorokkal valé szorzasaval jar. Tehat
[ az intenzitas divergencidjanak a mérdszama a C' = C' = 0 pontban, o; pedig a minté-
zatban megfigyelhet§ rojttavolsdgok aszimptotikus zsugorodasat irja le a j-edik dimenzio
mentén. Ezek dsszegeként szokas még definialni a v = Z]K:1 o; szamot, ami a diffrakciés ma-
ximum K-dimenziés térfogatanak r-fliggését adja meg. Az ekvivalenciaosztalyokat jellemzs
B, o; és v indexeket a 2.2. tablazatban adjuk meg [84]. Lathato, hogy f a K kodimen-

2.2. tablazat. A skalatorvények exponensei a K < 4 kodimenzioju elemi katasztrofakra

Katasztrofa K lof v
athajlas 1 1/6 o =2/3 2/3
csucs 2 1/4 op=3/4,0y=1/2 5/4
fecskefarok 3 3/10 o1 =4/5, 09 =3/5, 03 =2/5 9/5
elliptikus umbilikus 3 1/3 o1 =2/3,00=2/3,03=1/3 5/3
hiperbolikus umbilikus 3 1/3 o1 =2/3,00=2/3,03=1/3 5/3
pillango 4 1/3 01=5/6,00=2/3,03=1/2,04,=1/3 7/3
parabolikus umbilikus 4 3/8 o0, =5/8,00=3/4,03=1/2,04=1/4 17/8

zioval egyiitt novekszik, ami érthetd, hiszen a legnagyobb szingularitasu, C' = 0 pontban
Osszeolvado fénynyaldbok szama mindig K + 1. Ugyanakkor a v kitevére is igaz ez, vagyis
a magasabb kodimenzi6ju katasztrofadk mintazata a kK — oo limeszben gyorsabban zsugoro-
dik. Ez a zsugorodas azonban anizotrop, mivel a o; kitevék értéke més és mas a kiilonb6z6
irdnyokban.

Hogy konnyebben érthetévé valjon a skaldzas matematikaja, és az exponensek eredete, 16-
viden levezetjiik a (2.16) egyenletet a legegyszertibb esetre, az athajlaskatasztrofara. A (2.12)
egyenletbdl indulunk ki, melyben a x vakuumbeli hullamszam megjelenik a prefaktorban, és
az integrandusban 16v6 exponencialisban is, mint a ¢ generatorfiiggvény szorzoja. (2.12)-ben
az a amplitudot a jarulékot add integralasi tartomanyban tovabbra is kozel allandonak fel-
tételezve, és errdl az allandordl a komplex fazis értéki prefaktorral egylitt az egyszertiség
kedvéért megfeledkezve, illetve a kausztika kozelében ¢-t a standard polinomjaval kozelitve,
»(C")-t igy irhatjuk fel:

K
2T

o) = ( )N/ ’ / a0 exp(ind(s', ")) .
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Helyettesitsiik be most az athajlaskausztikdk standard polinomjat, és N helyére 1-et! Ekkor

P(C') = < " )é /OO ds" exp(ir(s”? /3 + C's')) .

) )

Jusson esziinkbe, hogy mindegyik ® felbonthato egy csirdra, amely fiiggetlen a kontroll-
paraméterektdl, és egy kifejtési tagra, amely linearis fiiggvénye a C’-knek. A skalazés elsé
lépésében egy alkalmas ' — s transzformacioval megszabadulunk a csira x szorz6jatol, ami

jelen esetben ks™ — s®, aminek kovetkeztében a prefaktorban r kitevje 3 — £ = 1 lesz. Ma-

sodik lépésben a kifejtési tagokban megjelené k-hatvanyokat olvasztjuk bele C’-be, vagyis:

2

k%1 C; — Cj, ahol jelen esetben oy = 3:

W(C') = \jﬁ _OO dsexp(i(s®/3 + K3 C's)) .

Az eredményiil kapott egyenletet Osszevetve a (2.15) és a (2.16) egyenletekkel lathato, hogy

az athajlaskatasztrofa exponensei g = % és oy =7 = % lesznek.

2.2. Szamszeri Osszevetés az egzakt szamolassal

Az els6 fejezetben, az elektronok hullamfiiggvényét egy kor geometridju szordépotencial
kornyezetében szamoltuk ki egzaktul, egy- és kétrétegii grafénban. Az analitikus eredmé-
nyeket numerikusan kiértékelve az 1.2. abrakon tettiik szemléletessé. Ezt kévetGen, a 2.1.
alfejezetben bemutattuk az optikanak egy, a katasztrofaelméletben gyokerezs agat, ami egy
szemiklasszikus, kozelité integréal segitségével irja le a hullamfiiggvényt a kausztikak kor-
nyezetében. Bar alapvetGen optikai elméletrsl van szo, amit a (2.5) Helmholtz-egyenletbdl
vezettiink le, ugyanazt a Helmholtz-egyenletet kielégitik az ERG (1.2) és a KRG (1.8) sa-
jatallapotai is, habéar az utébbiak koziil a k és i csillapodé hullamok £ helyett egy tisztan
képzetes ik hullamszammal. Jogosnak tiinik tehat a varakozas, hogy a katasztrofaoptika
eszkoztarat ebben az elektronoptikai probléméaban is sikerrel alkalmazzuk! Ebben az alfe-
jezetben pontosan ezt tessziik: az elsd fejezet egzakt eredményeit referenciaként hasznalva,
teszteljilk a (2.12) integralbol kaphaté megoldas pontossagat mindkét graféntipusra, majd
leellendrizziik a skilatorvények teljesiilését is. Latni fogjuk, hogy mar a kisérletileg realis kR
paraméterekre is jo az egyezés az egzakt, és a katasztrofaoptika k — oo hataresetre levezetett

eredményei kozott, illetve hogy kR novelésével az eltérés monoton csokken.

A (2.13) integral kétdimenzios megfelelGjére lesz sziikségiink a szamolashoz:

W(R) = 1/%/ds a(Co, 5) [”Tf;z‘;) 0s..6(Co, 5,C, 2) E_Oexp(ingb(go,s,R)). (2.17)
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Mivel esetiinkben tartoményonként homogén a torésmutato, a megfelels tagot kiemelhetjiik
az integraljel elé. Ugyanakkor az is igaz, hogy a 0Js.¢((p, s, (, z) derivalt az elvégzésre ke-
rilé szamitasokban nagyon lassan valtozik s fiiggvényében, ezért ezt is ki lehet emelni az

integraljel elé. A (2.17) kifejezés tehat igy modosul:

k n(Ro)

aS,ZQS(CO? S, Ca Z)’s:z:O / ds a(COa 8) eXp(Z‘/ﬁ:QS(COa S, R)) ) (218)

ahol Ro-t célszerti tugy megvalasztani, hogy az atmenet belsé oldalara essen, ahol
n(Ro) = n(R). Ekkor a((y,s) éppen a megtort sugar spinoramplitidoja lesz, amit a ha-
tarfeltételek felhasznalasaval tudunk kiszamolni. Az integraljel el6tti skalar prefaktort az
egyszertiség kedvéért az egzakt eredményekhez vald illesztésbdl hataroztuk meg gy, hogy
minimalizaltuk a négyzetes eltérést, ami egyetlen illesztést jelentett minden egyes abran be-
mutatott szdmolasra. Az integralast az o beesési sz0g, mint allapotvaltozo szerint végeztiik
el a £+ arcsin(min(1, |n|)) intervallumban, |n| < 1 esetén ugyanis az adott értéknél laposabb
szogben érkezd elektronok teljes visszaverddést szenvednek az atmenet hataran. (2.18) nu-
merikus kiértékelése tehat kiilondsebb bonyodalom nélkiil elvégezhetd, legalabbis a p = 1-es
hurok altal alkotott kausztikdkra: ekkor az &tmenet hataran csupén egyszer, a beérkezé
elektronnyalabok megtorésénél kell elvégezni a hatarfeltételek szabta illesztést, és az optikai
uthosszat is egyetlen tortvonalra kell kiszdmolni, amelyet az o valtozd egyértelmiien megha-
taroz. A p = 2-es hurok altal alkotott, és az annél magasabb rendd kausztikak esetében mér

15 4 belss

bonyolultabb a helyzet: habar tovabbra is csak egyetlen « allapotvaltozonk van,
visszaver6dési pontokat az integralas soran « minden egyes értékére kiilon-kiilon meg kell
hatérozni, hogy szdmolhato legyen a ¢(«) generatorfiiggvény, raadasul ugyancsak minden
integralasi pontban el kell végezni a hatarfeltételek szerinti illesztést, hogy megkapjuk az
ereds a(a) amplitudot. Igy, bar elvi nehézséggel nem jar a szamolas kiterjesztése tetszélege-
sen magas rendi kausztikakra, az eljaras szamitési igénye a sokszorosara néhet. Persze az is
igaz, hogy a magasabb rendid kausztikak jelent&sége altalaban az amplitudojukkal egyenes

aranyban csokken az atmenetbdl valé kiszorodéas miatt.

Az egzakt és a szemiklasszikus szamolasok eredménye (p,n) = (1,—1) esetén a 2.4.,
(p,n) = (1,—1/3) esetén a 2.5., illetve (p,n) = (2, —1) esetén a 2.6. abran lathato. Hogy az

eredmények egyezését szamszertsiteni tudjuk, definidlnunk kell egy hibat, amivel a szemi-

15 Bar eloszor tgy tiinhet, hogy a belss visszaverddési pontok helyzete tjabb és tjabb allapotvaltozoként
jelenik meg, és igy a magasabb rendi kausztikak mar mas és més osztalyokba tartoznak, ez nem igy
van! Koénnyen belathato ugyanis, hogy a belss visszaverddési pont is csak egy els6 rendben stacionarius
pont és mésod rendben mér nem az, tehat helyzetét éppen gy nem kell varidlni, mint ahogy egy ho-
mogén tartomanyban nyilvanvaléan egyenes mentén terjedd nyaldbot sem kell tértvonalként kezelni, és
végtelen sok toréspontjaban felvett valtozoja szerint varidlni. Ez nyilvan megengedett, de a felbontasi
lemma [85] értelmében ezek a valtozok kitranszformalhatoak, vagyis feleslegesek. Kovetkezésképpen
minden jelen dolgozatban targyalt kausztika korangja N = 1.
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klasszikus eredmények eltérését mérjiik az egzakt eredményektsl, mint referenciatol:

2
(sk) 2
[
1]
2
ahol w,ff;() , 6s ‘wi,jf a szemiklasszikus, illetve az egzakt szdmolasbol kaphato megtalalési
valoszintiség az (i, j)-vel indexelt racspontban, || - || pedig az igy kapott matrixok Frobenius-

norméja.'% Az igy definidlt hiba természetesen invarians a racspontok szamara nézve, illetve

a felbontas finomitasaval pontosabba valik.!”

A 2.4. dbrakon szépen latszik, hogy milyen pontos a szemiklasszikus kozelités, f6leg ERG-
ben, ahol szemmel nem teheté kiilonbség a kozelités, és az egzakt eredmények kozott. A &
hibahédnyados ERG-ben 0.01089, mig KRG-ben 0.2038. KRG-ben a nagysagrendileg nagyobb
hiba oka nyilvan abban a fodrozdédasban keresendd, ami jelen van az egzakt eredményben,
de nyoma sincs a kozelitésben. Mivel a hullamzas hullamhossza koriilbeliil az elektronok de
Broglie hullamhosszénak felével egyezik meg — ami igaz lesz a tovabbi abrak esetében is —,
egy interferenciajelenségrél van szo, amit a szemiklasszikus modszer nem képes visszaadni.
Ehhez hasonlé fodrozédast tapasztaltak Topinka és tarsai kétdimenzios elektrongazban egy

kvantum pontkontaktuson végzett méréseik soran [70].

Feltiing kiilonbség lathato az ERG-ben és a KRG-ben létrejové mintazatok kozott : KRG-
ben teljesen hidnyzik a fokuszpont! Itt jusson esziinkbe a Klein-paradoxon [15,33,34], az 1.3.
abrak diszkusszidja, és az azt megeldz6 szdmolas, ahol megmutattuk, hogy mersleges beesés
esetén, egy n-p dtmenetnél, ERG-ben egységnyi valoszintiséggel jutnak at az elektronok, mig
KRG-ben egységnyi valoszintiséggel ver6dnek vissza! Miutan pontosan az optikai tengely-
hez kozel haladd nyalabok forméalnék a csicskausztikat, ez ERG-ben a legerésebb intenzitasa
pont lesz, mig KRG-ben teljesen hidnyozni fog. Felmeriil a kérdés, hogy a hidnyzé fokuszpont
hogyan egyeztethetd Gssze a katasztrofaoptika azon allitdsaval, miszerint az egy osztalyba tar-
tozo kausztikdk mindegyikének azonos a mintazata egy diffeomorf deformaciotol eltekintve.
Nyilvanvalo, hogy 2.4(d) nem vihets at 2.4(b)-be. Az ellentmondast feloldja a katasztrofa-
optikdnak az a kitétele, miszerint (2.12)-ben b((p, s, R)-nek, s fiiggvényében, a stacionarius
pont koriil, egy lassan véltozé fiiggvénynek kell lennie, ami KRG-ben o = 0-nal nem tel-
jesiil, hiszen a(«) éppen elGjelet valt ebben a pontban. Rogton érthetévé valik az is, hogy

csucskausztikit ERG-ben is, miért csak p = 1 esetén tapasztalunk: mivel cstcskausztikat

' Az A métrix Frobenius-normajat igy definialjuk: Al = \/Tr(AtA) = /37, ;|A;;|?, ahol AT jeldli
az adjungalt méatrixot.

17 Természetesen az (1.7), (1.12) és (2.17) képletekben szerepls végtelen Osszegzéseket és integralokat
is csak egy bizonyos pontossiggal lehet elvégezni. A relativ numerikus tolerancia az egzakt képletek
kiértékelésénél 10~8 volt, mig a szemiklasszikus szamolasoknal p = 1 esetén 104, pedig p = 2-nél
1073 volt.
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(a) Egzakt szamolas (1.7) alapjan.

(b) Szemiklasszikus kozelités (2.17) alapjan.

(d) Szemiklasszikus kozelités (2.17) alapjan.

0 5 10 15 20
B B

[9(R)|? a hidnyzo, p = 1-es csticskausztikanal, KRG-ben.

2.4. dbra. Az egzakt és a szemiklasszikus szamolds Osszevetése a p = l-es cstucskausztikdk kor-
nyezetében. A folytonos vonal jeloli a kausztika (1.14)-bdl szamolt analitikus gorbéjét. Az abrazolt
tartomany az —0.517 < x < —0.5 és —0.0025 < y < 0.0025. kR = kR = 10000, tehat n = —1.
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(a) Egzakt szamolas (1.7) alapjan.

(b)  Szemiklasszikus kozelités (2.17) alapjan.

0 10 20 30 40
B i

2.5. dbra. Az egzakt és a szemiklasszikus szamolas dsszevetése: [1)(R)|? a p = 1-es csticskausztikanal
ERG-ben. A folytonos vonal jeloli a kausztika (1.14)-b&l szamolt analitikus gorbéjét. Az abrazolt

tartoméany az —0.81 < x < —0.75 és —0.02 < y < 0.02. ko R = 3000 és k;R = 1000, tehat n = —1/3.
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(c) Egzakt szamolas (1.12) alapjan.

(d) Szemiklasszikus kozelités (2.17) alapjan.
4 6 8 10 12 16 18 20

T T
1 L 1

2.5. dbra. Az egzakt és a szemiklasszikus szamolas Osszevetése: |[1(R)|? a hianyzo, p = l-es cstics-

kausztikdnal KRG-ben. A folytonos vonal jeloli a kausztika (1.14)-b&l szamolt analitikus gorbé-
jét. Az adbrazolt tartomany az —0.81 < x < —0.75 és —0.02 < y < 0.02. k, R = 3000 és k; R = 1000,

tehat n = —1/3.
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(a) Egzakt szamolas (1.7) alapjan.

(b) Szemiklasszikus kozelités (2.17) alapjan.

0 0.5 1 _ 15 2
I o

19(R)|? a hidnyzo6, p = 2-es csticskausztikdnal, ERG-ben.

(c) Egzakt szamolas (1.12) alapjan.
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(d) Szemiklasszikus kozelités (2.17) alapjan.

0 i 2 3 . 3 5]
I L - I
[9(R)|? a hidnyzo, p = 2-es csticskausztikanal, KRG-ben.

2.6. abra. Az egzakt és a szemiklasszikus szamolas Osszevetése a p = 2-es cstcskausztikdk kor-
nyezetében. A folytonos vonal jeloli a kausztika (1.14)-b6l szamolt analitikus gorbéjét. Az abrazolt
tartomany az 0.25 < x < 0.265 és —0.0025 < y < 0.0025. ko, R = k;R = 10000, tehat n = —1.
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mindegyik p rendben az optikai tengelyhez kozeli nyalabok formaljék, és ezek ugyanazok a
nyalabok lesznek a belsd visszaver6dések utan is, KRG-ben egyéltalan nem alakul ki fokusz,
hiszen ezek a nyalabok be se 1épnek a belsé tartomanyba, mig ERG-ben belépnek ugyan, de
mar az elsé belsé visszaver6désnél az atmenetre Gjra csak kozel merdlegesen érkezé nyalabok
majdnem 100%-ban ki is szorodnak, igy méar nem vesznek részt a p > l-es cstucskausztikik
létrehozasaban.

Két megjegyzést érdemes hozzaftizni a 2.5. dbrékhoz: lathato egyrészt, hogy a kisebb hul-
lamszamnak koszonhetGen a mintazat mindkét dimenzié mentén nagyobb léptéki, raadasul
a kausztikdk gorbéi kinyilnak, tehét a megnytulas anizotrop, ami 6sszhangban van a skala-
torvények kiilonbozs o; és oy exponenseivel (lasd a 2.2. tablazatot). Méasrészt pedig, szintén
a kisebb hullamszamnak koszonhetSen, a k — oo limeszben pontos kozelité modszer ezuttal
nagyobb eltérést ad az egzakt megoldastol: ERG-re € = 0.07779, illetve KRG-re £ = 0.3132.

A p = 2-es kausztikdkra vonatkoz6 eredmények a 2.6. dbrakon lathatéak. Habar inten-
zitdsuk kisebb, mint az els6rendiieké, még jol kivehetGek az egzakt szamolasok abrain is.
Vérakozasainknak megfeleléen, mindegyik abrarol hianyzik a fokuszpont. A hibahanyadosok
viszonylag nagyok, 0.4553 ERG-re, és 0.5458 KRG-re.

Harom egymast érinté nyalab alkotja a pontszerd cstucskausztikat, melybdl kiindulo két
gyujtégorbe mentén mar csak két-két nyalab érinti egymast. A p = l-es athajlaskausztika
gorbéjére merdleges, az x tengellyel parhuzamos irdnyban szdmolt intenzitas értékeket mu-
tatja a 2.7. abra. Az egzakt szamolést jelols zold pontokra jol illeszkedik az Airy-fiiggvény
négyzete, ami majdnem ugyanazokkal az illesztési paraméterekkel koti ossze a szemiklasszi-
kus szdmolast jelols kék pontokat is.

Elvégeztiink néhany tesztet a skalatorvények numerikus igazolasara is, illetve annak vizs-
galatara, hogy méar a hullamszam realisnak mondhaté tartomanyéaban is érvényesiilnek-e ezek
az Osszefiiggések, melyeket egyébként a nagy energiaju hataresetre irtunk fel. Ezért az alabbi
tesztek mindegyikében az egzaktul szamolt hullamfliggvény intenzitasara és térbeli mintaza-
tanak k-fiiggésére illesztjiik a skalatorvények hatvanyfiiggvényeit, melyekbdl kinyerve a (5 és
o illesztési paramétereket, Osszevetjiik azokat a 2.2. tablazatban talalhato elméleti értékekkel.

ERG-ben, rogzitett n = —1-es torésmutatd mellett, a p = 1-es csticskausztikdban szamolt
|(—1/2R,0)|? intenzitas k-fliiggésére a kR € [100...10°] intervallumban, log-log skilan egy
28 meredekségii egyenes illeszthetd, ahol a kettes szorzé ¢ masodik hatvanya miatt jelent
meg, és 3 = 0.2554 4= 0.0006. Ugyanez a kitevét csupan a kR € [10%...10°] intervallumban
illesztve 5 = 0.24995+0.00148-at kapunk, ami még kozelebb esik az elméleti 1/4-es értékhez.

Ugyancsak ERG-ben, n = —1-re, egy tetszGleges, fokuszhoz kozel es§ pont intenzita-
sanak k-fliggését vizsgaltuk gy, hogy a térbeli zsugorodast leird térvényeknek megfelelGen

az adott pontot k£ novelésével egylitt mozgattuk kozelebb a fokuszponthoz, hogy ezaltal in-
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kou=kin=2500.
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2.7. abra. |¢(z)|> ERG-ben y = 1/v/8-nal, ap = l-es athajlaskausztikira mersleges iranyban (lasd a
kis abrat balra, fent). k, R = kR = 2500, 5000 és 10000, igy n = —1 mindegyik esetben. Zold pontok
jelolik az egzakt eredményeket és kékek a kozelitést. A piros potty a kausztikéval vald metszéspontot
jeloli, koordinatai (—1/4/2,1/v/8). A folytonos vonal az illesztett aAi?(bx + ¢) fiiggvény, ahol a, b
és c illesztési paraméterek, és Ai az Airy-fliggvény. A szemiklasszikus, és az egzakt eredményekre
illesztett gorbék szinte tokéletesen atfednek, igy csak egy gorbe latszik mindharom esetben! Vegyiik
észre, hogy k megduplazéasaval a lokalis maximumok koriilbeliil v/2-vel szorzodnak, tavolsaguk pedig
a {‘/1/—4—ére csOkken a skalatorvényeknek megfelelGen !
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direkt modon igazoljuk oy és oy elméleti értékeit is.'® A kR € [100...10°] intervallumban
B = 0.2615 £ 0.0010-nek adodott, mig a kR € [10%..10°] intervallumban 8 = 0.2519 =+
+ 0.0006-nak. Ezuttal is pontosabb az egyezés a nagyobb hulldimszamokra.

KRG-ben, a hianyz6 fokuszpont miatt, koriilményesebb a fentiekhez hasonl6 tesztek ki-
vitelezése, mégis sikeriilt igazolni, hogy a diffrakcios rojtok osszehtuzodasa koveti az elméleti
hatvanyfiggvényeket, és elvi iton az is megmutathato, hogy pontosan a csicskausztikdban
az intenzitas k-tol fiiggetlen. Mindez igaz mindkét tipusta grafénban p > 1 esetén.

Ami az athajlaskausztikdkat illeti, a 2.7. Abran bemutatott szamolasok megismétlésével
a kR € [103...10°] intervallumban, az a és b illesztési paraméterekbél konnyen meghataroz-
hatéak a [ és o exponensek: ERG-ben 5 = 0.1601 + 0.0002 és ¢ = 0.6727 + 0.0010, mig
KRG-ben = 0.1764 £ 0.0188 ¢és 0 = 0.6749 4+ 0.0023. Az elméleti értékek: § = 1/6 és
o=2/3.

18 A kontrollparaméterek terében, a csicskausztikikhoz rogzitett koordinata-rendszer megegyezik az
(z,y) koordinata-rendszerrel a fokuszpontba tolt origoval. Az athajlasokhoz rogzitett egyetlen
koordinatatengely meréleges a gyujtogorbére, és az origd a metszéspontban van.
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3. fejezet

Anizotrop diszperzi6 kétrétegi grafénban
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70 3. FEJEZET. ANIZOTROP DISZPERZIO KETRETEGU GRAFENBAN

Ebben a fejezetben kizarolag kétrétegti grafénnal foglalkozunk, amiben ezuttal a Dirac-
pontokhoz kozeli elektronallapotokat az (5) Hamilton-operatorban, a vs-mal arényos tag
figyelembevételével irjuk le. Ez jelentGs kiilonbséghez vezet, hiszen az 0j, hdromszagleti vagy
trigondlis gyird hatdst leir6 tag (angolul trigonal warping) anizotroppé teszi a diszperzids
relaciot. Mint latni fogjuk, a diszperzios gorbék a k térben valoban haromszogletiiek lesznek,
pontosabban fogalmazva egy harmas szimmetria jelenik meg benniik. Az anizotropia koril-
ményesebbé teszi ugyan a szamolast, de a pontosabb Hamilton-operator lehet6vé teszi olyan
jelenségek lefrasat is, mint a pontszert forrasbol szétsugarzo elektronok fokuszélasa egy sik
lépesdpotenciallal, ugyanazon a savon beliil. Hasonloan a Veselago-féle siklencsékhez (60,
most is definidlhatunk egy torésmutatot, aminek a negativ értékével hozhato Osszefiiggésbe
a fokuszalo hatas, de ezuttal, ez nem a helicitas elGjelvaltasaval lesz magyarazhato, mint
az 1. fejezetben. Az anizotropia kovetkeztében célszeri lesz magat a torésmutatot is a ha-
gyoményostol eltérGen definialni, és amint latni fogjuk, az immér szogfiiggs torésmutato
elgjelvaltasa ekkor az ekvienergias konturok gorbiiletvaltéasaval lesz kapcsolatos. Az el6z6
fejezetekben targyalt rendszerben nem tapasztaltunk fokuszalast KRG-ben, és ezt a n-p at-
meneteknél a tiltott el6reszorassal magyaraztuk. Ebben a fejezetben, az elektronok szordédasa
soran nem torténik sdvvaltas, és ilyenkor az atmeneti valoszintiség kozel egységnyi lesz merd-
leges beesésnél. Hogy a sikdtmeneten keresztiil torténé fokuszalés jelenségét demonstraljuk,
a katasztrofaoptika (2.18) egyenletét alkalmazzuk anizotrop kozegre, és az atmenet hataran
megtort nyaldbokra vett integralt kiértékelve kapjuk meg a teljes hullamfliggvényt az atme-
net forrassal atellenes oldalan. Az j Hamilton-operatorban figyelembe vesziink egy komplex
u paramétert is, amivel le lehet irni a grafénracs mechanikai deformaciojanak a savszerkezet-
re val6 hatasat. Ez a paraméter kihat a Dirac-pontok kornyékén a savszerkezet topologidjara
is, amire kozvetett uton kovetkeztethetiink a fokuszpont helyébdl. Latni fogjuk, hogy bar egy
véges u az altalunk vizsgalt energidkon a fokuszalé hatast nem sziinteti meg, a mintéazatot

diffeomorf moédon deformalja.

3.1. Alacsony energiaju sajatallapotok KRG-ben

Az (5) Hamilton-operétor a millielektronvoltos energiaskalan is pontosan irja le KRG-ben
a Dirac-ponthoz kozeli allapotok diszperzidjat, amennyiben egy fesziiltségmentes és hibatlan
grafénracsrol, és az abban egymaéstol fiiggetleniil, ballisztikusan terjeds elektronokrol van szo.
Ellenkezs esetben, egy tijabb taggal béviil a Hiyre Hamilton-operator. Mucha-Kruczyriski és
munkatarsai egyenleteket vezettek le KRG-ben a kiils6 mechanikai fesziiltségek hatasénak
leirasara [98], és arra az eredményre jutottak, hogy a racs sikjaban ébredd kiilsg ersk okozta

deformaciok miatt, az effektiv, 2 x 2-es Hamilton-operatorban egy komplex u paraméter
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jelenik meg a nemdiagonalis métrixelemekben! :

0 — 5P+ Euspy 4 u

: 3.1
— 5D+ Evsp_ 4 u” 0 (31)

0o _
Hyra =

ahol £ = +1 a K pont kornyezetének felel meg, ¢ = —1 pedig a K’ pont kérnyezetének. FEz
a Hamilton-operator tulajdonképpen annak felel meg, mintha a rendszerben aszimmetrikus
moédon megvaltoznanak az atfedési integralok, amint az a 3.1. abran lathato.

A sajatérték probléma megoldésahoz célszert attérni egy kényelmes mértékegységrend-
szerre, melyben h = 1, m = 1, v = 1, kovetkezésképpen vs =~ 0.1 és 7, ~ 2. Ahhoz, hogy

a (3.1) Hamilton-operator alkalmazhato legyen, a k hullamszamnak nem szabad joval na-

gyobbnak lennie, mint 1, vagyis 300 um~!.2

Vegyiik észre, hogy mivel ebben a fejezetben egy sikdtmenettel lesz dolgunk, az el6-
zGektdl eltérGen nem lesz forgasszimmetrikus a rendszeriink! Célszerd ezért bevezetni két
koordinata-rendszert : az (xg, o) rendszert a grafénracshoz rogzitjiik, vagyis a (3.1) Hamilton-
operatorban, az impulzusoperatorokban ezen koordinatak szerint derivalunk. Az (x,y) rend-
szert pedig rogzitsiik a kisérleti elrendezéshez tugy, hogy az y tengely essen egybe az U ma-
gassagu potenciallépcesével, az elektronok pontszert forrasa pedig illeszkedjen az x tengely
negativ szarara! A két koordinata-rendszer origdja megegyezik, elfordulasuk szogét pedig
w jeloli (lasd a 3.1. és 3.2. abrakat). A beérkezd elektronok energiajat jelolje E; = E, az
atmeneten keresztiiljuté elektronokét pedig By = E — U'!

! Erdekes, hogy Fal’ko és tarsai, KRG-ben, az elektron-elektron kolcsénhatast targyalé munkajukban is
hasonlé eredményekre jutottak [99]. Megmutattak, hogy a hosszi tavi Coulomb-erd learnyékolodasa
miatt, csak egy rovid hatotava kolesonhatés van jelen a rendszerben, ami az effektiv Hamilton-operator
nemdiagonélis elemeiben ugyancsak egy komplex paraméter segitségével vehetd figyelembe, formailag
éppugy, ahogy a mechanikai fesziiltség. Ezek azonban sokkal inkabb kvalitativ jellegii eredmények!
A kutatok szamos feltételezésre tamaszkodnak a végeredmény levezetése soran, melynek érvényességi
tartomanya is csupan a Lifshitz-energia (~ 1 meV) kornyékére szoritkozik, amit a késébbiekben defi-
nialunk. Ezen feliil, ellentétben a mechanikai hatést leir6é u paraméterrel, tavolrol sem allithato, hogy
a kolcsonhatast leird tag a (3.1) Hamilton-operator kb. -200 meV-t6l 200 meV-ig terjeds érvényességi
tartomanyaban kozel allandé volna! Mindezen okoknal fogva, u véges értékét kizardlag a mechanikai
fesziiltségekkel hozzuk majd Gsszefliggésbe. Megjegyezziik azonban, hogy az e-e kdlesonhatas kis mér-
tékben ugyan, de modositja u-t, és néhany mas paramétert is. A renormalizacié mértéke az energia
fliggvénye [98,99]:

m = m(n/E)"%,

vs = vz (m/E) "% 6s
u - u(vl/E)O'n.

Miutan ezek a tobbnyire csak néhany %-os korrekciok az eredményeket mingségileg nem befolyasoljak,
és a fentiek értelmében alkalmazhatosaguk is megkérddjelezhets, a szamolasok soran elfeledkeziink
réluk.

2Ebben a rendszerben az energia egysége koriilbeliil 195 meV, a hosszegység pedig 3.45 nm. Bar az
egyenleteket altalaban a dimenzidtlanitott mennyiségekkel irjuk fel, a végeredményeket mindig pm-
ben, meV-ban és ezekbdl szdrmaztatott dimenzios egységekben adjuk meg.
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Yy
\4)’0
v
\
\
\

A;
/”’
v3 + Re(u) — Im(W + Re(u) + Im(u) - == ¥

v3 — 2Re(u) >

v3 + Re(u) + Im(u)

3.1. dbra. Az atfedési integralok KRG-ben kiegésziilnek u valos és képzetes részével, ami a rendszer
szimmetriajat Cg,-r6l Cy,-re csokkenti. A grafénracshoz rogzitett (zg,yo) koordinata-rendszerhez
képest w szoggel van elforgatva az (z,y) rendszer, aminek az y tengelyére illeszkedik a potencialugras,
és x bal szaran iil a forras. (Ezuttal az (xq, yo) rendszer +30 fokkal el van forgatva a 2. 4bran lathato
rendszerhez képest!)

Valasszunk egy alkalmas, sikhullaim alaku probafiiggvényt, és oldjuk meg stacionéarius

Schrédinger-egyenletet :

1 ikeos(o)+ysine) [ 0
et —el &I Cos sin : ahol 32
g V2 70 (3.2)
; k2 — Qkpae3ilp—w) _ re—2ilp—w)
_ l(¢—w) 4 3
v \/ k2 — 2kugedilo—w) — 2qe2ilp—w) (3.3)

A megoldashoz tartozo sajatenergia pedig:

k? k3 k4
(3.4)

ahol Re(+) és Im(-) jeloli a valos és képzetes részt. Itt p-vel jeloltik a sikhullamok hullamszam-

2 _ 2 _ 2i(p—w) - —i(p—w) 2
P Tk—\/l 4 (vgcos(?)l(:p w)) v —Re(ue ) 2v3Re (ue )l )7

vektoranak iranyat az (z,y) rendszerben, ami az (zo, yo) rendszerben a ¢y = ¢ — w irdnynak
felel meg: ezzel 6sszhangban, a (3.2)-(3.4) képletekben 1) exponenciélisan kiviil minden csak
wo-n keresztiil fiigg p-t6l. Konnyen belathato, hogy 6 csak egy komplex fazist jelol, hiszen

a gyokjel alatti tort nevezdje a szdmlalo komplex konjugaltja. A negyedik gyok azonban ¢
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3.2. dbra. A 3. fejezetben vizsgélt rendszer sematikus elrendezése és az elektronok klasszikus tra-
jektoridja az (z,y) koordinata-rendszerben. Az &dtmenettd] balra talalhato pontforrast példaul egy
aranykontaktus valosithatja meg, amit a vége kivételével egy szigetelSréteg tart tavol a grafénrics-
tol. Igy, a kontaktus kiterjedése a 10 nm-es szintre korlatozhaté, ami méar pontszertinek tekinthetd.
Az adtmenettdl jobbra, a fokuszpontot és kdrnyezetét egy mozgathaté STM tiivel derithetjiik fel. A
potenciallépcsé az y tengelyre esik, de kell6képpen sima a spontan savvaltast elkeriilendd, illetve
hogy eltekinthessiink a gradiens tagoktol [50]. Az elektronszoras szelektiv a K és K’ volgyekre nézve,
hiszen amig az egyikbdl érkezs elektronokat fokuszélja, addig a masikbol érkezsket szétszorja. Az
adtmenethez érkezd elektronok véges valoszintiséggel vissza is ver6dhetnek, az abran ezt nem jeloltiik.
Az origot az y tengelyen egy vonas jelzi, az x tengely csak az atlathatosiag kedvéért lett az dbra
szélére csusztatva.

tetszbleges tObbszorosében hatarozatlan marad, vagyis a négy Riemann-siknak megfelelGen,
f-nak négy kiilonbozd értéket enged meg ugyanazon paraméterek mellett! (3.2)-ben mindez
1, és a spinor egyik komponensének tetszGleges elGjelének felel meg. A spinorban a tetszéle-
ges elGjelet azonban kiemelhetjiik, és 7 = +1-gyel azonosithatjuk a vezetési és valenciasédvbeli
megoldasokat, melyek energidja 7|E|, ami miatt tehat (3.4)-ben mindig a pozitiv gyokot kell
valasztanunk. Igy végiil a (3.2)-(3.4) kifejezésekkel meghatarozott haladé hullamot leiré meg-
oldasok egyértelmtiek, de a megoldasok folytonossidga miatt, a szdmszerd kiértékelésnél a négy
gyok koziil mindig ugyanazt kell kivalasztani. Igaz ugyan, hogy 6 egy tetszéleges i-hatvannyal
megszorozhatd, mégis célszeri egy —i szorzot beledefinialni, mégpedig azért, mert vz = 0
és u = 0 estén, a v/1-et 1-nek véve kapjuk vissza a legegyszertibb, kiilsé fesziiltségektdl és

trigonéalis torzulastol eltekinté sajatfiiggvényeket a helyes elGjeld sajatenergiakkal.
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74 3. FEJEZET. ANIZOTROP DISZPERZIO KETRETEGU GRAFENBAN

Tovabbra sem szabad elfeledkezni a csillapodé hullamokrol, melyek az atmenetnél, a
hatarfeltételek kielégitésénél jatszanak szerepet. A sikhullam ansatzban, a hullamszam x
komponense helyett, meg kell engedniink egy komplex szamot, melynek képzetes részének
elgjelétdl fiiggen fog exponencidlisan csillapodni a hullamfiiggvény az dtmenettdl az egyik,
illetve a mésik irdnyba tavolodva. A ¢ irdnyba propagalé, 7 sdvbeli, FE energiaju megoldéashoz

tehat az alabbi csillapodé hullam tarsul:

(0 1 ik(za+ysin(p)) X ahol (3.5)
. = ——e ) ‘
V2 X
. 1 ‘ .
Y = \/TET\/ikze_zwm + isin(gp))2 _ k:vg,ew(a — @'sin(go)) — u*, (3.6)

és az a szam egy harmadfoku egyenletbdl szamolhato ki

k(a+ cos(p)) ((2a 4 3) k* — k? cos(2¢) + 8v3) — 24k*vs sin(yp) sin(3w)(a + cos(p))
—8k*v3 cos(3w) (a® + acos(p) + 2 cos(2¢) — 1) — 8k(a + cos(¢))Re (e7**u)
+16k sin(¢)Im (e 7**u) + 16vsRe (e“u) = 0.

Mivel az egyenletben minden tag valos, kivéve az a-t, sziikségszertd, hogy a-ra legyen két
megoldas, melyek egymas komplex konjugéltjai, plusz egy valés megoldas. A minket érdekls
komplex megoldasok koziil a pozitiv (negativ) képzetes részii adja az r — +oo (z — —0o0)

irdnyba csillapod6 megoldast.

Koénnyen belathato, hogy (3.2)-ben és (3.5)-ben 7 miért csak a spinor egyik komponensé-
nek szorzojaként van jelen: mivel a Hamilton-operatornak csak nemdiagonalis elemei vannak,
egy sajatvektor barmelyik komponensének elGjelvaltasa szintén sajatvektort eredményez el-
lentett elGjeld sajatértékkel. Az altalanossag elvesztése nélkiil, szoritkozhatunk most csupan
a vezetési savbeli megoldasokra. Mint latni fogjuk a 3.2. alfejezetben, ha nincs savvaltas,
akkor egy potenciallépcsén sokkal nagyobb valoszintiséggel tudnak athaladni az elektronok,
ezért a 3.3. alfejezetben mar az dtmenet mindkét oldalan 7 = 1-gyel fogunk szamolni. Emi-
att, a potenciallépcsé magassaga ott nem haladhatja meg a bejovs elektronok energidjat:
0<U<E.

A 3.3. és a 3.4. abrakon lathato a kétrétegl grafén (3.4) képlettel leirt diszperzios
relacioja a K Dirac-pont kornyezetében w = 0-nél, tehat amikor az (x,y) és (zo,yo)
koordinata-rendszerek egybeesnek. A K’ Dirac-pontra valé attérés megfelel egy m-vel va-
16 elforgatasnak w-ban. Vegyiik észre, hogy u = 0-nal, tehat kizardlag vy véges érté-
ke miatt, az egyébként egyetlen Dirac-pontban csiicsosodé hengerszimmetrikus diszper-
zios feliilet az energia csokkenésével novekvé mértékben torzul, és harmas szimmetri-

at mutat, ami megtori az izotropiat. Erre a harmas szimmetridji torzulasra utal a je-
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lenség angol elnevezése is: trigonal warping. Az egészen alacsony, mvi/2 ~ 1 meV alatti
energidkon, a Lifshitz-atmenetben négy nemosszefiiggs szigetre szakadd diszperzios gor-
be végiil a K pont mellett masik harom, oldalsé Dirac-pontban cstcsosodik ki. Al-
Lifshitz-atalakulasnak hivjuk. Az atalakulds végbemehet az elektronstirtiség megvaltoza-
sdnak, vagy egy kiils6 paraméternek, példaul a mechanikai fesziiltségnek a hatasara [98].3

Mivel a topologia nem tud folytonosan meg-

ky, [ um™] valtozni, a Lifshitz-atalakulés soran anoma-
300+ lidk jelennek meg minden mérheté mennyi-
ségben. Vegylik észre, hogy az 10j Dirac-
200; csicsok most a kvadratikus kupolak he-
] 00:* lyett Gjra linearis kipok, amik zérus tome-

[ gl Dirac-részecskéket frnak le, hasonléan az

0 ERG-ben tapasztaltakhoz. Megfigyelhetd to-
vabba a 3.4. abrdkon az is, hogy mig u
_100; valos része k,-ra szimmetrikus modon, k,
_ 200:, mentén nyujtja meg az ekvienergias gorbé-
: ket, u képzetes része k,-ban aszimmetrikus

— _200 _]00 ‘ 0 ‘ ]00 200 300 kv, diszperziohoz vezet. Ez a tovabbi deforma-

ci6 is hatassal van a Dirac-pontok szamé-
ra. A bal als6 abratol jobbra haladva latha-

t0, amint v = 3 meV-nal harom Dirac-pont

3.3. abra. Energiakontirok a K pont, és a to-
vabbi harom Dirac-pont koriil, meV-ban mérve. A
késsbbiekben, 80 és 10 meV-tal fogunk szamolni €8gy€ olvad, és igy végil a négy helyett
az dtmenet két oldalan, a konturok gorbiiletval- Re(u) > 3 meV esetén mér csak kettd ma-
tasa pedig el6szor 42 meV-nél torténik meg (lasd rad. A bal alsé abratol u képzetes tengelyén
a 3.11. abrat). 1 meV-nal kévetkezik be a Lifshitz- felfele indulva u = 3¢ meV-nal pedig azt lat-
atalakulas, vagyis a diszperzios gorbe topologikus hatjuk, amint a két Dirac-pont mellett, a
transzformacioja, mikor is tobb kiilonallo konttr- 1451k kettst felvaltd lokalis minimum tiinik
ra szakad szét. el éppen, és Im(u) > 3i meV esetén mar szin-
tén csak két Dirac-pontunk lesz. A kozépss
abran, u = 3 + 3¢ meV-nal, a két Dirac-pont mellett még talalunk egy lokélis minimumot is.
Altalanossagban elmondhato, hogy ketts, vagy négy Dirac-pontunk van, és az elébbi esetben
még lehet egy lokalis minimumunk. A Dirac-pontok szaméanak alakulasarol az u komplex
sikjan, pontos analizis taldlhato David és tarsai [100], illetve Mucha-Kruczynski és tarsai
cikkében [98]. A fokuszpont helyzetének u-fiiggése kapesan a 3.14. dbranal tériink meég vissza

erre a kérdésre.

3 Mivel a Lifshitz-atmenethez tartozoé elektronstirtiség muvs-tél fiigg, az e-e kdlcsénhatis miatt az nem
renormalizdlodik, viszont az Atmenet energiaja, ami mv3 /2, 1 meV-r6l 0.9 meV-ra csokken [99].
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u =0 +6i mel” u =3 +6i mel” u =6 +6i mel’

7100..—100

u =0 +3imel’

ky
[pom™]
0

7100,.—100

—100
10

E [mel] 5

3.4. dbra. Diszperzios relacio KRG-ben, kiilonb6z6 u paraméterek mellett.
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3.2. Atmeneti valoszintiség potenciallépcsén azonos savba

és savvaltassal

Tekintve a 3.2. dbran bemutatott rendszert, és figyelembe véve a 3.4. dbra deformalt
diszperzios gorbéit, felvazolhatjuk az elektronok klasszikus palyajat, és ezt, a 3.5. abran,
a reciprok és a valdos tér egymaésra illesztésével tehetjiik szemléletessé. Induljunk ki az S
forrasban keltett, szaggatott kék nyillal jelolt hullamszamvektoru elektronallapotbol! Miu-
tan a csoportsebessége az F(k) fliggvény gradiense, klasszikus palyaja (folytonos kék nyil)
merGleges lesz az ekvienergids kontirra az adott k térbeli pontban, és dltalaban nem lesz pér-
huzamos magéval a k; vektorral! Az y tengelynél 1évé atmenetnél, csak azonos k, vetiilettel
rendelkezd hullamszamvektoru allapotokba szorodhat, melyeket zold (transzmittalt) és piros
(visszavert) szaggatott nyilak jelolnek a megfelel6 konttrokon. Nyilvan mindkét esetben, a
trajektoria folytatasa is merdleges lesz az energiakontirokra. Vegyiik észre, hogy a 3.5. abra
esetében, az eredetileg ¢; > 0 pozitiv beesési szoggel érkezd elektron egy ¢y < 0 negativ szog

alatt folytatja utjat, hacsak vissza nem verddik ¢, irdnyba, ami nem valészind, tekintve a

kozel 1 valoszintséggel bekovetkezd eléreszorast (lasd késébb a 3.7. abrakat)!

3.5. abra. Diszperzios relacio a K’ pont koriil, és sugarmenetek a valos térben: szaggatott nyilak
jelolik a reciprok térbeli vektorokat, és folytonos vonalak az elektronok egy lehetséges klasszikus
palyajat. A diszperzios gorbék a (3.4) Osszefiiggésnek tesznek eleget: a bal oldalon E; = 80 meV
(csak részben abrazolva), a jobb oldalon F; = 10 meV, és w = 0.

A 3.6. abrékon van feltiintetve a valos és a reciprok térben az Gsszes megvalosuld elek-
tronatmenet harom paraméterhalmaz mellett. A 3.6(a) abran, a K’ pont kornyezete felel
meg a 3.5. Abrdn bemutatott esetnek. Lathato, hogy az energiakonturok gorbiiletvaltasa mi-
att, a K’ pont koriil keltett, eredetileg divergalo allapotok az atmenet tiloldalan Gsszetarto
allapotokba szorodnak, és igy a sugarmenetek egy jol meghatarozott fokuszpontban talal-
koznak. Ezzel szemben, a K pont koriili allapotok ersen divergalnak az x > 0 félsikon, igy
nem jelentds a jarulékuk a teljes megtalalasi valoszintiséghez. A 3.6(b) dbra az v = 6i meV
esetet mutatja. Az aszimmetrikusan deformalodott diszperzié miatt, a K’ koriili allapotok

altal alkotott fokuszpont tovabbra is jol felismerhets, de az elsé siknegyedbe cstiszik fel.
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(c) Vezetési savbol a valenciasavba torténd szoras u = 0 meV-nal.

3.6. abra. A potenciallépcsén szorodo elektronallapotok a k térben, és a megfelel§ sugarmenetek a
valos térben. Kék nyilak jelolik a forrasban adott hullaimszammal keltett allapotok csoportsebessé-
gének iranyat, illetve a kozéps6 abrakon az ilyen allapota elektronok klasszikus palyajat. A befuto
allapotok az azonos k, koordinataju transzmittéalt (z6ld), illetve reflektéalt (piros) allapotokba szo-
rodhatnak. Csak azok az allapotok vannak itt feltiintetve, amelyekhez tartozik transzmittalt allapot,
vagyis nem szenvednek teljes visszaverédést (T' > 0).

A 3.6(c) abran lathato, hogy savvaltasnal, a K’ koriili elektronok még erésebben fokusza-
lodnak, és tobbé-kevésbé két nyalab mentén tavolodnak az origo6tol. A probléma csupan az,
hogy savvaltas esetén az athaladési valdszintliség nagyon alacsony, amint az leolvashatd a
késébb bemutatott 3.7. dbrakrol.

Vizsgéljuk meg az elektronok atjutasi valoszintségét az x = 0-nal 1évé potenciallépesén a
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kezdeti hullamszamvektor ¢; iranyszogének fiiggvényében!* Ehhez elgbb ki kell szamolnunk

az x iranyd aramoperatort a (3.1) Hamilton-operatorral megadott rendszerben:

) e e 0 exp(2iw)p_ 0 exp(—iw
jx:%[%%mﬂ:__( p(2iw)p >+< p( >>'

m \ exp(—2iw)ps 0 exp(iw) 0
(3.7)
Ennek az operatornak képezziik a varhato értékét a (3.2) sajatallapotban:

k3 cos(p) — 3k*vs cos(2¢ — 3w) + 2kv3 cos(p) — 2kRe (ue'®=2)) + 2v3Re (ue™)
|k2 — 2e3ile—wlyzk — 2e2i(P—w)y| ’
(3.8)

ahol méar éltiink a h = 1, m = 1 és e = 1 behelyettesitésekkel is. Ha (3.8)-ban v helyére

a beesd sikhullamot helyettesitjiik, akkor megkapjuk az &tmenethez szallitott aramot, ha

(ljelip) =7

pedig a bejovs hullamhoz a hatarfeltételeknek megfelelGen illesztett transzmittalt elektronok
hullaméaval szamolunk, akkor megkapjuk az atmenettsl, az x — +oo-be szallitott elektromos
aramot. Ezek hanyadosa adja meg a T'(y;) transzmisszios egyiitthatot. Az R(y;) reflexios
egyltthato is hasonldéan szamolhat6 ki a visszavert elektronok hullamfiiggvényével. Mivel az
evaneszcens hullamok nem szallitanak aramot, T'(¢;) + R(¢;) = 1 mindig teljesiil.?

A 3.7. abrakon lathato a transzmisszios egyiitthato iranyfiiggése: bal oldalon a savvaltas-
sal jaro, warping nélkiil mindig negativ torésmutatoji esetek gorbéi lathatok, jobb oldalon
pedig az azonos savbeli atmenetekhez tartozo gérbék vannak, melyekre v elhanyagolasa mel-
lett mindig pozitiv a torésmutatd. Savvaltas esetén, a warping tag jelentGsen megnoveli T'
maximalis értékét, de a maximumhely alig modosul. Az (xg,yo) koordinata-rendszer (z,y)-
hoz képesti w = m-vel valo elforgatdsa a Hamilton-operatorban megfelel £ elGjelvaltasanak,
és egy béaziscserével egyiitt, ez ekvivalens K-rol a K’ Dirac-pontra valé attérésnek. A ba-
ziscserének viszont csak formalis jelentGsége van, ezért a szaggatott és a pontozott gérbéket
gondolatban hozzatarsithatjuk a K és K’ pontokhoz. Lathato, hogy elegendGen nagy ; szo-
geknél, a K pont jaruléka mindig a legnagyobb, és jelentds valoszintséggel transzmittalodnak
elektronok ¢; > 7/2-nél is, ha |n.| > 1. Ez nyilvan annak tudhato be, hogy a deformélt disz-
perzids gorbe normalisa még az atmenettsl ellentétes iranyba mutatd hullamszamvektorok
egy részénél is az atmenet felé mutat. Ez utobbi allitas igaznak bizonyul n, > 0-ra is (lasd
a (b) abréakat). Nagyon fontos hangsilyozni, hogy savon beliili szorodas esetén T kozel 1,

4 Az ERG-ben és KRG-ben warping nélkiil kapott eredményeknek az dsszehasonlitasa az 1.4. fejezetben
talalhato.

5w speciélis értékeinél, és kiilondsen az 1 meV koriili, és az alatti energiakon bonyolédik a helyzet, hi-
szen az erésen torzult, esetleg tobb részre szakadd diszperzios gorbe, egy csillapodd hullam helyett, egy
ujabb propagéld megoldast eredményezhet, ami mar szallit aramot! Ennek a targyalasa elvi nehézség-
gel nem jar, de az tjabb transzmisszios és/vagy reflexios csatorna megnyilasaval modosul az egyenlet:
Ty + T5 + Ry + Re = 1. Erre itt részleteiben nem tériink ki, és a kés6bbiekben végigszamolt példakban
is mindig igaz lesz, hogy az atmenet mindkét oldalan, mindig csak egy, Gsszefiiggs energiakontarunk

van. Ez ugyanakkor mindig, minden iranyban csak egy propagal6 és egy csillapodé megoldast is jelent,
csupén egyetlen kivétellel, a 3.15. abra esetében, w = 30 °-nal.
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3.7. abra. A transzmisszios egyiitthato o; fliggvényében KRG-ben, E; = 80 meV és kiilonbozd
Ey energidk esetén. By = —n2E; n. < 0-nél (a), illetve By, = n2E; n. > 0-nal (b), ahol n,
a szogfiiggetlen torésmutaté a wvs-at elhanyagold esetben: v.6. a folytonos gorbéket itt, és az 1.3.
abrakon! A szaggatott és a pontozott gorbék v figyelembevételével, azonos (Ej, Fy) értékpar mellett
lettek kiszadmolva, rendre a K, illetve a K’ nemekvivalens volgyekbdl érkezé elektronokra, mikor a
torésmutato o fiiggvénye (lasd a 3.8. abrakat). Mindegyik esetben u = 0 meV.

szinte minden ;-re, azonban savvaltas esetén T' maximélis értéke is joval kisebb egynél, az

optikai tengelyhez kizeli elektronokra pedig el is ttinik: T(¢; — 0) — 016

6 Park és munkatarsai ravilagitottak, hogy kapuzassal megfelelsen megvalasztott energiaréssel, mégis
lehetséges az dtmenet merdleges beesés esetén is [101].
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3.8. abra. A torésmutatd ; fliggvényében KRG-ben, E; = 80 meV és kiilonbozs F; energiak
esetén. By = —n’E; n. < 0-nél (a), illetve By = n?E; n. > 0-nal (b), ahol n. a szogfiiggetlen
torésmutatod a vs-at elhanyagolo esetben (folytonos vonal). A szaggatott és a pontozott gorbék wvs
figyelembevételével, azonos (Ei, E;) értékpar mellett lettek kiszdmolva, rendre a K, illetve a K’
nemekvivalens volgyekbdl érkezé elektronokra. Mindegyik esetben u = 0 meV.
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Ezidaig torésmutatorol csak izotrop rendszerek kapesan beszéltiink. Az ebben a fejezet-
ben vizsgalt anizotrop rendszerben azonban tdjra kell gondolnunk a torésmutaté fogalmat!
A hagyomaéanyos definici6 értelmében, ez a mennyiség a rendszerben terjedé hullam fazisa-
ban jelenik meg szorzofaktorként, amibdl konnyen levezethets két eltérd optikai strtiségt
kozeg relativ torésmutatoja (lasd az 1.4. alfejezetet): sin(p;)/sin(py), ahol ¢; a beérkezd,
és ¢ az atmeneten megtort nyaldbok iranyszoge. Automatikusan felmeriil a kérdés, hogy
egy anizotrop kozegben mit tekintiink egy nyalab iranyszogének, hiszen a hullamszamvek-
tor és a csoportsebesség vektora ekkor altalaban mar nem parhuzamosak. A hagyomaéanyos
definiciot kovets levezetés tovabbra is a k vektorok irdanyszogéhez vezet, azonban egy al-
ternativ definici6 gyakorlati szempontbol egy sokkal hasznosabb fogalmat ad a (relativ) t6-
résmutatora, és ezért az egész fejezetben, torésmutatod alatt az aldabbi mennyiséget értjik:
n(ei) = sin(i(¢i))/ sin(dg(pi)). Itt @5 és ¢y a beérkezs, és az dtmeneten megtort nyalabok
csoportsebességének iranya, vagyis részecskeképben az elektronok trajektoriajanak iranyszo-
ge, ami kozvetlen geometriai jelentése miatt, egy sokkal hasznalhatobb fogalom, mint a ¢
és g szogekkel definialt torésmutato. Igaz ugyan, hogy ez az n méar semmit nem arul el az
atmenet két oldalan terjedd elektronok relativ hullamszamarol. A fenti jel6lésnek megfelelGen
tehét, a ¢; és ¢ szogeket ¢; fliggvényeinek tekintjiik, amitsl n is fiiggni fog. Természetesen
az anizotropiat okozo6 wvs eltiinésével, ¢; és ¢, folytonosan dtmennek a ¢; és ¢y szogekbe, és
igy n-re is visszakapjuk a konvencionélis definiciot.”

A 3.7. abrakat azokkal az n. torésmutatokkal cimkéztiik fel, amik az adott energiakon,
vz = 0 esetén frnak le az elektronnyalabok torését, azok ¢; haladasi iranyatol fiiggetlentil.
A fentiek értelmében azonban, az n torésmutatod vy véges értéke miatt most fliggvénye ;-
nek, és eltér n. konstans értékétél. A 3.6. abrakra tekintve ez konnyen belathato, ahol a
torésmutatd szemléletesen az egymasnak megfelel6 kék és zold nyilak y komponenseinek
hanyadosaként jelenik meg, ami nyilvan kiilonb6z6 érték minden nyilparra. A 3.8. dbrakon
lathato a torésmutatd szogfliggése, ahol a szamolast ugyanazokon az (FE;, E;) energidkon
végeztiik el, amiken a 3.7. grafikonok fliggvényeit értékeltiik ki. A konstans egyenesek azt
mutatjak, hogy a gylrs hatas (warping) nélkiili n. torésmutaté fiiggetlen a beesési szogtdl,
amint azt mar megtanulhattuk az 1.4. fejezetbsl. A szaggatott és pontozott gorbék pedig
a torésmutato kiilonboz6 K pontokbol érkezd elektronokra vonatkozo eltérd szogfiiggésére
vilagit ra. Az n. = l-es abra teljes trivialitasaval szemben elsé pillantasra meglepd lehet,
hogy n = —1-nél viszont jelentGsen megvaltozik a kép: hiaba szérédnak az elektronok a
valenciasav szimmetrikus energiakontirjara, ha az ellentétes elGjeld gradiens miatt a kontur
atellenes sarkaban 1évs allapotokat toltik be, ahol mar teljesen més iranyt a gérbe normélisa!

Mintha a 3.6(c) abran, a kék allapotok, ugyanazon a konturon, a pirosakba szorédnanak
Az 1.4. fejezetben targyalt negativ torésmutatd esete csak annyiban hasonlit a mostani helyzethez,
hogy bar lyukallapotban akkor parhuzamos volt a csoportsebesség és a fazissebesség vektora, de el-

lentétes iranyitottsaga. Ez viszont az energia k térbeli gradiensének ellentétes iranyaval, és kozvetve
az ellentétes helicitassal magyardzhato, teljesen fiiggetleniil az egyébként izotrop energiakonttroktol.

82



3.2. ATMENETI VALOSZINUSEG POTENCIALLEPCSON AZONOS SAVBA ES SAVVALTASSAL 83

(feltéve, hogy azok most a +x irdnyba terjednek)! A 3.8. abrakon, ahol n-nek szakadasa
van, ott a véges szog alatt érkezd elektron egy, az x tengellyel parhuzamosan propagald
allapotba szorodik. Ilyenkor, a két szakadas kozott, a torésmutatod elGjele eltér a warping
nélkiiliétsl, ami az ekvienergias kontur negativ gorbiiletére utal. A kovetkezs fejezetben,
gondosan megvalasztott paraméterek mellett, ezt a negativ gorbiiletet fogjuk kihasznalni
annak demonstralasédra, hogy savon beliili széras esetén is lehetséges az elektronnyalabok
fokuszalasa az atmenet forrassal atellenes oldalan!

Vegyiik észre azonban, hogy a sik potencialugras savon beliili fokuszalé hatasaért tulaj-
donképpen nem a negativ torésmutato, hanem kozvetleniil az energiakontirok konkav-konvex

geometridja a felelgs (lasd a 3.9. abrat)! Megmutathato, hogy egy pontforrasbol, a diszper-
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(a) Hullamszamvektorok a k térben, és (b) Az n torésmutato (fekete), és a gorbiiletek ha-
a megfelel sugarmenetek a valos tér- nyadosa (piros) a beesési szog fiiggvényében, az (a)
ben, az dtmenet két oldalén. abran lathaté nyalabok altal definidlt intervallu-
mokban.

3.9. abra. A fokuszalasnak csak az optikai tengely kornyékén feltétele a negativ torésmutato, alta-
lanos esetben a gorbiiletek negativ hanyadosa a meghatéarozo.

zi6s kontir egy sziik k térbeli tartomanyaba szétsugéarzott elektronok akkor, és csak akkor
fokuszalodnak az dtmenet tiloldalan, ha a két diszperzios gorbe egymasnak megfeleltethetd,
a beérkez6 és a megtort nyalabok altal kijelolt pontjaiban, a gorbiiletek elGjele kiilonbozik.
Amennyiben ez igaz az optikai tengellyel kézel parhuzamos, vagyis az atmenetre merslegesen
érkezé elektronok hullamszamvektorara is, akkor az eltérd elGjeli gorbiiletek ugyanakkor egy
negativ torésmutatot eredményeznek, ami tehat csak ekkor sziikséges feltétel, de mar nem az,
ha eltavolodunk az optikai tengely iranyatol. Ha a diszperzios gorbék, legalabbis lokélisan,
szimmetrikusak az optikai tengely irdnyara (ami igaz lesz valos értéki u esetén az x tengely

mentén érkezs és transzmittalt elektronokra), akkor az n(y;) = sin(¢i(¢i))/ sin(p(p;)) de-

83



84 3. FEJEZET. ANIZOTROP DISZPERZIO KETRETEGU GRAFENBAN

finici6 a 0/0 eredményre vezet. Ebben a specialis esetben, a fenti hanyadosnak a dp; — 0
limeszben vett hatarértéke kozvetleniil visszavezetheté az energiakonttirok gorbiiletének a
hanyadosara: n(g;) = ci(Ei, ¢1)/co(Er, @) [102], amit igazolni latszik a 3.9(b) abra is ¢; ~ 0
kornyékén. A kontirok k térbeli gorbiilete meghatarozhato az alabbi képlet segitségével [103]:

O,  Okyks Ok,
clkp ky) = (O, + 87 )22 det | Opn, OF Ok, | (Elksky)).
h, Ok O

x Yy

Megjegyezziik, hogy amennyiben a (3.1) Hamilton-operator diagonéalis elemeiben véges,
de az altalunk vizsgalt jelenségek energiajanal joval kisebb értékkel megjelenne a két grafénsik
kozotti potencialkiilonbség, a fenti gondolatmenetbdl valtozatlanul levezethetd a fokuszalas.
Bar a diszperzios gorbék alakja moédosulna kissé, az éppugy bekovetkezs gorbiiletvaltas miatt
mindségileg ugyanazzal a jelenséggel volna dolgunk. Az elektrosztatikus aszimmetria csak a
vele Gsszemérhets energiaig modositja jelentGsen a diszperzios feliiletet, egy energiarést nyitva
a Dirac-kupok helyén [42].

Mielstt attérnénk az elektronnyalabok felosszegzésére, vizsgaljuk még meg az atjutési
valoszintiség v komplex paramétertsl vald fiiggését is, amit a 3.10. abrakon lathatunk! A
legfontosabb észrevétel, hogy mig u valos részének varidlasa megérzi a transzmisszié szim-
metriajat g;-re nézve, a komplex rész véges értéke megbontja ezt, de oly moédon, hogy mégis
teljesiil egy tagabb értelemben vett szimmetria: T,(¢;) = T+ (—¢;). Természetesen ez az
aszimmetria felismerhets lesz a teljes megtalalési valoszintiség mintazatdban a 3.13. abra-

kon, de mar a 3.6(b) abra sugarmeneteiben is.

3.3. Az elektronsugarak szemiklasszikus felosszegzése

Az el6z6 fejezetben megvizsgaltuk a Schrodinger-egyenlet sikhullam alaki megoldasainak
terjedését és a potenciallépcsén vald atjutasat. A 3.2. abran lathaté rendszerben kialakulo
stacionarius allapot megtalalasahoz azonban hianyzik még egy 1épés: célunk a pontforréas-
bol szétsugarzo elektronok megtalalési valoszintiségének lefrasa, vagyis az egyes nyalabok
jarulékanak koherens felosszegzése. Az 1. fejezetben egy relative egyszert problémaval szem-
besiiltliink, hiszen a beérkezé részecskék sikhullama &altal az atmeneten beliil keltett hul-
lamfliggvény egy tobbnyire gyorsan konvergald végtelen Osszeg formajaban felirhato volt.
Ezuttal bonyolodik a feladat, mégpedig tobb okbol: bar megtakaritjuk a hengerhullamokra
valo Osszegzést a sikditmenetnek koszonhetSen, a kozelébe helyezett pontforras miatt integ-
ralnunk kell a kiilonb6z6 iranyokba indulé nyalabokra. Ezt tovabb komplikilja az anizotrop
diszperziés relacio, ami miatt a £ térben is integralnunk kellene a 3.6. abrék konturjai men-

tén. Mindez tehat két integralast jelent: egyszer az S forréast, és az atmenet tiloldalan 1évé
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3.10. abra. A T'(¢p;) transzmisszios egylitthato u valos és képzetes részétol valo fiiggése a K’ koriili
elektronokra. Lathato, hogy a valés rész varidlasa nem bontja meg a szimmetriat ¢i-ben, a képzetes
rész véges értéke azonban igen. A kék gorbe azonos a két abran, és F; = 80 meV és Ey = 10 meV.

P pontot 6sszekotd tortvonal kozbiils6 T pontjaira az y tengelyen, és masszor, egy adott
Sﬁ sugarmenet mellett, az 6sszes k hullamszamra a forras E energidjan. Ez utobbi integ-
ralt azonban a stacionarius fazisok modszerével kozelithetjiik: értheté modon, adott Sﬁ
sugarmenet mellett, azok a k hullamszamok fogjak erdsiteni egymast az interferenciaban,
amelyeknél a diszperzios gorbe normalisa, vagyis a csoportsebesség, az 57 iranyba mutat.
Vegyiik észre, hogy itt tulajdonképpen tjra egy szép alkalmazasara talaltunk ugyanannak
a szemiklasszikus moédszernek, amit a katasztrofaoptikabol vezettiink le a 2. fejezetben! A
kiilonbség csupéan az, hogy most (2.18) exponencialisiban szerepld fazisfaktorban a tértvo-
nal helyvektorainak, és a fenti feltételnek eleget tevs k vektoroknak a skalaris szorzata fog

szerepelni:

exp (z (Xo + 5Tk, g+ ﬁkd,)) , (3.9)

ahol xo egy kezdeti fazis. Itt a k 6|57 hullamszamvektort tehat a csoportsebesség iranyéra

kirott feltétel hatarozza meg, kg4, -t pedig a bejové nyalab ismeretében, egyszertien a hatér-
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feltételek. Ugyanez jelenik meg a 3.5. abran, a (yp; — ¢;) szoget bezaro vektorokkal a bal
oldalon, és a (¢, — ¢y) szoget bezard vektorokkal a jobb oldalon. Izotrop esetben, az optikai
uthosszban szereplé vektorok természetesen parhuzamosak, ezért tobbnyire csak a hosszuk

szerepel a képletekben.

Altalanosan, az energiakontur alakjanak fiiggvényében, egynél tébb k 57 ¢s hozzé tar-

tozo kg, vektorpar is létezhet, ilyenkor ezeket kiilon sugarként kell felésszglg”ezni, hiszen mas
fazisfaktor, és mas amplitudo is tartozik hozzajuk. Elfordulhat persze az is, hogy egy nyalab
teljes visszaverddést szenved, ha a beérkezé elektron hullaimszaméanak y komponense abszo-
lat értékben nagyobb, mint a jobb oldali diszperziés kontur megfelels iranya kiterjedése,
ilyenkor ezek az elektronok csak a bal oldalon adnak jarulékot a hullamfiiggvényhez. Egy
masik specidlis esetben, az esetlegesen tobb részre szakadd diszperzios gorbe egy masodik
transzmittalt, és/vagy egy masodik visszavert megoldast eredményez a csillapodé hullamok
helyett. Miutan ezek is szallitanak dramot, figyelembe kell 6ket venni a teljes hullamfiiggvény
koherens felGsszegzésénél.

A xo kezdeti fazisnak mindezidaig nem volt jelent&sége, hiszen egyetlen sikhullam irta le
a bejove részecskéket, aminek a fazisa egy nem mérhetd, irrelevins mennyiség. Most azon-
ban egymaéssal interferalé nyalabokrol beszéliink, amelyek relativ fazisa megjelenik a mérhetd
mennyiségekben! yo megvalasztasa latszolag onkényes, azonban mint latni fogjuk az A fiigge-
lékben, a rendszer szimmetridjaval bir6 sajatfiiggvények automatikusan megoldjak a relativ
fazis kérdését, és o kiesik az egyenletekbdl.

Mostmar minden rendelkezésiinkre &ll ahhoz, hogy feltételezve egy pg-ban homogén in-
tenzitassal sugarzo forrast, (2.18)-nak megfelelGen felosszegezziik a 3.6. abrak elektronnya-
labjainak a(¢;) exp (z <S7 k a5 T ﬁk¢t)) jarulékat a 3.2. elrendezés dtmenetének jobb
oldalara. Az a(¢;) spinoramplitudokat az (1.11) hataratfeltételek szabjak meg, azzal a for-
maélis kiilonbséggel, hogy most egy y tengelyre esé potenciallépcesén kell illeszteni a hulldm-
fliggvényt, és az x irdnyu derivaltjat. A befutdé hullam mellett, egy-egy kifutd és egy-egy
csillapodoé hullamot, vagy a csillapodd hullamok helyett, esetleg masodik halad6 hullamokat
kell figyelembe venni. Az alkalmas energiak megtaldlasahoz, tekintsiik a 3.11. 4brat! Ahhoz,
hogy sévon beliili szorésnél is tapasztaljuk a sik potenciallépcss fokuszalod hatasat, sziikséges,
hogy ellenkezé elGjeld legyen a gorbiilete az energiakontiroknak az atmenet két oldalan. Ez a
helyzet all el6 példaul a 3.11. abran fekete pontokkal jelolt energidkon, ami megfelel a 3.6(a)
abran, a K’ pontnal, az x tengely mentén halad6 elektronoknak. Sziikséges tovabba az is,
hogy a beesési szog 0 koriili viszonylag széles tartomanyaban minél lassabban valtozzon az n
torésmutatd, hogy minél tobb elektron tériiljon el a fokuszpont minél kisebb kornyezetének
iranyaba. A 3.12. abréan lathato az imént kivalasztott paraméterek melletti n(y;) fliggvény,
melybdl kideriil, hogy n ~ —0.13 kornyékén van ¢; egy elegendGen széles intervalluméaban.
Ezen kritériumok alapjan, egy lehetséges valasztas az E; = 80 meV és U = 70 meV, miszerint

a transzmittalt elektronok energiaja E; = 10 meV lesz.
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3.11. abra. Az energiakontur gorbiilete ¢y = m-nél, kiilonbozé u paraméterek mellett. A fekete
pontok F = 10 meV-nal és 80 meV-nal vannak, a megfelel§ n(y;) fliggvény pedig a 3.12. abran. A
gorbiilet 42 meV-nal valt eljelet (lasd a 3.3. abrat is).
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3.12. abra. Torésmutatd ¢; fliggvényében E; = 80 meV és Ey = 10 meV mellett, a K’ pont koriil,
u = 0 meV-nal.

Mivel a K és K’ pontokban blokkdiagonalis az ezeket expliciten tartalmaz6é Hamilton-
operator, az ezen impulzustérbeli pontok kornyezetébdl érkezé elektronok jarulékat prakti-
kusan a megtalalasi valoszintiségben kell 6sszegezni, és nem a hullamfiiggvényben. Ezeken az
energidkon ugyanakkor altalanosan igaz, hogy ha w 7/3-nak t6bbszorose, akkor, legalabbis
az x tengelyhez kozel, csak az egyik K pont jaruléka lesz jelentGs, a mésiké pedig elhanya-
golhato. Ez sejthetd a 3.6. abrakra pillantva is, ahol a K pont erdsen széttarto elektronjai

elhanyagolhaté mértékben arnyaljak csak a képet.
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3.3.1. Az eredmények diszkusszi6ja

A fentiek szerint megéllapitott energidkon, mindkét K pont jarulékat osszegezve, a meg-
talalasi valoszintiségeket a 3.13. abrakon szemléltettiik. A 3.13(a) abran lathato az u = 0 meV
mellett szamolt hullamkép, ami a 3.6(a) dbran vazolt esetnek a szemiklasszikus kiértékelése.
A 3.13(b) és (c) abrakon lathatjuk, miként modositja u képzetes része a mintazatot: a rojtok
topologidja nem valtozik, s6t, gy tiinik, mintha a mintazat egy tobbé-kevésbé merev objek-
tumként forogna el egy képzeletbeli tengely koriil. Az u valos részének x irdnyban nyijtod és
Osszenyomo hatésa van, lasd a (d) és (e) abrakat! A két hatas szuperponalodik egy altalanos
u esetén, ami az (e) abran kévetheté nyomon.

Erdemes megvizsgalni a fokuszpont koordinatainak u-fiiggését. Ezzel kapcsolatban felme-
riill a kérdés, létezik-e fokuszpont minden esetben, illetve mit értiink egyaltalan fokuszpont
alatt? Szigort matematikai definicié helyett, itt egy konstruktiv meghatarozasat adjuk a fo-
kuszpontnak (lasd a 3.9. abrat): [1] adott u mellett, tekintsiik az n torésmutato ¢;-fliggését
azokra a sugarakra, amelyek az y tengelyt Im(u) el§jelének megfelels szaran érik el; [2] ha
ezen ¢; intervallumon beliil 1étezik egy olyan monoton névekvs szakasz n(¢;)-ben, amin beliil
valamely ¢ pontban n(¢f) = 1, akkor beszéliink fokuszpontrdl: ebben a pontban ugyan-
is a sugar egyenesen halad at az dtmeneten, mig a ¢; < ¢ alatt érkezd sugarak felfelé,
a ¢ > ¢ alatt érkez6 sugarak pedig lefelé tornek meg, vagyis az egyenesen haladd suga-
rat kozrefogva konvergalnak; [3] két ilyen, egyméshoz elegendGen kozeli sugarat kivalasztva,
meghatarozzuk azok metszéspontjat, amit az elkent fokusz atmenethez kozelebbi csticsaként
azonositunk. Ezen pontok helyzetének az u komplex paramétertsl valo fiiggését szemléltetjiik
a 3.14. abran.

A grafénracs mechanikai torzulasa és az u paraméter kozott az alabbi Osszefiiggés teremt
kapcsolatot [98]:
u=c(d — ") exp(—2i0), (3.10)

ahol ¢ a grafénrécs fizikai paramétereit tartalmazo valos konstans, 6 > &' az 3(9;d; + 9;d;)
deformécios tenzor fétengelyértékei, és 6 a fétengelyeknek az (zo,y0) tengelyekkel bezart
szoge. A deformécios tenzorban i és j az (xo,yo) koordinataindexek, és (d,,, dy,) az elmoz-
dulasvektor az atomok kiils6 ercktsl mentes egyensulyi helyzetétsl. A (3.10) kifejezésben
eltekintettiink a két grafénsik egyméshoz képesti elcstszasatol. Lathato, hogy ekkor u fazisa
—260-val lesz egyenls, ami egy kozvetlen kapcsolatot jelent a kiilsd fesziiltség geometridjaval.
Vegyiik észre, hogy ha a deformécios tenzor fGtengelyei illeszkednek a grafénracshoz rogzi-
tett (zo,yo) tengelyekre, vagyis 6 m/2-nek a tobbszorose, akkor u valos, kiilénben komplex,
és tisztan képzetes, ha mod (0, 7/2) = 7/4. Erdekes moédon, § = &' esetén u eltiinik. Ez
az izotrop erShatas tulajdonképpen egy hidrosztatikus deformacié, ami csak az elektronok
m effektiv tomegét, v-t és vsz-at modositja, de u-t nem. Mucha-Kruczynski és kollégai becs-

lései szerint, 1%-nyi deformécié az m, v és v mennyiségekben csupan néhany szazalékos
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0.0 s 10 15 2.0
x [um]

3.13. abra. Megtalalasi valoszintiség a jobb oldalon, E; = 80 meV és E;y = 10 meV mellett:

(a) u =0 meV (v.6. a 3.6(a) abraval), (b) u = 6i meV (v.6. a 3.6(b) abraval), (¢) v = —6i meV,
(d) u = —4 meV és (e) u = 2—2i meV. A forras 2.07um tavolsagra van az atmenettdl, az = tengelyen.
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3.14. abra. A K’ volgybeli elektronok fokuszanak (z,y) koordinatainak az u komplex paramétertsl
valo fiiggése E; = 80 meV, By = 10 meV és w = 0 esetén. Ebben a C = R? leképezésben, u komplex
sikja vetiil ra a fokuszpont cstcsanak valos sikjara a szovegben leirt megfeleltetés szerint. (V.6. a 3.10.
és a 3.13. abrakkal!) A kék gorbesereg adott u melletti fokuszpontok diszkrét racsara valo illesztés
eredménye. A vastag, z0ld gorbe altal hatarolt tartoméanyban négy Dirac-pont van, a piros és a
z0ld gorbék éltal kozrefogott tartomanyban két Dirac-pont és egy lokalis minimum, az ezeken kiviil
es6 tartoméanyban pedig két Dirac-pont van lokalis minimum nélkiill. A goérbék felrajzoldséhoz a
komplex u sik e hdrom tartomanyra torténd felosztasdbol indultunk ki, ami megtaldlhatd az alabbi
referencidkban: (98] és [100].

a valtozast eredményez [104|, ami énmagaban véve elhanyagolhaté mértékben modositja a
diffrakcios képet, viszont ugyanez a deformécio |u|-ben kb. 6 meV-nak felel meg [98]. A 3.14.
abra szerint, |u| &~ 6 meV mar nagy mértékben elcsusztatja a fokuszt, tehat a rendszer igen
érzékeny a mechanikai behatasokra. Ugyanakkor azt is elmondhatjuk, hogy az altalunk vizs-
galt tartomanyban, a mintézat topologikus értelemben nem valtozik meg, csupan képlékeny
modon deformélodik. Eszerint, a (3.10) képlet és a 3.14. abra segitségével, adott kiilsé fe-
sziiltség alkalmazasa esetén, meg tudjuk josolni, hogy hol lesz a fokusz. Persze ez visszafelé
is miikodik: ha egy mérés segitségével meghatarozzuk a fokusz helyét, kovetkeztethetiink a
grafénracsra hato erékre, ami egy lehetséges alkalmazasi teriilete lehet a jelenségnek! Ezek az

eredmények tovabba azért is fontosak, mert u mérésén keresztiil, kovetkeztetni tudunk a sav-
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sz 02

egy kisérletileg nehezen hozzaférheté mennyiség [105].

Tekintsiik a 3.15. 4brakat, melyeken a megtalalasi valoszintség lathaté a potenciallépcsé
és a grafénracs koordinata-rendszereinek relativ elforgatasanak, vagyis w-nak fliggvényében!
Jelen esetben csupan az u = 0 esetre szoritkozva, konnyen belathato, hogy a mintédzatnak 60
fokonként periodikusnak kell lennie, hiszen ekkor a két K pont felcserélésével ugyanazokhoz
a diszperzios gorbékhez jutunk. Ez a periodicitas nyomon kdévethets a 3.15. abrékon is, ahol a
lokalis maximumok firtje egyiitt forog a k térbeli ekvienergias gorbékkel. 30 foknél, a két K
ponthoz tartozo energiakontur a k, tengelyre szimmetrikus helyzetbe keriil, aminek megfelel
a megtalalasi valoszintiség mintézata is, két, x tengelyre szimmetrikus elhelyezkedésti, azonos
intenzitasu fiirttel. A 30 foktoél eltavolodva egyiknek, vagy a masiknak né meg az intenzitésa
aszerint, hogy melyik van kozelebb az x tengelyhez. Ezzel egyiitt, a nagyobb intenzitasu
fiirt masik oldalan is megjelenik egy harmadik fiirt még kisebb intenzitassal, ami azonban 0
foknal szimmetrikus helyzetbe keriil a masik oldalfiirttel. E kett6 megfelel a 3.6(a) abran, a
K pont koriili 10 meV-os konttron, a jobbra fel, és jobbra le mutaté nyilak két csoportjanak.
Az itt szembetiinGen megmutatkozo, K pontokra nézve szelektiv elektronszoras szintén egy
sokak altal vizsgalt, érdekes jelenség [106-109|. Ugyanakkor, az altalunk javasolt K -szelekcios
eljards egy gyakorlati szempontbol némileg relevansabb energiatartomanyban van, mint az
eV-os nagysagrendii potencidlugrassal dolgozo egyéb javaslatok [106-108|.

A 3.15. abrakon kékkel jelolt nyirt csiucskausztikdk (angolul sheared cusp caustic) egyen-
letét Hassler és munkatarsai is meghataroztak topologikus szigetelSk feliiletén tapasztalhato
hasonlo fokuszald hatasrol szolo irdasukban [102]. Amint lathato, a szemiklasszikus gorbe a
csues kozelében pontosan illeszkedik az eddigi eredményeinkre. Azonban, miutan a csicska-
usztikdk egyenlete a csticstol valo tavolsag egy sorfejtésébdl szarmazik (a levezetést lasd a B
fiiggelékben), csak egy véges konvergenciasugaron beliil lehet pontos, és emiatt nem illeszked-
nek a kék gorbék az abrazolt tartoméanyon kiviil. Természetesen, altalaban sem lehet elvéiras
a két teljesen fiiggetlen kausztika atlapoldodasa, hiszen amig n szogfiiggésének elsé néhany
hatvinya nem irja le pontosan a torésmutatot teljes szogtartomanyban, addig a cstcskausz-
tika szarai és az athajlaskausztikdk sem fognak atfedni, mivel ezeket teljesen mas szog alatt
megtort nyalabok alkotjak. Ettdl fiiggetleniil, tovabbra is fennall a strukturélis stabilitas,
vagyis egy adott fiirt topologiaja, a 3.15. dbrakon végigkivetheté modon, a kialakulasatol az

elhalvanyodasaig, invarians egy Aw 2> 120 °-os forgatasra.
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3.15. 4dbra. Megtalalasi valoszintiség a jobb oldalon, E; = 80 meV, F; = 10 meV, u = 0 meV és
w kiilonb6zd értékei mellett. A mintazat w-ban 60 fokonként periodikus. A cstucskausztikakat és a
mogottiik felismerhetd flirtszertd mintazatot mindig csupan az egyik, vagy a K, vagy a K’ volgybdl
szarmaz6 elektronok alkotjak. A ferde csticskausztikdkat burkold kék gorbékre a katasztrofaoptika
alapjan egyenlet vezethets le (lasd a B fiiggelékben). A forras 2.07um tévolsagra van az Atmenettdl,
az x tengelyen. Az Gsszes abrahoz ugyanaz a szinskala tartozik.
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Rovid osszefoglalasképpen, vegyiik sorra az ebben a fejezetben ismertetett elméleti ered-
ményeket és ezek kisérleti jelentGségét! A 3.2. abréan felvazolt rendszerben, alacsony energiaju,
K pont-szelektiv elektronszorast tanulméanyoztunk egy sik potenciallépcesén keresztiil. A (3.1)
Hamilton-operatorban az 1j, vs-mal ardnyos tag haromszoglettivé gytirte a diszperzios gorbé-
ket (3.3. abra), mialtal anizotroppé tette a kozeget, egyittal megkiilonboztette a Brillouin-
zona K és K' pontjait. Az elektronok ballisztikus terjedését szemiklasszikus eszkozokkel, az
elektronoptika keretein beliil vizsgaltuk. Megallapitottuk, hogy a részecskenyalabok terjedé-
se a potencidlugrason keresztiil leirhaté a Snellius—Descartes-torvénnyel, és egy esetenként
negativ torésmutatoval (3.12. dbra). A torésmutaté negativ értéke most azonban nem az 1.
fejezetben megismert részecske- és lyukallapotok eltérd helicitdsanak a kdvetkezménye, ha-
nem a meggytrt diszperzios konturok gorbiiletének az elGjelvaltasa miatt jelenik meg (3.9.
és 3.11. abrak). Ezt azért fontos hangsulyozni, mert ezéltal lehetévé valik az elektronok fo-
kuszalasa azonos savon beliil, egy sik potenciallépcsével (3.5. dbra), amin keresztiil kétréteg
grafénban is nagysagrendileg egységnyi valoszintséggel tudnak athaladni az elektronok egy
széles szogtartomanyban a merdleges beesés koriil (3.7. abra). A 2. fejezetben ismertetett
katasztrofaoptika szemiklasszikus modszerének egy szép alkalmazasara nyilt mod a pont-
forrasbol szétsugarzo, és az dtmeneten megtort elektronnyalabok jarulékainak felosszegzése
kapcsan (3.6. abra). Fontos eredménynek szamit a kiils6 mechanikai fesziiltségnek a fokusza-
16 jelenségre kifejtett hatasanak lefrasa (3.10. és 3.13. abréak), a (3.1) Hamilton-operatorban
megjelend, komplex u paraméteren keresztiil (3.1. abra). Mialtal a potenciallépcss egy kapu-
elektrodéval, a forras egy pontszert kontaktussal, az elektronok megtalélasi valdszintiségének
leképezése pedig egy STM ttivel kisérletileg is megoldhato, nem mutatkozik akadalya a je-
lenség egy olyan alkalmazéasanak, melyben a kiils6 er6k okozta deformaciora a fékuszpont
elmozdulasanak mértékébsl kovetkeztetiink (3.14. abra)! A kétrétegi grafén alacsony energi-
aju savszerkezetének topologiaja (3.4. abra), szimmetriaja, illetve a Dirac-pontok szama elvi
jelent@ségi kérdés, amire szintén kovetkeztetni lehet a fokuszpont poziciojabol (3.14. abra)!
Megvizsgaltuk tovabba a potencidlugras és a grafénracs a relativ elforgatdsanak hatasat is,
és a klasszikus intuicionak megfelelGen, a diffrakcios rojtok raccsal egyititt forgd sorozata-
ban, felismertiik a K- és K’-elektronok egymast felvaltva kovets fokuszpontjait (3.15. abra).
A katasztrofaoptika elveivel 6sszhangban, megallapitast nyert a diffrakciés kép strukturalis

stabilitasa is, a kiils§ paraméterek egy széles skaldjan.
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A. A hullamfiiggvény szimmetriai KRG-ben

A 3.3. alfejezetben felmeriilt a kérdés, hogy mi alapjan valaszthatjuk meg az elektro-
nok (3.9) kifejezéssel definialt y, relativ fazisat, amire a 3.6. dbrakon lathato, kiilonbozs
trajektoridk koherens felosszegzésekor van sziikségiink. Ebben a fiiggelékben, az elektronok
hullamfiiggvényeit igyeksziink hozzéaigazitani a KRG rendszer szimmetriaihoz, mialtal a yq
relativ faziskorrekciot voltaképpen beletranszformaljuk az elektronok sajatallapotaiba.

Amennyiben az atmenet elforgatasanak w szoge m-nek a tobbszordse, a grafénricsnak
szimmetridja az x tengely koriili 180 fokos forgatés, ami ekkor parhuzamos zy-val. E transz-
formécio praktikusan a p, operator elGjelvaltasanak felel meg a (3.1) Hamilton-operatorban,
ami, egyel6re u képzetes részétdl eltekintve, Hbp transzponaldsaval egyenértéki. A transz-
ponalt operatornak azonos sajatértékkel sajatallapota lesz az eredeti sajatallapot felcserélt
komponensekkel, ami tulajdonképpen a (4) egyenlet Hamilton-operatoraban a v, <> ¥4, és
14, < Vp, baziscseréknek felel meg, a 2 x 2-es bazisban pedig 14, <+ ¥ p,-nek.! Mivel tehat
az xo tengely korili elforgatas a k,, allapotot a k_,, allapotba viszi 4t, a baziscsere miatt
teljestilnie kell, hogy 94 (—pg) = 0,1(po), ahol o, a komponenseket felcserél Pauli-matrix,

J pedig egy komplex fazistolas. A spinorra nézve egy lehetséges probafiiggvény az

1
, (A1)
¥2(po)
ami a fenti feltételt, miszerint

§< 1 >:<%w@>7
Y2 (—0) 1

egy szogfiiggd Y(¢pp)-val tudna kielégiteni minden @g-ra. Bar végiil azonos eredményre jut-
nank, ugorjunk elére a gondolatmenetben, és olvasszuk bele ¥ szogfiiggését az (A.1) spinor-
ba!? Meritsiink 6tletet ehhez a warping nélkiili eset ismert megoldésbol, és (A.1) helyett

probalkozzunk inkabb az alabbi spinorral:

—je o
. , A2
< T1E"P0 > (A4.2)

ami egyrészt kielégiti a fenti feltételt, miszerint J1(—py) = 0,9 (pg) a konstans ¢ = —1

valasztassal, masrészt megvan az a szimmetriaja is, hogy 7¢* (o) = 0,9 (o). Probaljuk meg

I Nyilvan az elektron 1 hullamfiiggvénye felbonthato lesz egy spinorra, és egy, a terjedést leiré sikhullam
szorzatara. Bar tovabbra is i-vel jeloljiik, ezutan csak a spinorra tesziink allitasokat, tehat példaul
a (3.2) kifejezésre az origdban!

2 Latni fogjuk majd, hogy ez a beolvasztds felel meg annak, hogy megfeleléen szimmetrizalt sajatalla-
potoknal, xo azonosan nullanak vehetd.
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megtalalni a (3.1) Hamilton-operator egy olyan megoldasat, amiben a spinor tag mindezeket

a feltételeket teljesiti, tehat egyszerre igaz ré, hogy

V(—po) = 79" (po) = 021 (0) ! (A.3)

Mostmér lathatova valik, hogy mi motivalta a (3.2) ansatzban a spinor alakjat: amennyiben
ugyanis f-ra egy 1 abszolut értékd komplex szamot kapunk, akkor (A.3) masodik egyenlGsége
azonnal teljesiil. Szerencsére, a (3.3) kifejezés valoban mindig egy egységnyi komplex szam,
de vajon teljesiti-e (A.3) elsé egyenlGségét is? Tovabbra is feltételezve, hogy u valds, és

kihasznalva a szimmetridhoz sziikséges feltételt, miszerint w 7-nek tobbszorose (v € N):

k2 + (—=1)v+12kvgedie — 2ue2ie ’

O(w = v, u = Re(u)) = (_1)1,“1,61»@{/1@'2 (—=1)v*+12kvze39 — 2ue=2i¥

amiben a komplex konjugalas valoban megfelel ¢ és a teljes kifejezés egyideji elGjelvaltasa-
nak, tehat ugyancsak a ¢ = —7 valasztassal, a (3.2)-ben és (3.3)-ban definialt spinor valoban
teljesiti (A.3) minden feltételét. Kovetkezésképpen, ezzel a megoldéssal szamolva, nincs sziik-
ség tovabbi yq faziskorrekcidkra, a megoldas automatikusan tudja a rendszer szimmetriait,
és valés u és w = v esetén, az x tengelyre valoban szimmetrikus megtalalasi valoszintiséget
eredményez! Bar a Schrodinger-egyenlet megoldhatoé az (A.1) probafiiggvénnyel is, abban
az esetben vagy utdlag szimmetrizaljuk az elektronnyalabok fazisat yo-val, vagy egy, az x
tengelyre aszimmetrikus megoldast kapunk, ami egy speciélis, és jelen esetben alaptalan

feltételezést jelent az ismeretlen forrasra nézve.

Erdekes osszefiiggésekre derithetiink fényt a (3.3) kifejezéssel definialt 6 atalakitésaval.
Erre egyébként is sziikség van a szamszerd kiértékeléshez, a negyedik gyokvonés okozta ¢
hatvényaiban val6 hatarozatlansag miatt. A 0 fliggvényt tehat célszert az alabbi két alakban

felirni:

01 = iexp (i (¢ —w —arg (k¥ — 2e Sile=) oy — 22i(P~) u) /2)) és (A.4)
0y = exp (i (—(p—w)/2— arg (2kvs — e o) 2 4 9e=ilew) u) /2)), (A.5)

ahol az arg(-) fiiggvény teszi egyértelmiivé a szamolast, a komplex argumentumahoz hozza-
rendelve annak fazisat a (—m,7) intervallumban. u = 0 esetén, 0; és 0y fenti alakjainak a
kovetkezd elényei vannak: 0; folytonos fiiggvénye lesz oy = (p—w)-nak mikor k > 2v3, ha pe-
dig k < 2wvs, akkor 6, lesz folytonos fliggvénye pg-nak! u = 0 esetén ugyanis éppen a k = 2vs
sugaru koron helyezkednek el az oldals6 Dirac-pontok a k térben a K, illetve K’ pontok
koriil, amely kor egy természetes hatarat képezi a megfelels hullamfiiggvény po-fiiggésének,
és ahol persze 6, = 05. Vegyiik észre az (A.4) és (A.5) kifejezések fizikai jelentését! Amig

01-ben az exponens vezet$ tagja ¢o, addig f-ben ez a tag —po/2. Eszerint, ha a k = 2v;
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sugard koron kiviil jarjuk kérbe mind a négy Dirac-pontot, akkor megkapjuk a K pont kor-
nyezetének teljes Berry-fazisat, ami 27, viszont ha a koron beliil jarunk kérbe, akkor —27 /2,
vagyis —m a Berry-fazisa a legbelss, tehat az eredeti K pontnak [110]. Mivel a Berry-fazisok
Osszegének vissza kell adnia a teljes 27-t, és szimmetriaokokbol kifolydlag az oldalsé Dirac-
pontok Berry-fazisa egyenld, ezek értéke m-vel lesz azonos!® Természetesen a v3 = 0 és u = 0
speciélis esetben 0 ¢és 6y is Atmennek 7e?°-ba, ¢s visszakapjuk a warping nélkiili (A.2) meg-
oldast. Amint azt mér a 3.4. dbran is lattuk, u véges értékére a Dirac-pontok elmozdulnak,
illetve a négybdl ketté meg is sziinhet. A hullaimszam 2v3-hoz kozeli értékei esetén ez szaka-
déshoz vezethet mind 6;-ben, mind 6,-ben, ezért az elektronnyalabok felosszegzése el6tt le
kell ellendrizni, hogy nincs-e ugrés ¢ (y) fazisaban. Ez az ugras azonban csak 7 lehet, ahogy
01/6 is csak +1-gyel lehet egyenls, p-ben szakaszonként véaltakozo elGjellel. Ezt el is varjuk,
hiszen a spinorban egy § — +if ugras a mésik két Riemann-sik valamelyikére, egy ugrast
jelentene egy —F energiaja, ellentétes savbeli allapotba. Ezért az (Fi, Ey,w,u) bemeneti
paraméterek legszerencsétlenebb valasztasa esetén is az esetleges elGjelvaltasok 1(p)-ben or-
vosolhatoak egy —1-gyel valo szorzéassal az adott p-beli intervallumon. Megemlitjiik tovabbé,
hogy amennyiben Im(u) # 0, a (3.1) Hamilton-operatorra, és igy a sajatfiiggvényeire is csak

egy specialisabb szimmetria van érvényben:

(=0, u") = 79" (o, u) = 029(p0, u), (A.6)

ami Osszhangban van a 3.10. abraval is. A (3.5) és a (3.6) képletekkel megadott csillapo-
dé6 hullamok kissé eltérd szimmetridira most nem tériink ki. Ez kevésbé 1ényeges a szamo-
las szempontjabol is, hiszen a fazisuktol fiiggetleniil, a hatarfeltételek olyan egyiitthatokat
rendelnek hozzajuk, amelyekkel egyiitt mar rendelkeznek a megfelel§ szimmetriakkal. Végiil
megjegyezzilk még, hogy (A.3)-ban, illetve (A.6)-ban, ¥ = —7 csak a 6 = 0 valasztas mellett

igaz, 0y esetén ¥ = 7.

3 Az is megmutathaté példaul, hogy a véges vs és véges, de valés u mellett kialakulé mindkét ekvivalens
Dirac-pont Berry-fazisa = [99].
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B. A nyirt csticskausztikak egyenlete

A 3.3.1. alfejezetben mar szoéltunk arrol, hogy a fokuszpont feltétele egy olyan ¢* szog
alatt halado nyalab létezése, amely torés nélkiil halad &t az atmeneten, tehat ra nézve n = 1.
Ha zg-sel jeloljiik a forras dtmenettSl mért tavolsagat, akkor ez a nyalab a (0, zgtan(¢*))
pontban metszi az atmenetet. Illessziink ebben a pontban, mint origéban, erre az egyenes-
re, mint 7 tengelyre egy (z1,y;) derékszogi koordinata-rendszert! Az adott rendszerben
tehat ¢*-nak ¢f = 0 fog megfelelni, a forras pedig a (—w15,0) koordinataju pontban lesz,
ahol x15 = xg/ cos(¢*). Mivel azonban a kozelités ¢} = 0-nak egyébként is csak egy kis kor-
nyezetében érvényes, nem kovetiink el nagy hibat, ha x;g helyett zg-sel szamolunk. Az 4j
rendszerben ekkor ¢14(¢1;) lesz az a fiiggvény, ami a beérkez6 nyalab irdnyszogéhez rendeli a
megtort nyalab irdnyszogét. Ugyanilyen egyértelmi a tan(¢;) — tan(¢y,) hozzarendelés is,
amit az egyenesen halado6 nyaléb, vagyis 0 kis kornyezetében, kozeliteni lehet tan(¢q;) egy

harmadrendd hatvanysoraval:
tan(qﬁlt) ~ m tan(¢1i) + Mo tan(gbli)2 —+ msg tan(gbli)s.
Egy tetsz6leges nyaldb egyenlete pedig az d&tmenettdl jobbra:

Y1 = g tan(¢g;) + 1 tan(dy).

Az athajlaskausztikdk egyenletét a Oy, /0¢y; = 0 feltétel hatarozza meg, ami egy implicit
(1,91)(¢13) egyenletrendszerre vezet. Ennek els6 egyenletébdl, a dxy/0¢y; = 0 feltétel ad-
ja meg a kausztika cstucsanak irdanytangensét: tan(¢;) = —mso/(3mg). Eszerint, és a végiil
jogosnak bizonyuld 3myms > m3 feltételezéssel élve, a cstics koordinatai: (—xs/mq,0). A
csucs koriil, az (z1,y1)(¢n) egyenleteket o = tan(¢py;) + me/(3ms) harmadrendi sorfejtésé-
vel kozelitve kapunk a kausztikara egy még mindig implicit egyenletrendszert, de immér o
hatvanyaiban kifejtve: (x1,41)(0). Az elsé egyenletbdl p mar kifejezhetd, és a masodikba ezt

visszahelyettesitve megkapjuk a nyirt csucskausztikak explicit egyenletét [111]:

Yy + €e(zy + xs/my))? = (214 xs/my)* ahol (B.1)
27xgms . mime
= és €= )
4m 3ms

A (B.1) egyenletet visszatranszformalva az eredeti (x,y) koordinata-rendszerbe, megkapjuk
a 3.15. abrakon kékkel jelolt kausztikak egyenletét.
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Koszonetnyilvanitas

A dolgozatom megirdsahoz nyuajtott segitségért sok mindenkinek tartozom koszonettel.
Mindenekel6tt azonban témavezetémnek, Cserti Jozsefnek, akinek szakmai tamogatasaért,
lelkes biztatasaért és irdnymutatasaért vagyok halas. Két munkatarsamtol, Palyi Andrastol és
Oroszlany Laszlotol rengeteget tanultam, és munkdmhoz nytjtott gyakorlati hozzéjarulasuk
nélkiil még nagyon messze lennék a céltol. Halas vagyok tovabba Colin Lambertnek, egyrészt
a szakmai segitségért, masrészt pedig az elnézé tiirelméért, amivel idét biztositott szamomra
az irashoz. Megtisztel, hogy veliik dolgozhattam a kozosen szerzett cikkeinken, melyek szama,
remélem, gyorsan gyarapszik majd a jov6ben is. Nem maradhat ki a sorbdl Sir Michael
Berry sem, aki a katasztrofaoptika fogosabb kérdéseit levelezésiink sorén tette szamomra
vilagossa. Az elektron-elektron kolesonhatassal kapcsolatos tévhiteim eloszlatasa Téke Csaba
érdeme. Gillemot Katanak pedig azt a joindulata, de ugyanakkor igen Gszinte és lankadatlan
nyoméasgyakorlast koszonom, amivel talan valoban sikeriilt kicsit felgyorsitania az egyébként
meglehetdsen lassan késziil6 munkéat.

Kiilon koszonetet illeti tovabba a sziileimet, és a Hubat is, akik tiirelmiikkel és megérté-
siikkel tamogattak, és akik mindig fel tudnak viditani. Sokkal tobb mindenért tartozok Nekik
halaval, mint pusztan ez a dolgozat! Es végiil, de nem utolsé sorban koszonet a Krisztikének,
aki mindig bizott bennem, és egy helyen Rutherfordot idézve* gy nyilatkozott rélam, hogy

én nem szeretem a bélyeggytjtést.

*

,AIl science is either physics or stamp collecting.”
LA tudomaéany vagy fizika, vagy bélyeggytijtés.”
Ernest Rutherford
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Péterfalvi Csaba Géza
Szemiklasszikus elektronoptika grafén rendszerekben
A doktori értekezés Osszefoglaléasa

Doktori dolgozatomban egy- és kétrétegii grafénban, henger és sik geometriaji potenci-
allépcsskon vald rugalmas elektronszorast vizsgaltam kvantumosan, illetve szemiklasszikus
eszkozokkel.

Ballisztikus elektronok sikhullaménak egy hengerszimmetrikus potenciallépcsén vald szo-
rasi folyamatait vizsgalva, kiszamoltam a teljes hullamfiiggvényt mindkét tipust grafénban.
Az analitikus szamolas eredményét numerikusan kiértékeltem, és felismerve az analogiat a
rovid hullamhosszti hataresetben, a geometriai optika eszkozeivel irtam le a szoréopotencial
belsejében kialakuld gyujtogorbék alakjat. Az n-p atmenetek esetében, az elektronnyaldbok
torése és visszaverddése a Snellius—Descartes-torvénnyel, és negativ torésmutatoval volt lefr-
hato. A kausztikak geometriai optikaval pontosan megadhaté gorbéin til, a diffrakciés rojtok
gazdag részleteire csak a katasztrofaoptikan beliil talaltam magyarazatot. Ezért a kausztikak
kornyezetében, elGallitottam a hullamfiiggvényt egy szemiklasszikus integral forméajaban is,
amely integral eredetét, a katasztrofaoptikai bevezet&ben, el6zéleg tisztaztam. Az eredménye-
ket diszkutélva, részletesen kitértem az athajlas- és a csicskausztikik jellemzésére, illetve a
szoban forg6 grafén rendszerekben megvizsgaltam az elmélet altal josolt skalatorvények érvé-
nyességét is. Osszevetve az egzakt és a szemiklasszikus megoldast, altalaban véve jo egyezést
tapasztaltam.

Kiszamoltam a sikhullamjellegii dllapotok hullamfiiggvényét kétrétegii grafénban, egy ala-
csony energian pontosabb, a trigonalis gytiré hatast is figyelembe vevé Hamilton-operéatorral.
Az 1j, anizotrop rendszerben, ahol a Lifshitz-atmenet kornyékén az energiakontturok harmas
szimmetriadt mutatnak, egy n-n sikdtmenet altal létrehozott interferenciaképet vizsgaltam
az el6z6leg megismert, szemiklasszikus eszkozokkel. Kihasznalva az energiakontturok konkav
geometriajat, megmutattam, hogy jol megvalasztott energidkon, savon beliili szoéras esetén
is lehetséges a fokuszalas. Az energiakontirok gorbiiletének elGjelvaltasa miatt, a sitkdtmenet
egyik oldalan 1év6 pontforrasboél szétsugarzo elektronok a tiloldalon Gsszetarto sugarak men-
tén njra, egy jol definialt fokuszban talalkoznak. Meghataroztam az atmeneti valoszintiséget,
ami joval meghaladta az n-p atmeneteknél talalt értékeket, illetve ravildgitottam a jelenség
K pont-fiiggs természetére is. Megvizsgaltam tovabbé a kiils6 mechanikai fesziiltségnek, va-
lamint az dtmenet és a grafénréics relativ elforgatdsanak hatasat a diffrakcios képre, és azt
talaltam, hogy a diffrakciés mintazat elforoghat, folytonosan deforméloédhat, de a topologi-
aja nem sériil. Megmutattam, hogy a fokuszpont helyébdl a savszerkezet alacsony energiaju

topologidjara, és igy a Dirac-pontok szaméra is kovetkeztetni lehet.






Csaba Géza Péterfalvi
Semiclassical electron optics in graphene systems

Summary of the PhD thesis

In my PhD thesis, I studied elastic electron scattering in single and bilayer graphene
samples on circular and planar potential steps semiclassically and quantum mechanically.

In both types of graphene, I calculated the total wavefunction produced by a planewave
of ballistic electrons scattering on a circular potential step. I evaluated the results of the
analytical calculation numerically, and recognizing the analogy in the short wavelength limit,
I described the caustical curves inside the scattering region in terms of geometrical optics.
The refraction and reflection of the electron beams at the n-p junction could be explained by
the Snell-Descartes law with negative refractive index. Beyond the accurate equations for the
caustical curves obtained from geometrical optics, the rich details of the diffraction fringes
could be described only by the theory of catastrophe optics. Thus within the framework of
catastrophe optics, I derived a semiclassical integral representation of the wavefunction in
the proximity of the caustics, and I verified the applicability of this integral by comparing
it to the exact results obtained previously. In general, I found good agreement. During the
discussion of the results, I went into the detailed characterization of the cusp and fold type
caustics, and I also confirmed the scaling laws predicted by the semiclassical theory in the
graphene systems under consideration.

I calculated the wavefunction of planewave-like states in bilayer graphene using a low-
energy Hamilton operator also accounting for the trigonal warping effect. In the new, ani-
sotropic system, where the energy contours around the Lifshitz transition show threefold
symmetry, I studied an interference pattern produced by a flat n-n junction with the pre-
viously presented semiclassical tools. Taking advantage of the concave energy contours, I
demonstrated that at appropriate energies, focusing can also occur during intraband scat-
tering processes. Due to the sign change of the energy contours’ curvature, electrons from a
point source on one side of the flat junction can be scattered to converging states and eventu-
ally get focused on the other side of the junction. I determined the transmission probability,
which proved to be much higher than the corresponding values for the n-p junctions, and I
pointed out the valley selective nature of the scatting process in this electron optical system.
I also investigated the effect of external mechanical strain on the diffraction pattern, and that
of the rotation of the graphene lattice relative to the orientation of the junction. According
to my findings, the diffraction pattern can be rotated and continuously stretched, but its
topology remains the same. I demonstrated that from the position of the focal point, one can
extract indirect information about the number of Dirac points and the low-energy topology

of the band structure of bilayer graphene samples.
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