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Onso6z
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Oz

Bu arastirma projesinin temel amaci mekanik veya termal ylkleme altindaki mikro-
plaklarin analizi icin yeni ydéntemler ortaya koymaktir. Malzemelerin makro-6lgekte mekanik
analizini yapmakta kullanilan teoriler mikro-Olgekte gecerli degildir. Bunun nedeni uzunluk
Olcedi klcguldikce etkisi artis gbsteren boyut etkisidir. Mikro-6lgekli yapilarin analizi igin
gerinim gradayani elastisite teorisi ve modifiye edilmis kuvvet cifti gerilmesi teorisi gibi
yiksek dereceden surekli ortam teorileri geligtirilmistir. Teknik literatirde, mikro-plaklarin
yiksek dereceden surekli ortam teorileri ile modellenmesi Uzerine cesitli ¢alismalar
bulunmaktadir. Bu arastirmalarda hem fonksiyonel derecelendirilmis malzemelerden (FDM)
yapilmis mikro-plaklar hem de homojen mikro-plaklar analiz edilmigtir. Ancak, yapisal
mekanik ile ilgili bazi énemli problemler bu makalelerde incelenmemistir. ilgili calismalar
sadece mekanik ylkleme altindaki mikro-plaklar i¢in yapilmis; ve cevresel ve elektrik etkiler
gibi nedenlerle olusabilecek termal ylklemeler ele alinmamigtir. Ayrica, fonksiyonel
derecelendiriimis mikro-plaklar Uzerine yuUratilen ¢alismalarda, hacim oranlarindaki
degisimler nedeniyle uzaysal koordinatlarin fonksiyonlari olmasi gereken uzunluk Oolcegi
parametreleri sabit olarak kabul edilmistir. Bu arastirma projesinde, termal etkiler ve
FDM’lerin uzunluk oélgcegi parametrelerindeki degisimler gdéz 6nine alinarak yeni analiz
yontemleri gelistirilmistir.

Yeni yontemler gelistirilirken, o©ncelikle termal ylkleme altindaki uzunluk o&lgegi
parametreleri degisken fonksiyonel derecelendiriimis mikro-plaklar icin baglasik kismi
diferansiyel denklemler ve sinir kosullari turetilmistir. Bu formilasyonda ylksek dereceden
surekli ortam teorisi olarak gerinim gradyani elastisite teorisi kullaniimistir. Kirchhoff, Mindlin,
ve Uglncl dereceden plak teorileri olarak belirlenen G¢ farkli plak teorisi igcin sonug¢
Uretebilmek amaciyla, genel bir formilasyon yaklasimi ortaya konulmustur. Matematiksel
olarak, modifiye edilmig kuvvet cifti gerilmesi teorisi, gerinim gradyani elastisite teorisinin 6zel
bir halidir; dolayisiyla basitlestirme yoluyla modifiye edilmis kuvvet cifti gerilmesi teorisi igin
gecerli sonuclar da bulunabilmektedir. Benzer sekilde, homojen mikro-plaklar icin gegerli olan
sonuglar, FDM mikro-plaklar igin tiretilen formulasyon kullanilarak bulunabilmektedir. Sonug
itibariyle, gelistirilen formudlasyon olabilecek en genel formda yapilandiriimis ve egilme,
burkulma, ve serbest titresim gibi yapisal problemlerin ¢éziiminde kullaniimistir. Baglasik
denklemleri sayisal olarak c¢ozebilmek icin, diferansiyel kare yapma metodunu baz alan
sayisal algoritmalar hazirlanmistir. Bu algoritmalar MATLAB adli matematik yazilimina
entegre edilmigtir. Formulasyonun ve sayisal ¢6zUm tekniklerinin  gecerliliklerini
gOsterebilmek amaciyla 6zel durumlar igin gegerli olan ve literatirde bulunan sayisal
sonugclarla karsilastirmalar yapilmistir. Yarutilen detayl sayisal analizler araciligiyla, sicaklik

farki, uzunluk Olcegdi parametrelerindeki uzaysal degisimler, heterojenlik sabitleri, ve

Vi



geometrik parametrelerin, mikro-plaklarin statik deformasyonlari, burkulma yukleri, ve
serbest titresim dogal frekanslari Gzerlerindeki etkileri belirlenmistir.

Proje onerisinde tanimlanan bu galismalara ek olarak modifiye edilmis kuvvet cifti teorisi
kullanilarak halka seklinde ve dairesel FDM mikro-plaklar igin ve lokal olmayan elastisite
teorisi araciligi ile dikdértgen FDM nano-plaklar igin formilasyon ve sayisal ¢6zim
calismalari yapilmistir. Bu ¢alismalarla statik egilme ve serbest titresim davraniglari ile ilgili

ek sonuglar Uretilmigtir.

Anahtar Kelimeler: Mikro-plaklar, fonksiyonel derecelendiriimis malzemeler, egilme, serbest

titresimler, burkulma.
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Abstract

The main objective of this research project is to put forward new methods for the analysis
of micro-plates that are under the effect of mechanical or thermal loading. The theories
applicable for mechanical analysis of materials at the macro-scale are known not to be valid
for micro-scale structures. This fact stems from the so-called size effect, which plays an
increasingly important role on the mechanical behavior as the length scale gets smaller.
Higher order continuum theories are developed for the analysis of micro-scale structures,
among which we can mention strain gradient elasticity, and modified couple stress theory.
There are a number of studies in the technical literature on the analysis of micro-plates by
means of higher order continuum theories. Both micro-plates made of functionally graded
materials (FGMs) and homogeneous micro-plates are examined in these investigations.
However, certain important aspects of structural problems are not considered in these
articles. In all relevant studies in the literature, only micro-plates subjected to mechanical
loads are analyzed and the influence of thermal loading, which may arise as a result of
environmental or electrical effects, is ignored. Furthermore, in the analysis of functionally
graded micro-plates, the length scale parameters are assumed to be constants, which in
reality are functions of spatial coordinates due to smooth spatial variations of volume
fractions in functionally graded materials. Presented research is undertaken to be able to
develop new analysis methods that can take into account thermal effects and the spatial
variations in the length scale parameters of FGMs.

In the development of these new methods, first governing partial differential equations and
boundary conditions are derived for thermally-loaded functionally graded micro-plates, that
possess variable length scale parameters. As the higher order continuum theory, strain
gradient elasticity is employed in the derivations. A unified formulation is constructed to be
able to produce results for three different plate theories which are Kirchhoff, Mindlin, and
third-order plate theories. Mathematically, modified couple stress theory is a special case of
strain gradient elasticity thus results for modified couple stress theory can be computed
through simplification. Moreover, results pertaining to homogeneous micro-plates can be
found using the formulation derived for FGM micro-plates. Consequently, developed
formulation is in the most general form, and applicable in the solutions of structural problems
including bending, buckling, and free vibrations. Solution algorithms based on the differential
quadrature method (DQM) are prepared so as to numerically solve the governing equations.
These algorithms are integrated into the math software MATLAB. The formulation and
numerical solution techniques are verified by making comparisons to results available in the
literature for special cases. Systematic numerical analyses are carried out in order to

determine the influences of temperature difference, variations in length scale parameters,

viii



inhomogeneity constants, and geometric parameters upon static deflections, buckling loads,
and free vibration frequencies of micro-plates.

In addition to this work defined in the project proposal, formulation and numerical solution
techniques are developed for annular and circular FGM micro-plates considering modified
couple stress theory and for rectangular FGM nano-plates considering nonlocal elasticity
theory. Additional new results regarding static bending and free vibrations are produced

through these applications.

Key words: Micro-plates, functionally graded materials, bending, free vibrations, buckling.



1.GIRIS

Mikro-elektro-mekanik sistemler (MEMS) guUnumizde birgok teknolojik uygulamada
Ozellikle mikro-sensorler, mikro-akttatorler, ve mikro-rezonatorler olarak kullaniimaktadir.
Uygulama alanlarinin strekli olarak cesitlilik ve yayginlik kazanmasiyla beraber, bu sistemler
Uzerine yapilan yatirim ve arastirmalar da artmistir. Mikro-kiris ve mikro-plak gibi yapilar
birgok MEMS cihazinda kullaniimaktadir; ve bu yapilarin mekanik, termal, ve elektrik
yuklemeler altindaki davranislarinin dogru olarak belirlenmesi tasarim sireci igerisinde buyuk
6nem kazanmistir. Bu arastirma projesinin temel amaci mikro-plaklarin mekanik analizi igin,
literatirde bulunan ydntemlere goére, daha genel ve daha dogru sonug¢ veren yontemler
gelistirmektir. Proje kapsaminda c¢alismalar ile termal yUkleme altindaki homojen ve
fonksiyonel derecelendiriimis malzemeden (FDM) vyapiimig mikro-plaklar igin analiz
yontemleri gelistirilmis; ayrica FDM mikro-plaklar igin yapilan formilasyon ve analizlerde
uzunluk Olgegi parametrelerindeki uzaysal koordinatlara bagl degisimler g6z Onune
alinmistir.

Mikro-yapilarin analiz ve modellemesinde standard surekli ortam mekanigi yaklagimlari
boyut etkisi nedeniyle gecerliligini yitirmektedir. Elastisite teorisi gibi yaygin kullanilan teoriler
mikro-yapilarin mekanik davranigini agiklamakta yetersiz kaldigindan, bu yapilar igin gegerli
olan modifiye edilmis kuvvet cifti gerilmesi teorisi (Yang vd., 2002) ve gerinim gradyani
elastisite teorisi (Lam vd., 2003) gibi teoriler gelistirilmistir. Bu teoriler kullanilarak, Literattr
Ozeti béluminde anlatildi§i gibi, mikro-plaklarin mekanik davraniglarinin belirlenmesini
saglayacak cgesitli cézimler gelistiriimistir. Ancak, tim bu calismalar incelendiginde, ¢evresel
ve elektriksel etkiler sonucunda olusabilecek termal ylklemelerin géz 6nidne alinmadidi;
ayrica FDM mikro-plaklar Uzerine yapilan c¢alismalarda uzaysal koordinatlara bagl
fonksiyonlarla temsil edilmesi gereken uzunluk 6l¢edi parametrelerinin sabit olarak alindigi
gorulmustar. Bu arastirma projesi kapsaminda mikro-plaklarin mekanik modellemesinde
termal ylklemeler g6z 6nine alinmig ve FDM mikro-plaklar ile ilgili yapilan gelistirmelerde,
uzunluk o6lgedi parametreleri strekli fonksiyonlarla temsil edilerek daha gergekgi sonug veren
ydntemler ortaya konulmustur.

Bu hedeflere ulagabilmek igin 6ncelikle termal ylkleme altindaki FDM mikro-plaklar igin
genel bir formulasyon gelistirilerek baglasik kismi diferansiyel denklemler ve sinir kosullari
turetilmistir. Homojen mikro-plak problemi matematiksel olarak FDM mikro-plak probleminin
6zel bir hali oldugundan, bu denklemlerden homojen mikro-plaklar igin gegerli olan
denklemleri elde etmek mumkunddr. Formulasyonun olugturulmasinda gerinim gradyani
elastisite teorisi kullaniimigtir. Modifiye edilmis kuvvet cifti gerilmesi teorisi de, gerinim
gradyani elastisite teorisinin 6zel bir halidir. Bu nedenle gelistirilen formulasyon her iki teori

icin de gecerlidir. Ayrica, formulasyon Ug¢ farkli plak deformasyon teorisi icin sonug verecek
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sekilde olusturulmustur. G6z o6nline alinan deformasyon teorileri Kirchhoff, Mindlin, ve
Uclncl dereceden plak teorileridir. TUretilen denklemlerin sayisal ¢ézimu diferansiyel kare
yapma yontemi (Shu, 2000) aracihgiyla gergeklestiriimistir.

Yurutilen arastirma sonucunda, termal veya mekanik yiklemeye tabi tutulmus mikro-
plaklarin egilme, burkulma, ve serbest titresim analizlerinin yapilmasini saglayacak araglar
ortaya konulmustur. Bu araclar ile malzeme 6zelliklerinin, geometrik parametrelerin, ve FDM
mikro-plaklarda uzunluk o6lgedi parametrelerindeki degdisimlerin, statik deformasyon, kritik
burkulma yUkd, ve serbest titresim dogal frekanslari zerlerindeki etkilerini agciga ¢ikarmak
muUmkin olmaktadir. Ortaya konulan yeni yontemler, MEMS cihazlari tasarimi konusunda
calisan bilim adamlari ve mihendisler tarafindan kullanilabilecek; ve mikro-kabuklar ile egik
mikro-paneller gibi yapilarin incelenmesi Uzerine yeni arastirma projelerinin tasarlanmasini

saglayacaktir.



2. LITERATUR OZETI

Genel olarak mikro-fabrikasyon teknikleri ile Uretilen minyatirize edilmis mekanik ve
elektrik bilesenlerden olusan sistemler olarak tanimlanan mikro-elektro-mekanik sistemler
(MEMS) ile ilgili ginimizde yodun arastirma ve uygulama calismalari yurGtilimektedir.
Teknolojik uygulamalarda en sik kullanilan MEMS cihazlari arasinda mikro-sensorler, mikro-
aktlatorler, ve mikro-rezonatoérler goésterilebilir. Mikro-sensorler genellikle sicaklik, basing,
ivme, ve magnetik alan gibi fiziksel nicelikleri 6lgmek amaciyla kullaniimaktadir. Yogunlukla
kullanilan mikro-aktiatér cesitleri arasinda ise mikro-konumlama cihazlarini, mikro-
pompalari, mikro-flaplari, ve mikro-tutuculari gdésterebiliriz. Mikro-rezonatér uygulamalari
Ozellikle otomotiv, telekomunikasyon, ve biyomedikal sektorlerinde yayginlik kazanmaktadir.
Mikro-fabrikasyona dayali Uretim ydntemlerinde ulasilan gelismelerle Uretim maliyetlerinin
dugurulmesi gibi etkenler de MEMS cihazlarinin uygulama alanlarini hizla genigletmekte ve
bu cihazlarin uluslararasi ekonomi igerisindeki dnemini arttirmaktadir.

Arastirma projemiz kapsaminda incelenen mikro-plaklar gesitli tirde MEMS cihazlarinin
onemli bilesenlerinden birisidir. Elektriksel olarak aktive edilen mikro-plaklar, mikro-sensorler
ve mikro-aktlatorlerde bulunan havali kondensatérlerde yer almaktadir (Zhao, 2004). Ayni
sekilde dikdortgen ve dairesel mikro-plaklar, mikro-rezonatérlerde yaygin olarak
kullaniimaktadir (Li vd., 2012). Bu nedenlerle mikro-plaklarin dis etkiler altindaki mekanik
davraniglarinin dogru olarak belirlenmesi, MEMS tasarimi slrecinde blylk &nem
tasimaktadir. Mikro-plagin kullanildigi uygulamaya bagli olarak egilme, burkulma ya da
serbest titresim analizinin yapilmasi, mekanik davranisin dis etkiler altinda nasil olacagi
sorusunun yanitlanabilmesi igin gereklidir. YurUtllen projenin baslica amaci bu incelemelerin
yapilabilmesi icin yeni modelleme ve analiz yontemleri gelistirmektir.

Standard analiz ydontem ve yaklasimlari boyut etkisi nedeniyle mikro-diizeyde gegerliligini
kaybetmekte; ve bu ydntemler mikro-yapilar igin yeterli dogrulukta sonu¢ verememektedir.
Ornegin ankastre bir makro-kiriste u¢ noktasindaki yerdegistirme, kirisin uzunluk-kalinlik
oraninin sabit olmasi halinde, kalinlik degistikce degismemektedir. Ancak, ayni gdzlem
ankastre mikro-kirisler igin yapilamamaktadir. Ankastre mikro-kirislerde u¢ noktasindaki
yerdegistirme, uzunluk-kalinhik oraninin  sabit tutuldugu durumda dahi kalinlikla
degismektedir (Lam vd., 2003). Boyut etkisi olarak adlandirilan bu durum mikro-kirig, mikro-
plak ve mikro-kabuk gibi diger yapisal elemanlar i¢in de gecerlidir. Boyut etkisini gbz 6nilne
alabilmek icin yliksek dereceden surekli ortam teorileri olarak adlandirilan teorileri kullanmak
gereklidir. YUrattigimuaz proje calismasinda da mikro-plaklarin modelleme ve analizini

yapabilmek i¢in yliksek dereceden sirekli ortam teorileri kullanilimistir.



Son yillarda mikro-yapilarin modellenmesinde 6zellikle iki farkh yiksek dereceden teori
temel alinmigtir. Bunlardan birincisi Yang vd. (2002) tarafindan gelistirilen modifiye edilmig
kuvvet cifti gerilmesi teorisidir. Bu teoride bilinen malzeme 06zelliklerine ek olarak,
formilasyonda bir de uzunluk 6lgedi parametresi kullaniimaktadir. ikinci teori ise gerinim
gradyani elastisite teorisi olarak adlandiriimaktadir; ve bu teoride UGg¢ farkli uzunluk oélgegi
parametresine ihtiya¢ vardir (Lam vd., 2003). Modifiye edilmis kuvvet cifti gerilmesi teorisini,
gerinim gradyani elastisite teorisinin 6zel bir hali olarak da tanimlamak mimkundur. Teknik
literatlirde, mikro-plaklarin mekanigi konusunda bu teorileri baz alarak yapilmis cesitli
g¢alismalar bulunmaktadir. Bu ¢alismalar incelendiginde, bir kisminin homojen mikro-plaklar
Uzerine bir kisminin da fonksiyonel derecelendiriimis malzemelerden (FDM) yapilmis mikro-
plaklar ile ilgili oldugu gorilecektir. Fonksiyonel derecelendirilmis malzemeler birden ¢ok faz
iceren ve fazlarin hacim oranlarinin uzaysal koordinatlara bagl olarak degistigi
malzemelerdir (Suresh ve Mortensen, 1998). Bu dedisimler kullanilarak termal bariyer
kaplamalari, surtinme ve asinmaya dayanikli ylzeyler, biomedikal malzemeler, ve yakit
hlcreleri gibi teknolojik uygulamalarda kullanilabilecek yeni malzeme ve yapilarin
tasarlanmasi mimkin olmaktadir. Fonksiyonel derecelendiriimis malzemelerin mikro-elektro-
mekanik sistemlerde kullanimi konusunda da arastirmalar devam etmektedir (Fu vd., 2003;
Witrouw ve Mehta, 2005).

Homojen mikro-plaklar ile ilgili bilimsel arastirmalarda farkli mekanik problemleri ele
alinmigtir. Bu arastirmalarin bir kisminda modifiye edilmis kuvvet cifti gerilmesi teorisi baz
alinmig ve mikro-plaklarin statik egilme, burkulma, ve serbest titresim analizleri yapiimigtir
(Akgdz ve Civelek, 2013; Asghari, 2012; Jomehzadeh vd., 2011; Ke vd., 2012a; Ma vd.,
2011; Tsiatas, 2009; Wang vd., 2013; Yin vd., 2010). Bu incelemelerde formulasyon
genellikle en temel plak teorisi olan Kirchhoff plak teorisine goére olusturulmus olmakla
birlikte, Ke vd. (2012a) ve Ma vd. (2011) tarafindan yuratilen calismalarda Mindlin plak
teorisinin gecerli oldugu varsayilmistir. Modifiye edilmis kuvvet cifti gerilmesi teorisi disinda
gerinim gradyani elastisite teorisi de homojen mikro-plak analizinde kullanilmistir
(Lazopoulos, 2009; Ramezani, 2012; Ramezani, 2013; Wang vd., 2011). Yiksek dereceden
surekli ortam teorisi temel alinarak, fonksiyonel derecelendirilmis mikro-plaklarin davraniglari
Uzerine vyapilmis bilimsel arastirmalar da bulunmaktadir. Bu arastirmalarin ¢ogunda
formulasyon modifiye edilmis kuvvet cifti gerilmesi teorisine goére gelistiriimistir. Bu teorinin
kullanildigi ¢calismalara 6rnek olarak Ke vd. (2012b), Kim ve Reddy (2013), Reddy ve Kim
(2012), Thai ve Choi (2013), Thai ve Kim (2013), ve Thai ve Vo (2013) tarafindan yazilmis
makaleler goésterilebilir. Sahmani ve Ansari (2013) tarafindan FDM mikro-plaklar ile ilgili
yapilan calismada ise gerinim gradyani elastisite teorisi esas alinmigtir. FDM mikro-plaklar

konusunda yapilan tim bu incelemelerde Kirchhoff, Mindlin, ve Uglinci dereceden plak
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teorilerinden biri kullaniimistir. Verilen sonuglar uzunluk o6lgedi parametrelerinin egilme,
burkulma, ve serbest titresim davraniglari Gzerindeki etkilerini ortaya koymaktadir.

Homojen ve FDM mikro-plaklar Uzerine yapilmis ve yukaridaki paragrafta Ozetlenen
calismalar incelendiginde, bazi onemli noktalarin g6z o6nune alinmadigi gorulmektedir.
Bunlardan birincisi termal yiklemedir. Termal yikleme gerek mikro-plaklarin bulundugu
ortamdaki sicaklik degisiklikleri nedeniyle, gerekse de elektriksel etkiler sonucunda ortaya
cikabilir. Bu yukleme ve termal gerilmeler bir mikro-plagin mekanik davranisini 6nemli 6lgude
degistirmektedir. Termal yiklemenin mikro-kirislerin hem statik egilme hem de serbest
titresim davranisini géz ardi edilemeyecek bir bicimde degistirdigi gésterilmistir (Aghazadeh,
2013). Ayni etkinin mikro-plaklar icin de gecerli olmasi beklenmelidir. Bu nedenle proje
kapsaminda, mikro-plaklarin incelenmesinde termal vylklemeler de ele alinmis; ve
olusabilecek sicaklk farklarinin statik deformasyon, geriime dagilimi, burkulma yuku, ve
dogal frekanslar Gzerlerindeki etkileri arastirilmigtir.

Literatirde bulunan calismalarda g6z ©6nline alinmayan ikinci bir énemli nokta ise
fonksiyonel derecelendirilmis mikro-plaklarda uzunluk &lgedi parametrelerindeki uzaysal
koordinatlara bagl degisimlerdir. Literatlr incelemesinde deginilen FDM mikro-plaklar ile ilgili
makalelerin tamaminda, uzunluk dlgedi parametrelerinin sabit olduklari varsayiimistir. Ancak,
derecelendirilmig bir mikro-plak icin bu dogru bir yaklagim degildir. Uzunluk O0lcegi
parametresi de mekanik bir malzeme 6zelligi oldugundan, FDM’lerde diger mekanik ozellikler
gibi uzaysal koordinatlara bagli olarak degismektedir. Arastirma projesi kapsaminda, FDM
mikro-plaklar icin yapilan formilasyonda, uzunluk &lgcedi parametrelerinin kalinliga bagh
olarak degistigi varsayilmig, ve mikro-plaklarin mekanik davranisi ile ilgili literatlrde verilen
sonugclara gore daha gergekgi sonuglar elde edilmistir.

Yuruttigumuz calismalarla fonksiyonel derecelendiriimis mikro-plaklar igin hem termal
etkilerin hem de uzunluk Olgegi parametrelerindeki degisimlerin goz 6ntne alindigi genel bir
formulasyon geligtiriimis, ve baglasik kismi diferansiyel denklemler ile sinir kosullari
turetilmistir. Denklemler bulunurken gerinim gradyani elastisite teorisi kullaniimistir. Modifiye
edilmis kuvvet cifti gerilmesi teorisi, gerinim gradyani elastisite teorisinin 6zel bir hali
oldugundan elde edilen denklem sistemi cesitli sadelestirmelerle modifiye edilmis kuvvet cifti
teorisi icin de uygulanabilmektedir. Denklemlerin sayisal ¢ézimu igin diferansiyel kare yapma
metoduna (Shu, 2000) bagli sayisal teknikler gelistiriimigtir. Statik edilme, serbest titresim, ve
burkulma problemleri igin gelistirdigimiz sayisal ¢ézim yontemleri MATLAB adli matematik
yazilimi igersine entegre edilmistir. Ortaya koydugumuz yoéntemleri dogrulamak igin,
literatlirde bulunan 6zel durumlar igin gecerli hesaplamali veriler kullaniimistir. Yapilan
karsilastirmalar, proje ¢alismalari ile olusturdugumuz ¢6zim proseddrlerinin yuksek dogruluk

derecesinde sonug verdigini kanitlamistir. Parametrik analizler ile termal ylkleme, uzunluk
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Olcedi parametrelerindeki degisimler, malzeme &zellikleri, ve geometrik 6zellikler gibi
faktorlerin statik deformasyon, gerilme dagilimi, burkulma yuki, ve serbest titresim dogal

frekanslar Gzerlerindeki etkileri arastirilmigtir.



3. DIFERANSIYEL DENKLEMLER VE SINIR KOSULLARININ
BULUNMASI

3.1 Yerdegistirme Alani ve Biinye Denklemleri

Sekil 1'de genel bir fonksiyonel derecelendiriimis malzemeden (FDM) yapilmis mikro-plak
konfiglrasyonu gosterilmektedir. FDM mikro-plagin 6zellikleri x; yonlinde degismektedir. x;
ve X, ise duzlem ici koordinatlardir.

X1 Uy

Sekil 1. FDM mikro-plak konfigurasyonu.

Plagin herhangi bir noktasinin ¢ zamaninda Xx,,x, ve x; dogrultularinda yerdegistirmeleri,

sirasiyla u,,u, ve u, ile gosterilmistir. Yerdegistirme alani agsagidaki gibi ifade edilmigtir:

u, (xl,xz,x3,t)zu(xl,xz,t)—)gw‘xl + ()6, (x,.x,.1) (1)
iy (xp,%,,x3,1) = v(xl,xz,l‘)—x3w’x2 + £(x3)6, (x,,x,,1) (2)
u3(x1,x2,x3,t)zw(xl,xz,t) (3)



Burada virgdl tarevi temsil etmektedir; v, v ve w orta dizlemin sirasiyla x,,x, ve x
yonlerinde yerdegistirmeleridir. 6, ve 6,, orta diizlem Uzerindeki (x,,x,) noktasinin sirasiyla

X, —X; ve x, —Xx; duzlemlerindeki kayma gerinimleridir. 8, ve 0, ile donmeleri temsil eden ¢,

ve ¢, arasindaki iligkiler su sekildedir:

91(x1,x2,t)=wyxl (xl,xz,t)+¢l(xl,x2,t), (4)

0, (xl,xz,t):wsz (x.x,.0)+ ¢y (x,,%,,7). (5)

Denklem (1) ve (2)'de f* sekil fonksiyonudur ve plagin kalinhidi boyunca kayma geriniminin

dagilimini belirlemektedir. Klasik plak teorisi (Kirchhoff teorisi) enine kayma gerinim etkisini
icermez. Birinci derece kayma deformasyon teorisi (Mindlin teorisi) kayma geriniminin plagin

kalinhgi boyunca sabit oldugunu varsaymaktadir. Yiksek derece kayma deformasyonu plak
teorilerinde kayma gerinimi lineer olmayan bir sekilde x, koordinatina baghdir. Uglnci
derece kayma deformasyon teorisi en yaygin yuksek derece plak teorilerinden biridir.
Kirchhoff, Mindlin ve Uglncl derece plak teorisi (Reddy plak teorisi) igin f fonksiyonlari

asagidaki ifadeyle verilmektedir:

0, Kirchhof plak teorisi i¢in,
X5, Mindlin plak teorisi igin,
(%)= 3 (6)
4x?
X, (1 - 37;} ticlincii derece plak teorisi igin.

Termal etki altinda olan bir mikro-plak icin gerinim gradyani elastisite teorisine gére sekil

degistirme enerjisi

U= [(o(e,~aAT8,)+ i+ elin) +m )V, 7)
Q



formunda ifade edilir. Bu tanimda V' plagin hacmini; o, Kronecker deltayi; a 1sil genlesme
katsayisini temsil eder. AT =T —T olarak tanimlidir; burada T sicaklik, T, ise referans

sicakligidir. ¢, 7, nij) ve y, sirasiyla gerinim, dilatasyon gradyan, deviatorik stre¢

gradyan ve dénme gradyaninin simetrik tensérleridir. Bu degiskenler su sekilde tanimlanirlar:

gij:%(uiﬁuﬂ), (8)

y[ = mm,i’ (9)

1 1 !
771‘/(71«) 3 (gjk,i T, Tk ) 15 8y (Ems + 28,0 ) 2 {5% (Eams + 2801 )

15 (10)
+6,, (Emm,j +2¢,,, )}
|
Xi = 5 (eipng/.p t€eCaip ) (11)

Bu denklemlerdeki e, permutasyon semboludir. (7) numaral esitlikte, o, klasik Cauchy

(1)

gerilme tensora ve p,, 7,/ ve m; yuksek derece gerilimlerdir. Gerinim gradyani elastisite

teorisine goére temel blinye denklemleri asagidaki gibi ifade edilir:

Gl.j=/”ttr(8)5ij+2/,teij—a(3),+2/,t)AT5l.j, (12)
P =2ul5y;, (13)
o) =2uliny), (14)
m; :2/,1122)(;.. (15)

(13)-(15) numarali denklemlerdeki Iy, /1, ve I, uzunluk 6lcegi parametreleridir. Literatlrdeki
calismalarda uzunluk olgcegi parametrelerinin sabit olduklar varsayilmistir. Ancak, bu
parametreler malzeme 6zelligi oldugundan, FDM bir mikro-plak i¢in diger malzeme &zellikleri
gibi kalinlik koordinati x; boyunca degisim gostermeleri gereklidir. Bu nedenle bu ¢alismada
b, i, ve I’nin x3’e bagh olarak degistikleri kabul edilmistir. Modifiye edilmis kuvvet gifti
teorisinde ise [=/1=0 olarak alinir. Dolayisiyla gerinim gradyani elastisite teorisi icin
gelistiriimis sayisal ¢dézim algoritmasinda /y ve /; sifira esitlenerek, modifiye edilmis kuvvet

cifti teorisi ile ilgili sayisal sonuglari elde etmek mimkiin olmaktadir.



(12) numarali esitlikteki A ve u Lame katsayilaridir. Bu parametreler Young modili E

ve Poisson orani v ile su sekilde bagintihdir:

Ev
~(1+v)(1-20)° (19
E
“_2(1+u)' (17)

(1)-(3) ve (8)-(15) numarali denklemler kullanilarak gerinim ve gerilmeler su sekilde ifade
edilmigtir:

Ou azw
& = f_
8xl 8x1 ox,
ov 82w
Ep =77 f_
ox, 6x2 Oox,
1 ou 10ov o’w 1 80
En=éy =t o TNt f_ (18)
20x, 20ox ox,0x, 2° 0Ox, 2 ox,
1 !
&3 = &3 :Ef 0,,
1
82 = :Ef 0 ,
ou v o*w O'w 0’6, 0’0,
==+ — XX >+ —+f ,
ox;  Ox,0x, ox, 0Ox,0x5 Oox; 0x,0x,
o’u  0v o'w o'w 0’0 0’0
Y, = X XN+ [+ [ —, (19)
ox,0x, Ox, 0x; Ox; O, Ox,0x, ox,
2 2
y3:_8w 8w+f,891+f,%

ox; - ox; 6_x1 ox,
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2(0*u 10°u 0% ow 3w o6, 1,06 1, 0’6
77111 = 2 5 Xt TN 2 +f 21 -=f zl -—=f"6-f :
5\ox) 20x; 6x18x2 ox, 2 ~ Ox,0x, ox;, 27 ox; 2 Ox,0x,
2 2 2 3 3 2 2 2
nl) = _2( Ou 109% 8\21_x38v3v+§x3 82w . 06 _lf8922+f86:__f,,9
5 x,0x, 2 ox; 8x2 8x2 2 7 Ox;ox, ox,0x, 2° Ox Ox;
1o 62
77333 _( _2f -21 j
5\ ox) X, X,
77112 21)1 77121
2 2 3 3 2 2
_Lfg O g0 30V 5 OV g O g OO 4,00 4 f - f"6,
15 oxox,  Ox Ox; ox; Ox, Ox, Ox,0x, ox;
1 1 1 o’w  O’w
=== (420 Ty o Py 22
N =1l =118
2 2 2 3 3 2
S CICAVLCIY SRS AT LA faf AUV 70,
15 Ox; Ox;  Ox,0x, ox; 8xl 0x; Oox; 0x,0x,
1 1 1 1 62w 82
== - - D eaZay g
ni =k =)
2 2 2 3 3 2
1[50 Gy O 0w g O 3000 000 g ey 0O
15\ ox5 ox Ox,0x, Oox; Ox,0x; ox; o Ox,0x,

i =m0 =nl)

2 2 2 3 3 2 2
L[y 0 O 30 5 0w g OW 5y 00 00, 3f —41"8,
15\ ox0x, Ox 0x; Ox, Ox; Ox, 0Ox,0x, Ox; i

1 &w .00 .00
o=l =n) = =il =) =3 - Do 2 2

(20)
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(21)
00,
2—+2—+ — ,
Ox; 0x; ox, 0ox,

o’u O 0°6, 0’0,
- + - + -f"0, |,
( ox,0x, Ox; s 0x,0x, 4 ox; /"0,

2 2 2 2
6L21+6v_f6021+f,,01+f692 ’
Ox;  Ox,0x, ox; Ox,0x,

Q
=
—

: (22)

S o © —~ C
[—
|
C
)
S O O O
i)
[\S}

Q
© © o C

0 0 k(1-v)]| &y
u o o w  dw 0%, fwy@j

=2ul; + -X - X +
Pr=<f [axf xox, = ox  oxox s ox; Ox,0x,

F(a% L o Sw o6, y@}

- X - X + 23
oxox, ox2 Coax T oxlox, Ox,0x, ox; (23

2 2
», zzluloz( 0 W_6 W+f,%+fr%j,

- 6_x12 gj ox, ox,
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2 2 2 3 3 2 2 2
o _4 H(0u 10u 0OV ow 3 Ow 06, 1 .06 1 00,
T, =—ul - - X +—x + —— -——f"6, - ,
111 5”1(6x12 20x;  Ox,0x, 36x13 2 38x16x§ f@xf 2f8x§ 2f : faxlaxz
4 o'u 10v 0% o’w 3 o’w 0’0 0’0, o0, 1 .,
Tglz)zz_:ullz - 5 2+ 7 X 3 +-X P - —— ) +f 22 __f 92 ’
5 ox,0x, 2 Ox, 8x2 ox; 2~ ox/ox, 0x,0x, 2 ox; ox; 2
1 2 azw 82
7’-§3)3 :g:ullz(axlz axzz _2f X, f a X,
ol =T = i)
2 2 2 3 3 2 2
2 |80 g0 O 3 Ty O g OO 400 —3f -f"6, |,
15 ox,0x,  Ox O, 0ox; axl 8x2 Ox,0x, ox;
1 1 1 2 o’'w  O’w
i =ef) ol - (42T S O )
T =T =75
2 ou  Ou o%v o'w O*w 6
=—ul}| - +4—+8 +3x, ——12x -3 +4 "0, +8
15 ul{ ox; ox;  ox0x, ox? : 8x18x§ f f K f 18x2
2 o*w 82
==l - (-2 ea D2 Py j
T =i =73
2 2 2 3 3
S AU S AL M 2+3f Gl f ~4/"6,+2f ~ 70,
15 ox; 0Ox;  Ox,0x, Oox; * o, 0 ox,0x, )’

M) _ 0 _ 0

T30 =T33 =T33

2 2 2 3 3 2 2
SV PR LA MR MECALR A I 3f —41"0,
15 ox,0x, Ox; 0ox; 0ox; Ox; Ox, Ox,0x, ox;

2 62W ' 00, ' 06
R B (e

(24)
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o*w 00
s _ 12 2 _ ! 1
M2 = 7HE ( Ox,0x, 4 0ox, j
06 00
s __ 12 ' 1 ’ 2 )
ms; i, (f P f _axl j

(25)
—5t2—+f'

w0, 00,00,
9 0x; Ox, ox, )

2 2 2 2

Fu_ O . 0 +f602—f”0j,
0%,
ox,0x, |

+ 2 2
ox,0x, Ox; 0x,0x, Ox,
(22) numaral denklemde k, kayma gerilmesinin diizeltme faktoridir ve Mindlin teorisinde

. 1 L u v 0’6
mS.o=mt. ==—ul’| — + _ 1 +f"0 +
23 T Hiy ( 6x22 o, o, f 6x22 f'e+f

dikdortgen kesite sahip plaklar icin genellikle 5/6 olarak alinmaktadir. Denklem (22)'de
dizlem gerilme varsayimi kullaniimistir. Dizlem gerilme varsayiminda (16)’da verilen esitlik

yerine, su tanim kullaniimaktadir:

(26)

3.2 Kismi Diferansiyel Denklemler ve Sinir Kosullar

Kismi diferansiyel denklemler ve sinir kosullari Hamilton prensibi kullanilarak turetilmigtir.

Hamilton prensibi varyasyonel yonteme dayalidir ve asagidaki gibi ifade edilir:
153
5L (K-(U-Ww))dt=0. (27)

Burada K kinetik enerji, U sekil degistirme enerjisi ve W uygulanan kuvvetlerin yaptig istir.
Sekil degistirme enerjisinin varyasyonu, (18)-(25) numarali denklemler kullanilarak asagidaki

gibi yazilabilir:

h
8U = [ [(0,82, + p.oy, +ci)suly +misy; Wv,dd = 8U, +8U, + U, +6U,, (28)
A 2
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h h
83U, = [ [%0,08,dx,dA = [ [ (0,06, + 0,06, +20,,06,, +20,,0,; + 20,0, dx, dA
AT A 2
h 2 2
=J..[2h 0-115 a_u_x3_a‘;v+f% +O'225 ﬁ_)%_a\:/'_'_f%
Yo ox, Ox; ox, ox, Ox, ox,

2
+0125(6—“+ﬂ—2x ow +f%+f%jﬂyné(f’@l)+0235(f’92)}dx3dA,

ox, Ox ? o, 0, ox, X,

(29)

U h
oU, = J.J.,zﬁ pi0Y;dx,dA = .[J:Zﬁ(plé}/l + P,0Y, + D30y, )dx3dA

" 2 2 3 3 2 2
:th{plé[au v dw 6w+f691+f892]
A 2

7t TN TN 2 2
ox;  Ox,0x, OX; 0x,0x; ox, Ox,0x,

(30)

O’u 0% o*w o'w 0’6, 0’0,
+p, Xy Xy — + :
ox,0x, Ox, ox, Ox; Ox, Ox,0x, 0ox;

o’w 0w 00 00
+p0| — - +f =L+ 12 | dx,dA,
P ( oxt ox; 4 ox, 4 ox, j} 5
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h h
8U, = [ [ ehioniiax.da=[ [ (<onf]) +honl + ihond) +3ebonf) + 3cflon!)
A 2 A 2

+3ein0nt +3eihont ++3elonl) +3ciionl) + 6Tf§l5nf§l ) dx.da

h 2 2 3 3 2 2
512 0’ u l1ou 0Ov ow 3  Ow 076 1 00
:jjzh 71115( 2 7 NI tToN s+ __f -=/"0-f . j
5 o’ 2 ox;  Ox,0x, ox; 2 ~ Ox,0x, ox, 2 Ox,0x,
2 ou 10 % ow 3 O*w 0’0, 1 820 0’0, 1
+_T§12)25 _8 PP R RPN R S - : -—f 22 +f 22 __f"02
x,0x, 2 0x; 8x2 Ox; 2~ Ox;ox, ox,0x, 2° Ox 0ox;
1 0 6 W 62
+—173330 -
577 ax? 8x§ f X, f X,
2 2 2 3 3 2 2
Lonslg ou aj—3aj+3x3a Y _12x, azw 18790 Ly fae 3f — 16,
ox,0x,  Ox, 0ox, ox, Ox; Ox, Ox,0x, ox; s
1 o o’'w 0w 00, 0,
——T7,50| 4 - —8f'—+2 0
510 oxt  ox; s ox, 4 Oox,
1 0u 0u o*v Ow w 82
+=73,0| 3—+4—+8 +3x, ——12x -3 "0, +8
5 ol ox axlax2 o > O, O s ox? f K f 8x18x2
1 (1) 62W 62
——T,30| — +2
5 223 axl a 2 f 1 f 2
2 2 2 3 3
Log[3Qu S O 5 Ow g Ow 5,00 +fa g +2f L
5 ox;, Ox,  Ox,0x, ox; Ox,0%; ox; xlax2
2 2 2 3 3 2 2
L[ 01 OV 30V 5 OW 5 OW Ly 00 fa 02 3f —4f"0,
5 ox,0x, Ox; Oox; 0ox; Ox, Ox, Ox,0x, ox s
2
+2Tf;>35(— aa LA/ j}d dA,
X,0X, Oox, ox,
(31)

U, j j m; Sy d,dA
= J.J._Eﬁ (mlsl5?(1S1 + M0y +My30) 55 + 2my,6)0, + 2mys 615 + 2my; 05, )dx3dA
azw 00 s o’w , 006, s ,00, ,00,
_J.J. m;,6 8 — ' 7m0 2 S mmss|
x,0x, ox, 0x,0x, ox, Oox, ox,

*w _o'w . 00 00 OPu_ v . 0 0%6,
+m 0| 22— +2—+ f'—— "2 |+ m,5| — "0
. ( axt o 4 6xl 4 6x2] . ( ox, Ox, 6x1 -/ ax, O, i ox? K J

o’u %
+my0 | ——+ "0, + dx,dA.
a3 ( ox;  Ox,0x, f v f 0Ox,0x, j} 5
(32)
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Bu denklemlerde / mikro-plagin kalinhgini ve 4 ise orta dizlemin alanini temsil etmektedir.

Gerilmelerin kalinlik boyunca integralleri alinarak asagida verilen kuvvet ve momentler
tanimlanmistir:

[ o

M, =[500¢dx, (i=0,1,2), M, =[30,¢dx, (i=0,1,2),
2 2
u -

M}, = [5008dx, (i=0,1,2), M|, =[30,¢dx, (i=3), (33)
2 2

h
M, = J:zﬁ 0536,dx;, (i - 3)’
2

h

U .ok R
B =[%pgdy, (i=0,1.2), B=[3pgd, (i=0,1,2), B =[3pldr. (i=0,3),
2 2 2

(34)
; T ~ .

I = J-_zﬁrl(l)lgidxp (i =0, 1, 2, 4): T = I_zﬁféz)zgidxp (i =0, 1, 2, 4)’
2 2
1 A h

Ty = .[_ZET3(;)3§idx37 (i =0, 3)) T :J-_zﬁrl(ggidxp (i =0, 1 2, 4):
2 2
h _ h

T :Lzﬁfl(ggidxw (i =0, 3)) Ty = Iﬁzﬁfglz)lgidxw (i =0, 1 2, 4)) (35)
2 2

Ll , L
T :Lz Tglzlé'idxp (i:()’ 3)’ T3, :Lzﬁrg)lgidxw (i:()’ 1,2 4)’
2

h
2

[ o
T = .[_zﬁ Tg)zgidxza (i =0, 1, 2, 4)’ Iy = I_zﬁrl(ilgidxp (i =0, 3)’
2 2
o o b
Y, = J:zﬁmlslgidxw (i =0, 3)’ Y, = J:zgmgzgidxw (i =0, 3)’ Y, = J:Zﬁm;égidxsa (i :3)’
2 2 2
[ RV
Y, = j}ﬁ m,Cdx,, (i=0,3), Yi= sz, miCdx,, (i=0, 2, 4), (36)
2 2
[
Y}, = j}ﬁ miCdx,, (=0, 2, 4).
2

Burada {,=1 &, =x;, {,=f, {;=f" ve {,=f" olarak tanimhdir. Yukaridaki ifadeler

kullanilarak enerji varyasyonlari asagidaki gibi ifade edilmistir:
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2 2
SU, = {(Mﬁ @—Mllléa—zv+M1216%J+(M2°262—M§25a Mzzéaej
o a a
A

ox, ox,

' . X, 0ox, ol 0ox,
2
+(M;’258—“+M;’25@—2M;25 oW s M126%j+M1336¢9 M350, }dA
0ox, X, X,0X, ox, ox,
(37)
2 2 3 3 2 2
5U2:J. 30521;["'305 ov _3156\:}_315 6W2+P1258021+325&
< X, Ox,0x, ox, Ox,0x; OX; 0x,0x,
2 2 3 2
+ PYs Ou 1?305‘3—2—105a Vf—P;a—azW +P’5 o6 +P’5 0’6, (38)
Ox,0x, 0ox; 0x; Ox, Ox, Ox,0x, ox;

—P%s w P50 pisfl J} dA,

X xz
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u 1 o*u o*v Fw 3 o*w

5U3 :j{ (]11(1)15 o 271?15 o 71(1)15 PP _711115 8 3 2];1115 PP

A X X X,0X, X,0X,

2 2 2

6_921_11315 ‘ 921 _l]ﬁlgel _711?15 o 92 J
ox; 2 8x2 2 0Ox,0x,

2( o . Ou 0 OV o OV
+—| -1,,,0 ——— T 0—+T1,,0 —

5 ( 222 axl a 2 222 axl 222 axz
0’0, 1 0’0
ﬁ__Tzzzzé P 22 +T22225

x,0x, 2 X, ox;
1 o’w o’w 06, 00,
Amelrinelt-m e s

2 2 3 3
4TS Y 3T Y #3610 5
,0X, ox; o2 o, X, OX,

2 2
w10 L0y ar s 0% o 508 Tl‘iz(SeJ
1772 1 2
2
Hams 00 g5 T sm6 Piog s 9

s ox; Ox, OX, 0ox,

1 o’u o’u o%v o*w O'w
5( 3];%15 Py 4];(;15 P 87;(;15— 3]121215 P 127’21215—

2
" X, X,0x, X, Ox, 0x,

+T5,0

3 3
o'w 37,21225 o'w

T8 — —
22 o, 2 Ox; o,

0’0, 1
oo,

—T22225

1 0u

+§(87;(1)25 P

372 86—~ 820 +4T),6 —+—T,,00, + 8T8
221 221 8 221 221

1 X5 X

1 O*w O*w 00, 00,
__(_];%35 ax 4712(;35 8 27;3235 P 8Tz3235 P j

5 : X, X, X,

2 2 2 3 3
ou ];215 ou + 2752158— 37’31315 ow 37;1315 d W2
ox; ox; Ox,0x, ox; Ox,0x,

0’0, 0’6, 0’0
a0 S rs0 20 art o a0 2|

1 2 X,0X,

1 0u o*v o*v o*w ow

——| 25— +T2 65— +3T° 6 — -3 6§ — 3T 6 ———
5( 332 O, 332 ox 2 332 axf 332 ax; 332 axf ox,

06, 829 0* 0,

% ;2 +Ty0 ——- o +305,0 —5 > —4T,,60, j (39)

2
+2(—T1‘2’358_ e 06, LTS ‘29 j}dA,

10X, 0x, X

%), 0%, j
2

_5(37;215

+2T,6
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2 2
§U, - jl{[zz‘iéa——xiéaf] (2@58——&2589] (Yé&‘;" —Y;ééﬁaj
A 1

2 Ox,0x. Ox,0x, ox, X, OX,
2 2
o —2rs oyt T s Py %
ox; ox; ox, Oox,
0o Ou 0OV, 0°6, 200, 4
+| Y30 —— o, O, +130 — 6x12 — Y3 O, O, +130 ﬁxlz — Y306,
2 2
+ —1;0356—”2’“/225&—1@2358 O ivion +v26 2% |lay
0, Ox,0x, X 0Ox,0x,

(40)

u,v,w,0, ve 6,’nin varyasyonlarini kullanarak hareket denklemlerini elde edebilmek igin,

Green teoremi vasitasiyla ylzey integrali egri integraline dénustiralmustir. Green teoremi T’

sinir gizgisi ile gevrelenmis bir alan i¢in asagidaki gibi ifade edilmektedir:

| L(%ﬁ)dA = Fndl

F=(M,7L)&;1=("x1,nxz) {8M GLJJ q-j Mn in, )aT (41)

Ox.

n, ve n_ orta dizlemin sinirinin birim normalinin yon kosinusleridir. Rasgele bir ylzey

X1

sinirnin lokal normal 7i ve teget 7 vektorleri su sekilde yazilir:

— —_—

n=n e +n, e,

- ~ (42)
= —n. e + n, e,
Green teoreminin uygulamasi ise

0
[ M= j M115 u)- aM“zs A= M\, Sudl — jaM“ SudA, (43)
" Ox, 1 Ox,

formundadir. Bu yontem (37)-(40) numarali denklemlere uygulanarak enerji varyasyonlari su

sekilde yazilmigtir:
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5U1 — {( aMlol 5 a Mlll 5 a2‘4121 501j ( aMSZ 5 azMiZ 5 aMZZZ 50 j
A

OX, ox; x, ox, ox; 0ox,
0 0 2 1 2 2
+ _ M, ou _M, ov-2 oM, ow _M, 00, — oMy, 80, |+ M50, + M;,50, ¢ dA
ox, ox, Ox,0x, Oox, X,

1
+(JS Miin, Su—Mjn XSa—W+6M“n Sw+Mjn, 56,
r ox, Ox

(Mozn ov— Mlzn 58w oM, —2n, 5w+M22n 50]
ox, Ox,
1 1
+ Mpyn, Su+Mpn 5v—Min 5 — Ow +% X5W—M112nr5@+6M12 no
ox, oOx, coox,  Ox,
+Mn, 86, + M, 86, )} dT,
(44)
2 po 2 p0 3 pl 3 pl 2 p2 2 p2
U, jaP S NI SIS NI S W Y
ox; axléxz ox; leaxz ox; 0Ox,0x,
2 po 2 p0 1 3 pl 2 p2 2 p2
+ aP25u+ap25+8Pc'3 asz 5W+6P2501 6%59
0Ox,0x, o, o, 8xl ox, Ox,0x, ox;
0 0 3
+ 6P5 6P5 oF; 591—6P3 00, |rdA
ox; ox; ox, ox,

0 0 0
+Cﬁ PO 58_u_8Pl nx5u+lPl°n)65ﬂ—laP1 n, 5v+lPl° 5ﬁ—lap n_ov
ox, 2 box, 20x O 2 " ox, 20x,

1 2 pl 2 1 2 pl
—Pllnx5aw i Y(Sﬁ_w_@é nx5w—Pllnx5av2V i x5%— oR n_ow
voox; le tooOx,  Ox; o) axl Poox, Ox0Ox,
2 2 2
+P12nx5%—ainx581+1P 5%—18131 n, 582+1P 5%—1813 n_ o0
toox, ox, 2 ox, 20x 2 ox, 2ox,
0 0 0
+ leOnxc?a—u—laPz nx5u+1P 58_u_18P Su+P'n 52—8132 n_ov
toox, 20x 27" ox, 20x, ox, Ox,
2 1 2 pl 2 1 1
—lenxéav: aﬁnx5a—w—alzznr5w—P;nx5av; ok x58w Oh, n,
*oox; oOx, ° ox, Ox;, ° Poox; 6x2 'oox, oxox,
2 2 2
+lP22nxc3%—laP2 n, 591+1P22 xgﬂ_lél’z n 66, +P'n 5%—8132 n_oo,
2 Yox, 20x ¢ 2 Poox, 20x, ox, ox, °

0 0
+(—P3° 5 OB Sw—Pn 58_w oh 25W+P33nx1501+P33nx2592j}d1",

toox, ox, ox, 0x,
(45)
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SU, I 82];?1 Su— 1 ale?l Su 82];(1)1 Sv+ 8311111 Sw 3 8311111 S
ox; 2 ox2 Ox,0x, ox; 2 O, 0x;
2 2 2
a Tlll 50 1 a Ezll 50 _ 711‘11150 _ a Ell 50
axl 2 0x; 2 0Ox,0x,
+£ _ 62];%2 51/[ 1 a 71222 5 627;022 5 a ]12122 5 3 a T'ZIZZ
50 oOx.ox, 2 ox; ox; ox; 2 Ox; ox,
22 202 202
0 Tzzz 501 1 0 Tzzz 59 0 Tzzz 59 _ 1 7*2‘;2502
6x18x2 2 ox; A 2
ox; 8x2 axl ox,
+1 8 a Tl<1)2 5 a 7;?2 5 38 Tl(l)z 5 36 Ellz 5 83Tlllz 5
50 oxox, 8xl ox2 ox; axl ox,
2 2 22
+8—= 0Ty, 00, + 46 71‘2 00, -3 0 71‘2 80, - T;},80,
axlﬁxz 2 2
50 oxf 8x2 6xl X,
+_ 3221 aszgl 5 +4 azTZgl 5 +8 82ngl 5 3221 83Tlel 5 412221 83 2121 5
5 ox; A Ox,0x, ox; O, 0x:
22 22 22
-3—== 0T, 06, 48 TZZI 56, —T,,,56, +8 Oy, 00,
8xl A Ox,0x,
5 8xl axz axl X,
_l 3 a T3<;1 5 + a T}gl 5 +2 627;(;1 5 363];131 5 43 3L 83T3131 5
57 oxf ox; Ox,0x, ox; Ox, 0%,
2 2 2
+3a L 50, + o T”l 50, —AT4,60, +2—3L T, 50,
ox; ox; X,0X,
_l 2 62];22 5 + a 7;(;2 5 +3 827’3(;2 5 +3 a 7j’)132 5 3%5‘4}
5( oxox, ox; ox2 ox; O 0x,
2 22 2
+2 o Il 00, + 9Ty 00, +3—>= o T332 80, — 4T3, 50,
Ox,0x, ox; ox2
+2| - 0Tz, ow 8]’133 00, - 0Tz 00, |rdA
Ox,0x, ox, ox,

22



0 0
+<JS I8 au _% 5 - 1 T v 58_u+l%nx ou 17;?1 x5ﬂ+l—aﬂll n,ov
L Ox Ox 2 ox, 2 ox, 2 Coax, 2 &y ¢

0 2 1 20l
AT, X6@+16Tl“ Sv-T)n, 62 Z”+—‘”f“ n s T, s
2 Poox;, 2 0ox, Ox ox, " ox, oOx
1 20l 2
+§7]111nx5a VZV 3y —lp §— Ow += 3 Ohy —Ulp 5w+7ﬁ1nx5%—%nx 66, —lﬂflnx 5%
2 G 2 ox, * ox, 20x0x, 'ox, oOx, 2 P Ox,
2 2 2
+la]1111 nx 501 1 Tﬁl x5 602 +laTl’“ nx 592 1 ]11?1 x 5 692 +laT{“ nx 502
2 ox, 2 ox, 2 6x1 : 2 *oox, 2 0ox,
+2 1T° 58_u+18T2(;2 L OU— 58_”+18L2022n Su 1TO 5ﬁ+l%n
5|2 2 ox, 2 ox 2 L, ox, 2 ox, " P ox, 2 ox "
0 2 1 20l
+Tz(;2 X, 52_671222 5V Tzlzz n, 56 v2v+8Tm n, 55_W_a Tzzzz n _ow
ox, Ox, ox; Ox, ° Ox, Ox, °°
1 1 2
+ 3Tzlzz xga VZV AL nxga_w"'é T nx5W_1 Tyon AS% 1 e n,, 60,
2 POx, 2 ox, ' Ox, 20x0x, 2 ' ox, 2 o0x, ¢
2 2 2
_1 2222nx5%+l%nx591 1T2222 x5%+laTzzz 56, T2222 x5%_%nx 50,
2 P ox, 2 ox, 2 toox, 2 ox x, Ox,

0 0
I(TO 5 L, SwHTon, 5 _ L, L Sw—2T5n, 56, - 27;333nx2502j

sl ox,  0x ox, O,
0 0 0
+l 4T n, 6 — Cu 8 i — 2, Su+4T,n xé‘a—u— o — 2, Su+4T\,n, 6 — Ov 4%1@51/
5 ‘ 8x2 8xl ox, ox, ox, ox,
0 2 1 20l
-3T,n,, 5ﬂ+38T“2 n 6v+3T,n 8 0 ?_3%’% 58_w+38 i n, ow
ox, ox, Poox;) ox, ° 0x, ox;
2 1 201 2
—127;112;1xcsa W+1287112 n s 1290, SwH4Tn x5%—4%nx 56,
ox; ox, ' Ox 0Ox,0x, ox, ox, 7
2 2 2
varzn 6 9% 4 n, 5p v ar2 5% 4%y, 5o, 3720 59% 430, s,
ox, 0ox, X, ox, X, ox,
0 0
1(41;?3 4Ty sy 100 59+ Dy s 8T3 0 66, 42T, 592j
' ox ox ox, ox, * B ?
1 1 2 2
0 0 0
1 377, xga_”+357321n Su +4T), Xaa—” 48T221n Su+A4T), Xéﬁ_4_61’221 n, v
5 ox, ox, ox, ox, ox, ox,
0 2 1 20l
+4T), X52—48Tm OV +3Tyn, 58 ?—3%nx158—w+38—];221nx5w
ox, ox, Ox, ox, ox, ox;
2 1 1 2
—127), xaa Y129, 5 W 120 T n Sw—3T2n V5%+38Tm n_56,
ox; ox, * Ox, ox,0x, ox, x,
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+4Tn, 6 —-—4 n, 60, +4T,n x5a—— n, 86, +4T,n "56__

6, aszl 00, aT;21 00, aT;ﬂn 50
ox, ox, X, ox, X, ox, :

n 6 —+—2n Sw+dlyn 5§ ——4
X, Ox, ox, ox,

0 0
—l[ I L O 4%y Sw+2Tim, 56, - 87’2323nx2502j

0 0 .
_l 37;21nx5 Ou 36T331 n 5u+T3(;1 n, 56_1,{_6]“331 n, 5M+T3(;1nx5ﬁ—aT33l
5 1 axl axl axz axz 2 1 axz axl
’ 2 1 21
+ Ty, x5ﬁ_% oV —3T3131n Saw-i-?)aT331 nX5@_38T3231
ox,  Ox, ox; ox, 7 ox ox;
2 1 . )
3T3131 X5a—vzv+3%nxé‘a_w 36Ts31n 5 +3T3231 X5%_38T331
0x; ox,  ox, Ox, 8x2 ox, ox,
2 5 )
%, a1, 59,472,500 Oy, 602+1;§1nx5%—%nx502j
o 2 e )

ox, Ox, X,  Ox X, Ox,

_l( 0, 51 ou angz du 0Ty, ov Ty,

n_ov

X
n,ow

n, 00,

+ T, 60—

n._ov

X

—==n, 5u+T n, 5—— n, 5u+T n, 5——
BT ax, oy, BT oy ox, PN oy, oy,

T : T! 2!
+3T5,n, 52_3&’% Sv—3T},n, 58—?}+3—6 32y 5_8w 39 53 0Ty,
C oy ox, Pox, ox,

5w

Oox, ox;
2 1 201 2
0 1;V+3—8T332 n, 58—W—3—a Ty n Sw+Ton, 5%——67;32
Ox; ox, ' Ox, Ox0Ox, 'oox, Ox

00, OT2 00, oTZ, 00, 0T, " 502J

- 3];132nx2 5

n, o6,

P08 =TS 50 + T 62— T 50, 3130, 5723

Ox,  Ox, X, Ox X, ox,

0 0
+2( Lo, 58W+l%n SW—%Tl%nxﬁ% 1T

) 1231, 3 —=n, 5w+7f;3n 00, +T133n 00 ]}df,
2 1

ox, 2 Ox,
(46)
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o o j

oX,

oY

ox,

n, 66, ]

n_oo,

X2

0 3 2v/0 3 3
5U4:jl 29T 5 aY“cse 2 5, O 56, 6Y3350
X, Ox X X, Ox. X X
A2 a la 2 a 1 6 la 2 6 2 6 2
+| =2 a Yig Sw azylg Sw 6Yl; 50 anZ, 59
ox; ox; ox, ox,
2y/0 2y/0 2y72 2vy2
+ oL, ou 8 h; ov— oL, 00, + oL, 50, - Y150,
8x16x2 axl 0Ox,0x, ox;
0 2v70 2vy2 2y2
+ 6Y236 8Y235 6)72350 1’2250+6Y23 SHJdA
ox; Ox,0x, > X,0X,
0 0
+(j> Yin & aw _oh 5w+Yl?nY6%—aY11 n dw-Yin_ 50,
' Ox, axl N coox, ox, ‘
0 0
- Y;znxaﬁ—w—ayﬂ SwYn 5 W _ %, Sw_¥in 56
' ox, Ox ox, ox, :
_(Y333nx2 501 - }7333’1;; 502)
0 0
o vt s M e, Sw+2Y xaﬁ—z‘% n_Sw+Y3n 86, -Yn_ 86,
'oox ox, Ox, ox, ‘ -
0 0
+ nxéa—u %nx 6u+Ylgnx52—aYI3 n, ov
' ox, oOx, ' ox, Ox,
2 2
lyn Xg% l%nx(s@l_ly 5% lﬁYB 60, + Y xg%_
2 tox, 20x 2 ox, ox, ox,
0 0 2
o 8,5 2 T susygn, 50Oy sy-yin, 6904 T
ox, Ox, ox, Ox, ox, Ox,
2 2
1 +=Yin xéﬂ—laym n, 60, +1Y2inx 5%—1%1@ 80, |¢dT.
2 toox, 2 o0x ¢ 2 Poox, ox,

Mikro-plagin kinetik enerjisinin agik formu

Lees @ o’
ST

00

2
00, (ov__ 2w .30
o

+f

+f

oxor ot Sovar ! e

olarak yazilir. Bu durumda kinetik enerjinin varyasyonu
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ou o’w 00, ou o’w 00,
0K = + =L 6—-x0 + f6—
””p{(at oo ]( o aat 81]

(49)
2 2
LR A P L A Lo +(@j(5@j d,dA,
o 8x28t ot ot Ox,0t ot ot ot
seklindedir. Atalet katsayilar
h
(1o 1,1, 1,1, 1} = j p(x){Lxy, x5, foxf, £ dx,, (50)
2
seklinde tanimlanmaktadir. Boylece kinetik enerji varyasyonu
2 2 2
5K = | PR SR (58—”} PR RN L PR
" Ot Ox,0t ot Ot ot Ox, 0t ot Ox, 0t
2
N I38_u_14 o'w v 00, (5aelj
ot Ox,0t ot ot
(51)

2 2 2
AL Sy A (5@} PR ALY o i
o oo o )\ a o oo o ) axar

2
+ 13@—14 Ow + 1 9, 5892 +( ) Wj(gﬁ_wj dA,
ot Ox,0t ot ot ot ot

formunda bulunmustur. Zaman integrali igin kismi integral metotu kullanilarak asagidaki ifade
elde edilmigtir:

o0*u O*w 06 0u o*w 820 ow
o| Kdt= +1 LiSu+| 1 -1 +7 o —
L j J { ( o o or aﬁj ! (lazz toxor f aﬁj o,

ou’ o*w 0’0,
13 2 4 2 2
o toaxor ot

J 0%y o*w 6202 J

(52)

v Ow aa] ow
+1

- I S —
“or* loxort o or’ 26x28t2 Yot ) ax,
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Uzaysal integral icin ise kismi integral yontemi ile Green teoremi kullanildiktan sonra kinetik

enerjisinin varyasyonu:

0’ u_ O'w 076, o’u o'w 0’0,
S| Kdt = + ou — -1 +1 16
L j J { ( o7 N ax o’ 3aﬂj ! ( ‘oxort axiar 48x1812j "
2 3
136u2 -1, 6w2+ 0’6, 50
ot Ox,0t or’
2 3 2 3 4 3
R O O sy [ O, OV OO s,
ot Ox,0t ot Ox,0t Ox;0t Ox,0t

2 3 2 2
- 138—2V—14 2 W2+15a 9; 50, 1,7 | 5w dade
o tover U ot or’

3 2 2 3 2
+(]5 8w2+146§1 n_ow+ Ila—r—l2 8W2+148922 n ow dr,
6t 6x16t o ) or " ox,ot or |

(53)

seklinde bulunmustur. Dis kuvvetlerin yaptigi is ise asagidaki gibi hesaplanmaktadir

W= j(ﬁul + [y, + [ty + €0, + C,0, + c,0, ) dV

14

+'[ (qltul +q5u, +q§u3)dA+ '[ (%bul +qou, +q§’u3)dA (54)
of Q
1 ow) ow )
w W
+£(tlu1+tzu2+t3u3)dS+5J;[ﬂl [a—XIj +P, (a—xzj JdA.

Bu esitlikte f,,f, ve f, birim hacime disen cisim kuvvetlerini; ¢,,c, ve ¢, birim hacime
dusen cisim momentlerini; ¢,,q, ve g, Ust ve alt ylzeylerdeki yayili kuvvetleri; ve 1,,7, ve 1;,
x,-eksenine parallel olan sinir yizeye birim alan basina uygulanan kuvvetleri temsil
etmektedir. ¢ ve b Ust indisleri sirasiyla Ust ve alt ylizeyleri géstermektedir. P ve P, ise, X

ve x, yonlerindeki diizlem i¢i basma kuvvetleridir.
Mikro-plagin ebatinin oldukg¢a kuglk olmasi nedeniyle cisim kuvvetleri ve momentleri

ihmal edilebilecek diizeydedir. Calismamizda dis kuvvet olarak yayili kuvvet ¢(x,,x,) ve P,

ve P_ ele alinmistir. Bu kuvvetlerin yaptigi is ve varyasyonu
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2 2
W:jqwdmlj Pl ip [ g (55)
v 250 ox 2 ox,
o ow Y
SW = jqawdA+ j(Ps( Wj +1;5[_Wj JJA, (56)
OX, * o ox,

olarak yazilr. P, ve P_, sabit varsayilarak , kismi integral yontemi ile 6/ asagidaki forma

indirgenmisgtir:

SW = jqawdA+j W psW, Wp sy
ox, U ox, ox, * 0x,

—J.qéwdA+j[ gw jd (57)
. Mpo n, Sw +a—wﬂnx5w .
ox, ox, °

Gerekli enerji varyasyonu terimleri (27) numarali denklemde yerine konularak kismi

diferansiyel denklemler ile sinir kosullari su sekilde turetilmistir:

ou:
oMy, oMy, OB R 28Ty 10T} 20T,
ox, ox, Ox; oxox, 5 ox' 5 ox; 50x0x,
8OTY, 3OTh _APTy 3T 10T, 20T, 1K 1Y, (59)
5 ox,0x, 5 oxt 5 ox 5 ox; 5 ox;  Soxox, 2 0x0x, 2 ox;
2 3 2
08?_[1 8w2+13862’1,
Ot Ox,0t Ot
ov:
oMy, oMy, OB _FP 20T, 10T, 28T,
ox, ox, oOxox, Ox; 50x0x, 5 Ooxf 5 0%
4T, 3Ty, 80Ty, 20Ty 10T, 30T, 1IN 1Y (59)
5 0x 5 ox; Soxox, S50x0x, 5 oxf 5 0ox; 2 0x 20x0x,
o%v O*w 0’0,

=] -1 ,
o2 ! ot
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ow:

aZMlll 62M212 821‘4112 631)11 831)11 83]321 831321 82P30 62P30
7 T ;T2 T A3 2 A3 A2 2 2
Oox; Ox; ox,0x, Ox; Ox,0x, Ox, Ox;0x, OX Ox,
20T, 30T, 20T, 30T, 10Ty 18Ty 38%, 12 9T,
5 0x Soxox; 5 ox; Soxox, 5 o 5 o 5 ox; 5 oxiox,
LAOTY 10T, 30Ty, 120T, 10Ty, 40Ty, 30Ty, 30T
504 505 5o Soxog 50 5 ag 50 5oxox
30Ty, 30T, O oY) @y PN o
5 ox; Soxiox, oxox, oxo0x, Oxo0Ox, Ox5  Ox;
2 2 2 2 2
rg-p, S -p S p S S apy, Y
' Ox; P ox, ' Ox; P ox, "2 Ox,0x,
o’u o'w 06, o*v o'w 00, o'w
— 4 Lot 7 T4 7 h oot 7o =5
Ox,0t Ox, Ot Ox,0t Ox,0t Ox; Ot Ox,0t ot
00, :
oMy oMj ., @R SR OB 20Ty 10Ty 1. 20T
ox, Oox, By axax, oy, 5 axr 5 a5 5oxox,
207, 8OTH, SOTY, 3T, 40T 1., 20T
5a Saxox, 5 5o 5 o 57 5 oy
3OT 1Ty 4, 20T, 0Ty 10Y 10V
50 5 axr 57 5axax, ox, 20x, 2 0x,
+layg 1.0°%; +182Y223_l iy 62u_1 o'w oy %6,
20x, 20xdx, 2 axr 27 ot oo ot
60, :
oM, oMY . ORGP OB 20T 10Ty, 20T, 1.
Oox, ox, 2 oxox, ox2  ox, Soxdx, 5 af 5 axr 5%
20Ty 40T 30T 1. 20T 80T 8T
5ox, 5o Sox 5" 50x, Soxox, 5 ox
V20T 18T, 30T, 4., 0Ty 1% 10%;
5oxax, 5 x5 o2 5% ox, 2 0x, 2 ox
oy, 10 1y, 10, ov , dw 00,
2 13 3 2 4 2 5 2
20x, 20x 2 2 Ox,0x, ot Ox,0t ot
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ou=0 veya

o OB LR 20TV 1Omy, 40TY, 30Iy, 319 107
"oox, 2ax, 5 S56x, Sox, 5da 5o 5o )"

o LR VOTS 10T 40Ty 40Th 1OLY 10T% 10%) 10K
28y 56y, 50y 5da S5ox, S5o0x, 50y 20y 2 )2

(63)
56—”=o veya
X, (64)
2 3 3 1 1 4 1
(Plo +§T1(1)1 _ETZ%I —gnglj”xl +(5P20 _gngz +§T1?2 _gT;;z)”xz =0,
Sa—uzo veya
X,
(65)

1 1 4 1 1 1 4 1 1
(Epzo —gngz +§T1(1)2 —gngz —EYSJ’%I +(—§T1(1)1 +gngl —gT;;l —Engj"xz =0,

ov=0 veya
( 3_1613°+16T£1+16T;§2_i6ﬂ?2_iaTz%l+18T3°31+18T;;2_gax‘;_gan‘;j%

20x, 50x, 50 S5ox S5ox, S50ox, 5 0x 20x 2 0x

oo (LOR OB 10Ty 20Ty, 30T, 40T 10T 30Ti)
20 oOx, 50 5o, Sox, 50 5ox 5ox, )"
(66)
6ﬁ= veya
ox,
1 4 1 1 1 1 4 1 1 (67)
(_ETZ%Z Ti?Z _gngz +EYlgjnxl +(5Plo _ng(l)l +§T2021 _S_TS(;l +EY2(;jnx2 =0,
5220 veya
ox,
(68)

1 1 4 1 2 3 3
(E])lo _ETi(l)l +§ng1 —gnglj”xl +(on +§ngz —ng?z —gTagzj”xz =0,
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ow=0 veya

oM}, oM\, &R OF P! 28T, 30T, 10Ty 128, 40T
ox, ox, Ox; OxoOx, Ox, S5 O Soxox, 5 dx, 5 oxox, 5 ox

+§62T2121 _langs +282T3131 +§ 0'Tyy, + 0T5, _laYI(l) +16ng + oY _a_WP n
50 5ox 50 Soxox, ox, 20x, 20x, ox ox )7

oMy, oMy, @R @R oR 38T, 20Ty, 19T 38T, 10T

Oox, ox, Ox0x, Ox; ox, S0x0x, 5 0x; S50ox, 5 ox 5 ox,

20Ty, 40T, 30Ty 3T, 0Ty 10¥) 10y % ow, )
5o0xox, 5 ox, S5oxox, 5 ox; ox 20x 20 oOx, ox, *) "

o’u o*w 0’0 o’y o*w 0’0
=1 -1 +1,—*+ |n, +| 1 -1 +1,—* |n_,
( Yot oxort ' or j . [ Yot oxerr Yo )¢

(69)
0—=0 veya
ox, Y
_2\41 +831+6_P;_P0+26L1111_28T_2122+1T0 +2%_ET0 (70)
"o, oax, 5oy Sox, 577 5 5'°

1 1 1 1
(- i o ooy s B 3 2

1o
+-T, 71
& o, ° 5oy 5o 5°7° (71

1 1 1 1
30B Ly 20T 45 30T 30 ),
50x, 5 5 ox, 5 5 ox, 5 ox,
o’w
o =0 veya
ox; Y

(72)
2 3 3 3 12 3
(_Pll _gﬂln +§Tzlzl +§];131an1 +(_le +§Tzlzz _?11112 +§T3132jnx2 =0,
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o’w

)
ox;

=0 veya

(73)

3 12 3 2 3 3
(_Pll +§Tlln _?Tzlm +§T3131jnxl +(_le _gTzlzz +§]I112 +§T3132jnx2 =0,

06, =0 veya
2 2 2 2 2 2
e L
x, 2 0Ox, 50 50x, 5 50, 5 50 5

+§ané1+ganiz+gyz+laxijn { . _10P} 10T 10T; 40T%;, 40T,
5 12 X 12

5 0x, 5 ox, X, 20x S50, 5 ox 5 0x 5 0x
2 2 2 2
+l%+l%+2]’g3+lYé _1Y333 +laYl3 +l% n, =0,
50x, 5 ox 2 2 4 ox, 2 ox,
(74)
5%20 veya
§ (75)
2 3 3 1 1 4 1 1
(Plz +§Tﬁ1 _§T2221 —gTszslj”xl +(§Pzz _gTzzzz +§]ﬁ2 _§T3232 —ZYéj”xz =0,
5%20 veya
Xy
(76)

1 1 4 1 1 1 4 1 1
(Epzz _gTzzzz +§7ﬁ2 _§T3232 —ZYéj”xl +(_§le11 +§T2221 _§T3231 —EYzij”xz =0,

00, =0 veya
., 1oR 10T, 10T, 40T, 40T 10T 10T
) ox, 50ox, 5 ox 5 ox S5Sox, 50x, 5 0Ox
LI B 0 wr, LOR OB g 10T, 20T 2
271 27F 206y, 4 ax, 2 20y o = 5oy 50x, 5
L30T, 2.5 40T, 8. +16T3§1+§6T£2_1Y3_16Y2éjnx2:0,

+zr1;j

n_+

X

1., 1 1 oY? 1aY2§j

5, 5 5a 5% 50 5o 27 4o0x
(77)
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00

§—2=0 veya

ox, (78)
1., 4., 1., 1., 1, 1., 4.5 1., 1.,

_ETzzz"'ng_gTwz"'EYls n,+ EPI _§ﬂ11+§7;21_§T331+4_Y23 nxzz(),

00

5§—2=0 veya

ox
’ (79)

1 1 4 1 1 2 3 3
(EPIZ —gTﬁl +§T2221 —gTszsl +ZY223jnxl J{Pzz +§T2222 _ETﬁz _gTazszj”xz =0,

(60) numarali esitiikteki P’, P ve P/ termal degisimden dolayl olusan dizlem igi

kuvvetlerdir ve statik termal egilme analizi kullanilarak bulunur.
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3.2.1. Denklemlerin ¢} ve @ Cinsinden ifadeleri

Bir dnceki bélimde kismi diferansiyel denklemler ve sinir kosullari orta dizlemin kayma

gerinimleri 6, ve 6, cinsinden tlretilmistir. Yerdegistirme alaninda (denklem (1) - (3)) 6, ve
0, yerine orta diizlem normalinin donmeleri ¢ ve ¢, kullanilarak denklemler ¢ ve ¢,

cinsinden ifade edilebilir. (4) ve (5) numarali esitlikler araciligiyla, ¢, ve ¢, cinsinden kismi

diferansiyel denklemler su sekilde bulunmustur:

ou:

oM}, oMy, @R OB 20Ty 15T} 20Ty,
Oox, ox, oxi oxox, 5 ox5 5 ox; 5oxox,
8 OTy, 30Ty 40Ty 3OTH 10T, 20T, 10, 19, (80)
S50x0x, 5 ox7 5 ox; 5 ox; 5 ox;, 50x0x, 20x0x, 2 0x;

o’u o’w 0’
=1 —+(I. -1 +1,—1
( : 1)6x16t2 ’ o

’ o

ov:
oMy, oM, OB PR 20T\ 10Ty 20T,
ox, ox, Ox0x, Ox; S50x0x, 5 Ox 5 Ox;

40T, 30T, 8T 20Ty, 10T, 30T, 10% 10T, (81)
5 0xf 5 0x; S50x0x, 50x0x, 5 ox; 5 ox; 2 0x 2 0x0x,
o’y o’w ol
=I,—+(I,-1 +1,—2,
° ot (7, l)axzﬁtz * o
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ow:

M), My, M, OM; OMj, ,OMp oM oM,
ox; ox; ox; ox; ox,0x,  Ox,0x,  OX Oox,
~ 831311 aBPIZ ~ 83P11 83P12 ~ 83P21 83P22 ~ 83P21 83P22 82P30 ~ 82P33 aZP?)O ~ 821_)33
ox,  ox,  Ox0x; Ox0x; Ox; Ox; Ox0x, oxox, oxi Oxf ox; 0
20Ty 200, 30Ty, 20T, 1o, 10%;
5 ox 5 ox; 5 ox,0x; 50x0x; 50x0x; 5 oOx
_E 837—'2122 2 a 7—'2222 3 837—'2122 _l 637—'2222 _E 637—'2222 _1871222
5 ox; 5 ox; 5 ox;ox, S5ox‘ox, S5oxox, 5 ox,
1T, 20T, 10Ty, 20T, 38T, 30T, 120T), 40T, 83T, 10T
500 50 5 0% 5 ox; 5 ox; 5 ox, 5 oxiox, S50x0x, Soxiox, S5 ox,
LAOTY BOTh, 10Ty, 20T, 30T, 30T, 1207, 80T, 40T, 107,
5 ox; 5 ox 5 0x 5 ox 5 ox; 5 ox; 5 ox,0x; 5 O, 0x: 5 ox,0x; 5 ox
1T 20Ty, 40T, 80Ty 30T, 33T, 30T, 28T, 10T 40T,
5 ox 5 ox; 5 ox; 5 0x; 5 o, 5 ox 5 ox,0x; Soxox; Soxoxi 5 ox
V3OT, 30T, 30T, 10T, 20T, 40T, TN, 0T
5 ox, 5 ox) 5 ox’ox, S5ox‘ox, S5oxox, 5 ox, ox,0x,  Ox,0x,
oW VR O 10N O 10 FR 100 1og 0%
ox,0x, 2 0x,0x, Ox.0x, 2 leﬁxz o, 2 ox o 2 ox;  20x, 2 ox
2 2 2 2 2
e e e L
' Ox; P ox, ' Ox; ' ox, "2 Ox,0x,
o’u oy o'w o'w o’w
=1,-L)——+([-L,)——+(2[,-1,-1 21,-1,-1
(7 3)6x16t2 (7 3)6x26t2 (2, =1,=1) 2ot (21,1, 5)6x226t2 o
o’d 0’9
+(L, - 1) —+(1,-1,)—=,
(. 5)6x16t2 (. 5)6x26t2
(82)
o, :
oMy oML . FR_FR R 28T 10T 1. 20T
ox, ox, Pooax? axax, oy 5 ar 5 a5 5 a0,
20Ty, 8T, 80T, 30T, 48T 1., 20T
5 ox, S5ox0ox, 5 oOx 5 axl 5 a5 P 5 oy
L3OT 10T 4., 28T, 0T (83)
5o 5 o 57 5axax, ox,
Jlovy 1ov 1wy 1 18Y 1,
20vr, 20x, 2d 20xdx, 2o 27
o’u o’w o0’
=L, —+(I,—-1 +1,—*,
* ot (7; 4)6x16t2 * o
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o, :
oML oML . OB 0P OF
ox, ox, 2 orox, oxl  ox,
20T, 10T, 28T, 1. 20T 40T 30T
Soxx, 5 o 5 a2 57 50x, S5 x5 oxd
8O, 80T 20T 10Ty, 30Ty, 4. 0T
56x0x, 5 0x, Soxdx, 5 axr 5 oxr 5 ox,
3 3 3 2y2 2y2 2 3 2
_laYII +laY33 _laYIZ _la Y;3 +1Y1‘31_l 0 Y23 213 0 : ([5_14) 0 Wz +15 0 ¢2)2 )
20¢ 20x 20x, 20x5 2 2 Ox,0x, ot Ox,0t Ot

20T,
P 5 ox,

4
1

(84)

1
+gl

Sinir kosullarini da bu sekilde ifade edebilmek igin dncelikle asagida verilen esitlikler

kullanilmistir:
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1 O w 10P ow 1 ow 10P 5w _ o'w OP 5w

—Pn§——— n.o6—+—Pn.d == n.6—=~Bn, 00— — n.o—
2 ' Ox0Ox, 20x, 7 oOx, 2 Pox;, 20x, " Ox *Ox, Ox, ' Ox

1, w107, ow 1., 0w 10T, ow
—= I, + o2 6 ——_Typn 6 ——+_-—n 6——

5 ox,0x, 5 0Ox ox, 5 ox; 5 oOx, ox,

2 2
=272, 590 200m 5O
5 Pox;, 5 ox, T oox
2 2 2 2

—l]’zéznxlé‘ Ow + 19T nx156_w = —szzzznxzc?a—v; + 19T n, 5%

5 ox,0x, 5 0Ox 0ox, 5 ox; 5 oOx, ox,

2 2 2 2

+£]11?2nx15 a v _ia];u nxzéa_w—i_i]ﬁanz a ‘:}_i%nxléa_w

5 ox,0x, 5 0Ox ox, 5 ox; 5 ox, ox,

2 2
5 Poxy, 5 ox, T oox
2 2 2 2

i];?2’1):1 a v _ia]hz nxlsa_W:i I?anz a_‘;v_ia];n nxlga_w
5 ox,0x, 5 0Ox ox, 5 ox; 5 ox, ox,

1, o’w 10T: ow 1., o’w 10T ow
--Tn, +——n 6 —=-_Tyn d——5+_-—>tn 6_—

5 ox,0x, 5 0Ox, ox, 5 ox; 5 ox ox,

1 o’w laTéln 58w 1 o*w +18T3§1n 56w:—zT2n 582w+28T3231n 58w

——Ton 60— ———Tn — — —
5P 5y " oax, 5T oaxex, Sox, "oy, 5T ox 5oy ° ax,

2 2 2 2
L Ow +18T332n 56—w—lT2n 56W+l—aTmn 58w 2 on. S

0° 2 0T 0
Tiyn, . 3327, 2 x =TIl W+_ *p o v
5 ' ox0ox, 5 ox, 7 Ox, 5 Poox;, 5 ox, 7 oox 5 ?

s o

1

2 2
_§T3§znxl o'w +16T332n 58w_ 1

2 2
ox,0x, 5 oOx, ' 0Ox, :

o5 o, ox

2 2 2 2 2 2
Ay s o*w +l<’5Yl3n58w L2, 58W+l%naaw— 1., 8w+laYl3n58w

4 xox, 4ox " oax 4% a? 4ok, M oox 2 13/, 20k M ox
1 2 1 1 1 2 1 1 2 1

Ty s 0w _l@Yén s _ 1y az_w_la_Yén s
277 awox, 20x ax, 20 oxr 2ax, U oox
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2 2 2 2 2
lﬁznxlaaw 16P xzaﬁ_i_lﬁznxza&w laP Xléaw P1 156w oF, XZCS%
2 ox; 2 ox, ox, 2 Ox,0x, 2 ox, ox, oo ox,

2 2 2 2
lTﬁl x a v 167—{11 nx 56_W 171l?l xaa_‘;v—i_la]—{llnx 6ﬂ
5 *oox0ox, 5 0Ox, 7 Ox 5 ' ox; 5 o0x, 7 Ox,

1., o’w 16Tlf1 56w 1 o'w +187ﬁ1n 6@

__T{llnxa_Z ~ nx ]11?1 x X;
5 " ox; Sox, Coox, 5 *ooxox, 5 ox, ' oOx,

gT2n 8w+28Tlf1n 58_w
5T x5 oy, 0 o,

2 2 2
i7—'2221nx a i - 4 87—'221 nx 5% = i 2221nx a ‘;V 4 87—'221 nx Sﬂ
5 *ooxox, 5 ox, ¢ oOx, 5 'Ox;) 5 ox,  ox,

2 2 2
i7—'2221nx 5 a ‘;V : 67—'221 nx aw 47;221 X a id 187—;21 nx 6@
5 'Ox) 5 ox, 6x2 5 Pooxox, 5 ox, T 0Ox,
80 SOw 80T oOw
52052 5 oy, % o,

Lyo, 50w 100 cow 1. Gw 108K cow

__Y23nx nx 237"y, 2 X
2 *oox0x, 20x, 7 0x 2 Loox; 2 0x, O Ox,

2 2 2 2
Jan 60y 5O Lyt 5 Sy 500
X, X, x, 4 ox,0x, 4 ox, 0ox,
2 2
1Y223 x156 w_laYBn 68_w

2 ox; 2 0x * ox,

3 3 3
1()/3 W sy sw-¥in 52+ xlc‘)‘wj i[w 5 5%, s

sl ox, Ox S n,  Ox, sl ox, ox,
3 3 3
i s Yy sy x58W+%nx5w—Y;nx58W Ll Sw =0
*oox, Ox, ox, Ox, "oox, Ox

2vy72 22
1%n 6w+—a 3 5 ow=0

2 ox; 2 oxox,

0, ve 0, yerine ¢ ve ¢, kullanilarak sinir kosullari su sekilde yeniden diizenlenmistir:
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ou=0 veya
o OB LR 20TV 1Omy, 40TY, 30Iy, 319 107
"oox, 2ax, 5 S56x, Sox, 5da 5o 5o )"
o LR VOTS 10T 40Ty 40Th 1OLY 10T% 10%) 10K
28y 56y, 50y 5da S5ox, S5o0x, 50y 20y 2 )2

(86)

56—”=o veya

& (87)

2 3 3 1 1 4 1

(Plo +§T1(1)1 _ETZ%I —gnglj”xl +(5P20 _gngz +§T1?2 _gT;;z)”xz =0,
Sa—u:O veya

X2

(88)

1 1 4 1 1 1 4 1 1
(Epzo —gngz +§T1?z —gngz —EYSJ’% +[—§Tl?1 +gngl —gngl —EYzOzJ”xz =0,

ov=0 veya
(Mo _10R’ 10T, 10Ty, 40%, 40Ty 10Ty 10Ty 10%; _gan‘;jn
12 X

20x, 50x, 50 S5o0x S5ox, S50ox, 5 0x 20x 2 0x

e _laplo_aPzOJrlaTl?l 20Ty, +§aTl?z_ﬂaT£1 +18T3‘;1+28T3‘;2 0 =0
2 20y ox, 50y S5ox, Sax, Sa 5d Sox, )
(89)
5220 veya
ox, (90)
1 4 1 1 1 1 4 1 1
(_gTzozz +§Tl?z —gngz +5Ylgj’1xl +(51’10 —ng?l +§T2%1 _ET;;“ +§ngj"x2 =0,
5220 veya
" (91)
1 1 4 1 2 3 3
(E])lo _ETi(l)l +§ng1 —gnglj”xl +(on +§ngz —ng?z —gTagzj”xz =0,
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ow=0 veya
aMlll _ aMlzl n aMllz _ 6M122 M3 - 6231 + 62Pl2 _ aZPZI n 62‘Dz2 n aF_;)O _ 8P33
ox, ox, Oox, 0ox, B axp oxox, oxdx, Ox Ox

5o 5 5ok 5" Saxdx, Saxdx, 5oy 5 ox

20T, 8T} 40T, 8oL, 30Ty, 30T 40T, 1.
5ox0x, Soxdx, 5o, Sox 5o 5o 5o 577

Lom 20Ty 30T, 30T, 10T 4., 3OT, 20T, Tk oT,
5a 5o 5ot 5o 5 oaxr 5P 50xox, Soxdx, ox, ox,

20Ty, 28Ty 18Ty 1., 30T, 28T, 10T, 20T

Loy 1ovy 1oy vy 105 1y ow, )

20x, 20x, 20x, oOx 20x 2 ox, )"
[ oMy oMy, oMy, oMy, M- OR |, TR 62}}1 . 621222 Lop' or
Oox, Oox, ox, ox, ox,0x, Ox,0x, Ox; 0Ox; Ox, Ox,

3OT, 20T 28T, 18Ty 1. 20Ty, 1073 207

+
50x0x, Saxox, 5 ox; S5 ox; 577 5 axr 50x, 5 ox
3T, APTY 30T 1. 10T 20Ty 1207, 8T

500 5o 5o 5" 5a, 50y, 5oxdx, 5axox,
A0, 8OT, 30T, 20T 30Ty, 10Ty, 30Ty 4., T ol
50x, 5o, Sdaxdx, Soxox, 5 o 5 o 5 ar 577 o ox,

_laz?+1axi+1aY;;_ax2+1axé_1y4_a_w&jnxz

20v 206y 20 oOx, 2dx, 2" ox

o’u o’w o’
:((11—13)¥+(214—12—15)W+(14—15) aﬂljn*l

o’y o’w 0%
4{(11 —13)¥+(214 ~1, —15)—8)62(%2 +(1, -1 )—8t22 jn

(92)
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56—w:0 veya

ox,
20T, 20T, 30T, 30Ty,
50 Sox 5ox, 5 ox

Lpo 270 1200, 120K} 4 8p 30Ty 30Ty Ly 2n o

+-To, ——To, + +— -
5% 5% 5 a0 5 5 5 5 50 5705

1 2 1 2
aPl _aPI +6[)2 _6})2 _])30+P33+

—M + M+ .
x, Ox, Ox, Ox,

30T, 30T, 30Th, 3013, L 1,
56y 5oy S5ox, 5o, ©o27)

1 1 1
ML M T 2T SR 20 s, =0

58—W:O veya

Xy
1 2 0 3 Ly 1o 1o,
_M12+M12_T123+2T123+5Yu_EYll_EYn n,

+ _Ml +M2 +8P11_aPlz+8P21_6P22_P0+P3_287—1111 +§87—ﬁ1
2 = ox, Ox, Ox, Ox, s ox, 5 0Ox
20T, 20T, 1. 2., 30Ty, 30Th 1., 2., 1207 120T
+ + 333 333 + + 113 113+
50, 5ox, 5 5 50x, 5ox, 5 5 5 ox, 5 O0x
_iTO +§ 3 _2573131 +28T£1 _28773132 +28T3§2 +Y°—1Y3 n =0
5% 5% 50 50y 5o S, Co27)2 7

(94)
o*w
o = =0 veya
1
2 2 3 3 3 3
(_1)11 +1)12 _nglll +ET1%1 +gT2121 _gTzzzl +gT3131 _gT;ZNJnx] (95)
3 3 12 12 3 3
"(_le +P22 +gTzlzz _§T2222 _?Tlllz +?]ﬁ2 +gT3132 _gTszszjnxz =0,
o*w
o = =0 veya
2
3 12 12 3 3 (96)

3
(_1)11 +P12 +nglll _ngil _?Tzlzl +?Tzzzl +§Tsl31 —gTéljnxl
2 2 3 3 3 3
"(_le "'Pz2 _gTzlzz +§Tz222 +§Tlllz _gTﬁz +ET;32 _gTsizjnxz =0,
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09, =0 veya

2 2 2 2 2 2
v OB VAR e 20T 10T, 1y 40T 8. 30T 2.0
ox, 2 ox, 50 5o0x, 5 5o, 5 504 5
JBOTY VAT Ly 1O (e LOR 10T, 10T, (97)
50x 5ox, 2 4 0ox, ) 20x, 50x, 5 0Ox
2 2 2 2 2 2
407, _i6T221+18T331+18T;32 +2T1;3+1Y232_ly335+l%+l% n, =0,
50 5ox, 50x, 5 0x 2 2 4 ox, 2 ox,
5%=0 veya
ox, (98)
2 2 2 3 2 3 2 1 2 1 2 4 2 1 2 1 2
R +§T111_§T221_§T331 n,+ 51)2 _gTzzz‘Fgﬂu _gT332 _ZYB n, =0,
5%20 veya
Oox,
(99)

1 1 4 1 1 1 4 1 1
(51322 _gTzzzz +§7ﬁ2 _§T3232 —ZYéj”xl +(—§T1211 +§T2221 _§T3231 —EYzij”xz =0,
o0, =0 veya

( yp _LOBY LOTL 1OTA, AOTL, 40T 1Oy 10T

2dy, S5y, 5oy Sy, S5ax, 5 5 o
2 2 2 2 100
_1Y131+1Y333_____ nX + Mzzz_l_ai_apz +P33+l%_2_% ( )
2 2 20x, 40x, )" 2 Ox, Ox, 5 ox, 5 ox,

240 30T, 2. 40T 8.0 10T 30T, 1. 10V

5% sor, 5 54 5% 5a S5a& 2% 4a )" 7
) ¢2=O veya

o (101)

1 4 1 1 1 1 4 1 1
(—gTzéz +gTﬁz _§T3232 +5Y1§jnxl +(§P12 —gTﬁl +§T2221 —ngn +ZY223jnx2 =0,
5%=0 veya

ox,

(102)

1 1 4 1 1 2 3 3
(Eplz —ngfl +§T2221 —gTszsl +ZY223Jnxl +(Pzz +§T2222 _gﬁz _§E§2J”Xz =0.
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3.2.2. Kuvvet ve Moment Katsayilarinin Atalet ve Mukavemet Katsayilari Cinsinden

ifadeleri ve Denklemlerin Son Formu

Bir Onceki bodlumde verilen denklemler kuvvet ve moment katsayilarini
i i i i i i i i i i i i i i i i i i i i
(MII’MZZ’MIZ’MB’PI ’P2 ’P3 9T111’T222’T333’T1129T221’T113’T223’T331’T332’T123’Yll’Y22’Y33’

Y}, Y., Y5, ) icermektedir. Bu katsayilarin hesabinda asagida verilen tanimlar kullaniimistir:

b E(x,T
Fp.Fy )= D) s

A,,B,,,D,,.F
{ 11> P11 11 *%I—U(x3,T)

11°

" E(x,,T)o(x,,T
{ALll’BLll’DLII’FLII’FLZZ’FLB}:I_zﬁ ( : ) ( 5 ){l,x3,x32,f,x3f,f2}dx3
; 1-v(x,,T)

Ld E(x T)
4. B F. = T\ )
{ T11>7T11 T“} '[l;(l_l)(xpT))

{AsslBSSJDss’F44’F46’Et7’ES’F;s’F;7:F66’F67’F68}

— g E(X3) 2 2 " 2 g2 " "
—f%2(1+u(x3)){1,x3,x3,f IS S f

oc(x3,T){1,x3,f}dx3

{ASSO’B5SO’D550’ F:MO’F:t60’F;l7O’F:ISO’F;SO’F1570’F660’ F'670’ F'680}

_ g E(x3)l(§ 2 2 " 2 2 "2 " "
=[x S S R S
——2(1+u(x3))
{A551’B551’D551’F441’F;61’F471’F;81’F'551’F'571’F661’F;71’F681}

:J'% E(XS)-IIZ {Lx )xz)fz,ff‘”,f:xf;f,zyf';fﬂzyf",xf"}dx ,
S2(1+o(x)) VU ’ ’ ’
{ASSZ’BSSZ’DSSZ’F:142’E162’F;172’F2182’F'552’F1572’F662’F'672’F'682}

ﬁh—E(x})'lz {1,xyxgz,fz,ﬁ”ﬁf,x3f,f’z,fif"z,f",xsf"}dxs-
22(1+U(x3))

h

{11, 1,1, 1, I} = [ p () (L, 23, £, f f 2 e, (103)

2

Kuvvet ve moment katsayilari bu sekilde ifade edilerek, kismi diferansiyel denklemler ve sinir

kosullari asagida sunulan formlariyla yeniden diizenlenmistir:
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4. DIFERANSIYEL KARE YAPMA METODUNUN UYGULANMASI

Diferansiyel denklem sistemleri ve sinir kosullarindan olusan baglasik denklem sistemi
diferansiyel kare yapma metodu araciligi ile ¢ézilmustir. Bu metotda bir fonksiyonun
herhangi bir noktadaki kismi tlrevini hesaplamak igin fonksiyonun cesitli noktalardaki
degerlerinin agirhkh lineer toplami kullaniimaktadir. Diferansiyel kare yapma metodu

uygulanirken, dikdértgen bir mikro-plagin dizlemi Sekil 2’de goésterildigi gibi alt-alanlara

bolinmektedir. Burada N, ve N_ sirastyla x, ve x, yonlerindeki nokta sayilaridir.

Xy, J4
J=N,
ij+1
iy i i+l
ij-1
2
J=1 >
=1 2 - - =Ny xy, 1

Sekil 2. Plak ylzeyinin alt-alanlara bdlimu.

Diferansiyel kare yapma ydntemine gore x4 ve x;’ye bagli olan bir w fonksiyonun tirevleri

W _ St o, (126)
o = it Wi
n N,
avf= A, (127)
axz i ,
"M A )t (o

=>c"y aw, 128
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seklinde ifade edilmektedir. Burada cf/m), m dereceden turevin agirhk katsayisilaridir ve

Lagrange interpolasyon polinomlari kullanilarak asagidaki gibi elde edilmistir:

(1) M(l)(x,- 2 7ic

c, = , 1 1¢in,

T MO () T
(2)

W = M= (x,) , =] igin,

(129)
(m—l)
C:.
c_(,’"):m(c_(_’“)c_(_l)— g ] i#jigin, m=2,3,..,N, i,j=1,2,...N,

xl.—xj

=
I

N
— z cl.(jm), fori=1,2,.., N.

Jj=1, j#i

M (x) ise

M(x):ﬂ(x—xj), (130)

j=1
formunda ifade edilir. M (x)’in k dereceden tiirevi M(")(x) ile gosterilmistir. Yukarida tarif

edilen diferansiyel kare yapma metodu uygulanarak tim denklemler sonlu seri formuna

donustirtlmustir. Denklemlerin seri formlari asagida sunulmaktadir:
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5. SAYISAL GOZUM YONTEMLERI

Diferansiyel kare yapma metodu uygulanirken, dikdértgen mikro-plak dizlemi Sekil 2'de

gosterildigi gibi alanlara bolinmektedir. Burada N, ve N, sirasiyla x; ve x, yonlerindeki
nokta sayilaridir. Sekilde (i,;) ile belirlenen genel bir p noktasi (i—1)xN, +; olarak
numaralandiriimistir. Toplam nokta sayisi lexNx2 olarak ifade edilmektedir. Genel

formllasyonda her digiimde 5 bilinmeyen bulunmaktadir. Bu bilinmeyenler u,v,w,@,¢, ile

gosterilmistir. Bilinmeyen yerdegistirme vektori d asagidaki gibi tanimlanmistir:

T

a={fu}" o} o' o ] =2 N < in (153)

{up}, {vp}, {wp}, {qﬁlp}, {¢2p} sirastyla u,v,w,¢,,¢, bilinmeyenlerini igeren vektorlerdir.

Ornegin {wp}

W,
Wiy !
w
Wiy, N,
Wai W+
. : : o
{Wp} =, =, , p=1,2, .., N xN,_ icin, (154)
2N, 2N,
WN.XI )1 W(Nq 71)N»¥2 +1
w
L NuoNy | Wy N,

formundadir. Yuksek derece plak ve Mindlin plak teorileri igin denklem (153)deki

yerdegistirme vektoriniin boyutu 5x N x N, ’dir. Ancak Kirchhoff plak teorisinde ¢, ve ¢,

mevcut degildir ve dolayisiyla denklem sayisi ve yerdedistirme vektérinin boyutu

3x N, xN_ dir. Yukaridaki vektdrler ve numaralandirma metodu kullanilarak seri formunda

olan hareket denklemleri ve sinir kosullari matris seklinde ifade edilebilir. Sinirdaki noktalar

91



icin (i=1 veya j=1 veya i=N, veya j=N,) tiretiimis olan sinir kosullari

uygulanmalidir. Bir degisken icin birden fazla sinir kosulu varsa, sinirdan bir sonraki noktalar
(i=2 veya j=2 veya i=N, —lveya j=N,_ —1) icin hareket denklemi yerine bu ekstra

sinir sartinin yazilmasi gerekmektedir.

5.1. Statik Egilme
Statik egilme probleminde, diferansiyel denklemlerde zamana bagl kismi tirevler sifir
olarak alinmaktadir. Bu islemden sonra, denklemlerin seri formu kullanilarak, hareket

denklemleri asagidaki gibi ifade edilmigtir:

D,d*+D,d +Q=0. (155)

Burada d¢ ve d' sirasiyla kenar ve i¢ noktalarin yerdegistirme vektéridir. D, ve D,

sirasiyla kenar ve i¢ noktalarin katsayr matrisleridir; ve Q vyayili yik vektérini temsil

etmektedir. Sinir kosullari ise

B,d°+B,d =0, (156)
formunda yaziimistir. B, ve B, katsayl matrisleri sirasiyla kenar ve i¢ noktalara gore elde
edilirler. Son olarak denklem (156) kullanilarak asagidaki lineer denklem sistemi elde
edilmigtir:

Kd'+Q=0. (157)
Burada direngenlik matrisi K

K=-D,B,'B, +D,, (158)

olarak yazilir.
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5.2. Serbest Titregim
Serbest titresim probleminde mikro-plaga uygulanan tim dis kuvvetler sifirdir. Bu

durumda dinamik yerdegistirme vektoérl asagidaki gibi tanimlanabilir:
d=d'¢". (159)

Bu denklemde @ dogal frekansi temsil etmekte; d” ise titresim mod seklini gdstermektedir

ve asagidaki gibi ifade edilir:

. AT T T AT T " ..
O g R B PR A N (¢
Denklem (159)daki dinamik yerdegistirme vektoéru hareket denklemlerinde kullanilarak
D, d*+D,d" - »’Md" =0, (161)

formunda bir denklem sistemi bulunmustur. Bu denklemde mod sekli d* kenar ve i¢ noktalar
icin sirasiyla d* ve d” alt vektorlerine ayriimistir. D, ve D, kenar ve i¢ noktalarin katsay!

matrisleridir; ve M atalet terimlerinden tiretilen kitle matrisidir. Benzer bigimde sinir

kosullari
B, d“+B,d" =0, (162)

seklinde ifade edilir. B, ve B, statik egilme problemindeki gibi tanimlanmigtir. (161) ve

(162) numarali denklemler kullanilarak mikro-plagin serbest titresimini temsil eden 6zdeger

problemi
(K-0'M} d" =0, (163)

formunda taretilmigtir. Direngenlik matrisi K denklem (158) kullanilarak hesaplanmaktadir.
Dogal frekanslar ve mod sekilleri denklem (163) ¢ézilerek bulunmaktadir. Bu ¢ézimden elde

edilen frekans bes yerdegistirme modundan herhangi birine ait olabilir. Bu titresim bicimleri u

ve v icin eksenel yerdegistirme, w icin enine yerdegistirme ve ¢, ve ¢, icin donme olarak
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tanimlanmaktadir. Hesaplanan dogal frekanslarin yerdedistirme modlari, mod sekilleri

incelenerek belirlenmigtir.
5.3. Burkulma

Burkulma probleminde diferansiyel denklemlerde zaman cinsinden kismi tirevler sifirdir

ve dig yuk olarak sadece x;, ve Xx, yonlerindeki dizlem i¢i basma kuvvetleri P ve P

Xy

uygulanir. Burkulma problemini matris formunda ifade ederken serbest titresim probleminde

2

uygulanan prosediire benzer bir prosedir takip edilmistir. Kitle matrisi M yerine —VZV ve

X
2

8—2‘) terimlerinden elde edilen katsayr matrisi X kullaniimistir. Boylece mikro-plagin

Ox;

burkulmasini temsil eden 6zdeger problemi su formda elde edilmistir:
{K-PX} d; =0. (164)

Bu esitlikte P kritik burkulma kuvvetini, d’{,i ise mod seklini simgelemektedir.

5.4. Termal Etkiler

Micro-plaklarin termal ylk altinda mekanik davranigi mesnet tirtine goére iki farkl grupta
incelenebilir: Yanal yénde kisitli olmayan (hareket eden) ve yanal yonde kisitli olan (hareket
etmeyen) mikro-plaklar. Hesaplamalarda sicakligin sadece kalinlik koordinati boyunca
degistigi  varsayilmistir. Termal ylkler altinda olan bir mikro-plagin serbest titresim

analizinden énce sicaklik degisiminden dolayi olusan baslangi¢ dizlem igi termal yuklerin (
Px?, Px(z ve Px?xz ) belirlenmesi gerekmektedir. Bu kuvvetler statik termal egilme probleminden

elde edilir. Statik termal probleminin ¢éziminde atalet terimleri ve dizlem ici termal ve

mekanik yikler gibi kuvvetler g6z 6nine alinmaz. Bu problemden hesaplanan

0
11

yerdegistirmeler, M, M), ve M} ifadelerinde yerlerine konulduklarinda sirasiyla Px?, Px(z
ve P, 'i vermektedir.

Yanal kisitlamasi olmayan mikro-plaklarda kenarlarin serbestce hareket edebilmesinden

dolayi termal yuklerin bir kismi termal gerinimin olusmasina yol agmaktadir. Yanal hareketleri
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kisith olan mikro-plaklarda ise, sicaklik degisiminden dolayl baslangi¢c yerdegistirme
olusmamaktadir. Dolayisiyla duzlem igi kuvvetler asagidaki gibi elde edilir (Ansari vd., 2013;

Javaheri ve Eslami, 2002):

Px? _p° :_Ih/z E(x3)a(x3)AT(x3)

dx., P’ =0. 165
Xy _h/2 I—V(x3) 3 ( )

Duzgun sicaklik deg@isimi uygulanmasi durumunda AT sabittir. Isi iletimi g6z énune alindigi
takdirde is sicaklik farki

(AT, -AT,) = d
AT(X3) - J-h/z dx, J.—h/Z K();) +AL (166)
—h/2 K(x3)

integrali ile hesaplanir. Bu denklemde K malzemenin isil iletkenlidini simgelemektedir. ¢ ve
m alt indisleri sirasiyla seramik ve metal fazlarini gostermektedir. Dizlem ici termal yukler

diger duzlem ici kuvvetler, P ve P_, ile toplanarak formulasyona girilmektedir. Bu durumda

kritik burkulma kuvveti, serbest titresim dogal frekanslari, ve dizgin yayili kuvvetin altinda

statik egilme sonuclari etkilenmektedir.
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6. SAYISAL SONUCLAR

Sayisal analizlerde g6z 6niine alinan dikdértgen FDM mikro-plak konfiglirasyonu ve basit
mesnet geometrisi Sekil 3'de gosteriimektedir. Mikro-plagin dért kenarinin da basit mesnetle
desteklendigi varsayilimistir. Statik egilme probleminde plak sekilde g ile gosterilen dizgin
yayili yik ile yliklenmektedir. Serbest titresim ve burkulma analizlerinde bu tir bir ylikleme

bulunmamaktadir.

X3/ 100% ceramic

A X

q
l l 100% metal

Sekil 3. FDM dikdértgen mikro-plak ve basit mesnet geometrisi.

Geligtirilen sayisal ¢ézim teknikleri MATLAB adli yazilim igersine entegre edilmis ve sayisal
sonuglari hesaplamakta kullanilan genel bir bilgisayar programi gelistiriimistir. Geligtirilen
MATLAB programi kullanici araylzi Sekil 4'de gdésteriimektedir. Bu araylz ile kullanici

yapilacak olan analiz ile ilgili olarak istenilen segimleri yapabilmektedir.
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A New Method for Modeling and Analyzing Micro-plates

O V. |

— 1. Parameters "
—1.1.G trical — 1.2. Material — 1.3. Elasticity & Length Scale Params.
Height (h) 2*15¢-6 m Volume Fraction Exponent, n 10 ==
Length(a) | 20 |xn m [ | [~ Ceramic }
: : Select |yser defined v
Width (b) 20 xh m L : A ) :
: : E [34843¢9 | Pa nu | o024 )| 1505 |l
Sica = : : ' l0c=Hc=Rc=ic | t
Shear - - rho | | ke/m3 c=llc=lec= 1 xim m
cor. Fac. L =i ) 9/ ’ ‘
(ks) alpha [s57236e-6) 1K K_th| 13723 | WimK
. L | L |
Nx | 11 — Metal — 1.4. Plate Theory.
— Select | ]
Ny [ 11 |User defined v =
- " r 1 r 1 MINDLIN
£ | 201.04e9 | Pa nu | 03262 THIRD ORDER L
tho | sies | ko/m3
i : . 3 — 1.5. Boundary condition
alpha | 12.330e-6 | 1/K Kth| 15379 | WimK
2. Loading
Thermal buckling analysis (bi-axial)
2.1. Bending————— 2.2. Mechanical Buckling- 2.3. Thermal Buckling——
Distributed - [[] piscardu & v
transverse load (q) linear
-0.1¢6 | N/m2 l -
- [ Bending | [ Bucking | Free vioration)
Plot mode shape | | 1

Sekil 4. MATLAB ile hazirlanan grafiksel kullanici arayuzu.

Yurittigumiz sayisal parametrik analizler iki ana bolimden olusmaktadir. Oncelikle
geligtirilen yéntemlerin dogrulamasini yapabilmek icin literatlirde bulunan verilerle MATLAB
programi araciligi ile hesapladigimiz sonuglar arasinda karsilastirmalar yapilmistir. Bu
karsilastirmalar 6.1 numarali bélimde sunulmaktadir. 6.2 numaral bdélimde ise ¢calismamiz

kapsaminda elde ettigimiz yeni sayisal sonuglara yer verilmektedir.
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6.1. Model Dogrulama Calismalani

6.1.1. Statik Egilme

Statik egilme igin yaptigimiz model dogrulama cgalismasinda Thai ve Choi (2013)
tarafindan verilen sonuglar baz alinmistir. Bu makaledeki sonuglar modifiye edilmis kuvvet
cifti teorisi kullanilarak Uretilmistir. Bu durumda raporda da deginildigi gibi malzemenin tek bir
uzunluk o6lcegi parametresi bulunmaktadir. Bu parametre / ile gosterilmektedir. Calismamiz
kapsaminda FDM bir mikro-plak i¢in diizgtin ylkleme altinda elde edilen boyutsuz orta nokta
yerdegistirmeleri ile Thai ve Choi (2013) tarafindan sunulan sonuglarin karsilastirmalari
Tablo 1 ve 2’de sunulmustur. Bu tablolarda verilen sonuglar uretilirken Sekil 3'de gdsterilen
mesnet tipi kullanilmistir. Tablo 1 degerleri Kirchhoff plak teorisine goére, Tablo 2'deki

degerler ise Mindlin plak teorisine gére bulunmustur.

Tablo 1. Boyutsuz orta nokta yerdegistirmesi w, 13x13 ag boyutu.

a’h I/h n=0 n=10
Thai ve Thai ve
Choi B Choi B
(2013) calisma (2013) calisma
5 0 0.4171 0.4171 2.0905 2.0904
0.2 0.3631 0.3631 1.8409 1.8408
0.4 0.2615 0.2615 1.3553 1.3553
0.6 0.1783 0.1783 0.9415 0.9415
0.8 0.1234 0.1234 0.6595 0.6595
1 0.0884 0.0884 0.4762 0.4762
10 0 0.4171 0.4171 2.0905 2.0904
0.2 0.3631 0.3631 1.8409 1.8408
0.4 0.2615 0.2615 1.3553 1.3553
0.6 0.1783 0.1783 0.9415 0.9415
0.8 0.1234 0.1234 0.6595 0.6595
1 0.0884 0.0884 0.4762 0.4762
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Tablo 2. Boyutsuz orta nokta yerdegistirmesi w, 23%x23 ag boyutu.

a’h I/h p=0 p=10
T