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Seznamte se s metodami robustniho odhadovani a testovani v zobecnénych lineadrnich
modelech, zaméite se zejména na model poissonovské regrese.

V ramci modelt poissonovské regrese pokracujte ve studiu zobecnéného medidnového
odhadu, navrzeného ve Vasem vyzkumném tkolu. Pomoci pfistupu v praci Hobza et al.
(2017) se pokuste odvodit asymptotické rozdéleni tohoto odhadu.

Na zékladé zobecnéného medidnového odhadu navrhnéte vhodnou testovaci statistiku pro
robustni testy hypotéz o parametrech modelu poissonovské regrese.

Pomoci odvozeného asymptotického rozdéleni zobecnéného medianového odhadu,
pripadné pomoci vhodné zvolenych simulaci, stanovte asymptotické rozdéleni navrzené
testovaci statistiky.

Celou metodiku implementujte a pomoci simulacnich experimentt ovéite platnost
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Zaméite se na jejich citlivost na odlehla pozorovéni, pfipadné pakové body.
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Zena na ném zaloZené testovaci statistika Waldova typu pro testy hypotéz o parametrech modelu
a je odvozeno jeji asymptotické rozdéleni. V simulaéni ¢asti préce je provedeno nékolik simulaci,
které ovéruji odvozené teoretické vysledky a porovnavaji vlastnosti nového odhadu pii testovani
hypotéz s jiz existujicimi metodami odhadu. Ukazuje se, Ze ndmi zavedeny odhad jim dokéze kon-
kurovat a v nékterych p¥ipadech dokaze byt dokonce lepsi. V ramci této prace je tedy odvozena
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The greatest attention is paid to a newly introduced modified median estimator. After its defini-
tion and an introduction of several existing estimation methods, an asymptotic distribution of the
modified median estimate is derived in the theoretical part of the thesis. Furthermore, Wald-type
test statistic based on the modified median estimator for tests of hypotheses about model pa-
rameters is proposed and its asymptotic distribution is derived. In the simulation part of the
thesis, several simulations are performed. These simulations verify the derived theoretical results
and compare the properties of the new estimator with existing estimation methods when testing
hypotheses. It turns out that our estimator can compete with them and in some cases can be
even better. In this thesis, the necessary theory for the use of the modified median estimator is
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Uvod

Jednim z hojné vyuZivanych nastroji datové analyzy jsou zobecnéné linearni modely. Aby-
chom je mohli v praxi vyuzit, je nasim prvnim tkolem odhadnout jejich parametry. K tomu je
¢asto vyuzivan maximalné vérohodny odhad. U tohoto odhadu je ale znamo, Ze je velmi citlivy
na piitomnost znecisténi v datech. Je tedy potieba mit k dispozici i jiné metody odhadu, které
jsou robustnéjsi nez maximalné vérohodny odhad. Mnoho praci se zabyva vyzkumem robustnich
odhadii parametri modelt logistické regrese, pomoci kterych modelujeme bindrni proménné.
Vyvoji robustnich metod odhadt parametrd pro zobecnéné linearn{ modely, které popisuji jiné
nez binarni proménné, se nevénuje takova pozornost.

Pokud jiz mame vhodnou robustn{ metodu odhadu, potfebujeme byt schopni pomoci ni pro-
vést testy hypotéz o parametrech modelu. Je tedy tfeba navrhnout vhodnou testovaci statistiku
a urcit jejf rozdéleni. Poté uz miizeme metodu pouzivat v praxi a vyuzit vechny moznosti, které
nam nabizeji zobecnéné linedrni modely.

Tato prace se proto zaméfuje na robustni odhady parametrd a testy hypotéz pro modely pois-
sonovské regrese, které, jak ndzev napovida, popisuji proménné, které maji Poissonovo rozdéleni.
Poissonovo rozdéleni miize napifklad popisovat pocet stiznosti za rok nebo pocet nezaméstnanych
v ur¢ité oblasti.

Inspirujeme se v oblasti odhadi parametri pro modely logistické regrese a definujeme novy
odhad pro modely poissonovské regrese. V praci [9] byl piedstaven medianovy odhad pro model
logistické regrese. V ¢lanku [8] se autortun podafilo medidnovy odhad jesté vyznamné vylepsit
a vznikl tak zobecnény medianovy odhad. Obdoba medianového odhadu pro modely poissonovské
regrese jiz byla pfedstavena v praci [3]. My nyni naviZeme na tuto praci a pomoci myslenek
z ¢lanku [8] zavedeme zobecnény medidnovy odhad pro modely poissonovské regrese a navrhneme
vhodny test pro testovani hypotéz o parametrech modelu.

Prvni kapitola nam poslouzi jako ivod do problematiky zobecnénych linedrnich modelt. Zade-
finujeme si nejdfive obecné zobecnéné linearni modely a pak se zaméfime na modely poissonovské
regrese, kterym se vénuje tato prace.

Ve druhé kapitole se pfesuneme k metodam odhadu parametrii modelu poissonovské regrese.
Nejprve si predstavime maximalné vérohodny odhad a medidanovy odhad. Poté naviZeme na
medidnovy odhad a odvodime novou metodu odhadu — zobecnény medidnovy odhad. Na z&-
vér kapitoly se sezndmime se dvéma jiZ existujicimi robustnimi metodami odhadu parametri,
konkrétné Mallowsovym odhadem a M-odhadem zaloZenym na transformaci odezvy.

Treti kapitola je vénovana odvozeni asymptotického rozdéleni zobecnéného medianového od-
hadu. V prvni ¢asti provedeme potfebné vypocty a na zavér kapitoly se zaméfime na konzistentn{
odhad odvozené teoretické asymptotické kovarianéni matice, ktery je dilezity pro nasledné vyu-
zit{ odvozenych teoretickym poznatkil v praxi.

Ctvrta kapitola vyuziva vysledky odvozené ve tiet{ kapitole a zaméfuje se na testovani hypo-
téz. Nejprve zde navrhneme testovaci statistiku Waldova typu a poté uréime jeji asymptotické
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rozdéleni. Tlustrujeme si zde také, jak vyuzit navrzeny test v praxi.

Poté se jiz presuneme k simulaénim experimenttm, kterym se vénuje celd pata kapitola.
Ptedstavime si nejprve model, se kterym budeme pracovat, a poté provedeme nékolik simulac-
nich experimentd. Prvni z nich ilustruje konzistenci zobecnéného medianového odhadu. Dalsi
experimenty se jiz vénuji testovani hypotéz a uvazuji pro porovnani kromé zobecnéného medi-
adnového odhadu také maximalné vérohodny odhad, Mallowsiv odhad a M-odhad zaloZeny na
transformaci odezvy. Nejprve provedeme experiment, v rdmci kterého budeme studovat chybu
1. druhu v zavislosti na poétu pozorovani. Dale budeme testovat hypotézy pro ¢ista data a také
budeme zkoumat vliv pfitomnosti znecisténi na testovani hypotéz, konkrétné budeme uvazovat
znecigténi odlehlymi pozorovanimi a pédkovymi body.



Kapitola 1

Zobecnéné linearni modely

Tato kapitola je vénovana tivodu do problematiky zobecnénych linearnich modeli. Nejprve si
predstavime exponencialni rodinu distribuci, kterou dale vyuzijeme pii definici zobecnénych line-
arnich modeli. Ty definujeme nejprve obecné a poté se zaméiime na modely poissonovskeé regrese,
kterymi se zabyva cela tato prace. Prvni dvé podkapitoly jsou ¢ésteéné pievzaty z prace [12].

1.1 Exponencialni rodina distribuci

Mgjme nadhodnou veli¢inu Y, jejiz rozdéleni zavisi pouze na jednom parametru 6 € R. f{ikéme,
7e rozdéleni veli¢iny Y patii do exponencialni rodiny distribuci, pokud lze hustotu pravdépodob-
nosti, pripadné pravdépodobnostni funkci, veliciny Y zapsat ve tvaru

F(y:0) = s(m)t(0)e” ™" = exp{a(y)b(8) + ¢(6) + d(y)}, (1.1)
kde a(y), b(0), s(y) a t(6) jsou znamé funkce a s(y) = exp{d(y)},t(0) = exp{c(d)}.
Pokud plati, ze a(y) = y, fikime, Ze distribuce je v kanonickém tvaru a b(f) se nazyva

prirozeny parametr rozdéleni.

Vyskytuji-li se v rozdéleni je§té jiné parametry nez nami uvazovany parametr 6, nazyvame je
gumovymi parametry a pohlizime na né jako na konstanty. Tyto parametry mohou byt zahrnuty
v libovolné funkei a(y), b(#), c(f) nebo d(y).

Do exponencialni rodiny distribuci patii napfiklad normalni, exponenciélni, Poissonovo, gama
rozdéleni nebo tfeba binomické a Bernoulliho rozdéleni. VSechna vy&e jmenovana rozdéleni maji
kanonicky tvar. My si piepis do kanonického tvaru pfedstavime pouze pro normélni, binomické,
Bernoulliho a Poissonovo rozdéleni.

Normalni rozdéleni

Normalnf rozdéleni je jedno z nejpouzivanéjsich rozdélenf pro spojitou symetrickou ndhodnou
veli¢inu. Znac¢ime ho NV(u,0?) a pro jeho hustotu pravdépodobnosti plati

1 2| _ y> yp @1 2
2€Xp{ ﬁ(y ,U) }—exp{ @4‘7 ﬁ 5111(271'0’) R (12)

o2

flysp) =

2o

kde y € R, 4 € R a na ¢2 > 0 nynf pohlizime jako na umovy parametr. Vidime, Ze plati

a(y) =y, tudiz jsme ziskali kanonicky tvar a pro p¥irozeny parametr rozdéleni plati b(u) = p/o?.
Pro zbylé dvé funkcee plati c(p) = —p?/(202) — 3 In(2m0?) a d(y) = —y*/(207).

9



KAPITOLA 1. ZOBECNENE LINEARNI MODELY 10

Binomické rozdéleni

Binomické rozdéleni pouzivame, pokud chceme popsat ¢etnost vyskytu ndhodného jevu v n
nezévislych pokusech za predpokladu, ze pravdépodobnost vyskytu jevu je ve v8ech pokusech
rovna 7 € (0,1). Binomické rozdéleni Bi(n, 7) mé pravdépodobnostni funkei rovnu

Fly;m) = (Z) (1 — )Y = exp {ylm —yln(1—7)+nln(l —7) +1n <Z> } (1.3)

kde y nabyva hodnot 0,1,2,...,n. Pravdépodobnostn{ funkce je v kanonickém tvaru a pro pfi-
rozeny parametr plati b(r) = In[r/(1 — 7)].
Bernoulliho rozdéleni

Bernoulliho rozdéleni je specialni ptipad binomického rozdéleni, kdy misto n pokust uvazu-
jeme pouze pokus jeden. Pravdépodobnostni funkce Bernoulliho rozdéleni Be(7) méa tvar

fm) =71 —m)'Y =exp{ylnm —yln(l —7) +In(1 —7)}, ye{0,1}. (1.4)
Jedna se opét o zapis v kanonickém tvaru a stejné jako v pifpadé binomického rozdélenf je
prirozeny parametr rozdéleni roven b(w) = In[r/(1 — m)].
Poissonovo rozdéleni

Poissonovo rozdéleni vyuzivame napiiklad pro popis poc¢tu udalosti nebo ¢astic v urcitém
intervalu, at uz ¢asovém, nebo prostorovém. Poissonovo rozdéleni Po(\) méa pravdépodobnostni
funkci ve tvaru

\Y
fly; ) = 7 e =exp {ylInA =X —In(y")}, yeNy, A>0. (1.5)

Pravdépodobnostni funkci 1ze tedy zapsat v kanonickém tvaru a pro pfirozeny parametr rozdélent
plati b(A) = In A. Pro zbylé dvé funkce pak plati c¢(A) = —X a d(y) = —In(y!).
Vlastnosti exponencialni rodiny distribuci

Pro exponencialni rodinu distribuci se daji odvodit vzorce (viz [5]) pro vypocet stfedni hod-
noty a rozptylu funkce a(Y'), které plati pro libovolné rozdéleni z této rodiny. Vzorce jsou tvaru

(0)

b"(0)c (9) — "(9)¥' ()
var[a(Y)] = WOk (1.7)
Pokud mame rozdéleni kanonického tvaru, je a(Y) = Y, a tedy vyuzitim uvedenych vzorcti

ziskdme stfedni hodnotu a rozptyl pfimo nadhodné veli¢iny Y.
Napiiklad pro Poissonovo rozdéleni plati ' (\) = 1/, b"(\) = —1/X%2, ¢/(\) = —1ac’()\) = 0.
Pro stfedni hodnotu a rozptyl veli¢iny ¥ ~ Po(\) pak pomoci vztahu (1.6) a (1.7) ziskame

B(Y) = -7 = A, (1.8)
A
var(Y) = —x ((D-0% A (1.9)
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1.2 Zobecnéné linedrni modely

V této casti si zadefinujeme obecné zobecnéné linedrni modely a v nasledujici ¢asti se zamé-
fime na modely poissonovské regrese, kterymi se budeme zabyvat i dale v praci.
Nejprve si definujme klasicky linedrni model. Linedrn{ model m4 tvar

Y=z B+e, e~N(00%), i=12,...,n, (1.10)

kde Y;, 2 = 1,2, ..., n, jsou nezavislé ndhodné proménné, které se nazyvaji vysvétlované. Vekto-
rem vysvétlujicich proménnych & vektorem regresorti nazyvame :c;r = (zi1, X2, - - - , Tig) & pOVAZU-
jeme ho za vektor znamych hodnot. Vektor 3 = (1, Ba, . .., 34)" se nazyva vektorem neznamych
koeficientii (¢i parametri), piipadné vektorem regresnich koeficientd. Veli¢iny e;, i =1,2,...,n,
se nazyvaji ndhodné chyby a pfedpokladame o nich, ze jsou nezavislé.

Klasicky linearni model ma alternativni zapis

EY;) =pi =B, Yi~N(u,0%), Y;nezavisle, i=1,2,...,n. (1.11)

Zobecnény linearn{ model nabizi, jak nazev napovid4, jisté zobecnéni oproti linedrnimu mo-
delu. Prvni rozdil je, Ze nemusime modelovat pouze stfedni hodnotu Y;. V pfipadé€ zobecnéného
linearniho modelu modelujeme funkci stFedni hodnoty veli¢iny Y;, tj. modelujeme

9(B(Y;)) = g(u) =z B. (1.12)

Funkce g se nazyva spojovaci funkce a pfedpokladame, Ze je monoténni a diferencovatelna.

Dalgi zobecnéni spociva v tom, ze uvazujeme Y; s rozdélenim z exponencialni rodiny distri-
buci. Netrvame tedy na normélnim rozdéleni. Vysvétlované proménné musi byt ale stejného typu
rozdéleni v kanonickém tvaru. Jednotliva rozdéleni ale mohou mit rizny parametr 6;. Napiiklad
tedy plati Y; ~ Po(6;),i=1,2,...,n.

1.3 Poissonovska regrese

Model poissonovské regrese je zobecnény linearni model pro nezavisla pozorovani Yi, Ys, ...,
Y., pro ktery plati
Y; ~Po(u;), EY:)=p;, i=12...,n, (1.13)

g(pi)) =Inp;, i=1,2,...,n. (1.14)

Jako spojovaci funkci tedy volime pfirozeny logaritmus, coz je pfirozeny parametr Poissonova
rozdéleni. Diky tomu je logaritmus vérohodnostni funkce, o které se zminime v ¢asti o maxi-
malné vérohodném odhadu, konkévni a méa tedy pouze jedno maximum, které lze nalézt pomoci
numerickych metod na hleddni maxima.

Pro p; predpokladéame, ze plati

kde s; zna¢i znamou velikost vzorku. Stfedni hodnotu p; tedy modelujeme jako funkci vektoru
nezévislych proménnych x; a velikosti vzorku, ze kterého bylo Y; ziskdno. Model poissonovské
regrese ma tedy tvar

lnui:lnsi—i—ln)\i:lnsi—i—x?ﬂ, 1=1,2,...,n. (1.16)
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Pokud ze vztahu (1.16) vyjadiime p;, ziskdme vztah

pi = p1i(B) = (] B) = s; exp{z; B}. (1.17)

Model poissonovské regrese ndm umozhuje modelovat proménnou, kterd ma vyznam napii-
klad po¢tu udalosti nebo ¢astic v urfitém ¢asovém nebo prostorovém intervalu. Vysvétlovani
proménnd muze tedy byt napi. pocet virli v roztoku nebo pocet nezaméstnanych v urcité ob-
lasti. Pro lepsi pochopeni uvedme konkrétni model poissonovské regrese.

Modelujeme pocet stiznosti na lékafe pracujicich na pohotovosti za rok, coz je nase vysvét-
lovana proménna Y. U kazdého 1ékafe zname pocet provedenych oSetfeni za rok, coz je velikost
vzorku s. Dale méame ¢tyfi vysvétlujici proménné neboli regresory: ro¢ni plat (x2), po¢et odpraco-
vanych hodin (x3), pohlavi (z4) a absolvovani speciélni staze na pohotovosti (x5). Tyto regresory
spolecné s regresorem reprezentujicim intercept (z1 = 1) nam tvoii vektor vysvétlujicich velicin
x. Vektor 3, ktery odhadujeme, ma tedy 5 slozek a pro Y ~ Po(u) plati

Inp =1Ins+ Bz + Poxa + B3z + Baza + Bszs =Ins+x ' 3. (1.18)

Pomoci takového modelu se mtzeme napiiklad snazit zjistit, které vysvétlujici proménné maji
vliv na pocet stiZznosti na lékare.

Vyhodou modelu poissonovské regrese je, ze mé velmi dobfe interpretovatelné parametry.
Uvazujme j-ty regresor x;, ke kterému nalezi parametr ;. Pokud nechdme ostatni regresory
nezménéngé, tak veli¢ina exp{f;} znaci relativni riziko spojené s expozici, pokud je x; binarni,
nebo relativni riziko spojené se zvySenim x; o jednu jednotku, pokud je x; spojity regresor. Jinymi
slovy nam veli¢ina exp{3;} udava relativni narist stfedni hodnoty vysvétlované veli¢iny pro
individuum vystavené riziku (regresor x; = 1) oproti individuu nevystavenému riziku (regresor
xj = 0) pro bindrni proménnou, pfipadné pro spojitou proménnou udava relativni narast stiedni
hodnoty vysvétlované veliciny v pfipadé, kdy se hodnota regresoru x; zvysi o 1.



Kapitola 2

Odhady parametri

V této kapitole se budeme zabyvat odhady parametrt modelt poissonovské regrese. Nejprve
si predstavime maximélné vérohodny odhad a poté pfejdeme k zastupcim robustnich odhadt.
Seznamime se s medidnovym odhadem a zavedeme novy odhad — zobecnény medidnovy odhad.
Nakonec si predstavime Mallowsdv odhad a M-odhad zaloZeny na transformaci odezvy.

2.1 Maximalné vérohodny odhad

Maximéalné vérohodny odhad (maximum likelihood estimate — MLE) je zaloZen na maxima-
lizaci vérohodnostni (pf¥ipadné logaritmické vérohodnostni) funkce, ktera je definovana pomoci

realizaci y1, 4o, . . ., Yo ndhodnych veli¢in Y1,Ys, ..., Y,. Pro nds model mé vérohodnostni funkce
tvar N
1:(B)Yi
£8) = [T “EF expl-(9)) @.1)
i=1 v

a logaritmicki vérohodnostni funkce je tvaru

i (B)Yi
y;!

1B) =InL(B) =3 In [ exp{—m(ﬂ)}} . 22)
=1

Maximéalné vérohodny odhad je tedy v naSem modelu dan piedpisem

Burk = argﬁmin > di(B), (2.3)
i=1
kde
() =t | O exp (o] o

= —yiln (11(8)) + In(wi!) + 11(8).

Hledani argumentu minima probiha tak, ze vyraz Y., d;(83) zderivujeme jednotlivé podle
v8ech slozek parametru 3 a tyto parcidlni derivace polozime rovny nule. Vznikne nam tak soustava
d rovnic. MiiZe se stat, Ze nejsme schopni nalézt analytické feSen{ této soustavy a musime vyuzit
numerické feSeni. Mezi pouzivané metody k nalezeni numerického feSeni patii napiiklad Newton-
Raphsonova metoda nebo Fisher-scoring algoritmus. Obé tyto metody jsou popsany v praci [11].

13
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Maximélné vérohodny odhad je v praxi velmi pouzivany, protoze je asymptoticky eficientni.
Je ale znamo, Ze je MLE citlivy na znecisténa data a neni tudiz robustni. Pfedstavime si proto
dalsi odhady, které by nemély byt tak citlivé na znecisténi dat. V simula¢ni ¢4sti prace porovname
chovini MLE s vétsinou téchto odhadt a ovéfime, zda jsou opravdu robustnéjsi nez MLE.

2.2 Medianovy odhad

Medidnovy odhad pro modely poissonovské regrese pii svém vzniku vychéazel z medianového
odhadu pro modely logistické regrese, ktery byl zaveden v praci [9]. Medianovy odhad pro modely
poissonovské regrese byl publikovan v préci [3]. My si ho zde pFedstavime i s odvozenim, abychom
se seznamili s jeho hlavnimi myslenkami.

Nejprve si ale definujme M-odhady. Pozdéji uvidime, Zze medidnovy odhad také patii mezi
M-odhady neboli odhady maximalné vérohodného typu. Tyto odhady vznikly jako reakce na
citlivost MLE na zneéisténa data a jsou tedy obecné robustnéj$i nez MLE. M-odhady pro modely
poissonovské regrese jsou definovany pfedpisem

B =argmin y _ &(Y;, u(x]B)), (2.5)
B i

kde ® : Ny x (0,400) — R je vhodné zvolena funkce. Diky této definici a pouziti funkce ® jsme
schopni zmengit vliv netypickych pozorovani na vysledny odhad regresniho koeficientu.
Nyni uz piejdéme k odvozeni medidnového odhadu. V odvozeni uvazujeme velikost vzorku

s;=1,1=1,2,...,n. Pokud bychom chtéli p¥ejit k obecnému s;, nahradime \; vztahem s;\;.
Méjme nezavislé ndhodné veli¢iny Y1, Ys,...,Y,, pro néz plati
Y; ~Po(N;), i=1,2,...,n, (2.6)

a které jsou spojeny s vysvétlujicimi veli¢inami prostfednictvim vztahu

Ni=MN(B)=\NxlB) =exp{xlB}, i=1,2,...,n. (2.7)

Jak néazev odhadu napovida, vyuZivda medidnovy odhad medidnovou funkci. Medidnovou
funkci rozumime funkci, kterd pro dané A; vraci medidan daného rozdéleni. Pokud oznadime
jako m()\;) medianovou funkei pro veli¢inu Y; ~ Po(\;), i = 1,2,...,n, chtéli bychom medianovy
odhad definovat vztahem

By = arggninz Y; — (M=l B))], (2.8)

=1

ktery spliiuje definici M-odhadu.
Odvodme tedy nyni medidnovou funkci pro veli¢inu Y ~ Po(\). Pravdépodobnostni funkce
a distribu¢ni funkce veli¢iny Y jsou tvaru

PY =jl=e?2, j=0,1,2,..., (2.9)
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kde |-] zna&i dolni celou ¢ast. Medianova funkce m(\) veli¢iny Y splije

1
mA) =0 < Fy(0;)) > 37 (2.11)
- 1 1
mA) =k, prokeN &  Fy(kX)> 3 A Fy(k—1;)) 2’ (2.12)
coz je ekvivalentni zapisu
i R |
J=0
k j 1 k—1 N 1
- . -2 NSt -A 2=
mA) =k, prokeN & e jg_o i > 5 A e JE_O i <3 (2.14)

Pro ziskani krajnich hodnot intervalt, ve kterych ma medidanové funkce konstantni hodnotu,
musime Tesit rovnice

k j 1
ey N 5 (2.15)

pro k € Ny. V pfipadé k = 0 je FeSenim rovnice (2.15) A = In2, které oznacime jako Cy. Pro
k > 0 nemé vySe uvedend rovnice analytické feSen{. ReSeni této rovnice budeme tedy pocitat
numericky a zavedeme néasledujici znaceni.

Definice 1. Kladné feSeni rovnice
N1
e Z: it (2.16)
pro nezndmou A a parametr k € Ny oznaéime jako Cp.

Ukazkovou tabulku hodnot Cj, lze najit v ptiloze.
Diky zavedeni hodnot C} mtzeme zapsat medidnovou funkci ve tvaru

0, jeli0<\<Cy,

A(\) = (2.17)
k, pro \e€ (Ck_1,0k>, k € N.

Vidime, Ze medianova funkce je po ¢astech konstantni, tudiz odhad (2.8) nedetekuje malé zmény
ve velikosti A a je tedy nevhodny k pouziti pii odhadovani parametrt modelu poissonovské
regrese.

VyuZzijeme proto takzvané statistické vyhlazovani ndhodné veli¢iny, které bylo zavedeno v pra-
ci [9]. Jeho princip spo¢iva v tom, Ze ptvodné diskrétni velic¢iny Y; pfevedeme na spojité pFi¢tenim
realizace ndhodné veli¢iny U; z rovnomérného rozdéleni na (0, 1). Vzniknou nam tedy veli¢iny

Z;=Y;+U;, Y;~Po(AzB)), Ui ~Uu(0,1), i=12,...,n (2.18)
Nahodné proménné Y; a Uy, (i U, mezi sebou) jsou nezavislé pro vSechna ¢ = 1,2,...,n, h =
1,2,...,n. Poznamenejme, Ze puvodni data lze zpétné ziskat aplikaci operace dolni celd ¢ast na

Z;.
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Pro vypocet distribuéni funkce veliciny Z =Y + U, kde Y ~ Po(\) a U ~ U(0,1) jsou
nezavislé, nyni predpokladejme, ze z € (k,k + 1), k € Ny. Pak plati

k—1
Fr(z ) =PV +U <2 =P | [ [V =4 |u (Y =KN[U<2z—k)
=0 (2.19)

[y

Py = ]+ PY = K- P[U < 2 — k],
j=0

<

U posledni rovnosti jsme vyuzili disjunktnosti jevii a nezavislosti veli¢in Y a U. Vyuzijeme jesté
znalosti rozdéleni veli¢in Y a U a ziskdme vysledny tvar distribu¢ni funkce

k—1 )\] )\k
Fy(zd) =Y e o+ e_”\ﬁ(z — k), ze(kk+1),keNy, (2.20)
: 4! !
J=0
kde v piipadé k = 0 chapeme sumu jako prazdnou, a tedy rovnou nule. Graf této funkce si
muZeme prohlédnout na obrazku 2.1. Je to po Castech linedrni a spojita funkce.

09 r

0.8 r

0.7

0.6

051

FZ(Z;/\)

0.4

03r

02r

Obrazek 2.1: Graf distribu¢ni funkce Fz(z;A) pro A = 12. Pravy obréazek je vyfez z levého
obrazku a jsou na ném patrné zlomy grafu v oznacenych bodech.

JelikoZ se ndm podafilo ziskat pfedpis distribuéni funkce, miZeme se p¥esunout k odvozeni
medianové funkce veli¢iny Z. Aby median lezel v intervalu (k, k + 1), musi platit

1
A Fzk+1;0) > - (2.21)

Fz(kj;)\) S B

DN | =

Pro k = 0 se uplatni pouze druha z podminek a dosazenim ze vztahu (2.20) ziskdime podminku

ve tvaru
0 )\] \
ey e e N> -, (2.22)
i=0

| =
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ktera je ekvivalentni podmince A < Cy. Pro k > 0 po dosazeni ze vztahu (2.20) dostaneme
podminky ve tvaru

N |

k—1 |, ;
N A 1
- -
]:

které jsou ekvivalentni podmince A € (Cy_1, Ck). Vyjadienim z z rovnice

E

-1

N AF 1

Fr(zN) =) e ter—(z—k) = (2.24)
J! k! 2

Jj=0
ziskame piedpis pro medianovou funkci
1y -
2¢5 je-li 0 < A < C,
m(A) = o[ 1 k=1l yi (2.25)
: A Z
k—i_ﬁ 56 —jzoﬁ 5 prO/\E <Ck_1,Ck), k € N.

Medidnova funkce je spojita a ostie rostouci. Diikaz tohoto tvrzeni lze nalézt v préci [3]. Graf
medidanové funkce si miZzeme prohlédnout na obrazku 2.2.

m(\)

0.6931 1.6783 2.6741
A

Obrazek 2.2: Graf medianové funkce m(\). Vyznacené hodnoty pro A jsou konstanty Cp, C; a Cs.

Nyni jiz zname vSe potfebné k definici medidnového odhadu pro model poissonovské regrese.

Definice 2. Mé&jme veli¢iny Z1, Zs, . .., Z, definované v (2.18). Pak medianovy odhad parametrt
modelu poissonovské regrese (1.13), (1.16) s s; =1, ¢ = 1,2,...,n, definujeme piFedpisem

BM = arg minz ‘Zi — m()\(mgrﬁ)ﬂ = arg minz ‘Yl +U; — m()\(:z:zfﬁ))
B im [

, (2.26)

kde m()) zna¢f medianovou funkci definovanou v (2.25) a AM(z}3) je dana vztahem (2.7).
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7 vyse uvedené definice je zfejmé, ze medianovy odhad patii mezi M-odhady a plati pro néj
On (Y, A&l B)) = |Yi + Ui = m(A\(={ 8))

kde U;, i =1,2,...,n, jsou definovany v (2.18).

Velkou nevyhodou medidnového odhadu je potieba generovat navic nadhodné velic¢iny Uj,
i=1,2,...,n. Tim dochézi k vnaseni nezadouciho sumu do odhadovani. V praci [9] byly kromé
zavedeni medidnového odhadu pro modely logistické regrese provedeny simulace, které ukizaly,
7e tento odhad funguje dobfe pro velkd n a vétsi rozsahy znecisténi. Simulace ale dale ukézaly,
ze medianovy odhad pro modely logistické regrese mé velky rozptyl odhadi. Aby se odstranily
nedostatky tykajic{ se rozptylu odhadt a potfeby generovat nadhodné veli¢iny, pokracovalo se
v dal8im vyzkumu. My budeme tyto kroky néasledovat a predstavime si vylepSeni medidnového
odhadu.

. i=1,2,....n, (2.27)

2.3 Zobecnény medianovy odhad

V této casti zavedeme novou metodu odhadu parametri modelu poissonovské regrese — zo-
becnény medianovy odhad. K vytvoreni tohoto nového odhadu vyuzijeme znalost medianového
odhadu pro poissonovskou regresi a myslenku, které stéla za zrodem zobecnéného medidnového
odhadu pro odhad parametrii modelu logistické regrese, viz ¢lanek [8]. Nejdiive se zvysi pocet
statistickych vyhlazovani a néasledné se provede v jistém smyslu limitni pfechod, diky kterému
ndm suma piejde v integral. Nebude pak nutné generovat dalsi ndhodné veli¢iny a nebudeme
tedy vnéset do odhadovani dalsf Sum.

V pfredpisu opét uvazujeme s; = 1, ¢ = 1,2, ..., n. Pokud bychom chtéli pfejit k obecnému
s;, nahradime A\; vztahem s;\;.

Zavedeme nejdiive k-posileny medidnovy odhad pro modely poissonovské regrese pfedpisem

k
R 1
Barx = arg min z Z Z ‘YZ +U;j — m()\(asfﬁ)) , (2.28)
s i=1 j=1
kde k je nami zvolend konstanta a U;; ~ U(0,1), ¢ =1,2,...,n, j = 1,2,...,k, jsou vzajemné
a na Y7,Ye,...,Y, nezavislé ndhodné veli¢iny. Posileny medidnovy odhad tedy vznikl pomoci

opakovaného statistického vyhlazovani. V praci [9], ktera se tykala modeli logistické regrese,
bylo ukazano, Ze pro urcité modely se timto postupem da dosdhnout vyrazného snizeni rozptylu
odhadu a v nékterych jednoduchych pifpadech dokonce klesne rozptyl az na trovei rozptylu
maximalné vérohodného odhadu.

Vyuzijeme-li nyni zékon velkych ¢isel, dostaneme pro k& — +oo

k 1
1 P
EZ Yt Uyj—m(Az!B))| — Eu|YitU-m(A(z!B))| :/0 Yi+u—m(Ma!B))| du, (2.29)
j=1
kde U~ U(0,1). Pomoci ziskaného vztahu jiz mtzeme definovat zobecnény medianovy odhad.

Definice 3. Uvazujme model poissonovské regrese (1.13), (1.16) s s; = 1, ¢ = 1,2,...,n. Pak
zobecnény medidnovy odhad parametrt modelu poissonovské regrese definujeme piedpisem

nooa1
,@MM = arg minZ/ ’YZ +u— m()\(a:iTﬂ)) ’ du, (2.30)
B =170

kde m()) zna¢f medianovou funkci definovanou v (2.25) a AM(z}3) je dana vztahem (2.7).
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Uvazujme nyni nahodnou veli¢inu U ~ U(0,1) a definujme funkci ¢(t) = E|U 4+ t| = fol lu 4+
t| du, pro kterou plati
tP4+t+3, —1<t<0,

e(t) =14 t+3, t>0, (2.31)
—t—3, t<-1

Pomoci funkce ¢(t) muzeme piepsat zobecnény medianovy odhad do tvaru
N n
By = argmin 3 o (Vi = m(\@]8))). (2.32)
i=1

Tento piepis je diilezity pro néslednou implementaci zobecnéného medidnového odhadu. Diky

nému totiz miZeme integral, ktery se vyskytuje v definici odhadu, spocist analyticky a neni t¥eba

numerické integrace. Do odhadu tedy nevnasime dalsi chybu a celkové je odhadovani rychlejsi.
Predpis pro zobecnény medidnovy odhad jesté miuZeme piepsat do tvaru

B = arg minz O (Yi, M B)), (2.33)
i=1
kde

Jedné se tedy o M-odhad a bude mozné vyuiit obecnou asymptotickou teorii téchto odhadi.
Pokud séitance v sumé Y ;" | Py (YZ-, )\(:L';Fﬁ)) zderivujeme podle 8 a celou sumu poloZime

rovnu 04, vzniknou nam takzvané odhadovaci rovnice se s¢itanci \II(YZ-, )\(aciTB)), 1=1,2,...,n,
konkrétné .
D W (Vi A B)) = 04. (2.35)
i=1

Ptesny tvar séitanci v odhadovacich rovnicich odvodime v nésledujici kapitole a vyuzijeme ho
k odvozeni asymptotického rozdéleni zobecnéného medidanového odhadu.

2.4 Mallowsuv odhad

Mallowstv odhad je zaloZen na zobecnéni metody kvazi-vérohodnostniho odhadu. Podrob-
nosti o kvazi-vérohodnostnim odhadu lze nalézt napf¥. v praci [15]. Mallowstiv odhad byl poprve
publikovan v ¢lanku [4] a zabyvala se jim také prace [3].

Piedtim nez si zadefinujeme Mallowstiv odhad pro model poissonovskeé regrese (1.13) a (1.16),
zavedeme si oznaceni pro pojmy, které budeme déle potiebovat.

Nejprve si jako X € R™? oznacime matici, ktera v jednotlivych ¥adcich obsahuje vektory
vysvétlujicich proménnych zc;F, kde i = 1,2,...,n. Dale jako h; oznadime i-ty diagonalni prvek
matice X (XTX) ' X" a definujeme vahy w jako w(z;) = /I — h;.

Dale definujeme Huberovu funkci ¢.(x) pro € R a ¢ > 0 pfedpisem

x, je-li |z| <,

be(r) = { (2.36)

csgn(x), je-li x| > ¢,

kde sgn zna¢{ znaménkovou funkci signum. Hodnota konstanty ¢ v Huberové funkci, kterd se, jak
uvidime pozdéji, vyskytuje v Mallowsové odhadu, mé vliv na asymptotickou eficienci odhadu.
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Mallowstuv odhad pro modely poissonovské regrese definujeme jako FeSeni soustavy rovnic

n

w(B) = [te(rs) w(z:) /i 2 — a(B)] = 0, (2.37)

=1

kde

= LM (2.38)

ZE e(ri)] w(ms) /i ;. (2.39)
Vyraz E[i).(r;)] lze vyjadiit explicitné ve tvaru
Elipe(ri)] = ¢ (P(Y; = ja+1) = P(Y; < 1)) + v (P(Y; = j1) — P(Y; = j2)), (2.40)

kde j1 = | — c\/1i] a jo = | i + ¢\/1i] a -] znac¢i dolni celou ¢ast.
Soustavu (2 37) lze vytesit pomoci Fisher-scoring algoritmu. Reseni v k-té iteraci ziskdme

z pledpisu
. (k) o (k—1) 1 [ a(k—1) (k—1)
Buiar = Buar, + 7 (/BMAL ) (BMAL ) (2.41)
kde pro Z(8) plati Z(8) = XTBX a B je diagonalni matice s prvky
bi=w(@;) ;i P(ji1 <Y; <jo—1), i=12,...,n (2.42)

Mallowstv odhad je za uréitych podminek asymptoticky normalni. Blizsi informace o asympto-
tické normalité Mallowsova odhadu lze najit v pivodnim ¢lanku [4].

2.5 M-odhad zaloZeny na transformaci odezvy

M-odhad zaloZeny na transformaci odezvy byl publikovan v préci [14]. Piedstavime si ho zde
pro model (1.13) a (1.16), uvazujeme tedy Y ~ Po(u). Jak ndzev napovidd, patii také mezi
M-odhady. V nazvu se navic zmihuje transformace odezvy. Znamend to, Ze hleddme funkci
t: R — R takovou, aby rozptyl transformované veli¢iny ¢(Y) byl témé&f konstantni v zavislosti
na E(Y'). Pro modely poissonovské regrese tento pozadavek spliuje funkce

ty) = V7. (2.43)

Uvazujme déle spojitou a omezenou funkci p : R — R, kterd mé jediné lokadlni minimum
v nule. V praxi se napfiklad vyuziva funkce

2 4
u . .
pluy=3 1~ (1 - (2,4> > o Jerliul = 24, (2.44)

1, je-li Ju) > 2,4.

Definujeme
s(p) = argjnin Ey (p(t(Y) - u)) (2.45)

O s(p) predpokladame, 7e je to spojitd a jednoznaéné definovana funkce pro vechna p.
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Viézeny M-odhad zalozeny na transformaci odezvy pak definujeme piredpisem

BWMT = arg;nin % i P(t(YE) - 3(#@?5)))71)(%‘7 by 271)7 (2.46)

i=1

kde u(xzlB),i=1,2,...,n, je dino v (1.17), w(a:i,ﬂn, f)n) je funkce Mahalanobisovy vzdéle-
nosti, tedy

A 1

w(i, o B0 ) = w0 (s — )", (@i - 1))?), (247)

[, a 3, jsou robustni odhady (z danych n pozorovéani) stfedni hodnoty a kovarian¢ni matice
nalezici rozdéleni vysvétlujicich proménnych a w je nezaporna nerostouci funkce. Utelem vahove
funkce w je penalizovat vyrazné pdkové body. Jelikoz je funkce p omezend, je odhad robustni
i v pfipadé€, Ze jsou vihy rovny jedné. V takovém piipadé odhad znacime BMT. Pouziti vah
muZze zlepsit 1 zhorgit odhad, zalezi vzdy na druhu pFitomného znecidténi. Jako vihova funkce se
napiiklad pouziva funkce

1, je-li t < xo0,965;5,
0,075;5 — t .
w(t) = X . Je-li x0,965;5 < t < X0,975; 5, (2.48)
X0,975;5 — X0,965; 5
0, Je-li t > x0,975:5,

kde xa,p znaci a-kvantil rozdéleni X2 s p stupni volnosti.
M-odhad zaloZzeny na transformaci odezvy je za urcitych podminek asymptoticky normalni.
Bliz&i informace o asymptotické normalité tohoto odhadu lze najit v ptivodnim ¢lanku [14].



Kapitola 3

Asymptotické rozdéleni zobecnéného
medianového odhadu

Cilem této kapitoly je odvodit asymptotické rozdéleni zobecnéného medianového odhadu,
které dale vyuzijeme pii testovani hypotéz. Nejprve si pfedstavime pouzivané znaceni a pomocné
vypoclty. Poté vyslovime predpoklady, které potFebujeme uvazovat pfi zkoumani asymptotického
rozdélenf zobecnéného medidnového odhadu, a vyslovime vétu o tomto asymptotickém rozdéleni.
Na zavér kapitoly se zaméfime na konzistentni odhad teoretické asymptotické kovarianéni matice,
ktery pottebujeme znét, abychom mohli pouzivat odvozenou teorii v praxi.

V ramci této kapitoly budeme uvazovat s; = 1,4 = 1,2,...,n. Pokud bychom chtéli pfejit
k obecnému s;, nahradime A; vztahem s;\;.

3.1 Znacdeni

Nejprve uvedme pouzité znateni. Pro skalarni funkei f a 8 € R? definujeme

D oo (0 of of\'
a pro vektorovou funkci f = (f1, fo, ..., fg)T definujeme

op1 9B OBy
Ofa  0f2 2P

D .t . (DA D D\' | 35 35 - 75

R R I 'l P
0fy 9y Ofy
op1 0B 0B

3.2 Pomocné vypocty

V této casti si predstavime pomocné vypocty, které vyuzijeme dale v préaci. Nejprve spoc-
teme derivaci medidnové funkce a poté vyjadiime tvar s¢itanct \IJ(Y, )\(wT,B)) v odhadovacich
rovnicich. JelikoZ uz méame zavedené potFebné znaceni, definujme korektné funkci \II(Y, )\(mTB))

22
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jako
¥ (Y, \2TB)) = DﬂchM(m( ). (3.3)

Funkce lII(Y, )\(mTﬁ)) je nezbytna pro vysloveni véty o asymptotickém rozdéleni zobecnéného
medidnového odhadu.

Véta 1. Derivace medianové funkce (2.25) je rovna

1 A
. B dm(/\) B 56 y )\ - (O,C()),
m(\) <1)\)+)\+)\k‘, A€ (Cr_1,Ck), k€ N.

Diikaz. Hodnota derivace pro variantu A € (0, Cp) je ziejma, provedeme tedy vypocet pouze pro
piipad A € (Cx_1,Cy), k € N. Plati

k—1 k—1 .
Jyy (225) d B(1, &N K1, &NV, R(1, N
m = {k (e f)] e | 2f Z AU TE ]Z_;(j—l)!

j= O

(2.25) k k2 kKl \FL k Kk
=" ——m(\) + — A) + 7—k: MNll—= — 4+ - — k.
)\m()+)\+m() /\k‘(k: ol m(A) )\+)\+)\
O
Pro vétsi prehlednost v dalsim textu oznacime
A= \zTB) = exp{zTB}. (3.5)
Pro derivaci A\ podle B pak plati
Véta 2. Scitance v odhadovacich rovnicich
> (Vi Az B)) =04 (3.7)
i=1
pro zobecnény medidnovy odhad jsou tvaru
%)\e’\(e)‘ — 1):13, A€ (0,Cp) NY =0,
—3elx, A€ (0,Co)AY >0,

T (Y, A\z"B8)) =¥(Y,\) = m’()\)/\<2(m()\) — k) - 1);c, Ae(Ch1,COAY =k, (3:8)
—m’()\))\:c, A€ <Ck,1,Ck) ANY >k,
m’()\)/\ac, A€ <Ck,1,Ck) ANY <k,

kde k € N a funkce m(X) a m/() jsou definovany predpisy (2.25) a (3.4)
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Diikaz. Nejprve vyuzijeme definici \II(Y, )\(wTﬁ)) a vztahu mezi funkcemi @y a . Ziskdme

D (2.34) D
Pro vétsi piehlednost dosadime do definice funkce ¢ (viz (2.31)) argument Y — m(\). Pak pro
¢(Y —m(X\)) plati

O (Y, \278) = ¥ (v,)) &

(Y—m(A))2+Y—m(>\)+%, <Y —m(\) <0,
PV =m) = § ¥ —m() + . Y —m(\) > 0,
Y+ m(\) — % Y —m(\) < —1.

Pokracujeme dale v tpravach lIl(Y, )\). Ziskame

o(v,\) @ -1, Y > m(\),
1, Y <m(\) -1,

LA(2(3er =)~ 1)z, A€ (0,C) Am(A) =1 <Y <m(N),
—LeMa, A€ (0,Co) AY >m(N),

B s, A€ (0,Ch) ANY <m(A) —1,
m’()\))\<2(m()\) ~Y) - 1>ac, A€ (Cro1,Ci) Am(N) — 1 <Y < m(N),
—m/(\) Az, A€ (Cr_1,C) NY >m(N),
m'(\) A\, A€ (Cho1, C) AY <m(A) — 1,

kde k € N.
Piejdéme nyni k tpravé podminek. Vzhledem k definici konstant C, k € Ny, viz (2.16),
a definici funkce m(\) v (2.25) plati

m(0") = % A m(Crs) =k, k€N

Navic je m()) spojita a ostfe rostouci. Pro A € (0,Cp) tedy plati & < m(A) < 1 a jednotlivé
podminky plati v pfipadech
e m(A\)—1<Y <m(\) &Y =0,
e Y>m(\) &Y =123,...&Y >0,
e Y < m(\) — 1 nelze splnit.
Pro A € (Cx—1,Ck), k € N, plati £ < m(\) < k+ 1 a jednotlivé podminky plati v p¥ipadech
em(A\)—1<Y <m\) &Y =k,
e Y>m(NeY=tk+1,k+2,k+3,...&Y >k,
e Y <m(\)-1&Y=k-1,k—-2k-3,...,.0Y <k.
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Pokracujme s upravami lII(Y, )\). Dosadime dle podminek za Y odpovidajici hodnotu a zis-
kame finalni predpis ve tvaru

xer e — 1)z, A€ (0,C)) NY =0,
—%)\e’\:c, A€ (0,Co) NY >0,
T(Y,)) = m’(A)A(Q(m(A)—k)—l)a:, A€ (Cho1,C)AY =k,
—m/(\) )z, A€ (Ck_1,Cr) NY >k,
m' (A Az, A€ (Ck_1,Cr) NY <k,
kde k € N. O

Pro prehlednost v dal§im textu oznadcime

dA(A
AN =m' (M)A, AN = dg\) (3.9)
Sé¢itance v odhadovacich rovnicich pfejdou na tvar
%)\e)‘(eA — 1):2, Ae(0,Cp) NY =0,
—etz, A€ (0,Co)AY >0,
T(V,\a"8)) = ¥(Y,A) =4 AN (2(m()\) — k) - 1)3,-, AE(Ch1,C)AY =k, (3.10)
—A()\)ac, AE <Ck 1,Ck;) ANY >k
A(/\)m, AE <Ck_1,ck) ANY <k,

kde k € N.

3.3 Centralni predpoklady

Pti zkouméni asymptotického rozdéleni zobecnéného medidnového odhadu potiebujeme pred-
pokladat, ze

1. vektory vysvétlujicich proménnych @1,...,ax, pochazeji z kompaktni mnoziny X C R¢
a pravdépodobnostni mira
R 1 &
Gn(B) =~ 21(:@ € B), (3.11)
1=

kde I znagi indikatorovou funkci a B je borelovskd podmnozina X', konverguje v distribuci
(s n — 400) k pravdépodobnostni mife G na borelovskych podmnozinich X,

2. skute¢nd hodnota B oznaena

B0 =(8,89,....89)" (3.12)

odpovidé jednozna¢nému feSent (pro B e Rd) rovnice

/ Ey [xp (v, A(xTﬁ))} dG(z) = 0, (3.13)
X
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3. nejmensi vlastni ¢islo matice
/ xxl dG(x) (3.14)
X
je kladné, a proto pro kazdé 3 # 3% plati G(m cX:zT(B-p") # O) > 0.

Uvedené predpoklady uvazujeme jako platné v radmci celé prace a nebudeme je tedy opakovat ve
tvrzenich jednotlivych vét.

3.4 Veéta o asymptotickém rozdéleni

Nyni jiz mame v8e pfipraveno, abychom vyslovili vétu o asymptotickém rozdéleni zobecnéného
medidanového odhadu.

Véta 3. Za piedpokladu, ze zobecnény medidnovy odhad ,BMM je konzistentnim odhadem pa-
rametru 3, plati

V(B — 8% > N (04,Q7(8°5(89Q7(8"), (3.15)
kde matice 3(8°) a Q(B) jsou tvaru
2(50):/ Ey [\II(Y,A(xTﬁo))\I:T(Y,A(xTﬂO))}dG(m), (3.16)
X
0y _ D o1 T I
Q") = [ By | et (VAG"S) e (3.17)
Diikaz. Tvrzeni plyne z Véty 10.11 v [10]. O

Diky pfedchoz{ vété vime, jaké mé zobecnény medidnovy odhad asymptotické rozdéleni. Pro
praktické vyuziti ale potfebujeme znat explicitni vyjadfeni matic (8°) a Q(8°). Provedeme
proto dalsi vypocty, abychom ziskali predpisy pro vypocet obou matic.

Véta 4. Pro stredni hodnotu vyrazu ¥ (Y, NzTB)) e’ (Y, X\(z"3)) plati
By @ (Y, \@"8)) 87 (Y, A(278))| = By [® (v, A)¥7(v,2)]

1

1/\262)\ (e)‘ — 1):1;ch, A€ (0,Cp),
)\k

AN

[m’()\)]Z/\2 [46 1

(m(A) = k) (m(\) —k—1) + 1} zxl, \e (Ch_1,Cr), k€N,
(3.18)

Ditkaz. V dikazu budeme uvazovat vyjadieni lIl(Y,)\(mT,B)) pomoci (3.8). Nejprve dokdzeme
variantu pro A € (0,Cp). Plati

By [ @ (Y A\@8) 97T (Y, A278))| = By [® (v, \) ¥ (v,))]

1 2 1,12
= [=)e? (e/\ - 1) zxl e + =M zzT (1 — e_/\)
9 ~~ 2 —_——
P[Y=0] P >1]

1 1
= 1)\26”\ |:(62/\ —2eM + 1)6_’\ +1-— e_A} o Z)\Qe2A (e>‘ — 1)acacT.
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Nyni pfejdeme k varianté A € (Cx_1,C%), k € N. V tomto pfipadé plati

Ey [\1: (v, A2 8)) @7 (v, )\(azT,B))} —Ey [\1: (v, A) &7 (Y, A)}

2 k
= [m’()\))\(2(m()\) — k) — 1)} zx’ e_’\% + [—m/( 2 2T Z e A )\J
P[Y =k] &,_/
P[Y >k+1]
k-1 ,
+ [m' (AN A] 2 za” Z e_A/j\j
§=0
P[Y <k—1]
k k k—1
— [ /()\)]2/\2 [(4 [(m()\) — k:) —m(A) + k} + ) T +1— ZO _)\71 + 4_06—)\/\'] .
k k k
= [m'(V)]* X2 [4“2! [(m(k) — k)% —m()) + k] te M Hl-e k,} "
k
= [m/ (V)] A2 [4\&2! (m(\) — k) (m(\) —k — 1) 1] xx’

O

Diky tomuto vypoctu jsme se p¥iblizili k vyjadieni matice $(3°). Nyni vyjadime derivaci
funkce \II(Y, )\(:L'TB)) a nasledné spoc¢teme jeji stfedni hodnotu. Pfiblizime se tak k vyjadieni

matice Q(3°).
Véta 5. Vyraz =¥ (Y, \(x73)) lze vyjadit ve tvaru
DB
D
— T (Y, )\)
Dg
( %)\eA (2)\6 +er =X — 1)1::UT
— A+ 1)tz

—ﬁ\I}T (Y. A("B)) =

=\ AAW (200 ~ k) = 1) + 2 (V)]*A] @2, A€
—)\A/()\)CCCCT, A€ (Cy 1,Ck) ANY >k
/\A/()\).’E:IJT, A€ (Cx_1,Cr) NY <k,

kde k € N a A’(\) je dano vztahem (3.9).

Diikaz. V ditkazu vyuZijeme vyjadieni ¥ (Y, A(z18)) pomoci (3.10). Pro variantu A € (0,Cp)
a Y = 0 plati
D D
—wT(y,\ Aer(er — 1)z
D ¥ ) = o [ 53 - 1|

(3.6) <26>\ (e*—1)+ 5)\6)‘ (e*—1) + ;)\e/\e)‘) Azt

fﬁ@T(Y Az'B)) =

1 1
= 5)\6)‘(6>\ — 14X = A+ Aek)wa = 5)\& (2)\6’\ +er— )\ — 1)$$T
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Nyni pfejdeme k varianté A € (Cx_1,C%) a Y =k, k € N. V tomto pFipadé plati

l?ﬂ\pT (Y, A(z"B)) = ]:])DB\IIT(Y, 2) = [f)ﬂ AN (2(m(N) — k) —1)a"]
@8 [A/(A) (Q(m()\) — k) — 1) + 2A(>\)m’()\)} AeaT
39 \ (A0 (2(m() = k) = 1) +2 [/ (V)]* A] @™,
Ostatni varianty jsou zfejmé. O

Véta 6. Pro stfedni hodnotu vyrazu %lIIT (Y, )\(mTﬁ)) plat{
D ot D ot
By | oot (V. A"8)) } By {DB‘P (v, )\)]
1
iAQe)‘:n:cT, A € (0,Cp), (3.20)

k
2 [m’(A)]2 )\26_’\%me A€ (Ch_1,Ch), k €N,

Diikaz. Nejprve provedeme vypocet pro variantu A € (0,Cp). V tomto pFipadé plati

D D
Ey [ D—ﬁ\IIT(Y ANz B)) } =By [DB\IIT(Y A)]
= %)\eA (2)\6)\ +er—A— 1).’1,'£L'T6\_;\/ —%)\(A + Derzaxt (1- e‘A)
P[Y=0] P[szu

1
25)\ |:2)\6)\+6/\—)\—1—()\4‘1)(6)\—1)} xx’
1
:i)\{2)\6)‘+6)‘—/\—1—)\6)\+)\—6)\+1:|CCCCT
:1)\2 A

T
e‘xrx”.
2

Nyni provedeme druhou ¢ast ditkazu pro variantu A € (Cyx_1,Cy), k € N. Ziskame

Ey [ ];QT(Y Mz ) ] =Ey [DDﬁ\pT(y )\)]

400 j
=A [A'(A) (Q(W(A) —k) — 1) +2[m'(\)]? A} zx’ e*Ai]: A Wzzt Y fAA'

N Pt

. PV >k+1]

/ T N N Y AP Ak

+ 24 (Vzz ;) =t |4 (/\)( (m(\) — k) — 1)5 F2[m () A%

P[Y<k—1]

— A'(\) (e’\ — Z AJ) + A’()\) !] zxl =2 [m’()\)]2 AQe_)‘)\—k:c:cT

il
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AR AR
+Ae AN | 25 (m(\) — k)~ — e + = + 22
N————

k!
k—1 5
by
(2.25) A\
=et—2 E ?
=0

! 242 -2 AF T
=2[m'(N)]" Ne T O
Pro ucely dalsiho textu zadefinujeme déleni mnoziny X' v zavislosti na G°.

Definice 4. Definujeme mnoziny Y4(3°), k € Ny, pomoci piedpist

N={zecx : Nz"8") €(0,C))} ={z e X :exp{z"B8°} € (0,Cp)}, (3.21)
Ti(B%) = {z € X: MNx"B") € (Cho1,Ch)} = {z € X s exp{z'B°} € (Ch_1,Ch)}, k€N
(3.22)
Pro vétsi prehlednost jesté oznacdime
A0 = \(zTB%) = exp{z'B°}). (3.23)
Nyni jiz mtzeme vyslovit vétu o explicitnim tvaru matic X(3°) a Q(8).
Véta 7. Matice £(8°) a Q(8°) z Véty 3 se daji vyjadiit ve tvaru
>(8°) :/ L0022 (X — 1)z dG(a +Z/ 1 (\0)?
To(B°) 4 (3.24)

xx’ dG(x),

[46” (A;) [(m(X) = k) (m(3) = k= 1)] +1

kde pro Yo(8%) a Yr(8%) plati vztahy (3.21) a (3.22).

Diikaz. V dikazu vyuzijeme definice matic 3(3%) a Q(3°), Véty 4 a 6 a definice Yo(8°) a Y1(8°)
pomoci vztahtt (3.21) a (3.22). Pro matici X(3°) plati

=(6") "= | By [w (") %7 (v AE"B)aGle)

(3.18) / - ()\0)2(3”‘0 (er - 1):cscT dG(x) + JFZO:O/ [m/()‘o)f (/\0)2
To(B8°) X

k=1 k(ﬁo)

[46” (A:!) [(m(X) = k) (m(3) = k= 1)] +1

=] =

zxt dG(x)
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a pro matici Q(B°) plati

Q(3°) (3.17) /
k

+00 0
(3.20) 0 T 7(y0\72 /10\2 —)O (>‘ ) T
= (A Nz dG(x) + / 2 |m/ (X AN)e ™ ——zx dG(x).
T0([30)2( )’ E: . [ (A7)]7 (A7) 7

\IIT Y, Mz 5))' dG(z)

B=p"

O

3.5 Konzistentni odhad asymptotické kovarian¢ni matice

V predchozi sekci jsme odvodili asymptotické rozdéleni zobecnéného medianového odhadu.
V praxi je ale bézné, Zze nezndme pravdépodobnostni miru G, a tudiz nemtzeme piesné vypocist
teoretickou asymptotickou kovarianéni matici. MiZzeme v8ak provést konzistentni odhad této

matice.
Definujme nejdiive ndhodné rozdéleni mnoziny 7 = {1,2,...,n}, které vznikne na zakladé
realizaci 1, ®o, . .., x, ndhodného vybéru s pravdépodobnostni mirou G, jako

Mown(B%) = {ien: A(zB% € (0,Co)} = {i € iv: exp{z]B°} € (0,Cp)}, (3.26)

Apn(BY) ={i€n: N/ B") € (Cr_1,Ck)} = {i € n:exp{x] B°} € (Cy1,Ck) ), (3.27)

kde k£ € N. Pro véts{ pfehlednost si dale oznacime

A = ANzfB%) = exp{x{B%}, i=1,2...,n (3.28)

Diky slabému zékonu velkych &isel vime, Ze matice
2n(50)—/ Ey [\IJ(Y,A(wTﬁO))\PT(Y,A(mTﬁO))}dén(x)
7ZEY|: TBO))\I/T(Y )\( T,BO))]

(3.29)

=

1 IR R GEUEES ol o e s

i€Mo,n(B°) k=1ieA; ,(8°)

[4 —\0 ()‘]j') [(m()\?) - k) (m(/\?) —k— 1)} +1 acw?)

D
DB

a matice
Q,(8") = / ] dGp(x) = %ZEY
i=1

1 L2 20 1, otz oz e (ADF o
= — Z i(Ai)ezwiwi—i—Z Z Q[m(/\z)] (/\i)e chcixi

n
i€Ao,n(8°) k=1ieAy . (B°)

DB

(Y, Az B)) ’ ]
B=p°

\I:T (Y, Nz 5))‘
B=p"
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jsou konzistentni odhady 3(8°) a Q(8°), a tudiz

- A1 - A1

V,.(8°) = Q, (B)%.(8)Q, (8°) (3.31)
je konzistentni odhad

V(8" =Q1(8")=(8")Q (8. (3.32)

Jelikoz v praxi 3° neznsme, mitzeme ho nahradit odhadem Byp, a matici V/(3°) odhadnout
pomoci

Vo(Band) = @r (BB (Ban) @y (Bann)- (3.33)

Protoze jsme ale nedokazali konzistenci odhadu ﬁMM, nemuzeme teoreticky nic tvrdit o kon-
zistenci odhadu matice V' (3°) pomoci (3.33). V simula¢ni ¢asti prace, konkrétné v podkapi-
tole 5.2, provedeme experiment, v ramci kterého budeme zkoumat konzistenci zobecnéného medi-
dnového odhadu. Vysledky simulace naznacuji, ze zatim neni diivod se domnivat, Ze by zobecnény
medidnovy odhad nebyl konzistentnim odhadem.

Predpokladejme tedy nyni, ze BMM je skute¢né konzistentni odhad 8°. V ¢lanku [2] se zaby-
vali podobnym problémem v pfipad€ modelt logistické regrese a dokdzali lemma, které tvrdi, Ze
konzistentni odhad teoretické asymptotické kovarianén{ matice, do kterého dosadime konzistentn{
odhad parametru, zistava stale konzistentnim odhadem teoretické asymptotické kovarianéni ma-
tice. Lemma bylo vysloveno pouze pro modely logistické regrese. V ¢lanku [14] vyslovili a doka-
zali obecnéjsi tvrzeni pro M-odhad zalozeny na transformaci odezvy, se kterym jsme se seznamili
v casti 2.5. Toto tvrzeni tedy plati i pro modely poissonovské regrese. Vzhledem k uvedenym
pracim a faktu, Ze zobecnény medidnovy odhad patf¥i také mezi M-odhady, budeme piedpokla-
dat, ze uvedend tvrzeni by §la zobecnit i pro zobecnény medianovy odhad. V takovém piipadé
bychom mohli tvrdit, ze (3.33) je konzistentnim odhadem teoretické asymptotické kovarianéni
matice V(3°). Tuto vlastnost potiebujeme vyuzit v nasledujici kapitole o testovani hypoteéz.



Kapitola 4

Testovani hypotéz

Tato kapitola se zabyva testovanim hypotéz o parametrech modelu poissonovské regrese.
Robustnim testtim se v literatuie obecné vénuje mensi pozornost nez robustnim odhadim para-
metri. V ramci této kapitoly proto definujeme testovaci statistiku Waldova typu zaloZenou na
zobecnéném medidnovém odhadu a pomoci jeho asymptotického rozdéleni odvozeného v pred-
choz{ kapitole stanovime asymptotické rozdéleni této testovaci statistiky. Na zavér ukazeme, jak
odvozenou teorii vyuZit v praxi pfi testovani hypotéz.

V ramci modeldl poissonovské regrese potiebujeme byt schopni testovat hypotézy tvaru

Hy:K'8°=m vs. H,:K'B"+#m, (4.1)

kde KT € R"*4 je matice s hodnosti r a m € R”.

Testy zalozené na metodé maximéalni vérohodnosti jsou stejné jako samotné metoda citlivé na
pfitomnost odlehlych pozorovani a pakovych bod, viz napt. [7]. Je tedy potfeba vyuZit robustni
metodu odhadu a pomoci ni definovat robustni test. My pro tento Gcéel definujeme testovaci
statistiku Waldova typu zalozenou na zobecnéném medianovém odhadu.

Piipomenime nejprve, jak je definovana Waldova statistika, viz napf. [13]. Pro maximalné
vérohodny odhad BMLE vime, Ze plati

BuLe ~ AN (B, 271(8Y)), (4.2)

kde znackou AN rozumime asymptotickou normalitu a Z je Fisherova informac¢ni matice, ktera
se d4 v modelu ur¢eném (1.13) a (1.16) spocist pomoci vztahu

(") = X "W (B)X, (4.3)

kde X € R™*4 je matice, ktera v jednotlivych fadcich obsahuje vektory vysvétlujicich promén-
nych 1, i=1,2,...,n, a W (B°) je diagonalni matice, jejiz prvky na diagonale jsou v p¥ipadé
poissonovské regrese roviny ,u;l(,BO), i =1,2,...,n. Waldova statistika pro test hypotézy (4.1)
je pak definovana pro metodu maximélné vérohodného odhadu jako

N 1, -1 A
(K" Byie —m) " (KT (Byip)K) (K Bypg — m) (4.4)
a vime o ni, Ze ma asymptotické rozdéleni x2(r).

Nyni pfejdéme k definici statistiky Waldova typu zaloZené na zobecnéném medidnovém od-
hadu. Vyuzijeme k tomu myslenku Waldovy statistiky, kterou dale zobecnime.

32



KAPITOLA 4. TESTOVANI HYPOTEZ 33

Definice 5. Necht By je zobecnény medidnovy odhad parametru 3 z n pozorovani. Testovaci
statistiku Waldova typu pro testovani hypotézy (4.1) definujeme vztahem

Wo(Ban) = (K™ By — m)T(KTQ;I(ﬁMM)ﬁ]n(BMM)Q;l(BMM)K)_1 (K™ By — T"(f), )
4.5
kde 3, Q,, jsou dany vztahy (3.29), (3.30).

Abychom mohli vyuzit testovaci statistiku v praxi, potfebujeme znat jeji asymptotické roz-
déleni. Proto vyslovime nésledujici vétu.

Véta 8. Predpoklddejme, Ze zobecnény medidnovy odhad BMM je konzistentnim odhadem pa-
rametru (3. Pak za platnosti Hy, viz (4.1), ma testovaci statistika Waldova typu definovana
vztahem (4.5) asymptotické rozdéleni x2(r). Plati tedy

WaByn), 2 X(r): (4.6)
Diikaz. Diky Vété 3 vime, ze plati
V(B — 8% > N(04,Q7(8°2(8")Q71(8")). (47)

Matice K je konstantni matice a néasobeni konstantou je spojita operace, ktera zachovava
konvergenci v distribuci. Tudiz

V(K Bun - K'8%) — N (0, K'Q7(8)2(8")Q 7 (8" K), (48)
a proto za platnoti Hy z (4.1) plati
V(K By —m) > N (0, KTQ 7' (B)2(8)Q 7 (8)K). (4.9)

Pro asymptotickou kovarianéni matici ve vztahu vyse plati, Ze je symetrickd a regularni. Tudiz
existuje regularni matice C, viz napft. [1], pro kterou plati

K'Q'(B)=(8)Q (8K =cC™. (4.10)
Matice C' je konstantni. Pokratujeme v tpravach a ziskdme postupné vztahy

VICTH K By —m) 2 N (0, CT'KTQTN(B)Z(B)Q TN (B)K(CTHT).  (411)

ViC N K By —m) — N(0,,1). (4.12)

n—-+o0o

Nyni vyuzijeme definice rozdéleni x? a faktu, Ze skalarni soudin vektoru se sebou samym je
spojita operace, kterd zachovava konvergenci v distribuci. Mazeme tedy psat

VK By —m) (C)TC (K Byng — m) —> (). (4.13)

n—-+oo
Upravime levou stranu vyrazu
\/E(KTBMM - m)T(Cfl)chl\/ﬁ(KTBMM —m)
= V(K" By —m) T (CCT) V(K By — m) (4.14)
= V(K By —m) (KTQ1(8)3(8°)Q (B K) ™ v/ (K By — m)
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a ziskame, Ze plati

5 T _ _ ~1 5 D
V(K By —m) " (KTQ7 (B 2(8)Q (3)K) Vi (K By —m) D x2(r). (415)
Vyuzijeme znaceni (3.31), (3.32) a (3.33). Jiz vime, ze V,,(8°) je konzistentni odhad matice
Vv (BY). Vyuzijeme predpoklad véty o konzistenci odhadu a komentar z konce podkapitoly 3.5
a ziskame, 7e i V,,(Bypu) je konzistentni odhad matice V(3°%), neboli

o P
Va(Bam) . vV (8°). (4.16)
7 ptedchoziho vztahu plyne
K'V.(BuK — K'V(3)K. (4.17)

Vyuzijeme znalosti, Ze invertovani matice je spojita operace, kterd zachovava konvergenci v prav-
dépodobnosti, a tedy

(K'V, By ) — (K'V(8)K) . (4.18)

n—-+oo
Z konvergence v pravdépodobnosti plyne konvergence v distribuci, miiZzeme tedy psat i

(KE"Vo (B K) ™ = (K"V(B°)K) ™ (4.19)
n——+o00
Nyni ukdzeme predpoklady Slutského perturbaéniho teorému, viz nap¥. Véta 6 (b) v knize [6].
Nejprve si oznacime

~ T -1 ~
X =Vn(K By —m) (KTV(BO)K) ™ V(K" By — m). (4.20)
7 prvn{ ¢asti dtikazu vime, Ze
D 2
Xn e X (r). (4.21)

Déle si oznacime
~ ~ T N A~ -1 A~
Wi = Wn(Bum) = \/E(KT:@MM - m) (KTVTL(/BMM)K) \/E(KTBMM - m) (4.22)
Potfebujeme ukazat, ze (W,, — X,,) 0. Pracujeme tedy s vyrazem

W= X = V(K By —m) " | (KTVa(Bun) K) ' = (KTV(B)K) ™ |V (K By —m).

Vyuzijeme oznadeni (3.32) a dosadime ho do vztahu (4.9). Vime tedy, Ze plati 2
V(K By - m) 2 N (0, K'V(8°)K). (4.24)

Dale vyuzijeme toho, Ze plati (4.19), a ziskame
(KB K) ' = (KTVB)K) | B 0. (4.25)
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Nyni pouzijeme Slutského vétu, viz nap¥. Disledek v 6. kapitole knihy [6], a ziskame vysledek

D

(W, — Xn) — 0. (4.26)
n—-+o0o
Jelikoz 0 je konstanta, plati i
(W — X)) — 0. (4.27)
n—-+o0o

Ukézali jsme (4.21) a (4.27), vyuzijeme tedy Slutského perturba¢ni teorém a ziskime finalni
tvrzeni

D 2
W, X (r), (4.28)
neboli
A T S P 1 , D
n(K"Byn —m) (K'Q, (Bayn)En(Ban)Qr (Bain) K) ™ (K By — m) o X*(r),
(4.29)
coZ je tvrzeni véty. O

Ukazme si, jak vyslovenou vétu vyuzit v praxi. Mizeme chtit napiiklad otestovat hypotézu

Hy:PB2=p3=...=54=0 wvs. Hj:p;#0 pro alespoi jeden index i € {2,3,...,d}.
(4.30)
V takovém pifpadé je matice K* rozméru (d — 1) x d a tvaru KT = (04_1,I4_1), kde I4_; je
jednotkova matice rozméru (d—1) x (d—1), a pro vektor m plati m = 04_1. Testovaci statistika
Waldova typu mé pak asymptotické rozdéleni x?(d — 1).
V jiné situaci miizeme chtit nap¥iklad pro libovolné i € {2,3,...,d} otestovat hypotézu

Hy:8,=0 vs. Hy:p5; #0. (4.31)

Nyni ma KT podobu fadkového vektoru, jehoZ viechny prvky kromé i-tého jsou rovny nule
a -ty prvek je roven jedné. Vektor m méa pouze jednu slozku rovnou nule. Asymptotické rozdéleni
testovaci statistiky Waldova typu je v tomto piipadé x2(1).



Kapitola 5

Simulac¢ni experimenty

Tato kapitola je vénovana simula¢nim experimentiim. Budeme v ramci ni zkoumat, jak fun-
guji odvozené teoretické vlastnosti v praxi. Nejprve si pfedstavime model, se kterym budeme
pracovat. Poté budeme zkoumat konzistenci zobecnéného medidnového odhadu. V dalsf ¢asti se
uz presuneme k testovani hypotéz. Zde budeme zkoumat chybu 1. druhu a silu testu v nékolika,
situacich. Budeme postupné pracovat s Cistymi daty a znecisténymi daty. Konkrétné budeme
uvazovat znecistén{ odlehlymi pozorovanimi nebo pakovymi body. V ¢asti tykajici se testovani
hypotéz budeme pro porovnani uvazovat kromé zobecnéného medianového odhadu (MMed) také
maximélné vérohodny odhad (MLE) a dva zastupce jiz existujicich robustnich odhad, konkrétné
Mallowsitv odhad (Mal) a M-odhad zalozeny na transformaci odezvy (MT). Zkratky uvedené
v zavorkach vyuZzijeme v legendach grafi.

Veskeré simula¢ni experimenty byly implementovany v jazyce R. Pro hledani maximéalné
vérohodného odhadu jsme pouzili funkci glm(). Implementace zobecnéného medidnového odhadu
vyzaduje pouziti funkce na hledini argumentu minima. My jsme vyuzili funkci fminsearch()
z balicku neldermead, kterd je zalozena na simplexové metodé. Jako pocateéni odhad jsme volili
maximalné vérohodny odhad. Pro zbylé dva odhady jsme vyuzili funkci glmrob() z balicku

robustbase. Pro Mallowsilv odhad jsme nastavili method = "Mgle" a pro M-odhad zaloZeny na
transformaci odezvy jsme nastavili method = "MT".
5.1 Model
Uvazujeme model ve tvaru
ln)\?zﬂ?xi1+ﬁgﬂfig+ﬁg$i3 :sciT,BO, 1=1,2,...,n, (51)
kde pro vektory vysvétlujicich proménnych plati
i—1
=1, mp~N(0;1), =z nezavisle, x;3= T 1=1,2,...,n. (5.2)
n —
Hodnoty ;3,1 =1,2,...,n, jsou ekvidistantné rozdélené hodnoty z intervalu (0; 1). T¥eti slozka

vektoru vysvétlujicich promé&nnych nam tedy reprezentuje linearni trend.
Vektor regresnich koeficienti ma hodnotu

a pro vysvétlované proménné, které jsou mezi sebou nezavislé, plati

Y; ~Po()\Y), i=1,2,...,n, (5.4)
36
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)\? = exp{m?ﬂo}, = 1,2,...,7’L. (55>

Vektory regresorti generujeme pouze jednou, a tedy i hodnoty AY jsou pevné. Ptedstavu
o jejich rozsahu mizeme ziskat z obrazku 5.1. Pfi navrhu modelu jsme se inspirovali praci [3].
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Obrazek 5.1: Histogram hodnot Ay, i = 1,2,...,n, pro n = 500.

5.2 Konzistence zobecnéného medianového odhadu

V teoretické ¢asti prace jsme vybudovali teorii, kterd uvazovala predpoklad, Ze zobecnény
medianovy odhad je konzistentni odhad. Konzistence odhadu nebyla teoreticky dokazana. V této
¢asti simulaci ukdzeme, %e zatim neni ddvod se domnivat, Ze by zobecnény medidnovy odhad
nebyl konzistentnim odhadem. Uvédomujeme si ale, Ze simula¢ni experiment nikdy nemitize na-
hradit teoreticky dikaz.

Budeme tedy zkoumat, zda se zobecnény medianovy odhad zpfesiiuje se zvysujicim se poétem
pozorovani.

Algoritmus experimentu

Experiment provedeme postupné pro pocet pozorovani n € {50,100, 150,200, 250, 300, 400,
500, 650, 800, 1000}. Algoritmus experimentu lze popsat nasledujicimi kroky.

1. Vygenerujeme vysvétlujici veli¢iny x;, i = 1,2,...,n, podle (5.2).
2. Vypoéteme N, i =1,2,...,n, podle vztahu (5.5).
3. Proj=1,...,N, kde N = 10000, opakujeme:
(a) Vygenerujeme nezavislé vysvétlované proménné Y; ~ Po(\Y), i =1,2,... n.

(b) Odhadneme parametr B(j) pomoci zobecnéného medianového odhadu.
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(¢) Vypocteme pramérnou relativni chybu na slozku v procentech

1157 801 185 — 881, 185 — B
Zi =~ + + - 100. (5.6)
73 ( El E] E]
4. Vypoc¢teme primérnou relativni chybu odhadu podle vzorce
_ 1 X
MRE = Zy = + >z (5.7)
j=1
a vybérovou smérodatnou odchylku chyb Z; podle vzorce
1N
_ 72
se.= | w7 ;(zj Zn)2. (5.8)
]:

Vysledky experimentu

Na obrazku 5.2 si mtzeme prohlédnout vysledek simulaénfho experimentu. Vidime, Ze se
zvysujicim se poftem pozorovani se snizuji obé sledované veliciny MRE a s.e. To jinymi slovy
znamené, ze se zvysujicim se poétem pozorovani se odhad zpfesiiuje a zaroveih ma mensf rozptyl.
Tento vysledek je typicky pro konzistentni odhady a nami uvazovany experiment tedy nevy-
lu¢uje moznost, ze je zobecnény medidnovy odhad konzistentnim odhadem. Obdobné vysledky
jsme obdrzeli i z dalsich simulaci tykajicich se konzistence odhadu, které jsme provedli v ramci
vyzkumného projektu. Vysledky téchto dalsich simulaci zde nebudeme uvadeét, protoZze nepfinasi
odlisné zaveéry od zavéri zde uvedenych.

12

10

MRE/s.e. v procentech

200 400 600 800 1000

Obrazek 5.2: Graf znazornujici prubéh velicin MRE a s.e. pro zobecnény medianovy odhad
v zavislosti na po¢tu pozorovini n.
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5.3 Algoritmus experimenti na testovani hypotéz

V pfedchozi ¢asti jsme zkoumali konzistenci zobecnéného medidnového odhadu. Nasledujici
simulace se uz budou tykat testovani hypotéz a budeme uvazovat kromé zobecnéného mediano-
vého odhadu také maximalné vérohodny odhad (MLE), Mallowsiiv odhad a M-odhad zalozeny
na transformaci odezvy.

V teoretické ¢asti prace jsme navrhli testovaci statistiku pro zobecnény medidnovy odhad,
takzvanou statistiku Waldova typu, a uréili jsme jeji asymptotické rozdéleni. Nyni potFebujeme
byt schopni testovat hypotézy i pomoci zbylych uvazovanych metod odhadu. U MLE vyuzijeme
Waldovu testovaci statistiku a u zbylych dvou odhadt vyuZijeme, stejné jako u zobecnéného
medianového odhadu, statistiku Waldova typu s pfislusnou kovarianéni matici. Odhad této matice
nam vraceji ptislusné funkce v R.

Uvedme nyni obecny algoritmus experimenti tykajicich se testovani hypotéz. Experiment
provedeme pro podet pozorovani n, uroven znecisténi € a vektor regresnich koeficientd 3. Algo-
ritmus experimentu lze popsat néasledujicimi kroky.

1. Vygenerujeme vysvétlujici veli¢iny x;, i = 1,2,...,n, podle (5.2).
2. Vypoéteme parametry \;, i = 1,2,...,n, pomoci vzorce \; = exp{zx; 3}

3. V pripadé znedisténi pakovymi body nahradime vysvétlujici veli¢iny vysvétlujicimi veli¢i-
nami s pakovymi body.

4. Pro j=1,..., N, opakujeme:
(a) Vygenerujeme nezavislé vysvétlované proménné Y;, i = 1,2,...,n.

(b) Odhadneme parametr B(j) pomoci MLE, zobecnéného medidnového odhadu (MMed),
Mallowsova odhadu (Mal) a M-odhadu zalozeného na transformaci odezvy (MT).

(¢) Pro v8echny metody odhadu vyuZijeme piislusnou testovaci statistiku a otestujeme
danou nulovou hypotézu. Podle vysledku nastavime indikator zamitnuti jako

4 1, pokud Hy zamitneme,
5) = (5.9)
0, pokud Hy nezamitneme.
5. Pro v8echny metody odhadu spoéteme procento zamitnuti nulové hypotézy jako
N
- ().
6= NZ;(SJ 100. (5.10)
j:

5.4 Chyba 1. druhu v zavislosti na poc¢tu pozorovani

V této casti budeme zkoumat vyvoj chyby 1. druhu v zavislosti na poc¢tu pozorovani. Hla-
dinu vyznamnosti testu a jsme v kédech nastavili na hodnotu 0,05, pravdépodobnost chyby 1.
druhu by se tedy méla pohybovat kolem této hodnoty. Pro ziskani dostateéné piesnosti odhadu
pravdépodobnosti chyby 1. druhu zvolime pocet opakovani N = 10000.

V tomto experimentu budeme uvazovat pouze Cistd data a zadné vychylen{ od pivodniho
modelu. Plati tedy ¢ = 0, 8 = BY a vysvétlované proménné generujeme podle vztahu (5.4).
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JelikoZ nas zajima zéavislost chyby 1. druhu na poc¢tu pozorovani, provedeme experiment postupné
pro hodnoty n € {50,100, 150, 200, 250, 300, 400, 500, 650, 800, 1000}.

Budeme testovat dvé nulové hypotézy, jedna se tyka druhé slozky vektoru regresnich koefici-
entd, druhd se tyka treti slozky vektoru regresnich koeficienti. Konkrétné budeme testovat

Hy:B9=1 wvs. Hy:p9#1, (5.11)

Hy: By =-05 vs. Hp:pB#—05. (5.12)

Obé nulové hypotézy jsou pravdivé, a tedy sledované veli¢ina 6 nam udava odhad pravdépodob-
nosti chyby 1. druhu.

Vysledky experimentu

Na obrazku 5.3 si mizeme prohlédnout vysledek experimentu. Nejlépe se 5% chyby drzi
maximalné vérohodny odhad a Mallowstiv odhad. Oba dva odhady maji velmi podobné grafy
a pro obé testované hypotézy se chovaji stejné stabilné. Zobecnény medidnovy odhad v pripadé
testu hypotézy Hy : B9 = 1 vykazuje také velmi stabilni chovani, v p¥ipadé testu hypotézy
Hy: ﬁg = —0,5 se vyrazné&ji odchyli od 5% hranice pouze v piipadé n = 300.

Nejvetsi odchyleni od 5% hranice pozorujeme u M-odhadu zalozeného na transformaci odezvy.
V piipadé testu hypotézy Hy : BY = 1 vykazuje nestabilni chovani pro poet pozorovéni mensi
nez 500. Nenf zde ani patrny stabilni klesajici trend, na obrazku si miizeme vSimnout vyraznych
extrémt. Nejhor§ftho odhadu pravdépodobnosti chyby 1. druhu dosahuje v pfipadé n = 50, kdy
je odhad pravdépodobnosti chyby 1. druhu nad 14 %, a v piipadé n = 200, kdy je odhad
pravdépodobnosti chyby 1. druhu mezi 10 a 11 %. Pokud se zaméfime na test hypotézy Hy :
[3?? = —0,5, tak zde dosahuje M-odhad zaloZeny na transformaci odezvy vyrazné lepsich vysledki.
Nejvyssi odhadnuta pravdépodobnost chyby 1. druhu ma hodnotu kolem 7 % pro p¥ipad n = 50.
Se zvySujicim se poctem pozorovani je i patrny klesajici trend a kolem n = 500 uZ se odhad drzi
5% hranice.
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< | < | — MMed
- - MLE
Mal

o ﬁ 1 o ﬁ 7 — MT
E E
= =
h=4 o _| k=4 o _|
g o g o
© ©
N N
e 2
c o - c oo -
Q Q
(] (]
<] <]
Coer Toer /\é\/\\

< <

I I I I I I I I I I
200 400 600 800 1000 200 400 600 800 1000
n n

Obrazek 5.3: Odhad pravdépodobnosti chyby 1. druhu pro test hypotéz Hy : 89 = 1 (levy

obrazek) a Hy : 8 = —0,5 (pravy obrazek) v zavislosti na poétu pozorovani n. Cerna ¢ara znadi
5% hranici.
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Vysledek simulace také ukazuje, Zze na§ odhad asymptotické kovarian¢ni matice, ktery jsme
pouzili pfi vypoctu testovaci statistiky, funguje velmi dobfe a neni divod se domnivat, Ze by
nebyl konzistentni.

5.5 Testovani hypotéz pro Cista data

Pocdinaje timto experimentem budeme uvazovat vychyleni od ptivodniho modelu. Konkrétné
budeme hybat s vektorem regresnich koeficientt podle vztahu

B =73+ Ac, (5.13)

kde A € (—0,3;0,3) a pro ¢ uvazujeme t¥i varianty. Prvni varianta je, ze hybeme pouze s druhou
slozkou regresniho koeficientu, a tedy ¢ = (0;0,5;0)T. Druh4 varianta je, Zze hybeme pouze se
teti slozkou regresniho koeficientu, a tedy ¢ = (0;0;1)T. Posledni varianta je, Ze hybeme naraz
s druhou i tieti slozkou regresniho koeficientu. Pro ¢ pak plati ¢ = (0;0,5;1)".

Budeme testovat stejné hypotézy jako v pfedchozi ¢asti, ale nyni pro vychyleny model. Zaji-
maji nas tedy hypotézy

Hy:Bo=p89=1 vs. Hi:Bs#p9=1, (5.14)

Hy:B3=p8Y=-05 vs. Hy:[P3# [ =—-0,5. (5.15)

Pokud nehybeme s danou slozkou vektoru regresnich koeficientt, je testovand hypotéza pravdiva
a my zkoumame chybu 1. druhu. Pokud s danou slozkou vektoru regresnich koeficienti hybeme,
tak nulova hypotéza prestava byt pravdiva a my zkoumdame silu testu. P#i ndvrhu vychyleni od
modelu jsme se inspirovali praci [8].

Experiment provedeme pro vSechny varianty posunu ¢ a rizné hodnoty A. Vektor 8 nam
uréuje vztah (5.13). Uvazujeme pouze Cista data, plati tedy € = 0 a V; ~ Po(\;), \; = exp{x] 3},
i=1,2,...,n. Experiment provedeme pro dvé varianty po¢tu pozorovani, konkrétné n € {250,
500}. Pocet opakovani nastavime jako N = 1000. Algoritmus experimentu je podrobné popsan
v &asti 5.3.

Vysledky experimentu

Vysledky experimentu si mtizeme prohlédnout na obrazcich 5.4 a 5.5. Pokud testujeme hy-
potézu o parametru, se kterym nehybeme (prostiedni graf v levém sloupci a horni graf v pravém
sloupci), tak se v8echny uvazované metody odhadu drzi kolem hranice zamitani 5 %. Odhadnuta
pravdépodobnost chyby 1. druhu tedy odpovida nastavené hladiné vyznamnosti testu v kédech
a v8echny metody odhadu se chovaji dle o¢ekavani.

Piesunme se ke grafim, které znazornuji silu testu. U v8ech metod odhadu mé kiivka zna-
zorfiujici silu testu tvar "U", coZ je oCekdvany tvar. Vrchol je v nule, coz odpovida odhadu
pravdépodobnosti chyby 1. druhu, protoze v nule jsou testované hypotézy pravdivé. Cim vice se
vzdalujeme od pivodni hodnoty parametru, tim jsou si metody jistéjsi, Ze testovana hypotéza
neni pravdiva, a zamitaj{ ji ve vétsim procentu piipadil az se postupné dostanou k zamitan{
ve 100 % pripadti. Vidime, Ze t¥i metody odhadu vykazuji téméF totozné chovani. Jedné se
o maximalné vérohodny odhad, Mallowstiv odhad a M-odhad zaloZeny na transformaci odezvy.
Zobecnény medidanovy odhad mé &irsi kifivku neZ zmihované odhady, coz znamené, ze ma mensi
silu testu a pro zamitani nulové hypotézy ve 100 % piipadi potfebuje vétsi vychyleni od ptivodni
hodnoty parametru.
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Obrazek 5.4: Procento zamitnuti hypotéz Hy : B2 = 35 = 1 (levy sloupec) a Hy : 83 = 8 = —0,5
(pravy sloupec) pro pocet pozorovani n = 250 a &ista data. V prvnim #adku je ¢ = (0;0,5;0)T,
ve druhém fadku je ¢ = (0;0;1)T a ve tfetim fadku je ¢ = (0;0,5;1)T. Cerna ¢ara znaci 5%
hranici.
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Obrazek 5.5: Procento zamitnuti hypotéz Hy : B2 = (39

40 60 80 100

20

40 60 80 100

20

40 60 80 100

20

Hy:B2=p9=1

— MMed
MLE
Mal

— MT

-0.3 -0.2 -0.1 0.0 0.1 0.2 0.3

— MMed
MLE
Mal

— MT

-0.3 -0.2 -0.1 0.0 0.1 0.2 0.3

—— MMed
MLE
Mal

— MT

-0.3 -0.2 -0.1 0.0 0.1 0.2 0.3

Procento zamitnuti Procento zamitnuti &

Procento zamitnuti

40 60 80 100

20

40 60 80 100

20

40 60 80 100

20

43

Hy:pBs=py=-05
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=1 (levy sloupec) a Hp : 3 = ﬂg =-05

(pravy sloupec) pro pocet pozorovani n = 500 a &ista data. V prvnim #adku je ¢ = (0;0,5;0)7,
ve druhém fadku je ¢ = (0;0;1)T a ve tfetim fadku je ¢ = (0;0,5;1)T. Cerna ¢ara znaci 5%

hranici.
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U testu hypotézy Hy : B2 = 59 = 1 je §fika kiivky zndzoriujici silu testu mensi nez v pifpadé
testu hypotézy Hpy : B3 = Bg = —0,5. Za zminku také stoji, ze grafy znézornujici silu testu
vypadaji pro dané testy hypotéz stejné nezévisle na tom, zda se hybalo pouze s testovanou
slozkou parametru nebo se hybalo s obéma slozkami parametru.

Pokud se zamé&iime na vliv poétu pozorovani na silu testu, je vidét, ze kfivky jsou uzsl pro
pfipad n = 500 nez pro piipad n = 250. To znamend, Ze pokud mé test k dispozici vice dat, je
si jistéjsi v zamitani nulové hypotézy a vykazuje tedy vétsi silu testu.

5.6 Vliv odlehlych pozorovani

V této ¢asti budeme zkoumat vliv pfitomnosti odlehlych pozorovani na testovani hypotéz.
Nastaveni experimentu je stejné jako v Casti 5.5 s tim rozdilem, Ze znelistime vysvétlované
proménné. Vektor 3 nam tedy urcuje vztah (5.13) a pro \; plati \; = exp{z}3},i=1,2,...,n.

Znecisténi probiha nasledovné. Vzdy kdyz generujeme vysvétlované proménné, tak je nejdiive

nagenerujeme pomoci vztahu Y; ~ Po()\;), i = 1,2, ..., n. Poté jednoduchym ndhodnym vybérem
bez opakovani zvolime |en| vysvétlovanych proménnych a ty modifikujeme pomoci vztahu
Y =2(Y +1). (5.16)

Diky tomuto pfedpisu mame jistotu, ze hodnotu zvolené vysvétlované proménné opravdu zmé-
nime. Dale pak pocitame jiz s takto upravenymi vysvétlovanymi proménnymi. Hodnoty vysveét-
lujicich veli¢in neménime.

V rémci experimentu budeme uvazovat dvé arovné znecisténi. Pro € tedy plati e € {0,05;0,1}.

Vysledky experimentu

Zamérme se nejdifve na vysledky pro variantu n = 250, které si muZeme prohlédnout na
obrazku 5.6 pro troven zne¢isténi ¢ = 0,05 a na obrazku 5.7 pro troven znecisténi € = 0,1.
V obou pifpadech je patrné, ze nejvice citlivy na pfitomnost znecisténi je maximalné vérohodny
odhad.

V pifpadé niz&i trovné znecdisténi a odhadu pravdépodobnosti chyby 1. druhu se zbylé tii
metody odhadu chovaji velmi podobné a vykazuji vy8&i vychyleni od hranice 5 % p¥ testu
hypotézy Hy : B = 68 = 1. Pokud se pfesuneme k sfle testu, tak vidime, ze Mallowstv odhad
a M-odhad zalozeny na transformaci odezvy maji podobné kiivky a zobecnény medianovy odhad
ma, stejné jako v piipadé cistych dat, Sirsf kifivku a tudiz i mensf silu testu. Vsechny kiivky ale
zustavaji priblizné centrované.

Pokud zvy$ime troven znecisténi na € = 0,1, dojde k oddéleni kiivek Mallowsova odhadu
a M-odhadu zalozeného na transformaci odezvy a v p¥ipadé testu hypotézy Hp : B2 = B9 = 1
také k vychylen{ vSech kiivek znazorfiujicich silu testu do kladné ¢asti osy x. V p¥ipadé odhadu
pravdépodobnosti chyby 1. druhu u testu hypotézy Hp : B2 = B9 = 1 se kromé maximalng
vérohodného odhadu od 5% hranice odchyli i zbylé metody odhadu. Nejblize této hranici je
zobecnény medianovy odhad, nasleduje ho M-odhad zaloZzeny na transformaci odezvy a nejvice
vychyleny ze t¥i uvazovanych robustnich metod je Mallowstv odhad. V piipadé testu hypotézy
Hy : B3 = B3 = —0,5 se M-odhad zaloZeny na transformaci odezvy drzi hranice 5 % a zobecnény
medidnovy odhad a Mallowstv odhad jsou od ni vychyleny, ale méné nez v piipadé testu hypotézy
HO : 52 = 8 =1.

Presunime se nyni k varianté n = 500, pro kterou si miizeme prohlédnout vysledky na obraz-
cich 5.8 a 5.9. Pro nizs{ Groven znecisténi a odhad pravdépodobnosti chyby 1. druhu vySly pro



KAPITOLA 5. SIMULACNI EXPERIMENTY

Procento zamitnuti Procento zamitnuti &

Procento zamitnuti &

40 60 80 100

20

40 60 80 100

20

40 60 80 100

20

Hy:B2=p9=1

— MMed
MLE
Mal

-0.3 -0.2 -0.1 0.0 0.1 0.2 0.3

MMed
MLE
Mal
— MT

—— MMed
MLE
Mal

— MT

-0.3 -0.2 -0.1 0.0 0.1 0.2 0.3

Procento zamitnuti Procento zamitnuti &

Procento zamitnuti

40 60 80 100

20

40 60 80 100

20

40 60 80 100

20

45

Hy:pBs=py=-05

MMed
MLE
Mal

-0.3 -0.2 -0.1 0.0 0.1 0.2 0.3

— MMed
MLE
Mal

-0.3 -0.2 -0.1 0.0 0.1 0.2 0.3

MMed

-0.3 -0.2 -0.1 0.0 0.1 0.2 0.3

Obrazek 5.6: Procento zamitnuti hypotéz Hy : B2 = 35 = 1 (levy sloupec) a Hy : 83 = 8 = —0,5
(pravy sloupec) pro pocet pozorovani n = 250 a Groveil znedisténi odlehlymi pozorovanimi e =
0,05. V prvnim fadku je ¢ = (0;0,5;0)T, ve druhém fadku je ¢ = (0;0;1)T a ve tfetim fadku je
¢ = (0;0,5;1)T. Cerna Gara znaci 5% hranici.
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Obrazek 5.7: Procento zamitnuti hypotéz Hy : B2 = 89 = 1 (levy sloupec) a Hy : 83 = 8§ =
—0,5 (pravy sloupec) pro podet pozorovani n = 250 a tiroven znec¢isténi odlehlymi pozorovanimi
e =0,1. V prvnim fadku je ¢ = (0;0,5;0)T, ve druhém fadku je ¢ = (0;0;1)T a ve tietim Fadku
je ¢ = (0;0,5;1)T. Cerna ¢ara znaci 5% hranici.
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Hy:pBs=py=-05
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Obrazek 5.8: Procento zamitnuti hypotéz Hp : B2 = 85 = 1 (levy sloupec) a Hy : 83 = 8 = —0,5
(pravy sloupec) pro pocet pozorovani n = 500 a troveil znedigténi odlehlymi pozorovanimi e =
0,05. V prvnim fadku je ¢ = (0;0,5;0)T, ve druhém fadku je ¢ = (0;0;1)T a ve tfetim fadku je
¢ = (0;0,5;1)T. Cerna Gara znaci 5% hranici.
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Obrazek 5.9: Procento zamitnuti hypotéz Hy : B2 = 89 = 1 (levy sloupec) a Hy : 83 = 8§ =
—0,5 (pravy sloupec) pro podet pozorovani n = 500 a tiroven znec¢isténi odlehlymi pozorovanimi
e =0,1. V prvnim fadku je ¢ = (0;0,5;0)T, ve druhém fadku je ¢ = (0;0;1)T a ve tietim Fadku
je ¢ = (0;0,5;1)T. Cerna ¢ara znaci 5% hranici.
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test hypotézy Hp : B3 = B9 = —0,5 velmi podobné grafy jako pro n = 250, u testu hypotézy
Hy : B2 = B9 = 1 doflo k oddéleni kiivek pro jednotlivé robustni odhady. V ptipadé sily testu
doslo diky zvysSeni poctu pozorovani k zizenf vsech kiivek, a tedy ke zlepgeni sily testu.

U varianty drovné zneéisténi ¢ = 0,1 doslo k vyznamnym zméndm u odhadu pravdépo-
dobnosti chyby 1. druhu u testu hypotézy Hy : B2 = BY = 1. Mezi jednotlivymi metodami
odhadu vznikl vyrazny rozdil s tim, Ze zobecnény medidnovy odhad zistal nejblize hranici 5 %.
U sily testu doslo pro tuto hypotézu zvysenim trovné znecisténi, stejné jako v pripadé n = 250,
k vychyleni kiivek znézoriujicich silu testu do kladné ¢asti osy x. Celkové jsou vSechny kiivky
znézorhujici silu testu podobné tém pro stejnou droven znecisténi a mensi pocet pozorovani.
ZvySenim poctu pozorovani pouze doslo k zizeni téchto kiivek.

Simula¢ni experiment nam ukézal, Ze pfitomnost znecisténi odlehlymi pozorovanimi ma vliv
na pravdépodobnost chyby 1. druhu i na sflu testu. Pokud bychom neznali troven znecigténi,
tak pro test hypotézy Hp : B2 = B = 1 je nejvhodngjii zobecnény medidnovy odhad a pro
test hypotézy Hp : 83 = 85 = —0,5 se jako nejvhodnéjsi jevi M-odhad zalozeny na transformaci
odezvy.

5.7 Vliv pakovych bodu

Druhy typ znecisténi, ktery budeme uvazovat, je zneci§téni pakovymi body. Nyni nebudeme
upravovat hodnoty vysvétlované veli¢iny, nybrz hodnoty vysvétlujicich veli¢in.
Postup pro vytvareni pakovych bodt jsme pievzali z prace (3| a vypada nasledovné. Pro

viechny vektory x;, i = 1,2,...,n, uréime hodnotu \; = exp{z! 3}, kde parametr 3 je dan
vztahem (5.13). Vznikne nam vektor A = (Aq,...,\,)T, jehoz slozky sefadime vzestupné podle
velikosti. To znamena, 7e najdeme permutaci m : {1,2,...,n} = {1,2,...,n}, kterd prevede

vektor A na vektor A = (Ar1), A2, - -5 )\ﬂ(n))T, pro ktery plati Ar(1) < Ar) <00 < Ay
Vysvétlujici proménné s pakovymi body nyni vytvofime pomoci vztahu

{ Lr(n—7j+1)> Jellij < LEHJ, (517)
:Iiﬂ.(j), jinak.
Tento predpis znamend, ze |en] vektori @;, pro néz nabyva A\; nejmensich hodnot, zaménime za
hodnotu |[en] vektori @;, pro néz nabyva \; nejvétsich hodnot. Ostatni vektory @; ponechame
beze zmény.

Jelikoz mame v ramci experimenti pevné vysvétlujici veli¢iny, tvoiime vysvétlujici veli¢iny
s pakovymi body pro konkrétni nastaveni experimentu také pouze jednou. Déle pii odhadovan{
pak vyuzivame tyto znedisténé vysvétlujici veli¢iny. Vysvétlované veli¢iny jsou vSak generovany
pomoci ptivodnich, tedy neznecisténych, vysvétlujicich veli¢in x;, ¢ = 1,2,...,n, a plati pro né
tedy Y; ~ Po(\), i=1,2,...,n.

V ramci tohoto experimentu budeme uvazovat dvé arovné znecisténi, konkrétné e € {0,02;
0,04}. Zbylé nastaveni experimentu je stejné jako v ¢asti 5.5.

Vysledky experimentu

Nejprve si predstavime vysledky pro n = 250, které jsou zndzornény na obrazcich 5.10 a 5.11.

N

pakovymi body maximalné vérohodny odhad. Nejméné citlivd metoda na pfitomnost zneciSténi
pékovymi body je M-odhad zalozeny na transformaci odezvy. U tohoto odhadu maji kiivky
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v podstaté stejny tvar jako v piipadé Cistych dat. M-odhad zaloZeny na trasformaci odezvy tedy
viilbec nezaznamend piitomnost znec¢isténi pakovymi body.

Pokud se zaméfime na nizsi uroven znecisténi ¢ = 0,02, zjistime, Ze v piipadé chyby 1.
druhu jsou zbylé metody citlivéjsi u testu hypotézy Hp : B2 = B9 = 1. U této hypotézy zamité
maximéalné vérohodny odhad ve 100 % pfipadi. Zobecnény medianovy odhad dosahuje nizgiho
odhadu pravdépodobnosti chyby 1. druhu nez Mallowsiiv odhad, ale oba odhady jsou uz velmi
vzdaleny od hranice 5 %. U testu hypotézy Hy : B3 = ,88 = —0,5 se maximélné vérohodny
odhad blizi k hranici zamitani ve 100 % piipadi. Zobecnény medidnovy odhad a Mallowstv
odhad jsou vychyleny od 5% hranice, ale jejich vychyleni neni tak vyrazné jako u testu hypotézy
Hy : B2 = B9 = 1. V pifpadé sily testu dochazi u maximalné vérohodného odhadu, zobecnéného
medidnového odhadu a Mallowsova odhadu k vychyleni kifivek do kladné ¢asti osy x pro test
hypotézy Hy : B2 = 5 = 1 a do zaporné asti osy = pro test hypotézy Hy : B3 = 5 = —0,5.
Vychyleni je nejvyraznéjsi pro maximélné vérohodny odhad.

Pokud jsou data zneciSténa na trovni € = 0,04, tak se zvyrazni viechny vySe popsané jevy.
U odhadu pravdépodobnosti chyby 1. druhu se maximalné vérohodny odhad drzi u hranice za-
mitani ve 100 % pFipadi a zobecnény medianovy odhad a Mallowstiv odhad se vzdalily jesté vice
od hranice 5 %. Dokonce se u téchto dvou odhadii vyskytl skok v kiivce znézoriujici odhad prav-
dépodobnosti chyby 1. druhu u testu hypotézy Hp : 83 = ﬁg = —0,5. ZvySenim Grovné znecisténi
se zvétsilo také vychyleni do kladné, pfipadné zaporné, ¢asti osy = u kiivek znazornujicich sflu
testu. U maximalné vérohodného odhadu a testu hypotézy Hp : B2 = B9 = 1 dokonce nevidime
ani zaCatek kfivky ve tvaru "U", v ndmi uvaZovaném intervalu odhad zamita nulovou hypotézu
ve 100 % piipadi.

Vysledky simula¢niho experimentu pro pocet pozorovani n = 500 si mtizeme prohlédnout na
obrazcich 5.12 a 5.13. I v tomto pfipadé je nejcitlivéjsi maximalné vérohodny odhad a M-odhad
zalozeny na transformaci odezvy mé opét k¥ivky vyrazné podobné tém pro Cistd data.

Uvazujme nyni niz& Groveit znecisténi ¢ = 0,02. U testu hypotézy Hp : B2 = 49 = 1 zamita
maximéalné vérohodny odhad az na jednu vyjimku ve 100 % pripadt nezavisle na tom, zda zkou-
méame chybu 1. druhu nebo silu testu. V pfipadé testu hypotézy Hy : B3 = ﬁg = —0,5 a odhadu
pravdépodobnosti chyby 1. druhu se u maximalné vérohodného odhadu objevuje vyrazny skok
v grafu pro pfipad A = —0,1 a u sily testu mizeme pozorovat také vyrazny vykyv v kiivce.
Skok v pravdépodobnosti chyby 1. druhu u testu hypotézy Hp : 83 = 5g = —0,5 pozorujeme
i u zobecné&ného medidanového odhadu a Mallowsova odhadu, ale nenf tak vyrazny jako v pripadé
maximélné vérohodného odhadu. Oba dva odhady jsou také vychylené od 5% hranice. Jesté vétsi
vzdaleni od 5% hranice miZzeme pozorovat u odhadu pravdépodobnosti chyby 1. druhu a testu
hypotézy Hy : B2 = 89 = 1. U této hypotézy také pozorujeme vychyleni kiivek znéazoritujicich
silu testu smérem do kladné ¢asti osy x. U testu hypotézy Hp : B3 = Bg = —0,5 a sily testu jsou
maximélné vérohodny odhad, zobecnény medidnovy odhad a Mallowstiv odhad vychyleny do
zaporné Casti osy x. Nejvyraznéj§i vychyleni vykazuje maximalné vérohodny odhad. ZvySenim
poctu pozorovani se zzily kiivky znazornujici silu testu.

U vySsi trovné znecisténi ¢ = 0,04 uz zadny odhad nevykazuje vyrazné vykyvy v grafu, ale
vS8echny ostatnf vySe jmenované problémy se jesté zvyraznily. U odhadu pravdépodobnosti chyby
1. druhu a testu hypotézy Hy : B2 = B9 = 1 se Mallowsiiv odhad pfiblizil k hranici zamitani
ve 100 % piipadii a zobecnény medianovy odhad uZ je této hranici taktéz blizko. V piipadé
testu hypotézy Hy : O3 = Bg = —0,5 a odhadu pravdépodobnosti chyby 1. druhu se maximé&lné
vérohodny odhad pohybuje kolem hranice 100 % a zobecnény medianovy odhad a Mallowsiv
odhad se zhorsily oproti varianté ¢ = 0,02. U sily testu se vSechny kifivky kromé M-odhadu
zalozeného na transformaci odezvy jesté vice vychylily do kladné, pfipadné zaporné, ¢asti osy x.
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Hy:pBs=py=-05
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Obrazek 5.10: Procento zamitnuti hypotéz Hy : B2 = 35 = 1 (levy sloupec) a Hy : 83 = 8 = —0,5
(pravy sloupec) pro pocet pozorovani n = 250 a troven zneci§téni pakovymi body £ = 0,02.
V prvnim fadku je ¢ = (0;0,5;0)T, ve druhém fadku je ¢ = (0;0;1)T a ve tfetim fadku je

¢ = (0;0,5;1)T. Cerna Gara zmaci 5% hranici.
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Obrazek 5.11: Procento zamitnuti hypotéz Hp : B2 = 35 = 1 (levy sloupec) a Hy : 83 = 8 = —0,5
(pravy sloupec) pro pocet pozorovani n = 250 a troven zneci§téni pakovymi body ¢ = 0,04.
V prvnim fadku je ¢ = (0;0,5;0)T, ve druhém fadku je ¢ = (0;0;1)T a ve tfetim fadku je

¢ = (0;0,5;1)T. Cerna Gara zmaci 5% hranici.
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Obrazek 5.12: Procento zamitnuti hypotéz Hp : B2 = 35 = 1 (levy sloupec) a Hy : 83 = 8 = —0,5
(pravy sloupec) pro pocet pozorovani n = 500 a troven zneci§téni pakovymi body ¢ = 0,02.
V prvnim fadku je ¢ = (0;0,5;0)T, ve druhém fadku je ¢ = (0;0;1)T a ve tfetim fadku je

¢ = (0;0,5;1)T. Cerna Gara zmaci 5% hranici.
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Obrazek 5.13: Procento zamitnuti hypotéz Hy : B2 = 35 = 1 (levy sloupec) a Hy : 83 = 8 = —0,5
(pravy sloupec) pro pocet pozorovani n = 500 a troven zneci§téni pakovymi body ¢ = 0,04.
V prvnim fadku je ¢ = (0;0,5;0)T, ve druhém fadku je ¢ = (0;0;1)T a ve tfetim fadku je
¢ = (0;0,5;1)T. Cerna Gara zmaci 5% hranici.
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Stejné jako v pripadé e = 0,02 se zvySenim poctu pozorovani zuzily kiivky znazornujici silu testu.

Pomoci simula¢niho experimentu jsme ukazali, Ze pFfitomnost zne¢isténi pakovymi body mé
vliv na pravdépodobnost chyby 1. druhu i silu testu u maximalné vérohodného odhadu, zobecné-
ného medianového odhadu a Mallowsova odhadu. Oproti tomu M-odhad zaloZeny na transformaci
odezvy nenf na tento typ znecisténi citlivy a lze ho tedy doporudit pro data znecisténa pakovymi
body.

5.8 Poznamka k simula¢nim experimentiim

Jak jiz bylo zminéno, pro vypocet M-odhadu zalozeného na transformaci odezvy jsme vyu-
zivali funkci glmrob() z balicku robustbase, kde jsme nastavili method = "MT". Béhem simulac-
nich experiment se objevil problém s touto funkci, konkrétné nam nékdy kromé &iselné hodnoty
vratila i varovani upozoriujici na problém s konvergenci. Rozhodli jsme se takové odhady nevy-
Fazovat a pouzili jsme hodnotu, kterou nam funkce vratila. Vysledky nami provedenych simulaci
ukazuji, Ze to nemélo vyrazny vliv na vlastnosti M-odhadu zalozeného na transformaci odezvy.
Pro praxi je to ale nepfijemné vlastnost, protoze neméame jak ovéfit, jak presnd je funkci vracena
hodnota. U ostatnich metod odhadu jsme problém s konvergenci nezaznamenali.

Pro predstavu o Cetnosti vraceni varovani uvedme konkrétni hodnoty pro nékteré simulace.
U experimentu na chybu 1. druhu v zavislosti na po¢tu pozorovani jsme chybu obdrzeli v 2,24 %
piipadi. V piipadé poctu pozorovani n = 500 a trovné znecisténi odlehlymi pozorovanimi e = 0,1
jsme chybu obdrzeli v 3,05 % pFipadii. Pokud jsme uvazovali pocet pozorovani n = 500 a trovei
znedisténi pakovymi body e = 0,04, vratila nam funkce varovani v 3,36 % piipadi.



Zaveér

Tato prace se vénovala robustnimu odhadovani a testovani v modelech poissonovské regrese.
Seznamili jsme se s nékolika metodami odhadu, které lze pouZzit pfi odhadovani parametri téchto
modelt. Jako prvni jsme si predstavili maximalné vérohodny odhad, ktery se bézné pouziva
a jehoz nestabilita pti odhadovéani ze zneciSténych dat inspirovala vyvoj robustnich metod. Proto
jsme dale uvedli nékolik zastupcti jiz existujicich robustnich metod odhadi, jmenovité medidnovy
odhad, Mallowstv odhad a M-odhad zaloZzeny na transformaci odezvy. Odvodili jsme také novy
robustni odhad vychéazejici z medidnového odhadu — zobecnény medidnovy odhad.

Zbyla teoretickd Cast se vénovala tomuto novému odhadu. Odvodili jsme asymptotické roz-
déleni zobecnéného medidnového odhadu a diskutovali jsme konzistentni odhad jeho teoretické
asymptotické kovarian¢ni matice. Poté jsme se pfesunuli k testovani hypotéz, kde jsme nejprve
navrhli testovaci statistiku Waldova typu a urécili jsme jeji asymptotické rozdéleni. Ziskali jsme
tak mozZnost testovat hypotézy o parametrech modelu poissonovské regrese.

Posledni kapitola byla vénovana simula¢nim experimentim, jejichz cilem bylo ovérit fungo-
vani odvozenych teoretickych vlastnosti v praxi. Provedli jsme experiment ovéfujici konzistenci
zobecnéného medidnového odhadu, ze kterého ndm vyslo, Ze zatim neni divod se domnivat, Ze
by zobecnény medidnovy odhad nebyl konzistentnim odhadem.

Vysledky simulaci pro Cista data a chybu 1. druhu ukézaly dobrou stabilitu pro maximélné
vérohodny odhad, zobecnény medidnovy odhad a Mallowsiv odhad. Oproti tomu M-odhad za-
lozeny na transformaci odezvy je pro mensi pocet pozorovani nestabilni. Vice se to projevuje
u testu hypotézy Hy : 68 = 1, kde dosahl pro pocet pozorovini n = 50 odhad pravdépodobnosti
chyby 1. druhu dokonce vice nez 14 %. U sily testu mély viechny metody odhadu o¢ekévany tvar
kiivky. Kfivky maximalné vérohodného odhadu, Mallowsova odhadu a M-odhadu zaloZeného
na transformaci odezvy dokonce splyvaly. Kfivka zobecnéného medianového odhadu byla oproti
ostatnim §irsf, coz odpovida tomu, Zze zobecnény medidnovy odhad potiebuje pro stejnou sflu
testu odhadovat z vice dat. Celkové ale viechny grafy ziskané pro zobecnény medidnovy odhad
odpovidaji odvozené teorii.

U znecisténi odlehlymi pozorovanimi je patrny vliv na vSechny metody odhadu. Dle o¢ekavani
byl nejcitlivéjsi na pFitomnost zne¢isténi maximéalné vérohodny odhad. Novy zobecnény medié-
novy odhad v konkurenci jiz existujicich robustnich metod odhadu obstal a pro test hypotézy
Hy : Bo = B9 =1 a vy troven znedigténi e = 0,1 se jevi byt dokonce nejlepsi z porovnavanych
maci odezvy. Pro test hypotézy Hy : 83 = Bg = —0,5 se jevi jako nejvhodnéjsi M-odhad zaloZzeny
na transformaci odezvy. Zobecnény medianovy odhad v tomto p¥ipadé ale neni vyrazné horsi.

U znecisténi pakovymi body vysel jako nejcitlivéjsi opét maximalné vérohodny odhad, oproti
tomu M-odhad zaloZeny na transformaci odezvy pfitomnost zneci§téni nezaznamenal a je tedy
nejvhodnéjsi pro pouziti pfi odhadovani z dat, kterd jsou zneéisténa pakovymi body. Zobec-
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nény medianovy odhad a Mallowstiv odhad jsou citlivéjsi na p¥itomnost pakovych bodt nez na
pritomnost odlehlych pozorovani.

Ptinos této prace spociva v zavedeni nového robustniho odhadu pro modely poissonovské re-
grese a vybudovani potFebné teorie k tomu, aby se v praxi mohl pouZzivat. Simula¢n{ experimenty
potvrdily, ze dokaze konkurovat jiz existujicim robustnim metodam a v nékterych p¥ipadech do-
kaze byt dokonce lepsi.
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Priloha: Tabulka hodnot C).

k Ck k Ck k Ck k Ck
0 0,693147 25 25,667437 20 50,667057 75 75,666928
1 1,678347 26 26,667408 51  51,667049 76 76,666924
2 2,674060 27 27,667381 92 52,667042 77 77,666921
3 3,672061 28  28,667356 93  53,667035 78 78,666918
4 4,670909 29 29,667333 o4 54,667028 79 79,666915
5 5,670161 30 30,667311 25 55,667022 80 80,666912
6 6,669637 31 31,667291 56  56,667015 81 81,666909
7 7,669249 32 32,667272 27  57,667009 82 82,666906
8  8,668951 33 33,667254 o8  58,667004 83  83,666903
9  9,668715 34 34,667237 29 59,666998 84 84,666900
10 10,668522 35 35,667221 60 60,666992 85  85,666897
11 11,668363 36 36,667206 61 61,666987 86 86,666895
12 12,668229 37 37,667191 62 62,666982 87 87,666892
13 13,668115 38  38,667178 63 63,666977 88 88,666890
14 14,668016 39  39,667165 64 64,666972 89 89,666887
15 15,667930 40  40,667153 65 65,666968 90 90,666885
16 16,667854 41 41,667141 66 66,666963 91 91,666882
17 17,667786 42 42,667130 67 67,666959 92 92,666880
18 18,667726 43  43,667119 68 68,666954 93  93,666878
19 19,667672 44  44,667109 69 69,666950 94 94,666875
20 20,667624 45 45,667099 70 70,666946 95 95,666873
21  21,667579 46 46,667090 71 71,666942 96 96,666871
22 22,667539 47  47,667081 72 72,666939 97  97,666869
23 23,667502 48  48,667073 73 73,666935 98 98,666867
24 24,667468 49  49,667065 74 74,666931 99  99,666865

Tabulka: Hodnoty konstant C% z Definice 1.
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