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Introducción 
 

Los marcos son un sistema estructural confiable, como consecuencia de esto se ha 

prolongado su uso en la actualidad, gran número de edificaciones son construidas 

usando los mismos, el empleo de esta estructuración se debió al desarrollo de 

nuevos materiales y sistemas de construcción, como el concreto armado o el acero 

soldado, y a nuevos modelos de análisis y dimensionamiento, como se mencionó 

antes se usan a menudo en edificios y se componen de vigas y columnas que están 

articuladas o empotradas en sus cimentaciones. 

La carga en un marco provoca flexión en sus elementos, por las conexiones entre 

barras rígidas, éste es indeterminado desde el punto de vista del análisis. 

 Los marco rígidos  han ido tomando fuerza debido a que facilitan la estructuración 

de los edificios y más con el uso del acero, dan la posibilidad de cubrir grandes 

claros. Un ejemplo destacable es el uso de marcos en las naves industriales, 

independientemente de que puedan construirse de otra forma, pueden emplearse 

en este caso. 

Podemos señalar que el avance de la investigación ha creado nuevas formas de 

empleo y variaciones de los mismos, optimizando la realización del proyecto, 

tenemos como ejemplo los marcos de sección transversal variable, que ofrecen la 

ventaja de que aumenta el peralte de los elementos del mismo en donde el valor del 

momento flector es mayor, brindando ventajas sobre otros sistemas. 

Por otro lado, los grandes problemas que enfrenta el diseño en diferentes tipos de 

proyectos son los recursos y el tiempo que se le asigna en la mayoría de estos, por 

eso la necesidad de efectuar con rapidez los cálculos sin comprometer la calidad de 

los mismos, por otra parte debemos también considerar lo costosas que pueden ser 

las licencias de programas de computadora para el análisis y diseño en diferentes 

tipos de proyectos, en especial en el campo de las estructuras, tomando en cuenta 

que se necesita obligadamente capacitación en el uso de mismo. 

En la actualidad la tecnología nos facilita la forma en la que se realizan cálculos y 

un sin número de actividades, además de la velocidad con que se hacen los mismos 

en comparación con periodos anteriores de la ingeniería, de ahí la importancia de 

incluirla. 
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Antecedentes 

La obra de “Pórticos y arcos, soluciones condensadas para el análisis 

estructural” de Valerian Leontovich (1), fue creada con el objetivo de proveer una 

herramienta para el análisis de marcos con miembros de sección transversal 

variable, esto se logró dando soluciones para las magnitudes de las distintas 

reacciones y fuerzas que vuelven hiperestático al marco. 

Hay distintos métodos de análisis pero la forma de solución que propone la 

obra mencionada es una manera sencilla y rápida de solucionar este tipo de 

estructuras que tienen diversos usos, aún en nuestros días. 

 

Justificación 

Por lo anteriormente dicho, hay textos que en su tiempo fueron muy útiles 

pero con el paso del mismo su aplicación se vuelve poco práctica, como 

consecuencia del cambio de condiciones en las obras, además de las exigencias 

que implica esto y la evolución de los métodos de análisis. Tal es el caso de las 

soluciones condensadas para el análisis estructural sobre las que se basa esta tesis 

para transformarlas en un programa que se ejecute en la computadora; es aquí 

donde entra el proyecto propuesto para la actualización, automatizando el uso de 

las ecuaciones contenidas en las soluciones condensadas, además de crear una 

herramienta que sea de fácil comprensión y manejo para evitar errores o malas 

interpretaciones de los resultados. 

 

Hipótesis básicas 

Es posible crear un programa basado en las ecuaciones presentadas por las 

soluciones condensadas para el análisis estructural, mismo que se basa en las 

hipótesis de comportamiento elástico – lineal del material, lo que agilizará el 

procedimiento para el cálculo de marcos estructurales de inercia variable. 
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CAPÍTULO I. Parámetros elásticos y constantes de carga 
 

I.1. Desarrollo de expresiones  
Las propiedades elásticas de los miembros rectos de sección transversal variable 

están definidas por tres parámetros: 𝛼𝑛 , 𝛼𝑚 y 𝛽𝑛; que caracterizan completamente 

a todas las propiedades elásticas del miembro. 

Las propiedades del área de momentos del miembro cargado con sección 

transversal variable, quedan definidas por las dos constantes de carga, 𝑅𝑛 y 𝑅𝑚. 

Los valores numéricos de los parámetros dependen sólo de la forma del miembro, 

en tanto que los valores de las constantes de carga dependen de la forma del 

miembro y de la carga (1).  

De acuerdo a las gráficas y tablas contenidas en las soluciones condensadas (1), 

incluidas en la sección de anexos de esta tesis, los valores de los parámetros están 

dados por diferentes ecuaciones. 

 

 

𝛼𝑛 =
12

𝑙3
∫
𝐼𝑜
𝐼
(𝑙 − 𝑥)2 𝑑𝑥 

 

𝛼𝑚 =
12

𝑙3
∫
𝐼𝑜
𝐼
𝑥2 𝑑𝑥 

 

𝛽𝑛 =
12

𝑙3
∫
𝐼𝑜
𝐼
(𝑙 − 𝑥) 𝑥  𝑑𝑥 

 

Donde: 

𝛼 𝑦 𝛽 - Parámetros elásticos 

𝑙 – Longitud del elemento 

𝐼𝑜 – Momento de inercia de la sección mínima alrededor del eje neutro 

𝐼 – Momento de inercia de la sección transversal alrededor del eje neutro 

       

Para cualquier extremo de miembros simétricos y el 

extremo menor de miembros con una cartela 

 

Para el extremo mayor de miembros con una cartela 

 

Para cualquier extremo de miembros simétricos y 

cualquiera con una cartela 

 

(1) 

(2) 

(3) 
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Por otro lado están también las ecuaciones que definen los valores para las 

constantes de carga, estas son: 

 

 

Para carga distribuidas: 

 

𝑅𝑛 =
12

𝑊𝑙3
∫
𝐼𝑜
𝐼
 𝑀 (𝑙 − 𝑥) 𝑑𝑥 

 

𝑅𝑚 =
12

𝑊𝑙3
∫
𝐼𝑜
𝐼
 𝑀 𝑥 𝑑𝑥 

 

Para cargas concentradas: 

 

𝑅𝑛 =
12

𝑃𝑙3
∫
𝐼𝑜
𝐼
 𝑀 (𝑙 − 𝑥) 𝑑𝑥 

 

𝑅𝑚 =
12

𝑃𝑙3
∫
𝐼𝑜
𝐼
 𝑀 𝑥 𝑑𝑥 

 

Donde: 

𝑅 – Constante de carga 

𝑤 𝑦  𝑃 – Carga total distribuida y concentrada respectivamente 

𝑙 – Longitud del elemento 

𝐼𝑜 – Momento de inercia de la sección mínima alrededor del eje neutro 

𝐼 – Momento de inercia de la sección transversal alrededor del eje neutro 

𝑀 – Momento inducido en el elemento por la fuerza 

 

 

Para cualquier extremo de miembros simétricos y 

el extremo menor de miembros con una cartela 

 

Para el extremo mayor de miembros con una 

cartela 

 

Para el extremo izquierdo de miembros simétricos 

y extremo menor de miembros con una cartela 

 

Para el extremo derecho de miembros simétricos 

y extremo mayor de miembros con una cartela 

 

(4) 

(5) 

(6) 

(7) 
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De la figura anterior (Figura 1) se observan los siguientes datos: 

𝐿 – Claro del marco 

𝑙ℎ – Longitud de la cartela en el elemento 

ℎ – Altura del marco 

d – Peralte 

b – Ancho de sección 

 

Suponiendo que el ancho de los miembros normal al plano del marco es 𝑏 (Figura 

1b) y reduciendo la estructura a sus miembros elementales para la realización del 

análisis, el marco queda de la forma que muestra la figura 2. 

Figura 1. Elementos de un marco de sección transversal variable y 

dimensiones de la sección transversal de los elementos 

(a) 

(b) 
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En la figura anterior se muestran las siguientes partes: 

𝑙ℎ – Longitud de la cartela 

𝑑𝑚á𝑥 – Peralte máximo del elemento 

𝑑𝑚í𝑛 – Peralte mínimo del elemento 

 

Procediendo con los parámetros elásticos del miembro 1-2, tenemos que h y L para 

el análisis de las ecuaciones se convierte en 𝑙 (Longitud total de elemento), con lo 

que respecta a las cartela el elemento tiene una, suponiendo que el marco tiene 

elementos de ancho normal al plano de b, sabiendo lo anterior se procede con los 

cálculos de los tres parámetros (𝛼𝑛,  𝛼𝑚 y 𝛽𝑛) de los extremos del miembro. 

 

 

 

Figura 2. Forma y dimensiones de los miembros elementales 

de la estructura 
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Para el extremo menor la expresión que debe emplearse es la número (1). 

 

𝛼12 =
12

𝑙3
∫
𝐼𝑜
𝐼
 (𝑙 − 𝑥)2

𝑙

0

 𝑑𝑥 

 

 Donde, para una sección rectangular se tiene: 

𝐼𝑜 =
𝑏 × 𝑑𝑚í𝑛

3

12
 

𝐼 =
𝑏 × [𝑑(𝑥)]3

12
 

 

De la ecuación (10), el peralte del miembro 1-2 varía de acuerdo a la siguiente 

expresión: 

 

𝑑(𝑥) = {

𝑑𝑚á𝑥 = 𝑑𝑚í𝑛 ,     𝑠𝑖  𝑥 ≤ 𝑙 − 𝑙ℎ

    
𝑑𝑚á𝑥 − 𝑑𝑚í𝑛

𝑙ℎ
(𝑥 − 𝑙 + 𝑙ℎ) + 𝑑𝑚í𝑛 ,     𝑠𝑖  𝑥 < 𝑙ℎ

 

 

Por tanto la ecuación (8) quedará de la siguiente forma: 

 

𝛼12 =
12

𝑙3
(∫ (𝑙 − 𝑥)2𝑑𝑥

𝑙−𝑙ℎ

0

+∫
𝐼𝑜
𝐼
(𝑙 − 𝑥)2𝑑𝑥 

𝑙

𝑙−𝑙ℎ

) 

 

𝛼12 =
12

𝑙3
(∫ (𝑙 − 𝑥)2𝑑𝑥

𝑙−𝑙ℎ

0

+∫

𝑏 × 𝑑𝑚í𝑛
3

12
𝑏 × [𝑑(𝑥)]3

12

(𝑙 − 𝑥)2𝑑𝑥 
𝑙

𝑙−𝑙ℎ

) 

 

 

 

(9) 

(10) 

(11) 

(8) 

(12) 

(13) 
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𝛼12 =
12

𝑙3
(∫ (𝑙 − 𝑥)2𝑑𝑥

𝑙−𝑙ℎ

0

+∫
𝑑𝑚í𝑛

3

[𝑑(𝑥)]3
(𝑙 − 𝑥)2𝑑𝑥 

𝑙

𝑙−𝑙ℎ

) 

 

Se resuelven las expresiones dentro del paréntesis en la ecuación (14), dando 

como resultado la siguiente expresión: 

 

𝛼12 =
12

𝑙3
(
(𝑙 − 𝑙ℎ)

3

3
+ (

𝑑𝑚í𝑛 𝑙ℎ
𝑑𝑚á𝑥 − 𝑑𝑚í𝑛

)
3

(
1

2
(
𝑑𝑚á𝑥
𝑑𝑚í𝑛

)
2

−
2 𝑑𝑚á𝑥
𝑑𝑚í𝑛

+
3

2
+ ln (

𝑑𝑚á𝑥
𝑑𝑚í𝑛

))) 

 

Continuando, el parámetro siguiente es para el extremo mayor, por lo tanto, 

aplicando la ecuación (2) al elemento 1-2, ésta queda de la siguiente forma: 

 

𝛼21 =
12

𝑙3
∫
𝐼𝑜
𝐼

𝑙

0

 𝑥2 𝑑𝑥 

 

Donde 𝐼𝑜 e 𝐼 equivalen a las ecuaciones (9) y (10) respectivamente y el peralte del 

elemento varía de acuerdo a la ecuación (11), por lo cual la ecuación (16) queda: 

 

𝛼21 =
12

𝑙3
(∫  𝑥2 𝑑𝑥 + ∫

𝐼𝑜
𝐼
 𝑥2 𝑑𝑥

𝑙

𝑙−𝑙ℎ

𝑙−𝑙ℎ

0

) 

 

𝛼21 =
12

𝑙3
(∫  𝑥2 𝑑𝑥 + ∫

𝑏 × 𝑑𝑚í𝑛
3

12
𝑏 × [𝑑(𝑥)]3

12

𝑙

𝑙−𝑙ℎ

 𝑥2 𝑑𝑥
𝑙−𝑙ℎ

0

) 

 

𝛼21 =
12

𝑙3
(∫  𝑥2 𝑑𝑥 + ∫

𝑑𝑚í𝑛
3

[𝑑(𝑥)]3

𝑙

𝑙−𝑙ℎ

 𝑥2 𝑑𝑥
𝑙−𝑙ℎ

0

) 

 

 

(14) 

(15) 

(17) 

(18) 

(19) 

(16) 
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Efectuando las operaciones dentro del paréntesis en la ecuación (19), la misma 

queda de la siguiente forma: 

𝛼21 =
12

𝑙3
(
(𝑙 − 𝑙ℎ)

3

3
+ (

𝑑𝑚í𝑛 𝑙ℎ
𝑑𝑚á𝑥 − 𝑑𝑚í𝑛

)
3

(
1

2
(
𝑑𝑚á𝑥 𝑙

𝑑𝑚í𝑛 𝑙ℎ
)
2

−
𝑑𝑚á𝑥

2 𝑙 

𝑑𝑚í𝑛
2 𝑙ℎ

+
1

2
(
𝑑𝑚á𝑥
𝑑𝑚í𝑛

)
2

 

 

−
𝑑𝑚á𝑥 𝑙

2

𝑑𝑚í𝑛 𝑙ℎ
2 +

3 𝑑𝑚á𝑥 𝑙

𝑑𝑚í𝑛 𝑙ℎ
−
2 𝑑𝑚á𝑥
𝑑𝑚í𝑛

+
𝑑𝑚í𝑛 𝑙

2

𝑑𝑚á𝑥 𝑙ℎ
2 +

 𝑑𝑚í𝑛 𝑙

𝑑𝑚á𝑥 𝑙ℎ
 −
1

2
(
𝑑𝑚í𝑛 𝑙

𝑑𝑚á𝑥 𝑙ℎ
)
2

−
3 𝑙

 𝑙ℎ
+
3

2
 

 

+ ln (
𝑑𝑚á𝑥
𝑑𝑚í𝑛

))) 

 

Para el parámetro 𝛽 se aplicará la ecuación (3), para cualquier extremo. 

  

𝛽12 = 𝛽21 =
12

𝑙3
∫
𝐼𝑜
𝐼
(𝑙 − 𝑥)𝑥 𝑑𝑥

𝑙

0

 

De la ecuación (21), 𝐼𝑜 e  𝐼 son iguales a las ecuaciones (9) y (10) respectivamente, 

por otro lado, el peralte en el elemento va variando como en la expresión (11), con 

esto se puede reescribir la ecuación (21) de la siguiente manera: 

 

𝛽12 = 𝛽21 =
12

𝑙3
(∫ (𝑙 − 𝑥) 𝑥 𝑑𝑥

𝑙−𝑙ℎ

0

+∫
𝐼𝑜
𝐼
(𝑙 − 𝑥) 𝑥 𝑑𝑥 

𝑙

𝑙−𝑙ℎ

) 

 

𝛽12 = 𝛽21 =
12

𝑙3
(∫ (𝑙 − 𝑥) 𝑥 𝑑𝑥

𝑙−𝑙ℎ

0

+∫

𝑏 × 𝑑𝑚í𝑛
3

12
𝑏 × [𝑑(𝑥)]3

12

(𝑙 − 𝑥) 𝑥 𝑑𝑥
𝑙

𝑙−𝑙ℎ

) 

 

𝛽12 = 𝛽21 =
12

𝑙3
(∫ (𝑙 − 𝑥) 𝑥 𝑑𝑥

𝑙−𝑙ℎ

0

+∫
𝑑𝑚í𝑛

3

[𝑑(𝑥)]3
(𝑙 − 𝑥) 𝑥 𝑑𝑥 

𝑙

𝑙−𝑙ℎ

) 

 

(20) 

(21) 

(22) 

(23) 

(24) 
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Efectuando las operaciones dentro del paréntesis de la ecuación (24) y reduciendo 

los términos se obtiene: 

 

𝛽12 = 𝛽21 =
12

𝑙3
([
(𝑙 + 2 𝑙ℎ)(𝑙 − 𝑙ℎ)

2

6
] + (

𝑑𝑚í𝑛 𝑙ℎ
𝑑𝑚á𝑥 − 𝑑𝑚í𝑛

)
3

(
1

2

𝑑𝑚á𝑥
2 𝑙

𝑑𝑚í𝑛
2 𝑙ℎ

 

 

−
1

2
(
´𝑑𝑚á𝑥
𝑑𝑚í𝑛

)
2

−
3

2

𝑑𝑚á𝑥 𝑙

𝑑𝑚í𝑛 𝑙ℎ
+
2 𝑑𝑚á𝑥
𝑑𝑚í𝑛

−
1

2

𝑑𝑚í𝑛 𝑙

𝑑𝑚á𝑥 𝑙ℎ
+
3

2

𝑙

𝑙ℎ
−
3

2
+ ln (

𝑑𝑚í𝑛
𝑑𝑚á𝑥

))) 

 

Ahora se buscarán las constantes de carga, éstas sólo aplican para el elemento 

cargado, por tal motivo y para realizar el análisis se necesita identificar este, al estar 

analizando el elemento 1-2 se supondrá que se encuentra bajo la acción de una 

carga. 

 

 

 

Se comenzará con la constante de carga para una fuerza repartida como lo 

muestra la figura 3 y posteriormente se realizará para otro tipo. 

 

Para aplicar la ecuación tenemos que identificar el elemento cargado, éste es el          

1-2, eligiendo el lado menor se aplica la ecuación (4), quedando: 

 

(25) 

Figura 3. Elemento 1-2 mostrando la fuerza distribuida 

aplicada 

𝑊 
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𝑅12 =
12

𝑊𝑙3
∫
𝐼𝑜
𝐼
 𝑀 (𝑙 − 𝑥) 𝑑𝑥

𝑙

0

 

 

Donde 𝐼𝑜 e 𝐼 equivalen nuevamente a las ecuaciones (9) y (10) respectivamente y 

el peralte del elemento varía de acuerdo a la expresión (11), la ecuación (26) tiene 

un nuevo término que es el valor del momento inducido por la fuerza. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

(26) 

𝑤 

H1 

Se encuentra la ecuación de momento 

del miembro 1-2 mostrado en la figura 4. 

Figura 4. Elemento 1-2 con la ecuación de momento para la 

carga distribuida 

𝑀 = 𝐻1 ∙ 𝑥 −
𝑤 ∙ 𝑥2

2
 

 

𝐻1 =
𝑤 ∙ 𝑙

2
∙ 𝑥 

 

𝑀 =
𝑤 ∙ 𝑙

2
∙ 𝑥 −

𝑤 ∙ 𝑥2

2
 

Donde: 

𝑀 – Momento inducido por la fuerza 

𝐻1 – Reacción horizontal en el apoyo 1 

𝑙 – Longitud total del elemento 

𝑤 – Fuerza distribuida por unidad de longitud 

 

(27) 

(28) 

(29) 

𝑥 

𝑙 
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Con lo anteriormente descrito y la ecuación (29), la ecuación (26) se reescribe en 

la siguiente forma: 

 

𝑅12 =
12

𝑊𝑙3
(∫ [(

𝑤 𝑙

2
∙ 𝑥) − (

𝑤 ∙ 𝑥2

2
)] (𝑙 − 𝑥) 𝑑𝑥

𝑙−𝑙ℎ

0

 

 

+∫
𝐼𝑜
𝐼
[(
𝑤 ∙ 𝑙

2
∙ 𝑥) − (

𝑤 ∙ 𝑥2

2
)] (𝑙 − 𝑥) 𝑑𝑥

𝑙

𝑙−𝑙ℎ

) 

 

 

𝑅12 =
12

𝑊𝑙3
(∫ [(

𝑤 ∙ 𝑙

2
∙ 𝑥) − (

𝑤 ∙ 𝑥2

2
)] (𝑙 − 𝑥) 𝑑𝑥

𝑙−𝑙ℎ

0

 

 

+∫

𝑏 × 𝑑𝑚í𝑛
3

12
𝑏 × [𝑑(𝑥)]3

12

[(
𝑤 ∙ 𝑙

2
∙ 𝑥) − (

𝑤 ∙ 𝑥2

2
)] (𝑙 − 𝑥) 𝑑𝑥

𝑙

𝑙−𝑙ℎ

) 

 

 

𝑅12 =
12

(𝑤 × 𝑙)𝑙3
(∫ [(

𝑤 ∙ 𝑙

2
∙ 𝑥) − (

𝑤 ∙ 𝑥2

2
)] (𝑙 − 𝑥) 𝑑𝑥

𝑙−𝑙ℎ

0

 

 

+∫
𝑑𝑚í𝑛

3

[𝑑(𝑥)]3
[(
𝑤 ∙ 𝑙

2
∙ 𝑥) − (

𝑤 ∙ 𝑥2

2
)] (𝑙 − 𝑥) 𝑑𝑥

𝑙

𝑙−𝑙ℎ

) 

 

 

 

 

 

 

(30) 

(31) 

(32) 
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Al resolver las integrales dentro del paréntesis de la ecuación (32) y reduciendo 

términos. 

𝑅12 =
12

𝑙4
(
(𝑙2 + 2 𝑙 𝑙ℎ + 3 𝑙ℎ

2)(𝑙 − 𝑙ℎ)
2

24
+
1

2
(

𝑑𝑚í𝑛 𝑙ℎ
𝑑𝑚á𝑥 − 𝑑𝑚í𝑛

)
3

𝑙ℎ +
(𝑑𝑚í𝑛 𝑙ℎ)

3

(𝑑𝑚á𝑥 − 𝑑𝑚í𝑛)4
 

 

(
1

4

𝑑𝑚á𝑥
3 𝑙

𝑑𝑚í𝑛
2 −

1

4

𝑑𝑚á𝑥
3 𝑙ℎ

𝑑𝑚í𝑛
2 −

5

4

𝑑𝑚á𝑥
2 𝑙

𝑑𝑚í𝑛
+
3

2

𝑑𝑚á𝑥
2 𝑙ℎ

𝑑𝑚í𝑛
+
7

4
𝑑𝑚á𝑥 𝑙 −

5

4
𝑑𝑚á𝑥𝑙ℎ −

3

4
𝑑𝑚í𝑛 𝑙 

 

+
1

2
𝑑𝑚á𝑥 𝑙 (ln [

𝑑𝑚á𝑥
𝑑𝑚í𝑛

]) +
3

2
𝑑𝑚á𝑥 𝑙ℎ (ln [

𝑑𝑚í𝑛
𝑑𝑚á𝑥

])+
1

2
𝑑𝑚í𝑛 𝑙 (ln [

𝑑𝑚í𝑛
𝑑𝑚á𝑥

]))) 

 

Para el extremo mayor se aplica la ecuación (5), quedando de la siguiente 

manera: 

 

𝑅21 =
12

𝑊𝑙3
∫
𝐼𝑜
𝐼
 𝑀 𝑥 𝑑𝑥

𝑙

0

 

 

En la cual cada uno de sus términos significan lo mismo que los de la ecuación 

(26) y al ser la misma condición de carga, tiene la misma ecuación de momento, 

con esto la ecuación (34) se reescribe. 

 

𝑅21 =
12

𝑊𝑙3
(∫ [(

𝑤 𝑙

2
∙ 𝑥) − (

𝑤 ∙ 𝑥2

2
)]  𝑥 𝑑𝑥

𝑙−𝑙ℎ

0

 

 

+∫
𝐼𝑜
𝐼
[(
𝑤 ∙ 𝑙

2
∙ 𝑥) − (

𝑤 ∙ 𝑥2

2
)]  𝑥 𝑑𝑥

𝑙

𝑙−𝑙ℎ

) 

 

 

 

(33) 

(34) 

(35) 
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𝑅21 =
12

𝑊𝑙3
(∫ [(

𝑤 ∙ 𝑙

2
∙ 𝑥) − (

𝑤 ∙ 𝑥2

2
)]  𝑥 𝑑𝑥

𝑙−𝑙ℎ

0

 

 

+∫

𝑏 × 𝑑𝑚í𝑛
3

12
𝑏 × [𝑑(𝑥)]3

12

[(
𝑤 ∙ 𝑙

2
∙ 𝑥) − (

𝑤 ∙ 𝑥2

2
)]  𝑥 𝑑𝑥

𝑙

𝑙−𝑙ℎ

) 

 

𝑅21 =
12

(𝑤 × 𝑙)𝑙3
(∫ [(

𝑤 ∙ 𝑙

2
∙ 𝑥) − (

𝑤 ∙ 𝑥2

2
)]  𝑥 𝑑𝑥

𝑙−𝑙ℎ

0

 

 

+∫
𝑑𝑚í𝑛

3

[𝑑(𝑥)]3
[(
𝑤 ∙ 𝑙

2
∙ 𝑥) − (

𝑤 ∙ 𝑥2

2
)]  𝑥 𝑑𝑥

𝑙

𝑙−𝑙ℎ

) 

 

Resolviendo la expresión (37) queda: 

 

𝑅21 =
12

𝑙4
(
(𝑙 + 3 𝑙ℎ) (𝑙 − 𝑙ℎ)

3

24
−
1

2
(

𝑑𝑚í𝑛 𝑙ℎ
𝑑𝑚á𝑥 − 𝑑𝑚í𝑛

)
3

𝑙ℎ +
(𝑑𝑚í𝑛 𝑙ℎ)

3

(𝑑𝑚á𝑥 − 𝑑𝑚í𝑛)4
 

 

(
1

4

𝑑𝑚á𝑥
3 𝑙2

𝑑𝑚í𝑛
2 𝑙ℎ

−
1

2

𝑑𝑚á𝑥
3 𝑙

𝑑𝑚í𝑛
2 +

1

4

𝑑𝑚á𝑥
3 𝑙ℎ

𝑑𝑚í𝑛
2 −

(𝑑𝑚á𝑥 𝑙)
2

𝑑𝑚í𝑛 𝑙ℎ
+
5

2

𝑑𝑚á𝑥
2 𝑙

𝑑𝑚í𝑛
−
3

2

𝑑𝑚á𝑥
2 𝑙ℎ

𝑑𝑚í𝑛
 

 

+
3

2

𝑑𝑚á𝑥 𝑙
2

𝑙ℎ
−
7

2
𝑑𝑚á𝑥 𝑙 +

5

4
𝑑𝑚á𝑥 𝑙ℎ +

1

4

(𝑑𝑚í𝑛 𝑙)
2

𝑑𝑚á𝑥 𝑙ℎ
−
𝑑𝑚í𝑛 𝑙

2

𝑙ℎ
+
3

2
𝑑𝑚í𝑛 𝑙 

 

+𝑑𝑚á𝑥 𝑙 (ln [
𝑑𝑚í𝑛
𝑑𝑚á𝑥

]) +
3

2
𝑑𝑚á𝑥 𝑙ℎ (ln [

𝑑𝑚á𝑥
𝑑𝑚í𝑛

]) + 𝑑𝑚í𝑛 𝑙 (ln [
𝑑𝑚á𝑥
𝑑𝑚í𝑛

]))) 

 

 

(36) 

(37) 

(38) 
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Por otro lado está el caso de una carga concentrada en una parte de la columna. 

 

 

 

 

Como en el anterior caso de la fuerza distribuida, el elemento sujeto a la acción de 

la fuerza es el miembro 1-2 del marco y comenzando nuevamente por el lado menor, 

la ecuación que se utiliza es la (6).  

 

𝑅12 =
12

𝑃𝑙3
∫
𝐼𝑜
𝐼
 𝑀 (𝑙 − 𝑥) 𝑑𝑥

𝑙

0

 

 

Donde 𝐼𝑜 e 𝐼 equivalen nuevamente a las ecuaciones (9) y (10) respectivamente y 

el peralte del elemento varía de acuerdo a la expresión (11), en la ecuación (39) el 

momento se encuentra con la siguiente expresión: 

 

 

 

 

 

 

Figura 5. Elemento 1-2 mostrando la fuerza distribuida 

aplicada 

(39) 
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Para resolver esta condición de carga se presentan dos casos: el primero es cuando 

la carga se aplica al tramo donde la sección en el elemento es constante, y el 

segundo es cuando la fuerza se aplica al tramo de sección variable, por lo tanto, la 

ecuación se reescribiría de la forma que sigue: 

 

 

 

Figura 6. Elemento 1-2 con la ecuación de momento para una 

carga concentrada 

𝑥 

Se obtiene la ecuación del momento en el 

elemento mostrado en la figura 6. 

𝐻1 = 𝑃 [
𝑙 − 𝑚

𝑙
] 

 

Si 𝑥 ≤ m  

𝑀 = 𝑃 [
𝑙 − 𝑚

𝑙
] ∙ 𝑥 

 

Si 𝑥 > m 

𝑀 = 𝑃 [
𝑙 −𝑚

𝑙
] ∙ 𝑥 − 𝑃(𝑥 − 𝑚) 

(40) 

(41) 

(42) 

Donde: 

𝑀 – Momento inducido por la fuerza 

𝐻1 – Reacción horizontal en el apoyo 1 

𝑙 – Longitud total del elemento 

𝑃 – Fuerza concentrada 

m – Distancia a la fuerza 

 

𝑙 

H1 
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Si m ≤ 𝑙 − 𝑙ℎ 

𝑅12 =
12

𝑃𝑙3
(∫ [𝑃 (

𝑙 − 𝑚

𝑙
) 𝑥] (𝑙 − 𝑥) 𝑑𝑥

𝑚

0

+∫ [𝑃 (
𝑙 − 𝑚

𝑙
) 𝑥 − 𝑃(𝑥 − 𝑚)] (𝑙 − 𝑥) 𝑑𝑥

𝑙−𝑙ℎ

𝑚

 

 

+∫
𝐼𝑜
𝐼
[𝑃 (

𝑙 − 𝑚

𝑙
) 𝑥 − 𝑃(𝑥 − 𝑚)] (𝑙 − 𝑥) 𝑑𝑥

𝑙

𝑙−𝑙ℎ

) 

 

 

𝑅12 =
12

𝑃𝑙3
(∫ [𝑃 (

𝑙 − 𝑚

𝑙
) 𝑥] (𝑙 − 𝑥) 𝑑𝑥

𝑚

0

+∫ [𝑃 (
𝑙 − 𝑚

𝑙
) 𝑥 − 𝑃(𝑥 − 𝑚)] (𝑙 − 𝑥) 𝑑𝑥

𝑙−𝑙ℎ

𝑚

 

 

+∫

𝑏 × 𝑑𝑚í𝑛
3

12
𝑏 × [𝑑(𝑥)]3

12

[𝑃 (
𝑙 − 𝑚

𝑙
) 𝑥 − 𝑃(𝑥 − 𝑚)] (𝑙 − 𝑥) 𝑑𝑥

𝑙

𝑙−𝑙ℎ

) 

 

 

𝑅12 =
12

𝑃𝑙3
(∫ [𝑃 (

𝑙 − 𝑚

𝑙
) 𝑥] (𝑙 − 𝑥) 𝑑𝑥

𝑚

0

+∫ [𝑃 (
𝑙 − 𝑚

𝑙
) 𝑥 − 𝑃(𝑥 − 𝑚)] (𝑙 − 𝑥) 𝑑𝑥

𝑙−𝑙ℎ

𝑚

 

 

+∫
𝑑𝑚í𝑛

3

[𝑑(𝑥)]3
[𝑃 (

𝑙 − 𝑚

𝑙
) 𝑥 − 𝑃(𝑥 − 𝑚)] (𝑙 − 𝑥) 𝑑𝑥

𝑙

𝑙−𝑙ℎ

) 

 

Efectuando las operaciones en la ecuación (45), resulta que 𝑅12 es igual a: 

 

𝑅12 =
12

𝑙3
(𝑚([

2 𝑙3 − 3 𝑙2 𝑚 + 𝑙 𝑚2 − 2 𝑙ℎ
3

6 𝑙
] + (

𝑑𝑚í𝑛 𝑙ℎ
𝑑𝑚á𝑥 − 𝑑𝑚í𝑛

)
3

(
1

2

𝑑𝑚á𝑥
2

𝑑𝑚í𝑛
2 𝑙
−
2 𝑑𝑚á𝑥
𝑑𝑚í𝑛 𝑙

 

+
3

2 𝑙
+
1

𝑙
ln (

𝑑𝑚á𝑥
𝑑𝑚í𝑛

))) 

(43) 

(44) 

(45) 

(46) 



 

26 
 

Programa para el análisis de marcos de sección constante y 

variable basado en soluciones condensadas para el análisis 

estructural 

 

Si m > 𝑙 − 𝑙ℎ 

𝑅12 =
12

𝑃𝑙3
(∫ [𝑃 (

𝑙 −𝑚

𝑙
) 𝑥] (𝑙 − 𝑥) 𝑑𝑥

𝑙−𝑙ℎ

0

+∫
𝐼𝑜
𝐼
[𝑃 (

𝑙 − 𝑚

𝑙
) 𝑥] (𝑙 − 𝑥) 𝑑𝑥

𝑚

𝑙−𝑙ℎ

 

 

+∫
𝐼𝑜
𝐼
[𝑃 (

𝑙 − 𝑚

𝑙
) 𝑥 − 𝑃(𝑥 − 𝑚)] (𝑙 − 𝑥) 𝑑𝑥

𝑙

𝑚

) 

 

 

𝑅12 =
12

𝑃𝑙3
(∫ [𝑃 (

𝑙 − 𝑚

𝑙
) 𝑥] (𝑙 − 𝑥) 𝑑𝑥

𝑙−𝑙ℎ

0

+∫

𝑏 × 𝑑𝑚í𝑛
3

12
𝑏 × [𝑑(𝑥)]3

12

[𝑃 (
𝑙 − 𝑚

𝑙
) 𝑥] (𝑙 − 𝑥) 𝑑𝑥

𝑚

𝑙−𝑙ℎ

 

 

+∫

𝑏 × 𝑑𝑚í𝑛
3

12
𝑏 × [𝑑(𝑥)]3

12

[𝑃 (
𝑙 − 𝑚

𝑙
) 𝑥 − 𝑃(𝑥 − 𝑚)] (𝑙 − 𝑥) 𝑑𝑥

𝑙

𝑚

) 

 

 

𝑅12 =
12

𝑃𝑙3
(∫ [𝑃 (

𝑙 − 𝑚

𝑙
) 𝑥] (𝑙 − 𝑥) 𝑑𝑥

𝑙−𝑙ℎ

0

+∫
𝑑𝑚í𝑛

3

[𝑑(𝑥)]3
[𝑃 (

𝑙 − 𝑚

𝑙
) 𝑥] (𝑙 − 𝑥) 𝑑𝑥

𝑚

𝑙−𝑙ℎ

 

 

+∫
𝑑𝑚í𝑛

3

[𝑑(𝑥)]3
[𝑃 (

𝑙 − 𝑚

𝑙
) 𝑥 − 𝑃(𝑥 − 𝑚)] (𝑙 − 𝑥) 𝑑𝑥

𝑙

𝑚

) 

 

Efectuando las operaciones en la ecuación (43) y para facilitar el manejo del tamaño 

de la expresión, se separa de esta una parte, denominándola 𝑘, resulta que 𝑅12 es 

igual a la ecuación (51). 

 

𝑘 = −𝑑𝑚á𝑥 𝑙 + 𝑑𝑚á𝑥 𝑙ℎ + 𝑑𝑚á𝑥 𝑚 + 𝑑𝑚í𝑛 𝑙 − 𝑑𝑚í𝑛 𝑚 

 

(47) 

(48) 

(49) 

(50) 
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𝑅12 =
12

𝑙3
([
(𝑙 − 𝑚) (𝑙 − 𝑙ℎ)

2 (𝑙 + 2 𝑙ℎ)

6 𝑙
] + (

𝑑𝑚í𝑛 𝑙ℎ
𝑑𝑚á𝑥 − 𝑑𝑚í𝑛

)
3

 

(
1

2 𝑘2
[(𝑑𝑚á𝑥 𝑙ℎ)

2 + (𝑑𝑚á𝑥
2 𝑙ℎ 𝑚) − (𝑑𝑚á𝑥

2 𝑙 𝑙ℎ) + (𝑑𝑚á𝑥 𝑑𝑚í𝑛 𝑙 𝑙ℎ)−𝑑𝑚á𝑥 𝑑𝑚í𝑛 𝑙ℎ 𝑚 ] 

 

+
[𝑑𝑚á𝑥 𝑙 − 2 𝑑𝑚á𝑥 𝑙ℎ − 𝑑𝑚á𝑥 𝑚 − 𝑑𝑚í𝑛 𝑙 + 𝑑𝑚í𝑛 𝑚]

𝑘
+
1

2

𝑑𝑚á𝑥
2 𝑙

𝑑𝑚í𝑛
2 𝑙ℎ

+
1

2

𝑑𝑚á𝑥
2 𝑚

𝑑𝑚í𝑛
2 𝑙

 

 

−
1

2

𝑑𝑚á𝑥
2 𝑚

𝑑𝑚í𝑛
2 𝑙ℎ

−
1

2
(
𝑑𝑚á𝑥
𝑑𝑚í𝑛

)
2

−
3

2

𝑑𝑚á𝑥 𝑙

𝑑𝑚í𝑛 𝑙ℎ
−
2 𝑑𝑚á𝑥 𝑚

𝑑𝑚í𝑛 𝑙
+
3

2

𝑑𝑚á𝑥 𝑚

𝑑𝑚í𝑛 𝑙ℎ
+
2 𝑑𝑚á𝑥
𝑑𝑚í𝑛

+
𝑙

𝑙ℎ
+
3

2

𝑚

𝑙
 

 

−
𝑚

𝑙ℎ
+
𝑚

𝑙
ln (

𝑑𝑚á𝑥
𝑑𝑚í𝑛

) + ln (
𝑑𝑚í𝑛 𝑙ℎ
𝑘

))) 

 

Aplicando la ecuación (7) para el extremo mayor, ésta queda de la siguiente forma: 

 

𝑅21 =
12

𝑃𝑙3
∫
𝐼𝑜
𝐼
 𝑀 𝑥 𝑑𝑥

𝑙

0

 

 

Teniendo en cuenta que los términos de la ecuación (52) se refieren a los mismos 

términos que la ecuación (39), entonces: 

 

Si m ≤ 𝑙 − 𝑙ℎ 

𝑅21 =
12

𝑃𝑙3
(∫ [𝑃 (

𝑙 − 𝑚

𝑙
) 𝑥]  𝑥 𝑑𝑥

𝑚

0

+∫ [𝑃 (
𝑙 − 𝑚

𝑙
) 𝑥 − 𝑃(𝑥 − 𝑚)]  𝑥 𝑑𝑥

𝑙−𝑙ℎ

𝑚

 

 

+∫
𝑑𝑚í𝑛

3

[𝑑(𝑥)]3
[𝑃 (

𝑙 − 𝑚

𝑙
) 𝑥 − 𝑃(𝑥 − 𝑚)]  𝑥 𝑑𝑥

𝑙

𝑙−𝑙ℎ

) 

 

(51) 

(52) 

(53) 
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𝑅21 =
12

𝑙3
(𝑚([

𝑙3 − 3 𝑙 𝑙ℎ
2 − 𝑙 𝑚2 + 2 𝑙ℎ

3

6 𝑙
] + (

𝑑𝑚í𝑛 𝑙ℎ
𝑑𝑚á𝑥 − 𝑑𝑚í𝑛

)
3

(
1

2

𝑑𝑚á𝑥
2

𝑑𝑚í𝑛
2 𝑙ℎ

−
1

2

𝑑𝑚á𝑥
2

𝑑𝑚í𝑛
2 𝑙

 

 

+
2 𝑑𝑚á𝑥
𝑑𝑚í𝑛 𝑙

−
3

2

𝑑𝑚á𝑥
𝑑𝑚í𝑛 𝑙ℎ

−
1

2

𝑑𝑚í𝑛
𝑑𝑚á𝑥 𝑙ℎ

−
3

2 𝑙
+

3

2 𝑙ℎ
+
1

𝑙
ln (

𝑑𝑚í𝑛
𝑑𝑚á𝑥

))) 

 

Si m > 𝑙 − 𝑙ℎ 

𝑅12 =
12

𝑃𝑙3
(∫ [𝑃 (

𝑙 − 𝑚

𝑙
) 𝑥]  𝑥 𝑑𝑥

𝑙−𝑙ℎ

0

+∫
𝑑𝑚í𝑛

3

[𝑑(𝑥)]3
[𝑃 (

𝑙 − 𝑚

𝑙
) 𝑥]  𝑥 𝑑𝑥

𝑚

𝑙−𝑙ℎ

 

 

+∫
𝑑𝑚í𝑛

3

[𝑑(𝑥)]3
[𝑃 (

𝑙 − 𝑚

𝑙
) 𝑥 − 𝑃(𝑥 − 𝑚)]  𝑥 𝑑𝑥

𝑙

𝑚

) 

 

Al igual que en la ecuación (51), por su tamaño la ecuación (56) se separó, de 

manera que, la parte retirada es igual a la ecuación (50). 

 

𝑅21 =
12

𝑙3
([
(𝑙 − 𝑚)(𝑙 − 𝑙ℎ)

3

3 𝑙
] + (

𝑑𝑚í𝑛 𝑙ℎ
𝑑𝑚á𝑥 − 𝑑𝑚í𝑛

)
3

(
1

2 𝑘2
[−(𝑑𝑚á𝑥 𝑙)

2 + 2 𝑑𝑚á𝑥
2 𝑙 𝑙ℎ 

+𝑑𝑚á𝑥
2 𝑙 𝑚 − (𝑑𝑚á𝑥 𝑙ℎ)

2 − 𝑑𝑚á𝑥
2 𝑙ℎ 𝑚 + 2 𝑑𝑚á𝑥 𝑑𝑚í𝑛 𝑙

2 − 2 𝑑𝑚á𝑥 𝑑𝑚í𝑛 𝑙 𝑙ℎ 

 

−2 𝑑𝑚á𝑥 𝑑𝑚í𝑛 𝑙 𝑚 + 𝑑𝑚á𝑥 𝑑𝑚í𝑛 𝑙ℎ 𝑚 − (𝑑𝑚í𝑛 𝑙)
2 + 𝑑𝑚í𝑛

2 𝑙 𝑚 ] 

 

+
[−2 𝑑𝑚á𝑥 𝑙 + 2 𝑑𝑚á𝑥 𝑙ℎ + 𝑑𝑚á𝑥 𝑚+2 𝑑𝑚í𝑛 𝑙 − 𝑑𝑚í𝑛 𝑚]

𝑘
+
1

2
(
𝑑𝑚á𝑥 𝑙

𝑑𝑚í𝑛 𝑙ℎ
)
2

−
𝑑𝑚á𝑥

2 𝑙

𝑑𝑚í𝑛
2 𝑙ℎ

 

 

 

 

 

(54) 

(55) 
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−
1

2

 𝑑𝑚á𝑥
2 𝑙 𝑚

(𝑑𝑚í𝑛 𝑙ℎ)2
−
1

2

𝑑𝑚á𝑥
2 𝑚

𝑑𝑚í𝑛
2 𝑙

+
𝑑𝑚á𝑥

2 𝑚

𝑑𝑚í𝑛
2 𝑙ℎ

+
1

2
(
𝑑𝑚á𝑥
𝑑𝑚í𝑛

)
2

−
𝑑𝑚á𝑥 𝑙

2

𝑑𝑚í𝑛 𝑙ℎ
2 +

3 𝑑𝑚á𝑥 𝑙

𝑑𝑚í𝑛 𝑙ℎ
+
𝑑𝑚á𝑥 𝑙 𝑚

𝑑𝑚í𝑛 𝑙ℎ
2  

 

+
2 𝑑𝑚á𝑥 𝑚

𝑑𝑚í𝑛 𝑙
−
3 𝑑𝑚á𝑥 𝑚

𝑑𝑚í𝑛 𝑙ℎ
−
2 𝑑𝑚á𝑥
𝑑𝑚í𝑛

−
1

2

𝑑𝑚í𝑛 𝑚

𝑑𝑚á𝑥 𝑙ℎ
+
1

2
(
𝑙

𝑙ℎ
)
2

+
2 𝑙

𝑙ℎ
−
1

2

𝑙 𝑚

𝑙ℎ
2 −

3

2

𝑚

𝑙
+
5

2

𝑚

𝑙ℎ
 

 

+
𝑚

𝑙
ln (

𝑑𝑚í𝑛
𝑑𝑚á𝑥

) + ln (
𝑘

𝑑𝑚í𝑛 𝑙ℎ
))) 

 

Prosiguiendo, ahora se obtendrán las expresiones matemáticas de los parámetros 

elásticos y constantes de carga para el elemento simétrico 2-3, de la misma manera 

que se realizó para el 1-2. 

A diferencia del elemento 1-2 con una cartela que tiene tres distintos valores de los 

parámetros, el elemento 2-3, tiene dos valores para los tres parámetros, los valores 

de los dos parámetros alfa son iguales, con lo cual, aplicando la ecuación (1), esta 

queda de la siguiente forma: 

 

𝛼23 = 𝛼32 =
12

𝑙3
∫
𝐼𝑜
𝐼

𝑙

0

(𝑙 − 𝑥)2 𝑑𝑥 

 

Donde 𝐼𝑜 e 𝐼 equivalen nuevamente a las ecuaciones (9) y (10) respectivamente, y 

el peralte del elemento varía de acuerdo a la expresión siguiente: 

 

𝑑(𝑥) =

{
  
 

  
   

𝑑𝑚í𝑛 − 𝑑𝑚á𝑥
𝑙ℎ

(𝑥) + 𝑑𝑚á𝑥 ,    𝑠𝑖 𝑥 ≤ 𝑙ℎ

𝑑𝑚á𝑥 = 𝑑𝑚í𝑛 ,    𝑠𝑖  𝑙ℎ < 𝑥 ≤ 𝑙 − 𝑙ℎ

𝑑𝑚á𝑥 − 𝑑𝑚í𝑛
𝑙ℎ

(𝑥 − 𝑙 + 𝑙ℎ) + 𝑑𝑚í𝑛 ,    𝑠𝑖  𝑥 < 𝑙ℎ

 

 

Por lo tanto la ecuación (57) quedará de la siguiente forma: 

(56) 

(57) 

(58) 
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𝛼23 = 𝛼32 =
12

𝑙3
(∫

𝐼𝑜
𝐼

𝑙ℎ

0

(𝑙 − 𝑥)2𝑑𝑥 + ∫ (𝑙 − 𝑥)2𝑑𝑥
𝑙−𝑙ℎ

𝑙ℎ

+∫
𝐼𝑜
𝐼
(𝑙 − 𝑥)2𝑑𝑥 

𝑙

𝑙−𝑙ℎ

) 

 

𝛼23 = 𝛼32 =
12

𝑙3
(∫

𝑏 × 𝑑𝑚í𝑛
3

12
𝑏 × 𝑑(𝑥)3

12

𝑙ℎ

0

(𝑙 − 𝑥)2𝑑𝑥 + ∫ (𝑙 − 𝑥)2𝑑𝑥
𝑙−𝑙ℎ

𝑙ℎ

 

 

+∫

𝑏 × 𝑑𝑚í𝑛
3

12
𝑏 × 𝑑(𝑥)3

12

(𝑙 − 𝑥)2𝑑𝑥 
𝑙

𝑙−𝑙ℎ

) 

 

𝛼23 = 𝛼32 =
12

𝑙3
(∫

𝑑𝑚í𝑛
3

𝑑(𝑥)3

𝑙ℎ

0

(𝑙 − 𝑥)2𝑑𝑥 + ∫ (𝑙 − 𝑥)2𝑑𝑥
𝑙−𝑙ℎ

𝑙ℎ

 

 

+∫
𝑑𝑚í𝑛

3

𝑑(𝑥)3
(𝑙 − 𝑥)2𝑑𝑥 

𝑙

𝑙−𝑙ℎ

) 

 

Resolviendo las integrales y reduciendo los términos de la ecuación (61) tenemos: 

 

𝛼23 = 𝛼32 =
12

𝑙3
([
(𝑙 − 𝑙ℎ)

3 − 𝑙ℎ
3

3
] + (

𝑑𝑚í𝑛 𝑙ℎ
𝑑𝑚á𝑥 − 𝑑𝑚í𝑛

)
3

(
1

2
(
𝑑𝑚á𝑥 𝑙

𝑑𝑚í𝑛 𝑙ℎ
)
2

−
𝑑𝑚á𝑥

2 𝑙

𝑑𝑚í𝑛
2 𝑙ℎ

 

 

+(
𝑑𝑚á𝑥
𝑑𝑚í𝑛

)
2

−
𝑑𝑚á𝑥 𝑙

2

𝑑𝑚í𝑛 𝑙ℎ
2 +

3 𝑑𝑚á𝑥 𝑙

𝑑𝑚í𝑛 𝑙ℎ
−
4 𝑑𝑚á𝑥
𝑑𝑚í𝑛

+
𝑑𝑚í𝑛 𝑙

2

𝑑𝑚á𝑥 𝑙ℎ
2 +

𝑑𝑚í𝑛 𝑙

𝑑𝑚á𝑥 𝑙ℎ
−
1

2
(
𝑑𝑚í𝑛 𝑙

𝑑𝑚á𝑥 𝑙ℎ
)
2

−
3 𝑙

𝑙ℎ
 

 

+3 + 2 ln (
𝑑𝑚á𝑥
𝑑𝑚í𝑛

))) 

 

(61) 

(59) 

(60) 

(62) 
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De la misma manera que el parámetro anterior, se aplica la ecuación (3), quedando 

de la siguiente manera: 

 

𝛽23 = 𝛽32 =
12

𝑙3
∫
𝐼𝑜
𝐼

𝑙

0

(𝑙 − 𝑥) 𝑥  𝑑𝑥 

 

La ecuación (63) se desarrolla de la misma manera que la (57).  

 

𝛽23 = 𝛽32 =
12

𝑙3
(∫

𝐼𝑜
𝐼

𝑙ℎ

0

(𝑙 − 𝑥) 𝑥 𝑑𝑥 + ∫ (𝑙 − 𝑥) 𝑥 𝑑𝑥
𝑙−𝑙ℎ

𝑙ℎ

+∫
𝐼𝑜
𝐼
(𝑙 − 𝑥) 𝑥 𝑑𝑥 

𝑙

𝑙−𝑙ℎ

) 

 

𝛽23 = 𝛽32 =
12

𝑙3
(∫

𝑏 × 𝑑𝑚í𝑛
3

12
𝑏 × 𝑑(𝑥)3

12

𝑙ℎ

0

(𝑙 − 𝑥) 𝑥 𝑑𝑥 + ∫ (𝑙 − 𝑥) 𝑥 𝑑𝑥
𝑙−𝑙ℎ

𝑙ℎ

 

 

+∫

𝑏 × 𝑑𝑚í𝑛
3

12
𝑏 × 𝑑(𝑥)3

12

(𝑙 − 𝑥) 𝑥 𝑑𝑥
𝑙

𝑙−𝑙ℎ

) 

 

𝛽23 = 𝛽32 =
12

𝑙3
(∫

𝑑𝑚í𝑛
3

𝑑(𝑥)3

𝑙ℎ

0

(𝑙 − 𝑥) 𝑥 𝑑𝑥 + ∫ (𝑙 − 𝑥) 𝑥 𝑑𝑥
𝑙−𝑙ℎ

𝑙ℎ

 

 

+∫
𝑑𝑚í𝑛

3

𝑑(𝑥)3
(𝑙 − 𝑥) 𝑥 𝑑𝑥 

𝑙

𝑙−𝑙ℎ

) 

 

Desarrollando las expresiones dentro de la ecuación (66) y reduciendo los 

términos se obtiene: 

 

 

(63) 

(65) 

(66) 

(64) 
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𝛽23 = 𝛽32 =
12

𝑙3
([
1

6
𝑙3 − 𝑙 𝑙ℎ

2 +
2

3
𝑙ℎ
3] + (

𝑑𝑚í𝑛 𝑙ℎ
𝑑𝑚á𝑥 − 𝑑𝑚í𝑛

)
3

(
𝑑𝑚á𝑥

2 𝑙

𝑑𝑚í𝑛
2 𝑙ℎ

− (
𝑑𝑚á𝑥
𝑑𝑚í𝑛

)
2

 

 

−
3 𝑑𝑚á𝑥 𝑙

𝑑𝑚í𝑛 𝑙ℎ
+
4 𝑑𝑚á𝑥
𝑑𝑚í𝑛

−
𝑑𝑚í𝑛 𝑙

𝑑𝑚á𝑥 𝑙ℎ
+
3 𝑙

𝑙ℎ
− 3 + 2 ln (

𝑑𝑚í𝑛
𝑑𝑚á𝑥

))) 

 

 

 

 

 

Para el análisis, se harán los mismos pasos que se utilizaron para el elemento 1-2, 

pero con la aplicación para el 2-3, así, aplicando la ecuación (4) al elemento, resulta: 

 

𝑅23 = 𝑅32 =
12

𝑊𝑙3
∫
𝐼𝑜
𝐼
 𝑀 (𝑙 − 𝑥) 𝑑𝑥

𝑙

0

 

 

Para este elemento se aplica el mismo método que se ha aplicado para las demás 

expresiones. 

 

 

 

(67) 

Figura 7. Elemento 2-3 mostrando la fuerza distribuida 

aplicada 

𝑊 

(68) 
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𝑅23 = 𝑅32 =
12

𝑊𝑙3
(∫

𝐼𝑜
𝐼
[(
𝑤 ∙ 𝑙

2
∙ 𝑥) − (

𝑤 ∙ 𝑥2

2
)] (𝑙 − 𝑥) 𝑑𝑥

𝑙ℎ

0

 

 

+∫ [(
𝑤 𝑙

2
∙ 𝑥) − (

𝑤 ∙ 𝑥2

2
)] (𝑙 − 𝑥) 𝑑𝑥

𝑙−𝑙ℎ

𝑙ℎ

 

 

+∫
𝐼𝑜
𝐼
[(
𝑤 ∙ 𝑙

2
∙ 𝑥) − (

𝑤 ∙ 𝑥2

2
)] (𝑙 − 𝑥) 𝑑𝑥

𝑙

𝑙−𝑙ℎ

) 

 

𝑅23 = 𝑅32 =
12

(𝑤 × 𝑙)𝑙3
(∫

𝑑𝑚í𝑛
3

[𝑑(𝑥)]3
[(
𝑤 ∙ 𝑙

2
∙ 𝑥) − (

𝑤 ∙ 𝑥2

2
)] (𝑙 − 𝑥) 𝑑𝑥

𝑙ℎ

0

 

 

+∫ [(
𝑤 ∙ 𝑙

2
∙ 𝑥) − (

𝑤 ∙ 𝑥2

2
)] (𝑙 − 𝑥) 𝑑𝑥

𝑙−𝑙ℎ

𝑙ℎ

 

 

+∫
𝑑𝑚í𝑛

3

[𝑑(𝑥)]3
[(
𝑤 ∙ 𝑙

2
∙ 𝑥) − (

𝑤 ∙ 𝑥2

2
)] (𝑙 − 𝑥) 𝑑𝑥

𝑙

𝑙−𝑙ℎ

) 

 

𝑅23 = 𝑅32 =
12

𝑙4
(
𝑙 (−2 𝑙ℎ + 𝑙)(𝑙

2 + 2 𝑙 𝑙ℎ − 2 𝑙ℎ
2)

24
+

(𝑑𝑚í𝑛 𝑙ℎ)
3

(𝑑𝑚á𝑥 − 𝑑𝑚í𝑛)4
(
1

4

𝑑𝑚á𝑥
3 𝑙2

𝑑𝑚í𝑛
2 𝑙ℎ

 

 

−
1

4

𝑑𝑚á𝑥
3 𝑙

𝑑𝑚í𝑛
2 −

(𝑑𝑚á𝑥 𝑙)
2

 𝑑𝑚í𝑛 𝑙ℎ
+
5

4

𝑑𝑚á𝑥
2 𝑙

𝑑𝑚í𝑛
+
3

2

𝑑𝑚á𝑥 𝑙
2

𝑙ℎ
−
7

4
𝑑𝑚á𝑥 𝑙 +

1

4

(𝑑𝑚í𝑛 𝑙)
2

𝑑𝑚á𝑥 𝑙ℎ
−
𝑑𝑚í𝑛 𝑙

2

𝑙ℎ
 

 

+
3

4
𝑑𝑚í𝑛 𝑙 +

1

2
𝑑𝑚á𝑥 𝑙 ln (

𝑑𝑚í𝑛
𝑑𝑚á𝑥

) +
1

2
𝑑𝑚í𝑛 𝑙 ln (

𝑑𝑚á𝑥
𝑑𝑚í𝑛

))) 

 

 

(69) 

(70) 

(71) 
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Para el extremo izquierdo en la carga concentrada se tiene la ecuación (6) y 

aplicando los mismos pasos que con el caso anterior se tiene que: 

Si m ≤ 𝑙ℎ 

𝑅23 =
12

𝑃𝑙3
(∫

𝑑𝑚í𝑛
3

[𝑑(𝑥)]3
[𝑃 (

𝑙 − 𝑚

𝑙
) 𝑥] (𝑙 − 𝑥) 𝑑𝑥

𝑚

0

 

 

+∫
𝑑𝑚í𝑛

3

[𝑑(𝑥)]3
[𝑃 (

𝑙 − 𝑚

𝑙
) 𝑥 − 𝑃(𝑥 − 𝑚)] (𝑙 − 𝑥) 𝑑𝑥

𝑙ℎ

𝑚

 

 

+∫ [𝑃 (
𝑙 − 𝑚

𝑙
) 𝑥 − 𝑃(𝑥 − 𝑚)] (𝑙 − 𝑥) 𝑑𝑥

𝑙−𝑙ℎ

𝑚

 

 

+∫
𝑑𝑚í𝑛

3

[𝑑(𝑥)]3
[𝑃 (

𝑙 − 𝑚

𝑙
) 𝑥 − 𝑃(𝑥 − 𝑚)] (𝑙 − 𝑥) 𝑑𝑥

𝑙

𝑙−𝑙ℎ

) 

 

Resolviendo la ecuación (72), se obtiene una expresión grande que para facilitar su 

manejo ha sido separada, denominando como 𝑘 a la siguiente expresión: 

 

Figura 8. Elemento 2-3 mostrando la fuerza concentrada 

aplicada 

(72) 
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𝑘 = −𝑑𝑚á𝑥 𝑙ℎ + 𝑑𝑚á𝑥 𝑚 − 𝑑𝑚í𝑛 𝑚 

 

𝑅23 =
12

 𝑙3
(
𝑚(−2 𝑙ℎ + 𝑙)(𝑙

2 − 𝑙 𝑙ℎ + 𝑙ℎ
2)

3 𝑙
+ (

𝑑𝑚í𝑛 𝑙ℎ
𝑑𝑚á𝑥 − 𝑑𝑚í𝑛

)
3

(
1

2 𝑘2
[𝑑𝑚á𝑥

2 𝑙 𝑙ℎ 

 

−𝑑𝑚á𝑥
2 𝑙 𝑚 − (𝑑𝑚á𝑥 𝑙ℎ)

2 + 𝑑𝑚á𝑥
2 𝑙ℎ 𝑚 − 𝑑𝑚á𝑥 𝑑𝑚í𝑛 𝑙 𝑙ℎ + 2 𝑑𝑚á𝑥 𝑑𝑚í𝑛 𝑙 𝑚 

 

−𝑑𝑚á𝑥 𝑑𝑚í𝑛 𝑙ℎ 𝑚 − 𝑑𝑚í𝑛
2 𝑙 𝑚] +

𝑑𝑚á𝑥 𝑙 − 2 𝑑𝑚á𝑥 𝑙ℎ + 𝑑𝑚á𝑥 𝑚 − 𝑑𝑚í𝑛 𝑙 − 𝑑𝑚í𝑛 𝑚

𝑘
 

 

+
1

2

𝑑𝑚á𝑥
2 𝑙 𝑚

(𝑑𝑚í𝑛 𝑙ℎ)2
+
𝑑𝑚á𝑥

2 𝑚

𝑑𝑚í𝑛
2 𝑙

−
𝑑𝑚á𝑥

2 𝑚

𝑑𝑚í𝑛
2 𝑙ℎ

−
𝑑𝑚á𝑥 𝑙 𝑚

𝑑𝑚í𝑛 𝑙ℎ
2 −

4 𝑑𝑚á𝑥 𝑚

𝑑𝑚í𝑛 𝑙
+
3 𝑑𝑚á𝑥 𝑚

𝑑𝑚í𝑛 𝑙ℎ
−
1

2

𝑑𝑚í𝑛 𝑙

𝑑𝑚á𝑥 𝑙ℎ
 

 

+
1

2

𝑑𝑚í𝑛 𝑚

𝑑𝑚á𝑥 𝑙ℎ
+
1

2

𝑙

𝑙ℎ
+
1

2

𝑙 𝑚

𝑙ℎ
2 +

3 𝑚

𝑙
−
5

2

𝑚

𝑙ℎ
−
3

2
+
2 𝑚

𝑙
ln (

𝑑𝑚á𝑥
𝑑𝑚í𝑛

) + ln (
|𝑘|

𝑑𝑚á𝑥 𝑙ℎ
))) 

 

 

Si 𝑙ℎ < m ≤ 𝑙 − 𝑙ℎ 

𝑅23 =
12

𝑃𝑙3
(∫

𝑑𝑚í𝑛
3

[𝑑(𝑥)]3
[𝑃 (

𝑙 − 𝑚

𝑙
) 𝑥] (𝑙 − 𝑥) 𝑑𝑥

𝑙ℎ

0

 

 

+∫ [𝑃 (
𝑙 −𝑚

𝑙
) 𝑥] (𝑙 − 𝑥) 𝑑𝑥

𝑚

𝑙ℎ

+∫ [𝑃 (
𝑙 − 𝑚

𝑙
) 𝑥 − 𝑃(𝑥 −𝑚)] (𝑙 − 𝑥) 𝑑𝑥

𝑙−𝑙ℎ

𝑚

 

 

+∫
𝑑𝑚í𝑛

3

[𝑑(𝑥)]3
[𝑃 (

𝑙 − 𝑚

𝑙
) 𝑥 − 𝑃(𝑥 − 𝑚)] (𝑙 − 𝑥) 𝑑𝑥

𝑙

𝑙−𝑙ℎ

) 

 

 

(73) 

(74) 

(75) 
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𝑅23 =
12

𝑙3
(
2 𝑙3 𝑚 − 3 (𝑙 𝑙ℎ)

2 − 3(𝑙 𝑚)2 + 2 𝑙 𝑙ℎ
3 + 3 𝑙 𝑙ℎ

2 𝑚 + 𝑙 𝑚3 − 4 𝑙ℎ
3 𝑚

6 𝑙
 

 

+(
𝑑𝑚í𝑛 𝑙ℎ

𝑑𝑚á𝑥 − 𝑑𝑚í𝑛
)
3

(
1

2

𝑑𝑚á𝑥
2 𝑙

𝑑𝑚í𝑛
2 𝑙ℎ

+
𝑑𝑚á𝑥

2 𝑚

𝑑𝑚í𝑛
2 𝑙

−
1

2

𝑑𝑚á𝑥
2 𝑚

𝑑𝑚í𝑛
2 𝑙ℎ

−
1

2
(
𝑑𝑚á𝑥
𝑑𝑚í𝑛

)
2

−
3

2

𝑑𝑚á𝑥 𝑙

𝑑𝑚í𝑛 𝑙ℎ
 

 

−
4 𝑑𝑚á𝑥 𝑚

𝑑𝑚í𝑛 𝑙
+
3

2

𝑑𝑚á𝑥 𝑚

𝑑𝑚í𝑛 𝑙ℎ
+
2 𝑑𝑚á𝑥
𝑑𝑚í𝑛

−
1

2

𝑑𝑚í𝑛 𝑙

𝑑𝑚á𝑥 𝑙ℎ
+
1

2

𝑑𝑚í𝑛 𝑚

𝑑𝑚á𝑥 𝑙ℎ
+
3

2

𝑙

𝑙ℎ
+
3 𝑚

𝑙
−
3

2

𝑚

𝑙ℎ
−
3

2
 

 

+
2 𝑚

𝑙
ln (

𝑑𝑚á𝑥
𝑑𝑚í𝑛

) + ln (
𝑑𝑚í𝑛
𝑑𝑚á𝑥

))) 

 

Si m > 𝑙 − 𝑙ℎ 

𝑅23 =
12

𝑃𝑙3
(∫

𝑑𝑚í𝑛
3

[𝑑(𝑥)]3
[𝑃 (

𝑙 − 𝑚

𝑙
) 𝑥] (𝑙 − 𝑥) 𝑑𝑥

𝑙ℎ

0

+∫ [𝑃 (
𝑙 −𝑚

𝑙
) 𝑥] (𝑙 − 𝑥) 𝑑𝑥

𝑙−𝑙ℎ

𝑙ℎ

 

 

+∫
𝑑𝑚í𝑛

3

[𝑑(𝑥)]3
[𝑃 (

𝑙 − 𝑚

𝑙
) 𝑥] (𝑙 − 𝑥) 𝑑𝑥

𝑚

𝑙−𝑙ℎ

 

 

+∫
𝑑𝑚í𝑛

3

[𝑑(𝑥)]3
[𝑃 (

𝑙 − 𝑚

𝑙
) 𝑥 − 𝑃(𝑥 − 𝑚)] (𝑙 − 𝑥) 𝑑𝑥

𝑙

𝑚

) 

 

 

𝑘 = −𝑑𝑚á𝑥 𝑙 + 𝑑𝑚á𝑥 𝑙ℎ + 𝑑𝑚á𝑥 𝑚 + 𝑑𝑚í𝑛 𝑙 − 𝑑𝑚í𝑛 𝑚 

 

 

 

 

(76) 

(77) 

(78) 
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𝑅23 =
12

𝑙3
(
(𝑙 − 𝑚)(𝑙3 − 6 𝑙 𝑙ℎ

2 + 4 𝑙ℎ
3)

6 𝑙
+ (

𝑑𝑚í𝑛 𝑙ℎ
𝑑𝑚á𝑥 − 𝑑𝑚í𝑛

)
3

(
1

2 𝑘2
[−𝑑𝑚á𝑥

2 𝑙 𝑙ℎ 

 

+(𝑑𝑚á𝑥 𝑙ℎ)
2+𝑑𝑚á𝑥

2 𝑙ℎ 𝑚 + 𝑑𝑚á𝑥 𝑑𝑚í𝑛 𝑙 𝑙ℎ − 𝑑𝑚á𝑥 𝑑𝑚í𝑛 𝑙ℎ 𝑚] +
1

𝑘
[𝑑𝑚á𝑥 𝑙 − 2 𝑑𝑚á𝑥 𝑙ℎ 

 

+𝑑𝑚á𝑥 𝑚−𝑑𝑚í𝑛 𝑙 − 𝑑𝑚í𝑛 𝑚] +
𝑑𝑚á𝑥

2 𝑙

𝑑𝑚í𝑛
2 𝑙ℎ

+
𝑑𝑚á𝑥

2 𝑚

𝑑𝑚í𝑛
2 𝑙

−
𝑑𝑚á𝑥

2 𝑚

𝑑𝑚í𝑛
2 𝑙ℎ

− (
𝑑𝑚á𝑥
𝑑𝑚í𝑛

)
2

−
3 𝑑𝑚á𝑥 𝑙

𝑑𝑚í𝑛 𝑙ℎ
 

 

−
4 𝑑𝑚á𝑥 𝑚

𝑑𝑚í𝑛 𝑙
+
3 𝑑𝑚á𝑥 𝑚

𝑑𝑚í𝑛 𝑙ℎ
+
4 𝑑𝑚á𝑥
𝑑𝑚í𝑛

−
1

2

𝑑𝑚í𝑛 𝑙

𝑑𝑚á𝑥 𝑙ℎ
+
1

2

𝑑𝑚í𝑛 𝑚

𝑑𝑚á𝑥 𝑙ℎ
+
5

2

𝑙

𝑙ℎ
+
3 𝑚

𝑙
−
5

2

𝑚

𝑙ℎ
−
3

2
 

 

+
2 𝑚

𝑙
ln (

𝑑𝑚á𝑥
𝑑𝑚í𝑛

) + ln [
(𝑑𝑚í𝑛 𝑙ℎ)

2

𝑑𝑚á𝑥 𝑙ℎ
] − ln(𝑘))) 

 

Para el extremo derecho en la carga concentrada se tiene la ecuación (7) y 

considera que: 

Si m ≤ 𝑙ℎ 

𝑅32 =
12

𝑃𝑙3
(∫

𝑑𝑚í𝑛
3

[𝑑(𝑥)]3
[𝑃 (

𝑙 − 𝑚

𝑙
) 𝑥]  𝑥 𝑑𝑥

𝑚

0

 

 

+∫
𝑑𝑚í𝑛

3

[𝑑(𝑥)]3
[𝑃 (

𝑙 − 𝑚

𝑙
) 𝑥 − 𝑃(𝑥 − 𝑚)]  𝑥 𝑑𝑥

𝑙ℎ

𝑚

 

 

+∫ [𝑃 (
𝑙 −𝑚

𝑙
) 𝑥 − 𝑃(𝑥 − 𝑚)]  𝑥 𝑑𝑥

𝑙−𝑙ℎ

𝑚

 

 

+∫
𝑑𝑚í𝑛

3

[𝑑(𝑥)]3
[𝑃 (

𝑙 − 𝑚

𝑙
) 𝑥 − 𝑃(𝑥 − 𝑚)]  𝑥 𝑑𝑥

𝑙

𝑙−𝑙ℎ

) 

(79) 

(80) 
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Resolviendo la ecuación (80), se obtiene una expresión grande, nuevamente se 

define 𝑘 equivalente a (73). 

 

𝑘 = −𝑑𝑚á𝑥 𝑙ℎ + 𝑑𝑚á𝑥 𝑚 − 𝑑𝑚í𝑛 𝑚 

 

𝑅32 =
12

 𝑙3
(
𝑚(𝑙3 − 6 𝑙 𝑙ℎ

2 + 4 𝑙ℎ
3)

6 𝑙
+ (

𝑑𝑚í𝑛 𝑙ℎ
𝑑𝑚á𝑥 − 𝑑𝑚í𝑛

)
3

(
1

2 𝑘2
[(𝑑𝑚á𝑥 𝑙ℎ)

2 − 𝑑𝑚á𝑥
2 𝑙ℎ 𝑚 

 

+𝑑𝑚á𝑥 𝑑𝑚í𝑛 𝑙ℎ 𝑚] +
2 𝑑𝑚á𝑥 𝑙ℎ − 𝑑𝑚á𝑥 𝑚 + 𝑑𝑚í𝑛 𝑚

𝑘
−
𝑑𝑚á𝑥

2 𝑚

𝑑𝑚í𝑛
2 𝑙

+
𝑑𝑚á𝑥

2 𝑚

𝑑𝑚í𝑛
2 𝑙ℎ

+
4 𝑑𝑚á𝑥 𝑚

𝑑𝑚í𝑛 𝑙
 

 

−
3 𝑑𝑚á𝑥 𝑚

𝑑𝑚í𝑛 𝑙ℎ
−
1

2

𝑑𝑚í𝑛 𝑚

𝑑𝑚á𝑥 𝑙ℎ
−
3 𝑚

𝑙
+
5

2

𝑚

𝑙ℎ
+
3

2
+
2 𝑚

𝑙
ln (

𝑑𝑚í𝑛
𝑑𝑚á𝑥

) + ln (
𝑑𝑚á𝑥 𝑙ℎ
|𝑘|

))) 

 

Si 𝑙ℎ < m ≤ 𝑙 − 𝑙ℎ 

𝑅32 =
12

𝑃𝑙3
(∫

𝑑𝑚í𝑛
3

[𝑑(𝑥)]3
[𝑃 (

𝑙 − 𝑚

𝑙
) 𝑥]  𝑥 𝑑𝑥

𝑙ℎ

0

 

 

+∫ [𝑃 (
𝑙 − 𝑚

𝑙
) 𝑥] (𝑙 − 𝑥) 𝑑𝑥

𝑚

𝑙ℎ

+∫ [𝑃 (
𝑙 − 𝑚

𝑙
) 𝑥 − 𝑃(𝑥 − 𝑚)]  𝑥 𝑑𝑥

𝑙−𝑙ℎ

𝑚

 

 

+∫
𝑑𝑚í𝑛

3

[𝑑(𝑥)]3
[𝑃 (

𝑙 − 𝑚

𝑙
) 𝑥 − 𝑃(𝑥 − 𝑚)]  𝑥 𝑑𝑥

𝑙

𝑙−𝑙ℎ

) 

 

 

 

 

 

(81) 

(82) 
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𝑅32 =
12

𝑙3
(
𝑙3 𝑚 − 2 𝑙 𝑙ℎ

3 − 3 𝑙 𝑙ℎ
2 𝑚 − 𝑙 𝑚3 + 4 𝑙ℎ

3 𝑚

6 𝑙
 

 

+(
𝑑𝑚í𝑛 𝑙ℎ

𝑑𝑚á𝑥 − 𝑑𝑚í𝑛
)
3

(−
𝑑𝑚á𝑥

2 𝑚

𝑑𝑚í𝑛
2 𝑙

+
1

2

𝑑𝑚á𝑥
2 𝑚

𝑑𝑚í𝑛
2 𝑙ℎ

+
1

2
(
𝑑𝑚á𝑥
𝑑𝑚í𝑛

)
2

+
4 𝑑𝑚á𝑥 𝑚

𝑑𝑚í𝑛 𝑙
 

 

−
3

2

𝑑𝑚á𝑥 𝑚

𝑑𝑚í𝑛 𝑙ℎ
−
2 𝑑𝑚á𝑥
𝑑𝑚í𝑛

−
1

2

𝑑𝑚í𝑛 𝑚

𝑑𝑚á𝑥 𝑙ℎ
−
3 𝑚

𝑙
+
3

2

𝑚

𝑙ℎ
+
3

2
 

 

+
2 𝑚

𝑙
ln (

𝑑𝑚í𝑛
𝑑𝑚á𝑥

) + ln (
𝑑𝑚á𝑥
𝑑𝑚í𝑛

))) 

 

Si m > 𝑙 − 𝑙ℎ 

𝑅32 =
12

𝑃𝑙3
(∫

𝑑𝑚í𝑛
3

[𝑑(𝑥)]3
[𝑃 (

𝑙 − 𝑚

𝑙
) 𝑥]  𝑥 𝑑𝑥

𝑙ℎ

0

+∫ [𝑃 (
𝑙 −𝑚

𝑙
) 𝑥]  𝑥 𝑑𝑥

𝑙−𝑙ℎ

𝑙ℎ

 

 

+∫
𝑑𝑚í𝑛

3

[𝑑(𝑥)]3
[𝑃 (

𝑙 − 𝑚

𝑙
) 𝑥]  𝑥 𝑑𝑥

𝑚

𝑙−𝑙ℎ

 

 

+∫
𝑑𝑚í𝑛

3

[𝑑(𝑥)]3
[𝑃 (

𝑙 − 𝑚

𝑙
) 𝑥 − 𝑃(𝑥 − 𝑚)]  𝑥 𝑑𝑥

𝑙

𝑚

) 

 

Resolviendo la ecuación (84), se obtiene una expresión grande que para facilitar su 

manejo ha sido separada, esta parte es la ecuación (78) y denominada como 𝑘: 

 

𝑘 = −𝑑𝑚á𝑥 𝑙 + 𝑑𝑚á𝑥 𝑙ℎ + 𝑑𝑚á𝑥 𝑚 + 𝑑𝑚í𝑛 𝑙 − 𝑑𝑚í𝑛 𝑚 

 

 

(83) 

(84) 
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Programa para el análisis de marcos de sección constante y 

variable basado en soluciones condensadas para el análisis 

estructural 

 

𝑅32 =
12

𝑙3
(
(𝑙 − 𝑚)(−2 𝑙ℎ + 𝑙)(𝑙

2 − 𝑙 𝑙ℎ + 𝑙ℎ
2)

3 𝑙
+ (

𝑑𝑚í𝑛 𝑙ℎ
𝑑𝑚á𝑥 − 𝑑𝑚í𝑛

)
3

(
1

2 𝑘2
[(𝑑𝑚á𝑥 𝑙)

2 

 

+2 𝑑𝑚á𝑥
2 𝑙 𝑙ℎ + 𝑑𝑚á𝑥

2 𝑙 𝑚 − (𝑑𝑚á𝑥 𝑙ℎ)
2 − 𝑑𝑚á𝑥

2 𝑙ℎ 𝑚 + 2 𝑑𝑚á𝑥 𝑑𝑚í𝑛 𝑙
2 

 

−2 𝑑𝑚á𝑥 𝑑𝑚í𝑛 𝑙 𝑙ℎ − 2 𝑑𝑚á𝑥 𝑑𝑚í𝑛 𝑙 𝑚 + 𝑑𝑚á𝑥 𝑑𝑚í𝑛 𝑙ℎ 𝑚 − (𝑑𝑚í𝑛 𝑙)
2 + 𝑑𝑚í𝑛

2 𝑙 𝑚] 

 

+
1

𝑘
[−2 𝑑𝑚á𝑥 𝑙 + 2 𝑑𝑚á𝑥 𝑙ℎ + 𝑑𝑚á𝑥 𝑚 + 2 𝑑𝑚í𝑛 𝑙 − 𝑑𝑚í𝑛 𝑚] + (

𝑑𝑚á𝑥 𝑙

𝑑𝑚í𝑛 𝑙ℎ
)
2

−
𝑑𝑚á𝑥

2 𝑙

𝑑𝑚í𝑛
2 𝑙ℎ

 

 

−
1

2

𝑑𝑚á𝑥
2 𝑙 𝑚

(𝑑𝑚í𝑛 𝑙ℎ)2
−
𝑑𝑚á𝑥

2 𝑚

𝑑𝑚í𝑛
2 𝑙

+
𝑑𝑚á𝑥

2 𝑚

𝑑𝑚í𝑛
2 𝑙ℎ

+ (
𝑑𝑚á𝑥
𝑑𝑚í𝑛

)
2

−
𝑑𝑚á𝑥 𝑙

2

𝑑𝑚í𝑛 𝑙ℎ
2 +

3 𝑑𝑚á𝑥 𝑙

𝑑𝑚í𝑛 𝑙ℎ
+
𝑑𝑚á𝑥 𝑙 𝑚

𝑑𝑚í𝑛 𝑙ℎ
2  

 

+
4 𝑑𝑚á𝑥 𝑚

𝑑𝑚í𝑛 𝑙
−
3 𝑑𝑚á𝑥 𝑚

𝑑𝑚í𝑛 𝑙ℎ
−
4 𝑑𝑚á𝑥
𝑑𝑚í𝑛

−
1

2

𝑑𝑚í𝑛 𝑙

𝑑𝑚á𝑥 𝑙ℎ
−
1

2

𝑑𝑚í𝑛 𝑚

𝑑𝑚á𝑥 𝑙ℎ
+
1

2
(
𝑙

𝑙ℎ
)
2

−
2 𝑙

𝑙ℎ
 

 

−
1

2

𝑙 𝑚

𝑙ℎ
2 −

3 𝑚

𝑙
+
5

2

𝑚

𝑙ℎ
+
3

2
+
2 𝑚

𝑙
ln (

𝑑𝑚í𝑛
𝑑𝑚á𝑥

) + ln [
𝑑𝑚á𝑥 𝑙ℎ
(𝑑𝑚í𝑛 𝑙ℎ)2

] + ln(𝑘))) 

 

I.2. Formulario 
A continuación se muestra el resumen con las fórmulas desarrolladas 

anteriormente, facilitando su uso e identificación. 

 

 

 

 

 

(85) 



 

  

Resumen de las fórmulas para los parámetros elásticos (sección rectangular) 

 

 

 

 

 

Para la columna: 

𝜶𝟏𝟐 =
12

𝑙3
(
(𝑙 − 𝑙ℎ)

3

3
+ (

𝑑𝑚í𝑛 𝑙ℎ
𝑑𝑚á𝑥 − 𝑑𝑚í𝑛

)
3

(
1

2
(
𝑑𝑚á𝑥
𝑑𝑚í𝑛

)
2

−
2 𝑑𝑚á𝑥
𝑑𝑚í𝑛

+
3

2
+ ln (

𝑑𝑚á𝑥
𝑑𝑚í𝑛

))) 

𝜶𝟐𝟏 =
12

𝑙3
(
(𝑙 − 𝑙ℎ)

3

3
+ (

𝑑𝑚í𝑛 𝑙ℎ
𝑑𝑚á𝑥 − 𝑑𝑚í𝑛

)
3

(
1

2
(
𝑑𝑚á𝑥 𝑙

𝑑𝑚í𝑛 𝑙ℎ
)
2

−
𝑑𝑚á𝑥

2 𝑙 

𝑑𝑚í𝑛
2 𝑙ℎ

+
1

2
(
𝑑𝑚á𝑥
𝑑𝑚í𝑛

)
2

−
𝑑𝑚á𝑥 𝑙

2

𝑑𝑚í𝑛 𝑙ℎ
2 +

3 𝑑𝑚á𝑥 𝑙

𝑑𝑚í𝑛 𝑙ℎ
−
2 𝑑𝑚á𝑥
𝑑𝑚í𝑛

 

+
𝑑𝑚í𝑛 𝑙

2

𝑑𝑚á𝑥 𝑙ℎ
2 +

 𝑑𝑚í𝑛 𝑙

𝑑𝑚á𝑥 𝑙ℎ
 −
1

2
(
𝑑𝑚í𝑛 𝑙

𝑑𝑚á𝑥 𝑙ℎ
)
2

−
3 𝑙

 𝑙ℎ
+
3

2
+ ln (

𝑑𝑚á𝑥
𝑑𝑚í𝑛

))) 

𝜷𝟏𝟐 = 𝜷𝟐𝟏 =
12

𝑙3
([
(𝑙 + 2 𝑙ℎ)(𝑙 − 𝑙ℎ)

2

6
] +(

𝑑𝑚í𝑛 𝑙ℎ
𝑑𝑚á𝑥 − 𝑑𝑚í𝑛

)
3

(
1

2

𝑑𝑚á𝑥
2 𝑙

𝑑𝑚í𝑛
2 𝑙ℎ

−
1

2
(
𝑑𝑚á𝑥
𝑑𝑚í𝑛

)
2

−
3

2

𝑑𝑚á𝑥 𝑙

𝑑𝑚í𝑛 𝑙ℎ
+
2 𝑑𝑚á𝑥
𝑑𝑚í𝑛

−
1

2

𝑑𝑚í𝑛 𝑙

𝑑𝑚á𝑥 𝑙ℎ
 

+
3

2

𝑙

𝑙ℎ
−
3

2
+ ln (

𝑑𝑚í𝑛
𝑑𝑚á𝑥

))) 
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Las siguientes expresiones se desarrollaron 

bajo la suposición de que la variación del peralte 

en los elementos del marco es lineal y la sección 

transversal de los mismos es rectangular. 
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Resumen de las fórmulas de constantes de carga (sección rectangular) 

 

Para la columna (carga distribuida): 

𝑹𝟏𝟐 =
12

𝑙4
(
(𝑙2 + 2 𝑙 𝑙ℎ + 3 𝑙ℎ

2)(𝑙 − 𝑙ℎ)
2

24
+
1

2
(

𝑑𝑚í𝑛 𝑙ℎ
𝑑𝑚á𝑥 − 𝑑𝑚í𝑛

)
3

𝑙ℎ +
(𝑑𝑚í𝑛 𝑙ℎ)

3

(𝑑𝑚á𝑥 − 𝑑𝑚í𝑛)4
(
1

4

𝑑𝑚á𝑥
3 𝑙

𝑑𝑚í𝑛
2 −

1

4

𝑑𝑚á𝑥
3 𝑙ℎ

𝑑𝑚í𝑛
2 −

5

4

𝑑𝑚á𝑥
2 𝑙

𝑑𝑚í𝑛
 

+
3

2

𝑑𝑚á𝑥
2 𝑙ℎ

𝑑𝑚í𝑛
+
7

4
𝑑𝑚á𝑥 𝑙 −

5

4
𝑑𝑚á𝑥𝑙ℎ −

3

4
𝑑𝑚í𝑛 𝑙 +

1

2
𝑑𝑚á𝑥 𝑙 (ln [

𝑑𝑚á𝑥
𝑑𝑚í𝑛

]) +
3

2
𝑑𝑚á𝑥 𝑙ℎ (ln [

𝑑𝑚í𝑛
𝑑𝑚á𝑥

]) +
1

2
𝑑𝑚í𝑛 𝑙 (ln [

𝑑𝑚í𝑛
𝑑𝑚á𝑥

]))) 

 

𝑹𝟐𝟏 =
12

𝑙4
(
(𝑙 + 3 𝑙ℎ) (𝑙 − 𝑙ℎ)

3

24
−
1

2
(

𝑑𝑚í𝑛 𝑙ℎ
𝑑𝑚á𝑥 − 𝑑𝑚í𝑛

)
3

𝑙ℎ +
(𝑑𝑚í𝑛 𝑙ℎ)

3

(𝑑𝑚á𝑥 − 𝑑𝑚í𝑛)4
(
1

4

𝑑𝑚á𝑥
3 𝑙2

𝑑𝑚í𝑛
2 𝑙ℎ

−
1

2

𝑑𝑚á𝑥
3 𝑙

𝑑𝑚í𝑛
2 +

1

4

𝑑𝑚á𝑥
3 𝑙ℎ

𝑑𝑚í𝑛
2 −

(𝑑𝑚á𝑥 𝑙)
2

𝑑𝑚í𝑛 𝑙ℎ
 

+
5

2

𝑑𝑚á𝑥
2 𝑙

𝑑𝑚í𝑛
−
3

2

𝑑𝑚á𝑥
2 𝑙ℎ

𝑑𝑚í𝑛
+
3

2

𝑑𝑚á𝑥 𝑙
2

𝑙ℎ
−
7

2
𝑑𝑚á𝑥 𝑙 +

5

4
𝑑𝑚á𝑥 𝑙ℎ +

1

4

(𝑑𝑚í𝑛 𝑙)
2

𝑑𝑚á𝑥 𝑙ℎ
−
𝑑𝑚í𝑛 𝑙

2

𝑙ℎ
+
3

2
𝑑𝑚í𝑛 𝑙 + 𝑑𝑚á𝑥 𝑙 (ln [

𝑑𝑚í𝑛
𝑑𝑚á𝑥

]) 

+
3

2
𝑑𝑚á𝑥 𝑙ℎ (ln [

𝑑𝑚á𝑥
𝑑𝑚í𝑛

])+𝑑𝑚í𝑛 𝑙 (ln [
𝑑𝑚á𝑥
𝑑𝑚í𝑛

]))) 
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Resumen de las fórmulas de constantes de carga (sección rectangular) 

  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Para la columna (carga concentrada): 

Si m ≤ 𝑙 − 𝑙ℎ 

𝑹𝟏𝟐 =
12

𝑙3
(𝑚([

2 𝑙3 − 3 𝑙2 𝑚 + 𝑙 𝑚2 − 2 𝑙ℎ
3

6 𝑙
] + (

𝑑𝑚í𝑛 𝑙ℎ
𝑑𝑚á𝑥 − 𝑑𝑚í𝑛

)
3

(
1

2

𝑑𝑚á𝑥
2

𝑑𝑚í𝑛
2 𝑙
−
2 𝑑𝑚á𝑥
𝑑𝑚í𝑛 𝑙

+
3

2 𝑙
+
1

𝑙
ln (

𝑑𝑚á𝑥
𝑑𝑚í𝑛

))) 

Si m > 𝑙 − 𝑙ℎ 

𝑘 = −𝑑𝑚á𝑥 𝑙 + 𝑑𝑚á𝑥 𝑙ℎ + 𝑑𝑚á𝑥 𝑚 + 𝑑𝑚í𝑛 𝑙 − 𝑑𝑚í𝑛 𝑚 

𝑹𝟏𝟐 =
12

𝑙3
([
(𝑙 − 𝑚) (𝑙 − 𝑙ℎ)

2 (𝑙 + 2 𝑙ℎ)

6 𝑙
] + (

𝑑𝑚í𝑛 𝑙ℎ
𝑑𝑚á𝑥 − 𝑑𝑚í𝑛

)
3

(
1

2 𝑘2
[(𝑑𝑚á𝑥 𝑙ℎ)

2 + (𝑑𝑚á𝑥
2 𝑙ℎ 𝑚) − 𝑑𝑚á𝑥

2 𝑙 𝑙ℎ + 𝑑𝑚á𝑥 𝑑𝑚í𝑛 𝑙 𝑙ℎ 

−𝑑𝑚á𝑥 𝑑𝑚í𝑛 𝑙ℎ 𝑚 ] +
[𝑑𝑚á𝑥 𝑙 − 2 𝑑𝑚á𝑥 𝑙ℎ − 𝑑𝑚á𝑥 𝑚 − 𝑑𝑚í𝑛 𝑙 + 𝑑𝑚í𝑛 𝑚]

𝑘
+
1

2

𝑑𝑚á𝑥
2 𝑙

𝑑𝑚í𝑛
2 𝑙ℎ

+
1

2

𝑑𝑚á𝑥
2 𝑚

𝑑𝑚í𝑛
2 𝑙

−
1

2

𝑑𝑚á𝑥
2 𝑚

𝑑𝑚í𝑛
2 𝑙ℎ

 

−
1

2
(
𝑑𝑚á𝑥
𝑑𝑚í𝑛

)
2

−
3

2

𝑑𝑚á𝑥 𝑙

𝑑𝑚í𝑛 𝑙ℎ
−
2 𝑑𝑚á𝑥 𝑚

𝑑𝑚í𝑛 𝑙
+
3

2

𝑑𝑚á𝑥 𝑚

𝑑𝑚í𝑛 𝑙ℎ
+
2 𝑑𝑚á𝑥
𝑑𝑚í𝑛

+
𝑙

𝑙ℎ
+
3

2

𝑚

𝑙
−
𝑚

𝑙ℎ
+
𝑚

𝑙
ln (

𝑑𝑚á𝑥
𝑑𝑚í𝑛

) + ln (
𝑑𝑚í𝑛 𝑙ℎ
𝑘

))) 
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Resumen de las fórmulas de constantes de carga (sección rectangular) 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Para la columna (carga concentrada): 

Si m ≤ 𝑙 − 𝑙ℎ 

𝑹𝟐𝟏 =
12

𝑙3
(𝑚([

𝑙3 − 3 𝑙 𝑙ℎ
2 − 𝑙 𝑚2 + 2 𝑙ℎ

3

6 𝑙
] + (

𝑑𝑚í𝑛 𝑙ℎ
𝑑𝑚á𝑥 − 𝑑𝑚í𝑛

)
3

(
1

2

𝑑𝑚á𝑥
2

𝑑𝑚í𝑛
2 𝑙ℎ

−
1

2

𝑑𝑚á𝑥
2

𝑑𝑚í𝑛
2 𝑙
+
2 𝑑𝑚á𝑥
𝑑𝑚í𝑛 𝑙

−
3

2

𝑑𝑚á𝑥
𝑑𝑚í𝑛 𝑙ℎ

−
1

2

𝑑𝑚í𝑛
𝑑𝑚á𝑥 𝑙ℎ

 

−
3

2 𝑙
+

3

2 𝑙ℎ
+
1

𝑙
ln (

𝑑𝑚í𝑛
𝑑𝑚á𝑥

))) 

 

Si m > 𝑙 − 𝑙ℎ 

𝑘 = −𝑑𝑚á𝑥 𝑙 + 𝑑𝑚á𝑥 𝑙ℎ + 𝑑𝑚á𝑥 𝑚 + 𝑑𝑚í𝑛 𝑙 − 𝑑𝑚í𝑛 𝑚 

𝑹𝟐𝟏 =
12

𝑙3
([
(𝑙 − 𝑚)(𝑙 − 𝑙ℎ)

3

3 𝑙
] + (

𝑑𝑚í𝑛 𝑙ℎ
𝑑𝑚á𝑥 − 𝑑𝑚í𝑛

)
3

(
1

2 𝑘2
[−(𝑑𝑚á𝑥 𝑙)

2 + 2 𝑑𝑚á𝑥
2 𝑙 𝑙ℎ + 𝑑𝑚á𝑥

2 𝑙 𝑚 − (𝑑𝑚á𝑥 𝑙ℎ)
2 

+2 𝑑𝑚á𝑥 𝑑𝑚í𝑛 𝑙
2 − 2 𝑑𝑚á𝑥 𝑑𝑚í𝑛 𝑙 𝑙ℎ−2 𝑑𝑚á𝑥 𝑑𝑚í𝑛 𝑙 𝑚 + 𝑑𝑚á𝑥 𝑑𝑚í𝑛 𝑙ℎ 𝑚 − (𝑑𝑚í𝑛 𝑙)

2 + 𝑑𝑚í𝑛
2 𝑙 𝑚 ] 

+
[−2 𝑑𝑚á𝑥 𝑙 + 2 𝑑𝑚á𝑥 𝑙ℎ + 𝑑𝑚á𝑥 𝑚+2 𝑑𝑚í𝑛 𝑙 − 𝑑𝑚í𝑛 𝑚]

𝑘
+
1

2
(
𝑑𝑚á𝑥 𝑙

𝑑𝑚í𝑛 𝑙ℎ
)
2

−
𝑑𝑚á𝑥

2 𝑙

𝑑𝑚í𝑛
2 𝑙ℎ

−
1

2

 𝑑𝑚á𝑥
2 𝑙 𝑚

(𝑑𝑚í𝑛 𝑙ℎ)2
−
1

2

𝑑𝑚á𝑥
2 𝑚

𝑑𝑚í𝑛
2 𝑙

 

+
𝑑𝑚á𝑥

2 𝑚

𝑑𝑚í𝑛
2 𝑙ℎ

+
1

2
(
𝑑𝑚á𝑥
𝑑𝑚í𝑛

)
2

−
𝑑𝑚á𝑥 𝑙

2

𝑑𝑚í𝑛 𝑙ℎ
2 +

3 𝑑𝑚á𝑥 𝑙

𝑑𝑚í𝑛 𝑙ℎ
+
𝑑𝑚á𝑥 𝑙 𝑚

𝑑𝑚í𝑛 𝑙ℎ
2 +

2 𝑑𝑚á𝑥 𝑚

𝑑𝑚í𝑛 𝑙
−
3 𝑑𝑚á𝑥 𝑚

𝑑𝑚í𝑛 𝑙ℎ
−
2 𝑑𝑚á𝑥
𝑑𝑚í𝑛

−
1

2

𝑑𝑚í𝑛 𝑚

𝑑𝑚á𝑥 𝑙ℎ
+
1

2
(
𝑙

𝑙ℎ
)
2

+
2 𝑙

𝑙ℎ
 

−
1

2

𝑙 𝑚

𝑙ℎ
2 −

3

2

𝑚

𝑙
+
5

2

𝑚

𝑙ℎ
+
𝑚

𝑙
ln (

𝑑𝑚í𝑛
𝑑𝑚á𝑥

) + ln (
𝑘

𝑑𝑚í𝑛 𝑙ℎ
))) 
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Resumen de las fórmulas para los parámetros elásticos (sección rectangular) 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Para la viga: 

𝜶𝟐𝟑 = 𝜶𝟑𝟐 =
12

𝑙3
([
(𝑙 − 𝑙ℎ)

3 − 𝑙ℎ
3

3
] + (

𝑑𝑚í𝑛 𝑙ℎ
𝑑𝑚á𝑥 − 𝑑𝑚í𝑛

)
3

(
1

2
(
𝑑𝑚á𝑥 𝑙

𝑑𝑚í𝑛 𝑙ℎ
)
2

−
𝑑𝑚á𝑥

2 𝑙

𝑑𝑚í𝑛
2 𝑙ℎ

+ (
𝑑𝑚á𝑥
𝑑𝑚í𝑛

)
2

−
𝑑𝑚á𝑥 𝑙

2

𝑑𝑚í𝑛 𝑙ℎ
2 +

3 𝑑𝑚á𝑥 𝑙

𝑑𝑚í𝑛 𝑙ℎ
 

−
4 𝑑𝑚á𝑥
𝑑𝑚í𝑛

+
𝑑𝑚í𝑛 𝑙

2

𝑑𝑚á𝑥 𝑙ℎ
2 +

𝑑𝑚í𝑛 𝑙

𝑑𝑚á𝑥 𝑙ℎ
−
1

2
(
𝑑𝑚í𝑛 𝑙

𝑑𝑚á𝑥 𝑙ℎ
)
2

−
3 𝑙

𝑙ℎ
+ 3 + 2 ln (

𝑑𝑚á𝑥
𝑑𝑚í𝑛

))) 

 

𝜷𝟐𝟑 = 𝜷𝟑𝟐 =
12

𝑙3
([
1

6
𝑙3 − 𝑙 𝑙ℎ

2 +
2

3
𝑙ℎ
3] + (

𝑑𝑚í𝑛 𝑙ℎ
𝑑𝑚á𝑥 − 𝑑𝑚í𝑛

)
3

(
𝑑𝑚á𝑥

2 𝑙

𝑑𝑚í𝑛
2 𝑙ℎ

− (
𝑑𝑚á𝑥
𝑑𝑚í𝑛

)
2

−
3 𝑑𝑚á𝑥 𝑙

𝑑𝑚í𝑛 𝑙ℎ
+
4 𝑑𝑚á𝑥
𝑑𝑚í𝑛

−
𝑑𝑚í𝑛 𝑙

𝑑𝑚á𝑥 𝑙ℎ
+
3 𝑙

𝑙ℎ
 

−3 + 2 ln (
𝑑𝑚í𝑛
𝑑𝑚á𝑥

))) 

 

Las siguientes expresiones se desarrollaron bajo 

la suposición de que la variación del peralte en 

los elementos del marco es lineal y la sección 

transversal de los mismos es rectangular. 
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Resumen de las fórmulas de constantes de carga (sección rectangular) 

 

 

 

 

 

+
5

4

𝑑𝑚á𝑥
2 𝑙

𝑑𝑚í𝑛
+
3

2

𝑑𝑚á𝑥 𝑙
2

𝑙ℎ
−
7

4
𝑑𝑚á𝑥 𝑙 +

1

4

(𝑑𝑚í𝑛 𝑙)
2

𝑑𝑚á𝑥 𝑙ℎ
−
𝑑𝑚í𝑛 𝑙

2

𝑙ℎ
+
3

4
𝑑𝑚í𝑛 𝑙 +

1

2
𝑑𝑚á𝑥 𝑙 ln (

𝑑𝑚í𝑛
𝑑𝑚á𝑥

)+
1

2
𝑑𝑚í𝑛 𝑙 ln (

𝑑𝑚á𝑥
𝑑𝑚í𝑛

))) 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Para la viga (carga distribuida): 

𝑹𝟐𝟑 = 𝑹𝟑𝟐 =
12

𝑙4
(
𝑙 (−2 𝑙ℎ + 𝑙)(𝑙

2 + 2 𝑙 𝑙ℎ − 2 𝑙ℎ
2)

24
 

+
(𝑑𝑚í𝑛 𝑙ℎ)

3

(𝑑𝑚á𝑥 − 𝑑𝑚í𝑛)4
(
1

4

𝑑𝑚á𝑥
3 𝑙2

𝑑𝑚í𝑛
2 𝑙ℎ

−
1

4

𝑑𝑚á𝑥
3 𝑙

𝑑𝑚í𝑛
2 −

(𝑑𝑚á𝑥 𝑙)
2

 𝑑𝑚í𝑛 𝑙ℎ
 

 

Para la viga (carga concentrada) 

Si m ≤ 𝑙ℎ 

𝑘 = −𝑑𝑚á𝑥 𝑙ℎ + 𝑑𝑚á𝑥 𝑚 − 𝑑𝑚í𝑛 𝑚 

𝑹𝟐𝟑 =
12

 𝑙3
(
𝑚(−2 𝑙ℎ + 𝑙)(𝑙

2 − 𝑙 𝑙ℎ + 𝑙ℎ
2)

3 𝑙
+ (

𝑑𝑚í𝑛 𝑙ℎ
𝑑𝑚á𝑥 − 𝑑𝑚í𝑛

)
3

 

(
1

2 𝑘2
[𝑑𝑚á𝑥

2 𝑙 𝑙ℎ − 𝑑𝑚á𝑥
2 𝑙 𝑚 − (𝑑𝑚á𝑥 𝑙ℎ)

2 + 𝑑𝑚á𝑥
2 𝑙ℎ 𝑚 − 𝑑𝑚á𝑥 𝑑𝑚í𝑛 𝑙 𝑙ℎ + 2 𝑑𝑚á𝑥 𝑑𝑚í𝑛 𝑙 𝑚 − 𝑑𝑚á𝑥 𝑑𝑚í𝑛 𝑙ℎ 𝑚 

−𝑑𝑚í𝑛
2 𝑙 𝑚] +

𝑑𝑚á𝑥 𝑙 − 2 𝑑𝑚á𝑥 𝑙ℎ + 𝑑𝑚á𝑥 𝑚 − 𝑑𝑚í𝑛 𝑙 − 𝑑𝑚í𝑛 𝑚

𝑘
+
1

2

𝑑𝑚á𝑥
2 𝑙 𝑚

(𝑑𝑚í𝑛 𝑙ℎ)2
+
𝑑𝑚á𝑥

2 𝑚

𝑑𝑚í𝑛
2 𝑙

−
𝑑𝑚á𝑥

2 𝑚

𝑑𝑚í𝑛
2 𝑙ℎ

−
𝑑𝑚á𝑥 𝑙 𝑚

𝑑𝑚í𝑛 𝑙ℎ
2  

−
4 𝑑𝑚á𝑥 𝑚

𝑑𝑚í𝑛 𝑙
+
3 𝑑𝑚á𝑥 𝑚

𝑑𝑚í𝑛 𝑙ℎ
−
1

2

𝑑𝑚í𝑛 𝑙

𝑑𝑚á𝑥 𝑙ℎ
+
1

2

𝑑𝑚í𝑛 𝑚

𝑑𝑚á𝑥 𝑙ℎ
+
1

2

𝑙

𝑙ℎ
+
1

2

𝑙 𝑚

𝑙ℎ
2 +

3 𝑚

𝑙
−
5

2

𝑚

𝑙ℎ
−
3

2
+
2 𝑚

𝑙
ln (

𝑑𝑚á𝑥
𝑑𝑚í𝑛

) + ln (
|𝑘|

𝑑𝑚á𝑥 𝑙ℎ
))) 
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Resumen de las fórmulas de constantes de carga (sección rectangular) 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Para la viga (carga concentrada): 

Si 𝑙ℎ < m ≤ 𝑙 − 𝑙ℎ 

𝑹𝟐𝟑 =
12

𝑙3
(
2 𝑙3 𝑚 − 3 (𝑙 𝑙ℎ)

2 − 3(𝑙 𝑚)2 + 2 𝑙 𝑙ℎ
3 + 3 𝑙 𝑙ℎ

2 𝑚 + 𝑙 𝑚3 − 4 𝑙ℎ
3 𝑚

6 𝑙
+ (

𝑑𝑚í𝑛 𝑙ℎ
𝑑𝑚á𝑥 − 𝑑𝑚í𝑛

)
3

(
1

2

𝑑𝑚á𝑥
2 𝑙

𝑑𝑚í𝑛
2 𝑙ℎ

+
𝑑𝑚á𝑥

2 𝑚

𝑑𝑚í𝑛
2 𝑙

 

−
1

2

𝑑𝑚á𝑥
2 𝑚

𝑑𝑚í𝑛
2 𝑙ℎ

−
1

2
(
𝑑𝑚á𝑥
𝑑𝑚í𝑛

)
2

−
3

2

𝑑𝑚á𝑥 𝑙

𝑑𝑚í𝑛 𝑙ℎ
−
4 𝑑𝑚á𝑥 𝑚

𝑑𝑚í𝑛 𝑙
+
3

2

𝑑𝑚á𝑥 𝑚

𝑑𝑚í𝑛 𝑙ℎ
+
2 𝑑𝑚á𝑥
𝑑𝑚í𝑛

−
1

2

𝑑𝑚í𝑛 𝑙

𝑑𝑚á𝑥 𝑙ℎ
+
1

2

𝑑𝑚í𝑛 𝑚

𝑑𝑚á𝑥 𝑙ℎ
+
3

2

𝑙

𝑙ℎ
+
3 𝑚

𝑙
−
3

2

𝑚

𝑙ℎ
−
3

2
 

+
2 𝑚

𝑙
ln (

𝑑𝑚á𝑥
𝑑𝑚í𝑛

) + ln (
𝑑𝑚í𝑛
𝑑𝑚á𝑥

))) 

 

Si m > 𝑙 − 𝑙ℎ 

𝑘 = −𝑑𝑚á𝑥 𝑙 + 𝑑𝑚á𝑥 𝑙ℎ + 𝑑𝑚á𝑥 𝑚 + 𝑑𝑚í𝑛 𝑙 − 𝑑𝑚í𝑛 𝑚 

𝑹𝟐𝟑 =
12

𝑙3
(
(𝑙 − 𝑚)(𝑙3 − 6 𝑙 𝑙ℎ

2 + 4 𝑙ℎ
3)

6 𝑙
+ (

𝑑𝑚í𝑛 𝑙ℎ
𝑑𝑚á𝑥 − 𝑑𝑚í𝑛

)
3

(
1

2 𝑘2
[−𝑑𝑚á𝑥

2 𝑙 𝑙ℎ +(𝑑𝑚á𝑥 𝑙ℎ)
2 + 𝑑𝑚á𝑥

2 𝑙ℎ 𝑚 + 𝑑𝑚á𝑥 𝑑𝑚í𝑛 𝑙 𝑙ℎ 

−𝑑𝑚á𝑥 𝑑𝑚í𝑛 𝑙ℎ 𝑚] +
1

𝑘
[𝑑𝑚á𝑥 𝑙 − 2 𝑑𝑚á𝑥 𝑙ℎ + 𝑑𝑚á𝑥 𝑚−𝑑𝑚í𝑛 𝑙 − 𝑑𝑚í𝑛 𝑚] +

𝑑𝑚á𝑥
2 𝑙

𝑑𝑚í𝑛
2 𝑙ℎ

+
𝑑𝑚á𝑥

2 𝑚

𝑑𝑚í𝑛
2 𝑙

−
𝑑𝑚á𝑥

2 𝑚

𝑑𝑚í𝑛
2 𝑙ℎ

− (
𝑑𝑚á𝑥
𝑑𝑚í𝑛

)
2

 

−
3 𝑑𝑚á𝑥 𝑙

𝑑𝑚í𝑛 𝑙ℎ
−
4 𝑑𝑚á𝑥 𝑚

𝑑𝑚í𝑛 𝑙
+
3 𝑑𝑚á𝑥 𝑚

𝑑𝑚í𝑛 𝑙ℎ
+
4 𝑑𝑚á𝑥
𝑑𝑚í𝑛

−
1

2

𝑑𝑚í𝑛 𝑙

𝑑𝑚á𝑥 𝑙ℎ
+
1

2

𝑑𝑚í𝑛 𝑚

𝑑𝑚á𝑥 𝑙ℎ
+
5

2

𝑙

𝑙ℎ
+
3 𝑚

𝑙
−
5

2

𝑚

𝑙ℎ
−
3

2
+
2 𝑚

𝑙
ln (

𝑑𝑚á𝑥
𝑑𝑚í𝑛

) 

+ ln [
(𝑑𝑚í𝑛 𝑙ℎ)

2

𝑑𝑚á𝑥 𝑙ℎ
] − ln(𝑘))) 

P
ro

gram
a p

ara e
l an

álisis d
e m

arco
s d

e secció
n

 co
n

stan
te

 y 

variab
le b

asad
o

 en
 so

lu
cio

n
es co

n
d

en
sad

as p
ara el an

álisis 

estru
ctu

ral 

4
7

 



 

  

Resumen de las fórmulas de constantes de carga (sección rectangular) 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Para la viga (carga concentrada): 

Si m ≤ 𝑙ℎ 

𝑘 = −𝑑𝑚á𝑥 𝑙ℎ + 𝑑𝑚á𝑥 𝑚 − 𝑑𝑚í𝑛 𝑚 

𝑹𝟑𝟐 =
12

 𝑙3
(
𝑚(𝑙3 − 6 𝑙 𝑙ℎ

2 + 4 𝑙ℎ
3)

6 𝑙
+ (

𝑑𝑚í𝑛 𝑙ℎ
𝑑𝑚á𝑥 − 𝑑𝑚í𝑛

)
3

(
1

2 𝑘2
[(𝑑𝑚á𝑥 𝑙ℎ)

2 − 𝑑𝑚á𝑥
2 𝑙ℎ 𝑚 + 𝑑𝑚á𝑥 𝑑𝑚í𝑛 𝑙ℎ 𝑚] 

+
2 𝑑𝑚á𝑥 𝑙ℎ − 𝑑𝑚á𝑥 𝑚 + 𝑑𝑚í𝑛 𝑚

𝑘
−
𝑑𝑚á𝑥

2 𝑚

𝑑𝑚í𝑛
2 𝑙

+
𝑑𝑚á𝑥

2 𝑚

𝑑𝑚í𝑛
2 𝑙ℎ

+
4 𝑑𝑚á𝑥 𝑚

𝑑𝑚í𝑛 𝑙
−
3 𝑑𝑚á𝑥 𝑚

𝑑𝑚í𝑛 𝑙ℎ
−
1

2

𝑑𝑚í𝑛 𝑚

𝑑𝑚á𝑥 𝑙ℎ
−
3 𝑚

𝑙
+
5

2

𝑚

𝑙ℎ
+
3

2
 

+
2 𝑚

𝑙
ln (

𝑑𝑚í𝑛
𝑑𝑚á𝑥

) + ln (
𝑑𝑚á𝑥 𝑙ℎ
|𝑘|

))) 

 

Si 𝑙ℎ < m ≤ 𝑙 − 𝑙ℎ 

𝑹𝟑𝟐 =
12

𝑙3
(
𝑙3 𝑚 − 2 𝑙 𝑙ℎ

3 − 3 𝑙 𝑙ℎ
2 𝑚 − 𝑙 𝑚3 + 4 𝑙ℎ

3 𝑚

6 𝑙
+ (

𝑑𝑚í𝑛 𝑙ℎ
𝑑𝑚á𝑥 − 𝑑𝑚í𝑛

)
3

(−
𝑑𝑚á𝑥

2 𝑚

𝑑𝑚í𝑛
2 𝑙

+
1

2

𝑑𝑚á𝑥
2 𝑚

𝑑𝑚í𝑛
2 𝑙ℎ

+
1

2
(
𝑑𝑚á𝑥
𝑑𝑚í𝑛

)
2

 

+
4 𝑑𝑚á𝑥 𝑚

𝑑𝑚í𝑛 𝑙
−
3

2

𝑑𝑚á𝑥 𝑚

𝑑𝑚í𝑛 𝑙ℎ
−
2 𝑑𝑚á𝑥
𝑑𝑚í𝑛

−
1

2

𝑑𝑚í𝑛 𝑚

𝑑𝑚á𝑥 𝑙ℎ
−
3 𝑚

𝑙
+
3

2

𝑚

𝑙ℎ
+
3

2
+
2 𝑚

𝑙
ln (

𝑑𝑚í𝑛
𝑑𝑚á𝑥

) + ln (
𝑑𝑚á𝑥
𝑑𝑚í𝑛

))) 
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Resumen de las fórmulas de constantes de carga (sección rectangular) 

 

 

 

 

Para la viga (carga concentrada): 

 

Si m > 𝑙 − 𝑙ℎ 

𝑘 = −𝑑𝑚á𝑥 𝑙 + 𝑑𝑚á𝑥 𝑙ℎ + 𝑑𝑚á𝑥 𝑚 + 𝑑𝑚í𝑛 𝑙 − 𝑑𝑚í𝑛 𝑚 

𝑹𝟑𝟐 =
12

𝑙3
(
(𝑙 − 𝑚)(−2 𝑙ℎ + 𝑙)(𝑙

2 − 𝑙 𝑙ℎ + 𝑙ℎ
2)

3 𝑙
+ (

𝑑𝑚í𝑛 𝑙ℎ
𝑑𝑚á𝑥 − 𝑑𝑚í𝑛

)
3

(
1

2 𝑘2
[(𝑑𝑚á𝑥 𝑙)

2 + 2 𝑑𝑚á𝑥
2 𝑙 𝑙ℎ + 𝑑𝑚á𝑥

2 𝑙 𝑚 

−(𝑑𝑚á𝑥 𝑙ℎ)
2 − 𝑑𝑚á𝑥

2 𝑙ℎ 𝑚 + 2 𝑑𝑚á𝑥 𝑑𝑚í𝑛 𝑙
2 − 2 𝑑𝑚á𝑥 𝑑𝑚í𝑛 𝑙 𝑙ℎ − 2 𝑑𝑚á𝑥 𝑑𝑚í𝑛 𝑙 𝑚 + 𝑑𝑚á𝑥 𝑑𝑚í𝑛 𝑙ℎ 𝑚 − (𝑑𝑚í𝑛 𝑙)

2 

+𝑑𝑚í𝑛
2 𝑙 𝑚] +

1

𝑘
[−2 𝑑𝑚á𝑥 𝑙 + 2 𝑑𝑚á𝑥 𝑙ℎ + 𝑑𝑚á𝑥 𝑚 + 2 𝑑𝑚í𝑛 𝑙 − 𝑑𝑚í𝑛 𝑚] + (

𝑑𝑚á𝑥 𝑙

𝑑𝑚í𝑛 𝑙ℎ
)
2

−
𝑑𝑚á𝑥

2 𝑙

𝑑𝑚í𝑛
2 𝑙ℎ

−
1

2

𝑑𝑚á𝑥
2 𝑙 𝑚

(𝑑𝑚í𝑛 𝑙ℎ)
2
 

−
𝑑𝑚á𝑥

2 𝑚

𝑑𝑚í𝑛
2 𝑙

+
𝑑𝑚á𝑥

2 𝑚

𝑑𝑚í𝑛
2 𝑙ℎ

+ (
𝑑𝑚á𝑥
𝑑𝑚í𝑛

)
2

−
𝑑𝑚á𝑥 𝑙

2

𝑑𝑚í𝑛 𝑙ℎ
2 +

3 𝑑𝑚á𝑥 𝑙

𝑑𝑚í𝑛 𝑙ℎ
+
𝑑𝑚á𝑥 𝑙 𝑚

𝑑𝑚í𝑛 𝑙ℎ
2 +

4 𝑑𝑚á𝑥 𝑚

𝑑𝑚í𝑛 𝑙
−
3 𝑑𝑚á𝑥 𝑚

𝑑𝑚í𝑛 𝑙ℎ
−
4 𝑑𝑚á𝑥
𝑑𝑚í𝑛

−
1

2

𝑑𝑚í𝑛 𝑙

𝑑𝑚á𝑥 𝑙ℎ
 

−
1

2

𝑑𝑚í𝑛 𝑚

𝑑𝑚á𝑥 𝑙ℎ
+
1

2
(
𝑙

𝑙ℎ
)
2

−
2 𝑙

𝑙ℎ
−
1

2

𝑙 𝑚

𝑙ℎ
2 −

3 𝑚

𝑙
+
5

2

𝑚

𝑙ℎ
+
3

2
+
2 𝑚

𝑙
ln (

𝑑𝑚í𝑛
𝑑𝑚á𝑥

) + ln [
𝑑𝑚á𝑥 𝑙ℎ
(𝑑𝑚í𝑛 𝑙ℎ)2

] + ln(𝑘))) 
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variable basado en soluciones condensadas para el análisis 

estructural 

 

I.3. Ejemplos 
Para comprobar los resultados de los parámetros se utilizarán los ejemplos 

presentados en las soluciones condensadas en la sección de marcos de sección 

variable por el método que emplea las gráficas, las cuales se han incluido en este 

proyecto en la sección de anexos. 

Ejemplo 1.- Obtener los valores de los parámetros elásticos y constantes de carga 

del siguiente marco. 

 

Además supóngase que el ancho de los miembros normal al plano del dibujo es de 

45.72 cm. 

Usando la notación de las gráficas, la longitud de la parte variable en el miembro    

1-2 se designa 𝑙ℎ y su longitud total 𝑙. La relación 𝑣, entre las longitudes: 

𝑣 =
𝑙ℎ
𝑙
=
6.096

6.096
= 1 

𝑡 = (
𝑚í𝑛 𝑑

𝑚á𝑥 𝑑
)
3

= (
0.61

1.22
)
3

= 0.125 

En la gráfica 6 y tomando los valores 𝑣 y 𝑡, el parámetro elástico 𝛼21 = 0.82. 

Usando el mismo procedimiento para el miembro 2-3 

𝑣 =
𝑙ℎ
𝑙
=
2.438

12.192
= 0.1999 ≈ 0.2 

𝑡 = (
𝑚í𝑛 𝑑

𝑚á𝑥 𝑑
)
3

= (
0.91

1.52
)
3

= (0.6)3 = 0.216 
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De las gráfica 1 y 2 se obtienen los siguientes valores 𝛼23 = 𝛼32 = 2.92 y 

 𝛽23 = 𝛽32 = 1.82 

Las tablas 1 y 2, dan los valores de las constantes de los miembros de sección 

transversal variable para la carga unitaria concentrada sobre el miembro. Para una 

carga aplicada sobre el tercio del claro medido desde el soporte izquierdo y con 𝑣 =

0.2 y 𝑡 = 0.216, se obtienen por interpolación los siguientes valores numéricos para 

las constantes de carga: 

Para el extremo izquierdo 𝑅23 = 0.680, para el derecho 𝑅32 = 0.557. 

 

Ahora utilizando las fórmulas: 

Se aplica la fórmula para la columna, h = 𝑙 (longitud total del elemento). 

𝛼21 =
12

𝑙3
(
(𝑙 − 𝑙ℎ)

3

3
+

(𝑑𝑚í𝑛 × 𝑙ℎ)
3

(𝑑𝑚á𝑥 − 𝑑𝑚í𝑛)3
(
1

2
(
𝑑𝑚á𝑥 𝑙

𝑑𝑚í𝑛 𝑙ℎ
)
2

−
𝑑𝑚á𝑥

2 𝑙 

𝑑𝑚í𝑛
2 𝑙ℎ

+
1

2
(
𝑑𝑚á𝑥
𝑑𝑚í𝑛

)
2

−
𝑑𝑚á𝑥 𝑙

2

𝑑𝑚í𝑛 𝑙ℎ
2 

+
3 𝑑𝑚á𝑥 𝑙

𝑑𝑚í𝑛 𝑙ℎ
−
2 𝑑𝑚á𝑥
𝑑𝑚í𝑛

+
𝑑𝑚í𝑛 𝑙

2

𝑑𝑚á𝑥 𝑙ℎ
2 +

 𝑑𝑚í𝑛 𝑙

𝑑𝑚á𝑥 𝑙ℎ
 −
1

2
(
𝑑𝑚í𝑛 𝑙

𝑑𝑚á𝑥 𝑙ℎ
)
2

−
3 𝑙

 𝑙ℎ
+
3

2
+ ln (

𝑑𝑚á𝑥
𝑑𝑚í𝑛

))) 

 

𝛼21 =
12

6.0963
(
(6.096 − 6.096)3

3
+ (

0.6096 × 6.096

1.2192 − 0.6096
)
3

(
1

2
(
1.2192 × 6.096

0.6096 × 6.096
)
2

 

−
1.21922 × 6.096

0.60962 × 6.096
+
1

2
(
1.2192

0.6096
)
2

−
1.2192 × 6.0962

0.6096 × 6.0962
+
3 × 1.2192 × 6.096

0.6096 × 6.096
 

−
2 × 1.2192

0.6096
+
0.6096 × 6.0962

1.2192 × 6.0962
+
0.6096 × 6.096

1.2192 × 6.096
−
1

2
(
0.6096 × 6.096

1.2192 × 6.096
)
2

−
3 × 6.096

6.096
 

+1.5 + 0.69314)) =
12

226.5348
(226.5348(2 − 4 + 2 − 2 + 6 − 4 + 0.5 + 0.5 

−0.125 − 3 + 1.5 + 0.69314) = 12(0.06814) 

 

𝛼21 = 0.81768 
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𝛼23 = 𝛼32 =
12

𝑙3
([
(𝑙 − 𝑙ℎ)

3 − 𝑙ℎ
3

3
] +

(𝑙ℎ 𝑑𝑚í𝑛)
3

(𝑑𝑚á𝑥 − 𝑑𝑚í𝑛)3
(
1

2
(
𝑑𝑚á𝑥 𝑙

𝑑𝑚í𝑛 𝑙ℎ
)
2

−
𝑑𝑚á𝑥

2 𝑙

𝑑𝑚í𝑛
2 𝑙ℎ

 

+(
𝑑𝑚á𝑥
𝑑𝑚í𝑛

)
2

−
𝑑𝑚á𝑥 𝑙

2

𝑑𝑚í𝑛 𝑙ℎ
2 +

3 𝑑𝑚á𝑥 𝑙

𝑑𝑚í𝑛 𝑙ℎ
−
4 𝑑𝑚á𝑥
𝑑𝑚í𝑛

−
1

2
(
𝑑𝑚í𝑛 𝑙

𝑑𝑚á𝑥 𝑙ℎ
)
2

+
𝑑𝑚í𝑛 𝑙

2

𝑑𝑚á𝑥 𝑙ℎ
2 +

𝑑𝑚í𝑛 𝑙

𝑑𝑚á𝑥 𝑙ℎ
−
3 𝑙

𝑙ℎ
 

+3 + 2 ln (
𝑑𝑚á𝑥
𝑑𝑚í𝑛

))) 

 

𝛼23 = 𝛼32 =
12

12.1923
(
(12.192 − 2.4384)3 − 2.43843

3
+ (

0.9144 × 2.4384

1.524 − 0.9144
)
3

 

(
1

2
(
1.524 × 12.192

0.9144 × 2.4384
)
2

−
1.5242 × 12.192

0.91442 × 2.4384
+ (

1.524

0.9144
)
2

−
1.524 × 12.1922

0.9144 × 2.43842
 

+
3 × 1.524 × 12.192

0.9144 × 2.4384
−
4 × 1.524

0.9144
−
1

2
(
0.9144 × 12.192

1.524 × 2.4384
)
2

+
0.9144 × 12.1922

1.524 × 2.43842
 

+
0.9144 × 12.192

1.524 × 2.4384
−
3 × 12.192

2.4384
+ 3 + 2 ln (

1.524

0.9144
))) 

 

𝛼23 = 𝛼32 =
12

1812.2782
(304.4627 + 48.9315(34.7222 − 13.8889 + 2.7778 

−41.667 + 25 − 6.667 − 4.5 + 15 + 3 − 15 + 3 + 1.0217)) 

=
12

1812.2782
(304.4627 + 48.9315(2.7988)) 

 

𝛼23 = 𝛼32 = 2.9228 

 

𝛽23 = 𝛽32 =
12

𝑙3
([
1

6
𝑙3 − 𝑙 𝑙ℎ

2 +
2

3
𝑙ℎ
3] +

(𝑙ℎ 𝑑𝑚í𝑛)
3

(𝑑𝑚á𝑥 − 𝑑𝑚í𝑛)3
(
𝑑𝑚á𝑥

2 𝑙

𝑑𝑚í𝑛
2 𝑙ℎ

− (
𝑑𝑚á𝑥
𝑑𝑚í𝑛

)
2

 

−
3 𝑑𝑚á𝑥 𝑙

𝑑𝑚í𝑛 𝑙ℎ
+
4 𝑑𝑚á𝑥
𝑑𝑚í𝑛

−
𝑑𝑚í𝑛 𝑙

𝑑𝑚á𝑥 𝑙ℎ
+
3 𝑙

𝑙ℎ
− 3 + 2 ln (

𝑑𝑚í𝑛
𝑑𝑚á𝑥

))) 
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𝛽23 = 𝛽32 =
12

12.1923
(
12.1923

6
− (12.192 × 2.43842) +

2 × 2.43843

3
 

+(
0.9144 × 2.4384

1.524 − 0.9144
)
3

(
1.5242 × 12.192

0.91442 × 2.4384
− (

1.524

0.9144
)
2

−
3 × 1.524 × 12.192

0.9144 × 2.4384
 

+
4 × 1.524

0.9144
−
0.9144 × 12.192

1.524 × 2.4384
+
3 × 12.192

2.4384
− 3 + 2 ln (

0.9144

1.524
)) 

 

𝛽23 = 𝛽32 =
12

1812.2782
(302.0464 − 72.4911 + 9.6655 + 48.9315(13.8889 − 2.7778 

−25 + 6.667 − 3 + 15 − 3 − 1.0217) =
12

1812.2782
(239.2208 + 48.9315(0.7564)) 

 

𝛽23 = 𝛽32 = 1.8291 

 

𝑅23 =
12

𝑙3
(
2 𝑙3 𝑚 − 3 (𝑙 𝑙ℎ)

2 − 3(𝑙 𝑚)2 + 2 𝑙 𝑙ℎ
3 + 3 𝑙 𝑙ℎ

2 𝑚 + 𝑙 𝑚3 − 4 𝑙ℎ
3 𝑚

6 𝑙
 

+
(𝑙ℎ 𝑑𝑚í𝑛)

3

(𝑑𝑚á𝑥 − 𝑑𝑚í𝑛)3
(
1

2

𝑑𝑚á𝑥
2 𝑙

𝑑𝑚í𝑛
2 𝑙ℎ

+
𝑑𝑚á𝑥

2 𝑚

𝑑𝑚í𝑛
2 𝑙

−
1

2

𝑑𝑚á𝑥
2 𝑚

𝑑𝑚í𝑛
2 𝑙ℎ

−
1

2
(
𝑑𝑚á𝑥
𝑑𝑚í𝑛

)
2

−
3

2

𝑑𝑚á𝑥 𝑙

𝑑𝑚í𝑛 𝑙ℎ
 

−
4 𝑑𝑚á𝑥 𝑚

𝑑𝑚í𝑛 𝑙
+
3

2

𝑑𝑚á𝑥 𝑚

𝑑𝑚í𝑛 𝑙ℎ
+
2 𝑑𝑚á𝑥
𝑑𝑚í𝑛

−
1

2

𝑑𝑚í𝑛 𝑙

𝑑𝑚á𝑥 𝑙ℎ
+
1

2

𝑑𝑚í𝑛 𝑚

𝑑𝑚á𝑥 𝑙ℎ
+
3

2

𝑙

𝑙ℎ
+
3 𝑚

𝑙
−
3

2

𝑚

𝑙ℎ
 

−
3

2
+
2 𝑚

𝑙
ln (

𝑑𝑚á𝑥
𝑑𝑚í𝑛

) + ln (
𝑑𝑚í𝑛
𝑑𝑚á𝑥

))) 

 

𝑅23 =
12

12.1923
(

1

6 × 12.192
((2 × 12.1923 × 4.06) − 3 (12.192 × 2.4384)2 

−3 (12.192 × 4.06)2 + 2(12.192 × 2.43843) + 3(12.192 × 2.43842 × 4.06) 

+12.192 × 4.063 − 4(2.43843 × 4.06)) + (
0.9144 × 2.4384

1.524 − 0.9144
)
3

(
1.5242 × 12.192

2 × 0.91442 × 2.4384
 

+
1.5242 × 4.06

0.91442 × 12.192
−

1.5242 × 4.06

2 × 0.91442 × 2.4384
−
1

2
(
1.524

0.9144
)
2

−
3 × 1.524 × 12.192

2 × 0.9144 × 2.4384
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−
4 × 1.524 × 4.06

0.9144 × 12.192
+

3 × 1.524 × 4.06

2 × 0.9144 × 2.4384
+
2 × 1.524

0.9144
−

0.9144 × 12.192

2 × 1.524 × 2.4384
 

+
0.9144 × 4.06

2 × 1.524 × 2.4384
+
3 × 12.192

2 × 2.4384
+
3 × 4.06

12.192
−

3 × 4.06

2 × 2.4384
−
3

2
 

+
2 × 4.06

12.192
ln (

1.524

0.9144
) + ln (

0.9144

1.524
))) 

 

𝑅23 =
12

1812.2782
(86.4237 + 48.9315(6.9444 + 0.9250 − 2.3125 − 1.3889 

−12.5 − 2.22 + 4.1626 + 3.3333 − 1.5 + 0.4995 + 7.5 + 0.9990 − 2.4975 − 1.5 

+0.3402 − 0.5108) =
12

1812.2782
(89.2727 + 48.9315(0.2743)) 

 

𝑅23 = 0.68 

 

𝑅32 =
12

𝑙3
(
𝑙3 𝑚 − 2 𝑙 𝑙ℎ

3 − 3 𝑙 𝑙ℎ
2 𝑚 − 𝑙 𝑚3 + 4 𝑙ℎ

3 𝑚

6 𝑙
+

(𝑙ℎ 𝑑𝑚í𝑛)
3

(𝑑𝑚á𝑥 − 𝑑𝑚í𝑛)3
(−

𝑑𝑚á𝑥
2 𝑚

𝑑𝑚í𝑛
2 𝑙

 

+
1

2

𝑑𝑚á𝑥
2 𝑚

𝑑𝑚í𝑛
2 𝑙ℎ

+
1

2
(
𝑑𝑚á𝑥
𝑑𝑚í𝑛

)
2

+
4 𝑑𝑚á𝑥 𝑚

𝑑𝑚í𝑛 𝑙
−
3

2

𝑑𝑚á𝑥 𝑚

𝑑𝑚í𝑛 𝑙ℎ
−
2 𝑑𝑚á𝑥
𝑑𝑚í𝑛

−
1

2

𝑑𝑚í𝑛 𝑚

𝑑𝑚á𝑥 𝑙ℎ
−
3 𝑚

𝑙
+
3

2

𝑚

𝑙ℎ
 

+
3

2
+
2 𝑚

𝑙
ln (

𝑑𝑚í𝑛
𝑑𝑚á𝑥

) + ln (
𝑑𝑚á𝑥
𝑑𝑚í𝑛

))) 

 

𝑅32 =
12

12.1923
(

1

6 × 12.192
(12.1923 × 4.06 − 2(12.192 × 2.43843) 

−3(12.192 × 2.43842 × 4.06) − (12.192 × 4.063) + 4(2.43843 × 4.06)) 

+(
0.9144 × 2.4384

1.524 − 0.9144
)
3

(−
1.5242 × 4.06

0.91442 × 12.192
+

1.5242 × 4.06

2 × 0.91442 × 2.4384
+
1

2
(
1.524

0.9144
)
2

 

+
4 × 1.524 × 4.06

0.9144 × 12.192
−

3 × 1.524 × 4.06

2 × 0.9144 × 2.4384
−
2 × 1.524

0.9144
−

0.9144 × 4.06

2 × 1.524 × 2.4384
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−
3 × 4.06

12.192
+

3 × 4.06

2 × 2.4384
+ 1.5 +

2 × 4.06

12.192
ln (

0.9144

1.524
) + ln (

1.524

0.9144
))) 

 

𝑅32 =
12

1812.2782
(75.7451 + 48.9315(−0.9250 + 2.3125 + 1.3889 + 2.22 − 4.1626 

−3.3333 − 0.4995 − 0.9990 + 2.4975 + 1.5 − 0.3402 + 0.5108)) 

=
12

1812.2782
(75.7451 + 48.9315(0.1701)) 

 

𝑅32 = 0.5567 

 

 

 Por gráficas Por fórmulas 

𝛼21 0.82 0.81768 

𝛼23 = 𝛼32 2.92 2.9228 

𝛽23 = 𝛽32 1.82 1.8291 

𝑅23 0.680 0.68 

𝑅32 0.557 0.5567 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Tabla 1. Comparación de valores de los parámetros 

del ejemplo 1 
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Ejemplo 2.- Obtener los valores de los parámetros elásticos y constantes de carga 

del siguiente marco. 

 

 

Observando que la forma y dimensiones de los miembros de la estructura son las 

mismas que las de la estructura considerada en el ejemplo anterior: 

𝑣 = 1 𝑡 = 0.125 
 

El valor del parámetro elástico 𝛼 para el extremo menor del miembro se encuentra 

en la gráfica 5 el cual es 𝛼12 = 2.32. El valor del parámetro elástico 𝛼21, para el 

extremo mayor del miembro se encuentra en la gráfica 6, cuyo valor es 𝛼21 = 0.82, 

de la misma manera con la gráfica 7 se obtiene 𝛽12 = 0.69. 

Aplicando el mismo razonamiento para el elemento 2-3:  

𝑣 = 0.2 𝑡 = 0.216 
 

Y de las gráficas 1 y 2 se obtendrán los siguientes parámetros elásticos:  

𝛼23 = 𝛼32 = 2.92 𝛽23 = 1.82 
 

Las constantes de carga deberán determinarse en la etapa siguiente, para la carga 

dada sobre la viga. Como el miembro 2-3 y su carga son simétricos con respecto a 

la línea central del miembro, las constantes de carga son idénticas para ambos 

extremos del mismo. De la gráfica 11 se obtiene para 𝑣 = 0.2 t 𝑡 = 0.216 los valores 

de las constantes de carga resultan ser:  

𝑅23 = 𝑅32 = 0.457 
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𝛼12 =
12

𝑙3
(
(𝑙 − 𝑙ℎ)

3

3
+

(𝑙ℎ × 𝑑𝑚í𝑛)
3

(𝑑𝑚á𝑥 − 𝑑𝑚í𝑛)3
(
1

2
(
𝑑𝑚á𝑥
𝑑𝑚í𝑛

)
2

−
2 𝑑𝑚á𝑥
𝑑𝑚í𝑛

+
3

2
+ ln (

𝑑𝑚á𝑥
𝑑𝑚í𝑛

))) 

 

𝛼12 =
12

6.0963
(
(6.096 − 6.096)3

3
+ (

0.6096 × 6.096

1.2192 − 0.6096
)
3

(
1

2
(
1.2192

0.6096
)
2

−
2 × 1.2192

0.6096
 

+
3

2
+ ln (

1.2192

0.6096
)) 

𝛼12 =
12

226.5348
(226.5348(2 − 4 + 1.5 + 0.6931)) =

12

226.5348
(43.7439) 

 

𝛼12 = 2.3172 

 

𝛼21 =
12

𝑙3
(
(𝑙 − 𝑙ℎ)

3

3
+

(𝑙ℎ × 𝑑𝑚í𝑛)
3

(𝑑𝑚á𝑥 − 𝑑𝑚í𝑛)3
(
1

2
(
𝑑𝑚á𝑥 𝑙

𝑑𝑚í𝑛 𝑙ℎ
)
2

−
𝑑𝑚á𝑥

2 𝑙 

𝑑𝑚í𝑛
2 𝑙ℎ

+
1

2
(
𝑑𝑚á𝑥
𝑑𝑚í𝑛

)
2

−
𝑑𝑚á𝑥 𝑙

2

𝑑𝑚í𝑛 𝑙ℎ
2 

+
3 𝑑𝑚á𝑥 𝑙

𝑑𝑚í𝑛 𝑙ℎ
−
2 𝑑𝑚á𝑥
𝑑𝑚í𝑛

+
𝑑𝑚í𝑛 𝑙

2

𝑑𝑚á𝑥 𝑙ℎ
2 +

 𝑑𝑚í𝑛 𝑙

𝑑𝑚á𝑥 𝑙ℎ
 −
1

2
(
𝑑𝑚í𝑛 𝑙

𝑑𝑚á𝑥 𝑙ℎ
)
2

−
3 𝑙

 𝑙ℎ
+
3

2
+ ln (

𝑑𝑚á𝑥
𝑑𝑚í𝑛

))) 

 

𝛼21 =
12

6.0963
(
(6.096 − 6.096)3

3
+ (

0.6096 × 6.096

1.2192 − 0.6096
)
3

(
1

2
(
1.2192 × 6.096

0.6096 × 6.096
)
2

 

−
1.21922 × 6.096

0.60962 × 6.096
+
1

2
(
1.2192

0.6096
)
2

−
1.2192 × 6.0962

0.6096 × 6.0962
+
3 × 1.2192 × 6.096

0.6096 × 6.096
 

−
2 × 1.2192

0.6096
+
0.6096 × 6.0962

1.2192 × 6.0962
+
0.6096 × 6.096

1.2192 × 6.096
−
1

2
(
0.6096 × 6.096

1.2192 × 6.096
)
2

−
3 × 6.096

6.096
 

+1.5 + 0.69314)) =
12

226.5348
(226.5348(2 − 4 + 2 − 2 + 6 − 4 + 0.5 + 0.5 

−0.125 − 3 + 1.5 + 0.69314) = 12(0.06814) 

 

𝛼21 = 0.81768 

 



 

58 
 

Programa para el análisis de marcos de sección constante y 

variable basado en soluciones condensadas para el análisis 

estructural 

 

𝛽12 = 𝛽21 =
12

𝑙3
([
(𝑙 + 2 𝑙ℎ)(𝑙 − 𝑙ℎ)

2

6
] +

(𝑙ℎ 𝑑𝑚í𝑛)
3

(𝑑𝑚á𝑥 − 𝑑𝑚í𝑛)3
(
1

2

𝑑𝑚á𝑥
2 𝑙

𝑑𝑚í𝑛
2 𝑙ℎ

−
1

2
(
𝑑𝑚á𝑥
𝑑𝑚í𝑛

)
2

 

−
3

2

𝑑𝑚á𝑥 𝑙

𝑑𝑚í𝑛 𝑙ℎ
+
2 𝑑𝑚á𝑥
𝑑𝑚í𝑛

−
1

2

𝑑𝑚í𝑛 𝑙

𝑑𝑚á𝑥 𝑙ℎ
+
3

2

𝑙

𝑙ℎ
−
3

2
+ ln (

𝑑𝑚í𝑛
𝑑𝑚á𝑥

))) 

 

𝛽12 =
12

6.0963
(
(6.096 + 2 × 6.096)(6.096 − 6.096)2

6
+ (

0.6096 × 6.096

1.2192 − 0.6096
)
3

 

(
1.21922 × 6.096

2 × 0.60962 × 6.096
−
1

2
(
1.2192

0.6096
)
2

−
3 × 1.2192 × 6.096

2 × 0.6096 × 6.096
+
2 × 1.2192

0.6096
 

−
0.6096 × 6.096

2 × 1.2192 × 6.096
+
3 × 6.096

2 × 6.096
− 1.5 + ln (

0.6096

1.2192
))) 

 

𝛽12 =
12

6.0963
(226.5348(2 − 2 − 3 + 4 − 0.25 + 1.5 − 1.5 − 0.6931)) 

 

𝛽12 = 0.6828 

 

 

𝛼23 = 𝛼32 =
12

𝑙3
([
(𝑙 − 𝑙ℎ)

3 − 𝑙ℎ
3

3
] +

(𝑙ℎ 𝑑𝑚í𝑛)
3

(𝑑𝑚á𝑥 − 𝑑𝑚í𝑛)3
(
1

2
(
𝑑𝑚á𝑥 𝑙

𝑑𝑚í𝑛 𝑙ℎ
)
2

−
𝑑𝑚á𝑥

2 𝑙

𝑑𝑚í𝑛
2 𝑙ℎ

 

+(
𝑑𝑚á𝑥
𝑑𝑚í𝑛

)
2

−
𝑑𝑚á𝑥 𝑙

2

𝑑𝑚í𝑛 𝑙ℎ
2 +

3 𝑑𝑚á𝑥 𝑙

𝑑𝑚í𝑛 𝑙ℎ
−
4 𝑑𝑚á𝑥
𝑑𝑚í𝑛

−
1

2
(
𝑑𝑚í𝑛 𝑙

𝑑𝑚á𝑥 𝑙ℎ
)
2

+
𝑑𝑚í𝑛 𝑙

2

𝑑𝑚á𝑥 𝑙ℎ
2 +

𝑑𝑚í𝑛 𝑙

𝑑𝑚á𝑥 𝑙ℎ
−
3 𝑙

𝑙ℎ
 

+3 + 2 ln (
𝑑𝑚á𝑥
𝑑𝑚í𝑛

))) 
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𝛼23 = 𝛼32 =
12

1812.2782
(304.4627 + 48.9315(34.7222 − 13.8889 + 2.7778 

−41.667 + 25 − 6.667 − 4.5 + 15 + 3 − 15 + 3 + 1.0217)) 

=
12

1812.2782
(304.4627 + 48.9315(2.7988)) 

 

𝛼23 = 𝛼32 = 2.9228 

 

 

𝛽23 = 𝛽32 =
12

𝑙3
([
1

6
𝑙3 − 𝑙 𝑙ℎ

2 +
2

3
𝑙ℎ
3] +

(𝑙ℎ 𝑑𝑚í𝑛)
3

(𝑑𝑚á𝑥 − 𝑑𝑚í𝑛)3
(
𝑑𝑚á𝑥

2 𝑙

𝑑𝑚í𝑛
2 𝑙ℎ

− (
𝑑𝑚á𝑥
𝑑𝑚í𝑛

)
2

 

−
3 𝑑𝑚á𝑥 𝑙

𝑑𝑚í𝑛 𝑙ℎ
+
4 𝑑𝑚á𝑥
𝑑𝑚í𝑛

−
𝑑𝑚í𝑛 𝑙

𝑑𝑚á𝑥 𝑙ℎ
+
3 𝑙

𝑙ℎ
− 3 + 2 ln (

𝑑𝑚í𝑛
𝑑𝑚á𝑥

))) 

 

𝛽23 = 𝛽32 =
12

1812.2782
(302.0464 − 72.4911 + 9.6655 + 48.9315(13.8889 − 2.7778 

−25 + 6.667 − 3 + 15 − 3 − 1.0217) =
12

1812.2782
(239.2208 + 48.9315(0.7564)) 

 

𝛽23 = 𝛽32 = 1.8291 

 

 

𝑅23 = 𝑅32 =
12

𝑙4
(
𝑙 (−2 𝑙ℎ + 𝑙)(𝑙

2 + 2 𝑙 𝑙ℎ − 2 𝑙ℎ
2)

24
+

(𝑙ℎ 𝑑𝑚í𝑛)
3

(𝑑𝑚á𝑥 − 𝑑𝑚í𝑛)4
(
1

4

𝑑𝑚á𝑥
3 𝑙2

𝑑𝑚í𝑛
2 𝑙ℎ

 

−
1

4

𝑑𝑚á𝑥
3 𝑙

𝑑𝑚í𝑛
2 −

(𝑑𝑚á𝑥 𝑙)
2

 𝑑𝑚í𝑛 𝑙ℎ
+
5

4

𝑑𝑚á𝑥
2 𝑙

𝑑𝑚í𝑛
+
3

2

𝑑𝑚á𝑥 𝑙
2

𝑙ℎ
−
7

4
𝑑𝑚á𝑥 𝑙 +

1

4

(𝑑𝑚í𝑛 𝑙)
2

𝑑𝑚á𝑥 𝑙ℎ
−
𝑑𝑚í𝑛 𝑙

2

𝑙ℎ
 

+
3

4
𝑑𝑚í𝑛 𝑙 +

1

2
𝑑𝑚á𝑥 𝑙 ln (

𝑑𝑚í𝑛
𝑑𝑚á𝑥

)+
1

2
𝑑𝑚í𝑛 𝑙 ln (

𝑑𝑚á𝑥
𝑑𝑚í𝑛

))) 
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𝑅23 = 𝑅32 =
12

12.1924
(
12.192

24
(−2 ∙ 2.4384 + 12.192)(12.1922 + 2(12.192 ∙ 2.4384) 

−2 ∙ 2.43842) +
(0.9144 × 2.4384)3

(1.524 − 0.9144)4
(

1.5243 × 12.1922

4 × 0.91442 × 2.4384
−
1.5243 × 12.192

4 × 0.91442
 

−
(1.524 × 12.192)2

0.9144 × 2.4384
+
5 × 1.5242 × 12.192

4 × 0.9144
+
3 × 1.524 × 12.1922

2 × 2.4384
 

−
7

4
(1.524 × 12.192) +

(0.9144 × 12.192)2

4 × 1.524 × 2.4384
−
0.9144 × 12.1922

2.4384
 

+
3

4
(0.9144 × 12.192) +

1.524 ∙ 12.192

2
ln (

0.9144

1.524
) +

0.9144 ∙ 12.192

2
ln (

1.524

0.9144
))) 

 

𝑅23 = 𝑅32 =
12

12.1924
(729.1448 + 80.2682(64.516 − 12.9032 − 154.8384 + 38.7096 

+139.3546 − 32.5161 + 8.3613 − 55.7418 + 8.3613 − 4.7457 + 2.8474) 

𝑅23 = 𝑅32 =
12

12.1924
(729.1448 + 80.2682(1.405)) 

 

𝑅23 = 𝑅32 = 0.4572 

 

 

 Por gráficas Por fórmulas 

𝛼12 2.32 2.3172 

𝛼21 0.82 0.81768 

𝛽12 0.69 0.6828 

𝛼23 = 𝛼32 2.92 2.9228 

𝛽23 1.82 1.8291 

𝑅23 = 𝑅32 0.457 0.4572 

 

 

 

Tabla 2. Comparación de valores de los parámetros 

del ejemplo 2 
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Ejemplo 3.- Obtener los valores de los parámetros elásticos y constantes de carga 

del siguiente marco. 

 

 

Como la estructura es idéntica a la analizada en el ejemplo anterior, resulta aparente 

que los parámetros elásticos son los mismos que los determinados en dicho 

ejemplo. 

Aislando al miembro 1-2 y obteniendo las constantes geométricas del miembro: 

𝑣 =
𝑙ℎ
𝑙
=
6.096

6.096
= 1 𝑡 = (

𝑚í𝑛 𝑑

𝑚á𝑥 𝑑
)
3

= (
0.61

1.22
)
3

= 0.125 

 

Las constantes de carga se determinan de las tablas 5 y 6, resumiendo: 

𝑅12 = 0.164 𝑅21 = 0.154 
 

𝛼12 = 2.32 𝛽12 = 0.69 𝛼21 = 0.82 
 

𝛼12 =
12

𝑙3
(
(𝑙 − 𝑙ℎ)

3

3
+

(𝑙ℎ × 𝑑𝑚í𝑛)
3

(𝑑𝑚á𝑥 − 𝑑𝑚í𝑛)3
(
1

2
(
𝑑𝑚á𝑥
𝑑𝑚í𝑛

)
2

−
2 𝑑𝑚á𝑥
𝑑𝑚í𝑛

+
3

2
+ ln (

𝑑𝑚á𝑥
𝑑𝑚í𝑛

))) 

𝛼12 =
12

226.5348
(226.5348(2 − 4 + 1.5 + 0.6931)) =

12

226.5348
(43.7439) 

 

𝛼12 = 2.3172 
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𝛽12 = 𝛽21 =
12

𝑙3
([
(𝑙 + 2 𝑙ℎ)(𝑙 − 𝑙ℎ)

2

6
] +

(𝑙ℎ 𝑑𝑚í𝑛)
3

(𝑑𝑚á𝑥 − 𝑑𝑚í𝑛)3
(
1

2

𝑑𝑚á𝑥
2 𝑙

𝑑𝑚í𝑛
2 𝑙ℎ

−
1

2
(
𝑑𝑚á𝑥
𝑑𝑚í𝑛

)
2

 

−
3

2

𝑑𝑚á𝑥 𝑙

𝑑𝑚í𝑛 𝑙ℎ
+
2 𝑑𝑚á𝑥
𝑑𝑚í𝑛

−
1

2

𝑑𝑚í𝑛 𝑙

𝑑𝑚á𝑥 𝑙ℎ
+
3

2

𝑙

𝑙ℎ
−
3

2
+ ln (

𝑑𝑚í𝑛
𝑑𝑚á𝑥

))) 

𝛽12 =
12

6.0963
(226.5348(2 − 2 − 3 + 4 − 0.25 + 1.5 − 1.5 − 0.6931)) 

 

𝛽12 = 0.6828 

 

𝛼21 =
12

𝑙3
(
(𝑙 − 𝑙ℎ)

3

3
+

(𝑙ℎ × 𝑑𝑚í𝑛)
3

(𝑑𝑚á𝑥 − 𝑑𝑚í𝑛)3
(
1

2
(
𝑑𝑚á𝑥 𝑙

𝑑𝑚í𝑛 𝑙ℎ
)
2

−
𝑑𝑚á𝑥

2 𝑙 

𝑑𝑚í𝑛
2 𝑙ℎ

+
1

2
(
𝑑𝑚á𝑥
𝑑𝑚í𝑛

)
2

−
𝑑𝑚á𝑥 𝑙

2

𝑑𝑚í𝑛 𝑙ℎ
2 

+
3 𝑑𝑚á𝑥 𝑙

𝑑𝑚í𝑛 𝑙ℎ
−
2 𝑑𝑚á𝑥
𝑑𝑚í𝑛

+
𝑑𝑚í𝑛 𝑙

2

𝑑𝑚á𝑥 𝑙ℎ
2 +

 𝑑𝑚í𝑛 𝑙

𝑑𝑚á𝑥 𝑙ℎ
 −
1

2
(
𝑑𝑚í𝑛 𝑙

𝑑𝑚á𝑥 𝑙ℎ
)
2

−
3 𝑙

 𝑙ℎ
+
3

2
+ ln (

𝑑𝑚á𝑥
𝑑𝑚í𝑛

))) 

𝛼21 =
12

226.5348
(226.5348(2 − 4 + 2 − 2 + 6 − 4 + 0.5 + 0.5 − 0.125 − 3 + 1.5 

+0.69314) = 12(0.06814) 

 

𝛼21 = 0.81768 

 

𝑘 = −𝑑𝑚á𝑥 𝑙 + 𝑑𝑚á𝑥 𝑙ℎ + 𝑑𝑚á𝑥 𝑚 + 𝑑𝑚í𝑛 𝑙 − 𝑑𝑚í𝑛 𝑚 

 

𝑅12 =
12

𝑙3
([
(𝑙 − 𝑚) (𝑙 − 𝑙ℎ)

2 (𝑙 + 2 𝑙ℎ)

6 𝑙
] + (

𝑙ℎ 𝑑𝑚í𝑛
𝑑𝑚á𝑥 − 𝑑𝑚í𝑛

)
3

(
1

2 𝑘2
[(𝑑𝑚á𝑥 𝑙ℎ)

2 

−(𝑑𝑚á𝑥
2 𝑙 𝑙ℎ) + (𝑑𝑚á𝑥

2 𝑙ℎ 𝑚) + (𝑑𝑚á𝑥 𝑑𝑚í𝑛 𝑙 𝑙ℎ)−𝑑𝑚á𝑥 𝑑𝑚í𝑛 𝑙ℎ 𝑚 ] 

+
[𝑑𝑚á𝑥 𝑙 − 2 𝑑𝑚á𝑥 𝑙ℎ − 𝑑𝑚á𝑥 𝑚 − 𝑑𝑚í𝑛 𝑙 + 𝑑𝑚í𝑛 𝑚]

𝑘
+
1

2

𝑑𝑚á𝑥
2 𝑙

𝑑𝑚í𝑛
2 𝑙ℎ

+
1

2

𝑑𝑚á𝑥
2 𝑚

𝑑𝑚í𝑛
2 𝑙

 

−
1

2

𝑑𝑚á𝑥
2 𝑚

𝑑𝑚í𝑛
2 𝑙ℎ

−
1

2
(
𝑑𝑚á𝑥
𝑑𝑚í𝑛

)
2

−
3

2

𝑑𝑚á𝑥 𝑙

𝑑𝑚í𝑛 𝑙ℎ
−
2 𝑑𝑚á𝑥 𝑚

𝑑𝑚í𝑛 𝑙
+
3

2

𝑑𝑚á𝑥 𝑚

𝑑𝑚í𝑛 𝑙ℎ
+
2 𝑑𝑚á𝑥
𝑑𝑚í𝑛

+
𝑙

𝑙ℎ
+
3

2

𝑚

𝑙
−
𝑚

𝑙ℎ
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+
𝑚

𝑙
ln (

𝑑𝑚á𝑥
𝑑𝑚í𝑛

)+ ln (
𝑑𝑚í𝑛 𝑙ℎ
𝑘

))) 

 

𝑘 = −(1.2192 × 6.096) + (1.2192 ×  6.096) + (1.2192 × 4.572) + (0.6096 × 6.096)

− (0.6096 × 4.572) = 6.5032 

 

𝑅12 =
12

6.0963
([
(6.096 − 4.572) (6.096 − 6.096)2 (6.096 + 2 × 6.096)

6 × 6.096
] 

+(
0.6096 × 6.096

1.2192 − 0.6096
)
3

(
1

2(6.5032)2
[(1.2192 × 6.096)2 − (1.21922 × 6.096 × 6.096) 

+(1.21922 × 6.096 × 4.572) + (1.2192 × 0.6096 × 6.096 × 6.096) 

−(1.2192 × 0.6096 × 6.096 × 4.572)] +
1

21.3677
[(1.2192 × 6.096) 

−(2 × 1.2192 × 6.096) − (1.2192 × 4.572) − (0.6096 × 6.096) + (0.6096 × 4.572)] 

+
1.21922 × 6.096

2 × 0.60962 × 6.096
+

1.21922 × 4.572

2 × 0.60962 × 6.096
−

1.21922 × 4.572

2 × 0.60962 × 6.096
−
1

2
(
1.2192

0.6096
)
2

 

−
3 × 1.2192 × 6.096

2 × 0.6096 × 6.096
−
2 × 1.2192 × 4.572

0.6096 × 6.096
+
3 × 1.2192 × 4.572

2 × 0.6096 × 6.096
+
2 × 1.2192

0.6096

+
6.096

6.096
+
3 × 4.572

2 × 6.096
−
4.572

6.096
+
4.572

6.096
ln (

1.2192

0.6096
) 

+ ln (
0.6096 × 6.096

6.5032
) 

 

𝑅12 =
12

226.5348
(226.5348(0.011822(55.2382 − 55.2382 + 41.4287 + 27.6191 

−20.7143) + 0.15377(7.4322 − 14.8645 − 5.5742 − 3.7161 + 2.7871) + 2 + 1.5 

−1.5 − 2 − 3 − 3 + 2.25 + 4 + 1 + 1.125 − 0.75 + 0.5199 − 0.5596) 

𝑅12 = 12(0.5714 − 2.1429 + 1.5853) 

 

𝑅12 = 0.1656 
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𝑅21 =
12

𝑙3
([
(𝑙 − 𝑚)(𝑙 − 𝑙ℎ)

3

3 𝑙
] + (

𝑙ℎ 𝑑𝑚í𝑛
𝑑𝑚á𝑥 − 𝑑𝑚í𝑛

)
3

(
1

2 𝑘2
[−(𝑑𝑚á𝑥 𝑙)

2 + 2 𝑑𝑚á𝑥
2 𝑙 𝑙ℎ 

+𝑑𝑚á𝑥
2 𝑙 𝑚 − (𝑑𝑚á𝑥 𝑙ℎ)

2 − 𝑑𝑚á𝑥
2 𝑙ℎ 𝑚 + 2 𝑑𝑚á𝑥 𝑑𝑚í𝑛 𝑙

2 − 2 𝑑𝑚á𝑥 𝑑𝑚í𝑛 𝑙 𝑙ℎ 

−2 𝑑𝑚á𝑥 𝑑𝑚í𝑛 𝑙 𝑚 + 𝑑𝑚á𝑥 𝑑𝑚í𝑛 𝑙ℎ 𝑚 − (𝑑𝑚í𝑛 𝑙)
2 + 𝑑𝑚í𝑛

2 𝑙 𝑚 ] 

+
[−2 𝑑𝑚á𝑥 𝑙 + 2 𝑑𝑚á𝑥 𝑙ℎ + 𝑑𝑚á𝑥 𝑚 + 2 𝑑𝑚í𝑛 𝑙 − 𝑑𝑚í𝑛 𝑚]

𝑘
+
1

2
(
𝑑𝑚á𝑥 𝑙

𝑑𝑚í𝑛 𝑙ℎ
)
2

−
𝑑𝑚á𝑥

2 𝑙

𝑑𝑚í𝑛
2 𝑙ℎ

 

+
2 𝑑𝑚á𝑥 𝑚

𝑑𝑚í𝑛 𝑙
−
3 𝑑𝑚á𝑥 𝑚

𝑑𝑚í𝑛 𝑙ℎ
−
2 𝑑𝑚á𝑥
𝑑𝑚í𝑛

−
1

2

𝑑𝑚í𝑛 𝑚

𝑑𝑚á𝑥 𝑙ℎ
+
1

2
(
𝑙

𝑙ℎ
)
2

+
2 𝑙

𝑙ℎ
−
1

2

𝑙 𝑚

𝑙ℎ
2 −

3

2

𝑚

𝑙
 

+
5

2

𝑚

𝑙ℎ
+
𝑚

𝑙
ln (

𝑑𝑚í𝑛
𝑑𝑚á𝑥

) + ln (
𝑘

𝑑𝑚í𝑛 𝑙ℎ
))) 

 

𝑅21 =
12

6.0963
(
(6.096 − 4.572)(6.096 − 6.096)3

3 × 6.096
+ (

0.6096 × 6.096

1.2192 − 0.6096
)
3

 

(
1

2(6.5032)2
(−(1.2192 × 6.096)2 + 2(1.21922 × 6.096 × 6.096) 

+(1.21922 × 6.096 × 4.572) − (1.2192 × 6.096)2 − (1.21922 × 6.096 × 4.572) 

+2(1.2192 × 0.6096 × 6.0962) − 2(1.2192 × 0.6096 × 0.6096 × 0.6096) 

−2(1.2192 × 0.6096 × 6.096 × 4.572) + (1.2192 × 0.6096 × 6.096 × 4.572) 

−(0.6096 × 6.096)2 + (0.60962 × 6.096 × 4.572)) +
1

6.5032
(−2(1.2192 × 6.096) 

+2(1.2192 × 6.096) + (1.2196 × 4.572) + 2(0.6096 × 6.096) − (0.6096 × 4.572)) 

+
1

2
(
1.2192 × 6.096

0.6096 × 6.096
)
2

−
1.21922 × 6.096

0.60962 × 6.096
+
2 × 1.2192 × 4.572

0.6096 × 6.096
−
3 × 1.2192 × 4.572

0.6096 × 6.096
 

−
2 × 1.2192

0.6096
−

0.6096 × 4.572

2 × 1.2192 × 6.096
+
1

2
(
6.096

6.096
)
2

+
2 × 6.096

6.096
−
6.096 × 4.572

2 × 6.0962
 

−
3 × 4.572

2 × 6.096
+
5 × 4.572

2 × 6.096
+
4.572

6.096
ln (

0.6096

1.2192
) + ln (

6.5032

0.6096 × 6.096
))) 
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𝑅21 =
12

226.5348
(226.5348(0.0118(−55.2382 + 110.4765 + 41.4287 − 55.2382 

−41.4287 + 55.2382 − 55.2382 − 41.4287 + 20.7143 − 13.8096 + 10.3572) 

+0.1538(−14.8645 + 14.8645 + 5.5742 + 7.4322 − 2.7871) + 2 − 4 − 1.5 − 1.5 + 3 

+2 − 2 + 6 + 1.5 + 3 − 4.5 − 4 − 0.1875 + 0.50 − 2 − 0.375 − 1.125 + 1.875)) 

 

𝑅21 = 12(0.011822(−24.1667) + 0.15377(10.2193) − 1.2727) = 12(0.01302) 

 

𝑅21 = 0.1562 

 

 

 Por gráficas Por fórmulas 

𝛼12 2.32 2.3172 

𝛼21 0.82 0.81768 

𝛽12 0.69 0.6828 

𝑅12 0.164 0.1656 

𝑅21 0.154 0.1562 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Tabla 3. Comparación de valores de los parámetros 

del ejemplo 3 
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Ejemplo 4.- Obtener los valores de los parámetros elásticos y constantes de carga 

del siguiente marco. 

 

 

Observando que para el miembro 2-3 

𝑣 =
𝑙ℎ
𝑙
=

3.002

12.00912
= 0.25 

𝑡 = (
𝑚í𝑛 𝑑

𝑚á𝑥 𝑑
)
3

= (
0.61

1.22
)
3

= 0.125 

 

Se obtendrán de las gráficas 1 y 2 los siguientes valores de los parámetros elásticos: 

𝛼23 = 𝛼32 = 2.45             𝛽23 = 𝛽32 = 1.67 

Inmediatamente usando las relaciones geométricas del miembro 2-3, determinadas 

arriba, se obtienen de las tablas 1 y 2 las constantes de carga para la posición dada 

de la carga. 

Para el extremo izquierdo 𝑅23 = 0.521, para el derecho 𝑅32 = 0.623. 
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𝛼23 = 𝛼32 =
12

𝑙3
([
(𝑙 − 𝑙ℎ)

3 − 𝑙ℎ
3

3
] +

(𝑙ℎ 𝑑𝑚í𝑛)
3

(𝑑𝑚á𝑥 − 𝑑𝑚í𝑛)3
(
1

2
(
𝑑𝑚á𝑥 𝑙

𝑑𝑚í𝑛 𝑙ℎ
)
2

−
𝑑𝑚á𝑥

2 𝑙

𝑑𝑚í𝑛
2 𝑙ℎ

 

+(
𝑑𝑚á𝑥
𝑑𝑚í𝑛

)
2

−
𝑑𝑚á𝑥 𝑙

2

𝑑𝑚í𝑛 𝑙ℎ
2 +

3 𝑑𝑚á𝑥 𝑙

𝑑𝑚í𝑛 𝑙ℎ
−
4 𝑑𝑚á𝑥
𝑑𝑚í𝑛

+
𝑑𝑚í𝑛 𝑙

2

𝑑𝑚á𝑥 𝑙ℎ
2 +

𝑑𝑚í𝑛 𝑙

𝑑𝑚á𝑥 𝑙ℎ
−
1

2
(
𝑑𝑚í𝑛 𝑙

𝑑𝑚á𝑥 𝑙ℎ
)
2

 

−
3 𝑙

𝑙ℎ
+ 3 + 2 ln (

𝑑𝑚á𝑥
𝑑𝑚í𝑛

) 

 

𝛼23 = 𝛼32 =
12

12.009123
(
(12.00912 − 3.00228)3 − 3.002283

3
+ (

0.6096 × 3.00228

1.2192 − 0.6096
)
3

 

(
1

2
(
1.2192 × 12.00912

0.6096 × 3.00228
)
2

−
1.21922 × 12.00912

0.60962 × 3.00228
+ (

1.2192

0.6096
)
2

−
1.2192 × 12.009122

0.6096 × 3.002282
 

+
3 × 1.2192 × 12.00912

0.6096 × 3.00228
−
4 × 1.2192

0.6096
+
0.6096 × 12.009122

1.2192 × 3.002282
+
0.6096 × 12.00912

1.2192 × 3.00228
 

−
1

2
(
0.6096 × 12.00912

1.2192 × 3.00228
)
2

−
3 × 12.00912

3.00228
+ 3 + 2 ln (

1.2192

0.6096
))) 

 

𝛼23 = 𝛼32 =
12

1731.9428
(234.5339 + 27.0616(32 − 16 + 4 − 32 + 23.9999 − 8 + 8

+ 2 − 2 − 12 + 3 + 1.3863)) 

𝛼23 = 𝛼32 =
12

1731.9428
(353.2315) 

 

𝛼23 = 𝛼32 = 2.4474 

 

𝛽23 = 𝛽32 =
12

𝑙3
([
1

6
𝑙3 − 𝑙 𝑙ℎ

2 +
2

3
𝑙ℎ
3] +

(𝑙ℎ 𝑑𝑚í𝑛)
3

(𝑑𝑚á𝑥 − 𝑑𝑚í𝑛)3
(
𝑑𝑚á𝑥

2 𝑙

𝑑𝑚í𝑛
2 𝑙ℎ

− (
𝑑𝑚á𝑥
𝑑𝑚í𝑛

)
2

 

−
3 𝑑𝑚á𝑥 𝑙

𝑑𝑚í𝑛 𝑙ℎ
+
4 𝑑𝑚á𝑥
𝑑𝑚í𝑛

−
𝑑𝑚í𝑛 𝑙

𝑑𝑚á𝑥 𝑙ℎ
+
3 𝑙

𝑙ℎ
− 3 + 2 ln (

𝑑𝑚í𝑛
𝑑𝑚á𝑥

))) 
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𝛽23 = 𝛽32 =
12

12.009123
([
1

6
(12.00912)3 − 12.00912 × 3.002282 +

2

3
3.002283] 

+
(0.6096 × 3.00228)3

(1.2192 − 0.6096)3
(
1.21922 × 12.00912

0.60962 × 3.00228
− (

1.2192

0.6096
)
2

 

−
3 × 1.2192 × 12.00912

0.6096 × 3.00228
+
4 × 1.2192

0.6096
−
0.6096 × 12.00912

1.2192 × 3.00228
+
3 × 12.00912

3.00228
− 3 

+2 ln (
0.6096

1.2192
))) 

 

𝛽23 = 𝛽32 =
12

1731.9428
(198.4518 + 27.0616(16 − 4 − 23.9999 + 8 − 2 + 12 − 3 

−1.3863)) =
12

1731.9428
(242.1238) 

 

𝛽23 = 𝛽32 = 1.6776 

 

 

𝑅23 =
12

𝑙3
(
2 𝑙3 𝑚 − 3 (𝑙 𝑙ℎ)

2 − 3(𝑙 𝑚)2 + 2 𝑙 𝑙ℎ
3 + 3 𝑙 𝑙ℎ

2 𝑚 + 𝑙 𝑚3 − 4 𝑙ℎ
3 𝑚

6 𝑙
 

+
(𝑙ℎ 𝑑𝑚í𝑛)

3

(𝑑𝑚á𝑥 − 𝑑𝑚í𝑛)3
(
1

2

𝑑𝑚á𝑥
2 𝑙

𝑑𝑚í𝑛
2 𝑙ℎ

+
𝑑𝑚á𝑥

2 𝑚

𝑑𝑚í𝑛
2 𝑙

−
1

2

𝑑𝑚á𝑥
2 𝑚

𝑑𝑚í𝑛
2 𝑙ℎ

−
1

2
(
𝑑𝑚á𝑥
𝑑𝑚í𝑛

)
2

−
3

2

𝑑𝑚á𝑥 𝑙

𝑑𝑚í𝑛 𝑙ℎ
 

−
4 𝑑𝑚á𝑥 𝑚

𝑑𝑚í𝑛 𝑙
+
3

2

𝑑𝑚á𝑥 𝑚

𝑑𝑚í𝑛 𝑙ℎ
+
2 𝑑𝑚á𝑥
𝑑𝑚í𝑛

−
1

2

𝑑𝑚í𝑛 𝑙

𝑑𝑚á𝑥 𝑙ℎ
+
1

2

𝑑𝑚í𝑛 𝑚

𝑑𝑚á𝑥 𝑙ℎ
+
3

2

𝑙

𝑙ℎ
+
3 𝑚

𝑙
−
3

2

𝑚

𝑙ℎ
 

−
3

2
+
2 𝑚

𝑙
ln (

𝑑𝑚á𝑥
𝑑𝑚í𝑛

) + ln (
𝑑𝑚í𝑛
𝑑𝑚á𝑥

))) 

 

𝑚 =
7.3152

cos 𝜃
=

7.3152

10.9728 12.00912⁄
= 8.00608 
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𝑅23 =
12

12.009123
(

1

6 × 12.00912
(2 × 12.009123 ×8.00608 

−3(12.00912 × 3.00228)3 − 3(12.00912 × 8.00608)2 + 2(12.00912 × 3.002283) 

+3(12.00912 × 3.002282 × 8.00608) + 12.00912 × 8.006083 

−4(3.002283 × 8.00608)) +
(0.6096 × 3.00228)3

(1.2192 − 0.6096)3
(
1.21922 × 12.00912

2 × 0.60962 × 3.00228
 

+
1.21922 × 8.00608

0.60962 × 12.00912
−
1

2

1.21922 × 8.00608

0.60962 𝑙ℎ
−
1

2
(
1.2192

0.6096
)
2

−
3

2

1.2192 × 12.00912

0.6096 × 3.00228
 

−
4 × 1.2192 × 8.00608

0.6096 × 12.00912
+
3 × 1.2192 × 8.00608

2 × 0.6096 × 3.00228
+
2 × 1.2192

0.6096
 

−
0.6096 × 12.00912

2 × 1.2192 × 3.00228
+

0.6096 × 8.00608

2 × 1.2192 × 3.00228
+
3 × 12.00912

2 × 3.00228
+
3 × 8.00608

12.00912
 

−
3 × 8.00608

2 × 3.00228
− 1.5+

2 × 8.00608

12.00912
ln (

1.2192

0.6096
) + ln (

0.6096

1.2192
))) 

 

𝑅23 =
12

1731.9428
(64.4801 + 27.0616(8 + 2.667 − 5.3333 − 2 − 12 − 5.3333 + 8 

+4 − 1 + 0.667 + 6 + 2 − 4 − 1.5 + 0.9242 − 0.6931)) =
12

1731.9428
(75.2641) 

 

𝑅23 = 0.5215 

 

𝑅32 =
12

𝑙3
(
𝑙3 𝑚 − 2 𝑙 𝑙ℎ

3 − 3 𝑙 𝑙ℎ
2 𝑚 − 𝑙 𝑚3 + 4 𝑙ℎ

3 𝑚

6 𝑙
+

(𝑙ℎ 𝑑𝑚í𝑛)
3

(𝑑𝑚á𝑥 − 𝑑𝑚í𝑛)3
(−

𝑑𝑚á𝑥
2 𝑚

𝑑𝑚í𝑛
2 𝑙

 

+
1

2

𝑑𝑚á𝑥
2 𝑚

𝑑𝑚í𝑛
2 𝑙ℎ

+
1

2
(
𝑑𝑚á𝑥
𝑑𝑚í𝑛

)
2

+
4 𝑑𝑚á𝑥 𝑚

𝑑𝑚í𝑛 𝑙
−
3

2

𝑑𝑚á𝑥 𝑚

𝑑𝑚í𝑛 𝑙ℎ
−
2 𝑑𝑚á𝑥
𝑑𝑚í𝑛

−
1

2

𝑑𝑚í𝑛 𝑚

𝑑𝑚á𝑥 𝑙ℎ
−
3 𝑚

𝑙
+
3

2

𝑚

𝑙ℎ
 

+
3

2
+
2 𝑚

𝑙
ln (

𝑑𝑚í𝑛
𝑑𝑚á𝑥

) + ln (
𝑑𝑚á𝑥
𝑑𝑚í𝑛

))) 
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𝑅32 =
12

12.009123
(

1

6 × 12.00912
(12.009123 × 8.00608 − 2(12.00912 × 3.002283) 

−3(12.00912 × 3.002282 × 8.00608) − (12.00912 × 8.006083) 

+4(3.002283 × 8.00608)) +
(0.6096 × 3.00228)3

(1.2192 − 0.6096)3
(−

1.21922 × 8.00608

0.60962 × 12.00912
 

 

+
1

2

1.21922 × 8.00608

0.60962 × 3.00228
+
1

2
(
1.2192

0.6096
)
2

+
4 × 1.2192 × 8.00608

0.6096 × 12.00912
−
3

2

1.2192 × 8.00608

0.6096 × 3.00228
 

−
2 × 1.2192

0.6096
−
1

2

𝑑𝑚í𝑛 × 8.00608

1.2192 × 3.00228
−
3 × 8.00608

12.00912
+
3

2

8.00608

3.00228
+
3

2
 

+
2 × 8.00608

12.00912
ln (

0.6096

1.2192
) + ln (

1.2192

0.6096
))) 

 

𝑅32 =
12

1731.9428
(73.8348 + 27.0616(−2.667 + 5.3333 + 2 + 5.3333 − 8 − 4 

−0.667 − 2 + 4 + 1.5 − 0.9242 + 0.6931)) 

 

𝑅32 = 0.6245 

 

 

 Por gráficas Por fórmulas 

𝛼23 = 𝛼32 2.45 2.4474 

𝛽23 = 𝛽32 1.67 1.6776 

𝑅23 0.521 0.5215 

𝑅32 0.623 0.6245 

 

 

 

 

Tabla 4. Comparación de valores de los parámetros 

del ejemplo 4 
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CAPÍTULO II. Manual de ANESTRUM 
ANESTRUM (Análisis estructural de marcos) 

La siguiente parte es una sección ideada para el mejor conocimiento de la interface 

de usuario y pretende ser una guía para entender el uso del programa. 

 

 

 

La ventana de inicio está compuesta de cinco menús, el primero controla las 

funciones básicas de un archivo como guardar y crear un nuevo proyecto, el 

segundo maneja la configuración del análisis como número de tramos por elemento 

y la asignación de cartelas en elementos de sección variable; el tercero controla lo 

relacionado con la visualización de resultados del análisis, el cuarto con el orden de 

las ventanas y posición en el área de trabajo y el último presenta la información del 

programa. 

 

Menú Archivo 

Contiene los apartados clásicos dentro del menú, como Nuevo, Abrir archivo, 

guardar el mismo y una función de exportación de los gráficos en forma de distintos 

formatos de imagen. 

Figura 9. Ventana de inicio de ANESTRUM 
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Al seleccionar “nuevo” se mostrará la ventana para hacer un análisis de algún tipo 

de marco y tendrá el siguiente aspecto: 

  

 

 

 

 

Menú Asignar 

Las opciones contenidas en este menú son dos, la primera es “Configuración” la 

cual indica las unidades del momento de inercia de los elementos del marco y el 

número de segmentos en que se dividirán estos en el análisis. 

Al presionar esta opción se abrirá una ventana como se muestra en la figura 11, 

donde se solicitará sean especificados los datos para la consideración de estos en 

el siguiente análisis, al haber realizado éste antes de haber cambiado la 

configuración, se tendrá que volver realizar.  

 

 

Figura 10. Ventana de nuevo modelo 

Indica el tipo de 

apoyos del marco 

Establece el tipo 

de marco y si 

hay variación en 

la sección o es 

constante 

En esta parte se 

selecciona el caso a 

analizar 
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Posteriormente, se encuentra la opción de “cartelas”, esta estará disponible en al 

caso de haber elegido el análisis de un marco de sección transversal variable, esta 

función establece las dimensiones de las cartelas y el cambio de una sección a otra 

de los elementos del marco. La ventana que se abrirá se muestra en la figura 

siguiente. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

  

 

 

Indica en que unidades 

el programa considerará 

el momento de inercia 

Número de segmentos en 

los que serán divididos los 

elementos del marco para 

generar una tabla de 

valores. 

Figura 11. Ventana de configuración 

Elemento al que serán 

aplicadas las cartelas 

Indica que los valores 

en cajas de texto sean 

asignados 

Figura 12. Ventana para asignar cartelas 
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Menú Vista 

Este tiene que ver con la ayuda en la presentación de los resultados del análisis 

pudiendo hacer que se muestren solamente determinados diagramas del marco y 

funciones de acercamiento y alejamiento de pantalla. 

 

Menú ventana 

La primera opción que tiene este menú es la de “Posición inicial”, el programa 

presenta los resultados del análisis en otra ventana en el área gris del mismo, por 

cualquier razón esta puede desplazarse y quedar fuera del área de visualización, al 

ocurrir esto en la ventana contenedora aparecerán la barras comunes de 

desplazamiento, pero hay que moverlas para volver a tener a la vista la ventana, 

por esta razón, la opción mencionada está disponible.  

Lo que hace es posicionar la esquina izquierda superior de la ventana en la esquina 

homóloga de la región gris de la ventana de inicio sin tener que mover las barras de 

desplazamiento. 

  

 

Al utilizar esa función la ventana de análisis se verá de la siguiente forma: 

 

 

 

La opción “Posición inicial” del menú 

ventana hará que la esquina superior 

izquierda quede en éste punto. 

Figura 14. Ventana colocada 

Figura 13. Ventana de inicio sin ventana abierta 
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II.1. ¿Cómo realizar un análisis? 
Para hacerlo se hay que iniciar un nuevo modelo, con lo cual se deben seguir estos 

pasos: 

1. En el menú archivo seleccionar nuevo o en la pantalla de inicio,  presionar 

las teclas CTRL + N, al hacer esto aparecerá la ventana de nuevo modelo. 

 

2. Seleccionar el tipo de apoyo del marco 

 

3. Seleccionar el marco presionando el botón con el marco deseado para el 

análisis 

 

4. Desplegar la lista y seleccionar el caso 

 

5. Presionar el botón Aceptar 

 

De esta parte hay dos opciones, el análisis de un caso o el de combinación. Si se 

realiza un análisis con combinación, consultar la sección relacionada con el mismo. 

II.1.1. Análisis de caso individual 
 

 

 

 

Figura 15. Ventana de análisis individual 

Muestra la notación para el 

ingreso de datos 

Botones de presentación 

de detalles 
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El botón notación tiene la función de mostrar una ventana con un diagrama donde 

está indicado el significado de cada una de las partes necesarias para realizar el 

análisis. 

 

 

1. Colocar los datos necesarios en los campos 

a. En caso de estar analizando un marco de sección transversal variable 

es necesario indicar las dimensiones de las cartelas en el menú 

Asignar > Cartelas 

 

2. Presionar el botón Aceptar 

 

3. Al haber hecho los anteriores pasos el programa mostrará los resultados en 

el espacio de dibujo como se muestra en la imagen 15 y se podrán consultar 

los detalles. 

 

El grupo de botones de detalles, muestran diferentes datos, el primero de ellos es 

mostrar tablas, al presionarlo abrirá una tabla con el número de tramos indicado en 

la sección configuración en el menú asignar, el segundo es el botón de diagramas 

en un elemento determinado, al presionarlo aparecerá una ventana como la que 

muestra la figura 17. 

 

 

Figura 16. Ventana de ayuda al presionar el botón notación 
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En la imagen anterior se muestra la ventana de detalles de diagramas, en la parte 

superior derecha, se localiza un campo donde si es colocada una distancia 

determinada dentro de la longitud del elemento visualizado, se mostrará el valor que 

tiene en la misma cada uno de los diagramas. 

 

 

Elemento actual 

visualizado 

Diagramas en el 

elemento 

seleccionado 

Figura 17. Ventana de detalles 

de diagramas 

Información 

general del marco 

Datos asignados 

Figura 18. Ventana detalles de 

marco 
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Por último el botón de detalles del marco, este muestra las características que le 

fueron dadas al inicio del análisis como altura, claro, momentos de inercia, etc., 

estos detalles son mostrados con se puede observar en la figura 18. 

 

II.1.2. Análisis con Combinación de casos 

 

 

Realizar los pasos uno al cuatro de la sección ¿cómo hacer un análisis?, al abrir la 

ventana de nuevo modelo (figura 10): 

1. Desplegar la lista de casos, en la parte final hay una opción de combinación, 

seleccionarla 

2. Presionar el botón Aceptar 

Con esta acción se presentará una ventana como la de la figura 19. 

a. En caso de estar haciendo una combinación de casos de un marco de 

sección transversal variable, asignar las dimensiones de las cartelas en 

el menú Asignar > Cartelas 

 

3. Presionar el botón Combinar casos 

 

 

Figura 19. Ventana de Combinación de casos 

Inicia la combinación 

de casos 

Botones de presentación 

de detalles 
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Aparecerá una ventana que gestiona la combinación, en esta parte se hace los 

mismo que en la ventana de análisis de un caso individual (Figura 15), se llenan los 

campos indicados con los datos de las características del marco y de la lista 

desplegable se seleccionan los casos que se quieran incluir en la combinación.  

4. Al haber seleccionado la condición de carga y llenado los campos, presionar 

el botón agregar para registrar 

Para cada condición hay que proporcionar los datos, si se elimina algún caso basta 

con seleccionar la fila del caso en la tabla y presionar el botón eliminar. 

5. Teniendo todos los casos necesarios registrados se procede a realizar el 

análisis presionando el botón Analizar 

Finalmente  se verá la ventana de combinaciones y aparecerán los diagramas en 

el espacio de dibujo ya trazados. 
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CAPÍTULO III. Comprobación de los resultados de programa 
 

III.1. Ejemplos analizados con el software 
En la siguiente parte se presenta la comprobación de los resultados obtenidos por 

el programa comparándolos con los ejemplos proporcionados en las soluciones 

condensadas para la comprensión de la aplicación de las mismas en la sección de 

marcos con elementos de sección variable. 

Al ser demasiados casos se ha omitido la inclusión de todos en el presente proyecto 

pero se hicieron las revisiones pertinentes para asegurar el correcto cálculo y 

funcionamiento del programa y descartar cualquier posibilidad de error que se 

pueda dar. 

 

 

Ejemplo 1.- Una estructura rígida en pórtico de la forma y dimensiones presentadas 

en la figura, soporta una carga concentrada vertical 5443.10 kg sobre la viga. 

Suponiendo que el ancho de los miembros normal al plano del dibujo es de 45.72 

cm, determínese la magnitud de los momentos de flexión en las juntas 2 y 3. 

 

Usando la notación de las gráficas, la longitud de la parte variable en el miembro    

1-2 se designa 𝑙ℎ y su longitud total 𝑙. La relación 𝑣, entre las longitudes: 

𝑣 =
𝑙ℎ
𝑙
=
6.096

6.096
= 1 𝑡 = (

𝑚í𝑛 𝑑

𝑚á𝑥 𝑑
)
3

= (
0.61

1.22
)
3

= 0.125 
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En la gráfica 6 y tomando los valores 𝑣 y 𝑡, el parámetro elástico 𝛼21 = 0.82. Usando 

el mismo procedimiento para el miembro 2-3 

𝑣 =
𝑙ℎ
𝑙
=
2.438

12.192
= 0.1999 ≈ 0.2 𝑡 = (

𝑚í𝑛 𝑑

𝑚á𝑥 𝑑
)
3

= (
0.91

1.52
)
3

= 0.216 

 

De las gráfica 1 y 2 se obtienen los siguientes valores 𝛼23 = 𝛼32 = 2.92 y                       

𝛽23 = 𝛽32 = 1.82. 

Las tablas 1 y 2, dan los valores de las constantes de los miembros de sección 

transversal variable para la carga unitaria concentrada sobre el miembro. Para una 

carga aplicada sobre el tercio del claro medido desde el soporte izquierdo y con 𝑣 =

0.2 y 𝑡 = 0.216, se obtienen por interpolación los siguientes valores numéricos para 

las constantes de carga: 

Para el extremo izquierdo 𝑅23 = 0.680, para el derecho 𝑅32 = 0.557. 

 

𝑚í𝑛 𝐼1−2 =
(0.6096)3 × 0.4572

12
= 0.00863 𝑚4 

 

𝑚í𝑛 𝐼2−3 =
(0.9144)3 × 0.4572

12
= 0.02913 𝑚4 

 

Determinando los valores de las fórmulas proporcionadas por las soluciones 

condensadas. 

𝜙 =
𝑚í𝑛 𝐼1−2
𝑚í𝑛 𝐼2−3

⋅
𝐿

ℎ
=
0.00863

0.02913
⋅
12.192

6.096
= 0.5925 

 

𝜃23 = 2(𝛼23 + 𝛽23) = (2.92 + 1.82) = 9.48 

𝐴 = 𝜃23 +
2𝛼21
𝜙

= 9.48 +
2 × 0.82

0.5925
= 12.248 

𝐾 =
𝐿

𝐴
(𝑅23 + 𝑅32) =

12.192

12.248
(0.680 + 0.557) = 1.2313 

𝐻1 = 𝐻4 =
𝑃𝐾

ℎ
=
5443.1 × 1.2313

6.096
= 1099.42 𝑘𝑔 
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𝑉1 = 𝑃 (1 −
𝑚

𝐿
) = 5443.1 (1 −

4.06

12.192
) = 3630.52 𝑘𝑔 

𝑉4 = 𝑃 − 𝑉1 = 5443.1 − 3630.52 = 1812.58 𝑘𝑔 

𝑀2 = 𝑀3 = −𝑃𝐾 = −(5443.1 × 1.2313) = −6702.089 𝑘𝑔 − 𝑚 

 

Realizando el ejemplo en ANESTRUM 

1. Seleccionar en el menú Archivo > Nuevo 

2. En la ventana Nuevo modelo, seleccionar apoyos articulados, marco 

rectangular con sección variable y en la lista desplegable de casos, 

vertical concentrada sobre cualquier punto de la viga. 

3. Indicar los datos del marco en los campos de altura, claro, etc. 

4. Seleccionar en el menú Asignar > Cartelas 

5. Aparecerá la ventana que solicitará otros datos, indicar las cartelas de la 

columna y de la viga, para cada uno presionar el botón Asignar 

6. Presionar el botón Aceptar 

 

Se regresará a la ventana de los datos 

7. Presionar el botón Analizar 
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Ejemplo 2.- Determine la magnitud de los momentos de flexión en las secciones 

principales de la estructura trapecial de dos soportes articulados, sujeta a la acción 

de una carga concentrada de 9071.8 kg. La dimensión de todos los miembros 

normales al plano del dibujo es de 0.4572 m. 

 

 

Al tener los miembros de la estructura de este ejemplo las mismas dimensiones que 

los del ejemplo anterior, los valores numéricos de los parámetros elásticos y las 

constantes de carga determinados en el ejemplo anterior son los siguientes: 

𝛼21 = 0.82 
 

𝛼23 = 2.92 
 

𝛽23 = 1.82 
 

𝑅23 = 0.680 𝑅32 = 0.557 
 

𝑚í𝑛 𝐼1−2 =
(0.6096)3 × 0.4572

12
= 0.00863 𝑚4 

 

𝑚í𝑛 𝐼2−3 =
(0.9144)3 × 0.4572

12
= 0.02913 𝑚4 

Determinando los valores de las fórmulas 

𝜙 =
𝑚í𝑛 𝐼1−2
𝑚í𝑛 𝐼2−3

⋅
𝑏

𝑞
=
0.00863

0.02913
⋅
12.192

6.096
= 0.5925 

𝜃23 = 2(𝛼23 + 𝛽23) = (2.92 + 1.82) = 9.48 
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𝐴 = 𝜃23 +
2𝛼21
𝜙

= 9.48 +
2 × 0.82

0.5925
= 12.248 

𝐽 =
𝑏

𝐴
(𝑅23 + 𝑅32) =

12.192

12.248
(0.680 + 0.557) = 1.2313 

𝐾 =
𝑏 − 2𝑚

2𝐿
=
12.192 − (2 × 4.06)

2 × 16.916
= 0.1203 

𝐻1 = 𝐻4 =
𝑃

2ℎ
(2𝐽 + 𝑎) =

9071.8

2 × 5.608
(2 × 1.2313 + 2.36) = 3900.6475 𝑘𝑔 

𝑉1 =
𝑃

2
(1 + 2𝐾) =

9071.8

2
(1 + 2 × 0.1203) = 5627.2375 𝑘𝑔 

𝑉4 =
𝑃

2
(1 − 2𝐾) =

9071.8

2
(1 − 2 × 0.1203) = 3444.5625 𝑘𝑔 

𝑀2 = −𝑃(𝐽 − 𝐾𝑎) = −9071.8(1.2313 − 0.1203 × 2.36) = −8594.5507 𝑘𝑔 − 𝑚 

𝑀3 = −𝑃(𝐽 + 𝐾𝑎) = −9071.8(1.2313 + 0.1203 × 2.36) = −13745.6639 𝑘𝑔 − 𝑚 
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Ejemplo 3.- Una estructura rígida en pórtico de la forma y dimensiones presentadas 

en la figura, soporta una carga vertical uniformemente repartida de 2976.32 kg/m. 

Suponiendo que el ancho de los miembros normal al plano de dibujo es de 0.4572 

m, encuéntrese la magnitud de los momentos de flexión de la estructura. 

 

Observando que la forma y dimensiones de los miembros de la estructura son las 

mismas que las de los ejemplos anteriores las constantes geométricas del miembro 

1-2 son: 

𝑣 = 1 𝑡 = 0.125 
 

El valor del parámetro elástico 𝛼12 = 2.32 obtenido de la gráfica 5, el valor de 

𝛼21 = 0.82 obtenido de la gráfica 6. En forma similar se determina 𝛽12 = 0.69 de la 

gráfica 7. 

𝛼23 = 𝛼32 = 2.92 𝛽23 = 1.82 
 

Como el miembro 2-3 y su carga son simétricos con respecto a la línea central del 

miembro, las constantes de carga son idénticas para ambos extremos del miembro. 

De la gráfica 11 se obtienen para  𝑣 = 0.2 y 𝑡 = 0.216 los valores de las constantes 

de carga, resultan ser: 

𝑅23 = 𝑅32 = 0.457 
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𝑚í𝑛 𝐼1−2 =
(0.6096)3 × 0.4572

12
= 0.00863  𝑚4 

 

𝑚í𝑛 𝐼2−3 =
(0.9144)3 × 0.4572

12
= 0.02913 𝑚4 

 

Sustituyendo en las fórmulas tomadas de la obra de soluciones condensadas los 

datos, se tienen los siguientes valores: 

𝜃12 = 𝛼12 + 𝛼21 + 2𝛽12 = 2.32 + 0.82 + 2 × 0.69 = 4.52 

𝜃23 = 2(𝛼23 + 𝛽23) = 2 × (2.92 + 1.82) = 9.48 

𝜙 =
𝑚í𝑛 𝐼1−2
𝑚í𝑛 𝐼2−3

⋅
𝐿

ℎ
=
0.00863

0.02913
⋅
12.192

6.096
= 0.5925 

𝐴 =
𝛽12
𝛼12

=
0.69

2.32
= 0.2974 

𝐵 = 2𝜃12 + 𝜃23𝜙 = 2 × 4.52 + 9.48 × 0.5925 = 14.6569 

𝐷 =
𝐵

2
− 2𝜙𝛽23 =

14.6569

2
− 2 × 0.5925 × 1.82 = 5.1717 

𝐹 = 𝐵 −
2(𝛼12 + 𝛽12)

2

𝛼12
= 14.6569 −

2(2.32 + 0.69)2

2.32
= 6.8465 

𝐾 =
2𝐿𝜙𝑅23
𝐹

=
2 × 12.192 × 0.5925 × 0.457

6.8465
= 0.9644 

𝐻1 = 𝐻4 =
𝑊𝐾(1 + 𝐴)

ℎ
=
36287.2934 × 0.9644(1 + 0.2974)

6.096
= 7448.0179 𝑘𝑔 

𝑉1 = 𝑉4 =
𝑊

2
=
36287.2934

2
= 18143.6467 𝑘𝑔 

𝑀2 = 𝑀3 = −𝑊𝐾 = −(36287.2934 × 0.9644) = −34995.4657 𝑘𝑔 − 𝑚 

𝑀1 = 𝑀4 = −𝑊𝐴𝐾 = −(36287.2934 × 0.2974 × 0.9644) = −10407.6515 𝑘𝑔 − 𝑚 
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Ejemplo 4.- Encuéntrese las magnitudes hiperestáticas de la estructura rígida en 

pórtico con las dimensiones dadas en la figura y soportando una carga vertical 

concentrada de 9071.8 kg sobre la viga. El ancho de todos los miembros, normal al 

plano de dibujo es de 0.475 m. 

 

Como la estructura en este ejemplo es igual a la del anterior los valores de las 

ecuaciones son los siguientes: 

𝜃12 = 4.52 
 

𝜃23 = 9.48 𝜙 = 0.5925 

𝐴 = 0.2974 
 

𝐵 = 14.6569 𝐷 = 5.1717 

𝐹 = 6.8465 

Los valores numéricos de las constantes de carga para la carga concentrada sobre 

la viga, se pueden obtener de las tablas 1 y 2, empleando las constantes 

geométricas de la viga. Para  𝑣 = 0.2 y 𝑡 = 0.216 los valores de estas constantes 

determinados por interpolación son: 

Para el extremo izquierdo 𝑅23 = 0.680, para el derecho 𝑅32 = 0.557. 

Aplicando las ecuaciones condensadas de análisis proporcionadas en la obra se 

obtiene: 

𝐽 =
𝐿𝜙

𝐹
(𝑅23 + 𝑅32) =

12.192 × 0.5925

6.8465
(0.680 + 0.557) = 1.3052 

𝐾 =
𝐿𝜙

2𝐷
(𝑅23 − 𝑅32) =

12.192 × 0.5925

2 × 5.1717
(0.680 − 0.557) = 0.0859 
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𝐻1 = 𝐻4 =
𝑃𝐽

ℎ
(1 + 𝐴) =

9071.8 × 1.3052

6.096
(1 + 0.2974) = 2519.9938 𝑘𝑔 

𝑉1 = 𝑃 (1 −
𝑚

𝐿
) +

2𝑃𝐾

𝐿
= 9071.8 (1 −

4.064

12.192
) +

2 × 9071.8 × 0.0859

12.192
= 6175.6993 𝑘𝑔 

 

𝑉4 = 𝑃 − 𝑉1 = 9071.8 − 6175.6993 = 2896.1007 𝑘𝑔 

𝑀2 = −𝑃(𝐽 + 𝐾) = −9071.8(1.3052 + 0.0859) = −12619.7809 𝑘𝑔 − 𝑚 

𝑀3 = −𝑃(𝐽 − 𝐾) = −9071.8(1.3052 − 0.0859) = −11061.2457 𝑘𝑔 − 𝑚 

𝑀1 = 𝑃(𝐴𝐽 + 𝐾) = −9071.8(0.2974 × 1.3052 − 0.0859) = 2742.1011 𝑘𝑔 − 𝑚 

𝑀4 = 𝑃(𝐴𝐽 − 𝐾) = −9071.8(0.2974 × 1.3048 + 0.0859) = 4299.5571 𝑘𝑔 − 𝑚 
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Ejemplo 5.- La estructura rígida de dos vertientes de la figura está articulada en 

los soportes y tiene una carga concentrada vertical única de 4535.9 kg. Calcúlense 

los valores numéricos de los momentos de flexión y las reacciones horizontal y 

vertical en las juntas de la estructura. Se supone que el ancho de todos los 

miembros normal al plano de dibujo sea de 0.61 m y la sección transversal en la 

base de las columnas es de 0.61 x 0.61 m 

 

 

Observando que para el miembro 2-3 

𝑣 =
𝑙ℎ
𝑙
=

3.002

12.00912
= 0.25 

 

𝑡 = (
𝑚í𝑛 𝑑

𝑚á𝑥 𝑑
)
3

= (
0.61

1.22
)
3

= 0.125 

 
Se obtendrán de las gráficas 1 y 2 los siguientes valores de los parámetros elásticos: 

𝛼23 = 𝛼32 = 2.45 𝛽23 = 𝛽32 = 1.67 
 

Inmediatamente y usando las relaciones geométricas del miembro 2-3, 

determinadas arriba, se obtienen de las tablas 1 y 2 las constantes de carga para la 

posición dada de la carga. 

Para el extremo izquierdo 𝑅23 = 0.521, para el derecho 𝑅32 = 0.623. 

Notando que los momentos mínimos de inercia de la columna y la viga son 

idénticos. 
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𝑚í𝑛 𝐼1−2 = 𝑚í𝑛 𝐼2−3 =
(0.6092)3 × 0.6092

12
= 0.0115 𝑚4 

𝜙 =
𝑚í𝑛 𝐼1−2
𝑚í𝑛 𝐼2−3

⋅
𝑞

ℎ
=
0.0115

0.0115
⋅
12.00912

6.096
= 1.97 

𝜓 =
𝑓

ℎ
=
4.876

6.096
= 0.8 

 

𝜃23 = 𝛼23 + 𝛼32 + 2𝛽23 = 2.45 + 2.45 + 2 × 1.67 = 8.24 

𝐴 = Θ23 + 𝜓
2𝛼32 + 2𝜓(𝛼32 + 𝛽23) +

𝛼21
𝜙

 

= 8.24 + 0.82 × 2.45 + 2 × 0.8(2.45 + 1.67) +
0.82

1.97
= 16.82 

𝐵 = 𝛼32(1 + 𝜓) + 𝛽23 = 2.45(1 + 0.8) + 1.67 = 6.08 

 

Aplicando las ecuaciones 

𝐾 = 𝑅23 + 𝑅32(1 + 𝜓) = 0.521 + 0.623(1 + 0.8) = 1.6424 

𝐻1 = 𝐻5 =
𝑃

4𝐴ℎ
(2𝐵𝑚 + 𝐾𝐿) 

=
4535.9

4 × 16.82 × 6.096
(2 × 6.08 × 7.315 + 1.6424 × 21.9456) = 1382.36 𝑘𝑔 

 

Finalmente los momentos de flexión en las juntas 2 y 3 son 

𝑀2 = −𝐻5ℎ = −1382.36 × 6.096 = −8426.87 𝑘𝑔 − 𝑚 

𝑀3 =
𝑃𝑚

2
− 𝐻5ℎ(1 + 𝜓) 

=
4535.9 × 7.315

2
− 1382.36 × 6.096(1 + 0.8) = 1421.6944 𝑘𝑔 − 𝑚 
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Conclusiones 
 

En la obra de Valerian Leontovich, se presentan las ecuaciones que definen los 

valores de los parámetros elásticos y constantes de carga, pero la misma no tiene 

información a detalle del manejo de estas expresiones, volviendo este proceso largo 

y tedioso, pues no se tiene claro de qué manera empezar y solamente explica el 

uso de las gráficas, esta tesis tiene la intención de mostrar el uso de las ecuaciones 

para aclarar más su implementación, brindado una herramienta para la aplicación 

con otros casos, no sólo los que se presentan, sino que posteriormente puede 

desarrollarse más fórmulas para otro tipo de casos. 

Con los ejemplos mostrados en el capítulo anterior, se puede observar que no hay 

un gran margen de diferencia entre los resultados de la aplicación de las gráficas y 

la implementación de las fórmulas desarrolladas en esta tesis, los valores de los 

parámetros elásticos y constantes de carga prácticamente son guales. 

Por otro lado, se puede visualizar el uso de la tecnología para revitalizar métodos 

que han sido poco usados en la actualidad gracias al desarrollo de nuevas técnicas 

que producen nuevas formas y métodos de análisis, con esto se demuestra que 

procesos desarrollados muchos años atrás pueden ser implementados 

nuevamente. 

Además se puede decir, que el método para el cálculo de los parámetros y 

constantes de carga, por medio de las gráficas tiene determinada probabilidad de 

causar errores en los cálculos, pues es un procedimiento que implica la vista, si se 

toma en cuenta que cada persona tiene distinta percepción, dependiendo del 

desarrollo de los sentidos, el error puede estar en la mala interpretación de los 

valores en las gráficas, lo cual iría transmitiendo el error hacia las fórmulas más 

adelante de las soluciones condensadas, provocando obtener valores distantes a 

los verdaderos dando como resultado valores erróneos a determinado grado. 

El programa tiene la finalidad de evitar la limitación que se tiene en las gráficas, 

pues es una herramienta que agiliza la obtención de cada uno de los valores de las 

expresiones, los parámetros y las constantes de carga son una parte de vital 

importancia dentro del análisis de los marcos de inercia variable, pues son los que 

toman en cuenta la variación del peralte de los elementos, introduciendo la misma 

y otras propiedades geométricas importantes en los elementos, utilizando 

expresiones matemáticas para obtener los valores. 
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Anexos 
Las siguientes tablas se utilizaron para el cálculo de los parámetros elásticos y se 

localizan en el apéndice de las soluciones condensadas (1). 
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