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OZET

Bu caligmada, modifiye edilmis Korteweg-de Vries (mMKdV) denkleminin sayisal ¢oztiimleri septik B-spline kollokasyon
sonlu eleman yontemi kullamlarak elde edilmistir. Onerilen sayisal algoritmanin dogrulugu, tek soliton dalga, iki ve iig
soliton dalganin girisimi gibi ii¢ test probleminin uygulanmasi ile kontrol edilmistir. Zamana bagl Crank Nicolson
yaklasimina dayanan sayisal algoritmamiz sartsiz olarak kararlidir. Yeni uygulanan yontemin performansini kontrol etmek
i¢in, L,, L, hata normlar: ile Iy, I,, I3 ve I, degismezlerinin degerleri hesaplanmustir. Elde edilen sayisal sonuglar
literatiirde bulunan diger sonuglarla karsilastirilmistir.

Anahtar Kelimeler: Modifiye edilmis Korteweg-de Vries denklemi, Sonlu eleman yontemi, Kollokasyon, Septik B-spline,
Soliton

NUMERICAL SOLUTIONS OF THE mKdV EQUATION VIA COLLOCATION FINITE
ELEMENT METHOD

ABSTRACT

In this paper, we have obtained numerical solutions of the modified Korteweg-de Vries (mKdV) equation by using septic B-
spline collocation finite element method. The suggested numerical algorithm is controlled by applying three test problems
including; single soliton wave, interaction of two and three soliton waves. Our numerical algorithm, attributed to a Crank
Nicolson approximation in time, is unconditionally stable. To control the performance of the newly applied method, the error
norms, L,, L., and invariants I;, I, I3 and I, have been calculated. The obtained numerical results are compared with some

of those available in the literature.
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1. GIRiS

Bu makalede,

Up 4+ eU?Uy + pUyyy = 0 (1.1)
seklindeki mKdV denklemi,

U(a,t) =0,U(b,t) =0, (1.2)
Ue(a,t) =0,U,(b,t) =0,

Uex(a,t) =0,Uy(bt) =0, t>0

homojen sinir sartlari ve

Ux,0)=f(kx), a<x<b (1.3)
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baslangig sarti ile ele alinacaktir. Denklemdeki & ve u pozitif parametreler; t zaman x ise konumsal
koordinat1 gostermektedir.

S1g kanallardaki su dalgalari teorisini tanimlamak i¢in kullanilan énemli matematiksel modellerden
biri asagida verilen Korteweg-de Vries (KdV) denklemidir:

U + eUU, + pUyy, = 0. (1.4)

Denklemde goriilen UU,. ve U,,, terimleri sirasiyla lineer olmayan konveksiyon ve dagilima karsilik
gelmektedir. Bu tip su dalgalar1 artan zaman adimlarinda ve baska bir soliton ile girisiminde
genliginde ve hizinda hemen hemen hicbir degisiklik olmayan dalgalar olup bu tip dalgalar soliton
olarak adlandirilmaktadir. S1g su dalgalarindaki uzun dalgalarin dagilimi, kabarcik-sivi karigimlari,
iyon akustik plazma dalgalari, akigskanlar mekanigi, lineer olmayan optikler ve enharmonik
kristallerdeki dalga olaylar1 gibi pekcok fiziksel olay ilk olarak Korteweg ve de Vries isimli iki bilim
adamu tarafindan tanitilan KdV denklemi ile ifade edilebilir [1]. KdV denkleminin analitik ¢6ziimi ilk
olarak Zabusky, Fornberg ve Whitham tarafindan elde edilmistir [2, 3]. Denklemin sayisal ¢oziimleri
ise ilk defa Zabusky ve Kruskal tarafindan sonlu fark yontemi kullanilarak bulunmustur [4]. KdV
denkleminin ¢6ziimlerinin varlik ve tekligi Gardner ve calisma arkadaslar tarafindan gosterilmistir
[5]. Yine KdV denkleminin sayisal ¢oziimleri farkli bilim adamlari tarafindan pseudospectral yontem
[3], sonlu fark yontemi [6, 7], sonlu eleman yontemi [8, 16], 1s1 dengesi integral yontemi [17] ve
cosine agilimina dayanan diferansiyel Quadrature yontemi [18] gibi gesitli yontemler kullanilarak elde
edilmisgtir. mKdV denkleminin literatiirde simirli sayida sayisal ¢oziimleri mevcuttur. Kaya [19],
modifiye edilmis yiiksek mertebeden KdV denkleminin agik ¢oziimlerini Adomian ayrisim yontemi ile
hesaplamistir. mKdV denklemi sayisal olarak quadratik B-spline Galerkin sonlu elemanlar yontemi
kullanilarak Biswas ve arkadaslar tarafindan ¢oziilmiistiir [20]. Raslan ve Baghdady [21, 22], mKdV
denkleminin hem fark ¢6ziimiiniin dogrulugunu ve kararliligini hemde mKdV denklemi ile
modellenen plajlar ve gollerin kiyilar1 boyunca goriilen s1g su dalgalarinin dinamigini sayisal olarak
incelemiglerdir. mKdV denkleminin ¢oklu soliton ¢oziimleri ile (3+1) boyutlu mKdV denkleminin
¢ozlimleri Wazwaz tarafindan bulunmustur [23, 24]. Ak ve ¢alisma arkadaslart mKdV denklemine
Lumped Petrov-Galerkin and Galerkin yontemlerini uygulamislardir [25, 26]. Bu ¢alismada, mKdV
denkleminin sayisal ¢oztimleri septik B-spline kollokasyon sonlu eleman yontemi kullanilarak elde
edildi. Yontemin performansini ve etkinligini gostermek igin tek soliton dalga ile iki ve {i¢ soliton
dalganin etkilesimi incelendi. Yine sunulan yontemin sartsiz kararli oldugu von-Neumann kararlilik
analizi kullanilarak gosterildi.

2. SEPTIK B-SPLINE KOLLOKASYON YONTEMIi

Problemin ¢6ziim bolgesi olan a < x < b araliginin diizgiin bir pargalanigi a = xy < x; < -+ <
Xy_q1 < Xy = bolsun. h = b;}—a = Xpm+1 — Xm olmak lizere x,,, diigiim noktalarinda @,,,(x) (m =

—3(1)N + 3) septik B-spline fonksiyonlar

[a’, B
a’ —8b’, (X3 Xz ]
a’ —8b7 +28c7, [0 Xim—1]
a’ —8b” + 28¢” —56d’, X1, %]
D (x) =| e’ —8f7 4+ 2897 — 56K, (%) X1 ] (2.1)
e’ —8f" +28¢’, [ms1s Xmgz]
e’ — 8f7' (X2 X3
e’, (%430 Xinsal
10, diger durumlar
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seklinde olup buradaa = (x — x;p_4)”, b = (X — Xp-3)’, ¢ = (x —Xp—2)’, d = (x —xp_1)’, e =
(Xm+a — x)7, f=mez — x)7’ 9 = Xmy2 — x)7, h= (Xm41 — x)7-

{@_3(x),0_5(x), ..., Dy 42 (x), Dy 43 (x)} kiimesi problemin ¢oziim bdlgesi olan [a, b] araliginda
tanimli fonksiyonlar i¢in bir baz olusturur. Problemin tam ¢6ziimii olan U (x, t) fonksiyonuna karsilik
gelen Uy (x,t) yaklagik ¢oziimii asagidaki gibi verilebilir:

Uy (x,6) = il 0, (0)8;(8). (22)

Bu ifadede @;(x) ler septik B-spline fonksiyonlar ve §;(t) ler sinir sartlar1 yardimiyla elde edilecek
olan zamana bagli parametrelerdir. (2.1) ile verilen septik B-spline fonksiyonlar ve (2.2) ile ifade
edilen yaklasim fonksiyonu kullanilirsa x,,, diigiim noktasinda U nun kendisinin ve x e gore birinci,
ikinci ve {iclincii mertebeden tiirevleri

Uy Gemp ) = Upy = Sz + 1208m—5 + 119181 + 24166, + 1191841 + 120812 + Simes,

Up == (=8m—z — 568 — 2458,_1 + 245641 + 56842 + Omara),
" 42

Um = ﬁ(am_g + 245771—2 + 155771—1 - 806m + 155m+1 + 24‘5m+2 + 6m+3), (23)
. 210

Un = sl (=6m-3 = 88m-2 +196m-1 — 19641 + 842 + Om+3),

seklinde elde edilir ve burada ', ", """ sembolleri sirastyla x e gore birinci, ikinci ve tliglincii

mertebeden tiirevleri gostermektedir. (2.1) ve (2.3) yaklasimlari (1.1) ile verilen denklemde
kullanilirsa,

Om—z +1208,,_5 + 119168, + 24168, + 119168, + 1208,,45 + O3

Z
+ 7ng(—5m_3 — 568,,_5 — 2458,_1 + 245841 + 568m42 + Omaz) +

210
F“(_Sm—?; —88m_2 + 1961 — 19641 + 842 + Gmys) = 0(2.4)

denklem sistemi elde edilir. Bu denklem sisteminde
Zm = (6mez + 12085 + 119168,,_1 + 24168, + 1191841 + 120845 + Spy3)? dir.

(2.4) ile verilen denklem sisteminde &; ve zamana bagli parametreler olan &; lerin yerine sirasiyla
asagidaki Crank-Nicolson ve sonlu fark yaklagimi kullanilirsa
5n + 6n+1 . 6n+1 _ 6n
=, 6 = —_—
' 2 ' At
8 ve 6in+1 parametreleri arasindai = m —3,m — 1, ..., m + 1,m + 3 olmak tizere

160t s + bySpth + e 6t + di St 4 e SRt 4 fibmhis + 916043 = G163 +
flgrr:l_z + 615-,7:1_1 + d15,7}l + Clé\?"r;l+1 + blé\?"r}l+2 + a1517h+3 m = 0,1,2, ,N (25)

seklindeki bagintilar elde edilir ve bu bagintilarda

a,=1—EZ, — M, e, = 1191 + 245EZ,, — 19M,
b, = 120 — 56EZ,, — 8M, f, = 120 + 56EZ,, + 8M,
¢, = 1191 — 245EZ,, + 19M, g1=1+EZ, +M,
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__ 7eht
T 2n

__105pAt
=—03

dir.

d, = 2416, E , M

(25) ile verilen cebirsel denklem sisteminde N+ 1 tane lineer denklem ve
(6_3,6_2,8_1,80, »On» On+1,On+2,On+3)T Qibi N + 7 tane bilinmeyen vardir. Bu cebirsel denklem
sisteminin bir tek ¢oziimiinii elde etmek i¢in denklem sayisi ile bilinmeyenlerin sayisi ayni olmalidir.
Bunun i¢in (1.2) ile verilen sinir sartlar1 kullanilarak 8_3,8_5,8_1, Sn+1, On+2, On43 bilinmeyenleri
(2.5) denklem sisteminden yok edilir ve boylece N +1 tane denklem ve d = (&, &y, ..., 8y)T gibi N +1
tane bilinmeyenden olusan Yd™*! = Zd" ile belirtilen denklem sistemi elde edilir. Bu denklem

sistemindeki Y ve Z katsay1 matrisleri sirasiyla

8, 8, Ay 8y,
aZl a22 a23 a'24 a25

8y 8y Ay 8y 85 B
Y = am,m—3 a'm,m—2 am,m—l am,m am,m-*—l am,m-¢—2 am,m-¢—3 ’

an—l,n—4 a'n—l,n—s an—l,n—2 an—l,n—l an—l,n an—l,n+1
a a a a a

n,n-3 n,n—2 n,n-1 n,n n,n+1
L a‘n+1,n—2 an+1,n—1 an+l,n an+l,n+l_
b, b, b, b,
b21 b22 b23 b24 b25
b31 b32 b33 b34 b35 b36
Z= bm,m—3 bm,m—z bm,m—l bm,m bm,m+1 bm,m+2 bm,m+3

bn—l,n—4 bn—l,n—3 bn—l,n—2 bn—l,n—l bn—l,n bn—l,n+1

bn,n—3 bn,n—2 bn,n—l bn,n bn,n+l
L bn+l,n—2 bn+l,n—l bn+1,n bn+l,n+l_
seklinde olup bu matrislerdeki katsayilar ise asagidaki gibidir:
20736 36612 10368 324
m=Tgr M de= T M as=Te M e =gy
_ 53851 1289 7+ 2047M B 638309 4 61019EZ 1573 Iy
%21 = g1 81 T g1 %22 = 3oy 324 1T 324
90356 . 22376 1696 38449 18319 2575
23 = 751 a1 bl M U4 = 0 t 555 ELt 450 M,
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a25=1+E21+M,

96145 19519 1865
Ay = 25 1BV py 4 18%,y
81 81 81
96470 19846 1538
a34 = + EZZ - —M,
81 81 81

Qs = 1+EZy + M,

Gz = 120 — 56EZ,, — 8M,
A = 2416,

Gmsz = 120 + 56EZ,, + 8M,

an-1n-4 =1 —EZ; =M,

96470 19846 1538

(n-1n-2 = g~ ~ gy Lln2t 7 M,
96145 19519 1865

An-1n = 753 o1 Llnz =5 M,

anpn-z3=1—-EZ, 1 —M,

90356 22376 1696
Ann-1= 350 ~ 324 EZn—y + 324 M,
53851 = 1289 2047
Ann+1 = 354 324 EZn-y - 324 M,
10368
Apn+in-1 = — 81 )
20736 20736
An+in+1 = —8—1M1 by, = 81 M,
10368
3=~ g7 M
53851 1289 7 2047M
21781 g1 "t g1
90356 22376 1696
bas = a1 a1 Fat M
b25 = 1—E21 _M,
96145 = 19519 1865
bsz = g0 o1 EL2 e M,

9344 4160 272

Ay = ot _UOpy Ty
81 81 81
195640 56 56

a33 = —+_EZZ +_M,
81 81 81

ass = 120 + 56EZ, + 8M,

Qpm-s = 1 —EZy — M,

Amm-1 = 1191 — 245EZ,, + 19M,
Ammsr = 1191 + 245EZ,, — 19M,
Ammes = 1+ EZy + M,

p_1n_3 = 120 — 56EZ,_, — 8M,

195640 56 56
Ap-1n-1 = 81 aEZn—Z - aM'
9344 4160 272
Un-in1 = g + g7 EZnz + 57 M,
38449 18319 2575
ap,.y9g=———FZ . ——M
nn-2 324 324 n-1 354 "
_ 638309 61019 1573

nn

EZy 1+ M,

324 324
324
Antin-2 = _EM:
36612
an+1,n 81 )
36612
b12 = 81 M,
324
14 =~ %
__638309 61019EZ +—1573A4
227 324 324 717 3247
38449 18319 2575
24 7 T334 324 Ez, - 324 M,
9344 = 4160 272
b31 = ?4__81 EZZ +EM
195640 56 56
b33=—81 —EEZZ—QM,
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byy =0 — 2 EZy + M, bss = 120 — 56EZ, — 8M,
bse=1—EZ, — M, bm-z = 1+ EZp, + M,
bm-z = 120 + 56EZ,, + 8M, bmm—1 = 1191 + 245EZ,, — 19M,
by = 2416, bmsr = 1191 — 245EZ,, + 19M,
bymsz = 120 — 56EZ,, — 8M, bymes =1 — EZy — M,
bp-in-a=1+EZ, 5+ M, bp-1n_3 = 120 + 56EZ,_, + 8M,
bn_l‘n_z — % 19884-6 EZn 5 1;38 M, bn_lrn_l — 195640 + EZn X + M
br1n = 96;3;145 19519 EZn , 1:65 M, Do tn1 = % 4160 EZn ,— 2872 M,
bpns=1+EZ,_1+M, bon-z = o+ 1329 EZn_y+22M,
bn'n_l — 9(3)2;'-;6 + 22276 EZn . 1362946 M, bn'n — 633823409 4 61019 61019 EZn L 1352743 M,
bpn+1 = % = 5oz Eln-1 t 2047M1 bpiin-2 = %M'
bn+1,n—1 = 1083168 M, bn+1,n = %M' bn+1,n+1 = %

Elde edilen bu cebirsel denklem sistemi Thomas algoritmas: ile kolayca ¢6ziilebilir. Lineer olmayan

Z,, terimi i¢in her bir zaman adiminda

PSR (671 — 6n—1)
2

seklindeki i¢ iterasyon iki veya ii¢ defa uygulanir. 8™ parametrelerinin hesaplanabilmesi igin &°

baslangic vektoriiniin bilinmesi gerekir. §° baslangi¢ vektériiniin elde edilebilmesi icin (1.1) denklemi
ile verilen asagidaki baslangic ve tlirevli sinir sartlart kullanilmustir:

Uy (x,0) = U(xp, 0),m =0,1,2,...,N
(Un)x(a,0) =0, (Un)x(b,0) =0, 2.7)
(UN)xx(a' 0) = 0' (UN)xx(bl 0) = 0,

(UN)xxx(a: 0)=0, (UN)xxx(b: 0)=0.
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3. KARARLILIK ANALIZi

Algoritmamizin karalilik analizi von-Neumann yontemi kullanilarak yapilmigtir. Bunun igin mKdV
denklemindeki U2U, teriminde bulunan U? terimi lokal olarak sabit alimmustir. k mod numarasi, h
eleman genisligi ve i birim imajiner say1 olmak iizere algoritmanin kararlihigini gostermek igin &y, =

§me!Mkh (i = \/[—1) Fourier ifadesi (2.5) denkleminde yazilirsa biiyiime faktorii olan &

_ A+iB
~ A-iB

'3 (3.1)

formunda elde edilir ki burada

A = 2cos(3kh) + 240 cos(2kh) + 42382 cos(kh) + 2416,
B = 2(EZ,, + M) sin(3kh) + 2(56EZ,, + 8M) sin(2kh) + 2(245EZ,, — 19M) sin(kh) dur.

(3.1) ifadesinin modiilii 1 olarak bulunur bu ise bize algoritmamizin sartsiz kararli oldugunu gosterir.
4. TEST PROBLEMLERI

Bu bolimde mKdV denkleminin sayisal ¢oziimlerini elde etmek ig¢in kullanilan ydntemin,
performansini ve etkinligini gostermek icin tam ¢ozliimii bilinenen tek soliton dalganin hareketi ile
etkilesim siiresince tam ¢ozlimleri bilinmeyen iki ve ii¢ soliton dalganin karsilikli etkilesimleri ele
almacaktir. (1.1)-(1.3) ile verilen baslangi¢ sinir deger problemi

L=["Uxbtdx L= [ Uxtdx Is=[" [U*(xt)— %“U,%(x, t)]dx,

oo 30 18u?
Iy =[__[US(x,t) — Tﬂ U?(x, t)UZ(x,t) + E—’; UZ,(x,t)]dx,
seklinde ifade edilen dort adet degismeze sabittir. Sayisal ¢oziim ile tam ¢oziimii karsilastirabilmek
i¢in
Ly = Weam = Unlle = [REXo[02" — W),
Lo = lUtgm — Unlloo = m]aXIUf“m - (UN)j|

esitlikleri ile tanimlanan hata normlar1 kullanilacaktir.

|2

4.1. Tek Soliton Dalgamin Hareketi

Bu problem igin (1.1) denklemi, x — +oo iken U — 0 seklindeki sinir sartlar1 ve
U(x,0) = Asech[k(x — xq)] ile belirtilen baslangig sart1 goz 6niine alinarak incelenecektir. Bu

esitlikte soliton dalganin genligi A = \/% ve genisligi ise k = \E dir. ¢ ve x, keyfi sabitler olmak

tizere mKdV denkleminin tam ¢6ziimii

U(x,t) = Asech[k(x — ct — x;)] (4.1.1)
olup degismezlerin tam degerleri ise asagidaki gibi verilebilir [20];

6 12/uc 64c? 216c? c
L =m _#:12= £, I3 = —— £ Iy =— E =,
£ £ £ c 5&3 u

[20,21] referanslar ile karsilagtirma yapabilmek i¢in [0,80] araliginda e =3, u =1, h=0.1, At=
0.01, ¢ = 0.845ve 0.3 parametreleri segildi. Farkli zaman adimlarinda hesaplanan L,, L, hata
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normlarinin degerleri ile Iy, I,, I3 ve I, degismezlerinin degerleri Tablo 1°de verilmistir. Yine Tablo
1’de elde edilen degerler i¢in karsilagtirmalar yapilmistir. Bu tablodan elde edilen hata norm
degerlerinin karsilastirma yapilan diger referanslara gore daha iyi oldugu ve yine degismezler icin elde
edilen degerlerin ise programin ¢aligmasi siiresince hemen hemen sabit kaldigi ve tablodaki referanslar
ile olduk¢a uyumlu oldugu goriilmektedir. Degigsmezlerin baslangic degerlerine gore degisimleri ¢ =
0.3 igin sirastyla 3 X 107>, 0, 2.52 x 107>, 1 x 10~2 seklinde bulunurken ¢ = 0.845 i¢in 1 x 1077,
0, 0, 1 x 10~° seklinde bulunmustur. ¢ = 0.845 icin tek soliton dalganin t = 0,0.1,0.2, ...,1 zaman
adimlarindaki hareketi Sekil 1’de gosterilmistir. Bu sekilden, beklenildigi gibi, tek soliton dalganin
genliginde ve hizinda artan zamanlarda neredeyse bir degisiklik olmadan saga dogru hareket ettigi
goriilmektedir. Yine ¢ = 0.845 i¢in t = 1 zaman adiminda hata dagiliminin grafigi Sekil 2’de
verilmistir. Sekil 2’den smnir sartlarmin dogru segildigi ve mKdV denklemine dogru bir sekilde
uygulandigi anlasilmaktadir.

Tablo 1. 0 < x <80 araliginda e =3, u =1, h =0.1, At =0.01, c = 0.845 ve ¢ = 0.3 parametreleri i¢in tek soliton

dalganin degigsmezleri ve hata norm degerleri

c =03 t 0.1 0.3 0.5 0.7 0.9 1
I Mevcut 4.44282 4.44283 4.44283 4.44284 4.44285 4.44285
Yontem
[21] 4.44279 4.4426 4.4424 4.4422 4.4420 4.44192
I, Mevcut 2.1908 2.1908 2.1908 2.1908 2.1908 2.1908
Yontem
[21] 2.1908 2.1906 2.1904 2.1902 2.1900 2.18994
I3 Mevcut 0.438172 0.438172 0.438171 0.438167 0.4381574 | 0.438146
Yontem
[21] 0.438274 0.43816 0.438047 0.43793 0.43782 0.437763
I, Mevcut 0. 080128 0. 079921 0. 080275 0. 081686 0. 085981 0. 090580
Yontem
[21] 0.078836 0.078888 0.078863 0.078858 0.078923 0.079070
L, Mevcut 3.80E-05 4.45E-05 5.16E-05 6.39E-05 8.80E-05 1.07E-04
Yontem
[21] - - - - - -
L, Mevcut 3.44E-05 4.69E-05 6.22E-05 8.71E-05 1.51E-04 2.00E-04
Yontem
[21] 9.41E-05 2.06E-04 2.62E-04 2.94E-04 3.10E-04 3.10E-04
c = 0.845
I Mevcut 4.442865 4.442865 4.442865 4.442865 4.442865 4.442865
Yontem
[20] - - - - - 4.443000
I, Mevcut 3.676941 3.676941 3.676941 3.676941 3.676941 3.676941
Yontem
[20] - - - - - 3.677535
I3 Mevcut 2.071327 2.071327 2.071327 2.071327 2.071327 2.071327
Yontem
[20] - - - - - 2.073575
I, Mevcut 1.050155 1.050155 1.050155 1.050155 1.050155 1.050154
Yontem
[20] - - - - - 1.047119
L, Mevcut 2.38E-0 6 | 5.89E-06 9.51E-06 1.31E-05 1.66E-05 1.84E-05
Yontem
[20] - - - - - -
L, Mevcut 1.76E-06 4.35E-06 6.64E-06 8.74E-06 1.07E-05 1.17E-05
Yontem
[20] - - - - - 1.20E-03
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Sekil 1. Tek soliton dalganin t = 0,0.1,0.2, ...,1 zaman adimlarindaki hareketi
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1.0x10°
5.0x10° 4

0.0
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-5.0x10°

-1.0x10°

-1.5x10°

T T T 1
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Sekil 2. ¢ = 0.845 i¢int = 1 zaman adiminda tek soliton dalganin hata grafigi.
4.2. iki Soliton Dalganin Girisimi

Simdi iki soliton dalganin girisimi problemini U — 0 iken x — +oo sinir sartlari ile uyumlu olarak

U(x,0) = X%_, Ajsech[k;(x — x;)], A4; = /% , ki = \/% j=12 (4.2.1)

seklindeki baslangig¢ sartin1 ele alarak inceleyecegiz. Bunun i¢in 0 < x < 80 araligindae =3, u =1,
h=01, At=0.01, ¢c; =2, ¢c; =1, x; =15, x, =25 parametreleri  segildi. = Degismezlerin
degerlerini elde etmek igin sayisal algoritma t = 5 zaman adimina kadar calistirldi. [20,21]
referanslarindaki degismezlerin degerleri ile yontemimizin denkleme uygulanmasi sonucu elde edilen
degerler Tablo 2°de verilmistir. Tablodan, mevcut yontem ile elde edilen degismezlerin degerlerinin
verilen referanslarla uyumlu oldugu ve programin ¢aligmasi boyunca hemen hemen sabit kaldigi
goriilmektedir. t = 0 ve t = 5 zaman adimlarindaki degismezlerin degerlerindeki mutlak degisim
sirastyla Al =3.2x 1078, Al, = 0, Al; =3.18x107%, Al, =6.5x 1072 olup bu ise
yontemimizin mKdV denklemine olduk¢a basarili bir sekilde uygulandigini géstermektedir. £ = 0, 2
ve 5 zaman adimlarindaki iki soliton dalganin girisimi Sekil 3’te resmedilmistir. Elde edilen
grafiklerin, referans [21] dekiler ile olduk¢a uyumlu olduklari goriilmektedir.
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Tablo2.0 < x <80araligindae =3, u=1, h=0.1, At=0.01, ¢; = 2, ¢, =1, x; = 15, x, = 25 parametreleri igin
iki soliton dalganin girisimi.

t 1 2 3 4 5

I Mevcut 8.885741 8.885749 8.8857255 8.885698 8.885745
Yontem
[20] 8.886014 - - - 8.886776
[21] 8.63906 8.46653 8.36797 8.24351 8.15655

I, Mevcut 9.659344 9.659344 9.659344 9.659344 9.659344
Yontem
[20] 9.659527 - - - 9.663714
[21] 9.03663 8.65149 8.38153 8.17557 8.00870

I3 Mevcut 10.219215 10.219209 10.219191 10.219145 10.218897
Yontem
[20] 10.239870 - - - 10.249000
[21] 7.94016 6.80785 6.02332 5.46112 5.18743

Iy Mevcut 10.671830 10.671230 10.671230 10.671590 10.736830
Yontem
[20] 10.599820 - - - 10.549520
[21] - - - - -

(b) (©)

Ux.t)
Uix.t)

Uix.)

00 004

T T J T = T <
0 20 40 60 80 0 20 40 60 80

Sekil 3. a)t =0, b)t = 2 ve c)t = 5 zaman adimlarinda iki soliton dalganin
girisimi.

4.3. Ug Soliton Dalgann Girisimi

Son olarak ii¢ soliton dalganin girigsimi hareketi, U — 0 iken x — +oco sinir sartlarina uygun olarak
3 __|6cj e .
U(x,0) = X7, Ajsech[k;(x —x;)]  A; = /T] , ki= \/% =123

seklinde belirtilen baslangi¢ sart1 diigiiniilerek incelenecektir. Bunun i¢in 0 < x < 80 araliginda ¢ =
3, u=1 h=01, At=0.01, ¢c; =2, c, =1, ¢c3=0.5, x; =15, x, =25, x3 = 35
parametreleri alind1. Bilgisayar programi t = 5 zaman adimina kadar ¢alistirildi. Ug soliton dalganim
girisimi hareketi i¢in, degismezlerin elde edilen degerleri ve [20,21] referanslan ile karsilastirilmasi
Tablo 3’te gosterildi. Tablodan programin caligmasi siiresince degismezlerin degerlerinin hemen
hemen sabit kaldig1 ve verilen referanslar ile uyumlu oldugu goriilebilir. t = 0 ve t = 5 zaman
adimlarindaki degismezlerin degerlerindeki mutlak degisim sirasiyla Al = 3.2 X 1076, Al, = 0,
Al; = 3.18 X 107*, Al, = 6.5 X 1072 elde edilmis olup bu ise yontemimizin mKdV denklemi igin
uygun bir yontem oldugunu gostermektedir. Sekil 4’te ¢ = 0,2 ve 5 zaman adimlarindaki ti¢ soliton
dalganin girisimi ¢izilmistir. Elde edilen grafiklerin, referans [21] dekiler ile olduk¢a uyumlu olduklart
goriilmektedir.
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Tablo 3. 0 <x <80 araliginda ¢ =3, u=1, h=0.1, At=0.01,¢; =2,¢; =1, ¢c3=0.5, x; =15, x, =25, x5 =
35 parametreleri i¢in ii¢ soliton dalganin girigimi.
t 1 2 3 4 5
L Mevcut 13.3286819 13.3286776 13.3285760 13.3287887 13.3284165
Yontem
[20] 13.329060 - - - 13.330630
[21] 13.07780 12.90114 12.80053 12.67308 12.57683
I, Mevcut 12.5199427 12.5199427 12.5199427 12.5199427 12.5199428
Yontem
[20] 12.520280 - - - 12.526260
[21] 11.85946 11.46870 11.19353 10.98244 10.80949
I3 Mevcut 11.2284357 11.2284276 11.2284060 11.2283558 11.2280847
Yontem
[20] 11.249790 - - - 11.261270
[21] 8.88135 7.74215 6.95347 6.38317 6.10943
I, Mevcut 11.0219000 11.0231900 11.0393100 11.0397100 11.1304700
Yontem
[20] 10.948370 - - - 10.885150
[21] - - - - -
(a)
()
Sekil 4. a)t = 0, b)t =2 ve c)t =5 zaman adimlarinda ii¢ soliton dalganin girigimi.
5. SONUC

Bu makalede, septik B-spline kollokasyon sonlu eleman yontemi kullanilarak mKdV denkleminin
soliton ¢oziimleri elde edildi. Yontemin kararlilik analizi yapildi ve yontemin sartsiz kararli oldugu
gosterildi. Incelenen iig test probleminde ydntemin etkinligi ve yeterliligini gdstermek icin Ly, L., hata
norm degerleri ile I, I, I; ve I, degismezlerinin degerleri hesaplandi. Elde edilen degerler grafikler
ve tablolar halinde verildi. Tablolara bakildiginda elde edilen hata norm degerlerinin oldukga kiiciik
ve degismezlerin degerlerinin ise korundugu kolaylikla goriilebilir. Dolayisiyla yontemimizin mKdV
gibi denklemler igin uygun bir yontem oldugu soylenebilir.
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