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Resumo

Resumo: O objetivo da apresentagao ¢ introduzir uma versao bastante geral e apresen-
tar uma demonstracao para a famosa Desigualdade Isoperimétrica, seguindo uma adapta-
¢ao de uma prova ja conhecida devida & Gromov. Para tal, explicamos as ferramentas ba-
sicas da teoria de Transporte Otimo, definicoes e resultados basicos, como a existéncia de
uma aplicagao de transporte 6timo (Teorema de Brenier, 1987). Além disso, enunciamos
uma, versao quantitativa do problema isoperimétrico; mais precisamente, dois resultados,
um devido & Fusco, Maggi e Pratelli, e outro a Figalli, Maggi e Pratelli, que foram obtidos
de maneira independente e com técnicas diferentes.
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Resumo

Frequentemente, os grafos sao utilizados por matematicos e cientistas da computacao
para extrair abstracoes interessantes que podem modelar problemas reais. Neste sentido,
um problema bem conhecido em Computac¢ao como o agrupamento de dados (clustering)
pode ser transformado em um problema de particionamento de grafos. Formalmente, esse
problema depende de um conjunto finito S de dados e de uma funcao de similaridade
f: 8 xS — Rsg, onde f(z,y) > f(w,z) implica que = e y sdo mais similares do que
z e w. Dado um inteiro positivo k, o objetivo é particionar o conjunto S em k classes
de forma que elementos em uma mesma classe sejam similares e elementos em classes
distintas nao o sejam. Isso é feito através da otimizacao de uma funcao objetivo. Vale
ressaltar que a escolha dessa funcao nao ¢ canénica, ilustrando o fato de que a nocao de
uma "boa particao"pode ser diferente em diferentes contextos.

Para modelar esse problema em termos de grafos, supomos que os dados sejam vértices
e a similaridade entre os dados seja descrita por pesos nao-negativos associados as arestas.
Dado um numero k € Ny; e um grafo G = (V, E) com pesos ndo-negativos em suas
arestas, w : E — R.q, o problema de particionamento de grafo (GPP) busca determinar
uma particdo P de V com classes de vértices P = {3, ..., Vi.} satisfazendo as seguintes
condigbes: V1 U...UV, =V e ViNV; = 0,Vi # j. Dessa forma, deseja-se encontrar uma,
particao no grafo tal que os vértices em diferentes grupos possuam pouca similaridade e
vértices do mesmo grupo possuam alta similaridade.
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Para medir a qualidade de uma particao, é possivel considerar o problema do corte mi-
nimo (Mincut), que consiste em escolher uma particao Vi, ..., Vi que minimize: Cut(Vy, ..., Vi) =
S cut(Vi, Vi), aqui, cut(Vi, VE) =32 ye Wuy € 0 peso das arestas entre um conjunto
e seu complementar. E claro que essa formulacio ndo considera a informacao de simila-
ridade dentro dos grupos e, em muitos casos, a solucao do Mincut consiste simplesmente
na separacao de um vértice isolado dos demais, o que tipicamente nao ¢ uma particao
desejavel para o problema pratico.

Um modo de contornar este problema é favorecer particoes cujas classes sejam grandes.
Neste sentido, pode-se utilizar o método de corte por razao (Ratiocut) e corte normalizado
(Ncut), que buscam uma particdo que minimize, respectivamente, as fun¢oes dadas por
Ratiocut(Vy, ..., Vi) = Zf % e Neut(Vq, ..., Vi) = Zf %, onde |V;| representa
a cardinalidade da classe e vol(V;) é o total de pesos provenientes da classe.

Basicamente, a formulagao de corte por Ratiocut tipicamente leva a particoes mais
equilibradas, ja que os termos sao normalizados pelo tamanho das classes da particao. Po-
rém, ainda nao é considerada a similaridade entre os vértices no interior de uma mesma
classe. Essa informacao ¢ considerada para o Ncut, que substitui a normalizacao dada
pela cardinalidade da classe, pela similaridade entre os vértices da classe. Infelizmente,
quando se introduz condicoes para obter particoes balanceadas, o problema de Mincut
anteriormente simples de resolver torna-se um problema NP-dificil. Dessa forma, métodos
heuristicos ou aproximados tém sido propostos com frequéncia, os quais fornecem solucoes
sub-6timas com significativa reducao da complexidade na solucao do problema. Entre-
tanto, devido a grande heterogeneidade das aplicagoes de problemas de agrupamento, as
heuristicas sao normalmente desenvolvidas para determinadas classes de problemas. Uma
familia importante de heuristicas sao as heuristicas espectrais, baseadas em ferramentas
da teoria espectral de grafos.

Pela abordagem espectral, para se aproximar a minimizacao das formulacoes Ratio-
Cut e Ncut, sao calculados autovetores associados a autovalores especificos de matrizes
associadas a grafos, como a matriz laplaciana e matriz laplaciana sem sinal. De fato, tais
autovetores correspondem a solucoes de relaxacoes dos problemas apresentados acima.
Por exemplo, a partir do Teorema de Rayleigh-Ritz, é possivel demonstrar que o autove-
tor associado ao segundo menor autovalor da matriz laplaciana, conhecido como vetor de
Fiedler, é a solucao de uma versao relaxada do Ratiocut. Uma consequéncia disso é que,
ao contrario da solucao do problema original, que seria dada por vetores caracteristicos
das classes da particdo, a solucdo do problema relaxado é dada por vetores em R”, sendo
necessario utilizar um algoritmo de agrupamento para transformar os vetores-solugao
do problema relaxado ¥ = (z1,...,z1),z; € R em vetores caracteristicos de parti¢oes
T = ({L’l, ...,]}k),i’i S {0, 1}

Em fim, este trabalho tem por objetivo apresentar a metodologia de particionamento
de grafos pelo espectro, discutindo a relacao entre a solucao exata e a solucao obtida pela
relaxacao do problema. Além disso, pretende-se apresentar alguns caminhos que estao
sendo seguidos na pesquisa para determinar o quao proxima a solucao relaxada esta da
solucao exata do problema olhando para determinadas classes de grafos.
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Resumo

O suporte de um grafo é um subconjunto de vértices do grafo tal que pelo menos
uma de suas respectivas coordenadas dos autovetores da base do espaco nulo da matriz
de adjacéncia é diferente de zero. O estudo do suporte de grafo ¢ muito importante, pois
ele nos fornece informacoes estruturais de um grafo. Por exemplo, em [1], D. Jaume e
G. Molina usaram o suporte de uma arvore 71" para obter formulas fechadas para dois
parametros classicos. O primeiro é o nimero de independéncia de um grafo G, denotado
por a(G). Vérios mateméticos estudaram «(G) (por exemplo [3, 4, [5]). Vale destacar que
o problema de computar a(G) ¢ N P-dificil [2]. O segundo é o nimero de emparelhamento
de um grafo G, denotado por v(G) [6].

Nessa oOtica, nos propomos a estudar quais caracteristicas podemos obter de um grafo
uniciclico através do suporte, mais especificamente, neste trabalho obtivemos formulas
fechadas para os niimeros de independéncia e emparelhamento de grafos uniciclicos usando
o suporte de subarvores. Essas formulas permitem calcular os ntimeros de independéncia
e emparelhamento de grafos uniciclicos usando métodos de algebra linear.
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