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Resumen

Estudiamos distintos aspectos de Teoria Cuantica de Campos a densidad finita usan-
do métodos provenientes de la Teoria de Informacién Cuantica. Primero, revisitamos
el Teorema de Reeh-Schlieder y sus corolarios, tanto en la teoria relativista como no
relativista. Discutimos los resultados en base a las nociones de microcausalidad y lo-
calizaciéon en ambas teorias. Luego, por simplicidad, en la mayor parte del presente
trabajo nos enfocamos en fermiones de Dirac masivos con potencial quimico no nulo,
y trabajamos en 1 4 1 dimensiones espacio-temporales. Usando la entropia de entrela-
zamiento en un intervalo, construimos la funcion ¢ entrépica que es finita. Contrario
a lo que ocurre en teorias con invarianza de Lorentz, esta funcién ¢ exhibe una viola-
cién rotunda de la monotonicidad; también codifica la creacion de entrelazamiento de
largo alcance proveniente de la superficie de Fermi. Motivados por trabajos previos de
modelos en la red, computamos numéricamente las entropias de Renyi y encontramos
oscilaciones de Friedel; estas son entendidas en términos del OPE en defectos. Mas
aun, consideramos la informacion mutua como una medida de correlacion de funciones
entre diferentes regiones. Usando una expansién de distancia grande desarrollada por
Cardy, argumentamos que la informacién mutua detecta las correlaciones inducidas
por la superficie de Fermi todavia al orden dominante en la expansion. También anali-
zamos la entropia relativa y sus generalizaciones de Renyi para distinguir estados con
diferente carga o masa. En particular, mostramos que estados en diferentes sectores de
superseleccion dan origen a un comportamiento super-extensivo en la entropia relativa.
Discutimos posibles extensiones a teorias interactuantes, y argumentamos por la rele-
vancia de algunas de estas medidas para testear liquidos que no son de Fermi. Por otro
lado, también damos los primeros resultados preliminares del estudio en 2 4+ 1 dimen-
siones espacio-temporales. Finalmente, recalcamos que gran parte de los resultados de

esta tesis se encuentran publicados en [1].

Palabras clave: TEORIA CUANTICA DE CAMPOS A DENSIDAD FINITA, IN-
FORMACION CUANTICA, GRUPO DE RENORMALIZACION.
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Abstract

We study different aspects of Quantum Field Theory at finite density using methods
from Quantum Information Theory. First, we review the Reeh-Schlieder theorem and
its corollaries, for both the relativistic and non relativistic theory. We discuss the re-
sults based on concepts of microcausality and localization in both theories. Then, for
simplicity, we focus on massive Dirac fermions with nonzero chemical potential, and
work in 1 + 1 space-time dimensions. Using the entanglement entropy on an interval,
we construct an entropic c-function that is finite. Unlike what happens in Lorentz-
invariant theories, this c-function exhibits a strong violation of monotonicity; it also
encodes the creation of long-range entanglement from the Fermi surface. Motivated by
previous works on lattice models, we next calculate numerically the Renyi entropies
and find Friedel-type oscillations; these are understood in terms of a defect operator
product expansion. Furthermore, we consider the mutual information as a measure of
correlation functions between different regions. Using a long-distance expansion previ-
ously developed by Cardy, we argue that the mutual information detects Fermi surface
correlations already at leading order in the expansion. We also analyze the relative en-
tropy and its Renyi generalizations in order to distinguish states with different charge
and/or mass. In particular, we show that states in different superselection sectors give
rise to a super-extensive behavior in the relative entropy. We discuss possible exten-
sions to interacting theories, and argue for the relevance of some of these measures for
probing non-Fermi liquids. On the other hand, we give preliminary results involving
quantum information measures in 2+ 1 space-time dimensions. Finally, we must point

out that the majority of the results in this thesis can be found in English on [1].

Keywords: QUANTUM FIELD THEORY AT FINITE DENSITY, QUANTUM IN-
FORMATION, RENORMALIZATION GROUP.
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Nomenclatura

Simbolos

S(V) Entropia de entrelazamiento.
Sp(V) Entropia de Renyi.

I,(A, B) Informacién mutua (de Renyi).
Sn(plo) Entropia relativa (de Renyi).
H Espacio de Hilbert.

kp Momento de Fermi.

LF Potencial quimico.
Convenciones

El niimero de dimensiones espacio-temporales lo denotamos por d.

Utilizamos unidades naturales, c =1y h = 1.

W, v, p, o (griegos) con p=0,...,d — 1 son indices espacio-temporales.
1, jconi,j=1,...,d—1 son indices solamente espaciales.
G = (+ — ... —) es la métrica de Minkowski.

Utilizamos la convencién de Einstein para la sumatoria, por ej. Zu oy, = 'y,

Utilizamos la notacién slash de Feynman, por ej. A = A,~*.
Acroéonimos y abreviaciones

QFT  ‘Quantum Field Theory’ o Teoria Cuantica de Campos.
CFT  Teoria Conforme de Campos.

RG Grupo de Renormalizacion.

EE Entropia de entrelazamiento.

OPE  ‘Operator Product Expansion’.

[OAY Ultravioleta.

IR Infrarojo.






Capitulo 1

Introduccién y motivacion

“No deseo estatuas, placas, premios, calles o institutos cuan-
do muera. Mis esperanzas son otras. Deseo que mi pais con-
tribuya al adelanto cientifico y cultural del mundo cientifico
actual. Que tenga artistas, pensadores y cientificos que en-
riquezcan nuestra cultura y cuya obra sea beneficiosa para
nuestro pais, nuestros compatriotas y toda la especie huma-
na.”

— Bernardo Houssay. Premio Nobel en Fisiologia (1947)

y primer presidente del CONICET.

La Teoria Cuédntica de Campos (‘Quantum Field Theory’ o QFT) describe sistemas
cuanticos con infinitos grados de libertad, y juega un rol central en modelos de altas
energias y sistemas fuertemente correlacionados en materia condensada. En las ultimas
décadas la QFT ha visto un progreso revolucionario en aspectos no perturbativos al
utilizar métodos provenientes de la Teoria de Informacién Cuantica. Esto empezé con
el calculo de Srednicki de la entropia de entrelazamiento para un campo escalar real,
exhibiendo asf la ley de drea [2]. Medidas basadas en la entropia de entrelazamiento en
conjunto con la unitariedad y causalidad han establecido la irreversibilidad del grupo
de renormalizaciéon (RG) en d = 1+ 1,2+ 1y 3 + 1 dimensiones espacio-temporales
para QFTs relativitas [3-5].! Resultados de Teorfas de Campos Conformes (CFT) [§]
asi como de Teorfas de Campos libres [9] han brindado nuevas visiones acerca de la
estructura general de QFT. Propiedades de la entropia relativa han sido utiles para
probar cotas de energia en QFT, como la cota de Bekenstein [10], la segunda ley ge-
neralizada [11], la ANEC [12] y la QNEC [13]. La observacién de la ley de drea en
modelos locales también ha motivado el estudio de métodos numéricos muy poderosos

para encontrar estados fundamentales [14]. Empezando por la propuesta de Ryu y Ta-

'Los teoremas C'y A para d =141y d = 3 + 1 respectivamente, fueron probados originalmente
utilizando correladores locales en [6] y [7], respectivamente.



kayanagi [15, 16] de que la entropia de entrelazamiento en una CFT puede computarse
a partir de una superficie de 4rea minima en un espacio-tiempo de anti-de-Sitter (AdS),
ideas provenientes de informacion cuantica han brindado desarrollos fundamentales en
holografia y gravedad cuantica.

La mayoria de los resultados existentes en la literatura hasta el momento han estado
relacionados con QFTs relativistas. La razon es que las restricciones que imponen la
simetria de Lorentz y la estructura causal juegan un rol fundamental en los enfoques
antes mencionados. En contraste, son mucho menos conocidos resultados en QFTs
no relativistas y, en particular, en QFTs no relativistas a densidad finita como seria
relevante para la descripcién del limite al continuo de materia cuantica. Ha sido sugerido
que la entropia de entrelazamiento puede presentar un comportamiento no monétono en
ciertos modelos no relativistas, y esto podria implicar que el grupo de renormalizacién
no fuese irreversible més alld de las teorias Lorentz invariantes [17]. Trabajos anteriores
abocados al estudio de entropia de entrelazamiento para fermiones relativistas con carga
finita incluyen [18-23]. Mientras que algunos resultados para teorias con exponentes
dindmicos no triviales incluyen [24-27].

El objetivo de este trabajo consiste en determinar aquello que la informacién cuanti-
ca pueda decirnos acerca de QFT's relativistas a densidad finita, obtenidas al considerar
un potencial quimico. En algiin sentido esto se encuentra en un punto intermedio entre
teorias de campos relativistas y modelos completamente no relativistas: el potencial
quimico es una perturbacion relevante y por tanto a distancias muy cortas esperamos
recuperar la invariancia de Poincaré. Es por esto que resulta natural empezar prime-
ro por extender los resultados desde el contexto relativista. Tales modelos también
pueden tener superficies de Fermi, y su estudio resulta importante para aplicaciones
experimentales (de hecho derivaremos nuevas predicciones en esta direccion).

Una leccion clave de los analisis invariantes de Lorentz es que, desde el punto de
vista de medidas de informacion cudntica, las QFTs libres proveen una arena no trivial
para obtener resultados mas generales que se aplican mas ampliamente. Este punto
de vista ha sido resumido y advocado en [9]. Motivado por esto, en esta tesis estudia-
mos fermiones de Dirac libres a densidad finita, empleando tanto métodos analiticos
en teoria de informacién cuantica asi como simulaciones numéricas. Mas aun, nos res-
tringimos al caso mas simple posible de d = 1 4+ 1 dimensiones espacio-temporales. La
razon para esto es que los calculos numéricos son mas simples en este caso; a pesar de
las simplificaciones, los resultados son todavia no triviales. Planeamos extender nuestro
trabajo a dimensiones mas altas en un futuro. Un avance preliminar en d = 2 4 1 se
encuentra plasmado en el anteultimo capitulo. Encontraremos que medidas de infor-
macién cuantica exhiben un comportamiento que es diferente respecto de las teorias
relativistas; esto esta relacionado con el hecho de que la superficie de Fermi induce

excitaciones de baja energia con entrelazamiento de largo alcance.



En cuanto a la estructura de la tesis, la misma consta de siete capitulos de conte-
nidos; una seccion con conclusiones y miras hacia la continuacién del trabajo; y por

ultimo una coleccién de tres apéndices:

= Kl Cap. 2 tiene como objetivo principal discutir al Teorema de Reeh-Schlieder,
un resultado que emerge en el contexto del analisis axiomatico de QFT y que pa-
ra teorias relativistas implica la existencia de entrelazamiento de vacio no trivial
entre regiones espaciales. Se discuten algunas nociones de localizacién y microcau-
salidad tanto en la teoria relativista como no relativista, asi como la demostracién

del teorema y su relacion con dichas propiedades.

= En el Cap. 3 se revisitan propiedades basicas de fermiones de Dirac a densidad
finita tanto en el continuo como en la red. También se discute su dinamica, que
estd determinada por dos parametros relevantes, la masa m y la carga, que es
proporcional al momento de Fermi kp. El resto de la tesis estara dedicada al
analisis de las distintas medidas de informacién cuantica y sus implicaciones en

QFT a densidad finita.

= En el Cap. 4 estudiamos la entropia de entrelazamiento a densidad finita. Cons-
truimos una funcion c entrépica cutoff independiente, y probamos que es no
mondtona. Esta revela la competencia entre m y kg a lo largo del flujo del grupo
de renormalizacién, y codifica en forma explicita la creacion de entrelazamiento

de largo alcance asociado a la superficie de Fermi.

= En el Cap. 5 estudiamos las entropias de Renyi a densidad finita. Trabajos previos
en la red, como [28], han encontrado un comportamiento oscilatorio en estas me-
didas, y esto estuvo relacionado con la presencia de oscilaciones de Friedel en [29].
Analizamos cuando y cémo las oscilaciones emergen en el continuo de QFT, y ex-
plicamos su origen en términos basados en el ‘operator product expansion’ (OPE)
de defectos.

= En el Cap. 6 consideramos la informacién mutua (y sus generalizaciones de Renyi)
entre dos intervalos a densidad finita. Seguimos el enfoque de [30] y representamos
cada intervalo en términos del OPE con operadores locales. Probamos que la
informacion mutua detecta la presencia de la superficie de Fermi todavia al orden
dominante, y sugerimos por qué esta es una medida interesante para testear a los
liquidos que no son de Fermi. Los resultados analiticos son también verificados

numéricamente.

= En el Cap. 7 estudiamos la entropia relativa, y una cierta generalizacién unipa-
ramétrica de esta que interpola con la fidelidad a densidad finita. Estas cantidades

miden la distinguibilidad entre estados. Las aplicamos para distinguir estados en



dos casos distintos: matrices densidad en distintos sectores de superseleccion de
carga, y matrices densidad en el mismo sector pero con diferentes deformaciones

relevantes de la masa. También comparamos con resultados numéricos.

= FEn el Cap. 8 damos inicio al estudio de la entropia de entrelazamiento a densidad
finita en d = 24 1. Si bien los resultados son preliminares, alli motivamos trabajo

futuro en esa direccion.

= Terminamos en el Cap. 9 con una discusion del trabajo. En cuanto a los Apéndi-
ces: en el Apéndice A se encuentra la demostracion relativista del Teorema de
Reeh-Schlieder; en el Apéndice B se discuten algunas propiedades que requerimos
acerca de fermiones de Dirac libres a densidad finita en la red; y en el Apéndice C
contamos los avances parciales del esquema perturbativo, en relacién al calculo

de entropias de Renyi utilizando la técnica de bosonizacién.

Finalmente, gran parte del presente trabajo ha sido publicado recientemente en
un articulo [1]. Més precisamente, los resultados que se plasman alli son aquellos que
se encuentran entre los Cap. 3 al 7 inclusive. Asimismo, también fue expuesto como
presentacién mural (virtual) en la 105° Reunién de la Asociacién de Fisica Argentina
en 2020, y ha sido premiado con la Menciéon Especial por el Premio Luis Maésperi.
Por tal motivo, una porcién de este trabajo prontamente también serd publicada en la

revista Anales de la Asociacion de Fisica Argentina.



Capitulo 2

Limite no relativista de la Teoria de

Campos y Teorema de
Reeh-Schlieder

“Creo que la verdad esta bien en las matemdticas, en la quimi-
ca, en la filosofia. No en la vida. En la vida es mas importante
la ilusion, la imaginacion, el deseo, la esperanza.”

— Ernesto Sdbato. Escritor, fisico y presidente de la CO-
NADEP.

En las primeras dos secciones estudiaremos el limite de bajas energias de la Teoria
de Campos Cuéntica (QFT) libre més sencilla posible, con el fin de entender y motivar
algunas cuestiones basicas relacionadas con localizaciéon y microcausalidad en la teoria
no relativista. Estas se encuentran plasmadas en tantisimos libros clasicos de la litera-
tura de QFT [31, 32], aunque la idea aqui es que el debate sea lo mas autocontenido
posible.

Finalmente, en la tltima secciéon abordaremos al Teorema de Reeh-Schlieder, cuyo
principal corolario para teorias relativistas implica la existencia de entrelazamiento
cuantico no trivial del estado de vacio entre distintas regiones espaciales. Dentro de este
contexto, trataremos de dilucidar como en el limite no relativista en donde la maxima
velocidad de propagacién es infinita, dos aspectos a priori contradictorios tienen lugar:
la validez del teorema de Reeh-Schlieder, y la nulidad de la entropia de entrelazamiento.
Parte de esta discusion girara en torno a las cuestiones ya mencionadas de localizacién

y microcausalidad en la teorfa no relativista.



2.1 Limite no relativista del campo escalar real y localizacién 6

2.1. Limite no relativista del campo escalar real y

localizacion

Por simplicidad, vamos a comenzar con la Teoria de Campos clésica relativista
més sencilla posible. Sea ¢(z#) un campo escalar real clasico libre, con una métrica
Lorentziana g¢,, = (+ — ... —) en d coordenadas espacio-temporales y con una accién

dada por
S = / dtddlx% [(0,0)* — m?¢?] . (2.1)

La condicién en capa de masa establece que la energia E en términos del momento p

de cada modo de Fourier del campo viene dada por

wy = E = £+/p?+m? (2.2)

En el limite en el que p < m,

w=t(m+ 2 v0(L). (23)

2m m3

La energfa posee un orden dominante wy ~ +m mdés pequenias correciones entre las

. . 2
cuales aparece la relacién usual no relativista 7. Para desacoplar los modos menos

energéticos, definimos un campo escalar complejo v tal que!
¢p=——= (e + eimt@UT) : (2.4)

Al reemplazar en la accién (2.1) y despreciando los términos que oscilan rapidamente

+i2mt

debido a los factores e , se obtiene que

o [ atd e (Lo — ot ) — 1802 + —— 19,02
Sw/dtd 'z (2(¢ Op — ™) 2m|az"¢’| +2m|8t¢| ) . (2.5)

Como el ultimo término ﬁ\@tw esta suprimido por la masa en comparacion con los
primeros dos %(W@tw — OppT 1), también podemos despreciarlo y arribar a una nueva

accién aproximada
‘ 1
SNR = /dtdd_lx (%(¢Tat¢ — o y) — %szz) : (2.6)

La accién (2.6) usualmente se la denomina la accién de Schrodinger pues al minimizar

la accién, ¥ y ' satisfacen la ecuacién homénima y su conjugada en ausencia de

'En realidad, la expresién (2.4) tendria que escribirse en términos de v y v¥*. Sin embargo, al
cuantizar el campo ¥ y ¥* — 1 y T, con lo cual se optard por usar sistematicamente T en vez de *.



2.1 Limite no relativista del campo escalar real y localizacién 7

potencial
. V2 . V2
2(9,51/1 = —%w y Zaﬂ/JT = %IZJT (27)

Integrando por partes y despreciando los términos de borde la accién (2.6) puede

reescribirse como usualmente aparece en la literatura

2
SNg = / dtd™ 1tz T (i@t + a—i) P (2.8)
2m

~
LNR

La accién no relativista posee una nueva simetria global U(1) dada por ¢ +— e~ ‘1),
con « constante. Esta nueva simetria no existe en la teorfa en el UV (ultravioleta),
mas bien, es una ley emergente de bajas energias dado que todos los términos que la
rompen se encuentran suprimidos. Por el teorema de Noether, la corriente conservada

J* asociada a esta simetria viene dada por

.0 aENR 6_¢

 OLak 6 Olwm U1
I 7 300 da

— o)t % -
=V T = ) s T 90w b 2m

(Yo't —plo'y). (2.9)
Mientras que la carga conservada N,

N = /dd_lxjo = /dd_lm i, (2.10)

es el nimero de particulas. En particular, esta magnitud es semidefinida positiva. Més
adelante tendrd un rol fundamental a la hora de argumentar que la entropia de entre-

lazamiento en la teoria no relativista es cero.

Las soluciones de la ecuacion de Schrodinger en el espacio de momentos resultan

— ’ 2 .
ser ondas planas de momento p'y energia wy = 2—. Entonces, en el espacio real pueden
m

escribirse como combinacién lineal de ellas?, pesadas por coeficientes complejos a; y al

7
- dd_lp (P T—w

w(:z:,zt):/(%)d_1 ay e PEert), (2.11)
. dd_lp —i(PB—wa

W(x,t):/(%)d_l a;e (PE—wpt) (2.12)

Por otro lado, el momento canénicamente conjugado respecto de v es

_ OLaw
~ 0(0)

(T, 1) = i1 (T, 1). (2.13)

Con esto dicho, ya es posible continuar con miras hacia la cuantizacién del cam-

2La represntacion aqui empleada es la denominada ‘representaciéon de Schrodinger’.



2.1 Limite no relativista del campo escalar real y localizacién 8

po. Para conciliar los campos clasicos con la mecénica cudntica se puede seguir una
prescripcién denominada “cuantizaciéon candnica” en la cual los campos son elevados
a operadores® actuando sobre un espacio de Fock y sobre los cuales se imponen reglas

de conmutacién denominadas candnicas a un tiempo ¢ fijo:*
[W(,1), 91 (@, )] = 8" D(@=T") y (@, 1), (T, 1)] = 1T ), 01 (T, )] = 0. (2.14)
Puede demostrarse que las relaciones son equivalentes a
lag,al] = mYSEDF- 5y g ap] = [alal] 0. (215)

En el formalismo del espacio de Fock se define el vacio |0) como el estado sin particulas
tal que (0|0) = 1y az/0) = 0 para todo p. A continuacién, veremos otros elementos que
permitan interpretar a los estados del tipo a;|0>.

El hamiltoniano H puede escribirse en términos de la densidad hamiltoniana H =

w0 — L como
dd 1
H = /dd v H = / — Wy otT ag. (2.16)

Mientas que el operador momento total P se escribe como

- . . dd 1
(P)' :/dd_leOZ :/dd Ly w0 = / d - (p)" al 207 (2.17)
siendo T" el tensor energia-impulso. Si definimos el vector |p) como

5) = al0), (2.18)

puede demostrarse utilizando las expresiones de H y P que: H|p) = wslp) ¥y P|p) = plp).
Esto dltimo permite interpretar a los vectores |p) como “particulas” de momento p'y
energia wy. Por este motivo se suele llamar a a;, operador de creacién y consecuente-
mente a ay operador de destruccién. Sin embargo, estas “particulas” no se encuentran
localizadas en el espacio, sino que se encuentran localizadas en el espacio de momen-
tos. Por otro lado, si existen vectores que se encuentran localizados en el espacio y que

resultan ser combinacién lineal de |p):

9 =l@0l0) = [ Gt . 2.19)

3Formalmente deberfan indicarse tanto 1, ap y sus conjugados con un " sobre ellos, aunque omiti-
remos su escritura de aqui en adelante.

4En el caso no relativista también podrian imponerse relaciones de anticonmutacién para describir
particulas fermidnicas. Sin embargo, si se trataran de imponer en el campo de Klein-Gordon relativista,
se violarian principios basicos como por ejemplo la microcausalidad de la teorfia.
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—

Para demostrar esa tltima afirmacién, es posible definir un operador posicion X al

igual que en mecanica cuantica no relativista

—

%= / 410 7 (7)), (2.20)

y utilizando (2.14) puede verse que X|Z) = Z|7). Estas particulas se encuentran locali-
zadas en el espacio y al igual que |p), satisfacen la relaciéon de completitud para estados

de una sola particula

ddflp

W= [ @l = [ Gt 221
y estan normalizados de forma que
@)y =0 V@ -2 y (@) =0T p). (2.22)
Ademas, la interpretacion acerca de la localizacion es consistente con el cdlculo
(#]p) = €7, (2.23)

cuyo resultado se encuentra en el marco de la mecénica cudntica no relativista al uti-

lizar la representacién posicién/momento de la funcién de onda[31].

El esquema de la existencia de estados localizados en posicién se desvanece en la
teoria relativista. Si se hubiese seguido el mismo procedimiento de cuantizaciéon candni-

ca, las soluciones para el campo de Klein Gordon (2.1) ¢ (7, t) hubiesen resultado [32]:

- d'p 1 - i(pE—0y ~t —i(PE—iy - - (=
¢Kg(x,t):/< (aﬁe(” Pt)—ira;.e (P Pt)>:<b;G(x,t)+¢KG(:c,t),

2m)t 205
(2.24)
donde wy = /p? +m? . El factor de normalizaciéon que depende de la energia es tal
que la medida de integracion en el espacio de momentos f (;ljr)% %_
p

invariante [33]. Entonces, podriamos proceder de manera similar al caso no realtivista

sea Lorentz-

y definir®
ddflp 1 L
e = 0en(,0)0) = [ — 2~ o7 : 2.25
o = 6xel®00) = [ Gy = P e (2.25)
donde |p) k¢ = &;]O}. Notamos que wz ~ v2m cuando |p] < m, con lo cual en dicho
limite se recupera la expresion (2.19) absorbiendo la constante en una redefinicién de

los operadores de creacién/destruccién. Sin embargo, en general ocurre que la norma-

5¢>};G indica la parte de ¢ ¢ que contiene operadores de creacién. También se podria haber definido
%) ke actuando con (¢f)" sobre |0).
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lizacién de |Z) kg no coincide con (2.22). Mas bien puede demostrarse que

<_” _> / ddflp eiﬂ(f )
T =
Y)Ka (27T)d_1 ) /pQ + m2

R
= - Te—— cos(u).
Ix— Yl P2+ m? p?|E — y]?

En particular para d = 4,

_ mE (mlz — 1)

Sl , (2.27)

27 |7 — ]
siendo K la funcién modificada de Bessel de segunda especie y de primer orden® (o
funcién de MacDonald), que tiene la particularidad de decaer exponencialmente con la
distancia, es decir:

- = m? 2 —m|Z—Y] : = e

En vez de anularse para Z # ¢ como en el caso no relativista (2.22), decae exponen-
cialmente con la inversa de la longitud de onda de Compton % Por tanto, la teoria de
Klein-Gordon introduce una escala natural a partir de la cual es factible hablar de la
nocion de localizacion de las particulas.

Hasta el momento sélo se definieron estados |p) y |Z) que fueron interpretados como
estados de una sola particula localizada en p'y en ¥ respectivamente. De manera muy
natural, podria extenderse la definicion para un niimero mas grande de particulas. Por

ejemplo, en el espacio de momentos se define el vector |p; ...p,) tal que
Jemp
D1 ... D) o agl ...a;;n|0>. (2.29)

La proporcionalidad se debe a que al haber cuantizado con reglas de conmutacion, la
estadistica para un sistema de muchas particulas resulta bosénica, por lo cual, prodria
ocurrir que hubiese méas de una particula con el mismo momento. Por otro lado, también

se extiende la nocién de un estado de muchas particulas localizadas en el espacio como

ddflp1 ddflp L Lo
T1...0,) = e e e U A 2.30
|x1 $n> /(271')‘1_1 (27T)d_1 e |p1 p > ( )

La existencia de una base de estados |Z; ... Z,) en la teorfa no relativista serd una pieza

clave para justificar en el Cap. 4 que la entropia de entrelazamiento es nula en tal caso.

6Puede consultarse la Digital Library of Mathematical Functions del NIST. Su pégina web es:
https://dlmf .nist.gov/ .
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2.2. Calculo del propagador y microcausalidad

Un objeto central en cualquier teorfa de campos es el propagador (o funcién de
correlaciéon de dos puntos o funcién de Green). Desde el punto de vista de la teoria
axiomatica de Wightman [34], el conocimiento de los correladores resultaria suficiente
para describir completamente a la teoria. En teorias libres, apelando al teorema de
Wick, puede demostrarse que cualquier funcién de correlacién de 2n campos’ puede
calcularse en términos de la funcion de correlacién de dos puntos. En tiempo real,
existen distintas prescripciones, todas extensiones analiticas del propagador en tiempo
euclideo. Sin embargo, sélo calcularemos el propagador a tiempo real conocido como

propagador de Feynman® G, que se define como

Gr(z',t',2,t) = (T{y(T',t )W (7, 1)})

En la tltima igualdad se utilizaron las soluciones para ¢ y ¢! en términos de a; y a;;,
y el hecho de que (0|a; ;,\O) = 055 para demostrar la nulidad del dltimo término.
Explicitamente, el propagador se obtiene de la resolucion de la integral:

d—1 y
Gr=0t"—t AP ilpa-0-F0'-0), 2.32
F ( ) (271_)(1_1 ( )

Para resolverla, completamos cuadrados, sacamos fuera de la integral el término inde-
(#'-7)
t—t

pendiente de p’ 'y hacemos el cambio de variables i/ := p—m

; (' —5)2 dd*ly ')
GF:@(tl—t)emz(“—t) /We e

z/—7)2 [oe} ;- d—1
o5 (L [y )

2r ) o

(2.33)

Utilizando la integral de Fresnel para o > 0, es decir, para t’ >t

> -2 m
dye ™ = [ —(1—i 2.34
| e = [ma-a, (2:34)

"En el caso del campo escalar, tiene que haber n operadores de creacién y n operadores de des-
truccién para que el correlador no sea idénticamente nulo.
8Como se verd en (2.31) el mismo coincide con el propagador retardado en la teorfa no relativista.
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el propagador de Feynman en el limite no relativista resulta

d—1

Gpl(@' t, @ t) = O(t' - = 2.35

Para t — t’ el limite puede calcularse introduciendo un cambio de variable 7 = i(t' —t)

d—1 / 2
m_mEime)
{ —|| J—e = | =8z — 7
Tllri%1+ Gp = | ( 5rrC ) 4] (@' —2), (2.36)

Jj=1

resultado que concuerda con el valor de expectacion en el vacio de (2.14), es decir, con

O[v(@',t"), v (Z,1)]]0) = 8 (F’ - 7).
El principio de microcausalidad establece que dos eventos con separacién de tipo

espacio, es decir, que satisfacen (x —z')? = (t—t')> — (—7’)? < 0, no ejercen ninguna

influencia el uno sobre el otro (siendo x = (¢, %) y ' = (t’,Z")). En general, cualquier

observable de la teorfa puede escribirse como [32]

A~ ~

O(z) = ¥ (2)0(2)¢(x), (2.37)

donde O(x) es una funcién compleja o un operador diferencial. Por otro lado, puede

demostrarse que
0(2),0")] = 0@)O() (F (@) ") + 1 V(@) Al —x'),  (2.38)
siendo A la funcién de Pauli-Jordan

Az’ =) = [p(z), " ()] (2.39)

9

La propiedad de microcausalidad formalmente se enuncia” como una relacién de con-

mutacién para eventos con separacioén de tipo espacio.
0(z),0(z)] =0 si (z—2z")%<0, (2.40)
y en términos de la funcion de Pauli-Jordan

Alz—2")=0 si (r—z')?<0. (2.41)

9En [35] la conmutatividad estd manifestada expresamente en el Postulado 7. Sin embargo, como
en la teoria no relativista es imposible satisfacerla, los autores introducen en su reemplazo al Postulado
8 que intuitivamente establece la existencia de una ecuaciéon de campo que determina su evolucién a
todo tiempo dado el campo a un tiempo inicial.
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En la teoria no relativista, también puede demostrarse que
Gr(Z' t' 2,t) =01 —t)(A(z' — x)). (2.42)

Como G # 0 para t # t' el principio de microcausalidad se desvanece pues la méxima
velocidad de propagacion es infinita ¢ — oo y los Unicos eventos que no estd influen-
ciados causalmente son aquellos que posean el mismo t. Por otro lado, la expresién
(2.42) sélo es vélida en el limite no relativista. Para el campo de Klein-Gordon ocurre
que si bien GEY nunca se anula, la funcién A sf lo hace para eventos de tipo espacio,
respetando asi al principio de microcausalidad.

En resumen, en las ultimas dos secciones vimos lo siguiente: en la teoria relativista
no existen estados localizados espacialmente, mientras que si existe una nocién de
microcausalidad en término de conmutadores; mientras que en la teoria no relativista
se invierten los roles, si existen estados localizados espacialmente, pero se desvance
completamente la nocién de microcausalidad en términos de conmutadores dado que

c — OQ.

2.3. Teorema de Reeh-Schlieder

En el marco de la teoria axiomatica de campos, usualmente conocida en inglés
como Algebraic Quantum Field Theory(AQFT) o Local Quantum Physics [36], como
consecuencia inesperada de los axiomas Wightman|[34], H. Reeh y S. Schlieder probaron
un teorema que causé revuelo y cuyo resultado se encuentra fuertemente ligado con
cuestiones de localizacién y entrelazamiento.

En términos formales, el teorema predice que el estado de vacio es ciclico. Ademas,
para QFTs relativistas la nocién de microcausalidad combinada con la ciclididad del
vacio implican que el vacio también sea separable. Esto colleva a que existan correlacio-
nes entre cualesquiera dos regiones del espacio y por ende, el Teorema de Reeh-Schlieder
predice la existencia de entrelazamiento cuantico del vacio no trivial para este tipo de
teorias. Recalquemos de nuevo que nuestra idea es dilucidar la siguiente situacién de
tension para teorias no relativistas: la validez del teorema de Reeh-Schlieder, y la nu-
lidad de la entropia de entrelazamiento.

A continuacién enunciaremos el teorema de Reeh-Schlieder siguiendo los pasos de

[37]. Para empezar, consideremos algunas definiciones:

» M, el espacio-tiempo de Minkowski de dimensién d, con signatura (— +...+).

» ¥ C M, una hipersuperficie completa de tipo espacio (o hipersuperficie de

1086lo en esta seccién se considerard dicha signatura para la métrica, con el fin de mantener la
notacién de [37].
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Cauchy). Clasicamente es una regién del espacio tiempo en donde se determi-

nan las condiciones inciales de la teoria.
= )V C ¥ un conjunto abierto arbitrario de la hipersuperficie.
= Uy C My un pequeno entorno de V en el espacio-tiempo.

Para visualizar los objetos recien definidos podriamos pensar en d = 2, tomando ¥ =
{reMy: 2°=0}, V={reMy: 2°=0 A |2t <L} yUy ={x e My: |2° <
€ A |z'| < L} como en la Fig. 2.1.

oy

Figura 2.1: Ejemplo de los conjuntos X, V y Uy en d = 2.

Ademas, consideremos:

1©2) el estado de vacio, es decir, el estado de minima energia.

» Si ¢(z#) representa un campo escalar, los valores de expectacion del tipo
(Qlo(x) ... o(x#)|Q) no se encuentran bien definidos (poseen divergencias). Por

tal motivo, se considerara la funcional ¢ del campo ¢ en términos de una funcién
suave f como: ¢y = [dx f(z*)p(x").

= [5) = dp@p, - .- H1,|€2) el estado en el espacio de Hilbert H con las f; con soporte

en Us.

= Ho C H el sector de vacio consistente de todos los estados que resultan ser com-

binacién lineal de [¢)7), en otras palabras, Ho = Span{[¢7) }

Jieus,

Teorema de Reeh-Schlieder Considerando todas las definiciones, si las f; estan

restringidas en un entorno arbitrariamente chico Uy, C My entonces Ho = Span{|v f~>} Fictn, -
En otra palabras, el teorema nos dice que al considerar una rebanada de una su-
perficie de Cauchy ¥, sin importar que tan chico sea el conjunto Uy, jactuando con
operadores locales en Uy, sobre el vacio podemos recuperar todo Hy! Esta propiedad
interesante es una consecuencia de las condiciones de positividad de la energia y de
analiticidad de las funciones de Green. En el Apréndice A.1 describimos con un poco

més de detalle la demostracién para el caso relativista dada en [37]. Siguiendo los pasos
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de dicha demostracion, como resultado original, hemos podido extenderla para la teoria

no relativista.

Demostracién del Teorema de Reeh-Schlieder: caso no relativista

Para extender la demostraciéon al caso no relativista el hamiltoniano H de la
teoria debe ser tal de que exista un estado de minima energia, es decir, un estado
de vacio |2). También, debe pedirse que |p] < H para poder probar la implicacién
(A.5). Notemos que esto tdltimo trivialmente se satisface en la teorfa relativista pues
H = \/p*+m? > |p]. Sin embargo, si ingenuamente tratdsemos de utilizar la relacién

>
2m?

No obstante, considerando el término dominante m de la relacién de dispersion, es decir

no relativista usual H = no podriamos concluir que dicha desigualdad se cumple.
H=m+ %, es posible probar que H > 24/m - % > |p] (en donde hemos utilizado
la desigualdad de las medias AM-GM). Notemos que una vez satisfecha la relacién
H > |p], la demostracién no requiere del uso de la invarianza de Lorentz, mas bien
de la existencia de traslaciones espacio-temporales, que particularmente se encuentran
bien definidas aun en el limite no relativista. Con esto ultimo, hemos extendido la prue-

ba para el caso no relativista y por ende probado la ciclidad del vacio para esta teoria.[]

Si bien hemos dado una demostracion para el teorema de Reeh-Schlieder en la teoria
no relativista, pareceria haber un argumento més sencillo para indicar que el teorema
podria ser un resultado casi inmediato. La discusion se centra en el denominado ‘time
slice axiom’ o axioma de la rebanada de tiempo. Varios autores [34-36] postulan que
una QFT bien definida tiene que ser tal que exista una ley dindamica, que permita
conocer el valor de los campos en un tiempo arbitrario en término de los campos en un
rebanada de tiempo. El hecho de que sea una rebanada con cierto grosor, segin [34],
se debe a la condicion de que las derivadas temporales se encuentren bien definidas
a un dado tiempo. Entonces, el hecho de que haya una rebanada temporal y ¢ — oo
en la teoria no relativista implican directamente la validez del teorema. Para ver eso,
introduzcamos la nocién de algebra de operadores. Esto da una formulacion de la teoria

que no depende particularmente de los campos utilizados en su descripcién[38]:

= V C X un conjunto abierto, entonces Ay, se define como el dlgebra de operadores

con soporte en Uy,.

» Para |¢) € Ho y Ay, un algebra de operadores, se dice que 9 es un vector ciclico

de Ay, si Ho = Span{aly) : a € Ay, }.
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En este nuevo lenguaje, el teorema se reescribe como:

Teorema de Reeh-Schlieder (nuevo enunciado) El vacio [Q2) es un vector ciclico

para Ay, con V C ¥ arbitrariamente pequeno.

Por otro lado, el ‘time slice axiom’ en términos de algebras puede enunciarse como
que Ay = A, donde U indica al conjunto de todos los puntos que no se encuentran a
una separaciéon de tipo espacio de U [39]. De esta forma, intuitivamente en el limite no
relativista, el cono de luz se deforma con ¢ — oo y eso conlleva a que para cualquier
subconjunto V C ¥ a tiempo constante, Ay, = Ay; = Ay, Es decir, asumiendo esta
version del ‘time slice axiom’, el teorema de Reeh-Schlieder valdria trivialmente en la

teoria no relativista.

Como mencionamos al principio de la seccién, la ciclidad del vacio en conjunto con
la propiedad de microcausalidad de la teoria relativista implican la denominada sepa-

rabilidad del vacio. En términos del algebra de operadores:

» Un vector |¢) € Hy es separador del algebra de operadores Ay, si la condicién

aly) =0 con a € Ay, implica a = 0.

Para la teoria relativista vale el siguiente teorema acerca de la separabilidad del vacio,

cuya demostracién daremos a continuacion.

Separabilidad del vacio Si el vacio |Q2) es ciclico para A, (resultado que sigue
del teorema de Reeh-Schlieder) y Ay, es un dlgebra de operadores de una regién Uy
con una separacion de tipo espacio respecto de Uy!!, entonces |Q2) es un vector separa-
dor de Ay, .

Demostracién) Para realizar la demostracién consideremos dos regiones con sepa-
racion de tipo espacio Uy, y Uy, y un operador a con soporte en U),. Por la propiedad

de microcausalidad se cumple que:
[p(z),a] =0 x € Up. (2.43)
Anélogamente, considerando un operador a’ con soporte en Uy

[6(2),d] =0 x€lUy. (2.44)

"'Notemos que Uy» no es el dlgebra de operadores conmutante con ), denotada como Uy,. En
realidad se cumple que Uy C Uy, y cuando coinciden dicha condicién se denomina dualidad de Haag
[37]. Como la demostracién solo usa la conmutatividad de los operadores, la separabilidad del vacio
sigue siendo vélida atin considerando U,. La pérdida de la dualidad esta relacionada con la existencia
de sectores de superseleccién.
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Supongamos ademds que a es un operador de destruccién del vacio a|Q2) = 0. La

conmutatividad de a con operadores ¢(z;) con soporte en x; € Uy implica que:
ap(xy) ... 0(x,)|Q) =0 x; € Uy (2.45)

Pero debido al teorema de Reeh-Schlieder, ¢(z1) ... ¢(z,)|Q2) genera todo H,y. Por lo

tanto a = 0 en todo el sector de vacio Hg. UJ

Este resultado de la teoria relativista es sumamente interesante y como ya se men-
cioné anteriormente, depende fuertemente de la conmutatividad de los operadores (es
decir, de la propiedad de microcausalidad de la teorfa). Existen otro resultados que
también pueden desprenderse de la separabilidad del vacio [37]: la existencia de esta-
dos de energia negativa y de correlaciones en el vacio entre regiones con separacion de
tipo espacio, aspectos muy notorios en las QFTs relativistas.

Aunque el teorema de Reeh-Schlieder es valido en la teoria no relativista, los co-
rolarios no siguen siendo necesariamente ciertos pues se pierde la conmutatividad a
tiempos distintos. En particular, puede probarse que la entropia de entrelazamiento
de una regién del vacio con su complemento es siempre nula [40]. Este hecho esta re-
lacionado con la idea de que en el teoria no relativista si existen estados localizados

espacialmente. En el Cap 4 se estudiard esto con mas detalle.






Capitulo 3

Fermiones de Dirac libres a
densidad finita

“Hay derrotas que tienen mas dignidad que una victoria”

— Borges. Escritor

En esta seccion estudiaremos algunos aspectos tedricos de fermiones de Dirac libres
a densidad finita tanto en el continuo como en la red. Los mismos modelan sistemas de
materia cuantica en su limite al continuo, y por tanto ellos seran el centro de atencion
de aqui en mas. También veremos su dinamica, que detalla tanto el limite UV como el
IR de la teoria. Todo el marco aqui discutido serd la base para el posterior andlisis de

las distintas medidas de informacién cuantica en los capitulos venideros.

3.1. Teoria en el continuo

Los fermiones de Dirac libres tienen una simetria continua U (1), 1 — €%4). Una den-
sidad de carga finita n. = (¥[1,) puede obtenerse al introducir un potencial quimico
[LF, que aparece como un valor de expectacion para un campo de gauge de background
con una componente temporal no trivial.

La descripcién de un sistema fisico que estd en contacto con un reservorio que
permite el intercambio de energia y de particulas, en donde la densidad media de
energia y de particulas son constantes, puede realizarse en el marco de la descripcion
gran canénica. En la misma, el reservorio posee una temperatura 7' ! y un potencial

quimico pp. En este formalismo, el Hamiltoniano se ve modificado como:
Hw— H = H — pupN, (3.1)

donde N es el nimero medio de particulas.

'En todo el presente trabajo T = 0.

19
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Es por eso que la accién (con signatura g,, = (+ — ... —)) resulta

S = / dt d*e (D(id — m)d + prd') | (3.2)

Tanto el término de masa como el de potencial quimico son operadores relevantes por
contaje de potencias, e inducen un flujo no trivial del grupo de renormalizacién (RG)
desde una CFT UV de un fermién de Dirac no masivo. Recalquemos que la accién
es cuadratica en los campos, pero no es invariante de Lorentz debido al término del
potencial quimico. Se siguen las convenciones de [31], y nuestra eleccién de las matrices
de Dirac esta descripta en el Apéndice B.

Los autovalores de energia son
Ey=—up++/p?>+m?. (3.3)

De aqui en adelante siempre trabajaremos con pupr > 0. Es por esto que E_ siempre
sera negativo y como de costumbre dara origen a las antiparticulas; ademés, la banda

E. tiene una energia tal que se anula a momento de Fermi finito |p| = kp, con
kp = \/pu% —m?2. (3.4)

Esto define una superficie de Fermi esférica. El estado fundamental, descripto en mas
detalle en Sec. 3.2, se obtiene al llenar estos estados hasta E, = 0. Debe notarse que
es necesario que

|| > [m] (3.5)

caso contrario, el nivel de Fermi se encontaria entre el gap, y no se anadiria carga al
sistema.

A continuacién computaremos el correlador ordenado temporalmente. Para ello
usaremos la prescripcion ie apropiada, que mueve los polos de la funciéon de Green de
tal forma que

po = Ey —iesgn(Ey). (3.6)

En otras palabras [31, 41],

1 1 1 1
— — 3.7
PP-m? 2 /prtm? (po — E, +iesgnE, p0—E_+ z‘esgnE_> B0

para el calculo de los residuos, donde hemos definido p,, = (po + i, p;). El correlador
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resulta
- ddp 2(15 + m)g ; 1
T, - a zp(m)(
(Tpa()vs(y)) / (2m)?2./p? + er P — E. +iesgnk, (3.8)
. )
P —E_ +iesgnE_> '
Los indices espinoriales @ y 8 se encuentran transpuestos pues
(Tha@)isl0)) = 5 e e MNT o) (i §m) ),
0na(2) 075 (y) n=ii=0 pe
(3.9)

donde 7 y 77 son las fuentes externas para 1) y 1 respectivamente. Ademés, definimos
P tal que § = P — ippr°.

Para célculos de entrelazamiento que se efectuaran mas adelante, sera ttil el corre-
lador a tiempos iguales. Elegimos tender los tiempos iguales 2° — y° — 0% de forma
que (T (x)Y(y)) = ((x)(y)). Cerrando el contorno de p® en el semiplano superior
complejo, el coeficiente de Fourier e (@) regulta exponencialmente suprimido en el

infinito. Luego, empleando el calculo por residuos

Weou) = | (;lﬂ_)dple—ip‘x-y);{@(—E+> (VoF w3 4+ m)

2+4/p? + m?

- <—\/1m7° +9'p' + m) } : (3.10)

Para computar la matriz densidad reducida, serd conveniente trabajar en términos del

siguiente correlador

=)= W) = (gwgflei"'(”){@@&) (% + %)

1 0200 0
(Lo ram) L (3.11)
2 2y/p?+m?

Reconocemos el correlador de densidad finita como la deformacién del resultado

relativista,

-y 1 A% +4%m
Cip(x—y)=0C(x—y)+ / ey L2 L) (312
e ( y) o y) pl<ky (2m)81 2 2./pr+ m? (3.12)

con

Aty 1 AOpi + +Om
—vy) = —p(x—y) (2 L T8 T T
Co(x—y) = / (2ﬂ)d_1e (2 N (3.13)
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3.2. Modelo en la red

La entropia de entrelazamiento y las entropias de Renyi son medidas de informacion
cuantica divergentes para una QFT en el continuo. Una forma fisica de regularizar la
teorfa es ponerla en la red, para luego usar el método de tiempo real [9, 42] para evaluar
las medidas de entrelazamiento en el discreto. En lo que sigue, nos restringiremos
exclusivamente a d = 1 4+ 1 dimensiones espacio-temporales.

Trabajaremos con una red espacial infinita, 2! = na, n € Z, poniendo el espaciado
de red a = 1. Simetrizando las derivadas espaciales (3.2) y discretizando las derivadas

como () = (Yny1 — ¥n)/a, el Hamiltoniano en la red se lee como

1
H=>), (—5(?/)27071(%“ — ) = hoc) +mfy i, — MF%Wn) =D UHyv;,
n ,J
(3.14)
donde {(¢;)a, (%T) g} = 0;j0a3, siendo «, § indices espinoriales. Ahora determinaremos

el estado fundamental y la funcién de Green fermionica a tiempos iguales.

En espacio de momentos,

™ dk ”
= ol thn 3.15
= [ G (3.15)
el Hamiltoniano resulta
™ dk . dk
H= | ook (k)" +m" = pr) or = /% oL M (k)pr. (3.16)

Los autovalores de energia vienen dados por
e+(k) = —pp £ /sin(k)? + m?, (3.17)

y los correspondientes autovectores normalizados vienen denotados por vy (k) respec-

tivamente. El Hamiltoniano luego es diagonalizado en la nueva base

( o ) = Ut (k)pr (3.18)

C—k,—

con

Uk) = (s (k) , v_(k)) (3.19)

como matriz unitaria de los autovectores de M (k), resultando

" dk
H= / o <6+(k)czj+ck,+ + (—c(k))czj_ck,,) , (3.20)
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luego de haber substraido la energia de punto cero. La unitariedad de la transformacion
garantiza que {cj 4, c;,b} =270(k — p)duw, a, b = £.

Cuando upr = 0, el estado de vacio es el estado que contiene cero particulas |0),
aniquilado por todos los ¢ +. Ni bien g > 0, el nuevo estado fundamental se obtiene

al llenar los estados de energia negativa e, (k) < 0 en la banda de particulas:

Gy =TI .10 (3.21)

k,eq(k)<0

Luego, las particulas llenan la superficie de Fermi con momento de Fermi

kr = arcsin (\/p% — m2> : (3.22)

ademds, de otra superficie con momento de Fermi dado por 4+(m — kg). Mostramos esto

en la Fig. 3.1.
1.0t /\ /\
0'5/ \ / \ * particulas

= 0.0 e antiparticulas
w
nivel de Fermi
- 0.5

- 1.0, , , . . .
-3 -2 -1 0 1 2 3
k

Figura 3.1: Bandas de energia y nivel de Fermi (en verde) para un fermién de Dirac a densidad
finita en la red. Aqui elegimos m = 0,1, ur = 0,5. El momento corre con k € (—m,n]. La banda
de abajo (de antiparticulas) puede interpretarse como llena en términos del mar de Dirac.

El limite al continuo se obtiene al mandar todas las medidas (adimensionales) de
energia en (3.17) a cero, manteniendo los cocientes k/m y pur/m fijos. Esto efectiva-
mente recupera (3.3) 2. Sin embargo, existen propiedades que son especificas de la red.
Una es la bien conocida duplicacién de fermiones: dada la periodicidad de la relacién
de dispersion con el momento de la red, el modelo da dos superficies de Fermi; ver
Apéndice B.2 para mas detalles.

Otra propiedad es que una vez que pur = v/1 +m2, la banda de particulas se en-
cuentra completamente llena; es por eso que (reintroduciendo a) en nuestros calculos
siempre tomaremos pp < \/m. Esta reducciéon desaparece en el limite al con-
tinuo dado que el cutoff |k| < 7/a — oc.

2Equivalentemente, podemos reintroducir el espaciado de red, para obtener la relacién de dispersién

sin(ka)?

€+ (k) = —pp + / Z— + m?. Tomando a — 0 obtenemos (3.3).
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Ahora estamos listos para computar las funciones de correlacion en el modelo en la

red,
Ak _iiiej
Cy = (GIUIHIG) = (W) = [ 55 M Wetb). (329
Usando las relaciones de anticonmutacion y notando que los estados de energia negativa

llenos estéan dados en (3.21), tenemos que

(P! (k)p(k)) = v} (k)vs (k)O(—es (k) + 0T (K)o (k)O(—e(k)). (3.24)

Estos términos son computados en (B.4) y (B.5) en el Apéndice B.1, con el resultado

Cij = /7r d—k e~k (i=7) 1}1 _ sin(k)7°y" + m~°

Tdk 1 sin(k)y°yt + mA°
+ [ —e D Q(—ey (k) | =TI+ : 3.25
| 5 (—e: () (2 e (325)

La primera linea es independiente del potencial quimico, dado que ©(—e_(k)) = 1 para
todo k in (3.24). Esta es la contribucién dada por la banda llena de antiparticulas. La
segunda linea es la parte que codifica la contribucién proveniente de la superficie de
Fermi de las particulas. Ademads, esta es la versién discreta de (3.11), que brinda el

limite al continuo correcto.

3.3. Dinamica de los fermiones

Dado que el modelo es Gaussiano, la dinamica se encuentra totalmente determinada
por el propagador (3.11) o su versién en el discreto (3.25). Ahora analizaremos los
nuevos ingredientes anadidos por la densidad finita, y el rol de las dos escalas relevantes

my kp.

Limite m/kr — 0

Primero, consideremos el caso sin masa m/kr — 0. Como se describe en el Apéndi-
ce B.1, es ttil elegir la base quiral v° = o', ¥' = i0?. Luego 73 = 79! = —03. En

términos de los usualmente denominados left/right movers, 1 = (11, 1r), obtenemos

S = /dxodxl <¢}(z‘(ao —O) + pup)r + L9 + D) + up)wR) : (3.26)

Los fermiones quirales se desacoplan; cada uno de ellos posee una superficie de Fermi
semi-infinita que termina en |p'| = pp. Mds atin, en este caso el momento de Fermi

simplemente es kr = up.
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La teoria de bajas energias puede obtenerse redefiniendo
p'=tkr+pL, (3.27)

y restringiendo |p, | < |kr|. Esto da dos fermiones quirales moviéndose a la velocidad

de la luz,

dp°d
S :/ f—%?j (¢E(PO +pL ) + VR —pL)wR) : (3.28)

Existe una forma completamente equivalente de abordar al mismo resultado, que sera
importante mas tarde. Debido a la simetria quiral adicional, la teoria posee dos si-
metrias U(1), xU(1)g, que rotan ¢, r independientemente. El potencial quimico puede

ser removido con una transformacion unitaria local,
P (xh) = e *re i (2h) | pp(at) — P g (at). (3.29)

Esta no es una simetria, dado que la fase de rotacién depende de z'; la misma mapea
la teoria con potencial quimico a una sin potencial quimico. Eso es equivalente a haber
cambiado el origen del espacio de momentos como en (3.27).

Los propagadores a tiempos iguales para los fermiones quirales a densidad cero son
i

Txl » Iy
27T<$1—y1) ’ <wR< )w (y )>

(Wl (z e (yh)) = — (3.30)

2m(xt —yt)
Podemos obtener los correspondientes correladores a densidad finita aplicando (3.29)
a este resultado:
Tl 1\ _ ikp(xt—yl) Tl 1\ _ i —ikp(xt—yl)

x =——%¢ x = ——c¢ .
<wL( )wLQ/ )> 271_(%1 _ yl) ) <wR( )¢R<y )> 27]_(1,1 _ yl

(3.31)

El mismo resultado también puede obtenerse directamente de (3.11). Esto muestra
términos que oscilan con frecuencia kr — como consecuencia de la presencia de la su-
perficie de Fermi. Esta es sin dudas una diferencia clave respecto de la teoria relativista.

Términos similares también se encontraran lejos del limite no masivo.

Limite m/kr — oo

Ahora consideremos el limite opuesto, es decir, el limite no relativista m/kr — oco.
A energias y momentos mucho mas pequenos que la masa, la relacion de dispersion

(3.3) resulta

p2

2lm|

FEi~ —pup+|m|+ (3.32)
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Elegimos la masa y el potencial quimico de forma que ambos sean positivos. Definiendo

se obtiene ) )
Eomjrt X B ~omtapt+ 2 (3.34)
2m 2m

Las antiparticulas con energia —FE_ ~ 2m se desacoplan de la teoria de bajas energias,
mientras que las particulas reproducen la relaciéon de dispersiéon de un fermién no
relativista, con i haciendo el rol de potencial quimico en la teoria no relativista. Este
fermion es de tipo spinless, y lo denotaremos como 1@ El mismo esta relacionado con el
fermién de Dirac al diagonalizar el Hamiltoniano como en (3.18) y tomando m — oc;

entonces
~ 1

() NG

donde originalmente 1 = (11, 1)7). La teoria efectiva de bajas energias resulta

(¢1(2) + a(2)) (3.35)

~ 2 ~
Seff = /d.ﬁlj‘odxl wT (Za(] + % - /lF) w (336)

Esta describe una superficie de Fermi (dos puntos) con momento de Fermi

2
L7 (3.37)

2m

Linearizando la relacién de dispersion alrededor de cada punto de Fermi

2
. k
_2p —fip = *vppy , p=E(kr +p1), vp = —. (3.38)
m m

Restringiendo el momento p; de forma tal que sea més pequenio que kg, y denotando al

fermién cercano al punto de Fermi izquierdo o derecho 11,  respectivamente, obtenemos

0
S = / dé;;l;); (JJTL (P° + vppL)Ur + V(P — UFpJ_)T;R) : (3.39)
Este es el mismo resultado que se obtuvo en la teoria con dos fermiones quirales (3.28),
excepto que ahora la velocidad de propagacion es la velocidad de Fermi en vez de la
velocidad de la luz. Es decir, que a pesar de que la masa tienda a infinito, la teoria de
bajas energias posee excitaciones no masivas localizadas en la superficie de Fermi. Esto
conlleva a consecuencias no triviales en la estructura de entrelazamiento del vacio.
También veremos diferencias significativas con la teoria quiral, relacionadas con las

oscilaciones de Friedel, en el Cap. 5.



Capitulo 4
Entropia de entrelazamiento

“La innovacion es como la llama de una vela en medio del
viento. Las ideas disruptivas tienden a ser eliminadas por
nuestra mente, que siempre busca una explicacion para todo.
Por eso hay que aprender a cuestionar.”

— Julio Palmaz. Inventor del ‘stent’.

Ahora empezaremos nuestro anélisis de medidas de informacion en Teoria de Cam-
pos a densidad finita. En este capitulo consideraremos la entropia de entrelazamiento
(EE) o entropia geométrica asociada a la matriz densidad reducida de una regién es-
pacial V' del estado puro de vacio. La misma se define a partir de la entropia de Von

Neumann como [9]

S(V) = =Tr(pvlog(pv)) , pv = Try(|0){0)), (4.1)

donde V es el complemento de V', y |0) es el estado de vacfo.

Nuestra motivacién original en cuanto al estudio de la EE en esta direccién provino
de [17], que argument6 acerca de la violacién de la irreversibilidad del flujo del RG
en modelos no relativistas. En mas detalle, una superficie de Fermi en d dimensiones

espacio-temporales conlleva a la violacion logaritmica de la ley de areas para la EE,
S(V) ~ (kpr)*=?log(kpr), (4.2)

donde V' es una region esférica de radio r. Para r grande, esta contribucién crece mas

rapido que el término dominante de la ley de éreas,

Tdf2

S(V) ~ (4.3)

ed—2’

que aparece en modelos locales, como las QFTs con puntos fijos UV. Este argumento

27
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hacia un comportamiento no monétono es sugestivo, ya que varios puntos necesitan ser
cuidadosamente entendidos.

Primero, la comparacion no estd bien definida en el limite al continuo, dado que
(4.3) es divergente. Precisar més este argumento requiere una medida de informacién
cuantica finita. Otro punto es que la irreversibilidad en d > 2 no esta basada en el
término de area (4.3); en cambio, estd basada en las cantidades intrinsecas que decrecen,
Fy A [4, 5], que aparecen en términos no dominantes. Términos similares no han sido
evaluados en teorias de campos a densidad finita en d > 2. Finalmente, es necesario
determinar si el potencial quimico actia como un operador relevante estandar a bajas
energias o distancias grandes como en (4.2). Esto puede ser sutil, porque el potencial
quimico modifica la estructura del estado de vacio, que se encuentra en un sector de
superseleccion distinto respecto del estado de vacio de carga cero. En particular, podria
ser clarificador la evaluacién de ciertas medidas de informacién que comparen estados
en el mismo sector de superseleccién.

Nuestro objetivo consiste en analizar estos puntos en el esquema mas simple posible
considerando fermiones de Dirac a densidad finita en d = 1+ 1. Como pronto veremos,
todavia este modelo nos brindara un escenario para nada trivial. Mas atn, quisiéramos
arrojar luz acerca de la competencia entre la masa y el potencial quimico. La masa
por si sola tiende a dar un estado trivial con gap; pero incluso para masa no nula, la
carga finita efectivamente induce fermiones no masivos emergentes, como se discutié
en Sec. 3.3. Esto produce entrelazamiento de largo alcance, y quisiéramos caracterizar
como esta creacién de entrelazamiento ocurre.

Recordemos que para una CFT en 2d de carga central ¢ y para un intervalo de

radio r, el término dominante en la EE es [§]
S(r) = - log — (4.4)
€

con € como un cutoff de corta distancia. La cantidad

ds(r)
dr '

cry=r (4.5)
es finita y es proporcional a la carga central intrinseca ¢ en los puntos fijos UV e
IR. También estd bien definida por fuera de los puntos fijos, en cuyo caso decrece
monotonamente para flujos unitarios del RG en teorias relativistas [3, 4]; esta es la
versién entrépica del teorema C. Computaremos la cantidad finita (4.5) en presencia
de densidad de carga finita, y la usaremos para estudiar potenciales violaciones de la
monotonicidad. También estudiaremos los flujos del RG en sectores de superselccion
fijos, al comparar funciones ¢ entrépicas con el mismo kr pero con distinta masa.

Haremos simulaciones numéricas utilizando un método denominado de tiempo real |9,
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42]; trabajaremos en la red como en la Sec. 3.2 para luego tomar el limite al continuo.
Dado que la teoria es Gaussiana, los autovalores de la matriz densidad reducida py
quedan determinados univocamente por los autovalores de la matriz de correlacién
Cij = (¥lp;) restringida a V (i,7 € V). En términos de esta matriz (ver (3.25)), la

entropia de entrelazamiento en la red resulta
S(V) = -Tr[Clog(C) + (1 — C)log(1 - C)]. (4.6)

Ahora analizaremos dos casos separados: fermiones quirales y fermiones con masa finita.

4.1. Fermiones quirales

Para fermiones de Dirac quirales, habiamos encontrado una transformacion unitaria
(3.29) que mapea la teoria con densidad de carga finita a un modelo relativista de carga
cero. Ambas funciones de dos puntos Cj; en el continuo tienen los mismos autovalores
y, dado que la matriz densidad es Gaussiana y estd completamente determinada por la
funcién de dos puntos, las respectivas matrices también tienen los mismos autovalores.
Por lo tanto, las medidas de informacion cudntica que dependen sélo de los autovalores
de la matriz densidad reducida, como la EE, coinciden en ambas teorias. Ademas,
este resultado es independiente de la forma de la regién considerada V', entonces el

argumento es valido para un nimero arbitrario de intervalos.

0.355[
0.350}-. 1 o kp=1/80
0.345:" * ke =1/120
o o kp = 1/150
0.340} i f
\\f\k o kp=1/180
0.335/ | o ke =1/200
0.330 ‘
0 2 4 6 8 10
]{FT’

Figura 4.1: Funcién c¢(kpr) entrépica para un fermién quiral a densidad finita. Para krp — 0
y kpr fijos, los gréaficos tienden a %7 como en un CFT de ¢ = 1. En este caso, las matrices de
correlaciéon fueron tan grandes como 4000 x 4000, dado que hay dos grados de libertad por spin

por sitio. Notar la escala de los valores en el eje-c.
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Para un intervalo de longitud r, esto implica

c(r) = % (4.7)
para fermiones quirales a densidad finita. Damos una verificacién numérica de estos
resultados en la Fig. 4.1, tomando el limite al continuo del modelo en la red con
kr — 0, para kpr fijo. Presentamos gréficos de c(kpr) para varios valores de kp.!
Esto es consistente con trabajos previos [18, 21, 22|, cuyos argumentos fueron distintos
respecto del nuestro.

Por lo tanto, resulta de crucial interés explorar medidas de informacién cuantica que
no sean solo sensitivas a los autovalores de py, sino también a sus autovectores. Esto
podria distinguir fermiones quirales con densidad cero y densidad finita. Retornaremos

a este punto en la Cap. 5 debajo.

4.2. Fermiones masivos a densidad finita

Analicemos ahora el caso de fermiones de Dirac masivos. Para desarrollar intuicion
analitica, es 1til considerar primero los limites asintoticos UV e IR, en conjunto con los
comportamientos ultra-relativistas y no relativistas. Desde el punto de vista de la EE
y la funcién entrépica ¢(r), el UV se corresponde con r < 1/m,1/kp. El término de
masa es una deformacién relevante estandar, y por tanto su efecto es despreciable en
el UV. Por otro lado, como hemos discutido antes, la densidad de carga puede ser més
sutil dado que el estado fundamental cambia a densidad finita. Asumiendo que también
se comporta como una deformacién relevante, el limite UV deberia dar ¢(r) — 1/3.
Nuestros resultados numéricos mostraran que de hecho este es el caso.

La forma funcional de ¢(r) depende fuertemente del cociente m/kp. En el limite
relativista m/krp — 0, esperamos una dependencia cercana a la de los fermiones quirales
en la Sec 4.1. El limite no relativista m/kp > 1 es més no trivial e interesante. Desde
el punto de vista del RG, los efectos de la masa deberian aparecer a escalas del orden
de mr ~ 1, confluyendo a un estado con gap y por lo tanto, a ¢(r) — 0. Sin embargo,
incluso en este caso, esperamos a distancias r > 1/m, 1/kr obtener entrelazamiento no
nulo proveniente de las correlaciones de largo alcance de los fermiones livianos (3.39).
Aqui esperamos que de nuevo ¢(r) — 1/3. De esa manera, esperamos que la funcién ¢

entrépica exhiba una comportamiento no monétono en el limite no relativista.

Para computar c¢(krr) = (kpr)S’(kpr), hemos usado una derivada que suaviza las fluctuaciones
numéricas, ya que considera cuatro puntos consecutivos (ver el Apéndice numérico de [43]). Més
explicitamente, 0,9 (x) — Vpyi = +(¥n41 + ¥y — n1 — Yp_2) para el n-ésimo sitio de la red.
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Los resultados numéricos se presentan en la Fig. 4.2, que muestra c(kgr) para varios
valores de m/kp. Mostramos los limites ultrarelativistas m/kr < 1 y no relativistas

m/kpr > 1, asi como casos intermedios con m/kp ~ 1.

- o ™ 10 kp=1/500
0.35F ki retps
° %:5 ki = 1/500
F'
0.30 | 1 m .
; o 307 kp=1/256.41
0.25[ | 1 o1 kp=1/200
o ™ _05 kp=1/50
0.20f ! R
, , , ¢ =01 kp=1/50
F
0 2 4 6 8
o 0 kp=1/200
kp

]{?F’f'

Figura 4.2: Funcién c(kpr) para distintos regimenes de m/kp para fermiones de Dirac a

densidad finita. En el limite » — 0, las simulaciones tienden a %, el valor esperado del punto fijo

UV. En el limite IR, las simulaciones también tienden a %, en cousistencia con (3.39). Finalmente,

los comportamientos intermedios se encuentran fuertemente afectados por el ratio m/kp. La
funcién c¢ entrépica es una cantidad finita que exhibe un comportamiento no monétono del RG.

Las consideraciones analiticas previas fueron verificadas por resultados numéricos.
Primero, en todos los casos encontramos que ¢(r) — 1/3 en el limite UV r < 1/m, 1/kp.
Este es el comportamiento esperado en el punto fijo UV. Segundo, en el limite IR
(mr > 1y kpr > 1) los gréficos también tienden a 1/3, resultado esperado de (3.39).
Esta es la version 2d de la violacién logaritmica de la ley de areas (4.2).

El comportamiento intermedio entre estos puntos depende de m/kp. En el régimen
relativista m < kp, los efectos de la carga no trivial siempre dominan en el sentido del
RG, y el comportamiento es similar al de los fermiones quirales.

En el régimen no relativista, ¢(r) rapidamente decrece a escalas del orden de mr ~ 1.
Esto es consistente con el RG siendo dominado por la masa. Para valores mas grandes
de r, ¢(r) crece, alcanzando un maximo a kpr ~ 1, para finalmente tender a 1/3.
El minimo y el maximo en c(kpr) refleja la competencia entre los operadores mi) y
purpT; el primero trata de inducir un gap masivo y entrelazamiento nulo, mientras
que el segundo (recordando que prp > m) trata de inducir entrelazamiento de largo
alcance. La funcién ¢ entrépica luego provee una cantidad finita que sensa la creacién
de entrelazamiento debido a la densidad finita.

Ahora analicemos el comportamiento en mas detalle. Un fermiéon no relativista
a densidad cero viene descrito por la accién de Schrodinger (3.36). La misma tiene
una simetria U(1) dada por z/; — ei‘"zﬁ, con un numero de particulas conservado N,;

crucialmente, N, > 0. Esto deberia contrastarse con la simetria de carga original U(1)
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que tiene cargas positivas y negativas. La positividad de N, implica que el estado
fundamental queda univocamente determinado como aquel que tiene carga cero en
cada punto de la red (la existencia de esta base de estados localizados en posicién
para la teoria no relativista fue discutida en la Sec 2.1). Por lo tanto se factoriza,
10) = [[,|0); y el entrelazamiento en una regién finita es trivial, es decir S(V) = 0
para cualesquiera regién V. Esto termina de cerrar la discusién que motivé al Cap. 2,
en donde se argumenté que si bien el Teorema de Reeh-Schlieder es cierto para la
teoria no relativista, su corolario en cuanto a la presencia de entrelazamiento no nulo
deja de ser valido. Recalquemos que la trivialidad de la EE fue enfatizada previamente
en [40]; también puede obtenerse directamente como el limite m — oo de la EE para
un fermién de Dirac. Ahora anadamos algo de carga, de forma tal que el nuevo estado
fundamental tenga N, > 0. Existen varias maneras distintas de realizar N,, y ademas
el estado fundamental ya no es mas un estado producto. Con respecto de N., hay
excitaciones con excesos y defectos de carga, particulas y huecos en el lenguaje de
la materia condensada. Estas excitaciones conllevan a un entrelazamiento no trivial,
similar a lo que ocurre con la presencia de particulas y antiparticulas en QFT. La
creacién de entrelazamiento queda manifestada en ¢(r).

Finalmente, analicemos el flujo del RG dentro de un sector de misma carga. Una
forma de caracterizar esto consiste en comparar funciones ¢ entrépicas para valores

iguales de kr pero con masas distintas:
Ac(r) = c(kpr,mur) — c(kpr, mor) . (4.8)

A distancias largas, basicamente esto cambia la velocidad de fermi vp. Numéricamente
hemos encontrado que Ac(r) también exhibe comportamientos no monétonos y pre-
senta curvas similares a la Fig 4.2.

En conclusién, hemos encontrado un comportamiento no monétono en la cantidad
finita ¢(r), poniendo las consideraciones de [17] en terreno firme. Nuestros resultados
exhiben una ruptura de la irreversibilidad del RG en 1+1 interpretado en términos de la
funcién ¢ entropica, una vez que la invariancia de Lorentz se rompe. Adicionalmente,
también hemos corroborado que la desigualdad de subaditividad fuerte siempre se
satisface, como deberia ocurrir; en nuestro caso, se corresponde con S”(r) > 0. En
los flujos estudiados, cyy = crgr, entonces la version débil de la irreversibilidad, que
establece que cyy > c¢rg, no se viola. Uno podria preguntarse si existen otras funciones
¢ que si sean monotonas. Dado que las cargas centrales UV e IR son iguales, esta
funcién ¢ deberia ser constante a lo largo de todo el flujo, y por tanto insensible a
los efectos de los dos operadores relevantes asociados a m y a up. Pero esto parece
bastante implausible: a distancias cortas podemos enfocarnos en los efectos del término

relevante de la masa, las funciones ¢ consistentes deberian decrecer monétonamente con
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la escala.? Dado esto, a distancias grandes deberfan crecer para tender asintéticamente
a la misma carga central en el IR. Por lo tanto, genéricamente esperamos que todas las
funciones ¢ exhiban un comportamiento no monétono. Otras medidas de informacion
si exhiben un comportamiento monétono (la mas notable siendo la entropia relativa).

Maés adelante discutiremos acerca de este tipo de medidas en el Cap. 7.

2Esto incluye la generalizaciones funcionales de las funciones ¢ de Zamolodchikov en [44].






Capitulo 5
Entropias de Renyi

“(Su nombre estd asociado con dlgebras)Exactamente. Era un
tema que nacia...En realidad, fue cuestion de explotar todo lo
que venia de alli. Precisamente para eso, Veneziano hizo su
teoria de las cuerdas abiertas. Yo encontré otra teoria, la de
las cuerdas cerradas. Todavia en ese momento estaba domi-
nado por la idea del bootstrap.... Chew, que por ese entonces
era el padre del concepto bootstrap, me considero un traidor.”

— Miguel Angel Virasoro. Fisico

Para entender el espectro de entrelazamiento en QFTs a densidad finita, en este
capitulo analizaremos las entropias de Renyi, una generalizaciéon uniparamétrica de la
entropia de entrelazamiento. Las entropias de Renyi y las correspondientes funciones

¢, entrépicas se definen como [9]

dS,(r)
dr

Sn(V) = log(Tr(py)) » en(r) =7 (5.1)

1—n

Ademas de brindar los autovalores de py, las entropias de Renyi también son impor-
tantes debido al replica trick. Este es un método sofisticado, aunque extremadamente
util, para calcular S,, para n natural. Luego, al considerar la continuacion analitica en
n, y tomando el limite n — 1, es posible recuperar la EE.

En la Ref. [28] estudiaron el modelo XY en una red 1d y encontraron un comporta-
miento sorprendente de las S,,, reminiscente de las oscilaciones de Friedel en un metal.

Su prediccién analitica de S,, en el limite gran distancia log(2kpr) > n es

n+1 r cos(2kpr)
Sn(r) = log(-)+Afp—————+..., 5.2
(r) = “—=log (2) + Af o) (5:2)
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con

2 (T((1L+nH/2)\’
=i (R em) )

y A =1 en su caso.

Nos gustaria determinar si este fenémeno ocurre mas en general en QFT a densidad
finita en el limite al continuo. De hecho, es posible tener un comportamiento oscilatorio
en la red, pero con una amplitud de las oscilaciones evanescente en el limite al continuo;
ilustraremos esto en algunos resultados numéricos. La teoria de Dirac masiva nos provee
de nuevo una base util para el entendimiento de estos puntos. Similarmente a (4.6),
las entropias de Renyi pueden ser computadas en términos de la funcién de dos puntos

C;; restringida a una regién espacial V,

Su(V) = - ! T flog(C" + (1 - C)")]. (5.4)
La presencia de densidad de carga es crucial para dichos comportamientos oscilatorios;
sin embargo, esto no pareceria ser suficiente y el término de masa deberia jugar un rol
también. De hecho, en la Sec. 4.1 argumentamos que, en el limite no masivo, las QFTs
de densidad cero y densidad finita tienen el mismo espectro para py en el continuo. Esto
predice que la entropias de Renyi deberfan coincidir, y como en la teoria relativista (una
CFT) no hay oscilaciones de Friedel [8, 9, 43], tampoco deberfan aparecer a densidad
finita.

Con estas motivaciones, en este capitulo evaluamos explicitamente las entropias
de Renyi y estudiamos la emergencia de las oscilaciones de Friedel tanto en la teoria

masiva como no masiva.
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5.1. Resultados numéricos

Empecemos con fermiones de Dirac no masivos en la red (3.14). Esto nos proveera
un ejemplo de oscilaciones de Friedel en modelos en la red que desaparecen en el limite

al continuo.
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Figura 5.1: Funciones ¢s y c¢3 para un fermién quiral a densidad finita. El limite al continuo
se corresponde con kg — 0 para kpr finito. Las amplitudes de las oscilaciones se desvanecen en
este limite, y los resultados convergen a (5.5). Notar la escala de los valores en el eje-c,,.

Los resultados numéricos para las entropias de Renyi se presentan en la Fig. 5.1.
Los mismos poseen oscilaciones de Friedel; sin embargo, también encontramos que la
amplitud de tales oscilaciones tienden a cero en el limite al continuo, e ilustramos este
fenémeno al mostrar curvas con kp decreciente en unidades del espaciado de red. La
desaparicién progresiva de las amplitudes de las oscilaciones concuerda con el argu-

mento en la Sec. 4.1 de que el resultado deberia coincidir con el punto fijo relativista

_n—l—l
- 6n

(5.5)

Cn

con ¢, definido en (5.1). Reintroduciendo el espaciado de red a que habia sido fijado
con a = 1, la amplitud A introducida en (5.2) se anula como (kra)? cuando el espaciado
de red a — 0. Mostramos la convergencia en el limite al continuo kr — 0 manteniendo
kpr fijo, asi como la prediccién (5.5).

A continuacién, consideramos el caso masivo. La Fig. 5.2 muestra nuestros resul-

tados numéricos para ¢y y c3 en diferentes regimenes de m/kgr. En el Apéndice B.3
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también mostramos el limite al continuo.
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Figura 5.2: Funciones cs y c3 para todos lo regimenes de fermiones de Dirac a densidad finita.
En todos ellos, excepto para m = 0, hay oscilaciones de Friedel de periodo 7 como funcién de
kFT.

Para n > 1 encontramos oscilaciones de Friedel en el limite al continuo, no sélo
cuando m > kr sino que para otros rangos de m/kp también. Las oscilaciones tienen
un valor medio (5.5) debido a la contribucién proveniente de fermiones livianos de
la teoria a bajas energias (3.39). Mds aun, la dependencia de distancia grande (5.2)
también ajusta correctamente lejos del limite no relativista. Esto se presenta en la

Fig. 5.3 para ¢z y ¢3 en el limite m/kr < 1; el acuerdo con (5.2) es excelente.
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Figura 5.3: Ajustes para co y ¢3 para m/kp = 0,1 con kg = 1/50. Los ajustes usados siguieron
la expresion (5.2) y ¢, (r) = rS] (r). El pardmetro libre en cada ajuste es la amplitud A.
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5.2. Oscilaciones de Friedel y OPE en defectos

Las oscilaciones de Friedel han sido observadas en sistemas en la red con superficies
de Fermi, como en [28]; esta referencia también provee un célculo analitico que conlleva
a (5.2), basado en el comportamiento de las matrices de Toeplitz discretas a grandes
distancias. Aqui hemos encontrado estos efectos en el continuo de la QFT, y también
ahora determinaremos su origen fisico. En [29] fue sugerido que estas se originan por
términos localizados en los defectos que definen a la entropia de Renyi, al desarrollar
un argumento dado originalmente en [45]. En esta subseccién mostraremos como este
fenémeno puede ser entendido usando el ‘operator product expansion’ (OPE por sus
siglas en inglés) en defectos.

La entropia de Renyi trpy, para una regién V puede pensarse como una funcién
de particién en presencia de un operador de defecto Xf, de codimensién 2, llamado

operado de twist, que implementa la union de las distintas réplicas,

trply = (7). (5.6)

En d = 141 dimensiones espacio-temporales, el defecto simplemente son dos puntos (los
bordes de los intervalos); estos operadores locales son los twist y anti twist introducidos
primero en [46] (ver [8] por un review). En mas dimensiones, X7, es un defecto extendido
de codimension 2.

Estamos interesados en estudiar el comportamiento de un operador local O cercano
al defecto, y asumiremos de aqui en adelante que tenemos una CFT en d dimensiones
espacio-temporales. Discutiremos la aplicacion de nuestro caso en un momento. Antes,
elijamos un sistema de coordenadas locales donde ¢ son d — 2 coordenadas tangenciales
al defecto, mientras 2 son dos coordenadas normales al defecto (localizadas en z* = 0).
En el limite en donde el operador O es muy cercano el defecto, podemos usar el OPE

en defectos para escribirlo en términos de operadores O localizados en el defecto:
O(x",§) ~ Y bila®|> 2 0u(7) (5.7)
k

como es discutido en [47-51]. Intuitivamente, el coeficiente by del OPE mide la in-
tensidad con la cual @ induce al operador Oy localizado en el defecto. Similarmente,
el defecto puede expandirse en términos de operadores localizados en el defecto, y se

espera que esta expansion se exponencie,

NP~ o= [ A2y b7 AR Oy (g) , (5.8)

por argumentos similares a aquellos en [52] *. Por razones dimensionales, hemos incluido

'Para d = 2, el operador de twist es puntual entonces esperamos una expansién en términos de
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el factor edr—(d-2

), donde € es un cutoff de corta distancia que define una regién tubular
alrededor de Xf,. Los coeficientes de OPE estan fijos por calculos independientes de

funciones de correlacién en la geometria cénica, como
(02 7)) , (S50, )0, 7)), ... (5.9)

ver por ejemplo [53] para un campo escalar.
No necesitamos explicitamente los coeficientes del OPE, pero notamos que en ge-

neral esperamos que by ~ n — 1 cuando n — 1 dado que
(SO, ) ~n 1 (5.10)

(en este limite el defecto se convierte en algo trivial). Tipicamente todos los operadores
permitidos por las simetrias que tienen un valor de expectacién no nulo en la geometria
cénica contribuirdn al OPE, y la dinamica estd dominada por el que tenga dimensién de
escala mas pequena. M4s ain, introduciendo (5.8) en (5.6) y escribiendo explicitamente

la integral de caminos euclidea, tenemos que
trpl ~ / D e=SW=J a2y bR SR 04 (5.11)

Por lo tanto el O, que entra en el OPE de defecto aparece como contribucién a la
accion localizada en el defecto.

Para entender mas explicitamente los tipos de operadores de defecto Oy que pueden
aparecer, especialicemos en d = 2 para un unico intervalo. Trabajaremos con coordena-
das complejas w; denotemos los bordes del intervalo en el plano complejo w por (u,v).
La variedad replicada M,, se corresponde con un n-cubrimiento del plano complejo,

ramificado sobre u y v. Puede ser mapeado a C via el mapeo de uniformizacion 8]

2= (w_“)l/n, (5.12)

w—"v

donde w € M,, y z € C. Bajo dichas transformaciones conformes, un operador escalar

primario de dimensién A transforma como

O(w) = (j—Z)A O'(2). (5.13)

operadores locales y no con una exponencial. Esto no es importante para nuestro argumento debajo,
que soélo usa la contribucién dominante en esta expansién.
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Tomando el limite OPE w — u y expandiendo el factor conforme, encontramos
O(w) ~ |w—u|= 2 O(0) +... (5.14)

Dada la expansién OPE (5.7), interpretamos el lado derecho (5.14) como un opera-
dor de defecto @’(0) de dimension fraccionaria A /n inducida por operadores de volumen
O(w). Finalmente, recordando (5.8) y (5.11), concluimos que un operador primario de
dimension A en el volumen, con valor de expectacién no nulo en la geometria cénica,
inducird un término localizado que contiene un operador de dimensiéon A/n. Este he-
cho fue sugerido antes en [45] basado en comportamientos relacionados con estados de
borde y efectos de la red cerca de las singularidades cénicas. Aqui lo hemos entendido
desde el punto de vista del OPE de defectos.

Ahora apliquemos estos resultados a nuestro modelo. Trabajamos a distancias gran-
des kpr > 1. El limite de bajas energfas (3.39) es una CFT con dos fermiones quirales
zZL y zﬂ r. El cutoff ultravioleta para esta descripciéon es kp, de forma que el valor para
el pardmetro de distancia més pequena es € ~ 1/kg. Los operadores de dimensién més
pequena con valores de expectacion no nulos (X7.0(z%, %)) se construyen a partir de
bilineales de fermiones. Aparte de &E@L y ﬂ%lﬂR, tenemos el operador de densidad
finita 2kp

oy = FFT T e 4 e (5.15)

que aparece en la corriente conservada ¥y*1 de la teorfa microscépica. La funcién de
dos puntos para py, exhibe oscilaciones similares a las oscilaciones de Friedel en los
liquidos de Fermi. Cuando este operador es muy cercano a un borde del intervalo, to-
davia podemos aplicar la transformacién (5.12) que conlleva a (5.14); e**r ' aparece
como un prefactor comin que varia lentamente. Por lo tanto, el operador 2kr de di-
mensién A = 1 induce operadores localizados pa, en las terminaciones del intervalo,
de dimensién A = 1 /n y magnitud n — 1 para n — 1. La contribucién dominante en

este limite es

gl ~ / D e St (0= k"™ g () (0 = D™ ok (0) )

~ (n-— 1)2cos(2kpr)

W. (5.16)

Esto identifica a las oscilaciones de Friedel como provenientes de operadores fraccio-
narios 2k localizados en las terminaciones de la regién de entrelazamiento.? Nuestro
enfoque también explica por qué las oscilaciones se desvanecen cuando n = 1, un punto
que no era completamente claro en los trabajos anteriores.

En el limite relativista m — 0 las oscilaciones de Friedel en las entropias de Renyi

2Esto habfa sido propuesto antes por [29] basado en la observacién de operadores localizados en [45].
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se anulan dado que los autovalores de la matriz densidad reducida son los mismos que
en la teorfa con cero carga en el continuo. 3 La amplitud A de las oscilaciones deberia
entonces tener una expansién perturbativa en potencias de (m/kr)?. Hemos verificado
esto numéricamente, como se ve en la Fig. 5.4. Esto sugiere que podria ser posible
realizar una expansion perturbativa analiticamente, por ejemplo usando técnicas de

bosonizacién [43, 55]. En el Apéndice C mostramos un intento no culminado en esa

direccién.
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Figura 5.4: Ajustesy =a+b (ﬁ) +c (ﬁ) para la amplitud A en (5.2), para ¢o y ¢3, con
kr =1/50y kp = 1/100. Para un dado n, una curva se encuentra debajo de la otra al disminuir
kg; valores adicionales de kg deberian incluirse para tomar el limite al continuo. Aunque todavia
a este orden, encontramos que b es el mismo para los dos valores de kg, sugiriendo que no nos
encontramos lejos del limite al continuo. Obtuvimos b = 0,49 paran =2y b = 0,38 para n = 3.

Finalmente, notamos que el OPE en defectos es un enfoque general, y podria apli-
carse a teorias interactuantes a densidad finita, como aquellas presentes en liquidos
que no son de Fermi. Ademaés de la corriente conservada, otros bilineales fermiénicos
con dimensiones anémalas no triviales podrian contribuir a las oscilaciones de Friedel
a las entropias de Renyi, y estas podrian ser una medida interesante para su escaleo

no trivial.

3M4s atin, estas oscilaciones no son de esperarse en las entropias de Renyi en el caso relativista,
dadas las desigualdades de positividad de reflexién de [54]. Agradecemos a H. Casini por haber aclarado
este punto.



Capitulo 6
Informacion mutua

“Desde hace anos, la Universidad de Buenos Aires se ha con-
vertido en una institucion de educacion y en un centro de
1mvestigacion de la mas alta calidad, y de reputacion inter-
nactonal. FEsta reputacion es fundamental consecuencia de
la existencia de un cuerpo docente de primera clase, el cual
seria imposible reemplazar en muchos anos, y sin el cual la
Uniwersidad no podria retener su jerarquia mi su prestigio.
La reciente accion del Gobierno Argentino sélo puede tender
a alejar una gran parte del cuerpo docente de la Facultad de
Ciencias 1y, con ello, destruir la Universidad... ”

— Carta a Ongania firmada entre ellos por Juan José
Giambiagi y Carlos Guido Bollini, descubridores de la regu-

larizacion dimensional.

Las secciones previas trataron con medidas de informacién asociadas a una region
simplemente conexa (un intervalo). Por otro lado, medidas basadas en dos regiones
no intersecantes A y B son muy importantes para estudiar porque pueden detectar
correlaciones entre A y B. En esta seccién analizaremos la informacién mutua, definida

en términos de la EE como
I(A,B)=S(A)+ S(B) — S(AUB); (6.1)
también consideramos la versién de Renyi, dada por
I,(A,B) = S,(A) + Su(B) — S,(AU B). (6.2)

Hay varias propiedades de la informacion mutua que motivan su estudio. Primero,

esta mide la cantidad total de correlaciones entre A y B. Dados observables M4 y

43
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Mg con funciones de correlacién conectadas C(Ma, M) = (Ma @ Mp) — (Ma)(Mp),

tenemos la cota [56]

I(A,B) > C(Ma, Mp) (6.3)

2[| Ma|[?|| M| |?
La informacién mutua luego es una buena medida del nimero total de correlaciones,
alguna de las cuales pueden perderse al mirar una funcién de correlacién especifica que
resulte pequena. Desde el punto de vista de la QF'T, otra propiedad importante es que
las contribuciones divergentes provenientes del borde se cancelen, al contrario de la EE,
(6.1) es una cantidad bien definida en el continuo.

Por motivos de este trabajo, una propiedad importante es que I,,(A, B) admita una
expansién OPE en el limite en donde los tamanos r4,7g de A y B sean mas pequenos

que la distancia L entre ellos [30]

A B
A1 B« 6.4
<1, =< (6.4)

Como habiamos introducido en la Sec. 5.2, la idea bésica es que el operador de twist

" que implementa tr(p ), puede expandirse en una base de operadores locales cuando
estamos lejos de A; y similarmente de ¥%. La parte conectada de la funcién de dos
puntos (3% 3%), que determina I,,, luego puede ser expandida en una suma de funciones
de correlacién entre A y B. Para una CFT cuando la contribuciéon dominante proviene

del intercambio de un operador de dimensién A, resulta que

I~ (T‘ZZB)A . (6.5)

Ahora analizaremos como esto se modifica a densidad finita, encontrando que la
informaciéon mutua extrae informacion detallada acerca de la dinamica. Uno de los re-
sultados principales es que la superficie de Fermi y las correlaciones de largo alcance
modifican la informaciéon mutua en el orden dominante al introducir términos oscila-
torios. El origen fisico de estas oscilaciones resulta ser diferente respecto del de las
oscilaciones de Friedel antes vistas, y esto provee una nueva medida de informacion

cuantica que testea liquidos que no son de Fermi.
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6.1. Analisis via la expansién OPE de la informa-

cion mutua

Para regiones A y B tomamos dos intervalos de longitud r, separados por una
distancia L, y nos focalizamos en el limite (6.4). Hemos argumentado arriba que el
espectro de la matriz densidad en el limite no masivo es el mismo que si tuviese carga
no trivial, por eso nos enfocamos en m # 0 a densidad finita. Primero evaluamos la
informaciéon mutua analiticamente usando la expansién OPE [30], y en la siguiente
subseccién comparamos con resultados numéricos.

Recordemos de la discusién en la Sec. 5.2 que las entropias de Renyi son implemen-
tadas en términos de los operadores de twist . La entropia de Renyi de la unién AU B

es luego proporcional a la funciéon de dos puntos

trplaup = (Xa¥p) - (6.6)

La idea de [30] es que lejos de la regién A el twist puede expandirse como

n—1
L= Chy [0, (6.7)

ks j=0

donde Oy, es un operador en la j-ésima copia, y k; es un indice que determina el tipo
de operador. Los coeficientes del OPE Cf}gj} se obtienen de valores de expectacion de

operadores lejos de A en presencia de un defecto,

n—1 n—1
lim (25 J] Ow(r) = lim %0@} HO<0k_;. (1) O, (1)) - (6.8)
J J=

=0

La contribuciéon dominante siempre proviene del operador identidad, y puede normali-

zarse a trpy = 1. Si la proxima contribuciéon dominante proviene de un operador

O, expandiendo log(trp” ) da una informacién mutua de Renyi

n—1

Z Z Cﬁfj} C’gﬂj} <ij (Til)okj (7{3» . (6.9)

{k} 5=0

1
1—n

I,(A, B) ~

En nuestro caso, el operador de menor dimensién que contribuye a (6.7) son los
bilineales de fermiones. Los bilineales independientes en dimensién par de espacio-

tiempo d pueden elegirse como

Vathg © YU, Py, Y, P A L oy, (6.10)



6.1 Andlisis via la expansiéon OPE de la informacién mutua 46

con v*% =40 .. 441 Hay dos tipos de contribuciones a (6.7): dos fermiones en réplicas

distintas, o bien ambos en la misma réplica. Entonces en el orden dominante,

~ H I ¢ dalr H O o () s(r)) - (6.11)

J=0j'#j

Los coeficientes Cf}- son proporcionales a n — 1 para n — 1; ellos contribuyen a la
informacién mutua de Renyi pero, dado que aparecen al cuadrado en (6.9), ellos no
contribuyen al limite n — 1 que da la informacién mutual[57-59]. En contraste, los
coeficientes C’J‘-‘}, que involucran diferentes réplicas dan una contribucién no nula a la
informacion mutua. Para fermiones de Dirac en d dimensiones con m = kr = 0, la
dimension de escala es A = (d—1)/2. De (6.8), los coeficientes del OPE escalean como
C#4 ~ rd=1; reemplazando (6.11) en (6.6), da el escaleo

d—1
I, ~ (TEZB) . (6.12)
Recordemos que las regiones tienen tamanos caracteristicos r4 y rp, mientras que L es
la distancia entre ellos. Més atin, resulta que sélo el bilineal ¢y*1) en (6.10) contribuye
al intercambio de operadores entre dos regiones [59].

En el caso masivo con cero carga, las funciones de correlacién se encuentran su-
primidas exponencialmente en el limite de distancias largas, y la misma supresion
exponencial se observa en la informacién mutua. Ni bien kr # 0, sin embargo, la su-
perficie de Fermi da origen a correlaciones de largo alcance como se discutié antes. En
d dimensiones espacio-temporales pares, la superficie de Fermi se comporta como una
coleccién de fermiones no masivos de 1+ 1 dimensiones, uno por cada parche de la su-
perficie de Fermi. Por lo tanto, esperamos ver un comportamiento de escaleo igual que
en una CFT 2d. Este cambio dindmico en la dimensionalidad efectiva es conocido como
“violacién de hiperescala” [60-62]. Aqui consideraremos el caso de 1 + 1, para el cual
no hay violacién de hiperescala; trabajos previos en dimensiones més altas incluyen
a [63].

El efecto dominante a densidad finita estd asociado a términos oscilatorios en los
correladores fermionicos. A distancias largas, estas pueden obternerse usando la teoria
de bajas energias (3.39) en términos de left y right movers U1, ¥g; ellos tienen una
relacién de dispersién lineal con velocidad vp. Los bilineales (6.10) exhiben términos
oscilatorios cuando son expresados en términos de estos campos de baja energia. Por

ejemplo, la densidad de carga contiene un término

D(x) (z) D X*rT gl g + hee. (6.13)

Estas contribuciones tienen el mismo comportamiento de escaleo que los términos no
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oscilantes que no mezclan 1y, y 1;3. Por tanto, la informacion mutua de Renyi en el

limite de grandes distancias del OPE es

7“2

I, ~ I (ap + by, cos(2kpL + ¢p) +...) (6.14)
con a, b, algunas constantes de O(1).

La principal conclusion de este cdlculo del OPE es que la informacién mutua de-
tecta la presencia de la superficie de Fermi todavia en el orden dominante en r?/L? via
términos oscilantes. La densidad de carga o momento de Fermi pueden ser leidos de la
frecuencia de las oscilaciones. Esto aplica tanto a la informacién mutua como a la infor-
macion mutua de Renyi. Notar que el origen de las oscilaciones en este caso es distinto
respecto de las oscilaciones de Friedel en las entropias de Renyi del Cap. 5. Contraria-
mente a las entropias de Renyi, aqui encontramos oscilaciones en la informacion mutua
todavia para n = 1; las mismas se originan por correlaciones de largo alcance debido
a bilineales fermiénicos como (6.13), para los cuales la informacién mutua es sensible
al orden dominante. En el caso de las entropias de Renyi, las oscilaciones provenian de
operadores localizados en los bordes; por otro lado, estos efectos de borde se cancelan
en la informacion mutua.

Este es uno de los resultados principales, y esperamos verificarlo numéricamente en
la proxima seccion. Esperamos que estas propiedades hagan de la informacion mutua
una manera interesante de testear la dindmica a densidad finita. Mientras el presente
trabajo se centra en teorias libres, también podemos usar el OPE para superficies de
Fermi interactuantes con comportamiento de los liquidos que no son de Fermi. Una vez
que las quasiparticulas fermiénicas adquieren una dimensién anémala A; se convierte
en un numero mayor que 1/2. Basado en andlisis previos del OPE, esperamos que la
informacion mutua sea de la forma

P2\ 281

I~ (ﬁ) (a1 + by cos(2kpL + ¢1) +...) . (6.15)
Por lo tanto la informacion mutua podria detectar tanto el comportamiento de escaleo
de los liquidos que no son de Fermi asi como el momento de Fermi. El comportamien-
to de la informacién mutua de Renyi es distinto, porque la densidad de carga tiene
dimensiéon protegida A; = 1 y contribuye via el C;‘} en (6.11). Este término se anula
cuando n — 1 como se discutié antes. De esta forma esperamos ver dos dimensiones
de escaleo distintas en la informacién mutua de Renyi. Mas genéricamente, podria ser

interesante considerar aplicaciones experimentales de estos resultados.
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6.2. Resultados numéricos

Ahora computemos numéricamente la informacion mutua de Renyi; el enfoque es
similar al de los Caps. 4 y 5. El nuevo ingrediente es el correlador C;; con indices
restringidos a las regiones desconectadas A y B. La informacién mutua (6.1) luego
es evaluada en términos de (4.6); similarmente, para I, usamos (5.4). Ahora fijamos
iguales longitudes r para los dos intervalos, y variamos su distancia L, focalizdndonos
en L>r.

0.10
0.08
0.06
0.04
0.02 ke
N TR m
~ nJ oo — 1
kp
0.006 m
° —=5
k?p
0.004
0.002
0.000
0 2 4 6 8
krL

Figura 6.1: I(krpL) para una r fijo para fermiones de Dirac masivos a densidad finita. Las

longitudes r fueron kpr = 2, kpr = 0,5 y kpr = 0,2 para % = 0,2, % =1y % =5

respectivamente. Oscilaciones de periodo 7 como funcion de kgL estan presentes. Sus amplitudes
se anulan conforme m/kr — 0.

Empecemos con la informacién mutua. Los resultados numéricos de I(krpL) para
un 7 fijo se muestran en Fig. 6.1. Computamos las tres curvas, correspondientes al
limite ultra-relativista m/kr < 1, el limite no relativista m/kr > 1 y el régimen
intermedio con m/kr ~ 1. Cuando m/kr — 0 recuperamos el resultado de la CFT, en
acuerdo de nuevo con nuestro argumento general de arriba de que los autovalores de
la matriz densidad en el continuo son independientes de kr en este caso. Sin embargo,
cuando m/kp # 0, la simulacién numérica exhibe términos oscilatorios con periodo
7 como funcién de kpL. Un ajuste (ver el panel d) de Fig. 6.2 verifica la prediccién
analitica (6.14).

Siguiente, presentamos los resultados de la informacion mutua de Renyi en la
Fig. 6.2. Los paneles a), b) y ¢) muestran el comportamiento para diferentes ma-
sas y para diferentes parametros de Renyi n. Finalmente, en el panel d) verificamos

que la prediccién del limite OPE (6.14) esta en excelente acuerdo con los resultados



6.2 Resultados numéricos 49

numeéricos. Recalquemos de nuevo que este tipo de oscilaciones de Friedel provienen del
intercambio de operadores como (6.13) entre las dos regiones; este efecto es distinto al
de los efectos de borde que determinan las oscilaciones de Friedel en las entropias de
Renyi. Los resultados numéricos son también consistentes con la cancelaciéon de tales

contribuciones en la informacion mutua.

0.010 El 0.008: T
0.008 *n=1 IE' ‘ °* n=1
) : e n—29 0.006 1 e p—29
“ Y /'\\
e 0.006¢:. ¢ n= w N\ °n=3
~ NS ~5 0.004
*n=4 °* n=4
0.004 R ..
"7 0.002 n=o
0.002 *n=6 o n—6
10 15 20 25 0.000,
krL
0.0020 T
} ° /'\ e n=1
0.0015 Wi /A -
) i\ / R ;z‘ - Datos
~5 0.0010 A 3 -Ajuste
0.0005 *n=5
°*n==06
0.0000
0 30 40 50 60 70

k[-‘L
Figura 6.2: Las subfiguras a), b) y ¢) muestran las simulaciones de I,(kpL) para

un valor fijo r para un fermién de Dirac masivo. Los pardmetros son (kpr, m,%) =

(2, 5—(1)0,0,2); (0,5, ﬁ, 1); (0,2, ﬁj), respectivamente. Observamos oscilaciones de Friedel de

periodo kgL, con amplitud dependiente de % En la subfigura d) chequeamos el acuerdo con
(6.14). Ajustamos (krpL)%I3(krL) en el limite kpL > 1 con e =1 kpr = Sykr =4 La

expresiéon usada fue (krpL)2Iy(kpL) = A + Bcos(2kpL)(kpL)®; aplicando el ajuste a valores
crecientes de kpL da C' — 0, en acuerdo con (6.14).






Capitulo 7

Medidas de distinguibilidad

“El mundo del hombre contempordneo se funda sobre los re-
sultados de la ciencia: el dato reemplaza al mito, la teoria a
la fantasia, la prediccion a la profecia.”

— Mario Bunge. Fisico y epistemodlogo.

En este capitulo nuestro andlisis virard la atencién hacia otra pregunta en informa-
cién cuantica: jcémo distinguir a dos matrices densidad p y o?. La principal medida
para llevar a cabo esta tarea es la entropia relativa; también estudiaremos una cierta
generalizacion uniparamétrica de la misma. Como se discutié antes, en QFT podemos
asignar una matriz densidad a una regiéon V en el espacio, obtenida del estado fun-
damental al trazar sobre el espacio de Hilbert del complemento. En el contexto del
flujo del grupo de renormalizacién, dos estados naturalmente aparecen: uno asociado
al punto UV fijo (denominado o), y otro p producto de la teoria perturbada a lo largo
del flujo. Una medida de distinguibilidad entre o y p, como la entropia relativa, provee
una cantidad que es monodtona ante el incremento de la region V| y codifica informacion
no perturbativa del flujo [5, 64-67]. En nuestro caso de una QFT a densidad finita,
tenemos la motivacion de la busqueda de tales cantidades, es por eso que quisiéramos
medir la distinguibilidad entre estados en distintos sectores de superseleccién de carga.
Primero presentaremos la discusion en la entropia relativa, para luego focalizarnos en

su generalizacion uniparamétrica.
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7.1. Entropia relativa

La entropia relativa entre dos estados p y o esta dada por

Sret(plo) = tr(plog p) — tr(plog o). (7.1)

En términos del Hamiltoniano modular K, de o = e %7 /tr(e %), puede ser escrito

como la diferencia de energias libres,
Srel(p|a) = A<KU> —AS (72)

donde A(K,) = tr[(p — 0)K,] y AS = S(p) — S(0). Operacionalmente, esta es una
medida de distinguibilidad entre los dos estados. Se anula cuando los dos estados coin-
ciden, y resulta infinita si ¢ es puro y distinto de p. Una propiedad importante es que
la entropia relativa no incrementa cuando se restringe a un subsistema. En QFT, esto
significa que la entropia relativa incrementa cuando incrementamos el tamano de la
region.

En general, no es facil calcular la entropia relativa analiticamente entre estados.
Sin embargo, si puede realizarse al comparar una CFT con una CFT a densidad finita.
Recordemos que ambas matrices tienen los mismo autovalores asociados a la matriz
densidad, pero las autofunciones son distintas, y por tanto la entropia relativa deberia
capturar esto ultimo. Sea ¢ la matriz densidad reducida con m = kr = 0 (el punto
conforme fijo), y sea p la matriz densidad para m = 0 con kp # 0. El Hamiltoniano
modular para el estado fundamental de una CFT reducido a una region V' que es una
esfera de radio R es conocido explicitamente [68],

2 _
K, = 27T/ di R—wTOO(x) +d, (7.3)
gy 2R

donde la superficie de Cauchy es a tiempo constante. El resultado se debe a un ma-
peo conforme de la esfera al espacio de Rindler, y notando que en el ultimo caso el
Hamiltoniano modular es simplemente el operador de boost.

En nuestro caso, 7% es el tensor energia-momento para un fermién de Dirac rela-

tivista y no masivo, .
T = S(§9°0) = (9°9)1%) (7.4)

entonces podemos evaluar el valor de expectacion en p y o al tomar limites coincidentes

de la funcién de Green apropiada en las teorias de carga finita y carga cero. En concreto,

(T%) =i lim 0y, (V7 ()9 (y)) - (7.5)

Ty
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Las divergencias provenientes de puntos coincidentes se cancelan en A(T%); a tiempos

iguales encontramos que

k2
MF
21

Reemplazando esto en (7.3) y realizando la integral en d = 2 para un intervalo de

A(T™) = (7.6)

longitud r = 2R, arribamos a que

Sra(plo) = A(K,) = 5’6??“2~ (7.7)

Entonces encontramos un comportamiento super-extensivo en la entropia relativa,
proveniente del Hamiltoniano modular. Esta es una medida de distinguibilidad entre el
estado fundamental fermionico no masivo con carga cero y con carga finita. Encontra-
remos el mismo comportamiento debajo en los resultados numéricos. Interpretando la
entropia relativa como una diferencia de energias libres como en (7.2), observamos que
cambiar a un sector de superseleccion de carga distinta es como un proceso adiabatico
reversible: hay cambio en la energia pero la entropia se mantiene constante. En este
caso, esto se debe a que ambos estados tienen los mismos autovalores en la matriz
densidad, y por tanto AS = 0.

7.2. Entropias relativas de Renyi

Existe una interesante generalizacién uniparamétrica de la entropia relativa [69, 70]

1 —« — o
Sal(plo) = 7 log Tr (0127p0127> : (7.8)

—

para a € (0,1) U (1,00) y

Si(plo) = Tr(p(log p —log 0)),

(7.9)
Sec(plo) =log || 0 2p0 ™ || .

Estas estdn usualmente referidas como las entropias relativas de Renyi.
Enfoquemonos en el rango 3 < o < 1. Cuando a = 1/2, (7.8) da la distancia de
fidelidad,

Sija(plo) = —2log Tr\/o'/2pal/? = —21og F(p,0), (7.10)

donde F'(p,o) denota la fidelidad cudntica. Entonces, las medidas con % <a<l
interpolan entre la fidelidad cuantica y la entropia relativa cudntica.

Las S, tienen varias propiedas interesantes. Son monétonamente crecientes en « [69,
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71, 72]
d
—Sa >0. 7.11
= Sa(plo) > (7.11)
Dado que tanto la distancia de fidelidad como la entropia relativa son positivas, e

iguales a cero sélo cuando p = o, las mismas propiedades resultan validas para S,
Sa(plo) >0, Sa(plo) =0 for p=o. (7.12)

Otra propiedad importante es la monotonicidad al incrementar el tamano del dlgebra.

Para dos regiones V C V, luego

Salpvlov) < Salpyloy), (7.13)

para a > 1/2. También admiten una representacion similar en términos del teorema de
Uhlmann para la fidelidad [73] como una maximizacién sobre purificaciones; ver [67]
para un review de esto ultimo.

Estas propiedades hacen a S, una medida de informacién cuantica interesante para
una QFT. Computaremos estas cantidades para fermiones de Dirac a densidad finita,
al comparar dos estados o y p correspondientes a distintas elecciones de m y kp.
Para fermiones libres, una expresién explicita para las entropias relativas de Renyi
puede encontrarse en términos de funciones de correlacion de dos puntos (ver por

ejemplo [67]),

1 det [1+ (T2 T'T'% )2
T (det[1+T]) ? (det[1+77])°
donde L
T:1+—C, ™" =T1"' T'=T, (7.15)

y Cry = 3([wr,w,]) estéd definida en términos de operadores de Majorana w; = (¢; +

w;, i(;— %T)) La matriz de correlacion C puede escribirse en términos de Cj; = <Z/};r ;)

de la siguiente forma,

(7.16)

2i Im C7 —i(1 —2ReCT)
i(1 —2ReCT) 2i Tm CT '
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7.3. Resultados numéricos

Procederemos a evaluar numérciamente (7.14) para distintos estados parametriza-
dos por los valores de los dos acoplamientos relevantes m, kr. También tomaremos
a — 1 para poder obtener la entropia relativa.!

Empecemos discutiendo a los estados con m = 0 fijo, comparando kr = 0 (0) y

kr =1/20 (p). Los resultados se muestran en la Fig. 7.1.

° a=1.10
° a=101
° a=0.99
°* a=09
° a=0.7
°* a=0.5

]fFT'

Figura 7.1: Gréficos de S, con a € [0,5,1,1] para m = 0, comparando estados con kp =
0 y krp = 1/20. La dependencia funcional S, = A, (krr)? es observada y graficada con una
linea continua para todos los a considerados. Cuando o« — 1 los graficos crean una cota por
debajo y por encima de la entropia relativa. Los coeficientes de los ajustes son aproximadamente
A, = 0,164 para o = 0,99 y A, = 0,169 for a = 1,01; esto estd de acuerdo con las predicciones
analiticas A1 = 1/6 para a =1 en (7.7).

Encontramos que todas las curvas siguen una dependencia funcional del tipo S, =
Ay (kpr)?, para un pardmetro constante A,. Esto significa que las entropfas relativas de
Renyi exhiben un comportamiento super-extensivo dependiente de kpr. Para a — 1,
esto esta de acuerdo con la prediccién analitica de la entropia relativa en la Sec. 7.2;
en particular, el valor A; = % encontrado en (7.7) es cercano a las cotas superiores e
inferiores dadas por los resultados numéricos con o ~ 1. En este caso, la dependencia
super-extensiva sigue directamente de la forma (7.3) del Hamiltoniano modular de la
CFT. En el presente no tenemos un entendimiento analitico similar para las entropias
no lineales con o € [1/2,1), y seria interesante revisitar esta cuestién en algin trabajo
futuro.

Finalmente, discutamos el caso de dos estados con la misma carga kp pero distintas
masas; el estado de referencia o corresponde a la teoria con m = 0, mientras que p
tiene m # 0. Ambos estados estan en el mismo sector de carga, y las S, miden la

distinguibilidad asociada al flujo del RG causado por la masa. En particular, a bajas

'De nuevo, tenemos que dividr los resultados numéricos por dos para poder tener en cuenta el
doble conteo de fermiones.
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energias ambas teorias tienen distintas velocidades de Fermi. Los resultados numéricos

para esta situacién se muestran en la Fig. 7.2.

80
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& . 0
= 40 a=0.99
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/fFT

Figura 7.2: Gréfico de la entropia relativa de Renyi con o € [0,5,1,1] for kp = 1/20 y
comparando estados con m = 0 and m = 1/10. Las curvas escalean como ~ (kpr)? para kpr
pequeno, pero potencias més altas también aparecen para valores més grandes.

Diferente respecto del tltimo caso, ahora es mas dificil desarrollar un entendimiento
analitico. Podemos ver esto incluso al nivel de la entropia relativa, o = 1, para la cual el
Hamiltoniano modular no es conocido explicitamente.? Los resultados numéricos exhi-
ben una dependencia S, ~ (kzr)? cuando kpr < 1, que se ve modificada a distancias
grandes de kpr. Vale la pena ahora enfatizar que estas cantidades son siempre monéto-
nas, y como tales podrian llegar a proveer informacién no trivial acerca del flujo del
RG incluso para QFTs no relativistas. En esta direccion, seria interesante relacionar su
comportamiento mas explicitamente con la dindmica de la teoria. En particular, la mo-
notonicidad garantiza la ausencia de oscilaciones de Friedel como aquellas detectadas

en secciones previas. También serfa interesante continuar el trabajo en esta direccién.

20tros trabajos recientes en la red incluyen [74, 75].



Capitulo 8

Medidas de informacion cuantica en

2+1

“El hombre que ignora si al dia siguiente llevard un trozo de
pan a su hogar, qué serd de €l y los suyos si dura la desocu-
pacion y la enfermedad, el hombre que se siente aislado ante
el duro existir de una sociedad sin piedad... ese hombre y ese
jJoven entregan sus libertades a los regimenes totalitarios a
cambio de la eliminacion de esas incertidumbres.”

— Moisés Lebensohn. Politico argentino.

Hasta el momento hemos estudiado medidas de informacién cuantica en el seno
de QFTs a densidad finita sélo en d = 1 + 1 dimensiones espacio-temporales. En este
capitulo comenzamos la extensién del andlisis previo a d = 2 + 1 dimensiones espacio-
temporales. Por un lado, esperamos observar la violacion logaritmica de la ley de areas
(4.2) para las entropias de Renyi de manera mas dramdtica que en d = 1+ 1, en donde
el comportamiento es similar al de una CFT; por el otro, la dimensién espacial extra
otorga més riqueza para el estudio de distintas geometrias espaciales V', incluso para
cuando estas son simplemente conexas. Entre ellas se destacan el circulo, el cuadrado
y el rectangulo delgado. A continuacién mencionamos algunos de los resultados ya
conocidos en la literatura, enfocdndonos en estas tres geometrias.

Las entropia de entrelazamiento para una regién circular de radio r en una CF'T

resulta [76]
2mr

St = —F 4 e—— (8.1)
€
donde F' es una constante universal y no local, que decrece monétonamente frente a
flujos unitarios del RG en teorias relativistas [4], mientras que e es una constante no
universal y local, y € es un cutoff UV.

Si se considera un cuadrado de lado L, las entropias de Renyi para una CFT ad-
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quieren un término logaritmico subdominante respecto del término de area,

L 4L
Sevad — Sy — 4s,, <g) log (€> + en (8.2)

donde s, (7/2) es un coeficiente cutoff independiente. En general, para una dada region
poligonal V', el coeficiente que acompana al logaritmo depende del modelo en cuestion,
y del dngulo z; del i-ésimo vértice . Por eso es de esperar que el coeficiente sea ), s,,(;),
donde la suma se realiza sobre todos los vértices, para unas dadas funciones s, (x). El
coeficiente s;(m/2) & 0,023 fue calculado por primera vez para fermiones de Dirac no
masivos utilizando métodos de QFT por [77], y también holograficamente por [78]. Los
resultados numéricos para otros valores de n pueden encontrarse en [79]. La dependencia

angular de s1(x) presenta dos limites interesantes. Cuando z — 0, puede demostrarse
que [76]

()~ E o 4D 3)

T
donde k es una constante universal adimensional, que esta relacionada con la funcién ¢
entrépica en d = 141 definida en (4.5). Para fermiones de Dirac no masivos k = 0, 072.
Mientas que cuando x — 7

s1(x) ~o(x — )%, (8.4)

donde o = g—zC’T, siendo Cr la carga central asociada al tensor energia-momento de la
CFT [80].

Si consideramos un rectangulo delgado de dimensiones 7 x L con r < L, la entropia
de entrelazamiento puede descomponerse como suma de modos unidimensionales. En

particular, la EE escalea como [81]

L 7r L\  2L+7)
rect o - N T
S So K 4s4 <2> log ( ) +e , (8.5)

€ €
donde « es la misma constante adimensional y universal que en (8.3). El mismo factor
k también puede leerse del término dominante de la informacion mutua si ahora con-

sideramos dos regiones A y B, como por ejemplo dos cuadrados de lado L, tales que

se coloquen paralelamente a un distancia r < L [9],

L
I(A,B) ~ k—. (8.6)

r
En este contexto quisiéramos entender qué ocurre con todas estas predicciones al
considerar densidad finita. Una cantidad interesante de calcular numéricamente es el
término universal F' en (8.1). Sabemos que para QFTs realtivistas decrece monéto-
namente frente al flujo del RG [4], y por tal motivo seria de interés estudiar cémo

se codifica la creacién de entrelazamiento en esta medida, por ejemplo utilizando a la
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informacién mutua como regulador [82].

Como consecuencia de la formula de Widom, que permite calcular los términos de
S, a partir de integrales en el borde de la regién de entrelazamiento y sobre la superficie
de Fermi, esperamos que a densidad finita las expresiones (8.1) y (8.2) se modifiquen
como [29, 83]:

. k 1
Seire — Sy + én_ir + nt (kpr)log(kpr), (8.7)
kpL 1 1
Sevad — G 43, <z> log(krL) + &, rbo ln+ (krpL)log(kpL), (8.8)
2 € m 6n

L L) 1n+1
Syt = Sy — Fon — 45, (g) log(krL) + & kp(r+L)  1n+

€ T 6n

(krpL)log(kpr). (8.9)

Notamos que a la estructura antes discutida se le anaden los correspondientes términos
asociados a la violacion logaritmica de la ley de dreas con coeficientes bien definidos
en el continuo. En la Sec. 8.1 mostramos simulaciones en donde ajustamos estos com-
portamientos.

Una tarea pendiente es el calculo analitico de los coeficientes §,(z) a densidad
finita. En un futuro probablemente seguiremos el enfoque holografico de [78] para poder
contrastar con las simulaciones numéricas. En tal caso, también podriamos estudiar los
limites (8.3) y (8.4).

Respecto de las oscilaciones de Friedel, también esperamos observarlas para este
tipo de regiones, en donde ya existen predicciones analiticas al respecto [29]. Por otro
lado, el estudio del escaleo de la informacién mutua (de Renyi) puede ser interesante
desde el punto de vista de estas oscilaciones, como ya se observo en d = 1+ 1 en el
Cap. 6. En este caso, también ya existen predicciones respecto del escaleo a densidad
finita, aunque no relacionadas con las oscilaciones de Friedel [63].

Finalmente, desde el punto de vista numérico, el computo de las distintas medidas de
informacion es numéricamente complicado. Por ejemplo, si consideramos un intervalo
de longitud » en d = 1 4+ 1, y un cuadrado de L x L en d = 2 + 1, teniendo en
cuenta la duplicacién de fermiones, las matrices de correlacion restringidas a V' van
a tener el mismo tamano si r = 4L%. Por lo tanto, como en d = 1 + 1 la méxima
longitud computada fue de ry.. = 5000, esperamos poder computar longitudes del
orden de L., =~ 35 para este caso. Esto es un grave inconveniente en miras de realizar
simulaciones en la red que se asemejen los mas posible al limite al continuo. Es por esto
que parte del trabajo futuro incluye desarrollar métodos mas eficientes para simular

redes de mayor tamano.
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8.1. Resultados numéricos

En este seccion mostramos los resultados preliminares en relacion a la entropia de
entrelazamiento para fermiones de Dirac no masivos a densidad finita en 2 4+ 1. Consi-
deramos tres geometrias espaciales distintas: un circulo, un cuadrado y un rectangulo
delgado. Algunas cuestiones numéricas de 2+ 1 pueden encontrase en el Apéndice B.4.

En la Fig. 8.1(a) se muestra la EE para una regién circular de radio r. Puede
observarse que la violacion logaritmica de la ley de dreas es mucho mas brusca que en
1+ 1. Ademés el coeficiente del término ~ (kpr)log(kpr) extraido del ajuste de AS

(ver Fig. 8.1(b)) se corresponde con la prediccién analitica de 1/3.

[@] [b] — Ajuste -« Datos
20r
15;
n

10r

5 * m=0 kr=1/5]

e m=0 kp=
OA J
0 1 2 3 4 4

kFT ]{ZFT

Figura 8.1: En a) se muestra la EE para un fermién de Dirac no masivo en una regién circular
de radio r, tanto para la CFT como para densidad finita. Se realizaron los ajustes conformes

a las predicciones (8.1) y (8.7). Como el ajuste a densidad finita es poco sensitivo al término

~ (kpr)log(kpr), se fijé su coeficiente a % para realizarlo. En b), se muestra un grafico de

AS = Sg, — Scrr. La contribucién lineal se cancela casi totalmente, y esto permite realizar un
ajuste como (8.7), esta vez dejando libre al coeficiente antes fijado. El resultado 0, 332 se condice
con la prediccién de % Para realizar este ajuste no se tuvieron en cuenta los primeros diez puntos.

En la Fig. 8.2(a) se muestra la EE para una regién cuadrada de lado L. La novedad
respecto del caso anterior es la apariciéon de un término logaritmico subdominante, cuyo
coeficiente es cutoff independiente. Para la CE'T, el valor obtenido 0,022 del coeficiente
logaritmico se corresponde con el valor s;(m/2) ~ 0,023 calculado en [77]. Mientras
que a densidad finita, se obtuvo el valor §;(w/2) &~ 0,089 tanto del ajuste de AS
(ver Fig. 8.2(b)), como de la resta de los coeficientes extraidos de los ajustes de S.
En un futuro, podria computarse analiticamente 5;(z), por ejemplo haciendo uso de
técnicas hologréficas como en [78], o con técnicas de QFT como en [77]. Por otro lado,
recalquemos que para esta geometria también hemos verificado la violacién logaritmica

de la ley de areas.
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Figura 8.2: En a) se muestra la EE para un fermién de Dirac no masivo en una regién cuadrada
de lado L, tanto para la CFT como para densidad finita. Se realizaron los ajustes conformes a las
predicciones (8.2) y (8.8). De nuevo, para realizar el ajuste a densidad finita, se fijé el coeficiente de
la violacién logaritmica de la ley de areas a % En b), se muestra un grafico de AS = Sg, — Scrr.-
La contribucién lineal se cancela casi totalmente, y esto permite realizar un ajuste como (8.8),
también fijando el término de la violacién logaritmica, para obtener §;(mw/2) = 0,089. Al realizar
todos los ajustes no se tuvieron en cuenta los primeros cinco puntos.

En la Fig. 8.3(a) se muestra la EE para una regién rectangular delgada r x L, con
r < L. Dado que se varfa r con L fijo, las expresiones (8.5) y (8.9) se simplifican
pues no hay un término logaritmico subdominante. Por otro lado, para la CFT, el
valor obtenido del coeficiente x de 0,075 se corresponde con el valor k =~ 0,073 que se
obtiene de integrar numéricamente ¢(x) para un fermién de Dirac masivo sin carga [76].
Mientras que a densidad finita, se obtuvo el valor & ~ 0,029. En la Fig. 8.3(b) se

muestra un grafico de AS.
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Figura 8.3: En a) se muestra la EE para un fermién de Dirac no masivo en una regién
rectangular delgada de lados L = 100 y r € [1,15], tanto para la CFT como para densidad
finita. Se realizaron los ajustes conformes a las predicciones (8.5) y (8.9). Para realizar el ajuste
a densidad finita, se fij6 el coeficiente de la violacién logaritmica de la ley de areas a % En b),
se muestra un grafico de AS = Sg, — Scrr con un ajuste como (8.9).






Capitulo 9
Conclusiones

“Hay hombres que de su cencia
tienen la cabeza llena;

hay sabios de todas menas,
mas digo, sin ser muy ducho,
es mejor que aprender mucho
el aprender cosas buenas.”

— José Herndandez. La vuelta del Martin Fierro.

En esta tesis hemos estudiado principalmente varias medidas de informacién cuanti-
ca en Teoria de Campos a densidad finita. Nos enfocamos en fermiones de Dirac libres
a densidad finita en 1+ 1 dimensiones espacio-temporales. A pesar de la simplicidad de
nuestro modelo, algunas de las lecciones reflejadas en estas medidas son probablemente
mas generales, y quisiéramos enfatizarlas aqui, al mismo tiempo que con otras futuras
direcciones sugeridas por nuestros resultados.

En primera instancia, discutimos las nociones de microcausalidad y localizacion
tanto en la teoria relativista como no relativista. Vimos que en el primer caso, si bien
existe una nocién clara de microcausalidad en términos de conmutadores, no es posible
definir una base de estados localizados en posicion. De forma antagoénica, en la teoria no
relativista, la pérdida de microcausalidad se ve compensada con la existencia de estados
localizados en posicién. Por otro lado, se extendié la demostracién del Teorema de Reeh-
Schlieder de [37] al caso no relativista, y se discutié otra eventual demostracion en
base al ‘time slice axiom’. La falta de microcausalidad en términos de conmutatividad
permitié entender por qué en la teoria no relativista, aunque sea vélido el teorema de
Reeh-Schlieder (es decir, que el vacio sea ciclico), el mismo no es separador. De esta
forma, se elimind la tension existente con el resultado de que la EE es trivial en la
teoria no relativista.

Hemos establecido que la funcién ¢ entrépica (construida a partir de la derivada

logaritmica de la entropia de entrelazamiento) no es mondtona. Esto estd en rotundo
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contraste con el comportamiento de QFTs Lorentz-invariantes, donde esta cantidad
obedece que ¢(r) < 0, hecho que conlleva al teorema C [3, 6]. Encontramos cyy = ¢y,
pero con un comportamiento no trivial intermedio que codifica la competencia entre la
densidad de carga y el gap de masa. Curiosamente, dado que las cargas centrales UV e
IR son las mismas, la version débil del teorema (cyy > ¢rg) no se viola. Sin embargo, la
regla de la suma relativista implica que si cyy = ¢rr luego no hay flujo del RG (ver por
ej. [44]), v esto se encuentra explicitamente violado en nuestro modelo. En cualquier
caso, la funcién c entrépica provee una cantidad finita que resulta sensible a la creacién
de entrelazamiento asociada a la superficie de Fermi, y serfa sumamente interesante el
estudio numérico de su comportamiento para sistemas interactuantes.

El analisis de entropias de Renyi también revela efectos no triviales debido a la
superficie de Fermi, alli se destacan las oscilaciones de Friedel que modifican el resultado
de la CFT en el orden subdominante. Estas habian sido observadas anteriormente en
modelos en la red [28]; nosotros argumentamos que ellas también aparecen en la teoria
en el continuo cuando la simetria quiral se encuentra ausente (rota por el término
de masa). Usando el OPE en defectos, el origen de estas oscilaciones fue atribuido a
operadores de dimensién fraccionaria localizados en las singularidades conicas de la
variedad replicada, en acuerdo con sugerencias previas [29, 45]. El mismo argumento
también aplica a modelos interactuantes, de ahi que esta dependencia oscilatoria podria
ser interesante para testear liquidos que no son de Fermi.

La informaciéon mutua es un interesante y prometedor observable para teorias con
materia cuantica, porque mide las correlaciones entre distintas regiones. Hemos pro-
bado que, en el limite de larga distancia, la informacién mutua detecta a la superficie
de Fermi todavia en el orden dominante via nuevos términos oscilatorios. Estos son
distintos respecto de las oscilaciones de Friedel en las entropias de Renyi. También pre-
sentamos una generalizacion que sigue siendo valida aun para dimensiones anémalas
no triviales. Todos estos comportamientos sugieren que la informacién mutua y sus
versiones de Renyi son sumamente prometedoras para testear sistemas correlaciona-
dos. Seria también muy interesante permitir perturbaciones dependientes del tiempo e
incluir efectos debido a los out-of-time ordered correlators o OTOCs por sus siglas en
inglés. Ver por ej. [84, 85] para progresos experimentales recientes en esta direccion.

Finalmente, también estudiamos la entropia relativa (y su generalizacién unipa-
ramétrica) como medida de distinguibilidad entre distintos estados cudnticos. La en-
tropia relativa exhibe un comportamiento super-extensivo para estados en distintos
sectores de superseleccion de carga, y ademés es mondtona y finita. Estas propiedades
resultan utiles para un entendimiento no perturbativo de aspectos del flujo del RG a
densidad finita. Para continuar en esta linea, seria muy importante poder, en situacio-
nes mas genéricas, determinar cémo extraer propiedades intrinsecas de los puntos fijos

a partir de la entropia relativa. Esto fue hecho para teorfas relativistas en [64, 65]. La
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estructura de correladores del tensor energia-momento a densidad finita podria también
proveer de informacién complementaria.

Sera muy importante extender el presente trabajo a d > 2. En general para d > 2,
la superficie de Fermi se caracteriza por inducir una violacién logaritmica de la ley de
areas [86], mientras que el término dominante del drea en la EE es una ley de potencia
divergente. Esto se relaciona con la violacién de hiperescala [60-62], que se encuentra
ausente en 141 dimensiones. Si bien en esta tesis ya se han mostrado algunos resultados
numéricos en d = 2 4 1 relacionados con la violacion logaritmica de la ley de areas,
los mismos son preliminares. Por ejemplo, podria realizarse un estudio analitico de los
coeficientes que acompanan al logaritmo asociados a los vértices a densidad finita. Otra
direccion fructifera podria ser construir cantidades entropicas finitas a partir de la EE
o la entropia relativa. También seria extremadamente interesante considerar teorias
interactuantes; como hemos discutido antes, algunos de los métodos pueden extenderse
para el caso interactuante. En concordancia con esta linea, seria interesante evaluar
medidas de informacién cuantica aqui exploradas utilizando modelos holograficos, con

el objetivo de arrojar luz en las elusivas superficies de Fermi holograficas [87].






Apéndice A

Demostracion del Teorema de
Reeh-Schlieder

En este Apéndice se muestra la demostracién completa para el caso relativista del
Teorema de Reeh-Schlieder. En la tltima seccién, se discute el rol del Teorema del
Reflexién de Schwarz en la demostracion del Teorema de Reeh-Schlieder.

A.1. Caso relativista

Para probar el teorema utilizaremos el método de reductio ad absurdum. Suponga-

mos que el teorema de Reeh-Schlieder es falso, entonces Hy # Span{[¢7) } . Luego,

fieuy,
1
un vector |x) distinto de |Q) debe existir tal que' |x) € <Span{\¢f)} fieb{v> , en otras

palabras

0= (xl¥p), (A1)

con f; con soporte en Uy. Esta afirmacién es equivalente atn si los campos no son

considerados como distribuciones:

0= (x[¢5) [i consoporte enlhy < (x|p(x1)d(z2)...0(2,)[€2) =0 x; € Uy. (A.2)

Lema Si (A.2) es vilida V x; € Uy = es también vilida V x; € M,.

Si el lema es verdadero entonces |x) es ortogonal a todo vector en Ho? (ya que Ho =

Span{|v ) }H ricu,

lo cual es un absurdo. Por lo tanto, el teorema de Reeh-Schlieder queda demostrado.

debido a la definicién del sector de vacio) implicando que |y) = |Q2),

IEstamos pensando que para un conjunto abierto arbitrario U, Hy = U @ U~ por ser H, separable.

ZNotemos que eso es equivalente a decir que |x) € Hg . Pero por otro lado, Ho = Ho & {|Q)} con
lo cual Hy = {|)} v |x) = 19).

67
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Ahora la tarea dificil, la demostracion del lema:

» Definamos ¢(z1,...,2,) = (x|o(z1) ... 6(z,)|Q). Primero, demostraremos que
@ continua anulandose si x, se mueve por fuera de Uy, manteniendo las otras
variables en Uy. Segundo, probaremos que sin restricciones en x,_ 1 y en x,,
manteniendo 1, ..., T, o € Uy, p continua anulandose. Finalmente, procediendo
de forma similar variando la coordenada k-ésima hasta que £ = n, concluimos

que @ es idénticamente nula V x; € Mp, demostrando asi el lema.

= Para demostrar que ¢ se anula cuando sélo se varia x,, consideremos un vector
de tipo tiempo que apunta en la direccién futura R € Mp y un parametro real u,

tales que z/, = x,, + uR (ver Fig. (A.1)). Si definimos g como ¢ evaluada en /,:

g(w) = (x[é(@1) . .. (TatuR)|Q) = (x|¢(x1) . .. R HED o )eHWRH =) | )

(A.3)
Dado que P*|2) =0,
g(u) = (x|d(x1) ... CFT=0ED ()] Q). (A.4)
(a) x0 R (b) Im(u)
“‘x ; ""o
"l: "",o' Xl 4 I Reéu)
/ V > i

Figura A.1: En concordancia con el ejemplo de (2.1), en (a) R € Mp es un vector de tipo
tiempo que apunta en la direccion futura que define un rayo uR a través del origen. La funcién
g(u) se anula en el segmento amarillo, 6 como estd indicado en (b) en el intervalo I de Re(u).
Ademas, para demostrar el teorema u € R — u € C.

Es importante remarcar que si u es tal que z,, + uR € Uy, eso implica que
g(u) se anula para los correspondientes valores de u en I3. De ahora en adelante
u € C. Afirmamos que como |ﬁ| < RY por ser R de tipo tiempo, entonces
Im(u|R|) < Im(uR") para u en el semiplano superior H. Mds atn, usando el
hecho de que Rp < |R||p] v que |p] < H (porque H = +1/p? + m?) puede
notarse que

Im(u|R|) < Im(uR’) veH = R H—uRp) | 1 4 . (A.5)

3El intervalo I = (—e¢,¢€) en C consiste de todos los valores de u sobre el rayo que genera R dentro
de Uy, tales que g(u) = 0.
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Entonces, el operador exponencial se encuentra acotado para los u en el semiplano

superior y consecuentemente, resulta holomorfo en la misma regién.

» Hemos aprendido que g(u) es holomorfa en el semiplano superior, continua a
medida que u se acerca al eje real por encima, y nula en el segmento I = (—¢, €) del
eje real. Consecuentemente (ver Apéndice A.2) g(u) = 0, Vu € C. En particular,
para u € R concluimos que g(u) se anula para un rayo en M, que pasa a través
de x,. Continuando con el mismo procedimiento podemos probar que ¢ se anula
en el cono de luz pasado y futuro de x,,. Es posible repetir el mismo argumento
pero eligiendo otro conjunto de My en donde ¢ se anule, y comenzar a zig-
zagear en M, hasta cubrirlo enteramente. Como consecuencia, conluimos que

=0 Vxy,...2,_1 € Uy, sin la restriccién de que z,, € Uy.

= El préximo paso consiste en remover la restriccion x,,_; € Uy. Sélo moveremos las
ultimas dos variable de forma similar al paso anterior x,,_1,x, = ©,_1 +uR, x, +

uR. Luego, puede verse que

g(u) = (x[o (1) ... CRHRD 6 3)p(,)] ). (A.6)

De nuevo, concluimos que g(u) se anula en u € C y por lo tanto ¢ = 0 para
un desplazamiento arbitrario en M, de ambos x,_1,z, al mismo tiempo. Da-
do que somos libres de mover independientemente a x,, concluimos que ¢ =
0 Vxq,...2,_9 € Uy, sin la restriccién xz,,_1, x, € Uy. Finalmente, como se men-
ciond al principio de la demostracion del lema, realizamos el mismo procedimiento

para las ultimas k coordenadas hasta que k = n, lo cual completa la demostracion.

g
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A.2. Teorema de reflexion de Schwarz

En relaciéon con la demostracion del teorema de Reeh-Schlieder probaremos que
g(u) =0 Vu € C si g es holomorfa en el semiplano superior H, continua a medida que
u se acerca al eje real por encima y nula en el segemento [ = (—¢, €) del eje real. Por

esa razon, invocamos al teorema de reflexién de Schwarz.

Teorema de reflexién de Schwarz? Sea A C C un conjunto abierto con la
propiedad de que z € A < z € A. Sea f definidaen {z € A: Im(z) > 0} y continua en
dicho conjunto, asi como holomorfa en {z € A : Im(z) > 0}. Supongamos que z € ANR

implica que f(z) sea real. Entonces f posee una extensién analitica f:A— C tal que

() = @ S?ZGA,IHI(Z)ZO.
f(z2) size A Im(z) <0

Definiendo A := {z € C: siz € R = 2z € (—¢,¢)} puede verse que A es un
conjunto abierto. Luego, como ¢ es holomorfa en el semiplano superior, continua a
medida que u se acerca al eje real por encima y real en I = (—e¢, €) (porque g(z) = 0 si
z € I), debido al teorema de reflexién de Schwarz concluimos que existe una extensién
holomorfa g en A. En otras palabras, g resulta holomorfa en el semiplano superior/in-
ferior asi como en I (en donde g se anula). Ahora, debemos hacer uso de la holomorfia
de g y de su nulidad en I. Por ese motivo, utilizaremos el hecho de que las funciones
holomorfas definidas en un domino (es decir, en un conjunto abierto y conexo) tienen

una propiedad interesante en relacién con sus ceros:

Proposicién® Sea B C C un dominio (un conjunto abierto y conexo) y f una
funciéon compleja holomorfa en B. Si z5 € B es un punto de acumulaciéon de ceros de
f, entonces f =0 en B.

Utilizando la proposicion es evidente que g debe anularse en A, porque cada z € [
es un punto de acumulacién de ceros en g. Finalmente, como sabemos que g es continua

a medida que u se aproxima al eje real concluimos que g(u) = 0si x € R. O

4En la literatura, se encuentra el denominado edge of the wedge theorem que es una especie de
generalizacién del Teorema de reflexion de Schwarz para varias variables.

®Me gustaria agradecer a Javier Ferndndez por indicarme que esta proposicién era necesaria para
la demostracién.



Apéndice B
Fermiones en la red

En este Apéndice coleccionamos algunos resultados de fermiones en la red que se

usaran en el texto principal.

B.1. Autovectores y correlador

Para computar C;; elegimos la base quiral 7° = o', v' = i0? y por tanto y* =

01

29! = —o3. Los autovectores son

v (k) = Ny (sin(k) +/m? + Sin(k)Q) ’ (B

o_(k)=N_| A , (B.2)
sin(k) — y/m? + sin(k)?
con constantes de normalizacién N. como consecuencia de la unitariedad de U(k) =
(v (k) , v-(K)),

1
N2 = ’
T 2y/m? +sin(k)2(y/m? + sin(k)? + sin(k)) (B.3)
1 .
N2

- 2\/m2 + Sin(k:)Q(\/m2 + sin(k)? — sin(k)) '
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Usando que m? = ( m? + sin(k)? — sin(k)) ( m? + sin(k)? + sin(k:)), el produc-

to exterior de los autovectores resulta

1 sin(k) m
2 24/ m?2+sin(k)? 2+/m?2+sin(k)?
ol (k)vy (k) = \/m © 1 +\/ sin(l(ﬁ))
24/m2+sin(k)> 2 2/m2+sin(k)? (B.4)
B l]I N m° sin(k)y0y!
2 2y/m2+sin(k)2 2y/m? + sin(k)?’
1 + sin(k) . m
2 24/m?2+sin(k)? 2+4/m?2+sin(k)?
UT—(k)U—(k> = . \/ m “ 1 \/ sin(k)( )
2¢/m2+sin(k)2 2 2y/m2+sin(k)? (B.5)
1 m° sin(k)7°~*

2 2y/m?+sin(k)2 2y/m? + sin(k)?
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B.2. Duplicacion de fermiones a densidad finita

El campo de Dirac en la red ha sido estudiado holisticamente en el pasado, empe-
zando por [88-90]. Estos trabajos notaron el problema de la duplicacién de fermiones
en la red; necesitaremos revisitar este punto dado que surgen nuevos efectos a densidad
finita que tienen que ser tomados en cuenta.

Como se noté en estos trabajos, la relacién de dispersién (3.17) es simétrica bajo

k — k+m. Esto es una consecuencia directa de la simetria discreta en el Hamiltoniano,
Uy — S, S =(—1)"". (B.6)

En la teoria en el continuo de bajas energias, debemos mantenerlos modos con k ~ 0
a la vez que eliminamos aquellos con momento alto k& ~ 7. Esto puede realizarse al

considerar la combinacién

. 1+
U(z) = lim L1 0 (B.7)
a—0 2

para x = na. Este es un autovector de la simetria discreta, S, = ¥,.
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Figura B.1: Panel izquierdo: Sy para m = 1/200 y kg = 0, distinguiendo la paridad (—1)"™ de
r. Ambas ramas coinciden cuando r > 1. Panel derecho: Sy para m = 1/200 y kr = 1/20; las
ramas de sitios pares e impares se encuentran desfasadas por 7/2kpr como funcién de 7.

En nuestro contexto, cuando kr = 0 la duplicaciéon simplemente es tomada en
cuenta al dividir las entropias por dos; ver la figura izquierda de la Fig B.1. Sin embargo,
cuando kr # 0 no podemos simplemente hacer eso porque encontramos dos ramas
que exhiben un comportamiento oscilatorio y que no estan en fase; esto se encuentra

ilustrado en el panel derecho de la Fig. B.1. Mas precisamente, las curvas de sitios

s
2
dos curvas no darfa el resultado correcto para las entropias de Renyi. El origen del

pares e impares se encuentran desfasadas por Z como funcién de kpr. Promediar las

desfase puede verse todavia cuando m = 0 y kg # 0, debido a la forma del correlador

Cy=Ci + sk
j 2'7071% i — j impar,

1— 7 par
J P (B.8)



B.2 Duplicacién de fermiones a densidad finita 74

con kp = arcsin (y/,u% — m2> y

0 11_(_1)(i_j).

S
0 12 B.
ng 5 + ey 272(i = ) (B.9)

Ambas ramas se encuentran desfasadas por kr(i —j) — kp(i—j) £ 7 en los coeficientes
de densidad finita, que resultan desfasados por kpr — kpr &= % en el limite al conti-
nuo. Cuando m # 0 no esperamos encontrar una expresion analitica cerrada, pero si
un comportamiento numérico similar. Remarcamos que, a diferencia de la duplicacion
de fermiones, el desfase si es una propiedad del continuo. Para resolver este inconve-
niente, hemos elegido seleccionar la informacién proveniente sélo de los sitios pares, y

posteriormente dividir por dos las entropias para tener en cuenta el doble contaje.
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B.3. Limite al continuo de las entropias de Renyi

En esta seccion mostramos un conjunto de simulaciones que ilustran el limite al
continuo para fermiones de Dirac masivos. En la Figura B.2 se observan las simulaciones
de ¢, o, 3y 100 para varios valores de pp tales que en todos los casos m/up =
15/8. De los graficos resulta evidente que los cambios en las amplitudes al variar los
parametros son despreciables. Por ende, concluimos que las oscilaciones se corresponden
con oscilaciones fisicas de Friedel, y no a un efecto intrinseco de la red. Por tal motivo,
en el texto principal s6lo mostramos las simulaciones con los parametros mas pequenos

utilizados (es decir, aquellos méas préximos al limite al continuo).

0.350 0.30
0.345 0.28) A ’ A
0.340 0.26
© S &
0.335 T 0.24
0.330 0.22 4
® pp=1/80 m=1/150
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& & 8 — v /'/

0.20 < 0.0 7
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6 10 0 2 4 6 8 10

HET
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Figura B.2: Funciones ¢, ¢z, ¢3 ¥ ¢100 para un fermién con m/up = 15/8. El limite al continuo
se corresponde con tomar valores pp,m — 0 para pp/m fijo y ppr finito.
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B.4. Correlador en 2+1

Para computar el correlador C'(i—j, k—1) con i, j, k,| € Z usamos la representacién
de Dirac en 2 + 1: 1Y = 03, 4! = io!, y 4* = i0?. Siguiendo la sugerencia de [9], para
reducir el tiempo empleado en las laboriosas simulaciones, conviene escribir una de
las integrales del correlador analiticamente (en términos de polinomios de funciones
elipticas), utilizando un software de manipulaciones mateméticas, para luego realizar
la dltima integral numéricamente. Remarquemos también que debido al doble contaje
de fermiones en la red, es necesario dividir los resultados numéricos por cuatro con el
fin de obtener el limite al continuo correcto.

La contribucion de la banda de carga cero es

I
Co(@,y) = 502.00y0l + [Co(z, y)]07" + [Co(w, )]0,17°7" + [Co(, y)]y0427"7, (B.10)
mientras que la contribucién de la banda de densidad finita es

AC(z,y) = [AC(z, Il + [AC(z,y)] 07" + [AC(2, )] 0,17y + [AC (2, y)]50,27 7.
(B.11)
Para descomponer una de las integrales en polinomios, sera util la siguiente identidad

para y par, que a su vez define a los coeficientes D(y, k)

costom) = 3° [ (17 %('Qyj')('ﬂ/z_‘.j) sn(p)™. (B12)

k=0 §=0 J
NS >
Vv

=D(y,k)

Por otro lado, también definimos la integral eliptica indefinida de tercera especie

fi(n m)_/‘p do Z/ df sin(6 n
s o (1—nsin(9)2)/1 —msin(9)2 \/1—msm

Cf[H\(J o,m)]

(B.13)
donde ¢ € [0,7/2] y ademés hemos definido el coeficiente Cf[II|(j, ¢, m)]. En particular
si p = /2, el resultado coincide con la integral eliptica completa de tercera especie
II(n,m) = (n, 3

A continuacion escribimos los distintos términos a densidad cero. Sélo mencionamos

m) y el coeficiente de su expansién lo denotamos por CH[II|(j, m)].

lo casos en donde estos términos son no nulos. Si x e y son pares

o om [T 2 cos(zp,) o 1
[CO(*T’ y)]70 - (277)2 /ﬂ dpx sin(px)Q + m2 kzz% D(:% k)Cf |:1—I|(k7 Sin(px)2 + mQ)

(B.14)
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Si x es impar e y es par

y/2

i T 2sin(zp,) sin(p,) 1
C 1= dp, k)CE | IT|( —)|.
[ D(ZE Z/)] 0y (271')2 /_ﬂ_ P /—sm( < |: ’ SlH(px)2+m2)
(B.15)
Finalmente,
Cola, y) s = [Colys 2) oo (B.16)

Para la banda de densidad finita, la region de integracién es (continuo < discreto)

P+, <kp=pph—m? & sin(p.)’ +sin(p,)’ <sin(kp)® = ph—m? (B.17)
Que en términos de p,, p, es
S [—kF,k'F]U {W—kF,T{'] U[—W,—W—ka], (B18)

py € [—arcsin(B), arcsin(B)| U [ — arcsin(B), 7| U [—7, —7 + arcsin(B)],  (B.19)

con B = y/sin(kr)? — sin(p,)2. También definimos B = arcsin(B) por mayor comodi-
dad.
De nuevo, a continuacién solo listamos los valores no nulos de los términos a den-

sidad finita. Si x e y son pares

4 kr sin(B y)
AC(x, ——/ dp, cos(Tpy ) B.20
[AC(z,y)h o), ™ (7pa) ; (B.20)
Si z e y son pares
[AC(z,y)]0 =
- 1yl/2
m 4 cos(xp,) - ~ 1
— dp, D(y, k)Ct |TT|(k, B, —————) | -
o M 2 Dy kB )
(B.21)
Si x es impar e y es par
[AC(Q%Z/)]VOV =
o /kp J 4 sin(xp, ) sin(py) %D( k)CH {l:ﬂ(k B 1 )
(2m)% J 4, Pa sin(p,)? +m? 1= i T sin(pg)2+m2
(B.22)
Finalmente,

[AC(JL‘, y)],yo,yz = [AC(y, l‘)],yo.yl. (B23)






Apéndice C

Tratamiento perturbativo:

bosonizacion

En este apéndice mostraremos los avances en torno al tratamiento perturbativo de
S, a O(m?), que sigue el enfoque de [43]. Si bien los célculos no se encuentran total-
mente acabados ni entendidos, esta discusion formé parte del entendimiento general de
esta tesis. La idea general de este approach consiste en escribir las entropias de Renyi
en términos de la funcién de particién Z[n] de un espacio n-dimensional que consiste

de n copias de la teoria original

_ log(Z[n]) — log(2[1])

1—n

S = — log(Tr(p"))

1—n

: (C.1)

donde Z[1] es un factor de normalizacién tal que Tr(p) = 1. Este método se conoce con
el nombre de ‘replica trick’. En el caso del campo de Dirac, las condiciones de contorno
que deben introducirse en el espacio replicado pueden ser obviadas si se introduce un
campo de gauge externo Aﬁ, que sea puro gauge salvo en los extremos del intervalo

(0,7). En otras palabras,

Vo 2k
"0, A, (1) = - (6@ (z) — 03 (z — ), (C.2)
con k = —”T_l, —”T_l +1,..., ”T_l y r = (0,7). La densidad lagrangiana en el espacio
replicado se escribe como

Para cada copia k, el término del potencial quimico puede volcarse dentro del término de

masa siguiendo una transformacién unitaria como en (3.29). En efecto, si &5 = (¢, ¥g)

m(i)k@k + ,UFCI)L(PIC = m(€2i,upac1¢;[%¢L + hC) (C4)

79
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Por otro lado, dado que las n copias se encuentran desacopladas las unas de las otras,

podemos escribir

k=—(251)
donde
Zy = () = (el Lo ALy, (C.6)

siendo ji = @y Py, la corriente fermidnica.

Para calcular Z; podemos emplear la técnica de bosonizacién. La misma consiste

en mapear la corriente fermidnica j' a una corriente bosénica via la transformacion[91]

it %ewa@. (.7

Teniendo en cuenta ademas que wkz/}L = ﬁ . €2V . giendo € un cutoff UV, la

densidad lagrangiana bosonizada resulta

1
Ly = 5 L, PO! ) + % cos(2upa’ + 2¢/79). (C.8)

El modelo es similar a la teoria de Sine-Gordon, con la diferencia de que tiene ademas
una fase que depende explicitamente de la coordenada x! debido a la densidad finita.
De hecho, si se hubiese bosonizado directamente desde (C.3) teniendo en cuenta (C.7),

el lagrangiano hubiese sido

Lo = 50,000 + ™ cos(2y/79) + £ 000, (9)
es decir, explicitamente tendriamos la teoria de Sine-Gordon en presencia de un término
de borde o topolégico. Un planteo interesante que utiliza esta expresion fue llevado a ca-
bo en [55]. Ellos propusieron escribir al campo bosénico como una contribucién clasica
mas una fluctuaciones Gaussianas. En nuestro caso, tratamos de utilizar su formalismo
para calcular las S,, pero sélo pudimos recuperar el primer término de su prediccién
analitica (5.2).

De la expresién (C.6), resulta que Z; puede escribirse en términos del valor de

expectacion de operadores de vértice
Z, = <e—img(¢<o>—¢<r>>> . (C.10)

Este valor de expectacién es sumamente complicado de calcular. Por tal motivo em-



81

plearemos un enfoque perturbativo. Los valores de expectacion seran calculados en
la teorfa sin escalas (m = purp = 0), y el operador relevante que la perturbe! sera
O(p) = 2 cos(2kpxy + 2¢/7¢). El hecho de que los valores de expectacién se calculen

en la CFT, permiten utilizar

(e71 ] Pe@o@)y = o=y [ Pod?yf(2)Gla—u) W), (C.11)

cuya funciéon de Green es

G(z,y) = —%log\x—y\. (C.12)

Utilizaremos como notacién a = % y B = v4m (conocido como punto del fermién libre).

A orden cero en m,

ZO) = (iaB(r) g=iafol0)y — (g) . (C.13)

. 1 . sz
A primer orden en m, se espera que Z ,g ) = 0 como consecuencia de la conservacién de

la carga topoldgica en los operadores de vértice. A segundo orden en m

2 = 5 (B)" [y (cos(2bea’ + 50(0) cos(2hey' + By e 540,

' (C.14)
Escribiendo a los cos(+) en términos de exponenciales y calculando los valores de ex-
pectacién (ver Apéndice C.1), se obtiene la generalizacién de la expresion utilizada en
[20] a densidad finita

@ _ 1 /m\2 2, 12 r —yl|z| o 2ikp (2! —y!
Z, :—(—> Zy, /d:rdy ( ) 26_“”(‘”_3’)
8 \m r—axflyl) |z =yl

2a
+ (‘T —$||y‘) 1 eQikF(;Bl—yl) )
r=yllzl) |z -y

Notemos que d?zr = dxodzi, d*y = dyody, y r = (0,7). Luego, la correccién a las S,

(C.15)

resulta

1 0 2

1 1 z?
_ } : (0) E : k
=1_, log(Zk ) + m log (1 + W + .. > (016)

k

R (1 Z% A
= log(2>+m (1—nz 0 + O(m*).

= mZ,

Dado que la amplitud de las oscilaciones a primer orden no trivial son proporcionales

!Notemos que en el orden méas bajo en la expansién en m, kr = pup.
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a m? (como se observé en la Figura 5.3) pareceria que el resultado (5.2) podria recupe-
rarse de la expresién (C.16). Las integrales tienen mucha estructura y son complicadas

para resolver. Para comprender su comportamiento definamos

Ir — x||y| L /rm\2 )
B =_ 7 =—(—) Z 1
() Ir —yllz| ¢ 8 (7?) ko (C.17)

entonces

Z§>:ca/d%d@

o —21 zl—yl o 21 zl—yl
\x—y‘z{B(%y)Q e 2l y)+B(?J7$)2 (e =y )}- (C.18)

Queremos calcular esta integral en el limite krpr > 1. Cuando n > 1, la principal con-
tribucién a la integral va a ocurrir cuando B — oo (cuando x =~ r e y & 0, y viceversa),
puesto que el integrando resulta altamente oscilatorio. Si ademéas consideramos que las

copias que mayor contribucion van a tener son aquellas con k = j:”T_l, y notando que

B(z,y)~' = B(y, ),

&~m%5€Wm

1—1
/d2xd2y 1 r — yl|z| " o~ 2ikr (@' —y) | (C.19)
|z —y[* \|r — 2yl

Entonces, el integrando ©(x,y) para x ~ r e y ~ 0, se comporta como

1 r2 -3 » 1 cos(2kpr
Ol) % 5 (=) = RelBla. )] = _ coslZher)
2 =il (r— 2l % (ker)?
(C.20)

El resultado se asemeja a la estructura de (5.2). Sin embargo, todavia no hemos podido
resolver la integral formalmente. Por ejemplo, a este nivel perturbativo no hemos podido
argumentar por qué para n > 1 si hay oscilaciones de Friedel, mientras que para
n = 1 no las hay. Tampoco hemos podido obtener el prefactor de O(1) que luego
podria compararse con los ajustes de la Fig. (5.4). De todos modos en la Sec. 5.2
vimos como el escaleo correcto en S, surge debido a la presencia de operadores de
dimensién fraccionaria localizados en los puntos de ramificacion del espacio replicado,
utilizando una expansién OPE de defectos. Ademas dicho argumento también nos

permitio justificar la ausencia de oscilaciones para n = 1.
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C.1. Calculo de la funcién Z.”

En este Apéndice calcularemos a partir de (C.14) el resultado de ZE) en (C.15).
Primero, escribimos el producto de cosenos cos(2krz'+ B¢(x)) cos(2kry' +B¢(y)) como

1 (ew(m)w(y)) i2kr (@ YY) 4 ) o 4 oiB(6(2)—6(y) iZk (2! —y") | hc‘) . (C.21)

4

Al calcular el valor de expectacion (...), los dos términos que poseen el mismo signo
en los campos, se anularan dado que su carga topoldgica neta es distinta de cero. Por

otro lado, el calculo de uno de los dos términos remanentes sigue como
ei%F(xl -y") <ei/3(¢(fﬁ)—¢(y)) elaBe(r) e—iaﬁ¢(0)>

_ pi2kp(z'—y") ( ol [ &= Blad®) (r—2)—ad@ (2)+6P) (z—z)—5() (z—y)]¢(z)>

= e2kr(@ —v") exp { /dzwd2z {0«5(2)(7" —2) —adP(2) + 0P (z —z) — 6@ (2 — y)} X

log |z — w| x [a5(2) (r —w) — ad@(w) + 6P (w — z) — 6@ (w — y)} }

on? . 2c
_ eiZkF(zl—yl) (C) 2 (%) 62|:E — y|2,
N——

¢ I —yllx|
z®

(C.22)

siendo € un cutoff UV, que posteriormente se cancelara con una contribucién prove-

niente de las constantes multiplicativas del operador relevante.
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