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Zusammenfassung

Die Implementierung eines geeigneten und zielgerichteten Projektmanagements stellt fiir
viele Unternehmen im Hinblick auf kiirzer werdende Innovationszyklen und sich veran-
dernde Marktanforderungen einen immer wichtigeren Erfolgsfaktor dar. Eine entschei-
dende Bedeutung kommt dabei vor allem der Projektplanung als Bindeglied zwischen
der Vorbereitungs- und der Ausfiihrungsphase eines Projekts zu. Insbesondere die res-
sourcenbeschrankte Projektplanung kann durch die Bestimmung effizienter und kosten-
glnstiger Einsatzplane fir begrenzt verfiighare Ressourcen einen wichtigen Beitrag zur

Wettbewerbsfahigkeit eines Unternehmens leisten.

Die meisten Modelle der ressourcenbeschrankten Projektplanung gehen vereinfachend
davon aus, dass erneuerbare Ressourcen in bestimmten Mengen in jeder Zeitperiode fiir
die Ausfiihrung von Vorgangen zur Verfiigung stehen, die durch Vorrangbeziehungen
miteinander verbunden sind. Diese einschrankenden Annahmen fithren jedoch dazu, dass
praxisrelevante Restriktionen wie Arbeitszeitvereinbarungen oder Vorgaben zur Hochst-
auslastung von Maschinen durch Modelle der ressourcenbeschrankten Projektplanung
nicht abgebildet werden konnen. Eine Moglichkeit, um komplexere Restriktionen in die
Modelle einzubinden, stellen sogenannte partiell erneuerbare Ressourcen dar, die Kapa-
zitédtsrestriktionen auch tiber mehrere Zeitperioden modellieren konnen. Durch diese Art
von Ressourcen konnen unter anderem maximale Arbeitsstunden am Wochenende oder
vorgeschriebene Pausenzeiten von Arbeitskraften modelliert werden, die durch klassische
Modelle der Projektplanung nicht abgebildet werden konnen. Weitere praxisrelevante
Restriktionen wie technologisch bedingte Zeitfenster fiir die Ausfithrung von Fertigungs-
prozessen konnen zudem durch zeitliche Mindest- und Hochstabstéande bzw. durch allge-

meine Zeitbeziehungen zwischen den Vorgéangen eines Projekts dargestellt werden.

In der vorliegenden Arbeit wird das Projektdauerminimierungsproblem mit allgemei-
nen Zeitbeziehungen und partiell erneuerbaren Ressourcen (RCPSP /max-7) untersucht.
Ein Schwerpunkt liegt dabei auf der Entwicklung von Branch-and-Bound-Verfahren, die
auf unterschiedlichen Enumerationsschemata basieren. Es werden zwei relaxationsbasier-
te und ein konstruktionsbasiertes Branch-and-Bound-Verfahren vorgestellt, deren Leis-
tungsfahigkeit anhand geeigneter Testinstanzen durch eine experimentelle Performance-

Analyse untersucht werden. Die Ergebnisse der Analysen zeigen, dass eines der relaxati-



onsbasierten Verfahren, das die zeitzulassigen Startzeitpunkte der Vorgéange des Projekts
schrittweise in disjunkte Mengen zerlegt, die beiden anderen Ansdtze dominiert. Aus
einem weiterfiihrenden Vergleich mit dem MILP-Solver IBM CPLEX sowie den besten
bislang bekannten Naherungsverfahren zur Projektdauerminimierung mit partiell erneu-
erbaren Ressourcen wird zudem die vorteilhafte Performance des dominanten Branch-

and-Bound-Verfahrens bestétigt.

In der vorliegenden Arbeit wird weiterhin gezeigt, dass der Einsatz partiell erneuerba-
rer Ressourcen ein weites Feld an Modellierungsmoglichkeiten eroffnet, das auch andere
Konzepte der Projektplanung umfasst, die tiber die letzten Jahrzehnte entwickelt wurden.
Basierend auf diesen Ergebnissen wird zudem gezeigt, dass exakte Verfahren fiir das
RCPSP /max-7 auch zur Losung anderer bekannter Projektdauerminimierungsprobleme

aus der Literatur eingesetzt werden konnen.
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Kapitel 1

Einleitung

Die Implementierung eines geeigneten und zielgerichteten Projektmanagements stellt fiir
viele Unternehmen im Hinblick auf kiirzer werdende Innovationszyklen und sich veran-
dernde Marktanforderungen einen immer wichtigeren Erfolgsfaktor dar. Eine entschei-
dende Bedeutung kommt dabei vor allem der Projektplanung als Bindeglied zwischen
der Vorbereitungs- und der Ausfiihrungsphase eines Projekts zu. Die Aufgabe der Pro-
jektplanung besteht grundsatzlich darin, die Tatigkeiten (Vorgange) eines Projekts unter
Berticksichtigung der Zeitbeziehungen zwischen den Vorgangen sowie eventuell bestehen-
der Ressourcenrestriktionen so einzuplanen, dass eine vorgegebene Zielsetzung bestmog-
lich erreicht wird. Die Projektplanung mit Ressourcenrestriktionen wird dabei als res-
sourcenbeschrankte Projektplanung bezeichnet. Da der Erfolg vieler Unternehmen von
einem effizienten und kostengtinstigen Einsatz begrenzt verfiigharer Ressourcen abhéngt,
konnen geeignete Modelle und quantitative Methoden fiir die ressourcenbeschriankte Pro-

jektplanung ein entscheidendes Wettbewerbspotential bieten.

In den letzten Jahrzehnten wurden unterschiedliche Modelle zur ressourcenbeschrankten
Projektplanung entwickelt, die sich insbesondere darin unterscheiden, von welcher Ziel-
setzung und von welchen vereinfachenden Annahmen ausgegangen wird. In den meisten
dieser Modelle werden zur Abbildung von Kapazititsrestriktionen erneuerbare Ressour-
cen betrachtet, die dadurch gekennzeichnet sind, dass sie in jeder Zeitperiode in einer
bestimmten Menge zur Verfiigung stehen! und durch die Vorgénge des Projekts wihrend
ihrer Ausfithrung belegt werden. Erneuerbare Ressourcen werden beispielsweise zur Mo-
dellierung der Verfiigharkeit von Arbeitskraften oder Maschinen eingesetzt. Ein entschei-

dender Nachteil der erneuerbaren Ressourcen besteht jedoch darin, dass bereits vor der

1 Es wird zur Vereinfachung der Darstellungen zuniichst davon ausgegangen, dass sich die Kapazitit ei-
ner erneuerbaren Ressource ausschliellich auf Zeitperioden bezieht. Es sei allerdings darauf verwiesen,
dass auch Modelle mit erneuerbaren Ressourcen in der Literatur behandelt werden, deren Kapazititen
fir jeden Zeitpunkt des Planungshorizonts definiert sind (vgl. z. B. Neumann und Schwindt, 2003).
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Einplanung der Vorgéange des Projekts fiir jede Zeitperiode festgelegt werden muss, wie
viele Mengeneinheiten von jeder Ressource zur Verfiigung stehen. Diese Voraussetzung
fithrt allerdings dazu, dass praxisrelevante Restriktionen, wie Arbeitszeitvereinbarungen
oder Vorgaben zur Hochstauslastung von Maschinen tiber langere Zeitraume, durch Mo-
delle mit erneuerbaren Ressourcen nicht abgebildet werden kénnen. Als Beispiel sei eine
Arbeitszeitvereinbarung betrachtet, die vorgibt, dass ein Mitarbeiter in jeder Woche von
Montag bis Samstag an finf Tagen arbeitet, wobei der Ruhetag des Mitarbeiters flexi-
bel gehalten werden soll. Durch eine Modellierung mit erneuerbaren Ressourcen kénnte
der Ruhetag des Mitarbeiters lediglich im Voraus durch eine erneuerbare Ressource mit
zeitlich variierender Kapazitat festgelegt werden, wohingegen die geforderte Flexibilitét
nicht darstellbar wéire. Eine Moglichkeit, um Restriktionen wie die Arbeitszeitvereinba-
rung in Modellen der ressourcenbeschréankten Projektplanung abzubilden, bieten partiell
erneuerbare Ressourcen, mit deren Hilfe Kapazitéitsrestriktionen auch tiber mehrere Zeit-
perioden modelliert werden kénnen. Der grundsétzliche Unterschied zu den erneuerbaren
Ressourcen besteht darin, dass erst durch die Einplanung der Vorgange des Projekts fest-
gelegt wird, welche verfiighare Ressourceneinheit in welcher Zeitperiode zur Ausfithrung
der Vorgéinge eingesetzt wird. Fir die Arbeitszeitvereinbarung kénnte beispielsweise eine
partiell erneuerbare Ressource mit einer Kapazitdt von fiinf Einheiten iiber alle Wo-
chentage von Montag bis Samstag verwendet werden, wobei sich die Arbeitstage des

Mitarbeiters erst aus der Einplanung der Vorgange ergeben wiirden.

Eine weitere vereinfachende Annahme, die in vielen Modellen der ressourcenbeschrankten
Projektplanung vorausgesetzt wird, geht davon aus, dass ausschliellich Vorrangbeziehun-
gen zwischen den Vorgangspaaren eines Projekts vorliegen. Durch diese Art der Zeitbe-
ziehung wird impliziert, dass ein Vorgang erst dann starten kann, sobald ein anderer
Vorgang endet. Da diese vereinfachende Annahme allerdings viele praktische Anwendun-
gen ausschlieit, wurden in der Literatur Modelle mit zeitlichen Mindest- und Hochst-
abstédnden (allgemeine Zeitbeziehungen) eingefiihrt, die es beispielsweise ermoglichen,
Abschlusstermine fiir Teilprojekte vorzugeben oder technologisch bedingte Zeitfenster

fiir die Ausfithrung von Fertigungsprozessen festzulegen.

Gegenstand der vorliegenden Arbeit ist das Projektdauerminimierungsproblem mit allge-
meinen Zeitbeziehungen und partiell erneuerbaren Ressourcen (RCPSP /max-7). Fiir das
entsprechende ressourcenbeschrankte Projektplanungsproblem sind die Vorgange unter
Berticksichtigung der vorgegebenen Zeit- und Ressourcenrestriktionen so einzuplanen,
dass das Projekt frithestmoglich beendet wird. Das RCPSP /max-7 stellt eine Verallge-
meinerung des klassischen Projektdauerminimierungsproblems mit Vorrangbeziehungen

und erneuerbaren Ressourcen (RCPSP) dar und wurde erstmals in den Arbeiten Wa-



termeyer und Zimmermann (2018, 2020), die im Rahmen dieser Dissertation entstanden
sind, eingefithrt und untersucht. Auf die Inhalte der genannten Veroffentlichungen, die
zum Teil in der vorliegenden Dissertation ibernommen wurden, wird an geeigneter Stelle

dieser Arbeit verwiesen.

Das Ziel der vorliegenden Arbeit besteht darin, Branch-and-Bound-Verfahren fiir das
RCPSP /max-7 zu entwickeln und deren Leistungsfihigkeit anhand geeigneter Testin-
stanzen zu bewerten. Weiterhin soll untersucht werden, welcher Zusammenhang zwischen
partiell erneuerbaren Ressourcen und anderen Modellierungskonzepten der Projektpla-
nung besteht, wodurch ein Bezug des RCPSP/max-7 zu anderen Modellen der Projekt-

planung hergestellt werden soll.
Die Arbeit ist wie folgt gegliedert:

In Kapitel 2 wird zunachst das Projektdauerminimierungsproblem mit allgemeinen Zeit-
beziehungen und partiell erneuerbaren Ressourcen formalisiert sowie auf Bezeichner und
Konventionen eingegangen, die im weiteren Verlauf der vorliegenden Arbeit verwendet
werden. Zur Verdeutlichung der Relevanz der partiell erneuerbaren Ressourcen fiir die
Modellierung realer Anwendungen wird des Weiteren ein Beispielprojekt betrachtet so-
wie auf die bislang veroffentlichte Literatur zu partiell erneuerbaren Ressourcen einge-

gangen.

Aufbauend auf den Erkenntnissen aus der Literatur, dass die partiell erneuerbaren Res-
sourcen die erneuerbaren und nicht-erneuerbaren Ressourcen verallgemeinern?, wird in
Kapitel 3 gezeigt, dass auch weitere Konzepte der Projektplanung, wie z. B. zeitliche
Hochstabstande, durch partiell erneuerbare Ressourcen (sowie durch zusétzliche Vorgén-
ge und Zeitbeziehungen) modelliert werden kénnen. Anschliefend wird auf die Losbarkeit
der unterschiedlichen Projektdauerminimierungsprobleme, die aus den betrachteten Mo-
dellierungskonzepten des Kapitels hervorgehen, durch exakte Verfahren fiir Projektdauer-
minimierungsprobleme mit partiell erneuerbaren Ressourcen eingegangen. Den Abschluss
des Kapitels stellt schliefllich eine Komplexititsbetrachtung fiir die in der vorliegenden

Arbeit untersuchte Problemstellung dar.

Kapitel 4 fithrt zunachst ein Zeitplanungsproblem mit eingeschréankten Startzeitpunkten
der Vorgénge eines Projekts ein, das jedem Enumerationsknoten der in dieser Arbeit ent-
wickelten Branch-and-Bound-Verfahren zugeordnet ist. Fiir diese Problemstellung wer-

den verschiedene Zeitplanungsverfahren vorgestellt, die sowohl zur Losung des Planungs-

2 Die partiell erneuerbaren Ressourcen stellen nur dann eine Verallgemeinerung der erneuerbaren und
nicht-erneuerbaren Ressourcen (sowie aller weiteren betrachteten Modellierungskonzepte in Kapitel 3)
dar, wenn angenommen wird, dass alle Vorgéinge des Projekts nur zu ganzzahligen Zeitpunkten starten
kénnen und eine maximale Projektdauer vorgegeben ist.
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problems als auch zur Ausfithrung von Konsistenztests eingesetzt werden. Basierend auf
den Zeitplanungsverfahren werden schliefSlich verschiedene Konsistenztests entwickelt, die
zur Eingrenzung der Wertebereiche der Startzeitpunkte aller Vorginge des Projekts in
jedem Enumerationsknoten ausgefiihrt werden konnen. Abschliefend wird ein Verfahren
zur Bestimmung einer destruktiven unteren Schranke fiir die kiirzeste Projektdauer tiber

alle zuldssigen Losungen des Zeitplanungsproblems in jedem Knoten beschrieben.

In Kapitel 5 werden zwei relaxationsbasierte und ein konstruktionsbasiertes Branch-
and-Bound-Verfahren zur Losung des Projektdauerminimierungsproblems mit allgemei-
nen Zeitbeziehungen und partiell erneuerbaren Ressourcen entwickelt. Fiir jedes der
Losungsverfahren wird zunéachst das zugehorige Enumerationsschema herausgearbeitet,
das anschlieBend um untere Schrankenwerte und Konsistenztests zu einem Branch-and-
Bound-Verfahren erweitert wird. Ferner werden fiir zwei der Enumerationsansatze Ver-
fahren zur Redundanzvermeidung vorgestellt und dem jeweiligen Branch-and-Bound-Ver-

fahren hinzugefiigt.

Zur Einordnung der Leistungsfahigkeit der entwickelten Branch-and-Bound-Verfahren im
Vergleich zu einem MILP-Solver werden in Kapitel 6 ganzzahlige lineare Programme
fir das RCPSP /max-7 entwickelt, die auf zeitindexbasierten Modellformulierungen aus

der Literatur basieren.

In Kapitel 7 werden die Ergebnisse einer umfassenden experimentellen Performance-
Analyse diskutiert. Dazu werden die in Kapitel 5 entwickelten Branch-and-Bound-Ver-
fahren zunéchst einander gegeniibergestellt und anschliefend mit einem weiteren exakten
Losungsverfahren aus der Literatur verglichen. Das Branch-and-Bound-Verfahren mit der
besten Performance wird schliefilich einem MILP-Solver, der zur Losung der in Kapitel 6
vorgestellten ganzzahligen linearen Programme eingesetzt wird, gegeniibergestellt und
mit den besten bislang bekannten heuristischen Verfahren fiir Projektplanungsprobleme

mit partiell erneuerbaren Ressourcen verglichen.

Abschliefend werden in Kapitel 8 die wichtigsten Ergebnisse der vorliegenden Arbeit
zusammengefasst, und es erfolgt ein Ausblick auf zukiinftige Themenbereiche und For-

schungsfragen.



Kapitel 2

Einfiihrung in die Problemstellung

Das Projektdauerminimierungsproblem mit partiell erneuerbaren Ressourcen und all-
gemeinen Zeitbeziehungen (RCPSP/max-7) verbindet zwei Erweiterungen des klassi-
schen RCPSP, die bereits im Rahmen des RCPSP mit partiell erneuerbaren Ressourcen
(RCPSP/7) sowie mit allgemeinen Zeitbeziehungen (RCPSP /max) getrennt voneinander
untersucht wurden. Das RCPSP /max-7 leistet dementsprechend einen wichtigen Beitrag
dazu, dass weitere reale Anwendungen durch Modelle der ressourcenbeschrankten Pro-

jektplanung abgebildet werden konnen.

Im ersten Abschnitt dieses Kapitels wird zunédchst ein mathematisches Modell fir das
RCPSP /max-7 entwickelt. In diesem Zusammenhang werden unter anderem die wichtigs-
ten Bezeichner und Konventionen fiir das RCPSP/max-7 eingefiihrt. In Abschnitt 2.2
werden unterschiedliche Méoglichkeiten der Modellierung mit Hilfe von partiell erneu-
erbaren Ressourcen anhand eines Anwendungsbeispiels herausgestellt. Im letzten Ab-
schnitt 2.3 werden schliefSlich die wichtigsten Veroffentlichungen, die in den letzten Jahr-
zehnten zu partiell erneuerbaren Ressourcen publiziert wurden, in den Kontext dieser
Arbeit gestellt.

2.1 Projektplanung mit partiell erneuerbaren Ressourcen

Das RCPSP /max-m umfasst die Einplanung einer Menge V' := {0, 1,...,n+ 1} von Vor-
gangen unter der Einhaltung vorgegebener Zeit- und Ressourcenrestriktionen. Die Zielset-
zung der Problemstellung ist die Minimierung des Fertigstellungszeitpunkts des Projekts.
Jedem Vorgang i € V ist eine nicht-unterbrechbare Ausfiihrungsdauer p; € Z>( zugeord-
net. Die Vorgangsmenge V' unterteilt sich in reale Vorgéange ¢ € V" mit p; > 0 und fiktive
Vorgange (Ereignisse) i € V¢ mit p; = 0. Die fiktiven Vorgénge 0 und n+1 représentieren
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jeweils den Projektbeginn und das Projektende. Weitere fiktive Vorgénge konnen allge-
meine Etappenziele wie beispielsweise den Abschluss eines Teilprojekts modellieren, die
auch als Meilensteine bezeichnet werden. Durch einen Schedule S := (S;);cy wird jedem
Vorgang i € V ein Startzeitpunkt S; € Z>( zugeordnet. Jedes Projekt startet zum Zeit-
punkt 0 (S; = 0) und wird spétestens nach d € Zsq Zeiteinheiten beendet (S, 11 < d). d
entspricht dabei dem spétesten Zeitpunkt des Planungshorizonts H := {0, 1,. .. ,J} bzw.
einer oberen Schranke fiir den Fertigstellungszeitpunkt des Projekts. Zwischen den Vor-
gangen des Projekts sind Zeitbeziehungen zu beriicksichtigen, die sich aus technologischen
oder ablauforganisatorischen Griinden ergeben kénnen. Eine Zeitbeziehung zwischen zwei

Vorgéngen 4,5 € V', i # j wird durch die Bedingung
S; > Si +0ij

mit d,; € Z als Zeitabstand zwischen den Startzeitpunkten der Vorgénge beschrieben.
Dabei werden sowohl zeitliche Mindestabsténde (d;; > 0) als auch zeitliche Hochstab-
stdnde (d;; < 0) betrachtet. Es ist zu beachten, dass die Modellierung der Zeitbezie-
hungen durch die Startzeitpunkte der Vorgange keine Beschrankung der Allgemeinheit
darstellt, da sich aufgrund der deterministischen Zeitabstidnde und Ausfithrungsdauern
jede andere Anordnungsbeziehung in eine Start-Start-Anordnungsbeziehung iiberfiihren
lasst (vgl. Bartusch et al., 1988). Im Folgenden beschreibt £ C V' x V' die Menge aller
Vorgangspaare (i, j), fur die eine Zeitbezichung vorliegt. Das Projektdauerminimierungs-
problem unter Zeitrestriktionen (PS) lasst sich durch das folgende mathematische Modell

beschreiben:

Minimiere .S,

u.d.N. S;—S; >0 ((i,7) € E)
So=0
Si € L (ieV)

Zur Vereinfachung der Modellierung von (PS) wird vorausgesetzt, dass eine Zeitbeziehung
zwischen dem Projektende n 4+ 1 und dem Projektstart 0 mit einem Zeitabstand 6,410 =
—d vorliegt ((n +1,0) € E). Entsprechend erfiillt jede zuldssige Lésung S des Problems
(PS) die Bedingung S, < d. Weiterhin wird angenommen, dass die Bedingungen S; > 0
und S; + p; < S,41 fiir alle Vorgéange ¢« € V' durch die gegebenen Zeitbeziehungen erfiillt

sind, sodass sich kein Vorgang i € V vor dem Projektbeginn (Sy = 0) oder nach dem
Projektende (S,,11) in Ausfiihrung befindet. Im Folgenden wird der zuléssige Bereich

ST = {S S Zgg2 | Sj - S@ > (Sij fur alle (Z,]) S So = 0}
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des Problems (PS) als Menge aller zeitzulassigen Schedules (oder als zeitzulassiger Be-
reich) bezeichnet und jeder Schedule S € St zeitzuldssig genannt. Durch die Modellierung
des Problems (PS) als Vorgangsknotennetzplan konnen Algorithmen der Graphentheo-
rie fur die Zeitplanung eingesetzt werden (vgl. z. B. Zimmermann, 2001, Abschnitt 1.1
bzw. Zimmermann et al., 2010, Abschnitt 1.4.3). Im Folgenden soll unter der Zeitpla-
nung eines Projekts die Bestimmung der frithesten und spéatesten Startzeitpunkte der
Vorgénge sowie die Ermittlung der (indirekten) zeitlichen Mindest- und Héchstabsténde
zwischen allen Vorgangspaaren verstanden werden. Das Problem (PS) wird als Vorgangs-
knotennetzplan N = (V, E,¢§) mit Knotenmenge V', Pfeilmenge F und Pfeilbewertung
0 = ((51-]-)(1"3»)6 g modelliert. Zur Bestimmung der frithesten und spétesten zeitzuldssigen
Startzeitpunkte E'S; und LS; aller Vorgange ¢ € V koénnen Label-Correcting-Verfahren
mit Zeitkomplexitaten von jeweils O(|V||E|) verwendet werden (vgl. Neumann et al.,
2003, Abschnitt 1.3). Die Schedules ES := (ES;);cy und LS := (LS;);cy entsprechen
dem eindeutigen Minimal- bzw. Maximalpunkt des zeitzulédssigen Bereichs Sy und wer-
den im Folgenden als fritheste und spateste zeitzuléssige Schedules bezeichnet. Ein Sche-
dule S € M C Z"*? wird dabei als Minimalpunkt einer Menge M bezeichnet, wenn
kein anderer Schedule S" € M mit S; < S; fir alle Vorgénge i € V (5" < 5) exis-
tiert. Analog dazu wird ein Schedule S € M Maximalpunkt einer Menge M genannt,
falls kein anderer Schedule S” € M mit S’ > S existiert. Die (indirekten) Zeitabstédnde
d;; zwischen den Startzeitpunkten aller Vorgangspaare (i,7) € V' x V kénnen mit Hilfe
des Floyd-Warshall-Algorithmus mit einer Zeitkomplexitat von O(|V|*) berechnet wer-
den (vgl. Neumann und Morlock, 2002, Abschnitt 2.4.4). Der Zeitabstand d;; entspricht
dabei der Lange eines langsten Wegs von Vorgang ¢ zu Vorgang j in Netzplan N. Es
ist zu beachten, dass fiir die frithesten und spéatesten zeitzuldssigen Startzeitpunkte ES;
und LS; der Vorginge ¢ € V die Zusammenhénge ES; = dy; und LS; = —d;g gelten,
sodass die Schedules ES und LS auch durch den Floyd-Warshall-Algorithmus berechnet
werden konnen. Im weiteren Verlauf dieser Arbeit wird die Matrix D = (d;;);jev der
Langen langster Wege in Netzplan N zwischen allen Vorgangspaaren des Projekts als

Distanzmatrix bezeichnet.

Das RCPSP /max-7 betrachtet partiell erneuerbare Ressourcen, die dadurch gekennzeich-
net sind, dass sie nur auf vorgegebenen Zeitperioden des Planungshorizonts durch die
Ausfithrung von Vorgéingen in Anspruch genommen werden. Jeder partiell erneuerba-
ren Ressource £ € R ist eine Ressourcenkapazitat R, € Zs, sowie eine Teilmenge
I, € {1,2,...,d} aller Perioden des Planungshorizonts zugeordnet. In jeder Periode
der Menge IIj, in der sich ein Vorgang i € V in Ausfithrung befindet, werden ré € Zsq
Einheiten der Ressource k& durch Vorgang ¢ in Anspruch genommen. Im weiteren Verlauf

wird r¢ als Bedarf von Vorgang i an Ressource k bezeichnet. Die Anzahl der Perioden
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der Menge II, in denen sich Vorgang ¢ mit Startzeitpunkt S; in Ausfithrung befindet,
wird durch die Ressourcenbelegung % (.S;) := []S;, S; + p;] N x| beschrieben, woraus die

Ressourceninanspruchnahme 74, (S;) := ri (S;) ré. folgt.

Die Abhéngigkeit der Ressourcenbelegung (Ressourceninanspruchnahme) vom Startzeit-
punkt eines Vorgangs wird in Abbildung 2.1 veranschaulicht. Das Beispiel zeigt den
Belegungsverlauf einer Ressource k mit IT;, = {3,4, 5,6, 7,12} in Abhédngigkeit vom Start-
zeitpunkt S; eines Vorgangs ¢ mit einer Ausfithrungsdauer p; = 3 und einem Ressourcen-
bedarf 7§, = 1. Die Menge II; sowie die Ressourcenbelegung 7% (0) = 1 von Vorgang i
mit Startzeitpunkt S; = 0 werden durch schraffierte Flachen verdeutlicht. Der untere
Teil der Abbildung zeigt schliellich den Verlauf der Ressourcenbelegung 7% (S;) iiber alle
Startzeitpunkte S; € {0,1,...,12} des Vorgangs.

N

--

~.

1 7 \\‘u\\

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 Si

Abbildung 2.1: Abhéngigkeit der Ressourcenbelegung vom Startzeitpunkt

Die Gesamtinanspruchnahme r§(S) einer Ressource k € R fiir einen gegebenen Schedule
S ergibt sich aus der Summe der Ressourceninanspruchnahmen 7§, (S;) aller Vorgénge
des Projekts. Entsprechend kénnen die Ressourcenrestriktionen fiir das RCPSP /max-7
durch

re(S) = > r5.(S;) < Ry (keR)

eV
beschrieben werden. Das mathematische Modell fiir das RCPSP/max-m kann wie folgt

angegeben werden:

Minimiere 5,11

u.d.N. r$(S)< R, (keR)
Sj—S8i =0y ((i,5) € E) ¢ (P)
So=0
Si € Z>o (ieV)
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Im weiteren Verlauf dieser Arbeit wird
Sp = {S € 2257 | ri(S) < Ry, fiir alle k € R}

als Menge aller ressourcenzuldssigen Schedules (oder als ressourcenzuldssiger Bereich)
bezeichnet und jeder Schedule S € Sy ressourcenzulissig genannt. Weiterhin wird jeder
zeit- und ressourcenzuléssige Schedule S € Sy N Sy als zuléssig bezeichnet, sodass § :=
St N Sk der Menge aller zulédssigen Schedules entspricht. Die Menge aller Schedules, die
das Problem (P) optimal l6sen, wird zudem durch OS angegeben.

2.2 Anwendungsbeispiel

Im Folgenden soll die Modellierung eines Projektplanungsproblems mit partiell erneuer-
baren Ressourcen sowie mit allgemeinen Zeitbeziechungen anhand eines Anwendungsbei-
spiels aus dem Bereich der Softwareentwicklung motiviert werden. Das Beispiel betrachtet
ein Projekt eines Softwareunternehmens, das mit der Entwicklung einer Anwendungssoft-
ware fiir einen Kunden beauftragt wurde. Der Auftrag umfasst die Entwicklung und die
Systemintegration der Software und soll innerhalb von zwei Wochen abgeschlossen sein.
Das Softwareunternehmen stellt fiir das Projekt einen Kundenbetreuer (K) und einen
Programmierer (P) ab. Weiterhin wird ein bestimmtes Datenvolumen (D) fir den Zu-
griff auf Daten des Kunden sowie fiir den Datenaustausch zwischen dem Kunden und
dem Softwareunternehmen benétigt. Fiir den Kundenbetreuer und den Programmierer
sind unterschiedliche Arbeitszeitvereinbarungen zu beriicksichtigen. Der Kundenbetreuer
arbeitet hochstens fiinf Tage innerhalb einer Woche und wird fiir ein Wochenende freige-
stellt, falls er am Wochenende zuvor sowohl am Samstag als auch am Sonntag eingesetzt
wurde. Der Programmierer dagegen arbeitet nicht mehr als acht Tage und hochstens zwei
Wochenendtage innerhalb von zwei aufeinanderfolgenden Wochen. Das Projekt benotigt
insgesamt ein Datenvolumen von 25 GB. Da das Softwareunternehmen am Wochenende
weniger fir die Dateniibertragung bezahlen muss, sollen vom gesamten Datenvolumen
mindestens 40 % am Wochenende verbraucht werden. Fiir die Planung des Projekts wird
angenommen, dass eine Diskretisierung des Planungshorizonts auf Tagesbasis ausreichend
ist. Entsprechend wird jeder Wochentag genau durch eine Zeitperiode modelliert, wobei

die erste Periode einem Samstag entspricht (s. Abbildung 2.3).

In Tabelle 2.1 sind alle partiell erneuerbaren Ressourcen R = {1,2,...,35} aufgelis-
tet, die fiir die Modellierung der beschriebenen Restriktionen erforderlich sind. Um den

Bezug der einzelnen partiell erneuerbaren Ressourcen zum Kundenbetreuer (K), zum
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11, Ry,
I, Iy — | {1} 1 1 -
II,  IIy - {2} 1 1 _
Iy, Il — | {14} 1 1 _
s - - | {1,2,...,7} 5 -
e -~ - 148,9,...,14} 5 -
Iy, - - | {1,2,8} 9 - _
g - - | {1,2,9} 9 - _
- s — ]{1,2,8,9} 9
- Iy — [ {1,2,...,14} R .
I | {3,...,7,10,...,14) | — 15

Tabelle 2.1: Ressourcen des Beispielprojekts

Programmierer (P) und zum Datenvolumen (D) zu verdeutlichen, werden im Folgenden
die Mengen Rk = {1,2,...,18}, Rp = {19,20,...,34} und Rp = {35} betrachtet. Fiir
jede Ressource k € R sind die Periodenmenge II; und die Kapazitat Ry in einer Zeile
von Tabelle 2.1 aufgefithrt. Beispielsweise konnen aus der ersten Zeile IT; = 1119 = {1}
und R = Rg=1mit k=1 € ﬁK und £k =19 € ﬁp entnommen werden. Die Restrik-
tionen, die fir den Kundenbetreuer (K), den Programmierer (P) und das Datenvolumen
(D) einzuhalten sind, werden jeweils durch die Ressourcen k = 15,16,17,18, k = 33, 34
und k£ = 35 modelliert. Beispielsweise stellen die Ressourcen k£ = 17, 18 sicher, dass der
Kundenbetreuer an einem Wochenende freigestellt wird, falls er an dem direkt davor-
liegenden Wochenende sowohl am Samstag als auch am Sonntag gearbeitet hat. Alle
weiteren Ressourcen (k= 1,2,...,14,19,20,...,32) sorgen dafiir, dass jede Arbeitskraft
(K, P) an jedem Tag hochstens einen Vorgang bearbeitet. Dabei ist zu beachten, dass
diese Restriktionen auch durch erneuerbare Ressourcen modellierbar waren, worauf in

Abschnitt 3.1 noch néher eingegangen wird.

In Tabelle 2.2 sind alle Vorgénge, die im Verlauf des Projekts bearbeitet werden miissen,
aufgefithrt. Jedem Vorgang ist eine Ausfithrungsdauer p; sowie ein Ressourcenbedarf an
der Ressource o € {K,P,D} zugeordnet. Zur Vereinfachung wird die Notation 7¢ = a
verwendet, die einen Bedarf r& = a von Vorgang i fiir alle Ressourcen k € R, impliziert.
Beispielsweise hat Vorgang i = 3 eine Ausfithrungsdauer von p; = 3, einen Bedarf 7§, = 1

fur alle Ressourcen k € ﬁp und einen Bedarf rgk = 5 fir alle Ressourcen k£ € /7€D.

Der Projektnetzplan in Abbildung 2.2 zeigt unter anderem die Zeitbeziehungen zwischen

den Vorgangen des Projekts. Das Projekt beginnt zunéchst mit einem Beratungsgesprach
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R

i € V' Beschreibung : %“fK ?;’P

Di D
0 Projektstart o 0 0 0
1 Kundenberatung 3 1 0 0
2 Besprechung der Implementierung 1 1 1 0
3 Datenzugriff und Implementierung 3 0 1 )
4 Automatisierter Testlauf 2 0 0 4
5 Systemintegration vor Ort 1 1 1 2
6 Schulung der Mitarbeiter 1 1 0 O
7 Projektende 0 0 0 0

Tabelle 2.2: Vorgange des Beispielprojekts

-14
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Abbildung 2.2: Projektnetzplan des Beispielprojekts

des Kundenbetreuers mit dem Kunden, um die Anforderungen der Software fiir das Un-
ternehmen zu kldren (¢ = 1). Im Anschluss daran (6,2 = 3) folgt eine Besprechung des
Kundenbetreuers mit dem Programmierer (i = 2), in der die Ausgestaltung der Software
festgelegt wird. Um sicherzustellen, dass der Kundenbetreuer sich noch an moglichst
viele Details der Beratung mit dem Kunden erinnern kann, soll die Besprechung mit
dem Programmierer spatestens einen Tag nach dem Ende von Vorgang i = 1 stattfinden
(091 = —4). Nach Abschluss des Vorgangs i = 2 (d93 = 1) kann schliefllich die Software-
anwendung durch den Programmierer erstellt werden, wobei ein Zugriff auf die Daten des
Kunden erforderlich ist (i = 3). Wihrend der automatisierte Testlauf (i = 4) zur Uber-
priifung aller Funktionen der Softwareanwendung nicht vor dem Ende von Vorgang i = 3
gestartet wird (d34 = 3), kann die Schulung der Mitarbeiter des Kunden (i = 6) bereits
einen Tag vor dem Ende von Vorgang i = 3 stattfinden (d3¢ = 2). Um fiir Mitarbeiter

mit Schwierigkeiten im Umgang mit der Softwareanwendung weitergehende Schulungen
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anbieten zu konnen, soll die geplante Schulung (i = 6) spatestens am Ende des zweiten
Wochenendes abgeschlossen sein (dg9 = —8). Den letzten verbleibenden Arbeitsschritt
des Projekts stellt die Systemintegration sowie die Behebung moglicher Fehler der Soft-
wareanwendung vor Ort (¢ = 5) dar, der erst nach Abschluss des Testlaufs gestartet

werden kann (45 = 2).

1 2 3 4 5
[ T T T T T

T T
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 Perioden
Sa So Mo Di Mi Do Fr Sa So Mo Di Mi Do Fr Wochentage

Abbildung 2.3: Optimaler Schedule fiir das Beispielprojekt

Abbildung 2.3 zeigt einen optimalen Schedule S* = (0,1,4,6,9,11,8,12) fiir das Bei-
spielprojekt mit einer (minimalen) Projektdauer S = 12. Es sollte beachtet werden,
dass Vorgang ¢ = 3 durch die Vorgabe, dass mindestens 40 % des gesamten benotigten
Datenvolumens am Wochenende zu nutzen ist, iiber das gesamte zweite Wochenende
ausgefithrt werden muss. Aufgrund des einzuhaltenden Mindestabstands d3s = 2 kann
die Schulung der Mitarbeiter (i = 6) schlieBlich nur noch am Sonntag stattfinden, wo-
durch Vorgang ¢ = 1 nicht iiber das gesamte erste Wochenende ausgefiithrt werden darf
(s. Wochenend-Restriktion des Kundenbetreuers k = 17,18).

2.3 Literaturuberblick

In den letzten Jahrzehnten wurden die partiell erneuerbaren Ressourcen fiir die Model-
lierung von Problemstellungen in unterschiedlichen Anwendungsbereichen verwendet. In
Drexl et al. (1993) wurden die partiell erneuerbaren Ressourcen erstmalig eingefithrt und
fiir die Vorlesungsplanung an Universitaten eingesetzt. Unter anderem zeigen die Auto-
ren, dass sich Restriktionen wie Raumkapazitédten oder Verfiigharkeiten von Lehrpersonal
durch partiell erneuerbare Ressourcen modellieren lassen. Eine &hnliche Problemstellung
wird in Drexl und Salewski (1997) mit einer Stundenplanerstellung in Schulen behandelt,
in der die partiell erneuerbaren Ressourcen zuséatzlich fiir die Modellierung von Bedingun-
gen wie gleichzeitig stattfindenden Unterrichtsstunden verwendet werden. In der Arbeit
von Bartsch et al. (2006) werden die partiell erneuerbaren Ressourcen fiir die Spielplaner-
stellung der ersten FuBiballbundesligen in Deutschland und Osterreich eingesetzt. Unter

anderem werden Restriktionen wie eine maximale Anzahl an Spielen innerhalb einer
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bestimmten Region sowie Verfiigharkeiten von Stadien durch die partiell erneuerbaren

Ressourcen modelliert.

In Knust (2010) wird die Spielplanerstellung fiir eine Amateur-Tischtennisliga durch ein
Mehr-Modus-Projektplanungsproblem mit partiell erneuerbaren und erneuerbaren Res-
sourcen mit zeitlich variierenden Kapazitdten modelliert. Fiir die Problemstellung werden
Vorgénge mit Ausfiihrungsdauern von jeweils einer Zeiteinheit sowie nur auf zusammen-
hingenden Zeitperioden definierte partiell erneuerbare Ressourcen betrachtet. Die Ziel-
setzung entspricht einer zu minimierenden Bestrafungsfunktion nicht wiinschenswerter
Eigenschaften des Spielplans. Es wird gezeigt, dass unter den angenommenen Bedingun-
gen ein serielles Generierungsschema basierend auf Aktivitédtslisten verwendet werden
kann, um eine zulassige Losung bei vorgegebener Moduszuweisung zu bestimmen. Zur
Ermittlung einer Néherungslosung wird ein hierarchischer Ansatz eingesetzt, der zu-
nachst eine Moduszuweisung vornimmt und darauffolgend den genetischen Algorithmus

aus Hartmann (1998) zur Bestimmung eines Schedules anwendet.

In Briskorn und Fliedner (2012) wird gezeigt, dass die in der Arbeit behandelte Pro-
blemstellung, die sich an eine reale Anwendung zur Containerabfertigung in Umschlags-
bahnhofen anlehnt (vgl. Kellner et al., 2012), einem Spezialfall des Zuléssigkeitsproblems
des RCPSP /7 entspricht. Die Problemstellung zur Containerabfertigung kann durch das
RCPSP /7 modelliert werden, indem die Periodenmengen der Ressourcen des Projekts
gleich viele aufeinanderfolgende Perioden umfassen, paarweise disjunkt sind und den
gesamten Planungshorizont tiberdecken. Weiterhin haben alle Ressourcen die gleiche Ka-
pazitdt und alle Vorginge einen identischen Bedarf an jeder Ressource. Unter diesen
Voraussetzungen ergibt sich aus den Untersuchungen in Briskorn und Fliedner (2012),
dass das Zulédssigkeitsproblem des RCPSP/x fiir |[R| < 2 in Polynomialzeit und fiir

|R| > 3 in Pseudopolynomialzeit gelést werden kann.

Die Arbeit von Okubo et al. (2015) betrachtet ein Maschinenbelegungsproblem, das als
Mehr-Modus-Projektplanungsproblem mit reihenfolgeabhéngigen Riistzeiten und partiell
erneuerbaren Ressourcen formuliert wird. Die Riistzeiten werden durch ressourcenbean-
spruchende Vorgange modelliert, wobei die partiell erneuerbaren Ressourcen die Ein-
haltung der Restriktionen fiir den Energieverbrauch der Bearbeitungsoperationen und
Ristvorgénge sicherstellen. Fiir die Problemstellung wird die Zielsetzung der Projekt-
dauerminimierung angenommen. Um die Problemstellung optimal zu lésen, werden ein
ganzzahliges lineares Programm sowie ein Constraint Programming Modell formuliert.
Zur Bestimmung von Naherungslosungen wird weiterhin ein Algorithmus zur Beschran-
kung der zu beriicksichtigenden Moduszuweisungen fiir die verwendeten Solver vorge-

stellt, der die Generierungsparameter der Instanzen berticksichtigt.
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In Androutsopoulos et al. (2020) wird die Slotzuteilung fir Start- und Landezeiten an
Flughéfen behandelt. Fiir die betrachtete Problemstellung werden partiell erneuerbare
Ressourcen fiir die Modellierung der Aufnahmekapazitaten des Start- und Landebahn-
systems verwendet. Die Zielsetzung setzt sich aus zwei zu minimierenden Kriterien zu-
sammen. Das erste Zielkriterium entspricht einer mit einem konstanten Faktor multi-
plizierten Variante einer Earliness-Tardiness-Zielfunktion (vgl. z. B. Zimmermann et al.,
2010, Abschnitt 2.1.1), in der die Differenz zwischen einem angefragten Zeitslot fir den
Start oder die Landung einer Fluglinie und dem zugewiesenen Zeitslot betrachtet wird.
Das zweite Zielkriterium betrachtet den quadrierten Wert des ersten Zielkriteriums ohne
den multiplikativen Faktor, wodurch zu starke Abweichungen der zugewiesenen Zeitslots
von den angefragten Zeitslots der Fluglinien vermieden werden sollen. Fir die Model-
lierung der Problemstellung wird jede Anfrage einer Fluglinie durch einen Vorgang mit
einer Ausfithrungsdauer von einer Zeiteinheit dargestellt. Die Kapazitaten fiir die Anzahl
der Starts und Landungen iiber bestimmmte Zeitspannen des Planungshorizonts werden
durch partiell erneuerbare Ressourcen modelliert, die jeweils iiber zusammenhéngende
Zeitperioden definiert sind. Fiir die beschriebene Problemstellung werden Verfahren zur
exakten und naherungsweisen Bestimmung aller pareto-optimalen Losungen entwickelt,
die auf der iterativen Losung linearer Programme mit einem einzelnen Zielkriterium ba-

sieren.

In den Arbeiten von Bottcher et al. (1999) und Schirmer (1999) wurden die partiell er-
neuerbaren Ressourcen erstmalig im Rahmen eines Projektplanungsproblems untersucht.
Beide Arbeiten behandeln Losungsverfahren fiir das RCPSP/w. In Bottcher et al. (1999)
wird ein exaktes Verfahren fiir das RCPSP /7 vorgestellt, das auf dem Branch-and-Bound-
Verfahren in Talbot und Patterson (1978) basiert. Zur Verbesserung der Performance des
allgemeinen Enumerationsschemas, das die Vorgange des Projekts seriell einplant, entwi-
ckeln Bottcher et al. zwei problemspezifische Zulassigkeitsschranken. Beide Schranken-
werte basieren auf der Bestimmung von Mindestressourceninanspruchnahmen der bislang
noch nicht eingeplanten Vorgange, um Teilschedules, die zu keinem zulassigen Schedule
erweitert werden konnen, frithzeitig auszuschliefen. Eine ausfiihrliche Beschreibung der
Implementierung des Verfahrens kann Béttcher (1995) entnommen werden. Weiterhin
wird in Bottcher et al. (1999) ein serielles Generierungsschema zur Bestimmung von
Néaherungslosungen untersucht. Fir das Verfahren werden verschiedene Prioritatsregeln
fiir die zufallsbasierte Bestimmung des néchsten einzuplanenden Vorgangs sowie seines
Startzeitpunkts betrachtet.

Weitere Naherungsverfahren zum RCPSP /7 werden in Schirmer (1999) behandelt. Wie

bereits in Bottcher et al. (1999) wird auch in Schirmer (1999) ein serielles Generierungs-
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schema fiir das RCPSP /7 untersucht. Dazu werden verschiedene Varianten des seriellen
Generierungsschemas vorgestellt. Die erste Variante betrachtet einen deterministischen
Ansatz zur Auswahl der einzuplanenden Vorgange und ihrer Startzeitpunkte, wohingegen
die zweite Variante eine zufallsbasierte Auswahl vornimmt. Eine weitere Variante des seri-
ellen Generierungsschemas wahlt die Vorgange und Startzeitpunkte in Abhangigkeit von
den Generierungsparametern der jeweiligen Instanz. Weiterhin werden Naherungsverfah-
ren basierend auf dem seriellen Generierungsschema behandelt, die durch ein iteratives
Vorgehen die Parametereinstellungen des Losungsverfahrens in Abhéangigkeit der Giite
der Ergebnisse eigenstindig anpassen. Neben den Verfahren zur Bestimmung zuldssi-
ger Schedules fiir das RCPSP /7 werden verschiedene Verfahren zur Verbesserung gege-
bener Losungen betrachtet. Zunachst werden drei verschiedene Verbesserungsverfahren
untersucht, die auf einer Anpassung der Startzeitpunkte der Vorginge eines gegebenen
Schedules basieren. Darauffolgend wird eine Tabu-Suche vorgestellt, fiir die jede Losung
durch einen sogenannten ,shift vector* nach Sampson und Weiss (1993) repréisentiert
wird. Neben den Losungs- und Verbesserungsverfahren werden in Schirmer (1999) wei-
terhin verschiedene Moglickeiten der Modellierung realer Anwendungen durch partiell
erneuerbare Ressourcen besprochen, die auch in Schirmer und Drexl] (2001) thematisiert

werden.

In Alvarez-Valdes et al. (2008) wird ein GRASP-Algorithmus zum RCPSP/m vorge-
stellt, der auf dem seriellen Generierungsschema aus Schirmer (1999) basiert. Fiir die
Verbesserungsphase des GRASP-Algorithmus entwickeln die Autoren zwei verschiedene
Verfahren, die durch eine Anpassung der Startzeitpunkte der Vorgénge versuchen, die
Projektdauer eines gegebenen Schedules zu verbessern. Weiterhin wird der GRASP-AI-
gorithmus in ein Preprocessing-Verfahren integriert, in dem unter anderem unzulassige
Startzeitpunkte der Vorgange eliminiert werden. Es kann gezeigt werden, dass das Pre-
processing-Verfahren fiir einen groflien Anteil der untersuchten Instanzen in der Lage ist,
optimale Losungen zu bestimmen und zu verifizieren. Weiterhin wird der GRASP-Algo-
rithmus in verschiedenen Ausfithrungsvarianten untersucht, wobei sich insbesondere die

Kombination mit einem Path-Relinking-Ansatz als vorteilhaft herausstellt.

In Alvarez-Valdes et al. (2006) wird ein Scatter-Search-Verfahren fiir das RCPSP /7 ent-
wickelt, das den GRASP-Algorithmus in Alvarez-Valdes et al. (2008) fiir die Generierung
zuldssiger Schedules verwendet. In einer experimentellen Performance-Analyse wird ge-
zeigt, dass das Scatter-Search-Verfahren in bestimmten Ausfithrungsvarianten bessere
Ergebnisse erzielt als der GRASP-Algorithmus in Alvarez-Valdes et al. (2008). Zugleich
ist jedoch auch eine sehr viel langere Rechenzeit des Scatter-Search-Verfahrens zu be-

obachten. Die Zunahme der Rechenzeit wird insbesondere durch die Untersuchung des
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Scatter-Search-Verfahrens in Alvarez-Valdes et al. (2015) deutlich, in der die Perfor-

mance-Analyse um ein weiteres Testset mit grofleren Instanzen erweitert wird.

In der Arbeit Watermeyer und Zimmermann (2018), die im Rahmen der Promotion des
Autors der vorliegenden Dissertation entstanden ist, wurde das RCPSP /7 erstmalig um
allgemeine Zeitbeziehungen zwischen den Vorgingen des Projekts erweitert. In Water-
meyer und Zimmermann (2018) wurde fiir das RCPSP /max-7 ein Branch-and-Bound-
Verfahren entwickelt, das in Watermeyer und Zimmermann (2020) im Detail ausgearbei-
tet und um zusatzliche Verbesserungstechniken erganzt wurde. Das Branch-and-Bound-
Verfahren sowie die verschiedenen Verbesserungstechniken werden in den nachfolgenden

Kapiteln 4 und 5 ndher untersucht.



Kapitel 3

Modellierungsspektrum partiell

erneuerbarer Ressourcen

Die Verallgemeinerung der erneuerbaren und nicht-erneuerbaren Ressourcen durch das
Konzept der partiell erneuerbaren Ressourcen wurde bereits in Bottcher et al. (1999)
sowie in Schirmer (1999, Abschnitt 9.1.2) beschrieben. In diesem Kapitel wird gezeigt,
dass die partiell erneuerbaren Ressourcen nicht nur die Modellierung von erneuerbaren
und nicht-erneuerbaren Ressourcen erméglichen, sondern dariiber hinaus verschiedene
Erweiterungskonzepte zum RCPSP umfassen. Um die unterschiedlichen Konzepte durch
partiell erneuerbare Ressourcen modellieren zu kénnen, wird in den nachfolgenden Ab-
schnitten vorausgesetzt, dass eine maximale Projektdauer vorgegeben ist, jeder Vorgang
nur zu einem ganzzahligen Zeitpunkt starten kann und alle Problemparameter ganzzahlig

sind.

In Abschnitt 3.1 werden zunéchst die Modellierungen von erneuerbaren und nicht-erneu-
erbaren Ressourcen durch partiell erneuerbare Ressourcen basierend auf den Arbeiten
Bottcher et al. (1999) und Schirmer (1999, Abschnitt 9.1.2) beschrieben. Darauffolgend
wird gezeigt, dass Projektplanungsprobleme mit kumulativen Ressourcen (Lagerressour-
cen) Spezialfille von Projektplanungsproblemen mit partiell erneuerbaren Ressourcen
und allgemeinen Zeitbeziehungen darstellen. Abschnitt 3.2 untersucht die Modellierung
allgemeiner Zeitbeziehungen zwischen den Vorgéangen eines Projekts und Abschnitt 3.3
die Modellierung von Kalendern durch partiell erneuerbare Ressourcen. Abschlieend
wird in Abschnitt 3.4 gezeigt, wie Projektdauerminimierungsprobleme mit den in die-
sem Kapitel betrachteten Erweiterungskonzepten durch exakte Losungsverfahren fiir das
RCPSP /max-7 und fiir das RCPSP /7 zumindest aus theoretischer Sicht optimal gelost

werden konnen.
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3.1 Ressourcenkonzepte

In Bottcher et al. (1999) und Schirmer (1999, Abschnitt 9.1.2) konnten die Autoren
bereits zeigen, dass sich erneuerbare und nicht-erneuerbare Ressourcen unter der Annah-
me ganzzahliger Startzeitpunkte der Vorgédnge eines Projekts und einer vorgegebenen
maximalen Projektdauer durch partiell erneuerbare Ressourcen modellieren lassen. Die
Ergebnisse der beiden Arbeiten beziiglich dieses Zusammenhangs werden im Folgenden
dargestellt. Jede erneuerbare Ressource k € R” kann durch d partiell erneuerbare Res-
sourcen mit IT, = {v} und R, = R} fiir jede Zeitperiode v € P := {1,2,...,d} des
Planungshorizonts modelliert werden, wobei R} € Z-, der Kapazitdt der erneuerba-
ren Ressource k entspricht. Der zugehérige Ressourcenbedarf r¢ jedes Vorgangs i € V
nach Ressource v wird der Inanspruchnahme 74, € Zs der erneuerbaren Ressource k
durch Vorgang i gleichgesetzt. Auf die gleiche Art und Weise konnen, wie in Schirmer
(1999, Abschnitt 9.1.2) gezeigt wird, auch erneuerbare Ressourcen mit zeitlich variie-
renden Kapazitdaten modelliert werden. Fiir jede nicht-erneuerbare Ressource k € R?
reicht es dagegen aus, eine einzelne partiell erneuerbare Ressource s mit II; = P und
Rs = Ry einzufithren, wobei Rf € Z>( der Kapazitit der nicht-erneuerbaren Ressource
k entspricht. Zur Modellierung der Inanspruchnahme r, € Zs( der nicht-erneuerbaren
Ressource k durch Vorgang i wird rl, = r /p; gesetzt, wobei jedes Ereignis i € V¢ durch
einen realen Vorgang mit p; = 1 ersetzt wird. Es ist dabei zu beachten, dass 13, /p; € Z>q
0.B.d. A. angenommen werden kann, da Rj und r{, iber alle Vorgange < € V mit ei-
nem beliebigen positiven ganzzahligen Wert a € Z~ multipliziert werden kénnen, ohne

Einfluss auf den ressourcenzuléssigen Bereich zu nehmen.

Im Folgenden wird gezeigt, dass kumulative Ressourcen, die auch als Lagerressourcen
bezeichnet werden, unter der Annahme ganzzahliger Startzeitpunkte der Vorgénge so-
wie einer vorgegebenen maximalen Projektdauer durch partiell erneuerbare Ressourcen,
allgemeine Zeitbeziehungen und zusétzliche Vorgange modelliert werden kénnen. Die
kumulativen Ressourcen wurden erstmals in Schwindt (1998b) eingefithrt und werden
beispielsweise in den Arbeiten Neumann und Schwindt (2003), Laborie (2003) und Neu-
mann et al. (2005) weitergehend untersucht. Die nachfolgende Notation zu den kumula-
tiven Ressourcen ist der Arbeit Schwindt (2005) entnommen. Eine kumulative Ressource
k € R” kann als Lagerressource mit einer Kapazitit Ry € Z U {oo} und einem Sicher-
heitsbestand R;, € Z U {—oo} interpretiert werden, die iiber den Zeitverlauf verbraucht
und wieder aufgefiillt wird (R, < Rj). In der Literatur werden diskrete und kontinu-
ierliche kumulative Ressourcen voneinander unterschieden. Fiir eine diskrete kumulative
Ressource k£ € RY wird angenommen, dass der Verbrauch r;; < 0 und die Wiederauffiil-

lung ri > 0 (1 € Z) einer Ressource k zum Zeitpunkt des Eintritts eines Ereignisses
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1 € V¢, wie z. B. einem Meilenstein oder dem Start- oder Endereignis eines Vorgangs, er-
folgt. Das allgemeinere Konzept der kontinuierlichen kumulativen Ressourcen betrachtet
dagegen auch reale Vorgange ¢+ € V" mit einer konstanten Verbrauchs- oder Wieder-
auffiullungsrate 7 = ri/p; wihrend der Dauer ihrer Ausfiihrungen. Wie in Neumann
et al. (2003, Abschnitt 2.12.2) beschrieben wird, kann der Anteil der Ausfihrung eines
Vorgangs ¢ € V' zu einem Zeitpunkt ¢ fiir einen gegebenen Schedule S im Verhéltnis zur

Gesamtausfithrungsdauer p; durch

0, falls t < S
z;(S,t) = 1, falls t > S; + p;
(t —Si)/pi, sonst

angegeben werden. Durch den Ressourcenbestand

(S, 1) i= Y i i(S,t)
eV
zu einem Zeitpunkt ¢ fiir einen gegebenen Schedule S konnen schliellich die Ressourcen-

restriktionen fur eine kontinuierliche kumulative Ressource k € R” durch

Ry <rp(S,t) <Ry (t€0,d)) (3.1)

beschrieben werden. Die stiickweise lineare, rechtsseitig stetige Funktion 74 (.S, -) wird im

weiteren Verlauf als Ressourcenprofil bezeichnet.

Wie in der Anmerkung 1.21a in Schwindt (2005, Abschnitt 1.3.1) beschrieben wird, kann
0.B.d. A. fiir jede Ressource k € R ein Sicherheitsbestand R; = 0 sowie eine unbegrenz-
te Kapazitit angenommen werden (Rj, = oo). Weiterhin kann 7y, = 74./p; € Z ebenso
0.B.d. A. vorausgesetzt werden, da die Kapazititsgrenzen R, und Rj sowie die Res-
sourceninanspruchnahmen r;; aller Vorgange ¢ € V' mit einem beliebigen positiven ganz-
zahligen Wert a € Z-o multipliziert werden konnen, ohne dass der ressourcenzulassige
Bereich verandert wird (s. Restriktionen (3.1)). Da die Modellierung der kontinuierlichen
kumulativen Ressourcen durch partiell erneuerbare Ressourcen zusétzlich die Anpassung
bestehender Zeitbeziehungen zwischen den Vorgéingen eines Projekts erfordert, werden

die nachfolgenden Erlduterungen anhand eines Projektnetzplans verdeutlicht.

Um die einzelnen Schritte fiir die Transformation einer Instanz mit kontinuierlichen ku-
mulativen Ressourcen in eine Instanz mit partiell erneuerbaren Ressourcen zu veran-
schaulichen, wird im Folgenden der Projektnetzplan in Abbildung 3.1 betrachtet. Das

Beispiel zeigt ein Projekt mit einer kontinuierlichen kumulativen Ressource £ € RY mit
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Abbildung 3.1: Beispielprojekt mit einer kontinuierlichen kumulativen Ressource

R;, = 0 und R}, = co. Die Ressource k wird durch die Ereignisse V¢ = {0, 3,4} und die
realen Vorgange V" = {1,2} des Projekts mit 7, = —3 und 7y, = 2 verbraucht und

erzeugt (wieder aufgefillt).

Im ersten Transformationsschritt werden zunéchst alle Ereignisse des Projekts durch reale
Vorgéange ersetzt, sodass die Probleminstanz nur noch Vorgénge beinhaltet, die die kon-
tinuierlichen kumulativen Ressourcen wahrend ihrer Ausfiihrungen mit einer konstanten
Rate verbrauchen oder erzeugen. Hierzu wird jedes Ereignis ¢ € V¢ durch einen realen
Vorgang 7' mit einer Ausfithrungsdauer von einer Zeiteinheit ersetzt. Dadurch wird sicher-
gestellt, dass auch die Erzeugung bzw. der Verbrauch einer Ressource durch ein Ereignis
des Projekts durch partiell erneuerbare Ressourcen modelliert werden kann, da nach
Definition nur reale Vorgange eine partiell erneuerbare Ressource in Anspruch nehmen
konnen. Als Néchstes wird jeder Zeitpunkt ¢ € H des Planungshorizonts durch eine zu-
sitzliche Periode modelliert, wodurch die Ereignisse der urspriinglichen Probleminstanz
weiterhin einem Zeitpunkt zugeordnet werden konnen. Entsprechend wird die Menge aller
Perioden des Planungshorizonts durch P’ :={1,2,..., 2d + 1} ersetzt, wobei jeder Zeit-
punkt ¢ € H durch Periode 2t + 1 und jede Periode v € P durch Periode 2v ersetzt wird.
Um sicherzustellen, dass jeder reale Vorgang ¢« € V" nur wéahrend einer Periode ausgefiihrt
werden kann, die mit einer Periode der urspriinglichen Probleminstanz iibereinstimmt
(gerade Periode), wird jeder Vorgang i in eine Menge i}, i5, . .., i, von Vorgéngen zerlegt,

die jeweils eine Ausfithrungsdauer von einer Zeiteinheit haben. Zwischen den Vorgéngen

/
Pi

ir, ., genau zwei Zeiteinheiten nach Vorgang i, fiir alle w € {1,2,...,p; — 1} startet. Im

i, 1%, ..., werden zeitliche Mindest- und Héchstabstédnde eingefiigt, sodass Vorgang
weiteren Verlauf wird die Menge aller Vorgénge der transformierten Probleminstanz, die
die realen Vorgénge (Ereignisse) der urspriinglichen Probleminstanz modellieren, mit V"

(V'¢) bezeichnet. Aufgrund der zusétzlich eingefiigten Zeitperioden miissen die Zeitab-
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stande 6;; zwischen den Startzeitpunkten der Vorgénge der ursrpriinglichen Problemin-
stanz angepasst werden. Zur Vereinfachung wird nachfolgend angenommen, dass i’ (j)
dem Vorgang #; (j;) fiir alle i € V" (j € V") entspricht. Sei §;; ein Zeitabstand einer be-
liebigen Zeitbeziehung (i,7) € E\ {(n+1,0)} der urspriinglichen Probleminstanz. Dann
gilt &; 5 = 20 + 1 fitr (i,5) € Ve x V7, 8§, = 2045 — 1 fir (4, j) € V" x V° und 6}, = 2535
fir alle verbleibende Zeitbeziehungen. Um einen Projektstart und ein Projektende zu
modellieren, werden die fiktiven Vorgédnge o und w mit p, = p,, = 0 der transformierten
Probleminstanz hinzugefiigt. Durch Zeitbeziehungen wird sichergestellt, dass Vorgang o
(w) zur gleichen Zeit wie Vorgang 0/ ((n + 1)) startet (endet), und dass die maximale
Projektdauer eingehalten wird (&',, = —(2d + 1)). AbschlieBend werden die Ressourcen-
inanspruchnahmen der Vorgéange der transformierten Probleminstanz bestimmt. Dafiir
wird jedem Vorgang 49,1, ..., 4, zundchst eine Ressourceninanspruchnahme 74, = 7% /p;
zugeordnet. Die Vorgénge ¢/ € V¢ behalten dagegen die Ressourceninanspruchnahme des
jeweils zugehorigen Ereignisses der urspriinglichen Probleminstanz bei. Abbildung 3.2
zeigt den Projektnetzplan der transformierten Probleminstanz fiir das Beispielprojekt in

Abbildung 3.1.
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Abbildung 3.2: Projektnetzplan nach dem ersten Transformationsschritt

Im Folgenden wird gezeigt, dass ein Schedule S der urspriinglichen Probleminstanz un-
ter der Voraussetzung S € Z%Q genau dann zulédssig ist, wenn ein Schedule S’ nach
dem ersten Transformationsschritt mit S}, = 2S5; + 1 + 2(u — 1) fiir alle i € V" und
u € {1,2,....pi}, Si = 28, fir alle 1 € Ve, S/, = 25 und S/, = 25,41 + 1 eben-
falls zuldssig ist. Aus den beschriebenen Anpassungen der Zeitbeziehungen im ersten
Transformationsschritt folgt zunachst, dass Schedule S genau dann zeitzuléssig ist, wenn

auch Schedule S” mit S; = 0 alle Zeitrestriktionen der transformierten Probleminstanz
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erfullt. Abbildung 3.3 zeigt fiir einen zeitzuldssigen Schedule S = (0,3,5,4,7) des Bei-
spielprojekts in Abbildung 3.1 den zugehorigen Schedule S’. Fiir beide Schedules sind die
jeweiligen Ressourcenprofile dargestellt. Wie in Abbildung 3.3 fiir das Beispiel gezeigt
wird, fithrt der erste Transformationsschritt zu einer Entfernung der Sprungstellen im
Ressourcenprofil von Schedule S. Weiterhin kénnen allgemein fiir jeden Zeitpunkt ¢t € ‘H

des Planungshorizonts die Zusammenhéange

lim 7y, (S, 7) =1re(S,t) — Y. ra =ri(5,2t)

Tt icAe(S,t)

mit A°(S,t) :={i € V¢|S; =t} und

Tli}rg re(S,7) = ri(S,t) = (S, 2t + 1)
zwischen den Ressourcenprofilen beliebiger Schedules S und S’ abgeleitet werden. Da
die Bedingungen lim, ,,— (S, 7) > 0 und lim, .+ rp(S,7) > 0 (r.(S’,2t) > 0 und
r.(S',2t +1) > 0) fir alle t € H und k£ € R” notwendig und hinreichend fiir die
Ressourcenzuléssigkeit eines Schedules S (S’) sind, folgt schliellich, dass ein Schedule
S genau dann ressourcenzulassig ist, wenn Schedule S’ alle Ressourcenrestriktionen der
transformierten Probleminstanz erfiillt. Zusammenfassend liegt somit genau dann ein
zuléssiger Schedule S fir die urspriingliche Probleminstanz vor, wenn auch Schedule S’

zuléssig ist.

Im zweiten Transformationsschritt werden der transformierten Probleminstanz zunachst
partiell erneuerbare Ressourcen hinzugefiigt, die sicherstellen, dass jeder Vorgang i’ € V'
(¢/ € V') nur in einer geraden (ungeraden) Periode ausgefiihrt werden kann. Dazu wer-
den zwei partiell erneuerbare Ressourcen IT; = {1,3,...,2d 4+ 1} und I, = {2,4,...,2d}
mit Ry = Ry = 0 eingefithrt. Die Ressourcenbedarfe der Vorgéinge i € V' (i/ € V'®)
werden durch 7§ ; = 1(0) und 7§, = 0(1) festgelegt. Dabei ist zu beachten, dass jeder
Schedule S’, der die Ressourcenrestriktionen fiir die partiell erneuerbaren Ressourcen II;
und IIy einhéalt, auch die bisherige Annahme S € ZT;O“Z erfilllt. Das weitere Vorgehen
basiert auf der Stetigkeit und dem konstanten Verlauf des Ressourcenprofils innerhalb
jeder Zeitperiode fiir jeden beliebigen Schedule S’ € Z%Q der transformierten Problem-
instanz. Aufgrund dieser Eigenschaft des Ressourcenprofils ist ein Schedule S’ genau
dann ressourcenzulassig, wenn fir alle ganzzahligen Zeitpunkte ¢’ des Planungshorizonts
H' :={0,1...,2d 4 1} und alle Ressourcen k € R" die Bedingung r;(5",t') > R;, = 0
erfillt ist (s. Abbildung 3.3). Zu beachten ist, dass diese Eigenschaft des Ressourcenpro-
fils eines Schedules S der urspriinglichen Probleminstanz im Allgemeinen nicht gegeben

ist.
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Abbildung 3.3:

Gegentiberstellung der Ressourcenprofile der Schedules S und S’ nach
dem ersten Transformationsschritt

Im Folgenden wird gezeigt, wie die kontinuierlichen kumulativen Ressourcen der trans-

formierten Probleminstanz durch partiell erneuerbare Ressourcen ersetzt werden koénnen.
Dazu werden weitere Bezeichner eingefiihrt. Zunéchst gibt V'’ die Menge aller Vorgén-

ge der transformierten Probleminstanz nach dem ersten Transformationsschritt an. Die

Mengen der Vorgange, die Ressource k entweder erzeugen oder verbrauchen, werden
jeweils durch V" := {i € V' |7}, > 0} uwnd V}~ = {i € V' |r}, < 0} definiert.
Weiterhin wird r{* := Zievkur ri. verwendet, um die gesamte Erzeugungsmenge einer

kontinuierlichen kumulativen Ressource k tiber alle Vorginge i € V' darzustellen. Be-
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trachtet sei eine beliebige Ressource k € R” sowie ein Zeitpunkt 7 € {1,2,..., 26?} des
Planungshorizonts. Um die Ressourcenrestriktion 7,(S’,7) > 0 fir den Zeitpunkt 7 zu
modellieren, werden drei partiell erneuerbare Ressourcen Il . = II} - = {1,2,...,7},
7. ={r+1,74+2,...,2d + 1} mit den Kapazititen R} = R} = R} = rk+ hln—
zugefiigt. Tabelle 3.1 zeigt fiir jeden Zeitpunkt 7 die entsprechenden partiell erneuer-
baren Ressourcen, die der transformierten Probleminstanz fiir eine kontinuierliche ku-

mulative Ressource k hinzugefiigt werden. Zur Modellierung der Ressourcenrestriktion

ro o, Iz, I,
{n {2,3,...,2d+1} {1}

2 | {1,2} {3,4,....2d+1}  {1,2}

2d | {1,2,...,2d} {2d+1} {1,2,...,2d}

Tabelle 3.1: Partiell erneuerbare Ressourcen zur Modellierung einer kontinuierlichen
kumulativen Ressource k € R”

r.(S’,7) > 0 fiir den Zeitpunkt 7 werden weiterhin r§"

zusitzliche Vorgénge i € Vj!,
mit Ausfithrungsdauern von jeweils einer Zeiteinheit (p; = 1) mit Zeitabstédnden 6,; = 0
und 9;, = 1 dem Projekt hinzugefiigt, sodass jeder Vorgang i € Vj! in jeder Periode
des Planungshorizonts ausgefiihrt werden kann. Jedem Vorgang i € Vj! wird ein Res-

sourcenbedarf in Hohe von einer Einheit fiir jede partiell erneuerbare Ressource, die fiir

den Zeitpunkt 7 hinzugefiigt wurde, zugeordnet, d.h., r¢} = = rf?” =rf =1 Wei-
terhin werden den Vorgingen i € V;™ die Ressourcenbedarfe rf} = = rf; = rj und

d3

it = 0 zugewiesen. Fiir jeden ressourcenzuldssigen Schedule S” nach dem zweiten

-
Transformationsschritt folgt, dass die Inanspruchnahme der Ressource I3 i aller Vor-

ginge i € V{* immer mit der Inanspruchnahme der Ressourcen IT; . und Hk’T durch
alle Vorgéinge i € V)?_ iibereinstimmt (s. Abbildung 3.4). Aus diesem Grund entspricht
die verbleibende Kapazitat von Ressource H%T der Inanspruchnahme der Ressource H,lw
durch alle Vorgéinge i € V{*, die mit der Erzeugungsmenge der kumulativen Ressource
k aller Vorgéange des Projekts tiber alle Zeitperioden v € {1,2,...,7} iibereinstimmt.
Entsprechend kann durch die Festlegung der Ressourcenbedarfe rd ,” = 7“1 - = 0 und

rdd = || fir alle Vorginge ¢ € V;~ die gesamte Inanspruchnahme der Ressource II} |

%, k T
durch alle Vorginge i € V= die Erzeugungsmenge der kumulativen Ressource k tiber

alle Zeitperioden v € {1,2,..., 7} nicht tiberschreiten.

In Abbildung 3.4 wird fiir den zuldssigen Schedule S’ aus Abbildung 3.3 die Model-
lierung der Ressourcenrestriktion 7. (S’,7) > 0 fir den Zeitpunkt 7 = 10 dargestellt.

Wie beschrieben, werden zuniichst die partiell erneuerbaren Ressourcen IT} = IT3 =
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{1,2,...,10} und Hi,f = {11,12,...,17} mit Kapazititen von r{" = 12 hinzugefiigt.
Weiterhin wird die Probleminstanz um 7" = 12 zusitzliche Vorgénge i € Vi, erganzt,
die in Abbildung 3.4 durch schraffierte Quadrate dargestellt werden. In der Abbildung
wird ein Beispiel fiir die ressourcenzulissige Aufteilung der zuséatzlichen Vorgange auf die
Zeitperioden in Bezug auf die partiell erneuerbaren Ressourcen dargestellt. Insbesondere
geht aus der Abbildung hervor, dass die Kapazitit von Ressource II} . nach Abzug der
Inanspruchnahme durch die zusétzlichen Vorgénge in Hohe von R} —4 = 8 genau der Er-
zeugungsmenge der kumulativen Ressource k durch alle Vorgénge i € V" innerhalb des
Zeitraums vom Projektstart bis zum Zeitpunkt 7 = 10 entspricht. Daraus folgt schliefSlich
die maximal mogliche Menge an Ressourceneinheiten, die durch alle Vorginge i € V™
bis zum Zeitpunkt 7 = 10 verbraucht werden kénnen. Fiir das Beispiel werden innerhalb
der Zeitperioden 7/ € {1,2,...,10} insgesamt sechs Einheiten der Ressource II} _ durch
die Vorgénge 1] und 1 in Anspruch genommen, sodass eine verbleibende Kapazitiat von
Ressource szT in Hohe von Ri; —4—6 = 2 vorliegt. Die verbleibende Kapazitéit stimmt
dabei mit dem Ressourcenbestand 7.(S’, 7) der kumulativen Ressource k zum Zeitpunkt
7 = 10 tberein (s. Abbildung 3.3), sodass die Einhaltung der Kapazitétsrestriktionen
der partiell erneuerbaren Ressourcen sicherstellt, dass der Sicherheitsbestand R, = 0 der

kumulativen Ressource k& zum Zeitpunkt 7 = 10 nicht unterschritten wird.

0/ 3/ 2/1 2’2 4/

@ 14 15, 15 w
I I I I I I I I I I I I t/
01 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17

N Zu
0

Abbildung 3.4: Modellierung der Ressourcenrestriktion einer kumulativen Ressource
durch partiell erneuerbare Ressourcen fiir einen Zeitpunkt

Es wird nun angenommen, dass die beschriebene Transformation fiir alle Zeitpunk-
te 7 € {1,2,... ,QJ} und alle kumulativen Ressourcen & € R” durchgefiihrt wurde.
Dann sind die Ressourcenrestriktionen der kumulativen Ressourcen iiber alle Zeitpunkte
Te{l,2,..., ZJ} durch einen Schedule S’ genau dann erfiillt, wenn unter der Annahme

S = S! fur alle ¢ € V' nach dem zweiten Transformationsschritt mindestens ein ressour-
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cenzulissiger Schedule S” existiert. Es ist weiterhin zu beachten, dass 7},(S’,2d 4+ 1) > 0
aus der notwendigen und hinreichenden Bedingung fiir die Existenz eines ressourcenzu-
lassigen Schedules > ;cy 1l > R, = 0 fiir alle k£ € R abgeleitet werden kann und die
Bedingung 7.(S’,0) > 0 immer erfillt ist. Es folgt schliefllich unter der Voraussetzung
S = S! fur alle i € V', dass ein Schedule S’ genau dann zuléssig ist, wenn mindestens
ein zulassiger Schedule S” nach dem zweiten Transformationsschritt existiert. Zusam-
menfassend ergibt sich somit unter der Annahme 57, = 25; +1+42(u—1) fiir allei € V"
und v € {1,2,...,p;}, Si =28, fur allei € Ve, S” = 2S5 und S” = 25,41 + 1, dass ein
Schedule S der urspriinglichen Probleminstanz genau dann zulédssig ist, wenn mindestens
ein zuldssiger Schedule S” existiert. Entsprechend kann jeder zuldssige Schedule S” der
Probleminstanz nach dem zweiten Transformationsschritt in einen zulassigen Schedule S

der urspriinglichen Probleminstanz tiberfiihrt werden, wobei jedem zuléssigen Schedule

S mindestens ein zuldssiger Schedule S” zugeordnet ist.

Abschlieend ist zu beachten, dass die Untergliederung des Planungshorizonts fiir die
Transformation in Zeitperioden, die den Zeitpunkten und Zeitperioden der urspriingli-
chen Probleminstanz entsprechen, nicht erforderlich ist, falls entweder nur reale Vorgénge
oder nur Ereignisse mit Ressourceninanspruchnahmen betrachtet werden. Falls nur reale
Vorgéange die kumulativen Ressourcen beanspruchen, konnen aulerdem die Zerlegungen
der realen Vorginge in einzelne Ausfithrungseinheiten und die damit verbundenen einzu-

fiigenden zeitlichen Hochstabstande entfallen.

3.2 Allgemeine Zeitbeziehungen

In diesem Abschnitt wird gezeigt, dass unter der Annahme ganzzahliger Startzeitpunkte
der Vorgange eines Projekts sowie einer vorgegebenen maximalen Projektdauer zeitli-
che Mindest- und Hochstabstdande zwischen den Vorgangen eines Projekts durch par-
tiell erneuerbare Ressourcen, zusétzliche Vorgange und Vorrangbeziehungen modelliert
werden konnen. Im Folgenden werden die dafiir erforderlichen Transformationsschrit-
te beschrieben. Im ersten Schritt werden zunéchst die fiktiven Vorgénge i € V¢ \ {0}
durch reale Vorgénge mit Ausfithrungsdauern p, = 1 ersetzt, um wie bereits bei den
Ressourcenkonzepten eine Inanspruchnahme der partiell erneuerbaren Ressourcen durch
die fiktiven Vorgange zu ermoglichen. Fiir alle weiteren Vorgiange des Projekts gibt p!
die Ausfithrungsdauer des jeweiligen Vorgangs der urspriinglichen Probleminstanz an.
Als Nichstes wird der Planungshorizont um eine zusétzliche Zeitperiode d + 1 erweitert,
sodass P’ := {1,2,...,d + 1} der Menge der Zeitperioden des Planungshorizonts der

transformierten Probleminstanz entspricht. Die zusétzliche Zeitperiode d + 1 ist dabei
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erforderlich, damit jeder der fiktiven Vorginge i € V¢ mit p; = 1 auch weiterhin zum
Zeitpunkt d starten kann. Im nichsten Schritt wird fiir jeden Vorgang i € V \ {0} eine
partiell erneuerbare Ressource I, = {1,2, ..., ES;}U{LS;+p,+1,LS;+p,+2,...,d+1}
mit Ry = 0 und 74 = 1 eingefiigt, wodurch jeder ressourcenzulissige Schedule S’ der
transformierten Probleminstanz die Bedingungen ES; < S; < LS, fur alle Vorgénge
i € V\ {0} erfiillt, falls 0 < S! < d vorausgesetzt wird. Fiir die Modellierung der
Zeitbeziehungen wird der Probleminstanz eine weitere partiell erneuerbare Ressource
I, = {2,3,...,d} mit R, = 0 hinzugefiigt. Weiterhin wird fiir die Modellierung einer
Zeitbeziehung (i, j) € E mit i # 0 und j # 0 jeder Zeitpunkt 7 € {t € T; |t +J;; > ES,}
mit 7; := {ES;, ES; + 1, ..., LS;} betrachtet. Dabei ist zu beachten, dass durch die Be-
dingung 7 + d0;; > ES; nur die Startzeitpunkte von Vorgang ¢ bei der Modellierung der
Zeitbeziehung beriicksichtigt werden, durch die der Startzeitpunkt von Vorgang j iiber
die zeitzuldssigen Startzeitpunkte hinaus, eingeschriankt wird. Um die Zeitbeziehung (3, j)
fiir den Startzeitpunkt 7 des Vorgangs i zu modellieren, werden die partiell erneuerbaren
Ressourcen IT! = {741,742, ..., 7+p}, d+1} und 112 = {1,2,...,7+0;;} mit R} = p} und
R? = p); eingefiigt. Den Vorgingen i und j werden die Ressourcenbedarfe r{i = r#2 =1,

T
d2 dl d

ré = rd = 0und r¢, = r{, = 0 zugeordnet. AbschlieBend wird der Probleminstanz

ein weiterer Vorgang ¢’ € VV® mit einer Ausfithrungsdauer von einer Zeiteinheit und den
Ressourcenbedarfen rj , = ri! =1 und r§?, = p; hinzugefiigt. Nach der Durchfiihrung
der beschriebenen Transformationsschritte fiir alle Zeitbeziehungen und Startzeitpunkte
der Vorginge werden zunichst alle Zeitbeziehungen (i,7) € E entfernt. Anschlielend
wird ein fiktiver Vorgang w zur Modellierung des Projektendes sowie die Zeitbeziechung
(w,0) mit 0,0 = —(d+1) zur Einhaltung der vorgegebenen maximalen Projektdauer hin-
zugefiigt. Um sicherzustellen, dass sich kein Vorgang vor dem Projektstart 0 oder nach
dem Projektende w in Ausfiihrung befindet, werden zusétzlich die Vorrangbeziehungen

(0,7) und (4, w) mit dp; = 0 und d;, = p} fiir alle Vorgénge i € (V' \ {0}) U V* ergénzt.

Abbildung 3.5 zeigt die Modellierung einer Zeitbeziehung (i, 7) € E mit einem Zeitab-
stand d;; = 5 fir den Startzeitpunkt 7 = 3 eines realen Vorgangs i durch partiell erneu-
erbare Ressourcen. Fiir das Beispiel wird eine maximale Projektdauer d = 11 angenom-
men. Der Vorgang ¢ mit einer Ausfithrungsdauer p, = 3 nimmt genau dann die gesamte
Ressourcenkapazitiat Rl = p| = 3 der Ressource Il = {4,5,6,12} in Anspruch, wenn
Vorgang i zum Zeitpunkt 7 = 3 startet. Da [Tl auch die Zeitperiode d + 1 beinhaltet,
kann Vorgang ¢ durch die Ressource II, = {2,3,... ,ci} mit R, = 0 nur in der ersten
Periode ausgefiihrt werden. Entsprechend belegt Vorgang i’ die gesamte Ressourcenka-
pazitit R = p} = 2 der Ressource I} = {1,2,...,8}, wodurch Vorgang j friithestens
zum Zeitpunkt 7+ d;; = 3 4+ 5 = 8 gestartet werden kann.
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Abbildung 3.5: Modellierung allgemeiner Zeitbezichungen durch partiell erneuerbare
Ressourcen

Aus den Transformationsschritten folgt schliefllich unter der Voraussetzung S; = S/ fiir
alle Vorginge ¢ € V, dass ein Schedule S der urspriinglichen Probleminstanz genau dann
alle Zeitrestriktionen erfiillt, wenn mindestens ein zuldssiger Schedule S’ der transfor-

mierten Probleminstanz existiert.

3.3 Kalendrierung

Bei der Projektplanung mit Kalendern unter der Annahme ganzzahliger Startzeitpunkte
der Vorgénge wird davon ausgegangen, dass jede erneuerbare Ressource £ € R” nur in
vorgegebenen Zeitperioden des Planungshorizonts fiir die Ausfihrung der Vorgange i € V'
des Projekts zur Verfiigung steht. Die nachfolgende Problemstellung sowie die verwen-
dete Notation ist dem Kapitel 2 der Arbeit Kreter (2016) entnommen. Die Bezeichner
aus Kreter (2016) und deren Definitionen werden entsprechend der Annahme ganzzah-
liger Startzeitpunkte der Vorginge angepasst. Insbesondere werden die Bezeichner auf

Zeitperioden anstatt auf Zeitpunkten wie in Kreter (2016) definiert.

Fiir die Kalendrierung wird jeder erneuerbaren Ressource k € R’ ein Kalender b :
P — {0,1} zugeordnet. Der Ressourcenkalender weist dabei jeder Zeitperiode v € P,
in der die Ressource k zur Verfiigung steht, den Wert b%(v) = 1 zu, und jeder anderen
Zeitperiode den Wert b¥(v) = 0. Basierend auf den Ressourcenkalendern ergibt sich
fiir jeden Vorgang i € V ein Vorgangskalender b) : P + {0,1}, der jeder Zeitperiode
v € P, in der alle Ressourcen, die Vorgang ¢ beansprucht, zur Verfiigung stehen, den
Wert b (v) = 1 zuordnet, und jeder anderen Zeitperiode den Wert b} (v) = 0. Fiir jeden



3.3 Kalendrierung 29

realen Vorgang ¢ € V" wird eine Anlaufphase ¢; € Z~ angenommen, die angibt, wie viele
Zeitperioden ein Vorgang ¢ nach seinem Start .S; mindestens in Ausfithrung sein muss,
bevor er unterbrochen werden darf. Weiterhin wird vorausgesetzt, dass jeder Vorgang i
direkt nach seinem Start in jeder Zeitperiode v € P mit b} (v) = 1 ausgefiihrt wird, bis er
eine Ausfiihrungsdauer von p; Zeitperioden erreicht hat. Entsprechend kénnen durch die
Anlaufphase sowohl unterbrechbare als auch nicht-unterbrechbare Vorgénge modelliert

werden. Jeder Zeitbeziehung (i,j) € E wird ein Anordnungskalender b5 : P +— {0,1}

mit
min bR .
bE(v) = ke7lzr‘ln; by (v), falls RE # 0
’L] .
1, sonst

und Rg C R? zugeordnet. Der zeitliche Abstand zwischen den Startzeitpunkten der
Vorgéange i und j fiir eine Zeitbeziehung (4, j) € E mit 6;; € Z in Abhéngigkeit vom
Startzeitpunkt 5; ist durch

t
min {t ezl 3 bfj(T) > 55} —S;, falls (55 >0
T=5;+1
A(S) =
min {t cZ| Y 65(7‘) < —55} —S;, sonst
T=t+1

gegeben. Es ist zu beachten, dass die Beschriankung der Zeitbeziehungen auf Zeitabstan-
de zwischen den Startzeitpunkten der Vorginge keine Beschriankung der Allgemeinheit
darstellt, da in Franck (1999, Abschnitt 3.1.5) gezeigt werden konnte, dass jede andere
Anordnungsbeziehung durch Zeitabstande zwischen den Startzeitpunkten der Vorgéinge
sowie durch zusétzliche Dummy-Vorginge darstellbar ist. Zur Bestimmung der Inan-

spruchnahme einer Ressource k € R’ in jeder Zeitperiode v € P fiir einen gegebenen
Schedule S beschreibt die aktive Menge A(S,v) :={i € V" | S; < v < C;(S;)} mit

7=5;+1

Ci(Si) := min {t > S+ pi ‘ > b :pi}

die Menge aller Vorgéange, die sich in Periode v in Ausfiihrung befinden. C; entspricht
dabei dem vom Startzeitpunkt S; abhingigen Endzeitpunkt des Vorgangs i € V, so-
dass p;(5;) := C;(S;) — S; der Ausfithrungsdauer von Vorgang i entspricht. Es werden
zwei Arten von Ressourcen unterschieden, die entweder wahrend der Unterbrechung eines
Vorgangs fiir andere Vorgénge freigegeben werden (p, = 0) oder solange belegt bleiben,
bis der Vorgang beendet wird (pr = 1). Fiir jede Ressource £ € R mit pr = 1 wird
angenommen, dass sie in jeder Zeitperiode des Planungshorizonts zur Verfiigung steht,

d.h., bF(v) = 1 fiir alle v € P. Erneuerbare Ressourcen mit p; = 1 werden beispielsweise
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zur Modellierung von Maschinen mit aufwandigen Riistvorgdngen eingesetzt. Die Inan-
spruchnahme einer Ressource k € R” fiir einen gegebenen Schedule S in einer Zeitperiode
v € P entspricht

S i= 0 3t X T

i€A(Sw):bY (v)=1 i€ A(S,v):bY (v)=0

Der zuléssige Bereich der ressourcenbeschrankten Projektplanung mit allgemeinen Zeit-
beziehungen und Kalendern fiir eine beliebige Zielfunktion wird durch die folgenden

Restriktionen beschrieben:

ri(S,v) < Ry, (k€ R, veP) (3.2)
S;—=8>AL(S)  ((i,)) € B) (3.3)
Si+e€;
> b (v) =€ (ieV") (3.4)
v=_S;+1
Sy =0, Sps1 <d (3.5)
Si € Zxo (1eV) (3.6)

Im Folgenden wird die Transformation einer Probleminstanz der ressourcenbeschrankten
Projektplanung mit allgemeinen Zeitbeziehungen und Kalendern in eine Probleminstanz
mit Vorrangbeziehungen und partiell erneuerbaren Ressourcen beschrieben. Im ersten

Schritt wird zundchst jeder reale Vorgang i € V" des Projekts in eine Menge i}, iy, . . . , i,
von Vorgangen zerlegt, die jeweils eine Ausfithrungsdauer von einer Zeiteinheit haben.
Die Zeitbeziehungen (3.3) zwischen den Vorgidngen des Projekts werden durch partiell
erneuerbare Ressourcen und zuséatzliche Vorgange modelliert, indem die Transformati-
onsschritte aus Abschnitt 3.2 mit einigen Anpassungen durchgefithrt werden. Zunéchst
werden die in Abschnitt 3.2 betrachteten Vorgange i,j € V" durch die Vorgénge i}, j] er-
setzt. Weiterhin werden statt der frithesten und spatesten zeitzulassigen Startzeitpunkte
ES; und LS; die frithesten und spitesten Startzeitpunkte ES{ und LS der Vorgin-
ge betrachtet, die die Restriktionen (3.3) bis (3.6) erfiillen. ES™ und LS™ werden als
frithester und spéatester kalenderzulassiger Startzeitpunkt bezeichnet und kénnen durch
Label-Correcting-Verfahren, die in Franck et al. (2001a) entwickelt wurden, bestimmt
werden. Die letzte Anpassung, die in Abschnitt 3.2 vorgenommen werden muss, ist die
Betrachtung des Zeitabstands AJZ(7) bzw. Af(t) an Stelle von ;. Im néchsten Schritt
werden zwischen den Vorgéngen 4y, 1, ..., 4, jedes realen Vorgangs i € V" Vorrangbe-
ziehungen eingefiigt, sodass Vorgang i, ,, frithestens nach dem Ende von Vorgang ;, fiir

alle uw € {1,2,...,p; — 1} gestartet werden kann. Um sicherzustellen, dass die Vorgange
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/
pi

ausgefithrt werden, wird zusétzlich die Zeitbeziehung S — Sy > —(Ci(Sy) — 1) hin-

zugefiigt und durch partiell erneuerbare Ressourcen modelliert. Zur Vereinfachung der

i}, 1y, ...,1 mnacheinander ohne Unterbrechung in einer Periode v € P mit b} (v) = 1

nachfolgenden Erlauterungen bezeichnet V'™ die Menge aller Vorgénge der transformier-
ten Probleminstanz, die jeweils einer Ausfithrungseinheit eines realen Vorgangs i € V"
der urspriinglichen Probleminstanz entsprechen. Damit jeder Vorgang i € V'™ nur in-
nerhalb einer Zeitperiode v € P mit b} (v) = 1 ausgefiihrt werden kann, wird fiir jeden
Vorgang i € V7 eine partiell erneuerbare Ressource I, = {v € P | b/ (v) = 0} mit
Ry = 0 und rf,l b= rf»l,2 b= = rf; b= 1 definiert. Im néchsten Schritt wird die An-
laufphase ¢; jedes Vorgangs ¢ € V" beriicksichtigt. Dazu wird fir jeden Vorgang i € V"
eine partiell erneuerbare Ressource II, = {v € P | %Y (v/) < ¢} mit R, = 0 und
rfl,lE = 1 hinzugefiigt. Dadurch wird sichergestellt, dass der Vorgang ¢/, der die erste Aus-
fithrungseinheit von Vorgang ¢ € V" darstellt, nur in den Perioden, die die Anlaufphase
ermoglichen, gestartet werden kann. Im letzten Transformationsschritt werden die erneu-
erbaren Ressourcen k € R”, wie in Abschnitt 3.1 beschrieben, durch partiell erneuerbare
Ressourcen ersetzt und den Vorgédngen die entsprechenden Ressourcenbedarfe zugeord-
net. Um die Restriktionen (3.2) durch partiell erneuerbare Ressourcen zu modellieren,
miissen weiterhin die Inanspruchnahmen der Ressourcen k € R” mit p, = 1 wahrend
der Unterbrechung der Vorgénge berticksichtigt werden. Im Folgenden wird eine Men-
ge Q = {s,s+1,....e} € P\{l,d} mit bY(s) = b/ (s+1) = ... = b/(e) = 0 und
bW (s —1) = b/ (e + 1) = 1 als Nicht-Arbeitsintervall eines Vorgangs i € V" bezeich-
net. Fir jedes Nicht-Arbeitsintervall @) eines Vorgangs i € V" (mit ¢; < p;) werden |Q)|
Vorgénge i' € V* mit einer Ausfithrungsdauer von jeweils einer Zeiteinheit hinzugefiigt.
Damit diese Vorginge nur in den Perioden v € Q1 := {s — 1,s,...,e + 1} ausgefiithrt
werden konnen, wird eine partiell erneuerbare Ressource I = P\ QT mit R{ = 0 und
rz?l =1 fir alle i’ € V' definiert. Weiterhin wird fiir jede Zeitperiode v € @) eine partiell
erneuerbare Ressource I1¢ = {v} mit R? = 1 und rf/‘fv = 1 fiir alle Vorgénge i’ € V* ein-
gefithrt, um sicherzustellen, dass die Vorgange i’ € V* in keiner Periode v € @) zeitgleich
ausgefiihrt werden. Da die Vorginge i € V® die Inanspruchnahmen aller Ressourcen
k € RP mit pr = 1 wahrend einer Unterbrechung des Vorgangs i € V" im Nicht-Arbeits-
intervall ) modellieren, wird jedem Vorgang i’ € V' ein Bedarf 7’?/,@ = rf fir jede partiell
erneuerbare Ressource, die jeweils die Kapazitat einer Ressource £ € R? mit p, = 1 in
Periode v € ) modelliert, zugewiesen. Abschlieend wird die partiell erneuerbare Res-
source [1? = {s — 1,e + 1} mit R? = 2|Q)| definiert. Der Bedarf nach der Ressource I1¢
wird fiir jeden Vorgang i, iy, ...,7, auf |Q| Einheiten und fiir alle Vorginge i € V' auf
eine Einheit gesetzt. Entsprechend stellt die letzte Ressource sicher, dass die Vorgange

i € V* in den Perioden der Menge () ausgefiihrt werden, falls sich der Vorgang i € V"
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wahrend der Perioden s — 1 und e+ 1 in Ausfiihrung befindet. Aus den Transformations-
schritten folgt schliellich unter der Voraussetzung S;,1 =5, fir allei € V" und 5}, = §;
fiir alle ¢ € V¢, dass ein Schedule S der urspriinglichen Probleminstanz genau dann zulas-
sig ist, wenn mindestens ein zulassiger Schedule S’ der transformierten Probleminstanz

existiert.

3.4 Implikationen

In diesem Abschnitt wird gezeigt, dass Projektdauerminimierungsprobleme, die sich aus
den Erweiterungskonzepten der vorangegangenen Abschnitte ergeben, durch exakte Lo-
sungsverfahren sowohl fiir das RCPSP/max-7 als auch fiir das RCPSP /7 optimal ge-
16st werden konnen. Im Folgenden werden zunachst die Zusammenhénge zwischen dem
RCPSP /max-7m und unterschiedlichen Projektdauerminimierungsproblemen mit allge-
meinen Zeitbeziehungen untersucht. Dazu werden das RCPSP/max mit erneuerbaren
Ressourcen, das RCPSP/max-c¢ mit diskreten kumulativen Ressourcen, das RCPSP/
max-cc mit kontinuierlichen kumulativen Ressourcen sowie das RCPSP /max-cal mit er-
neuerbaren Ressourcen und Kalendern betrachtet. Alle Parameter der Problemstellungen
werden als ganzzahlig angenommen. Weiterhin wird zunéchst fiir den ersten Teil dieses
Abschnitts vorausgesetzt, dass die Startzeitpunkte aller Vorgidnge ganzzahlig sind. Da
fir die Projektplanungsprobleme ohne Kalender mit d := Yiey max(p;, max jyeg 0i;)
eine obere Schranke fiir die kiirzeste Projektdauer gegeben ist, kann jede Instanz des
RCPSP /max, RCPSP/max-c oder RCPSP/max-cc mit einer vorgegebenen maximalen
Projektdauer d in eine Probleminstanz des RCPSP /max-, die alle optimalen Schedules
enthélt, gemafl der Beschreibungen in den vorangegangenen Abschnitten transformiert
werden. Fir das RCPSP/max-cal (mit p, = 1 fir alle £ € R?) konnte in Franck et al.
(2001a) eine obere Schranke d° := Y.y max(p;, MAaX e Suce(i) Aij) fur die kiirzeste Pro-
jektdauer iiber alle zulassigen Schedules entwickelt werden. p; und Aij stellen jeweils
eine obere Schranke fiir die Ausfithrungsdauern der Vorgange und fiir die Zeitabstdnde
der Zeitbeziehungen dar. Eine detaillierte Erlduterung zur Berechnung von d** kann den
Arbeiten Franck et al. (2001a) und Neumann et al. (2003, Abschnitt 2.11) entnommen
werden. Durch d® kann schlieBlich auch fiir eine Instanz des RCPSP /max-cal mit einer
vorgegebenen maximalen Projektdauer, die alle optimalen Schedules enthélt, eine Pro-
bleminstanz des RCPSP/max-m, wie in Abschnitt 3.3 beschrieben, abgeleitet werden.
Wie aus den vorangegangenen Abschnitten hervorgeht, ist jedem optimalen Schedule S
der jeweils generierten RCPSP /max-m-Instanz genau ein optimaler Schedule S* der ur-

spriinglichen Instanz zugeordnet und jedem Schedule S* mindestens ein Schedule S™.
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Da die Rangfolge der zuldssigen Schedules beziiglich der Projektdauer durch die Trans-
formationen nicht verdndert wird, kann fir die RCPSP/max-m-Instanz ein optimaler
Schedule bestimmt und in eine optimale Losung des jeweiligen Projektdauerminimie-
rungsproblems tiberfithrt werden. Weiterhin kann dadurch, dass nach Abschnitt 3.2 jede
allgemeine Zeitbeziehung durch partiell erneuerbare Ressourcen, zusétzliche Vorgénge
und Vorrangbeziehungen modellierbar ist, jedes der Projektdauerminimierungsprobleme

auch durch ein exaktes Verfahren fir das RCPSP /7 optimal gelost werden.

Im Folgenden wird die Annahme ganzzahliger Startzeitpunkte der Vorginge fiir die
Projektdauerminimierungsprobleme RCPSP/max, RCPSP /max-c, RCPSP /max-cc und
RCPSP /max-cal verworfen und stattdessen von reellwertigen Startzeitpunkten ausge-
gangen (S; € Rxg). Da der zuldssige Bereich des RCPSP/max und des RCPSP/max-c
jeweils einer Vereinigung endlich vieler ganzzahliger Polyeder entspricht (vgl. z. B. Bar-
tusch et al., 1988; Neumann und Schwindt, 2003), existiert fiir beide Projektplanungs-
probleme genau dann mindestens eine ganzzahlige optimale Losung, wenn eine zulédssige
Losung existiert. Entsprechend kénnen das RCPSP/max und das RCPSP/max-c auch
weiterhin unter der Annahme reellwertiger Startzeitpunkte der Vorgidnge durch ein exak-
tes Verfahren fir das RCPSP /max-m oder fiir das RCPSP /7 optimal gelost werden. Die
gleiche Aussage gilt auch fiir das RCPSP /max-cal mit reellwertigen Startzeitpunkten, da
in Kreter (2016, Abschnitt 5.2) gezeigt werden konnte, dass mindestens eine optimale Lo-
sung ganzzahlig ist, falls eine zulédssige Losung existiert. Im Gegensatz zu RCPSP /max,
RCPSP /max-c und RCPSP /max-cal kann fiir das RCPSP /max-cc lediglich die Aussage
getroffen werden, dass der zuléssige Bereich eine Vereinigung endlich vieler rationaler Po-
lyeder darstellt. Basierend auf den Branch-and-Bound-Verfahren, die in Schwindt (2005,
Abschnitt 5.4) und Neumann et al. (2003, Abschnitt 2.12) beschrieben werden, kann al-
lerdings abgeleitet werden, dass es mindestens eine rationalwertige optimale Losung gibt,
die sich durch die ganzzahligen Parameter der Probleminstanz darstellen lésst, falls eine
zuléssige Losung existiert. Als Folgerung daraus kann das RCPSP /max-cc mit reellwer-
tigen Startzeitpunkten der Vorgénge durch exakte Verfahren fiir das RCPSP /max-7 und
fir das RCPSP /7 optimal gelost werden, falls jede Zeitperiode des Planungshorizonts in

eine ausreichende Anzahl von Teilperioden gleicher Lange zerlegt wird.

Abschlieflend wird erldutert, wie die NP-Schwere im strengen Sinne des RCPSP /max-7
aus den Transformationsschritten in Abschnitt 3.1 zu den kumulativen Ressourcen ab-
geleitet werden kann. Dazu sei allerdings erwahnt, dass diese Herleitung lediglich eine
Moglichkeit darstellt, die Komplexitétsklasse fiir das RCPSP /max-m durch eine der be-
schriebenen Transformationen zu bestimmen, wohingegen die strenge NP-Schwere des

RCPSP /max-7 auch direkt aus der strengen NP-Schwere des RCPSP /7 folgt, die bereits
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in Schirmer (1999, Abschnitt 9.5.2) bewiesen wurde. Analog zum Beweis von Theorem 3
in Neumann und Schwindt (2003) kann zunéchst gezeigt werden, dass die Zuldssigkeits-
variante des RCPSP/max-c mit ganzzahligen Startzeitpunkten der Vorgénge und mit
einer vorgegebenen maximalen Projektdauer NP-vollstdndig im strengen Sinne ist. Wei-
terhin stellt die Transformation in Abschnitt 3.1 eine pseudopolynomielle Transformation
der Zuléssigkeitsvariante des RCPSP /max-c auf die Zuldssigkeitsvariante des RCPSP/
max-7 dar (vgl. Garey und Johnson, 1979, Abschnitt 4.2). Da analog zum Beweis von
Theorem 9.1 in Schirmer (1999) gezeigt werden kann, dass die Zulassigkeitvariante des
RCPSP /max-7 in der Problemklasse NP liegt, folgt schliefllich die NP-Schwere im stren-
gen Sinne fiir das RCPSP /max-.



Kapitel 4

Projektplanung unter

Startzeitbeschrankungen

In jedem Enumerationsknoten der Branch-and-Bound-Verfahren zum RCPSP/max-,
die nachfolgend in Kapitel 5 behandelt werden, wird ein Projektdauerminimierungspro-
blem mit allgemeinen Zeitbeziehungen und unter Einschrinkung der Startzeitpunkte der
Vorgange gelost. Die Beschrankung der Startzeitpunkte der Vorgange auf eine Teilmenge
aller Zeitpunkte des Planungshorizonts wird durch eine sogenannte Startzeitbeschran-
kung W modelliert, die dem Startzeitpunkt jedes Vorgangs i € V' einen Wertebereich W;
zuordnet (S; € W;).

Definition 4.1. Ein Vektor W = (W;);evy mit W; C H fir alle i € V und Wy = {0}

wird Startzeitbeschrankung mit W; als Startzeitbeschrinkung von Vorgang ¢ genannt.

Das Projektdauerminimierungsproblem unter Startzeitbeschrénkungen (PS(WW)) wird

durch das folgende mathematische Modell beschrieben:

Minimiere .S,11
S; e W; (teV)

Der zulassige Bereich Sp(W) := {S € S| S; € W, fir alle i € V'} wird als Menge aller
W-zuléssigen Schedules bezeichnet und jeder Schedule S € Sp(W) W-zulédssig genannt.
Weiterhin wird jeder Startzeitpunkt ¢ € W; eines Vorgangs ¢ € V, fiir den ein Schedule
S € Sr(W) mit S; = t existiert, als W-zuléssig bezeichnet. Wie in Kapitel 5 gezeigt wird,
stellt der zulassige Bereich des Problems (PS(W)) den Suchraum eines Enumerationskno-
tens in jedem der in dieser Arbeit entwickelten Branch-and-Bound-Verfahren dar, sodass

S(W) :=8r(W)NS dem zulassigen Bereich eines Enumerationsknotens entspricht.
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In Abschnitt 4.1 werden zunéachst verschiedene Zeitplanungsverfahren fiir das Projekt-
dauerminimierungsproblem unter Startzeitbeschrankungen vorgestellt. Basierend auf den
Zeitplanungsverfahren werden in Abschnitt 4.2 Konsistenztests entwickelt, die die Start-
zeitpunkte der Vorgéinge des Projekts bei einer gegebenen Startzeitbeschrankung weiter
reduzieren konnen. Abschlieend werden in Abschnitt 4.3 untere Schranken fiir die kiir-
zeste Projektdauer tiber alle Schedules im zuldssigen Bereich des Problems (PS(1))

erlautert.

Die Inhalte dieses Kapitels wurden bereits weitestgehend in der Arbeit Watermeyer und
Zimmermann (2020) behandelt, die im Rahmen der Promotion des Autors der vorliegen-

den Dissertation entstanden ist.

4.1 Zeitplanungsverfahren

In diesem Abschnitt werden Zeitplanungsverfahren fiir die Projektplanung unter Start-
zeitbeschriankungen vorgestellt. In Abschnitt 4.1.1 werden zunéchst Label-Correcting-
Verfahren zur Bestimmung der frithesten und spatesten Startzeitpunkte der Vorgiange
besprochen. Anschliefend wird in Abschnitt 4.1.2 auf die Bestimmung indirekter Zeitab-
stande zwischen allen Vorgangspaaren des Projekts eingegangen, die aus den Zeitpla-
nungsverfahren in Abschnitt 4.1.1 hergeleitet werden. Weiterhin wird gezeigt, dass die
Zeitplanungsverfahren in Abschnitt 4.1.2 alle W-zulassigen Startzeitpunkte der Vorgéinge

eines Projekts bestimmen.

4.1.1 Friiheste und spateste Startzeitpunkte

Das erste Zeitplanungsverfahren bestimmt die frithesten zeitzuldssigen Startzeitpunk-
te aller Vorgénge des Projekts unter Beriicksichtigung einer vorgegebenen Startzeit-
beschrankung W und einem vorgegebenen frithesten Startzeitpunkt ¢, eines Vorgangs
a € V. Das Verfahren entspricht einem Label-Correcting-Algorithmus, der entweder
den eindeutigen Minimalpunkt der Menge Sp(W, a,t4) := {S € Sp(W) | Sy > to} be-
stimmt oder zeigt, dass kein Schedule S € ST(VV, a, t,) existiert. Im Folgenden bezeichnet
ES(W, a, t,) den eindeutigen Minimalpunkt der Menge S’T(W, a, ty), wobei ES; (W, a, t,)
dem frithestmoglichen W-zulassigen Startzeitpunkt von Vorgang ¢ € V', unter der Voraus-
setzung, dass Vorgang o € V nicht frither als zum Zeitpunkt ¢, startet, entspricht. Da
Sp(W,0,0) = Sp(W) gilt, kann das Projektdauerminimierungsproblem unter Startzeit-
beschrankungen (PS(W)) durch das erste Zeitplanungsverfahren mit « := 0 und ¢, :=0
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optimal gelost werden. Im Folgenden wird der eindeutige Minimalpunkt des zulédssigen
Bereichs von (PS(WV)) durch den frihesten W-zulassigen Schedule ES(W) := min Sy (W)
angegeben. Die Betrachtung der unteren Schranke t,, fiir den Startzeitpunkt S, eines be-
liebigen Vorgangs o € V ermoglicht, wie in Abschnitt 4.1.2 gezeigt wird, die Entwicklung
eines Verfahrens zur Bestimmung der indirekten Zeitabstdande zwischen allen Vorgangs-

paaren des Projekts.

Algorithmus 4.1 beschreibt das erste Zeitplanungsverfahren zur Bestimmung des eindeu-
tigen Minimalpunkts von ST(I/V, a,ty) # 0. Fir das Verfahren wird jedem Vorgang i € V
eine Markierung v; zugeordnet, die in jeder Iteration als voriibergehender frithester WW-
zuldssiger Startzeitpunkt unter der Bedingung S, > t, interpretiert werden kann. Zur
Vereinfachung der Darstellung wird in Algorithmus 4.1 der Zeitabstand zwischen dem
frithesten Startzeitpunkt v; € W; mit v; > 1v; + d;; eines Vorgangs 7 € V und dem
Startzeitpunkt v; eines Vorgangs ¢ € V' fur jede Zeitbeziehung (i, j) € E durch

~ miH{TEleTZVi—i‘éij}—Vi, faHS{TEWj|TZVZ'+(Sij}7é®
0ij (W, 1) =
(51']', sonst

beschrieben (falls v;4d;; < max W;). Zur Veranschaulichung der Definition von d; (W, v;)
zeigt Abbildung 4.1 ein Projektplanungsproblem mit Startzeitbeschrankungen Wy = {0},
Wy = {6,7,8}, Wy = {2,3,9,10} und W3 = H, wobei W; und Wy durch schraffierte
Flachen angedeutet werden. Fiir einen W-zulédssigen Schedule S = (0,7,9,12) werden
die Zeitabstande d;; und gij(W, S;) zwischen dem Projektstart und den realen Vorgéngen
einander gegeniibergestellt. Beispielsweise entspricht S7 + glg(I/V, S1) =7+2=9dem
frihesten Startzeitpunkt von Vorgang 2 mit Sy > S; + 12 =7—2=5und S, € Ws.

Im ersten Schritt von Algorithmus 4.1 werden die Bedingungen Sr =0, 3i € V : W; =
und t, > max W, uberpriift. Aus der Definition von S’T(VV, a, ty) geht direkt hervor, dass
jede dieser Bedingungen, falls sie erfillt ist, gT(W, a,t,) = 0 impliziert. Falls keine der
Bedingungen erfiillt ist, wird Vorgang o mit dem Zeitpunkt ¢/, := min{r € W, |7 > t,}
markiert, allen weiteren Vorgangen i € V' \ {«a} eine Markierung v; := —oo zugewiesen
und die Schlange @ := {«} initialisiert. In jeder Iteration des Algorithmus 4.1 werden
die Markierungen aller direkten Nachfolger j € Succ(i) aller Vorgange i € V' im Pro-
jektnetzplan N, die in der Initialisierung oder der direkt vorangegangenen Iteration der
Schlange ) hinzugefiigt wurden, tiberprift. Falls v; + 5~U(I/V, v;) > v; gilt, wird v; durch
v =1 + SZJ(I/V, v;) aktualisiert. Da durch die Erhohung der Markierung von Knoten j
alle direkten Nachfolger von j im Projektnetzplan N in der néchsten Iteration tiberpriift

werden miissen, wird Vorgang j der Schlange ) hinzugefiigt, falls j noch nicht in @ vor-
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Abbildung 4.1: Zeitabstinde bei Startzeitbeschrankungen

handen ist. Im Fall, dass nach der Aktualisierung die Markierung v; groer als max W
ist, terminiert das Verfahren, da Sp(W, o, t,) = () gilt (s. Beweis von Satz 4.1). Falls das
Verfahren nicht terminiert, entspricht die Ausgabe von Algorithmus 4.1 schliefllich dem
frithesten W-zulassigen Schedule ES(W, a, t,,).

Im Folgenden wird eine nichtleere Menge I := {s,s + 1,...,e} C Z genau dann als
Startzeitintervall von W; bezeichnet, wenn die Bedingungen I C W, und s—1,e+1 ¢ W;
erfiilllt sind. Weiterhin wird jedem Zeitpunkt ¢ € I durch die Funktion s;(¢) der Start-
zeitpunkt s und durch die Funktion e;(¢) der Endzeitpunkt e des Startzeitintervalls [
zugeordnet. Im Fall, dass die Bedingungen I C H \ W; und s — 1,e + 1 € W, erfillt
sind, wird I Startzeitunterbrechung von W; genannt, wobei B; und B jeweils die Anzahl
der Startzeitunterbrechungen in W; und W angeben. Seien I; und I, unterschiedliche
Startzeitintervalle von W; und gelte v; € [, fiir die Markierung von Vorgang ¢ € V. Dann
wird davon gesprochen, dass Vorgang ¢ oder die Markierung v; einem anderen Startzeit-
intervall in W; zugeordnet wird, falls v; € I nach der Aktualisierung der Markierung v;

gilt.

Lemma 4.1. Sei v* = (v});ey die Markierung der Vorginge nach Iteration \ € Zsg

des Algorithmus 4.1. Dann existiert kein zeitzuldssiger Schedule, falls nach weiteren |V|
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Algorithmus 4.1: Bestimmung des Minimalpunkts von gT(VV, a,ty)

Input: Vorgang o € V und Zeitpunkt ¢,
Output: ES(W,a,t,)

1ifSp=0VvV eV :W,=0V t,>max W, then
2 ‘ terminate (Sp(W, a, t,) = 0)

3t =min{reW,|7>t,}

4 foralli € V do

{t’a, falls i = «

(S}

V; =

Q:={a}

while Q # () do

Entferne ¢ vom Kopf der Schlange )
forall j € Succ(i) do

—00, sonst

=]

o

10 if v + (;Z](VV, Vi) > Vj then

11 v =uv; + gZJ(I/V, V)

12 if j ¢ @ then Fiige j am Ende der Schlange ) ein
13 if v; > maxW; then

14 terminate (Sp(W, a, to) = 0)

15 return (v;);ev

Iterationen keine Markierung eines Vorgangs i € V' einem anderen Startzeitintervall in
Wi zugeordnet wird und die Bedingung v; > v; + gl-j(W, v;) nicht fir jedes Vorgangspaar
(1,7) € E erfillt ist.

Beweis. Es sei angenommen, dass innerhalb von |V| weiteren Iterationen von Algorith-
mus 4.1 keine Markierung eines Vorgangs ¢ € V' einem anderen Startzeitintervall zuge-
ordnet wird und nach Iteration A+ |V| die Bedingung v; > v; + 0,;(W, v;) nicht fiir jedes
Vorgangspaar (i, ) € F erfiillt ist. Zunachst wird in jeder Iteration A, A+ 1,..., A+ |V
mindestens ein Vorgang der Schlange @) hinzugefiigt, sodass nach |V/| Iterationen min-
destens eine Pfeilfolge F' = (iy,ix11, ..., ixrs) it s > |V] in Netzplan N existiert, wobei
die Vorginge mit v;,,, = v, + 0y (Wiry,) fir alle uw € {AMA+1,...,0 +5 — 1}
markiert wurden. Durch die Annahme, dass tiber die Iterationen keine Markierung ei-
nes Vorgangs einem anderen Startzeitintervall zugeordnet wird, gelten die Bedingungen
Oininis Wivi) = iy fiir alle w € {A\ A+ 1,..., A+ s — 1}. Aus der Linge s > |V|
der Pfeilfolge F' kann schliefSilich abgeleitet werden, dass Netzplan N mindestens einen
Zyklus positiver Lange enthélt, sodass Sp = () nach Proposition 2.1 in Bartusch et al.
(1988) folgt. O
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Satz 4.1. Algorithmus 4.1 bestimmt den eindeutigen Minimalpunkt von gT(I/V, a,ty)
oder zeigt, dass kein Schedule S € gT(VV, o, t,) existiert, mit einer Zeitkomplexitat von

O(VIIEI(B +1)).

Bewets. Zunéachst wird gezeigt, dass die Markierungen der Vorgénge tiber den Ver-
fahrensverlauf von Algorithmus 4.1 gegen den eindeutigen Minimalpunkt der Menge
Sr(W,a,ty) # 0 konvergieren. Hierzu sei ein Schedule S € Sp(W,a,t,) betrachtet.
Aus t) = min{r € W, |7 >t} < S, und v} + 0,;(W, ) < v} + 6;;(W, /) fiir beliebige
Markierungen mit v/ < v} ergibt sich zunédchst v; < S; fiir alle ¢ € V nach jeder Iteration
des Algorithmus 4.1. Da jede weitere Iteration die Erhéhung mindestens einer Markie-
rung v; eines Vorgangs ¢ € V voraussetzt, folgt aus der Annahme gT(W, a,ty) # 0, dass
Algorithmus 4.1 mit @ = 0 und v := (4);ey < S nach einer endlichen Anzahl an Ite-
rationen beendet wird. Aus ) = () am Ende einer Iteration kann schliefllich abgeleitet
werden, dass die Zeitabstande v; > l/i—l—gz-j(i/V, v;) fiir alle Vorgangspaare (i, j) € E erfiillt
sind, sodass v nach der letzten Iteration W-zuléssig ist (Netzplan N ist stark zusammen-
héngend). Da v < S’ fiir jeden Schedule S" € ST(W,a,ta) nach der letzten Iteration
gilt, stellt v den eindeutigen Minimalpunkt von ST(W, a,t,) dar. Existiert dagegen kein
Minimalpunkt bzw. gilt gT(VV, a,t,) = 0, terminiert der Algorithmus entweder durch die

Bedingungen in Zeile 1 oder nach einer endlichen Anzahl an Iterationen mit Q) # ().

Die Zeitkomplexitat von Algorithmus 4.1 kann wie folgt abgeleitet werden. Zunéchst kon-
nen die Operationen in den Zeilen 1 bis 3 mit einer Zeitkomplexitét von O(|V || E| + B,,)
ausgefiihrt werden. Dabei wird durch ein Label-Correcting-Verfahren mit einer Zeitkom-
plexitat von O(|V||E|) iiberprift, ob ein Zyklus positiver Lange in Projektnetzplan N
vorliegt, woraus genau dann S = () nach Proposition 2.1 in Bartusch et al. (1988) folgt.
Aus Lemma 4.1 ergibt sich eine maximale Anzahl an O(|V|(B+ 1)) Iterationen, da nach
hochstens |V| Iterationen mindestens ein Vorgang einem anderen Startzeitintervall zu-
geordnet wird, falls mindestens ein zeitzulassiger Schedule existiert (Sy # 0). In jeder
Iteration werden hochstens |E| Uberpriifungen und mogliche Aktualisierungen der Mar-
kierungen durchgefiihrt. Die Uberpriifung der Bedingung v; + glj(I/V, v;) > v; kann dabei
zunachst durch v; + d;; > v; in konstanter Zeit erfolgen. Fiir den Fall, dass v; + d;; im
gleichen Startzeitintervall wie v; liegt (v; + 0;; < e;(v;)), kann ebenso die Aktualisie-
rung mit einer konstanten Zeitkomplexitdt durch v; := v; + d;; durchgefiihrt werden.
Gilt dagegen v; + d;; > e;(v;), ist zunéchst das Startzeitintervall in W; zu bestimmen,
in dem die aktualisierte Markierung von Vorgang j liegt, wozu lediglich die Start- und
Endzeitpunkte aller Startzeitintervalle in W, durchlaufen werden missen. Fir den Ver-
fahrensablauf wird daher die Startzeitbeschrankung W; jedes Vorgangs ¢ € V' durch eine

Liste bestehend aus den Start- und Endzeitpunkten aller Startzeitintervalle verwaltet,
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die nach monoton wachsenden Werten sortiert ist. Indem die Endzeitpunkte e;(1;) und
deren Positionen in den jeweiligen Listen fiir alle Vorgange i € V' abgespeichert werden,
konnen schlieBlich die maximal O(|V||E|(B + 1)) Aktualisierungen iiber alle Iterationen
des Algorithmus mit zusétzlich O(|V| + B) Operationen ausgefithrt werden, da jeder

Start- und Endzeitpunkt eines Startzeitintervalls maximal einmal durchlaufen wird. [

Das zweite Zeitplanungsverfahren bestimmt den eindeutigen Maximalpunkt der Menge
Sr(W,a,t,) = {S € Sp(W) | Sq < to} oder zeigt, dass kein Schedule S € Sp(W, v, t,)
existiert. Entsprechend ermittelt das zweite Verfahren die spéatestmoglichen W-zulassigen
Startzeitpunkte aller Vorgénge des Projekts unter der Annahme, dass ein Vorgang oo € V'
nicht spéter als zum Zeitpunkt ¢, startet. Mit a := 0 und ¢, := 0 wird der spateste W-
zuléssige Schedule LS(W) := max Sp(W) bestimmt. Der eindeutige Maximalpunkt der
Menge gT(W, a,t,) wird im Folgenden mit LS(W, a, t,) bezeichnet, sodass LS;(W, a, t,)
dem spéatestmoglichen W-zulassigen Startzeitpunkt von Vorgang ¢ € V' unter der Voraus-
setzung, dass Vorgang o € V nicht spater als zum Zeitpunkt ¢, startet, entspricht. Das
zweite Zeitplanungsverfahren wird in Algorithmus 4.2 beschrieben. Basierend auf einer
Anfangsmarkierung v mit v, := max{r € W, |7 <t,} und v; ;== oo fiir alle i € V' \ {a}
werden die Markierungen der Vorgéange iterativ reduziert, bis entweder ein W-zulassi-
ger Schedule bestimmt oder S’T(W,Oz,ta) = () gezeigt wurde. Abweichend vom ersten
Zeitplanungsverfahren wird im Aktualisierungsschritt die Bedingung v; — S;M(VV, v;) < up
mit

vi—max{Tr € Wy, |7 <wv; —opi}, falls{reW,|7<v;—on}#0

Oni (W, ;) =
Onis sonst

fir einen direkten Vorgénger h € Pred(i) von Vorgang i € V in Projektnetzplan N
iiberprift. Der Zeitpunkt v; — S;n(VV, v;) entspricht dabei dem spéatestmoglichen Start-
zeitpunkt v, € W), von Vorgang h, der den Zeitabstand v, < v; — dp; einhélt (falls
v; — Op; > min Wp,).

Satz 4.2. Algorithmus 4.2 bestimmt den eindeutigen Maximalpunkt von gT(VV, a,ty)
oder zeigt, dass kein Schedule S € §T(W, a,ty) existiert, mit einer Zeitkomplezitdt von
O([VI|IE|(B+1)).

Beweis. Analog zum Beweis von Satz 4.1. n

Es ist zu beachten, dass das Problem (PS(WV)) einem Spezialfall des in Franck (1999)
beschriebenen Projektdauerminimierungsproblems mit allgemeinen Zeitbeziehungen, Ka-

lendern und unbeschrankt zur Verfiigung stehenden Ressourcen entspricht. Die Zeitpla-
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Algorithmus 4.2: Bestimmung des Maximalpunkts von gT(VV7 a,ty)

Input: Vorgang o € V und Zeitpunkt ¢,
Output: LS(W, a, t,)

1ifSr=0VvVIeV:W,=0V t, <minW, then
2 ‘ terminate (Sp(W, a, ta) = 0)

3t :=max{reW, |7 <t,}

4 foralli € V do

{t;, falls i = «
A

00, sonst

(9]

[

Q= {a}

while Q # () do

8 Entferne ¢ vom Kopf der Schlange )
forall h € Pred(i) do

N1

10 if v; — Shz(VV, v;) < v, then

11 v = U — gm(VV, Vi)

12 if h ¢ @ then Fige h am Ende der Schlange @ ein
13 if v, < min W), then

14 terminate (Sp(W, a, ta) = 0)

15 return (v;);cv

nungsverfahren, die in Franck (1999, Abschnitt 3.3.3) und Franck et al. (2001a) beschrie-
ben werden, kénnen daher ebenfalls zur Bestimmung von ES(W, a,t,) und LS(W, «, t,)
verwendet werden. Beide Verfahren weisen dabei eine Zeitkomplexitat von O(|V||E|(B +

1)) in Bezug auf die Notation der vorliegenden Arbeit auf.

4.1.2 Mindest- und Hochstabstande

Die folgenden Zeitplanungsverfahren bestimmen alle W-zuldssigen Startzeitpunkte der
Vorgéange eines Projekts sowie die indirekten zeitlichen Mindest- und Hochstabstande
zwischen den Startzeitpunkten der Vorgange unter Beriicksichtigung einer vorgegebe-
nen Startzeitbeschrankung . Der indirekte zeitliche Mindestabstand (Hochstabstand)
di; (W, t) (CZ](VV, t)) eines Vorgangspaars (i,j) € V x V entspricht dabei dem Zeitab-
stand zwischen Zeitpunkt ¢ und dem frithestméglichen (spatestmoglichen) W-zulédssigen
Startzeitpunkt von Vorgang j, unter der Voraussetzung, dass Vorgang i nicht frither (spé-
ter) als zum Zeitpunkt ¢ startet. Entsprechend ist der indirekte zeitliche Mindestabstand
(Hochstabstand) durch di;(W,t) == ES;(W,i,t) —t (di;(W,t) := LS;(W,i,t) — t) defi-
niert, sodass jeder W-zuldssige Startzeitpunkt eines Vorgangs j im planungsabhéangigen
Startzeitfenster [t + c?,-j(W, t),t+ CZJ(VV, t)] liegt, falls Vorgang i genau zum Zeitpunkt ¢
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startet. Im Folgenden werden zwei Zeitplanungsverfahren vorgestellt, die fiir jedes Vor-
gangspaar (i,j) € VXV, i # jund jeden Zeitpunkt ¢ einer Teilmenge aller Zeitpunkte des
Planungshorizonts die indirekten zeitlichen Mindest- und Hochstabstande dy; (W, t) und

d;;(W,t) bestimmen, mit denen die indirekten zeitlichen Mindest- und Héchstabstande

fir alle W-zulassigen Startzeitpunkte von Vorgang ¢ berechnet werden koénnen.

Algorithmus 4.3: Bestimmung der indirekten zeitlichen Mindestabstande

Input: Startzeitbeschrankung W
Output: Mindestabstandsmatrix D(W)

1ifSp=0VvV eV :W;,=0 then
2 | terminate (Sp(W) =0)

3 forall i € V do

4 t := min W;

5 | while Sp(W,i,t) # 0 do

6 ES" := ES(W,i,t)

7 if ES, >t then

8 Wi = Wi\ [¢t, ES; — 1]

9 t = ES;

10 forall j € V'\ {i} do

11 ‘ diji = ES;- — ES;

12 t' := min(minjey g5y (e;(ES)) — dij), —dio)
13 if ¢ >t then

14 forall j € V'\ {i} do

15 if ES; — dij < t' then
16 if t < ES; — dij then
17 dij,ES;.fdij 1= dyj
18 dijp = d;j

19 else

20 ‘ diji = ES; —t
21 t:=t+1
22 Wi = Wi\ [t, 00)

)

= ([dijt)ijev

Das Verfahren zur Bestimmung aller W-zuléssigen Startzeitpunkte sowie zur Berechnung
der indirekten zeitlichen Mindestabstande JZ](VV, t) fiir alle Vorgangspaare (i,j) € V xV,
1 # j und jeden Zeitpunkt ¢ einer Teilmenge aller Zeitpunkte des Planungshorizonts
wird in Algorithmus 4.3 beschrieben. Die indirekten zeitlichen Mindestabstinde dy; (W, t)
werden in einer nach nichtfallenden Werten von ¢ sortierten Liste [d;;(W,t)] abgespei-
chert und in der Mindestabstandsmatrix D(W) := ([di;(W,t)]); ey zusammengefasst.

Algorithmus 4.3 basiert auf einer schrittweisen Erhéhung der Zeitpunkte innerhalb einer
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Startzeitbeschrankung W;, beginnend mit dem kleinsten Zeitpunkt ¢ = min W;. Solange
fiir einen betrachteten Vorgang i € V die Bedingung Sp(W,4,t) # 0 erfillt ist, wird
der eindeutige Minimalpunkt ES’ := ES(W,i,t) bestimmt. Falls ES, > t gilt, folgt aus
Satz 4.1, dass alle Zeitpunkte 7 € {t,t + 1,..., ES; — 1} nicht W-zulissig sind, sodass
sie in Zeile 8 aus W; entfernt werden. Nachdem die Variable ¢ auf ES’ gesetzt wurde,
werden die indirekten zeitlichen Mindestabsténde fiir Zeitpunkt ¢ und jeden Vorgang
j € V\ {i} durch die Variable d;j; := ES’; — ES} abgespeichert. Im Anschluss daran wird
ein Zeitpunkt ¢’ berechnet, bis zu dem der Zeitpunkt ¢ erhoht werden kann, sodass alle
Startzeitpunkte 7 € [¢,#] N W; nach Satz 4.3 W-zuléssig sind.

Satz 4.3. Gegeben seien ES' = minSp(W,i,t) und ES” = minSp(W,i,7). Dann gilt
fiir jeden Zeitpunkt 7 € Wi mit ES; < 7 < min(minje(y(e;(ES;) — dij), —dyo) die
Bedingung ES} = max(ES},, T + di) fir jeden Vorgang h € V.

Beweis. Gegeben sei ein Schedule S = (Sy)ney mit S, = max(ES}, T + di). Zunéchst
kann aus Sp (W, ,t) D Sp(W, i, 7) abgeleitet werden, dass ES), < ES) fiir jeden Vorgang
h € V gilt. Da weiterhin d;;, einer unteren Schranke fiir den Zeitabstand ES} — 7 ent-
spricht, gilt (7 + dip)nev < ES” und somit S < ES”. Durch S; = max(ES,, 7 +dy) = 7
(dii = 0) reicht es schliefllich aus, die W-Zuléssigkeit von S zu zeigen, um S = ES” zu

beweisen.

Zunichst wird die Zeitzuldssigkeit von S gezeigt. Da Sy = 0 aus den Bedingungen ES|, =
O0und 7 < —d;p (T +d; < 0) folgt, muss mindestens ein Vorgangspaar (u,v) € V x V mit
S, < Sy + d,, existieren, falls S nicht zeitzulissig ist. Durch die Zeitzuldssigkeit von ES’
ist der indirekte Zeitabstand ES! > ES! +d,, zwischen dem Vorgangspaar erfiillt, woraus
sich S, = 7 + d;, > ES., ableiten lisst. Es ergibt sich ein Widerspruch zur Annahme
S, = max(ES., 7 + d;,) durch S, < 7 + d;y, + dyy, < 7 + d;yy, woraus die Zeitzuléssigkeit
von S folgt. Da 7 € W; gilt und 7 < mingev (3 (en(ES),) — din) die Bedingung S, € W,
fir jeden Vorgang h € V' \ {i} sicherstellt, ist S schliefllich W-zuléssig. O

Fir den Fall ¢ > t werden im nachsten Schritt des Verfahrens die Zeitpunkte und die
zugehorigen zeitlichen Mindestabstinde ermittelt, die in den Listen [dy;(W,t)] abgespei-
chert werden. Zur Bestimmung der entsprechenden Zeitpunkte kann aus Satz 4.3 zu-
nichst abgeleitet werden, dass die Bedingungen dy; (W, 7') — (7 — 7') = di;(W,7") fiir
alle Zeitpunkte 7/, 7" € [t,'| N W, mit 7/ < 7" und 7" +d;; < ES;- gelten. Weiterhin ergibt
sich aus Satz 4.3, dass alle anderen Zeitpunkte, fiir die 7'+ d;; > ES;- gilt, die Bedingun-
gen d;;(W,7") = d;;(W,7") = d;; erfiillen. Schlieflich folgt daraus, dass es ausreichend
ist, die indirekten zeitlichen Mindestabsténde sz(W, ES’; —dy;) fir den Fall ES; —d;; <t/
und d;;(W,t') abzuspeichern, um d;;(W, 7) fir jeden Zeitpunkt 7 € [¢,t'] N W, berechnen
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zu kénnen. Die Operationen zum Abspeichern der jeweiligen Werte in [d;;(W, t)] werden
in den Zeilen 13 bis 20 von Algorithmus 4.3 beschrieben. Der indirekte zeitliche Min-
destabstand CZJ(VV, 7) fir jeden W-zuldssigen Startzeitpunkt 7 im Intervall [¢,¢'] kann
schlielich basierend auf Satz 4.3 durch

dis(W.7) := di(W.7') + sgn (dy(W.7") = dy(W. 7)) - (7 = 7)) (4.1)

mit 7 ;= max{oc € ¥ |o < 7}, 77 := min{oc € V|o > 7} und ¥ als Menge aller
abgespeicherten Zeitpunkte in [d;;(W,t)] bestimmt werden. Fiir den Fall, dass nach ei-
ner Iteration fir Vorgang i weiterhin ein W-zulédssiger Startzeitpunkt 7 > ¢/ + 1 in W;
existiert, wird eine weitere Iteration fiir Vorgang ¢ ausgefiithrt. Andernfalls werden alle
verbleibenden Zeitpunkte 7 > t' 4+ 1 aus W; entfernt und der nichste Vorgang betrachtet.
Nach Ablauf des Algorithmus 4.3 werden schlieflich die Mindestabstandsmatrix D(TV)
und die Startzeitbeschrankung W, die ausschliefSlich alle W-zulassigen Startzeitpunkte

der anfénglichen Startzeitbeschrénkung enthélt, ausgegeben.

Lemma 4.2. Gegeben seien ein Schedule ES' = min Sp(W, a,t!)) und eine Markierung
v = (v;)iev mit v; = ES, fir allei € V \ {a} und v, = min{r € W, |7 > t!/} mit
ES! < t! < maxW,. Dann bestimmt Algorithmus 4.1 den eindeutigen Minimalpunkt
ES" = minSp(W, o, t) oder zeigt, dass ES" micht existiert, wenn das Verfahren mit

Q = {a} und Markierung v initialisiert wird.

Beweis. Zunichst kann v < ES” aus Sp(W,a,t") € Sp(W,a,t,) und v, = min{r €
W, |1 > t7} abgeleitet werden. Weiterhin kann festgestellt werden, dass alle Bedingungen
v; > vy + 0,;(W, ;) fir alle (i,7) € F mit i # a erfiillt sind, und dass die Initialisierung
Q = {a} die Uberpriifung der Bedingungen v; > vy + 84, (W, 1) fiir alle j € Succ(a) in
der ersten Iteration sicherstellt. Da v, > t” mit v, € W, gilt, folgt analog zum Beweis
von Satz 4.1, dass Algorithmus 4.1 entweder den Minimalpunkt £S” bestimmt oder zeigt,
dass kein Schedule S € Sy (W, o, ") existiert. O

Lemma 4.3. Sei v* = (1);cy eine Markierung und Q* die zugehdrige Vorgangsmenge

“ eines Vor-

nach \ Iterationen von Algorithmus 4.1. Dann gilt fiir die Markierung v,
gangs i € V nach u weiteren Iterationen v, ™ > maneQ)\(V;\ + dy;) mit dy; als Linge

einer langsten Pfeilfolge von q nach i in Netzplan N mit maximal u Pfeilen.

Beweis. Der nachfolgende Beweis erfolgt mit Hilfe vollstandiger Induktion. Zunéchst gilt
der Induktionsanfang fiir u = 1, da die Bedingungen ;™" > max (1}, max,coxn Pred(i) (Vg +
dy;)) mit dj; = dg; erfilllt sind. Weiterhin ist die Induktionsannahme nach v + 1 (u > 1)

weiteren Iterationen fiir jeden Vorgang i € V erfiillt, wenn alle langsten Pfeilfolgen von
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jedem Vorgang ¢ € Q* zu Vorgang i aus weniger als u+ 1 Pfeilen bestehen oder 1" be-
u+1
qi

in Netzplan N von mindestens einem Vorgang ¢ € Q* zu Vorgang i mit u + 1 und nicht

weniger Pfeilen existiert und ;)

reits grofler als 1/;‘ +d% fiir alle ¢ € Q* ist. Andernfalls, wenn also eine lingste Pfeilfolge
U< l/qA + dg;r ! gilt, folgt aus dem Aktualisierungsschritt

in Algorithmus 4.1 und der Induktionsannahme
pIer > My g y;\ + diy + Opi = 1/;‘ + dgiﬂ

mit h als dem direkten Vorganger von ¢ auf einer langsten Pfeilfolge von ¢ nach ¢ in
Netzplan N mit u + 1 Pfeilen. [

Lemma 4.4. Gegeben seien zwei Startzeitbeschrinkungen W' und W" mit W) 2> W/
fiir alle i € V, wobei W/ alle W'-zuldssigen Startzeitpunkte enthdlt. Weiterhin sei an-
genommen, dass Algorithmus 4.1 bereits fiir X Iterationen auf Startzeitbeschrankung W"
ausgefiihrt wurde. Dann existiert kein zeitzuldssiger Schedule, falls Algorithmus 4.1 nicht
innerhalb von |V'| weiteren Iterationen endet und keine Markierung v; eines Vorgangs

i € V einem anderen Startzeitintervall von W] zugeordnet wird.

Beweis. Fir den Beweis sei angenommen, dass mindestens ein zeitzulédssiger Schedule
existiert, wodurch es ausreicht zu zeigen, dass Algorithmus 4.1 unter den genannten
Bedingungen nach hochstens |V| weiteren Iterationen endet. Die Markierung und die
Vorgangsmenge nach Iteration \ seien durch v* = (1);cyy und Q* gegeben, wobei a € V

und ¢, dem Input von Algorithmus 4.1 entspricht.

Gegeben sei die Markierung v/ = (1/]);ey mit v} = max(v;', maxeqgxr (v +dgi)). Aus Lem-
ma 4.3 folgt, dass die Markierung von Vorgang i € V' nach |V|—1 Iterationen mindestens
so grofl wie v ist. Falls mindestens ein Vorgang i € V' mit v/ > max W/ > max W/ exis-
tiert, wird der Algorithmus dementsprechend nach hochstens |V| weiteren Iterationen
beendet, sodass im Folgenden nur noch der Fall v/ < max W/ fiir alle Vorgénge ¢ € V
betrachtet wird. Da keine Markierung eines Vorgangs ¢ einem anderen Startzeitintervall
von W/ zugeordnet wird und v* € W/ fiir alle Vorgénge i € V durch W/ D W/ gilt, folgt
v, € W/ fir alle Vorgénge i € V. Im Folgenden wird die Zeitzulédssigkeit von v/ bewiesen,
woraus sich die W-Zuldssigkeit fiir die Startzeitbeschrankung W’ und somit geméfl der
Annahmen des Lemmas auch fiir W” ergibt. Es wird angenommen, dass v/ (mit v = 0)
nicht zeitzuldssig ist. In diesem Fall existiert mindestens ein Vorgangspaar (i,j) € FE
mit v} < v 4 &;;. Zunéchst wird der Fall ] > 1;* betrachtet, sodass v} = v + d; fir
mindestens einen Vorgang q € Q* gilt. Da aus v < u;‘ + dgi + 0i5 < V(;‘ + dgy; jedoch ein
Widerspruch zur Berechnungsvorschrift von v/ folgt, sind alle Zeitbeziehungen, fir die
Vi > v gilt, erfiillt. SchlieBlich wird der Fall v/, = v betrachtet. Falls i € Q* gilt, dann
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ist v§ > v +d;; > v+ 6;; durch die Berechnungsvorschrift von v/ sichergestellt. Andern-
falls ergibt sich aus i ¢ Q* die Bedingung VjA > v} + 4,5, woraus Vi > v; + 6;; und somit
die Zeitzuléssigkeit von 1/ folgt. Da v/ € Sp(W”, a, t,) gilt, stellt ] eine obere Schranke
fiir jede Markierung v;* eines Vorgangs ¢ nach einer beliebigen Iteration u des Algorith-
mus 4.1 dar (s. Beweis zu Satz 4.1). Daraus folgt schlielich, dass der Algorithmus 4.1
nach héchstens |V| weiteren Iterationen endet, da nach Lemma 4.3 die Markierung eines

Vorgangs i € V nach |V| — 1 weiteren Iterationen mindestens so grof§ wie v/ ist. O

Satz 4.4. Algorithmus 4.3 bestimmt fir jeden Vorgang ¢ € V alle W-zuldssigen Start-
zeitpunkte und den indirekten zeitlichen Mindestabstand c?ij(W, t) zu jedem Vorgang j €
V\{i} fir eine Teilmenge aller Zeitpunkte t € H, durch die der zeitliche Mindestabstand

di;(W, ) fir jeden W-zuldssigen Startzeitpunkt T € W; bestimmt werden kann, mit einer
Zeitkomplezitit von O(|V[*|E|(B + 1)).

Beweis. Die Korrektheit des Algorithmus 4.3 folgt aus den Beschreibungen des Verfah-
rens und den Satzen 4.1 und 4.3, sodass im Folgenden nur noch die Zeitkomplexitét
betrachtet wird. Die Terminierungsbedingungen in Zeile 1 werden zunéchst mit einer
Zeitkomplexitét von O(|V||E|) iberpriift. Weiterhin kann gezeigt werden, dass fiir je-
den Vorgang ¢ € V maximal O(B + 1) Iterationen (Schleifendurchlédufe beginnend in
Zeile 5) ausgefithrt werden. Dafiir wird im Folgenden die Startzeitbeschrénkung vor der
ersten Iteration fiir einen Vorgang ¢ € V, d. h., wenn alle W-unzuldssigen Startzeitpunkte
fir eine Teilmenge der Vorgénge j € V/ C V' \ {i} in vorangegangenen Iterationen be-
reits eliminiert wurden, mit W* bezeichnet und die Anzahl der Startzeitunterbrechungen
durch B' angegeben. W und B geben jeweils die Startzeitbeschrinkung und die zugeho-
rige Anzahl der Startzeitunterbrechungen zu Beginn von Algorithmus 4.3 an. Weiterhin
bezeichnet ES'™ den frithesten W-zulidssigen Schedule ES(W? i,#' + 1) am Ende einer
betrachteten Iteration. Zunéchst lisst sich aus ¢’ +1 ¢ W} am Ende einer Iteration (Zei-
le 21) aus W/ = W; ableiten, dass entweder Sp(W? i, t' + 1) = ( gilt oder ES," einer
anderen Startzeitkomponente in W; als ES’, zugeordnet ist. Weiterhin gilt fir ' +1 € W}
mit gT(Wi, i,t'+1) # () am Ende einer Iteration, dass der Zeitpunkt ES;»Jr fiir mindestens
einen Vorgang j € V' \ {i} einer anderen Startzeitkomponente in W; als ES; zugeordnet
ist. Diese Aussage kann aus Satz 4.3 abgeleitet werden, da aus der Annahme, dass der
Zeitpunkt ES;Jr fir keinen Vorgang j € V' einer anderen Startzeitkomponente in W; als
ES'; zugeordnet ist, ES(W,i,t' + 1) = (max(ES, t' + 1+ d;;))jev = ES"" folgt, woraus
sich entweder ein Widerspruch zur Berechnungsvorschrift fir ¢’ in Zeile 12 oder zur Kor-
rektheit des Algorithmus ergibt. Entsprechend werden maximal O(B+ 1) Iterationen fiir
jeden Vorgang ¢ € V ausgefiihrt. In jeder Iteration fiir einen Vorgang ¢« € V koénnen, ab-

gesehen von den Zeilen 5, 6 und 8, alle Operationen mit einer Zeitkomplexitéat von O(|V])



48 Kapitel 4 Projektplanung unter Startzeitbeschriankungen

durchgefithrt werden, wobei e;(ES’) fiir jeden Vorgang j € V' \ {i} in Algorithmus 4.1
abgespeichert und zur Berechnung von ¢’ in Zeile 12 verwendet wird. Die Operationen
fir die Entfernung nicht W-zulédssiger Startzeitpunkte aus W; in den Zeilen 8 und 22
kénnen tiber alle Iterationen mit einer Zeitkomplexitat von O(B;) durchgefithrt werden
(Wi = W;). Abschlieflend wird die Zeitkomplexitit zur Bestimmung von ES’ iiber alle
Iterationen fiir einen Vorgang ¢ € V betrachtet. Aus Lemma 4.2 folgt zunachst, dass in
jeder Iteration von Algorithmus 4.3 der Algorithmus 4.1 mit den Ergebnissen einer vorhe-
rigen [teration initialisiert werden kann, sodass die Markierungen der Vorgénge sowie die
zugehorigen Startzeitintervalle abgespeichert und in einer néchsten Iteration wieder ver-
wendet werden kénnen. Da in jeder Iteration fiir einen Vorgang i € V' in Algorithmus 4.3
fiir Sp(Wi,i,t' +1) # 0 der Zeitpunkt E'S;Jr mindestens eines Vorgangs j € V einem
anderen Startzeitintervall in W; als ES’ zugeordnet ist (s. 0.), kann zunéchst analog zum
Beweis von Satz 4.1 eine maximale Anzahl an O(|V|(B* + 1)) Iterationen fiir Algorith-
mus 4.1 iiber alle Iterationen fiir Vorgang i € V in Algorithmus 4.3 abgeleitet werden.
Schliefllich folgt aus Lemma 4.4 eine maximale Anzahl an O(|V|(B + 1)) Iterationen
fiir Algorithmus 4.1 tiber alle Iterationen fiir Vorgang ¢ € V' in Algorithmus 4.3, sodass
héchstens O(|V||E|(B + 1)) Uberpriifungen und Aktualisierungen der Vorgangsmarkie-
rungen ausgefiithrt werden. Unter Beriicksichtigung, dass eine Startzeitbeschrankung W*
maximal |V|B Startzeitunterbrechungen aufweist (s. Zeile 8), folgt analog zum Beweis
von Satz 4.1 eine Zeitkomplexitét von O(|V|B + |V|) fiir die Aktualisierung der Markie-
rungen tiber alle Iterationen von Algorithmus 4.1 fiir Vorgang ¢ € V' in Algorithmus 4.3.
Zusammenfassend ergibt sich eine Zeitkomplexitit von O(|V|?|E|(B + 1)) fiir Algorith-
mus 4.3. [

Um die Vorgehensweise von Algorithmus 4.3 zu veranschaulichen, zeigt Abbildung 4.2 den
Ausschnitt eines Projektnetzplans N mit drei Vorgangen. Zur Vereinfachung werden alle
weiteren Vorgange des Projekts im Folgenden vernachléssigt. Die Startzeitbeschrénkun-
gen der Vorgénge, die in der Abbildung durch schraffierte Flachen fiir die Vorgéange 2 und
3 angedeutet werden, sind durch Wy = {0,1,...,9}, Wy = {3,4,5,6,7,10,11} und W3 =
{4,5,6,7,11,12} gegeben. Abbildung 4.2 skizziert den Verlauf der ersten Iteration von
Algorithmus 4.3 fiir Vorgang ¢ = 1, wobei nachfolgend nur die zeitlichen Mindestabstdnde
zu Vorgang j = 3 betrachtet werden. Zunéchst werden fiir den Zeitpunkt ¢ := min Wy =0
die frithesten W-zulissigen Startzeitpunkte der Vorgénge mit ES} = ES(W,1,0) = 0,
ESy = ES3(W,1,0) = 3 und ES; = ES3(W,1,0) = 4 bestimmt. Anschliefend wird der
indirekte zeitliche Mindestabstand dy 39 := ES; — ES| = 4 — 0 = 4 gesetzt und der Zeit-
punkt ¢ = min(min(ey( ESS) — dya, e3(ES3) — di3), —d1g) = min(min(7 — 3,7 — 2),8) = 4
unter der Annahme LS; = —d;y = 8 berechnet. Da ESg—dlg = 2 < t' = 4 gilt, ergibt sich

fir Vorgang ¢ = 1 zunéchst eine Erhohung des Zeitpunkts ¢ = 0 um zwei Zeiteinheiten
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Abbildung 4.2: Indirekte zeitliche Mindestabstande

bis Zeitpunkt ESg — di3 = 2 erreicht wird, sodass die Zeitabstande d; 32 = di3 = 2 und
dy 34 = dy3 = 2 abgespeichert werden. In der néchsten Iteration mit ¢t := t'4+1 = 5 werden
die frithesten W-zulissigen Startzeitpunkte der Vorgénge mit ES| = ES{(W,1,5) = 7,
ES, = ESy(W,1,5) = 10 und ES; = ES3(W,1,5) = 11 bestimmt, sodass die Startzeitbe-
schrankung von Vorgang ¢ = 1 durch W; := Wy \ [5,6] = {0,1,...,4,7,8,9} aktualisiert
und Zeitpunkt ¢t := ES| = 7 gesetzt wird. Die Startzeitpunkte ¢ = 5 und ¢ = 6 sind
dementsprechend W-unzuldssig. Das untere Diagramm in Abbildung 4.2 zeigt die indi-
rekten zeitlichen Mindestabsténde zwischen den Vorgéngen ¢ = 1 und j = 3 fiir alle
W-zulassigen Startzeitpunkte von Vorgang ¢ = 1 nach Ablauf von Algorithmus 4.3. Die
Zeitabstéande, die in der Liste [dy3(W,t)] im Verlauf von Algorithmus 4.3 abgespeichert
wurden, sind durch Quadrate im unteren Diagramm der Abbildung gekennzeichnet. Wei-
terhin sind die Zeitabstédnde, die innerhalb einer Iteration abgespeichert wurden, durch
gestrichelte Linien miteinander verbunden, um die Bestimmung der Zeitabstande fiir alle
W-zuléssigen Startzeitpunkte von Vorgang ¢ = 1 durch die Berechnungsvorschrift (4.1)

zu verdeutlichen.

Das Zeitplanungsverfahren, das in Algorithmus 4.4 beschrieben wird, bestimmt fiir jedes
Vorgangspaar (i,7) € V x V, i # j eine nach nichtfallenden Werten von t sortierte
Liste [dy;(W,t)] fiir eine Teilmenge aller Zeitpunkte ¢ € #, um den indirekten zeitlichen
Hochstabstand cﬁj (W, 1) fur jeden W-zuldssigen Startzeitpunkt 7 € W eines Vorgangs i €
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Algorithmus 4.4: Bestimmung der indirekten zeitlichen Hochstabstande

Input: Startzeitbeschrankung W
Output: Hochstabstandsmatrix D (W)

1if S =0V I eV : W, =0 then
2 | terminate (Sp(W) = 0)

3 forall: € V do

4 t := max W,

5 | while Sp(W,i,t) # 0 do

6 LS":= LS(W,i,t)

7 if LS] <t then

8 W; = W; \ [LS] + 1,1

9 t:=LS]

10 forall j € V' \ {i} do

11 ‘ diji = LS} — LS|

12 t' = max(maxjev iy (55 (LS}) + dji ), doi)
13 if ¢ <t then

14 forall j € V'\ {i} do

15 if LS} + dj; > 1’ then

16 if ¢ > LS} + dj; then
17 | dijrsvay = —djs
18 dijy = —dj;

19 else

20 ‘ dijp = LSJ’- —t
21 t:=t—1

[0,]

V ermitteln zu konnen. Zusétzlich bestimmt das Verfahren, wie auch Algorithmus 4.3, alle
W-zuléssigen Startzeitpunkte der Vorginge eines Projekts. Das Zeitplanungsverfahren in
Algorithmus 4.4 basiert auf einer schrittweisen Verkleinerung der Zeitpunkte innerhalb
einer Startzeitbeschrénkung W;, beginnend mit dem grofiten Zeitpunkt ¢ = max W;.
Wie auch in Algorithmus 4.3 werden fiir jeden Vorgang ¢ € V solange W-unzuléssi-
ge Startzeitpunkte aus W; entfernt und Anpassungen des Zeitpunkts ¢ vorgenommen,
bis schliellich kein W-zulassiger Startzeitpunkt mehr durch eine Verkleinerung von ¢
erreicht werden kann. Die Bestimmung von ¢’ fiir die Anpassung des Zeitpunkts ¢ sowie
die Berechnung der indirekten zeitlichen Hochstabstdnde in jeder Iteration, die in der

~

Liste [d;; (W, t)] abgespeichert werden, basieren auf Satz 4.5.
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Satz 4.5. Gegeben seien LS' = max Sp(W,i,t) und LS" = max Sp(W, i, 7). Dann gilt fiir
jeden Zeitpunkt T € W; mit max(max;je (i) (8;(LS5) +dji), doi) < 7 < LS} die Bedingung
LS} = min(LS), T — dy;) fiir jeden Vorgang h € V.

Beweis. Analog zum Beweis von Satz 4.3. O

Nach der Ausfithrung von Algorithmus 4.4 werden die Hochstabstandsmatrix D\(W) =
([dij (W, 1)))ijev sowie die Startzeitbeschrénkung W, die ausschlieBlich alle TW-zuléssi-
gen Startzeitpunkte der anfinglichen Startzeitbeschriankung enthélt, ausgegeben. Der
indirekte zeitliche Hochstabstand c@j(W, 7) fir jeden W-zuldssigen Startzeitpunkt 7 eines

Vorgangs ¢ € V' kann durch
dij(W,7) == dig(W, ') + sgn (dig(W, 7") = diy(W, 7)) - (7 = 7')

mit 7 ;= max{c € ¥V |o < 7}, 77 := min{oc € V|o > 7} und ¥ als Menge aller

abgespeicherten Zeitpunkte in [d;;(W,t)] berechnet werden.

Satz 4.6. Algorithmus 4.4 bestimmt fiir jeden Vorgangi € V' alle W-zuldssigen Startzeit-
punkte und den indirekten zeitlichen Hichstabstand di;(W,t) zu jedem Vorgang j € V\{i}
fur eine Teilmenge aller Zeitpunkte t € H, durch die der zeitliche Hochstabstand CZ](VV, T)
fur jeden W-zulassigen Startzeitpunkt T € W; bestimmt werden kann, mit einer Zeitkom-
plezitit von O(|V|*|E|(B + 1)).

Beweis. Analog zum Beweis von Satz 4.4 mit entsprechender Anpassung der Lemma-
ta 4.2, 4.3 und 4.4. O

Es ist zu beachten, dass in Kreter (2016, Abschnitt 5.1) und Kreter et al. (2016) unter-
schiedliche auf dem Floyd-Warshall-Algorithmus basierende Zeitplanungsverfahren zur
Projektplanung mit allgemeinen Zeitbeziehungen und Kalendern vorgestellt wurden, die
ebenfalls zur Bestimmung aller W-zuldssigen Startzeitpunkte sowie der indirekten zeitli-
chen Mindestabstédnde zwischen allen Vorgangspaaren verwendet werden konnen. Fiir
die Verfahren konnten Zeitkomplexititen von O(max(|V[*d?, |V [*d?)), O(|V|*d?) und
O(max(|V|"(B + 1)3,|[V|¥(B + 1)?)) in Bezug auf die Notation der vorliegenden Dis-
sertation gezeigt werden, wahrend die Zeitplanungsverfahren, die in diesem Abschnitt
vorgestellt wurden, jeweils eine Zeitkomplexitit von O(|V|?|E|(B + 1)) aufweisen. Dar-
iiber hinaus stellt Algorithmus 4.4 das einzige dem Autor dieser Dissertation bekannte
Verfahren zur Bestimmung der indirekten zeitlichen Hochstabstdnde zwischen den Vor-

gangspaaren fiir ein Projektplanungsproblem mit Startzeitbeschrankungen dar.
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4.2 Konsistenztests

Konsistenztests werden zur Einschrankung eines betrachteten Suchraums durch die Her-
leitung impliziter Restriktionen eingesetzt, wobei der verkleinerte Suchraum weiterhin
alle zulassigen Losungen enthalt. Die impliziten Restriktionen werden aus den Wertebe-
reichen der Entscheidungsvariablen und den durch die explizit gegebenen Restriktionen
bestehenden Zusammenhénge abgeleitet. Allgemein kann jeder Konsistenztest durch eine
Bedingung und eine Restriktion beschrieben werden, wobei die Restriktion dem betrach-
teten Suchraum nur dann hinzugefiigt wird, falls die zugehorige Bedingung erfiillt ist
(vgl. Schwindt, 2005, Abschnitt 1.2.4). Zur Einschrankung eines Suchraums werden in
der Regel verschiedene Konsistenztests solange ausgefiihrt, bis entweder durch keinen
der betrachteten Konsistenztests weitere Restriktionen abgeleitet werden koénnen oder
gezeigt wird, dass keine zuldssige Losung im Suchraum existiert. Dieser Zustand wird

auch als Fixpunkt der Konsistenztests bezeichnet.

Im Folgenden werden verschiedene Konsistenztests zum RCPSP /max-m vorgestellt, die in
jedem Knoten der Enumerationsverfahren, die in Kapitel 5 beschrieben werden, verwen-
det werden konnen. Alle Konsistenztests in diesem Abschnitt kénnen entsprechend zur
Einschrankung des Suchraums Sy(W) eines beliebigen Enumerationsknotens eingesetzt
werden. Fiir jeden der nachfolgend betrachteten Konsistenztests kann die abgeleitete Re-
striktion direkt in eine Startzeitreduktion tiberfiihrt werden, d.h., es wird mindestens
ein Zeitpunkt aus der Startzeitbeschrankung W; eines Vorgangs eliminiert, wenn die Be-
dingung des betrachteten Konsistenztests erfiillt ist. In Anlehnung an Dorndorf et al.
(2000b) werden alle Konsistenztests in diesem Abschnitt unter dem Begriff Domain-
Konsistenztests zusammengefasst, wobei jeder der Konsistenztests als eine Funktion
aufgefasst werden kann, die einer Startzeitbeschrinkung W eine Startzeitbeschrénkung
W' = ~(W) mit W/ C W; fur alle i € V zuordnet. Im Fall der in diesem Abschnitt be-
trachteten Domain-Konsistenztests kann der Fixpunkt durch eine Startzeitbeschrankung
W angegeben werden, fir die v(W) = W fiir alle betrachteten Konsistenztests v € T’
oder W; = () fiir mindestens einen Vorgang i € V gilt.

Die ersten Konsistenztests, die in diesem Abschnitt vorgestellt werden, basieren auf den
Zeitbeziehungen S; > S; + ¢;; fiir alle Vorgangspaare (7,7) € E und kénnen daher auch
unabhéingig vom betrachteten Ressourcentyp fiir andere Projektplanungsprobleme als
fir das RCPSP/max-m eingesetzt werden. Zunichst werden sogenannte Vorrang-Kon-
sistenztests betrachtet, die bereits fiir Projektplanungsprobleme mit Vorrangbeziehun-
gen (vgl. z. B. Dorndorf et al., 2000a; Alvarez-Valdes et al., 2006) und mit allgemeinen

Zeitbeziehungen (vgl. z. B. Dorndorf et al., 2000c) angewendet und untersucht wurden.
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Im Anschluss daran wird erlautert, wie der Fixpunkt dieser Konsistenztests durch die
Zeitplanungsverfahren in Abschnitt 4.1.1 bestimmt werden kann. In jeder Iteration der
Vorrang-Konsistenztests wird fiir alle Zeitbeziehungen (i, j) € E tiberpriift, ob die Zeit-
punkte ¢ € W; die Bedingung ¢t > min W, + ¢;; und die Zeitpunkte ¢t € W; die Bedingung
t < maxW; — ¢;; erfillen. Es wird dabei ausgenutzt, dass minW; 4 d;; eine untere
Schranke fiir den Startzeitpunkt S; und max W; — d;; eine obere Schranke fiir den Start-
zeitpunkt S; darstellt. Die Konsistenztests konnen durch die folgenden Bedingungen und

Startzeitreduktionen fiir jede Zeitbeziehung (i, j) € E dargestellt werden:

min W; <minW; +4;; = W; = W;\ [0, min W; + 0]
max W; > maxW; —§;; = W, :=W,;\]maxW; —d;;, 00[

Als Nachstes wird der Zusammenhang der Vorrang-Konsistenztests zu den Zeitplanungs-
verfahren in Abschnitt 4.1.1 erlautert. Sei W die Startzeitbeschrankung vor der Durch-
fithrung der Vorrang-Konsistenztests, W' die Startzeitbeschrankung nach einer beliebigen
[teration und W” ein Fixpunkt. Dann kann in Anlehnung an den Beweis von Satz 4.1
gezeigt werden, dass die Zusammenhéinge (min W/);cy = ES(W) und (max W/ );ey =
LS(W) fir Sp(W) # 0 gelten. Zunichst sind die Bedingungen min W; < ES;(W)
fur alle Vorginge ¢ € V erfillt. Da daraus min W/ + ¢;; < ES;(W) in jeder Ite-
ration folgt und der Fixpunkt fiir S7(W) # () erst vorliegt, wenn die Bedingungen
min W; > min W; +6;; fiir alle (¢, j) € E erfiillt sind, gilt (min W}");ey = ES(W). Analog

kann (max W/ );ey = LS(W) fir Sp(W) # () abgeleitet werden. Der Fixpunkt W” der
Vorrang-Konsistenztests kann somit durch die Algorithmen 4.1 und 4.2 mit einer Zeit-
komplexitét von O(|V||E|(B + 1)) bestimmt werden. Fir den Fall, dass ein W-zulassiger
Schedule fiir die Startzeitbeschrankung W existiert, wird W/ := W; N [ES;(W), LS;(W)]
fir alle Vorgénge i € V' mit einer Zeitkomplexitat O(|V |+ B) gesetzt. Die Vorrang-Kon-
sistenztests werden im weiteren Verlauf dieser Arbeit durch den Temporal-Bound (TB)
Konsistenztest zusammengefasst, der durch die Bedingung und die zugehorige Startzeit-
reduktion

t¢ [BES;(W),LS;(W)] = W;:=W;\{t}
fiir jeden Vorgang ¢ € V und jeden Startzeitpunkt ¢ € W; beschrieben wird.

Der nachste Konsistenztest basiert ebenfalls auf den Zeitbeziechungen S; > S; + ¢;; fiir
alle Vorgangspaare (i,j) € E, wobei im Gegensatz zum TB-Konsistenztest nicht nur
die Startzeitpunkte ¢ € W; mit t < ES;(W) oder t > LS;(W) aus W; entfernt wer-

den, sondern auch alle weiteren nicht W-zulédssigen Startzeitpunkte. Der Temporal (T)
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Konsistenztest wird durch

beschrieben, wobei eine Iteration dieses Konsistenztests die Bedingung fiir jeden Vorgang
i € V und alle Zeitpunkte t € W; tberpriift. Wie in Abschnitt 4.1.2 gezeigt wurde, kann
der Fixpunkt des T-Konsistenztests durch Algorithmus 4.3 (oder Algorithmus 4.4) mit
einer Zeitkomplexitit von O(|V|?|E|(B + 1)) bestimmt werden. Aus der Definition der
W-zulassigen Startzeitpunkte folgt direkt, dass der T-Konsistenztest den TB-Konsistenz-
test in dem Sinne dominiert, dass W, C W.IB fiir alle i € V mit W7 als Fixpunkt des
T-Konsistenztests und WT? als Fixpunkt des TB-Konsistenztests gilt.

Im Folgenden werden Konsistenztests fiir das RCPSP /max-m vorgestellt, die auf den Res-
sourcenrestriktionen 7§ (S) < Ry fiir alle partiell erneuerbaren Ressourcen & € R basieren
und zum Teil die Zeitrestriktionen fiir weitere Einschrankungen mit einbeziehen. Alle
diese Konsistenztests haben gemeinsam, dass fiir jeden Startzeitpunkt eines Vorgangs
iiberpriift wird, ob die Ressourceninanspruchnahme zusammen mit den Mindestressour-
ceninanspruchnahmen aller anderen Vorginge des Projekts die Kapazitdt mindestens
einer Ressource tibersteigt. Die Mindestressourceninanspruchnahme eines Vorgangs wird
dabei fiir jeden der nachfolgenden Konsistenztests unterschiedlich berechnet. Zunéachst
wird der Resource-Bound (RB) Konsistenztest beschrieben, der ausschliefilich die Res-
sourcenrestriktionen berticksichtigt, sodass die Zeitbeziehungen zwischen allen Vorgangen
des Projekts vernachléssigt werden. Entsprechend beeinflusst der betrachtete Startzeit-
punkt ¢ € W; eines Vorgangs i € V nicht die moglichen Startzeitpunkte aller anderen
Vorgénge j € V' \ {i} des Projekts, sodass die Mindestinanspruchnahme einer Ressource

k € R fir Vorgang j durch

rj-;cmm(W) = min{rj,(7) [ 7 € W;}

gegeben ist. Fir jede Ressource k € R wird die Mindestinanspruchnahme rjcmm(W) fir
jeden Vorgang j € V;, := {i € V | rd > 0} bestimmt. Der RB-Konsistenztest wird durch

die Bedingung und die zugehorige Startzeitreduktion

FkeR i)+ Y W) >R, = W= Wi\ {t)
JeVi\{i}
mit R; := {k € R |r% > 0} beschrieben. Innerhalb einer Iteration des RB-Konsistenz-
tests wird die Bedingung fiir jeden Vorgang i € V'\ {0,n+ 1} und alle Zeitpunkte t € W;

iberprift. Eine Iteration des RB-Konsistenztests kann mit einer Zeitkomplexitat von
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O(|V|Z + |R|B) mit Z als Anzahl der Belegungsintervalle iiber die Periodenmengen IIj
aller Ressourcen k € R bestimmt werden. Eine nichtleere Menge I := {s,s+1,...,e} C Z
wird dabei genau dann als Belegungsintervall von Iy mit den Start- und Endperioden
s und e bezeichnet, wenn die Bedingungen I C Il und s — 1,e 4+ 1 ¢ Il erfiillt sind.
Die Durchfiihrung einer Iteration des RB-Konsistenztests mit einer Zeitkomplexitat von
O(|V|Z + |R|B) wird dadurch erreicht, dass die Ressourcenbelegungen r%(¢) fir jeden
Vorgang ¢ € V und jede Ressource k € R; nur fiir eine Teilmenge aller Zeitpunkte
des Planungshorizonts ¢ € H in einer nach nichtfallenden Werten von ¢ sortierten Liste
[ (t)] abgespeichert werden. Die Zeitpunkte 7 € H und die zugehorigen Ressourcenbe-
legungen, die in der Liste [r}, ()] abgespeichert werden miissen, kénnen aus den folgenden

Zusammenhangen abgeleitet werden:

T+lellk AT+pi+1elly = rig(r+1) =rj(7)

THlelly AT+pi+1¢1L = rj(r+1) =ri(r) -1 (4.2)
T+1¢ AT+pi+1elly, = ra(r+1)=r4(r)+1

TH1¢I AT+pi+1¢1, = ri(r+1) =rji(r)

Aus den Beziehungen zwischen den Zeitpunkten 7 und 7+ 1 folgt, dass die Bestimmung
der Ressourcenbelegungen fiir alle Zeitpunkte 7 € W := {7/ € H |7 € U V 7' + p; € Uy}
mit

ukI:{O|U¢Hk/\U+1€Hk}U{U|O’€Hk/\0+1¢nk}U{O,CZ}

ausreichend ist, um die Ressourcenbelegungen fiir alle Zeitpunkte 7 € H bestimmen zu
konnen. Es ist dabei zu beachten, dass ¥ der Menge der Stiitzstellen einer Funktion
entspricht, die sich aus der linear-interpolierenden stetigen Fortsetzung der Ressourcen-
belegungen 7% (1) iber alle Zeitpunkte 7 € H ergeben wiirde. Analog zu den Listen
[di;(W, )] und [d;;(W, t)] kann die Ressourcenbelegung r% (7) fiir jeden Zeitpunkt 7 € H
durch

ri(7) = rip (7)) + sen (rig (77) — ik (7)) - (7 = 7) (4.3)

mit 7 = max{c € ¥V |o < 7}, 77 := min{oc € V|o > 7} und ¥ als Menge aller

abgespeicherten Zeitpunkte in [rf (¢)] berechnet werden.

Um die Bestimmung einer Liste [r (¢)] zu veranschaulichen, wird das Beispiel in Abbil-
dung 4.3 betrachtet. In der Abbildung wird der Verlauf der Ressourcenbelegung einer
Ressource k € R; durch einen Vorgang i € V iiber alle Zeitpunkte des Planungshorizonts
t € H mit I, ={3,...,7,12} und p; = 3 gezeigt. Die Ressourcenbelegung r% (¢) fir den
Zeitpunkt ¢ = 0 und die Periodenmenge II; werden jeweils durch schraffierte Flachen

verdeutlicht. Fiir das Beispiel ergibt sich Uy = {o |0 ¢ I Ao+ 1 €Il } U {o|o €
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M Ao+1¢IL} U {0,d = {211} U{7,12} U{0,15} = {0,2,7,11,12, 15}, sodass
UV={reH|T et U{T e H|T +p; €U} ={0,2,7,11,12,15} U {4,8,9,12} =
{0,2,4,7,8,9,11,12,15} direkt abgeleitet werden kann. Die Zeitpunkte 7 € W, fiir die
es ausreicht, die Ressourcenbelegungen in der Liste [r}(t)] abzuspeichern, sind in Ab-
bildung 4.3 durch Quadrate markiert. Die Verbindung der Quadrate durch gestrichelte
Linien soll die Bestimmung der Ressourcenbelegung fiir jeden Zeitpunkt 7 € H durch die

Berechnungsvorschrift (4.3) verdeutlichen.

- Q‘l

1 2 4 ) 6 7 8 9 10 011 12 : 13 : 14 : 15 v
7i(t)
3 _[o}------ R {o]
- . e,
1 o'/, . [®}-==--- T (ol
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 t

Abbildung 4.3: Verlauf der Ressourcenbelegung iiber den Planungshorizont

Aus den Beschreibungen zur Erzeugung einer Liste [}, (t)] folgt schlieflich, dass die An-
zahl der abgespeicherten Zeitpunkte und der zugehorigen Ressourcenbelegungen in einer
Liste [r}.(t)] durch O(Zy) mit Z, als Anzahl der Belegungsintervalle in II; polynomiell

beschrankt ist. Die minimale Ressourcenbelegung
P = mingrf(r) | 7 € W)

kann entsprechend mit einer Zeitkomplexitat von O(Zy + B;) berechnet werden, woraus
fiir die Bestimmung der Mindestinanspruchnahmen r5™ (W) = 7™ (W) rd fir alle
Vorgiange i € V, und Ressourcen k£ € R innerhalb einer Iteration des RB-Konsistenz-
tests eine Zeitkomplexitat von O(|V|Z + |R|B) folgt. Da weiterhin alle inkonsistenten
Startzeitpunkte ¢ € W; fiir jede Ressource k € R; mit einer Zeitkomplexitit von O(Zy, +
B;) aus W; entfernt werden konnen, ergibt sich eine Zeitkomplexitiat von O(|V|Z + |R|B)
fir eine Iteration des RB-Konsistenztests. Fiir jede Instanz des RCPSP /max-7 wird im
weiteren Verlauf dieser Arbeit vorausgesetzt, dass zu Beginn fir jeden Vorgang i € V und
jede Ressource k € R; eine Liste [r}.(t)] erzeugt wird. Die Zeitkomplexitéit von O(|V|Z)

fir die Bestimmung aller Listen ergibt sich direkt aus den Bezichungen (4.2) und der
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Verwaltung aller Periodenmengen 11 als Listen, die nur die Start- und Endperioden der

Belegungsintervalle beinhalten.

Im Folgenden wird ein Konsistenztest, der in Alvarez-Valdes et al. (2006) fiir das Projekt-
planungsproblem RCPSP /7 entwickelt wurde, um allgemeine Zeitbeziehungen zwischen
den Vorgangen des Projekts erweitert. Das entsprechende Verfahren stellt eine FErwei-
terung des RB-Konsistenztests dar, wobei neben den Ressourcenrestriktionen zusatzlich
auch die Zeitbeziehungen zwischen den Vorgédngen des Projekts beriicksichtigt werden.
Es wird dabei ausgenutzt, dass fiir jeden zulédssigen Schedule der Startzeitpunkt eines
Vorgangs auf ein Zeitfenster eingegrenzt werden kann, falls der Startzeitpunkt eines an-
deren Vorgangs bereits festgelegt wurde. Zur Eingrenzung der Startzeitpunkte 7 € W
eines Vorgangs j € V wird fiir den D-Konsistenztest die Distanzmatrix D = (d;;); jev
betrachtet. Fir jeden Startzeitpunkt ¢t € W, eines Vorgangs ¢ € V' wird dabei ein Start-

zeitfenster [t + d;;,t — dj;] fir jeden anderen Vorgang j € V' \ {i} bestimmt. Der D-

ijs t
Konsistenztest wird fiir jeden D-zulassigen Startzeitpunkt ¢ € W; eines Vorgangs i € V
ausgefiithrt, wobei ein Startzeitpunkt ¢ € W, genau dann als D-zuldssig bezeichnet wird,
wenn [t+d;;, t—d;]NW; # 0 fur alle j € V gilt. Die Mindestinanspruchnahme einer Res-
source k € R durch einen Vorgang j € V'\{i} tber alle Zeitpunkte 7 € [t+d;;,t—d;;]NW;

fiir einen Startzeitpunkt ¢ € W; von Vorgang ¢ ist durch
%’"(W D) = min{rj(7) |7 € W; N[t + dij, t — dj]}

gegeben. Entsprechend kann der D-Konsistenztest, der fiir jeden Vorgang ¢ € V und
alle D-zuldssigen Startzeitpunkte in W, ausgefiihrt wird, durch die Bedingung und die

zugehorige Startzeitreduktion

FkeR: GO+ Y, rin"(W,D)> Ry = W;:=W;\{t}
J€VER\{i}

beschrieben werden. Algorithmus 4.5 skizziert den Verlauf einer Iteration des D-Konsis-

tenztests.

Im Folgenden wird gezeigt, wie eine Iteration des D-Konsistenztests durch die Generie-
rung von Listen in polynomieller Zeit in der Anzahl an Startzeitunterbrechungen der
betrachteten Startzeitbeschrankung W ausgefithrt werden kann. Im ersten Schritt wird
zunéchst die Bestimmung der Liste [rZ“],:Zm(W, D)] erlautert, die sich aus den Mindestbe-
legungen

PV, D) 1= min{rl () | 7 € W O [t 4 dig, t — dyi]}
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Algorithmus 4.5: D-Konsistenztest

Input: Startzeitbeschrankung W
Output: P (W)

1 foralli € V do

2 forall £ € R do

3 forall j € V;, \ {i} do

4 ‘ Bestimme Liste [rf],?t”"(VV, D)] (Algorithmus 4.6)

5 Erzeuge Liste [r57" (W, D)]

6 Aktualisiere W (gemaB 3k € R : 75" (W, D) > R, = W, :=W;\ {t})
7 return W

einer Ressource k € R fiir ein Vorgangspaar (i,7) € V x Vi, ¢ # 7 und eine Teilmen-
ge aller Startzeitpunkte ¢t € H zusammensetzt. Die Liste [TZ;'ZZ"(W, D)] kann analog zu

den Berechnungsvorschriften (4.1) und (4.3) zur Bestimmung der Mindestressourcenbe-

legung rZ,Zf”(VV, D) fir jeden D-zulédssigen Startzeitpunkt 7 € W; von Vorgang i € V
verwendet werden. Das Vorgehen fiir die Generierung der Liste [rfj,ﬁm(W, D)] wird in

Algorithmus 4.6 skizziert.

Zunéchst wird in Zeile 1 von Algorithmus 4.6 tiberpriift, ob mindestens ein Startzeitpunkt
t € W; des Vorgangs i € V' die Menge der Startzeitpunkte W, von Vorgang j € Vi, \ {i}
einschrinkt, d. h., ob W (t) C Wy mit WS(¢) = [t + dij, t — djs] N W gilt. Fiir den Fall,
dass die Bedingung W (t) = W; fiir jeden Zeitpunkt ¢ € W; erfiillt ist, wird die Min-
destressourcenbelegung 7™ (W) sowohl fiir den Zeitpunkt ¢ = min W; als auch fiir den
Zeitpunkt ¢ = max W; in der Liste [rj;}" (W, D)] abgespeichert (Zeile 30). Falls dagegen
Wi (t) € Wj fiir mindestens einen Zeitpunkt ¢t € W; gilt, werden alle Startzeitpunkte
in der Startzeitbeschrankung W; beginnend mit dem kleinsten Zeitpunkt ¢ = min W;
durchlaufen. Zur Vereinfachung der Darstellung werden im Folgenden min () := oo und
max () := —oo vorausgesetzt. Vor der ersten Iteration werden zunéchst die Mindestres-
sourcenbelegung 7y, = min{r{, (7) | 7 € W(¢)} und der spéteste Zeitpunkt 7 € W (t)
durch 7" = max{r € Wi(t) | riy(r) = i} fir den Zeitpunkt

t = min W; berechnet. Im Anschluss daran wird r* . fiir den Zeitpunkt ¢ = min W; in

min

mit r;-‘k(T) =re.
der Liste [TZ,ZZW(W, D)] abgespeichert sowie die Bindrvariable shiftOnly := false gesetzt,
die im Verlauf des Algorithmus angibt, ob fiir den aktuell betrachteten Zeitpunkt ¢ die

u
min

(shiftOnly = false) oder nicht (shiftOnly = true). Solange ¢t < max W; gilt, wird in je-

der Iteration von Algorithmus 4.6 der spéteste Zeitpunkt t° ermittelt, der durch eine

Mindestressourcenbelegung . bereits in der Liste [TZ,Z'ZW(W, D)] abgespeichert wurde

u
min

Erhohung des Zeitpunkts ¢ ohne Veranderung von r®, erreicht werden kann. Zur Be-

stimmung von ¢* werden die Zeitpunkte 7' := min{r € W; [ 7 >t — dj Ar(7) <717}
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Algorithmus 4.6: Bestimmung der Liste [TZ;T"(W, D)]

Input: Startzeitbeschrankung W, Distanzmatrix D
Output: [TZ,Z'ZM(VV, D)]

1 if min W; — dj; < maxW; vV max W, + d;; > min W; then

9 t ;= min W, Tinin -= min{r¥ (1) | 7 € Wi(1)}
3 T = max{T € WE(t) | r55.(7) = 714}
4 rfj,gfm = shiftOnly := false
while t < max W; do
6 ,7-/ = mln{’T [ W] | T > t — d‘” /\ T‘;Lk(T) < T}'LTLZTL}
7 " i=min{r € W; |7 > 77" Ari(7) > i}
t=t":=00
if 7’ <oothent :=7"—-1+4dj
10 if 77 < oo then t" := max{r € W, |7 < 7"} —d;;
11 t* ;= min(t',t")
12 if t* < max W, then
13 if t* =t then
14 ‘ Algorithmus 4.7
15 else
16 rid = min{7r, (1) |7 € W; N [t° + 1+ dij, t° + 1 — dj] }
17 if rit = 1" then
18 te=t+ 1, = max{r € Wi(t) [ri(r) = ron
19 shiftOnly = true
20 else
21 if 7" = s5;(7") then
22 ‘ Algorithmus 4.8
23 else
24 ‘ Algorithmus 4.9
25 else
26 ‘ t := max W;, shiftOnly = true
27 if shiftOnly = true then
28 ‘ Tidht = Thin
29 else
s0 | rp = min{rh(T) [T € Wik i w, = P wy = T

31 return [r;‘],zzm]

und 77 := min{r € W; |7 > 7" Ar¥ (1) > 7}, } ermittelt. Der Zeitpunkt 7' gibt

den néchstgrofleren Startzeitpunkt von Vorgang j € V' mit einer geringeren Ressourcen-

u
min

belegung als ", mit 7 € W; und 7 > ¢t — d;; an, wohingegen 7" den néchstgroferen

Startzeitpunkt von Vorgang j mit einer grofieren Ressourcenbelegung als v, mit 7 € W;

min
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und 7 > 7™" beschreibt. Entsprechend kann der Startzeitpunkt ¢ von Vorgang ¢ bis zum

u
min

Zeitpunkt ¢’ = 7" — 1 + dj; ohne Verringerung der Mindestressourcenbelegung 5. und

bis zum Zeitpunkt ¢ = max{r € W; |7 < 7"} — d;; ohne Anstieg von r¥. erhoht

werden. Der spateste Zeitpunkt t°, bis zu dem eine Erhohung des Startzeitpunkts ¢ von

u
min

Vorgang ¢ ohne Veranderung von r! . durchgefiihrt werden kann, ergibt sich somit durch

t* := min(¢', t").

u
min

fiir den Startzeitpunkt ¢* + 1 folgt, wird Algorithmus 4.7 ausgefithrt. Zunéchst wird der

Falls die Bedingungen t* < max W; und t* = t’ erfiillt sind, woraus eine Abnahme von r

Zeitpunkt ¢* mit der aktuellen Mindestressourcenbelegung 7 . in der Liste [rf];'zm(ﬂ/, D)]

min
u
min

abgespeichert, falls t* > t gilt oder Zeitpunkt ¢ mit r% . in der letzten Iteration nicht

abgespeichert wurde (shiftOnly = true). Es werden zwei Falle in Algorithmus 4.7 in

Bezug auf den Zeitpunkt 7" unterschieden. Im ersten Fall entspricht 7" dem Startzeitpunkt

u
min

s;(7") des Startzeitintervalls I in W;, dem 7’ zugeordnet ist, wodurch 7%, durch eine

Erhéhung von ¢* um eine Zeiteinheit beliebig abnehmen kann. Fiir den zweiten Fall mit

7" # s;(7') nimmt r¥, durch die Erh6hung von t* um jeweils eine Einheit genau um

eine Einheit ab, solange t* — d;; < 7% mit 7% := max{r € W; N[, e;(1")] | ri(v) <
ri(v—1) Vo € W;: 7" <wv < 7} erfiillt ist. Fir beide Félle gilt, dass es ausreicht, den

u,min

dec) in der Liste [rj7;;"" (W, D)] abzuspeichern, um

Zeitpunkt 79 4 dj; mit 73k, = (T
u,min

risee (W, D) fiir alle Startzeitpunkte 7 von Vorgang i mit 7/ +d;; < 7 < 7%+ dj; analog

zu den Berechnungsvorschriften (4.1) und (4.3) bestimmen zu kénnen. Am Ende von
Algorithmus 4.7 werden schlielich die Werte fiir ¢, r . und 7" aktualisiert, r%, fiir den

Zeitpunkt ¢ = 79 + d; in der Liste [TZ,ZZZ"(W, D)] abgespeichert und shiftOnly := false
gesetzt.

Algorithmus 4.7: Verringerung der Mindestressourcenbelegung

1 if t° > t V shiftOnly = true then

u,min

2 ‘ t=1, Tijkt = Tmin

3 if 7/ = s5;(7') then

4 ‘ rdee = 7/

5 else

6 ‘ Tdec - maX{TGVVjﬂ[T/,Gj(T/)] ‘T;Lk('lj) <T’;’Lk<v—1) V'UGW] :T/SUST}
7 ti=7% +dy, Tt o= T (7). Tmin = rdec

8 ri‘],zzm = shiftOnly := false

Fir den Fall, dass in einer Iteration von Algorithmus 4.6 die Bedingungen t* < max W
und t* # t’ erfiillt sind (¢t° = "), wird zunéchst iiberpriift, ob eine Erhohung des Start-

zeitpunkts ¢* von Vorgang ¢ um eine Zeiteinheit zu einem Anstieg von r . fiihrt. Daftr

min
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wird riot = min{r, (1) [ 7 € Wi N [t° + 14 dij,t° + 1 — dj;] } bestimmt. Falls put = pu
gilt, wird ¢ := ¥ + 1 gesetzt und der Zeitpunkt 7" aktualisiert. Da der Startzeitpunkt
von Vorgang ¢ erhoht wird, ohne den aktualisierten Zeitpunkt ¢ := ¢* + 1 mit der zuge-
Y. in der Liste [ri;™ (W, D)] abzuspeichern, wird

shiftOnly = true gesetzt. Nimmt die Mindestressourcenbelegung durch die Erhohung

horigen Mindestressourcenbelegung
des Startzeitpunkts £* um eine Zeiteinheit dagegen zu, d.h., gilt riot > % wird ent-
weder Algorithmus 4.8 fiir den Fall 7" = s;(7”) oder Algorithmus 4.9 im Fall 7" # s,(7")

ausgefiihrt.

Algorithmus 4.8 erweitert zunéchst wie Algorithmus 4.7 die Liste [TZ,ZZZ"(W, D)] um den
i 1alls Zeitpunkt ¢° noch
nicht abgespeichert wurde. Fiir den Fall 7.7 < 0o bzw. Wi (t° + 1) # () werden die Wer-

min

Zeitpunkt ¢* mit der zugehorigen Mindestressourcenbelegung r%

min
te fir ¢, v, und T

Zeitpunkt t* 4+ 1 der Liste [TZ‘J,Z;LW(W’, D)] hinzugefiigt. Andernfalls wird eine Mindestres-

sourcenbelegung r

aktualisiert und die Mindestressourcenbelegung 7 mit dem

v m = oo fur die Zeitpunkte t*41 und 7" +d;; — 1 abgespeichert, um alle
Zeitpunkte im Intervall [t° + 1, 7" +d;; — 1] als D-unzuldssig zu markieren. Anschlieflend
werden alle Werte fiir ¢ = 7" + dj; aktualisiert und 7}, = 75, (7") fiir den aktualisierten

Zeitpunkt t = 7" + dj; in der Liste [r Z,Z’;Z”(VV, D)] abgespelchert.

Algorithmus 4.8: Erhohung der Mindestressourcenbelegung fir 7 = s;(7")

1 if t° >tV shiftOnly = true then

wu,min
t:=1° .

2 Tijkt = Tmm

3 if r7 < oo then

4 | ti=t"41, P =t T = max{r € W5(t) | ri(7) = rmm
5 rfj;;;m = shiftOnly = false

6 else

7 | ti=t"+1, r;;;j;”‘ = 00

8 t=71"+dj;—1, rl“j,?;m: 00

9 t:=1"+dj, Toin = T5x(T"), Tmin = '

10 rluj,?tm =i ("), shiftOnly = false

Vor der Ausfiihrung von Algorithmus 4.9 folgt zunéchst aus den Bedingungen 7" # s,(7")

und 7F >t dass sich v, durch die Erhohung von ¢* um eine Zeiteinheit genau um

eine Einheit vergréﬁert. Algorithmus 4.9 bestimmt die maximale Zeitspanne, um die der
Zeitpunkt ¢° erhoht werden kann, sodass . durch jede VergroBerung von t° um eine
Zeiteinheit genau um eine Einheit zunimmt. Nach der Speicherung von Zeitpunkt ¢* und
in der Liste [TZ,ZZW(W, D)] fiir den Fall,

der zugehorigen Mindestressourcenbelegung r7 .
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Algorithmus 4.9: Erhohung der Mindestressourcenbelegung fiir 7 # s;(7")

1 if t° >tV shiftOnly = true then
‘ t = ts, u,min

J— u
2 ikt - Tmin

3 77 = max{T € W; N [7",e;(7")] | rif(v) > (v =1) Vo e Wy 7" <v <7}

4 if 77 <t — dji then

5 ‘ T = min{r?k(T) |7 e W, AT <7 <t—dj}

6 else

P g = ()

8 AM = Fumm - T%in

9 while true do

10 | 7 :=min{r € W; |7 >max(7",t — dj;) Ar5(T) < T}
11 AI:TS—l—(t—dji)

12 if A > A™® then

13 b=t AT gt AT

14 T = max{r € W5(t) | r5.(7) = 7l }

15 Zlgm = T i shiftOnly = false

16 break

17 else

18 if A >0 then

19 ‘ AN AN A t:=t+ A, T =T+ A
20 if 7° = 5;(7°) then

21 Algorithmus 4.10

22 else

23 Algorithmus 4.11

dass t* dieser Liste noch nicht hinzugefiigt wurde, wird der Zeitpunkt 77¢ bestimmt. Die

Zeitspanne 77¢ — (t° + d;;) entspricht der maximalen Erhohung des Zeitpunkts ¢*, fiir

u

die gilt, dass sich bei einer Vergrofierung von ¢° um jeweils eine Zeiteinheit .. um eine

Einheit erhohen konnte. Da weiterhin die maximale Erhéhung von r%, um 77— (t*+d;;)
Einheiten fir den Fall ¢* — d;; > 7™¢ durch die Mindestressourcenbelegung 7. im
Zeitintervall [77¢, t* —d,;] eingeschrénkt sein konnte, wird A™* ;= 7% —r  als maximal
u

min

wird zunéchst die Zeitspanne A := 7° — 1 — (¢t — dj;) ermittelt, um die der aktuelle

mogliche Erhéhung von r¥ . bzw. von Zeitpunkt t° gesetzt. In jedem Iterationsschritt

Startzeitpunkt ¢ von Vorgang i erhht werden kann, sodass 7, = min{r§ () | 7 €
W; A7 < 7 < max(7™,t — dj;)} nicht abnimmt. Entsprechend werden fir A > A™

die Werte t := t + A™@ und r*. = r®  + A™® gesetzt, 7™ aktualisiert, die Liste

min min
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7 Z,ZT"(W D)| erweitert und Algorithmus 4.9 beendet (break). Fiir den Fall, dass 7%,
dagegen durch die Erhohung von ¢ um A + 1 < A™* Zeiteinheiten abnimmt, werden
zunéchst die Werte A" ¢t und rp. fir A > 0 angepasst. In Bezug auf den Zeitpunkt 7°
werden die Félle 7° = s;(7°) und 7° # s;(7°) voneinander unterschieden, fiir die jeweils

die Algorithmen 4.10 und 4.11 ausgefiihrt werden.

Algorithmus 4.10: Verringerung von 7y, fiir 7° = s;(7%)

1 if rf (%) < ri, then

2 rzykt = rmin

3 t:=t+1, Timin = T5x(7°), T = s
U,miﬂ [yp— u y Pyp—

4 Titkt = Tmins shiftOnly := false

5 break

S J— u
6 else if 1} (7°) =1}, then
u,min .y
7 rz]kt = Tiin

8 t:=t+1, T = 7S shiftOnly = true

9 break
10 else if i (7°) =7}, + 1 then
11 t:=t+1, Torin = Too + 1, T =78
12 TZ,?ZM = shiftOnly = false
13 break
14 else
15 Tmin *= r;k(Ts)a A = — (T + 1)

16 t:=1t41, R |

min

Algorithmus 4.10 betrachtet den Fall 7° = s;(7°). Es werden vier Félle voneinander un-
terschieden, wobei die Algorithmen 4.9 und 4.10 beendet werden (break), falls r¥, (7°) <

+ 1 gilt. Fir 73 (7°) < 7y, wird durch eine Erhohung von ¢ um eine Zeiteinheit

mm

eine geringere Mindestressourcenbelegung 7%, (7°) mit 7

mn

min — 5 erreicht, sodass die Zeit-

punkte ¢ mit ry,, und ¢ + 1 mit 3 (7°) der Liste [r Zgzm(W D)] hinzugefiigt werden. Gilt

so verdandert sich die Mindestressourcenbelegung r* . durch die

min’ min

dagegen 1% (7°) = 1},
Erhohung des Zeitpunkts ¢ um eine Zeiteinheit nicht, sodass der Zeitpunkt ¢ mit rmm

der Liste [rfjﬁm(ﬂ/, D)] abgespeichert wird und die Variablen durch ¢ :=t+ 1, 7" := 7%
+ 1 wird 7}, durch

eine Vergroflerung von Zeitpunkt ¢ um eine Zeiteinheit weiterhin um eine Einheit erhoht.

und shiftOnly = true aktualisiert werden. Im Fall 73 (7°) = r};,

Entsprechend werden die Werte der Variablen fiir den Zeitpunkt ¢ + 1 angepasst und der
Zeitpunkt ¢t :=t 41 mit rlh. = + 1 der Liste [r Z,?ZZ”(I/V, D)] hinzugefiigt. Im letzten

mm
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Fall 7%.(7%) > ry;, + 1 kann Zeitpunkt ¢ um eine Zeiteinheit vergrofert werden, sodass

min

u

ro .. ebenfalls um eine Einheit erhoht wird und weiterhin die Bedingung 7}

min > Tmm
(A™* > 0) gilt. Da r*, durch eine Erhohung von ¢ weiterhin zunehmen konnte, werden

weitere [terationen des Algorithmus 4.9 ausgefiihrt.

Algorithmus 4.11: Verringerung von 7%, fir 7° # s;(7°%)

1 7% = max{T € W; N [7%,¢;(7%)] | r;»‘k(v) < r;k(v - DYoeW,;:m°<v<r7}
2 A% = min(A™® rd — (¢t —d;))

if rt . 4 Adec > pu o Adec then

3 mzn min
4 Ah = \‘7_‘721171;7‘;:1171J
h h
5 if rit .+ A i re . — A" then .
u
t_t+A’ Trin += mm<|>A
u,min ,__

7 Tijkt = Tmin

8 ti=1t+1, T — dji, shiftOnly = true
9 else

A h u h min .__
10 t—t—FA, T"min -— T m'm+A T —t—dﬂ
11 Tidht = Tomins shiftOnly := false
12 break
13 else
—U dec
14 T =T — A
. dec u o dec

15 t:=1t+ A%, R VAN
16 AmeT . — AmaT _ 9, Adec

Aus 7° # s;(7°) in Algorithmus 4.9 folgt zunéchst, dass sich 7%, jeweils um eine Einheit
verringert, wenn sich Zeitpunkt ¢ um eine Zeiteinheit erhoht, solange £ maximal um
A% = min(A™*, 79 — (¢ — djy;)) mit 7% = max{T € W; N [7%e;(7°)] | rix(v) <
ri (v —1) Yo € W : 7° < v < 7} Zeiteinheiten vergréBert wird. Da die Erhohung
von Zeitpunkt ¢ um eine Zeiteinheit zu einer Zunahme von 7%, um eine Einheit und

zugleich zu einer Abnahme von 7%. um eine Einheit fithrt, wird in Algorithmus 4.11

durch r¢, +Ade > pu. — Adee zunichst iiberpriift, ob nach der Erhohung von Zeitpunkt
t um A€ Zeiteinheiten r%, > 7. gilt. Falls die Bedingung r%, + Ade > pu —— Adec

bzw. Ade > mi”;z“'” = A" erfiillt ist, wird die Zeitspanne AP := {%J bestimmt.

min

D)
Es werden die beiden Fille A" < 272 (A™ it ungerade) und AP = 225 (Ama® jgt

Am’“ min + Ah < rmm - Ah
+A" gesetzt und in der Liste

gerade) unterschieden. Fiir den Fall A" < ist die Bedmgung r

erfiillt, wobei die Variablenwerte ¢ := ¢+ A" und T =

[ Z}:};m

mm

(W, D)] abgespeichert werden. Da durch eine weitere Erhohung des Zeitpunkts ¢t um

eine Zeiteinheit die Mindestressourcenbelegung % . unverandert bleibt, werden ¢ := t+1,

min
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"=t — dj; und shiftOnly := true gesetzt. Falls dagegen A" = Am“ gilt, werden alle
Variablenwerte durch ¢ := t + A", ¢ .= + AP und 7™ = t — dj; aktualisiert

min mm
u,min

und ry,, fiir Zeitpunkt ¢ der Liste [r;2;™ (W, D)] hinzugefiigt. In beiden Féllen werden
die Algorithmen 4.9 und 4.11 beendet (break), da r¥,, durch eine weitere Vergroferung

von t um eine Zeiteinheit nicht weiter erhoht werden kann. Abschlieffend ist der Fall

P 4+ Adee < — Ao Dz, Adee < IminZTmin — 872 7y betrachten. Zundchst werden

die Variablen r%. = r% + A% t = ¢ 4+ A% und 7

min

woraus schlieflich A™® ;= Amar — 2. Adec > () (Ade < #) fiir die nachste Iteration

von Algorithmus 4.9 folgt.

. dec e
win = T — A% aktualisiert,

Falls in einer Iteration von Algorithmus 4.6 die Bedingung ¢* > max W; erfillt ist und

somit die Mindestressourcenbelegung r! . bis zum Startzeitpunkt max W; von Vorgang

© konstant bleibt, werden die Variablen ¢ := max W, und shiftOnly := true gesetzt.
Sobald t > max W; nach einer Iteration von Algorithmus 4.6 gilt, wird abschlieend der
der Liste [r;;,’g;m(w, D)]
hinzugefiigt, falls r* . fir den Zeitpunkt ¢ noch nicht abgespeichert wurde. Die Ausgabe
von Algorithmus 4.6 ist schliefflich die Liste [TZ‘J,Z’"(W', D)].

Zeitpunkt ¢ mit der zugehorigen Mindestressourcenbelegung ...

Satz 4.7. Algorithmus 4.6 bestimmt fir ein Vorgangspaar (i,7) € V X Vi, i # j die
Mindestbelegung TZ,?Z"L(W D) einer Ressource k € R fir eine Teilmenge aller Zeitpunk-
te t € H, durch die die Mindestressourcenbelequng TZ,Z’"(W,D) fiir jeden D-zuldssigen

Startzeitpunkt = € W; bestimmt werden kann, mit einer Zeitkomplexitit von (’)(15’]2 +17).

Beweis. Die Korrektheit von Algorithmus 4.6 kann aus den Beschreibungen zu den Algo-
rithmen 4.6 bis 4.11 abgeleitet werden, sodass im Folgenden nur noch die Zeitkomplexitat
betrachtet wird. Im ersten Schritt wird zunéachst gezeigt, dass Algorithmus 4.6 maximal

O(B; + i) Iterationen durchlauft. Dafir wird angenommen, dass 73" und 7{}} den

Werten der Variablen 7™ zu Beginn der Iterationen A und A + 1 von Algorithmus 4.6

min min min

entsprechen Aus den Bedingungen 7/ > 7{" und 7" > 7" folgt zunachst 7} > 7",
sodass 7" {iber alle Iterationen von Algorithmus 4.6 streng monoton steigt. Weiterhin
kann aus den Algorithmen 4.6 bis 4.11 abgeleitet werden, dass entweder die Bedingung
T > e (") erfillt ist oder 77" mindestens dem néchstgroBeren abgespeicherten
Zeitpunkt 7 > 73" in der Liste [r!(t)] entspricht. Da die Startzeitbeschrankung W
aus B; + 1 Startzeitintervallen besteht und [r¥ (¢)] maximal O(Z) Eintrége enthiilt,
folgt schliefllich eine maximale Anzahl an O(B; + Z) Iterationen fiir Algorithmus 4.6.
Im néachsten Schritt werden die Zeitkomplexititen der Operationen der Algorithmen 4.6
bis 4.11 betrachtet. Fiir Algorithmus 4.6 ergibt sich zunéachst eine Zeitkomplexitidt von
O(B; + Ij) fir die Bestimmung der Variablen r%. und 7™" in den Zeilen 2, 3 und 30.

Weiterhin werden in jeder Iteration von Algorithmus 4.6 die Zeitpunkte 7/ und 7" sowie
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die Variablen 7 und 77" mit einer Zeitkomplexitét von O(B- + Z) berechnet. Unter
Beriicksichtigung, dass bei den Berechnungen von 7/ und r; der Endzeitpunkt e; ('),

u

der nachstgroﬁere Zeitpunkt 7 > 7' in der Liste [r¥,(¢)] und der zugehérige Zeitpunkt

™M gu it abgespeichert werden, haben die Algorithmen 4.7 und 4.8 eine konstante

Zeitkomplexitdt O(1). Da alle weiteren Operationen von Algorithmus 4.6 ebenfalls mit
einer konstanten Zeitkomplexitat ausgefithrt werden, muss im Folgenden nur noch die
Zeitkomplexitiat von Algorithmus 4.9 gezeigt werden. Durch die Speicherung des End-
zeitpunkts e;(7"”) und des néchstgréBeren Zeitpunkts 7 > 7" in der Liste [}, (t)] bei der
Bestimmung des Zeitpunkts 77 in Algorithmus 4.6 werden 7"¢ und r}‘k(T"m) mit einer
konstanten Zeitkomplexitat O(1) bestimmt. Weiterhin wird 7%, fir 77¢ < t¥ — d;; mit
einer Zeitkomplexitat von O(B; + Zj,) berechnet, sodass alle Operationen auerhalb der
Iterationsschleife von Algorithmus 4.9 mit einer Zeitkomplexitat von O(B; + Zj,) ausge-
fithrt werden. Zur Bestimmung der maximalen Anzahl der Iterationsdurchléufe in Algo-
rithmus 4.9 wird angenommen, dass 73 und 75, , die Werte der aktualisierten Variablen
7° zu Beginn der Iterationen A und A+1 darstellen. Da 7}, tber alle Iterationen von Al-
gorithmus 4.9 streng monoton féllt, folgt zunachst 73, > 73. Dariiber hinaus ergibt sich
aus den Algorithmen 4.10 und 4.11, dass mindestens eine der Bedingungen 73, , > ¢;(73)
oder 73, > 7 mit 7 als dem nachstgrofleren abgespeicherten Zeitpunkt 7 > 73 in der
Liste [r},(¢)] erfiillt ist. Entsprechend werden maximal O(B; + Zj,) Iterationen in Al-
gorithmus 4.9 ausgefiihrt, wobei 7° iiber alle Iterationen mit einer Zeitkomplexitiat von
O(B;+1I}) bestimmt werden kann, da 7° streng monoton steigt. Aus der Zeitkomplexitét
fir die Berechnung von 77" in Zeile 14 mit O(B; + Z;) und dem konstanten Berech-
nungsaufwand fiir alle verbleibenden Operationen in Algorithmus 4.9 folgt abschlieend
eine Zeitkomplexitat von O(B; + I7) fiir die Bestimmung der Liste [r;; W, D). O

Nachdem in Algorithmus 4.5 die Listen [TZ,ZZW(VV, D)] aller Vorgénge j € Vi \{¢} fiir einen
Vorgang i € V und eine Ressource k € R bestimmt wurden, wird die Liste ;7" (W, D)]

erzeugt, die sich aus den Mindestressourceninanspruchnahmen

rie (WD) =i+ > (WD)
JEVi\{i}
der Ressource k fiir eine Teilmenge aller Zeitpunkte ¢ € H zusammensetzt. Die Liste
[r&™ ™ (W, D)] ergibt sich direkt aus den Listen [r;”j,gm(l/[/, D)] aller Vorgéange j € Vi \ {i}
und [r%(t)], indem die Mindestressourceninanspruchnahme 57" (W, D) fiir jeden Zeit-
punkt, der in mindestens einer der Listen abgespeichert ist, berechnet und der Liste
[r&™™ (W, D)] hinzugefiigt wird. Die Liste [r§;7""(W, D)] ist nach nichtfallenden Werten
der Zeitpunkte t sortiert und kann analog zu den Berechnungsvorschriften (4.1) und

(4.3) zur Bestimmung der Mindestressourceninanspruchnahme 75" (W, D) fiir jeden D-



4.2 Konsistenztests 67

zulassigen Startzeitpunkt 7 € W, von Vorgang ¢ verwendet werden. Nach der Bestim-
mung aller Listen [rf];';‘m(VV, D)] und [+ (W, D)] in Algorithmus 4.5 werden schlieBlich
die Startzeitbeschrinkungen aller Vorgédnge des Projekts aktualisiert und die Startzeit-
beschrinkung vP (W) ausgegeben. Es ist dabei zu beachten, dass durch das Vorgehen
zur Bestimmung der Listen [TZEZW(W,D)] im Allgemeinen nicht nur alle D-zuldssigen
Startzeitpunkte, die die Bedingung des D-Konsistenztests erfiillen, aus der Startzeitbe-
schrankung W entfernt werden, sondern auch D-unzulassige Startzeitpunkte eliminiert

werden konnen.
Satz 4.8. Algorithmus 4.5 hat eine Zeitkomplexitit von O(|V [*(B*|R| + |V |Z?)).

Beweis. Aus Satz 4.7 ergibt sich zunachst, dass die Listen [TZ‘J,?ZW(VV, D)] aller Vorgénge
Jj € Vi \ {i} fir einen Vorgang i € V und eine Ressource k& € R mit einer Zeitkom-
plexitit von O(B? + |V|Z?) bestimmt werden koénnen. Da in der Liste [r(¢)] héchs-
tens O(Zy,) Zeitpunkte abgespeichert sind und aus dem Beweis von Satz 4.7 hervorgeht,
dass jede Liste [TZ,ZT”(VV, D)| maximal O(B; + Z;) Eintrége hat, missen fir hochstens
O(B + |V|T;,) Zeitpunkte die Mindestressourceninanspruchnahmen 57" (W, D) fiir die
Bestimmung der Liste [r$7"" (W, D)] berechnet werden. Indem alle gespeicherten Zeit-
punkte in den Listen [r¥ (¢)] und [r5™ (W, D)] fiir alle Vorgénge j € V;,\ {i} nach nicht-
fallenden Werten durchlaufen werden, kann die Liste [r$7"" (W, D)] mit einer Zeitkomple-
xitat von O(|V|(B+ |V|Zy)) erzeugt werden. Die Bestimmung aller Listen [rfjﬁm(VV, D)]
und [ri"" (W, D)] fiir einen Vorgang i € V in Algorithmus 4.5 erfordert entsprechend
O(|V|(B*R| + |[V|Z?)) Operationen. Da die Aktualisierung der Startzeitbeschriankung
W; mit einer Zeitkomplexitiat von O(B|R| + |V|I) ausgefithrt werden kann, ergibt sich
schlieBlich eine Zeitkomplexitéit von O(|V |*(B?|R|+|V|Z?)) fiir eine Tteration des D-Kon-

sistenztests. O

Der letzte in diesem Abschnitt behandelte Konsistenztest stellt eine Erweiterung des D-
Konsistenztests dar, indem die Mengen der Startzeitpunkte der Vorginge j € Vi \ {i}
durch die indirekten zeitlichen Mindest- und Hochstabstande di;(W,t) und dg; (W, t) fiir
einen Startzeitpunkt ¢ € W; eines Vorgangs ¢ € V' eingeschrankt werden. Hierdurch wer-
den im Gegensatz zum D-Konsistenztest die Startzeitunterbrechungen der Startzeitbe-
schrankung W berticksichtigt. Fiir den sogenannten W-Konsistenztest ist die Mindestin-
anspruchnahme einer Ressource k£ € R durch einen Vorgang j € V. \ {i} in Abhédngigkeit
vom Startzeitpunkt ¢ eines Vorgangs i« € V durch

rim™ (W, D, D) := min{rS,(r) | 7 € Wi N [t + dyg(W,t), ¢ + diy (W, )]}
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gegeben. Der W-Konsistenztest, der in einer Iteration fiir jeden Vorgang i € V' iiber alle
Zeitpunkte t € W; ausgefiihrt wird, kann durch die folgende Bedingung und zugehorige

Startzeitreduktion beschrieben werden:

FkeR: )+ Y. " (W,D,D) >Ry = Wi=W;\{t}
JeVi\{i}
Bislang wurden die Listen [d;;(W,t)] und [d;;(W,t)] fiir die Berechnung der indirekten
zeitlichen Mindest- und Hochstabstande fiir alle W-zulédssigen Startzeitpunkte eines Vor-
gangs ¢ generiert. Im Folgenden wird eine Anpassung der Algorithmen 4.3 und 4.4 be-
schrieben, wodurch die Listen [d;;(W,t)] und [d;;(W,t)] fiir die Berechnung der indirek-
ten zeitlichen Mindest- und Hochstabstande dg; (W, 7) und d; (W, 7) fiir alle Zeitpunkte
7 € W; eines Vorgangs i € V verwendet werden konnen. Weiterhin wird durch die
Anpassung der Algorithmen sichergestellt, dass kein W-zuldssiger Startzeitpunkt eines
Vorgangs eliminiert wird, sodass im Folgenden der W-Konsistenztest ohne eine vorange-

stellte Durchfiihrung des T-Konsistenztests untersucht werden kann.

Die Aktualisierungsoperationen fiir die Startzeitbeschrankung W; in den Zeilen 8 der
Algorithmen 4.3 und 4.4 werden durch d;j; := ES} —t bzw. dyj; == LS} — t fiir alle
Vorginge j € V \ {i} ersetzt. Zusétzlich werden in beiden Algorithmen die Zeilen 22
angepasst. In Algorithmus 4.3 werden statt der Aktualisierung von W; die Operationen
d;jr := oo fiir den Fall ¢ < maxW; und d;jmaxw, = 00 fir den Fall ¢ < max W; tber
alle Vorgénge j € V' \ {i} ausgefithrt. Analog dazu ersetzen die Zuweisungen d,j; := —o0
fir t > min W; und d;j minw, = —oo fiir ¢ > min W, tber alle Vorgange j € V' \ {i}

die Aktualisierung von W; in Algorithmus 4.4. Im weiteren Verlauf wird entsprechend

~ o~

di;(W,t) := oo (d;j(W,t) :== —o0) definiert, falls Schedule ES(W,i,t) (LS(W,4,t)) nicht

existiert.

Abbildung 4.4 zeigt fiir das Beispiel in Abbildung 4.2 unter der Annahme FES; = 0 den
Verlauf der indirekten zeitlichen Mindest- und Hochstabstéande fiir alle Startzeitpunk-
te t € Wy = {0,1,...,9} von Vorgang i = 1, wobei Jlg(VV, 9) = oo nicht abgebildet
ist. Die Eintrége der generierten Listen [dyz(W,t)] und [dy3(W,t)] der angepassten Al-
gorithmen 4.3 und 4.4 sind durch Quadrate gekennzeichnet. Wie aus der Abbildung 4.4
hervorgeht, konnen nun auch die indirekten zeitlichen Mindest- und Hoéchstabstande fir
die W-unzuldssigen Startzeitpunkte 5, 6 und 9 von Vorgang ¢ = 1 durch die Listen
[di5(W, )] und [dy5(W, t)] berechnet werden.

Eine Iteration des W-Konsistenztests ist in Algorithmus 4.12 dargestellt. Analog zum

D-Konsistenztest wird zunichst eine Liste [rl“]gm(l/l/, D, D)] generiert, die sich aus den
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di3(W, 1)
. S
,,,,,,,,,,,,,,,,,,,, \,\.:\,,,,,,,,,,,,
44 @ --------- -y O --------
612 = B o -----
o R .

by = -4 023 = -2 T T T T T T T T 1

Abbildung 4.4: Verlauf der indirekten zeitlichen Mindest- und Hochstabsténde

Mindestressourcenbelegungen
rign (W, D, D) := min{rif(r) | 7 € Wy 0 [t + dig (W, ), + dig (W, 1))}

fiir ein Vorgangspaar (i,7) € V x Vi, i # j und eine Ressource k € R fiir eine Teilmen-
ge aller Zeitpunkte ¢t € H zusammensetzt. Die Bestimmung der Liste [TZ,ZZW(W, D, D))
wird wie in Algorithmus 4.6 vorgenommen, wobei zusétzlich die Verldufe der indirekten
zeitlichen Mindest- und Hochstabstande, wie in Abbildung 4.4 angedeutet, berticksich-
tigt werden. Fiir die Erhohung des betrachteten Zeitpunkts ¢ in Algorithmus 4.6 wird
auBerdem eine maximale Zeitspanne bestimmt, die sicherstellt, dass die Verlaufe der in-
direkten zeitlichen Mindest- und Hochstabstdande innerhalb dieser Zeitspanne konstant
sind. Weiterhin wird der Zeitpunkt ¢ nur soweit erhoht, bis entweder ¢ = e;(t) gilt oder
ein Zeitpunkt erreicht wird, der am Ende einer Iteration von Algorithmus 4.3 oder zu
Beginn einer Tteration von Algorithmus 4.4 in der Liste [dy;(W,t)] bzw. [d;;(W,t)] abge-

speichert wurde. Nach der Vergroflerung von Zeitpunkt ¢ um die maximale Zeitspanne

wird die Mindestressourcenbelegung r* . fiir den aktualisierten Zeitpunkt in der Liste
[TZ,ZZW(W, D, D)] abgespeichert. In der darauffolgenden Iteration werden dann die Werte
und 7™" fiir den nachstgrofieren Zeitpunkt in W; bestimmt und r% .
fiir den aktuellen Zeitpunkt in der Liste [TZE,ZZ””(VV, D, D)] abgelegt. Fiir die Bestimmung
der Liste [r;3" (W, D, D)] fiir die Vorgéinge i = 1 und j = 3 in Abbildung 4.4 kénnen die
entsprechenden Zeitintervalle fiir die Erhohung des Zeitpunkts ¢ durch ([0, 2], [2, 3], [3, 4]),
([5,6]), ([7,8]), ([9,9]) angegeben werden. Die eckigen Klammern stellen dabei die Zeit-

intervalle mit konstanten Verliufen von dys(W, ¢) und dy3(W, t) fiir die VergroBerung des

der Variablen r“

min
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Zeitpunkts t dar, wohingegen die runden Klammern alle Zeitintervalle einschlieflen, bis
die Werte r

min

und 7™" wie beschrieben, neu bestimmt werden miissen. Fiir das Beispiel

in Abbildung 4.4 werden entsprechend die Variablen r%. und 7" fiir die Zeitpunkte 0,

5, 7 und 9 neu berechnet und Zeitpunkt ¢ tiber die Zeitintervalle [0, 4], [5, 6], [7,8] und
[9,9] unter Beriicksichtigung der Verldufe der Mindest- und Hochstabstinde dis(W,t)
und dy3(W,t) vergroBert. Da bei einer Erhéhung von ¢ auf einem Zeitintervall mit fal-
lendem Verlauf des indirekten zeitlichen Hochstabstands ¢ + OE](VV, t) konstant bleibt,

kann r%

min

fir alle Zeitpunkte des betrachteten Zeitintervalls nicht kleiner werden, sodass
7' () nicht berechnet wird. Das Gleiche gilt fiir die Berechnung von 7" (¢”) bei einem
fallenden Verlauf des indirekten zeitlichen Mindestabstands, da ¢ + d;;(W,t) konstant
bleibt, wodurch 7% . durch die Erhéhung von t iiber alle Zeitpunkte des betrachteten

Zeitintervalls nicht grofler werden kann. Entsprechend kann der Zeitpunkt ¢ iiber jedes
Zeitintervall mit fallendem Verlauf des Mindest- und des Hochstabstands ohne Anpas-

u min

von Algorithmus 4.6 fiir die Bestimmung der Liste [r;“”],zm(l/l/, D, D)] zu beachten, dass

fiir jedes Zeitintervall mit konstanten Verldufen der Mindest- und Hochstabstdnde der

sung der Variablen r¥ . und 7" vergrofiert werden. Abschlieflend ist fiir die Anpassung

kleinste und grofite Zeitpunkt 7, fir den JZ](VV, T) > CZ](VV, 7) gilt, mit r¥, = oo in der
Liste [TZ,Z;Z"(VV, D, D)] abgespeichert wird. Dadurch wird erreicht, dass der W-Konsis-
tenztest jeden Zeitpunkt t € W; eines Vorgangs ¢ € V' eliminiert, der die Bedingung des
W-Konsistenztests erfiillt, wobei min () := oo vorausgesetzt wird. Diese Eigenschaft des
W-Konsistenztests kann daraus abgeleitet werden, dass fiir jeden Zeitpunkt ¢t € W; mit
dij(W,t) < dij(W,t) die Bedingung [t + di;(W,t),t + di;(W,t)] N W, # @ erfillt ist, da
t+ dy(W,t) € W, und t 4 di; (W, t) € W; fiir dy;(W, 1) # oo und dy;(W, ) # —oo aus der
Definition der Mindest- und Hochstabstande folgt.

Algorithmus 4.12: W-Konsistenztest

Input: Startzeitbeschrankung W
Output: vV (W)

1 forall i € V do

2 forall k € R do

3 forall j € V; \ {i} do

4 ‘ Bestimme Liste [rfﬂgm(VV, D, D)

5 Erzeuge Liste [r57™(W, D, D)]

6 Aktualisiere W (geméaB 3k € R : rS7"™(W, D, D) > R, = W; = W;\ {t})
7 return W

Nach der Berechnung der Listen [rz,ﬁm(l/lf, D, D)] fiir alle Vorgéinge j € Vi \ {i} wird

analog zum D-Konsistenztest eine Liste [ (W, D, D)] generiert, die fiir eine Teilmenge
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aller Zeitpunkte ¢t € H die Mindestinanspruchnahmen

rat™(W,D, D) =15 (t) + Y rim"(W,D,D)
JjeVe\{i}
einer Ressource k& € R in Abhéngigkeit vom Startzeitpunkt ¢ des Vorgangs i € V' bein-
haltet. Mit Hilfe der Listen [r&™" (W, D, D)] iiber alle Ressourcen k € R wird schlieflich
die Startzeitbeschrankung W; fiir jeden Vorgang i € V gemafl der Bedingung des W-
Konsistenztests aktualisiert, sodass nach Ablauf des Algorithmus 4.12 die aktualisierte

Startzeitbeschrinkung vV (W) ausgegeben wird.

Satz 4.9. Algorithmus 4.12 hat eine Zeitkomplezitit von O(|V|*(B*|R| + Z?)).

Beweis. Zunéchst wird die Zeitkomplexitét fiir den angepassten Algorithmus 4.6 zur Be-
stimmung der Liste [rf],:zm(ﬂ/, D, D)] betrachtet. Nach jeder Iteration des angepassten
Algorithmus wird entweder eine der Bedingungen, die im Beweis von Satz 4.7 fiir den
Wert der Variablen 7™" genannt wurden, erfiillt oder Zeitpunkt ¢ mindestens so weit
vergroBert, dass entweder t = e;(t) gilt oder ein néchstgrofierer Zeitpunkt in einer der
Listen [dy;(W,t)] oder [dy;(W,t)] erreicht wird. Entsprechend folgt eine maximale An-
zahl an O(B + Z;) Iterationen fiir den angepassten Algorithmus 4.6, da in den Listen
[di; (W, )] und [d;;(W, )] hochstens O(B + 1) Zeitpunkte abgespeichert sind (vgl. Beweis
von Satz 4.4) und Zeitpunkt ¢ streng monoton iiber alle Iterationen steigt. Da weiterhin
O(B; +Z;) Operationen in jeder Iteration ausgefithrt werden, ergibt sich schliefllich eine
Zeitkomplexitat von O(B%+Z7) fiir den angepassten Algorithmus 4.6. Analog zum Beweis
von Satz 4.8 wird die Liste [r$™ (W, D, D)] fiir einen Vorgang i € V und eine Ressour-
ce k € R mit einer Zeitkomplexitat von O(|V|*(B + Z;)) generiert. Entsprechend sind

O(|V|*(B*R| 4+ Z?)) Operationen fiir die Bestimmung aller Listen [ngm(ﬂf, D, D)] und
[r&™™ (W, D, D)] fiir einen Vorgang i € V erforderlich, sodass Algorithmus 4.12 mit einer
Zeitkomplexitéit von O(|V|3(B?|R|+Z?)) ausgefiihrt wird (vgl. Beweis von Satz 4.8). [

Abschlieend werden die Zusammenhénge zwischen den in diesem Abschnitt beschrie-
benen Konsistenztests untersucht. Zur Vereinfachung wird im Folgenden W C W' fiir
zwei Startzeitbeschrankungen W und W’ geschrieben, falls W; C W/ fir alle Vorgan-
ge i € V gilt. Zusitzlich geben vT(W), vTB(W) und y®B(W) die Startzeitbeschrin-
kungen nach der Ausfilhrung einer Iteration des T-, TB- und RB-Konsistenztests fur
eine beliebige Startzeitbeschrankung W an. Zunéchst lassen sich die Zusammenhénge
YEW) C ATB(W) und V(W) C AP (W) C ~RB(W) zwischen den Konsistenztests ab-
leiten. Weiterhin kann festgestellt werden, dass jeder der betrachteten Konsistenztests
in diesem Abschnitt in Anlehnung an Definition 2.7 in Dorndorf et al. (2000b) mono-
ton ist, d.h., W C W’ impliziert v(W) C v(W’). Aus den Zusammenhéngen zwischen
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den Konsistenztests und aus der Monotonie ergeben sich schliellich die Zusammenhéange
WT C W' und WW C WP C WRB zwischen den Fixpunkten der einzelnen Konsistenz-

tests fiir eine beliebige Startzeitbeschrankung W.

Bislang wurde fiir die Untersuchungen der Konsistenztests davon ausgegangen, dass jeder
der Konsistenztests einzeln ausgefiihrt wird. Im Folgenden wird ein allgemeines Verfahren
vorgestellt, das verschiedene Domain-Konsistenztests zur Reduktion der Startzeitpunkte
einer gegebenen Startzeitbeschrinkung W ausfithrt. Algorithmus 4.13 zeigt das entspre-
chende Verfahren, das in jeder Iteration alle Konsistenztests einer Menge I'? auf einer
Startzeitbeschrankung W ausfiihrt, bis entweder ein Fixpunkt erreicht oder die maximale
Anzahl an Iterationen « tiberschritten wird. Das Verfahren entspricht Algorithmus 2.1 in
Dorndorf et al. (2000b) mit einer zusatzlich vorgegebenen maximalen Anzahl an Itera-
tionen, sodass Algorithmus 4.13 im Allgemeinen die Bestimmung eines Fixpunkts nicht
garantiert. Die Ausgabe von Algorithmus 4.13 wird durch 5 (W) beschrieben, wobei im
weiteren Verlauf dieser Arbeit durch o = oo angegeben wird, dass Algorithmus 4.13 einen
Fixpunkt der Konsistenztests der Menge I'® bestimmt. Dabei ist zu beachten, dass auf-
grund der Monotonie aller Konsistenztests aus Theorem 2.2 in Dorndorf et al. (2000b)
folgt, dass der Fixpunkt einer Menge I'’ immer eindeutig, d.h., unabhingig von der

Reihenfolge der Ausfiihrungen der Konsistenztests ist.

Algorithmus 4.13: Ablaufschema fiir Domain-Konsistenztests

Input: Startzeitbeschrinkung W, I'’, o
Output: Aktualisierte Startzeitbeschrankung vg (W)

repeat
W':=W
forall v € I'¥ do
| W= (W)
until W=WwW'v JieV:W,=10
oder die maximale Anzahl an Iterationen « erreicht ist

N Wy =

6 return W

Fiir die Branch-and-Bound-Verfahren in Kapitel 5 werden vier verschiedene Kombinatio-
nen aus Konsistenztests betrachtet, die durch die Bezeichner I'®, I'T, T'® und 'V ange-
geben werden. Die Mengen I'® und I'T setzen sich aus dem TB- und RB-Konsistenztest
bzw. dem T- und RB-Konsistenztest zusammen. Die weiteren Mengen I'® und I'V bein-
halten dagegen den TB- und D-Konsistenztest bzw. den T- und W-Konsistenztest. Im
weiteren Verlauf dieser Arbeit werden zwei Varianten fiir die D- und W-Konsistenztests

voneinander unterschieden, die entweder alle Ressourcen k& € R oder nur die Ressourcen
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k € R; fir einen Vorgang ¢ € V in einer Iteration beriicksichtigen. Zur Unterscheidung
beider Varianten werden die Ausgaben von Algorithmus 4.13 fiir I'® und I'V jeweils durch
Y§[RI(W) oder v§[R;](W) gekennzeichnet.

4.3 Untere Schranken

Untere Schranken werden in Branch-and-Bound-Verfahren mit zu minimierender Ziel-
funktion dafiir verwendet, um Teile des Suchbaums von weiteren Untersuchungen aus-
zuschlieflen, wodurch die Berechnungszeit verkiirzt bzw. eine vollstindige Enumeration
vermieden wird. Untere Schrankenwerte, die im Wurzelknoten des Suchbaums bestimmt
werden, konnen als globale Schrankenwerte iiber alle Enumerationsknoten oder auch zur

Abschétzung der Giite zuldssiger Losungen der Probleminstanz verwendet werden.

Im Folgenden werden zwei untere Schranken fiir die kiirzeste Projektdauer tiber alle zu-
lassigen Schedules innerhalb des Suchraums eines Enumerationsknotens Sy (W) eines der
Branch-and-Bound-Verfahren, die in Kapitel 5 besprochen werden, vorgestellt. Die ers-
te untere Schranke LB0O™ entspricht dem Zielfunktionswert einer optimalen Losung des
Problems (PS(W)), sodass LBO™ = ES,,+1(W) gilt. Wie in Abschnitt 4.1.1 gezeigt wur-
de, kann LBO™ durch Algorithmus 4.1 mit einer Zeitkomplexitat von O(|V||E|(B + 1))
berechnet werden. Dabei ist zu beachten, dass die Bestimmung von ES(W) Teil der
Enumeration aller Branch-and-Bound-Verfahren ist, sodass LB0™ keinen zusatzlichen
Berechnungsaufwand erfordert. Die zweite untere Schranke LBD™ entspricht einer soge-
nannten destruktiven (zuriickweisenden) unteren Schranke (vgl. Klein und Scholl, 1999),
fiir die eine hypothetische maximale Projektdauer d ausgehend von einem unteren Grenz-
wert (z.B. LB0™) solange erhoht wird, bis schliefllich nicht mehr gezeigt werden kann,
dass d die Existenz eines zuldssigen Schedules im Suchraum ausschlie§t. Algorithmus 4.14
zeigt das Verfahren fiir die Bestimmung der destruktiven unteren Schranke LBD™. Das
Verfahren ist dabei an den Algorithmus 1 in Franck et al. (2001b) angelehnt.

Algorithmus 4.14 bestimmt fiir jeden Enumerationsknoten die kleinste hypothetische ma-
ximale Projektdauer auf einem vorgegebenen Intervall [LB**", UB***"], fiir die die Exis-
tenz eines zuldssigen Schedules nicht ausgeschlossen werden kann. Im Folgenden wird
vorausgesetzt, dass LB**" > 0 einer unteren und UB*** < d einer oberen Schranke
fiir die kiirzeste Projektdauer aller zulissigen Schedules im Suchraum eines Enumerati-
onsknotens entspricht. Weiterhin wird angenommen, dass die Bedingungen S}(W,n +
1, LB*"") # 0 und ES, 1 (W,n + 1, LB*") < UB*™" erfiillt sind, da ansonsten bereits
bekannt wére, dass keine zuldssige Losung S € S(W) existiert. Algorithmus 4.14 fiithrt
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Algorithmus 4.14: Destruktive untere Schranke LBD"

Input: Startzeitbeschrankung W, LB**" UB**"
Output: LBD™

LBd — LBSt(M"t’ UBd = Bsta’r‘t
ES' := ES(W,n + 1, LB*"")

3 while LB? < UB* do

4 | d:=T[(LB+ UB%)/2]

5 LS = LS(W,n + 1,d)

6 | if Ik e R:ry™(W,ES', LS') > R; then
7

8

9

N =

if d = UB*"" then

‘ terminate
LB :=d+1

10 else
11 ‘ UBY:=d—1

12 LBD™ := LB?
13 return LBD™

eine binire Suche iiber alle ganzzahligen Zeitpunkte im Intervall [LB**"*, UB***"*] durch.
In jeder Iteration wird ein Intervall [LB? UB?| betrachtet, beginnend mit LB? := LB*“"
und UB? := UB**" in der ersten Iteration des Verfahrens. Fiir jedes Intervall [LB?, UB]
wird eine hypothetische maximale Projektdauer d := [(LB? + UB?)/2] bestimmt. Falls
gezeigt werden kann, dass fiir die maximale Projektdauer d kein zuldssiger Schedule
existiert, kann abgeleitet werden, dass die kiirzeste Projektdauer iiber alle zuldssigen
Schedules S € S(W) grofer als d ist. Im Fall d = UB**" terminiert das Verfahren,
da keine zulassige Losung im Suchraum des betrachteten Enumerationsknotens existiert.
Andernfalls wird LB := d + 1 gesetzt, sodass das Intervall [d + 1, UB%] in der nichs-
ten Iteration betrachtet wird. Fiir den Fall, dass d nicht zurtickgewiesen wird, da eine
zulissige Losung fiir d existieren kénnte, wird das Intervall [LB%, d — 1] in der nichsten
Iteration untersucht, indem UB? := d — 1 gesetzt wird. Das beschriebene Vorgehen wird
so lange ausgefiihrt, bis LB? > UB? gilt. Am Ende des Verfahrens wird LB schlieBlich

als destruktive untere Schranke LBD™ ausgegeben.

Als Néchstes wird beschrieben, wie in Algorithmus 4.14 iiberpriift wird, ob eine maximale
Projektdauer d die Existenz eines zuléssigen Schedules im Suchraum eines Enumerati-
onsknotens ausschlieft. Gegeben sei dafiir eine hypothetische maximale Projektdauer
d € [LB*" UB**™ N Z in einer beliebigen Iteration von Algorithmus 4.14. Dann wird
zunichst die Mindestinanspruchnahme fiir jede Ressource £ € R und jeden Vorgang
i € Vj, tiber alle Startzeitpunkte ¢ € W; N [ES?, LS’] berechnet. ES; und LS’ entsprechen
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dabei dem frithesten und spétesten W-zulassigen Startzeitpunkt von Vorgang i, unter der
Annahme, dass die Projektdauer nicht kleiner als LB*** und nicht groBer als d ist. Aus

den entsprechenden Mindestressourceninanspruchnahmen
r&" (W, ES), LS)) = min{rS, (1) | T € W; N [ES}, LS!]}

mit BS" .= ES(W,n+1, LB**™") und LS := LS(W,n+1,d) wird schlieBlich die Gesamt-

mindestinanspruchnahme

rg™M W, ES' LS =Y 5™ (W, ES;, LSY)

S

fiir jede Ressource k € R berechnet. Fir den Fall, dass die Gesamtmindestinanspruch-
nahme r™" (W, ES’, LS') mindestens einer Ressource k € R die Kapazitit Ry, iibersteigt,
kann fiir die maximale Projektdauer d kein zuldssiger Schedule S € S(W) existieren, so-
dass d zuriickgewiesen wird. Andernfalls kann die Existenz einer zuldssigen Losung im
Suchraum des Enumerationsknotens fiir die maximale Projektdauer d nicht ausgeschlos-

sen werden, sodass d nicht zuriickgewiesen wird.

Satz 4.10. Algorithmus 4.14 hat eine Zeitkomplexitit von O(log(d+ 1)(|V||E|(B+ 1) +
VIZ +[R[B)).

Beweis. Zunichst folgt aus der bindren Suche auf dem Zeitintervall [LB***" UB***"*] eine
maximale Anzahl an O(log,(d + 1)) Tterationen fiir Algorithmus 4.14. In jeder der Itera-
tionen wird LS" mit einer Zeitkomplexitat von O(|V||E|(B + 1)) durch Algorithmus 4.2
aktualisiert. Da analog zum RB-Konsistenztest die Mindestressourceninanspruchnahmen
iiber alle Ressourcen und Vorgange ;""" (W, ES}, LS}) in jeder Tteration mit einer Zeit-
komplexitit von O(|V|Z + |R|B) berechnet werden kénnen, folgt schliefllich eine Zeit-
komplexitit von O(log(d + 1)(|V||E|(B + 1) + |V|Z + |R|B)) fiir Algorithmus 4.14. [






Kapitel 5

Branch-and-Bound-Verfahren

Die Branch-and-Bound-Methode stellt eine allgemeine Losungsmethodik bzw. ein Meta-
verfahren zur exakten Losung von Optimierungsproblemen dar. Die grundlegende Verfah-
rensidee besteht dabei darin, den zulédssigen Bereich einer Probleminstanz schrittweise
zu zerlegen, um unter Zuhilfenahme von Schrankenwerten Teilmengen des zulassigen
Bereichs auszuschlieflen, die entweder keine Losung oder keine bessere als eine beste be-
kannte Losung enthalten. Ein Branch-and-Bound-Verfahren setzt sich im Allgemeinen
aus verschiedenen Komponenten zusammen, wobei die Basis ein Enumerationsschema
bildet. Im weiteren Verlauf dieser Arbeit soll unter einem Enumerationsschema ein Ver-
fahren verstanden werden, das fiir eine Instanz einer gegebenen Problemstellung entweder
die Unlosbarkeit beweist oder andernfalls eine Menge zuldssiger Losungen generiert, von
denen mindestens eine optimal ist. Ein Enumerationsschema kann i. d. R. als Wurzelbaum
(vgl. Neumann und Morlock, 2002, Abschnitt 2.1.3) bzw. Enumerationsbaum dargestellt
werden, wobei der Wurzelknoten den Beginn und jeder weitere Knoten auf einem Weg
im Suchbaum das Hinzufiigen einer zusétzlichen Restriktion reprasentiert. Der Enume-
rationsverlauf bzw. die schrittweise Generierung des Enumerationsbaums wird durch die
Suchstrategie des Branch-and-Bound-Verfahrens festgelegt. Um eine vollstandige Enume-
ration zu vermeiden bzw. Teile des Enumerationsbaums vorzeitig auszuschliefen, werden
Schrankenwerte zur Abschiatzung der Giite bestmoglicher Losungen im zuldssigen Bereich
des jeweiligen Enumerationsknotens bestimmt. Zur weiteren Einschrankung der Enume-
ration konnen zudem auch Konsistenztests oder Techniken zur Redundanzvermeidung

eingesetzt werden.

In den folgenden Abschnitten werden Branch-and-Bound-Verfahren fir das RCPSP/
max-7 entwickelt, die zwei unterschiedlichen Kategorien zugeordnet werden konnen.
Im Bereich der ressourcenbeschrinkten Projektplanung werden im Allgemeinen rela-

xations- und konstruktionsbasierte Enumerationsschemata voneinander unterschieden.
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Dabei wird in einem relaxationsbasierten Enumerationsansatz einer Relaxation der be-
trachteten Problemstellung in jedem Verzweigungsschritt eine zusatzliche Restriktion
hinzugefiigt, wohingegen ein konstruktionsbasierter Ansatz die Vorgéinge eines Projekts
sukzessiv iiber den Enumerationsverlauf einplant. Die Branch-and-Bound-Verfahren, die
in den Abschnitten 5.1 und 5.2 eingefithrt werden, kénnen der ersten Kategorie, den
relaxationsbasierten Ansatzen, zugeordnet werden, wohingegen in Abschnitt 5.3 ein kon-

struktionsbasierter Ansatz betrachtet wird.

5.1 Ein relaxationsbasierter Ansatz

In Abschnitt 5.1.1 wird zunéchst das Enumerationsschema fiir das relaxationsbasier-
te Branch-and-Bound-Verfahren vorgestellt, das in jedem Enumerationsschritt der Res-
sourcenrelaxation von Problem (P) eine Einschrankung fiir die Ressourcenbelegung eines
Vorgangs hinzufiigt. Zur Vermeidung von Redundanzen im Enumerationsverlauf werden
im Abschnitt 5.1.2 Dominanzregeln entwickelt, durch die Teile des Enumerationsbaums
von weiteren Untersuchungen ausgeschlossen werden kénnen. Abschnitt 5.1.3 zeigt wei-
terhin, wie das Enumerationsschema in Abschnitt 5.1.1 angepasst werden kann, sodass
Teilmengen des zuléssigen Bereichs der Ressourcenrelaxation nicht mehrfach im Enume-
rationsverlauf untersucht werden. In Abschnitt 5.1.4 wird schlieffllich das relaxationsba-
sierte Branch-and-Bound-Verfahren beschrieben, das aus dem Enumerationsschema in
Abschnitt 5.1.1 entwickelt wird.

Es ist zu beachten, dass die Inhalte dieses Abschnitts bereits in der Arbeit Watermeyer
und Zimmermann (2020), die im Rahmen der Promotion des Autors der vorliegenden

Dissertation entstanden ist, veroffentlicht wurden.

5.1.1 Enumerationsschema

Im Folgenden wird ein relaxationsbasiertes Enumerationsschema fir das RCPSP /max-m
entwickelt, das ausgehend von der Ressourcenrelaxation von Problem (P) die Ressour-
cenbelegungen der Vorgange des Projekts im Enumerationsverlauf solange einschrankt,
bis entweder die optimale Losung eines Enumerationsknotens zuléssig ist oder keine Lo-
sung mehr im Suchraum existiert. Jedem Knoten im Enumerationsbaum wird dazu eine
Startzeitbeschrankung W zugeordnet, die sich, wie nachfolgend gezeigt wird, aus den

Einschrankungen der Ressourcenbelegungen ergibt, wobei die Startzeitbeschrankung des



5.1 Ein relaxationsbasierter Ansatz 79

Wurzelknotens alle zeitzulassigen Startzeitpunkte der Vorgiange umfasst. In jedem Kno-
ten des Enumerationsbaums wird das Problem (PS(W)) gelost bzw. mit S = min Sy (W)
ein optimaler Schedule im Suchraum Sp(W) bestimmt, falls Sy(W) # 0 gilt. Fir den
Fall, dass Schedule S nicht zuldssig ist (S ¢ S), liegt mindestens eine Ressource k € R
vor, deren Kapazitit Ry durch die Inanspruchnahme 7§ (.S) tberschritten wird. Um diesen
Ressourcenkonflikt im weiteren Enumerationsverlauf aufzulésen, wird die aktuelle Bele-
gung eines Vorgangs i € Vj mit 7% (S;) > 0 um eine Einheit reduziert. Dieses Vorgehen
wird solange fortgefithrt, bis schliellich fiir jedes Blatt im Enumerationsbaum entwe-
der ein zulassiger Schedule S = min Sp(W) bestimmt oder S(W) = () gezeigt werden

konnte.

Das entsprechende Enumerationsschema bzw. die Generierung des Enumerationsbaums
wird in Algorithmus 5.1 beschrieben. Zu Beginn des Verfahrens werden zunéchst die frii-
hesten und spétesten zeitzuldssigen Startzeitpunkte ES; und LS; aller Vorgiange i € V
durch ein Label-Correcting-Verfahren (s. z. B. Ahuja et al., 1993, Abschnitt 5.4) be-
stimmt, falls mindestens ein zeitzulassiger Schedule existiert, d.h., Sy # 0 gilt. Im Fall
Sr = () terminiert das Verfahren, da fiir die betrachtete Instanz kein zulassiger Schedule
existiert. Im Folgenden sei daher Sy # () angenommen. Zunéchst wird die Startzeitbe-
schrankung W = (W;);ey mit W; := [ES;, LS;] N Z fur alle Vorgénge i € V' der Menge
2, die alle im Enumerationsverlauf noch nicht betrachteten Knoten enthélt, hinzuge-
fiigt. Im Anschluss daran wird die Menge @, die alle im Enumerationsverlauf generierten

Schedules abspeichert, durch ® := () initialisiert.

In jeder Iteration von Algorithmus 5.1 wird eine Startzeitbeschrinkung W aus der Menge
2 entnommen und das Problem (PS(W)) gelost bzw. der Schedule S = min Sy (W)
bestimmt. Fur den Fall, dass Schedule S zuléssig ist, d.h., r{(S) < Ry fir alle k € R
gilt, wird Schedule S der Menge ® hinzugefiigt. Andernfalls existiert mindestens eine
Konfliktressource & € Re(S) = {k € R |r(S) > Ry}, deren Kapazitdt durch die
Inanspruchnahme 7 (.S) iiberschritten wird. In diesem Fall wird der Suchraum Sr(W) des
Enumerationsknotens zerlegt, indem die Ressourcenbelegungen aller Vorgénge ¢ € Vi, die
Ressource k in Anspruch nehmen, eingeschrankt werden. Im Folgenden gibt u;; eine obere
Schranke fiir die Belegung einer Ressource k € R durch einen Vorgang i € V an, die einem
Knoten im Enumerationsverlauf hinzugefiigt wird, sodass die Bedingung r%.(S;) <
durch jeden Schedule im Suchraum des Enumerationsknotens eingehalten wird. w;, wird
nachfolgend auch als Belegungsbeschrinkung einer Ressource £ € R fiir einen Vorgang
i € V bezeichnet. Weiterhin gibt Wix(uy) := {7 € [ES;, LS;] NZ | r¥.(7) < uy} die
durch u;;, induzierte Startzeitbeschrankung von Vorgang ¢+ € V' und Ressource k£ € R an,

die alle zeitzuldssigen Startzeitpunkte von Vorgang ¢ mit einer maximalen Belegung der
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Algorithmus 5.1: Relaxationsbasiertes Enumerationsschema

Input: RCPSP /max-7-Instanz
Output: Menge ® aller generierten Schedules

1 Bestimme die Schedules ES und LS

2 if Sy = () then terminate (S = ()

3 W, :=[ES;, LS;]NZ fir allei € V

4 Q:={W}, P:=0

5 while Q2 # () do

6 Entferne W aus der Menge (2

7 | S :=minSp(W)

8 if S € Sk then

9 | ®:=dU{S}
10 else

11 Wihle eine Ressource k € R mit 7{(S) = Y;ey 74.(S:) 74 > Ry,
12 forall i € {j € V}, | r}.(S;) > 0} do

13 W' .=Ww, W= W! N Wy (ri(S;) — 1)
14 if Sp(W’) # 0 then

15 | Q:=Qu{W}

16 return ¢

Ressource k in Hohe von 4, enthélt. Die Zerlegung des Suchraums Sy (W) wird basierend
auf Satz 5.1 wie folgt ausgefiihrt. Fur jeden Vorgang i € Vj mit % (S;) > 0 wird die obere
Schranke fiir die maximale Ressourcenbelegung w;; auf % (S;) — 1 gesetzt, sodass alle
Zeitpunkte t € W; mit 7} (t) > 7} (S;) aus W; entfernt werden. Die Startzeitbeschrankung
W' des direkten Nachfolgerknotens, der Vorgang i € V}, zugeordnet ist, wird durch W' :=
W und W/ := W;NW,(r% (S;)—1) bestimmt. Falls S7(W') # 0 gilt, wird W’ der Menge €2
hinzugefiigt und in den nachfolgenden Iterationen weiter untersucht. Nachdem schliefSlich
alle Enumerationsknoten betrachtet wurden, d. h., sobald Q = () gilt, gibt Algorithmus 5.1

die Menge ® zurtick, die alle im Enumerationsverlauf generierten Schedules enthalt.

Satz 5.1. Gegeben sei Y ey Wik rglk > Rp mit ug, € {0,1,...,p;} fiir eine Ressource
k € R. Dann erfillt jeder zuldssige Schedule S € S die Bedingung S; € Wig(ugy — 1) fiir

mindestens einen Vorgang i € V.

Beweis. Sei S ein beliebiger zuldssiger Schedule, der die Bedingung S; € Wi (uy — 1)
fiir keinen Vorgang i € Vj, erfiillt. Dann folgt Y ey, 74 (S:) 7% > Sicy, Wik T, > Ry aus
ri (S;) > wy fir jeden Vorgang i € Vj, sodass sich ein Widerspruch zur Annahme S € §
ergibt. O]

Die Korrektheit von Algorithmus 5.1 ergibt sich aus Satz 5.2, da im Enumerationsverlauf
ausschlieBllich zuléassige Schedules generiert werden (® C §) und OS # () & S # ) aus
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der Endlichkeit des zuldssigen Bereichs S folgt. Weiterhin gibt Lemma 5.1 eine obere
Schranke fiir die Anzahl der generierten Enumerationsknoten in Algorithmus 5.1 an,

woraus die Endlichkeit des Enumerationsverfahrens folgt.
Lemma 5.1. Algorithmus 5.1 generiert maximal |V|VIRP Enumerationsknoten.

Beweis. Zunachst kann die Belegung einer Ressource durch einen Vorgang héchstens
D := max;cy p; mal im Enumerationsverlauf eingeschréankt werden, sodass der Suchbaum
eine maximale Tiefe von |V||R|p hat. Da weiterhin hochstens |V| Nachfolgerknoten in
jedem Verzweigungsschritt generiert werden, folgt schliefilich eine maximale Anzahl an

|V|VIIRIP Knoten, die im Enumerationsverlauf erzeugt werden. O
Satz 5.2. Algorithmus 5.1 ist vollstindig, d. h., OS # 0 = ® N OS # (.

Beweis. Zunéchst gilt Sp(W) = Sy O S fiir den Wurzelknoten des Enumerationsbaums.
Weiterhin folgt aus Satz 5.1, dass durch die Zerlegung des Suchraums Sy (W) eines Enu-
merationsknotens kein zuldssiger Schedule S € S(W) ausgeschlossen wird. Entsprechend
kann jeder zuldssige Schedule S € § nach Abschluss der Enumeration mindestens einem
Blatt W im Enumerationsbaum zugeordnet werden (S € Sp(W)). Aus der Endlichkeit
des Verfahrens nach Lemma 5.1 und daraus, dass Schedule S = min S(W) die Projekt-
dauer auf Sp(W) minimiert, folgt schliefllich aus OS # ) = S # () die Vollstandigkeit
des Verfahrens. O

5.1.2 Dominanzregeln

Im Allgemeinen werden Dominanzregeln in Branch-and-Bound-Verfahren dazu verwen-
det, um Redundanzen im Enumerationsverlauf zu detektieren, wodurch Teile des Such-
baums von weiteren Untersuchungen ausgeschlossen werden konnen. Im weiteren Verlauf
dieser Arbeit wird von einer Redundanz im Enumerationsverlauf gesprochen, wenn ei-
ne beliebige Teilmenge des gesamten Suchraums (Sr) in unterschiedlichen Bereichen
des Enumerationsbaums untersucht wird. Fiir eine Dominanzregel wird i.d. R. eine Be-
dingung zwischen zwei voneinander nicht erreichbaren Knoten im Enumerationsbaum
iiberprift. Falls die Bedingung erfiillt wird, kann daraus abgeleitet werden, dass fiir jede
zuléssige Losung im Suchraum eines der Knoten (redundanter Knoten) mindestens eine
zuldssige Losung mit einem gleichwertigen oder besseren Zielfunktionswert im Suchraum
des anderen Knotens (dominanter Knoten) existiert. Entsprechend kénnen der redundan-

te Knoten und alle seine Nachfolger aus dem Enumerationsbaum entfernt (ausgelotet)
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werden, falls die Bedingung der betrachteten Dominanzregel erfiillt ist und die vollstan-
dige Untersuchung des Suchraums des dominanten Knotens sichergestellt ist. Um die Do-
minanzregeln fiir die Anwendung im Branch-and-Bound-Algorithmus in Abschnitt 5.1.4
zu untersuchen, wird im weiteren Verlauf davon ausgegangen, dass die Konsistenztests
aus Abschnitt 4.2 zur Einschrdankung des Suchraums fiir jeden Enumerationsknoten ver-

wendet werden.

Im Folgenden werden zwei unterschiedliche Dominanzregeln fiir das relaxationsbasierte
Enumerationsschema aus Abschnitt 5.1.1 vorgestellt. Beide Dominanzregeln haben ge-
meinsam, dass sie fiir zwei voneinander nicht erreichbare Knoten W’ und W” im Enume-
rationsbaum tiberpriifen, ob S(W’) C S(W") gilt. Entsprechend impliziert die Erfillung
der zugehorigen Bedingung fiir jede der Dominanzregeln, dass Knoten W’ durch Knoten
W' dominiert wird, sodass der redundante Knoten W’ und alle Nachfolgerknoten von

den weiteren Untersuchungen ausgeschlossen werden kénnen.

Fiir die erste Dominanzregel wird jedem Enumerationsknoten eine sogenannte Ressour-
cenbeschrankungsmatrix U= (Uik)iev,ker zugeordnet, um die Ressourcenbeschrankun-
gen U, die im Enumerationsverlauf jedem Knoten zur Einschrénkung des Suchraums
hinzugefiigt werden, abzuspeichern. Zu Beginn des Verfahrens wird U zunéchst im Wur-
zelknoten durch u;, := p; fiir alle « € V und k € R initialisiert und im weiteren Enume-
rationsverlauf durch die hinzugefiigten Ressourcenbeschrankungen u;; in jedem Knoten
aktualisiert. Um fiir jeden Enumerationsknoten alle zeitzuldssigen Startzeitpunkte ei-
nes Vorgangs zu beschreiben, die alle hinzugefiigten Ressourcenbeschrankungen erfillen,
werden zusitzliche Bezeichner eingefiihrt. Der Vektor W (U) := (Wi(U));ey ist die soge-
nannte U-induzierte Startzeitbeschrankung mit W;(U) := Nper Wik (i) als der U-indu-
zierten Startzeitbeschriankung von Vorgang i € V. Zur Vereinfachung wird nachfolgend
W' C W” anstatt W/ C W/ fiir alle i € V sowie U’ < U" an Stelle von 1}, < %, fiir alle
1 € V und k € R geschrieben.

Die erste Regel, die als U-Dominanzregel bezeichnet wird, vergleicht die Ressourcenbe-
schrankungsmatrizen von zwei voneinander nicht erreichbaren Knoten im Enumerati-
onsbaum. Seien U’ und U” die Ressourcenbeschrinkungsmatrizen von zwei voneinander
nicht erreichbaren Knoten W’ und W” im Enumerationsbaum, fir die U’ < U” gilt.
Dann dominiert W’ den Enumerationsknoten 1W’. Dieser Zusammenhang kann wie folgt
hergeleitet werden. Zunéchst sei ein beliebiger Enumerationsknoten W mit der Ressour-
cenbeschrankungsmatrix U gegeben. Dann gelten W C W(U) und S(W) = S(W(U)),
da keiner der betrachteten Konsistenztests aus Abschnitt 4.2 einen zulédssigen Sche-
dule aus dem Suchraum Sp(W) ausschlieft. Da weiterhin Sp(W(U")) € Sp(W (U"))
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aus U’ < U" abgeleitet werden kann, sodass auch S(W(U’)) € S(W(U")) gilt, folgt
schlieBlich S(W') C S(W").

Im Gegensatz zur U-Dominanzregel ist es fiir die zweite Dominanzregel nicht erforderlich,
zusétzliche Informationen in den Enumerationsknoten abzuspeichern. Stattdessen werden
die Startzeitbeschrankungen W’ und W” von zwei voneinander nicht erreichbaren Knoten
im Enumerationsbaum direkt miteinander verglichen. Die Redundanz eines Teils des
Enumerationsbaums wird durch die sogenannte W-Dominanzregel durch die Bedingung
W' C W" iiberprift, wobei die Dominanz von Knoten W” direkt aus Sp(W') C Sp(W")
folgt.

Im Folgenden wird die Effektivitat beider Dominanzregeln einander gegentibergestellt,
wobei unter der Effektivitdt die Anzahl der detektierten redundanten Knoten im Enu-
merationsverlauf verstanden wird. Zunachst ist zu beachten, dass die Effektivitat der W-
Dominanzregel im Gegensatz zur U-Dominanzregel von der Verwendung der Konsistenz-
tests im Enumerationsverlauf abhangt. Es kann gezeigt werden, dass unter bestimmten
Voraussetzungen im Hinblick auf die Konsistenztests die W-Dominanzregel die U-Do-
minanzregel in dem Sinne dominiert, dass jeder Knoten, den die U-Dominanzregel als
redundant detektiert, auch durch die W-Dominanzregel als redundant identifiziert wird,
d.h., U’ < U” impliziert W’ C W”. Zunéchst wird angenommen, dass keine Konsistenz-
tests im Enumerationsverlauf verwendet werden. Da in diesem Fall die Zusammenhéange
W' =W(U') und W" = W (U") gelten, ergibt sich die Dominanz der W-Dominanzregel
direkt. Als Néchstes wird vorausgesetzt, dass in jedem Enumerationsknoten der Fix-
punkt einer beliebigen Menge I' von Konsistenztests aus Abschnitt 4.2 bestimmt wird.
Aufgrund der Monotonie aller Konsistenztests folgt aus U’ < U” bzw. W(U') C W(U")
schlieSlich W’ C W”. Zusammenfassend kann eine Dominanz der W-Dominanzregel tiber
die U-Dominanzregel abgeleitet werden, falls keine Konsistenztests verwendet werden
oder in jedem Enumerationsknoten ein Fixpunkt einer beliebigen Menge von Konsistenz-
tests I bestimmt wird. Es ist dabei zu beachten, dass die geschilderten Zusammenhange
zwischen den Dominanzregeln durch die Ausfiihrung eines Preprocessing-Verfahrens im

Wurzelknoten nicht beeinflusst werden.

Abschlieflend werden die Zeitkomplexitéiten beider Dominanzregeln zur Uberpriifung der
jeweiligen Bedingung fiir zwei voneinander nicht erreichbare Knoten W' und W” im
Enumerationsbaum betrachtet. Fiir die U-Dominanzregel kann eine Zeitkomplexitéit von
O(|V]IR]) und fiir die W-Dominanzregel eine Zeitkomplexitat von O(|V|+ max(B’, B”))
mit B’ und B” als Anzahl der Startzeitunterbrechungen in W’ und W"” abgeleitet wer-

den.
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Auf die Implementierung der Dominanzregeln im Branch-and-Bound-Verfahren wird in

Abschnitt 5.1.4 eingegangen.

5.1.3 Partitionierung des Suchraums

Die Dominanzregeln, die im vorangegangenen Abschnitt behandelt wurden, sind im All-
gemeinen nicht in der Lage, Redundanzen im Enumerationsbaum vollstandig auszuschlie-
B8en bzw. zu verhindern, dass Teilmengen des gesamten Suchraums Sy mehrfach unter-
sucht werden. Im Folgenden wird gezeigt, wie der Suchraum jedes Enumerationsknotens
partitioniert werden kann, um sicherzustellen, dass jede beliebige Teilmenge des gesam-
ten Suchraums St nicht mehr als ein Mal im Enumerationsverlauf untersucht wird. Es ist
dabei zu beachten, dass ein ahnlicher Ansatz bereits in Murty (1968) fiir das Zuordnungs-
problem eingesetzt wurde. Um den Suchraum Sp(W) jedes Enumerationsknotens im
Verzweigungsschritt zu partitionieren, wird das Enumerationsschema in Algorithmus 5.1
wie folgt angepasst. Sei W die Startzeitbeschrankung eines beliebigen Enumerationskno-
tens mit S = minSp(W) ¢ Sk und sei k € R(S) die gewahlte Konfliktressource fiir
die Zerlegung des Suchraums Sp(W). Weiterhin sei durch (i1, 4g, ..., 94, ..., %y (s)) mit
Vi(S) := {1 € Vi | r¥%(S;) > 0} die Reihenfolge aller Vorgénge gegeben, in der die zugeho-
rigen Nachfolgerknoten, wie in Abschnitt 5.1.1 beschrieben, generiert werden. Dann wird
fiir den Nachfolgerknoten W mit p € {1,2,...,|Vi(S)|}, der durch die Verzweigung
tiber Vorgang i, € Vj(S) generiert wird, W =W, fiir alle i € V' \ Vi(S) und

Wi., falls s <
Wii: =T e Wi, | ri (7)) <rit 1 (S)}, fallss=p
{re Wi |ri (1) =7, (S)}, sonst

fur alle s € {1,2,...,|Vi(S)|} gesetzt.

Im Folgenden wird gezeigt, dass die angepasste Verzweigung zu einer Partitionierung
des Suchraums Sp(W) fiithrt, sodass die Bedingung Sp(W) NS = Uieyy (s)(Sr(WH) N S)
erfillt ist, wodurch die Korrektheit des Enumerationsschemas weiterhin gilt. Zunéachst
folgt Sy (W' ) NSy (W) = () fiir alle p/, u” € {1,2,...,|Vi(S)|} mit p/ # p" direkt aus
der Berechnungsvorschrift der angepassten Verzweigung, sodass eine Partitionierung von
St (W) gegeben ist. Entsprechend verbleibt zu zeigen, dass jeder zuldssige Schedule in

Sr(W) im Suchraum eines direkten Nachfolgerknotens liegt. Dafiir ist es ausreichend zu
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zeigen, dass die Bedingung

Vi ()] Vi(5)
U Sr(w) U (W) (5.1)
p=1 p=1

mit Wi als Startzeitbeschrinkung, die durch den Verzweigungsschritt in Algorithmus 5.1
fir den Vorgang i, € V(S) bestimmt wird, gilt. Die Korrektheit der Gleichung (5.1) folgt
schlieflich aus Sp(W's®)I) = Sp(W®)1), Sp(Win) \ Sp(Win) = UE{EM‘H (W) fiir

alle p = {1,2,...,[Vi(S)] — 1} und Sp(W?*) C Sp(W?) fiir alle i € V,.(S).

5.1.4 Branch-and-Bound-Algorithmus

Im Folgenden wird ein Branch-and-Bound-Verfahren, das auf dem relaxationsbasierten
Enumerationsschema aus Abschnitt 5.1.1 basiert, fir das RCPSP /max-m entwickelt. Im
ersten Teil dieses Abschnitts wird zunachst die Suchstrategie des Branch-and-Bound-Ver-
fahrens zur Festlegung der schrittweisen Generierung des Enumerationsbaums betrach-
tet. Anschliefend wird das relaxationsbasierte Enumerationsschema in Algorithmus 5.1
zu einem Branch-and-Bound-Verfahren erweitert, indem untere Schrankenwerte, Konsis-

tenztests und Dominanzregeln hinzugefiigt werden.

Im ersten Schritt wird die Suchstrategie des relaxationsbasierten Branch-and-Bound-Ver-
fahrens vorgestellt. Dazu wird die Suchstrategie in vier verschiedene Strategien aufgeteilt,
die im Folgenden als Traversierungs-, Generierungs-, Reihenfolge- und Verzweigungsstra-
tegie bezeichnet werden. Die Traversierungsstrategie legt zunachst die Reihenfolge fest,
in der alle Enumerationsknoten, die bislang generiert, aber noch nicht vollstandig un-
tersucht wurden, betrachtet werden. Ein Knoten wird dabei als vollstandig untersucht
bezeichnet, falls entweder alle seine direkten Nachfolgerknoten bereits generiert wurden
oder gezeigt werden konnte, dass im Suchraum des Knotens kein zulédssiger Schedule
mit einer kiirzeren Projektdauer als der einer bereits bekannten Losung existiert. Ei-
ne Traversierungsstrategie, die fiir das relaxationsbasierte Branch-and-Bound-Verfahren
verwendet wird, ist die sogenannte Tiefensuche (DFS) (engl. Depth-First Search), fiir
die alle generierten Knoten nach der LIFO-Regel (engl. Last-In-First-Out) durchlaufen
werden. Da experimentelle Performance-Analysen zeigen konnten, dass die DFS héufig
erst nach einer lingeren Laufzeit eine erste zuldssige Losung bestimmt, wurde eine wei-
tere Traversierungsstrategie aus Watermeyer und Zimmermann (2020), die sogenannte
Scattered-Path-Suche (SPS), implementiert. Die grundlegende Idee der SPS basiert auf

einer Streuung der Suche im Enumerationsbaum, wobei insbesondere der Nachteil der
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DFS vermieden wird, dass ein Bereich des Suchbaums, der keine oder nur schlechte Lo-
sungen enthalt, nicht mehr verlassen werden kann. Die SPS unterscheidet sich von der
DFS lediglich dadurch, dass sie nach Ablauf einer vorgegebenen Zeitspanne unter allen
noch nicht vollstandig untersuchten Knoten auf der kleinsten Ebene des Suchbaums einen
Knoten mit kleinstem unterem Schrankenwert fiir die kiirzeste Projektdauer als nachsten
zu untersuchenden Knoten auswahlt. Eine weitere Variante der SPS betrachtet zusétz-
lich Prioritatsregelwerte, falls die unteren Schrankenwerte mehrerer infrage kommender
Knoten gleich sind, wobei die Prioritatsregelwerte wie fiir die nachfolgend beschriebe-
ne Reihenfolgestrategie bestimmt werden. Die entsprechende Variante der SPS wird im

weiteren Verlauf dieser Arbeit durch SPS™ gekennzeichnet.

Es ist zu beachten, dass die Traversierungsstrategie weder festlegt, wie viele direkte
Nachfolgerknoten in einem Verzweigungsschritt generiert werden, noch die Reihenfolge
vorgibt, in der die generierten Nachfolgerknoten im weiteren Enumerationsverlauf un-
tersucht werden. Stattdessen werden diese Spezifikationen des Branch-and-Bound-Ver-
fahrens durch die Generierungs- und Reihenfolgestrategie festgelegt. Fiir die Generie-
rungsstrategie werden zunéachst zwei Alternativen unterschieden, bei denen entweder alle
direkten Nachfolger eines Enumerationsknotens im Verzweigungsschritt generiert wer-
den (all) oder nur eine vorgegebene maximale Anzahl (restr). Dabei ist zu beachten,
dass jeder Knoten im Enumerationsverlauf solange untersucht wird, bis entweder alle
seine direkten Nachfolger generiert wurden oder gezeigt werden konnte, dass der zuge-
horige Suchraum leer ist. Neben der Anzahl der generierten direkten Nachfolgerknoten
in jedem Verzweigungsschritt konnte durch experimentelle Voruntersuchungen gezeigt
werden, dass die Reihenfolge, in der alle generierten Knoten im weiteren Enumerations-
verlauf untersucht werden (Reihenfolgestrategie), ebenfalls einen entscheidenden Einfluss
auf die Performance des Branch-and-Bound-Verfahrens hat. Wie bereits fiir das RCPSP/
max festgestellt werden konnte (vgl. z. B. De Reyck und Herroelen, 1998), ist es fir das
RCPSP /max-7 i.d. R. auch von Vorteil, alle generierten Nachfolgerknoten in einer Rei-
henfolge nach nichtfallenden Werten der unteren Schranken fiir die kiirzeste Projektdauer
im weiteren Enumerationsverlauf zu untersuchen. Da die Schrankenwerte fiir die kiirzes-
te Projektdauer unter den direkten Nachfolgern eines Enumerationsknotens haufig gleich
sind, betrachtet die Reihenfolgestrategie zuséatzlich Prioritatsregelwerte, um die Giite
moglicher zuldssiger Losungen im Suchraum eines Nachfolgerknotens abzuschatzen. Im
Folgenden werden Priortitétsregeln vorgestellt, die in experimentellen Voruntersuchun-
gen die besten Ergebnisse zeigen konnten. Dazu sei ein Knoten W im Enumerations-
verlauf von Algorithmus 5.1 mit einem Schedule S = minSp(W) ¢ Sk gegeben, fiir
den eine Konfliktressource k£ € R¢(S) im Verzweigungsschritt ausgewéhlt wurde. Wei-

terhin sei angenommen, dass (iy,is,...,4s) der Reihenfolge aller generierten direkten
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Nachfolgerknoten entspricht, die nach nichtfallenden Werten der unteren Schranken der
kiirzesten Projektdauer sortiert sind, mit i, € Vi(S) = {i € V| r{.(S;) > 0} fiir alle
pe{Ll,2,...,s} und s < |Vi(S)|, sodass i, vor i, untersucht wird, falls p/ < p” gilt.
Dann wird die Reihenfolge, in der alle direkten Nachfolgerknoten mit gleichem Schran-
kenwert der kiirzesten Projektdauer in der Liste (i1,is,...,4s) untersucht werden, zu-
sitzlich nach Prioritdtsregelwerten in Abhéngigkeit einer gewdhlten Prioritatsregel sor-
tiert, wobei die Vorgange entweder nach nichtfallenden (min) oder nichtsteigenden (max)
Prioritétsregelwerten sortiert werden. Fiir die ersten beiden Regeln wird jedem Vorgang
i € Vi(S) ein Prioritétsregelwert m; in Abhéngigkeit von der Belegung der Konfliktres-
source k durch m; = % (S;) fir die RU-Regel (engl. Resource Usage) und m; = r%.(S;)/pi
fir die RUT-Regel (engl. Resource Usage per Time) zugeordnet. Die DST-Regel (engl.
Delayed Start Time) berticksichtigt die minimale Erhohung des aktuellen Startzeitpunkts
S; von Vorgang i € Vi (S) durch den Verzweigungsschritt bzw. durch die Einschrankung

der Belegung der Konfliktressource k durch Vorgang i, indem 7; = A;;, mit

A min{r € Wi |7>S8}—-S;, falls{reWz|r>S}#0
ik *—
max W, — S; + 1, sonst

und W2 = {7 € W; | ri (1) < r4(S;)} gesetzt wird. Im Gegensatz zu den bisherigen
Prioritdtsregeln, die von der gewédhlten Konfliktressource k& € R¢(.S) abhéngen, basieren
die folgenden Regeln auf Pufferzeiten. Die erste Priorititsregel TF (engl. Total Float)
bestimmt die sogenannte Gesamtpufferzeit TF; fir jeden Vorgang i € Vi (S), die der
maximalen Erhohung des Startzeitpunkts S; entspricht, sodass im Suchraum Sr(W)
weiterhin mindestens ein W-zulassiger Schedule mit einer kiirzeren Projektdauer als die
einer bislang besten bekannten Losung existiert. Entsprechend ist der Prioritatsregelwert

m; von Vorgang i € Vi (.S) durch
TF; := LS/B(W) — S,

gegeben, mit LSYP(W) := LS;(W,n + 1, UB — 1) und UB als Projektdauer der bislang
besten bekannten zulassigen Losung, soweit bereits eine zulédssige Losung bestimmt wur-
de, oder andernfalls UB := d + 1. Die EFF-Regel (engl. Early Free Float) bestimmt fiir
jeden Vorgang i € Vi(S) die freie Pufferzeit FFF;, die der maximalen Erhohung des
Startzeitpunkts S; entspricht, sodass alle anderen Vorgange des Projekts weiterhin zum

frithestmoglichen W-zulassigen Startzeitpunkt beginnen kénnen. Entsprechend gibt

EFF; :=max{r e W; |7 < rbpin(‘)(Sj —0ij)} — Si
JESucc(t
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den Prioritdtsregelwert m; von Vorgang i € Vi(S) an. Fir die Prioritdtsregeln DST,
TF und EFF wurde jeweils eine weitere Variante implementiert, die die Anzahl der
Zeitpunkte in der Startzeitbeschrinkung berticksichtigt, die durch die Erhchung des
Startzeitpunkts des betrachteten Vorgangs iibersprungen werden. Die entsprechenden
Prioritdtsregeln DSTY, TF! und EFF! weisen jedem Vorgang i € V;(S) einen Prioritéts-
regelwert m; = |]S;, S; + A N W;| mit A; € {TF;, EFF;, A} zu. Die Prioritatsregeln,
die bislang fiir die Festlegung einer Reihenfolge fiir die Untersuchung aller generierten
direkten Nachfolger eines Knotens im Enumerationsverlauf eingefithrt wurden, kénnen
im Branch-and-Bound-Verfahren ebenfalls zur Bestimmung einer Reihenfolge fiir die Ge-
nerierung der direkten Nachfolgerknoten eingesetzt werden. Fiir diese Variante der Ge-
nerierungsstrategie (restrCL) wird eine Liste aller direkten Nachfolgerknoten erstellt und
in Abhangigkeit der verwendeten Reihenfolgestrategie sortiert. Es ist dabei zu beachten,
dass ohne Vorgabe einer Reihenfolge fiir die Generierung der direkten Nachfolgerknoten
durch Prioritéatsregelwerte (all, restr) die direkten Nachfolgerknoten in einer Reihenfolge

nach fallenden Indizes der zugehorigen Vorgange generiert werden.

Den letzten Teil der Suchstrategie stellt schliellich die sogenannte Verzweigungsstrategie
dar, die vorgibt, nach welcher Regel die Konfliktressource k € R¢(S) in einem Verzwei-
gungsschritt ausgewahlt wird. Wie fiir die Bestimmung der Reihenfolgen zur Generierung
und Untersuchung der Enumerationsknoten werden fiir die Auswahl der Konfliktressour-
ce k ebenfalls Prioritdtsregeln verwendet. Basierend auf den Prioritédtsregeln, die bereits
fiir die Reihenfolgestrategie eingefithrt wurden, konnen Prioritatsregeln fiir die Verzwei-
gungsstrategie durch die Zuordnung der Prioritatsregelwerte m, = Y ey, () Ti/|Vi(S)| zu
jeder Konfliktressource k € R¢(.S) direkt abgeleitet werden. Als Beispiel wird die Priori-
tatsregel TF betrachtet, die jeder Konfliktressource k € R¢(S) einen Prioritétsregelwert
Tk = Yievi(s) TFi/|Vie(S)| zuordnet, sodass 7, dem Durchschnittswert der Gesamtpuf-
ferzeiten iiber alle Vorgéange i € Vi(.S) entspricht. Zur Vereinfachung werden im weiteren
Verlauf die Bezeichner fiir die Prioritdtsregeln der Reihenfolgestrategie fiir die Verzwei-
gungsstrategie unverandert iibernommen. Neben den Prioritatsregeln, die sich direkt aus
der Reihenfolgestrategie ergeben, wurden zusétzlich weitere Prioritétsregeln fiir die Ver-
zweigungsstrategie untersucht. Die ACO-Regel (engl. Absolute Capacity Overrun) ver-
wendet dabei als Prioritatsregelwert 7, die Kapazitétsiiberschreitung Ay := r5(S) — Ry,
die RCO-Regel (engl. Relative Capacity Overrun) die relative Kapazitétsiiberschreitung
Ay /Ry und die NCA-Regel (engl. Number of Consuming Activities) die Anzahl der Vor-
gange mit einer positiven Ressourceninanspruchnahme |V (S)|. Basierend auf der Prio-

ritatsregel wird die Konfliktressource schliefSlich durch

s / c -
k= min{k" € R°(S) | mx 16%9(35)7?[}
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bestimmt, wobei ext € {min, max} festlegt, ob kleinere (min) oder groere (max) Prio-

ritatsregelwerte vorgezogen werden.

Algorithmus 5.2 beschreibt den relaxationsbasierten Branch-and-Bound-Algorithmus,
wobei sich die Darstellung des Verfahrens auf eine Tiefensuche und eine Generierung
aller direkten Nachfolgerknoten in jedem Verzweigungsschritt beschrankt. Entsprechend
werden die weiteren Alternativen, die fiir die Traversierungs- und die Generierungsstra-

tegie vorgestellt wurden, in Algorithmus 5.2 nicht abgebildet.

Zu Beginn von Algorithmus 5.2 wird zunéchst die Startzeitbeschrankung W initialisiert,
wobei der Floyd-Warshall-Algorithmus mit einer Zeikomplexitit von O(|V|?) (vgl. Ahuja
et al., 1993, Abschnitt 5.6) ausgefithrt wird, um entweder die Distanzmatrix D zu be-
stimmen oder zu zeigen, dass ein Zyklus positiver Linge in Projektnetzplan N vorliegt
(S = 0). AnschlieBend wird in einem Preprocessing-Schritt, der auf der Startzeitbeschran-
kung W ausgefiihrt wird, der eindeutige Fixpunkt der Konsistenztests aus der Menge I'V
unter Berticksichtigung aller Ressourcen bestimmt, d.h., es wird W := ~{2[R](W) ge-
setzt (s. Abschnitt 4.2). Im Fall, dass nach der Ausfithrung des Preprocessing-Schritts
die Existenz eines zuldssigen Schedules nicht ausgeschlossen werden kann (Sy (W) # 0),
wird die untere Schranke fiir die kiirzeste Projektdauer iiber alle zulassigen Schedules auf
LB := S,41 gesetzt (S,11 = LBO™). Dabei ist zu beachten, dass durch die Berechnung
der destruktiven unteren Schranke LBD™ mit LB**" := LBO™ und UB®*" .= d auf-
grund des Preprocessings kein besserer Schrankenwert erzielt werden kann. Abschlielend
wird der Wurzelknoten (W, S, LB) auf den Stack {2 gelegt und die obere Schranke der
Projektdauer durch UB := d + 1 initialisiert.

In jeder Iteration wird der oberste Knoten (W, S, LB) vom Stack 2 entfernt. Falls der
Knoten (W, S, LB) nicht ausgelotet werden kann, da die Bedingung LB < UB erfiillt ist,
werden Konsistenztests auf der Startzeitbeschrankung W ausgefiihrt. Im weiteren Verlauf
dieser Arbeit ist zu beachten, dass fiir den T- und TB-Konsistenztest bei der Ausfiih-
rung innerhalb eines Branch-and-Bound-Verfahrens zusétzlich die Bedingung S, .1 < UB
berticksichtigt wird, sodass die Projektdauer einer bereits ermittelten zuléssigen Losung
mit einbezogen wird, um die Effektivitat der Konsistenztests zu steigern. Fiir den Fall,
dass nach der Ausfithrung der Konsistenztests kein W-zuléssiger Schedule mehr im Such-
raum des Knotens (W, S, LB) mit einer geringeren Projektdauer als UB vorliegt, d. h.,
falls SVB(W) := Sp(W,n+1, UB — 1) = @ gilt, wird der Knoten ausgelotet. Andernfalls
wird der Schedule S durch S := min Sp(W) aktualisiert, soweit mindestens ein Zeitpunkt
aus der Startzeitbeschrinkung W durch die Konsistenztests entfernt wurde. Soweit ein
ressourcenzulassiger Schedule S vorliegt, wird S als neue beste zulassige Losung durch

S* := S abgespeichert und UB := S}, gesetzt. Gilt dagegen S ¢ Sg, wird der Suchraum
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Algorithmus 5.2: Relaxationsbasierter Branch-and-Bound-Algorithmus

N O oA W N

0]

10
11
12
13
14
15
16
17

18
19
20
21
22
23
24
25

26
27
28

Input: RCPSP /max-7-Instanz
Output: Optimaler Schedule S*

Bestimme die Distanzmatrix D = (d;;); jev

if S = () then terminate (S = ()

Setze ESz = d()i, LSZ = _diO und W, := [ESZ, LSZ] NZ fur allei € V
Fiithre Preprocessing-Schritt auf W aus

if Sp(W) = 0 then terminate (S = 0)

S :=minSp(W), LB:= S,

Q:={(W,S,LB)}, UB:=d+1

while Q # () do
Entferne den obersten Knoten (W, S, LB) vom Stack €2
if LB < UB then
Fiihre Konsistenztests auf W aus
if SYB(W) # () then
Aktualisiere S := min Sp(W)
if S € Sy then
| S*:=8, UB:=5;,
else
Initialisiere A := () und wéhle eine Konfliktressource k& € R¢(S)
gemaf der Verzweigungsstrategie
forall i € {j € V}, | r}.(S;) > 0} do
W'.=W, W/ =W/ N Wi(ré(S:;) — 1)
if STB(W') # () then
Aktualisiere S” := min Sp(W’)
if S’ € Sg then
| S*:=8, UB:=8S;,,
else
Wende Dominanzregeln an und berechne die untere
Schranke LB’
if W’ wird nicht dominiert und LB’ < UB then
‘ A:=ANu{(W' S LB}
Entferne alle Knoten aus der Liste A und lege sie geméf der
Reihenfolgestrategie auf den Stack 2

20 if UB = d + 1 then terminate (S = ()
30 else return S*

Sr(W) in einem Verzweigungsschritt, wie in Abschnitt 5.1.1 beschrieben, zerlegt, wobei

die Konfliktressource k € R¢(S) geméaf der Verzweigungsstrategie ausgewahlt wird. Wie

in Abschnitt 5.1.3 gezeigt wurde, kann der Verzweigungsschritt auch durch eine Partitio-

nierung des Suchraums ersetzt werden. Fiir jeden generierten direkten Nachfolgerknoten,

der mindestens einen W-zulédssigen Schedule mit einer geringeren Projektdauer als UB
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enthélt, wird der Schedule S” := min Sr(W’) bestimmt. Falls S” ressourcenzulassig ist,
wird S’ als neue beste zulassige Losung abgespeichert und UB entsprechend aktuali-
siert. Andernfalls wird mit Hilfe von Dominanzregeln aus Abschnitt 5.1.2 tiberpriift, ob
der direkte Nachfolgerknoten redundant ist und somit ausgelotet werden kann. Fir die
Anwendung der Dominanzregeln wird der direkte Nachfolgerknoten allen Knoten aus
der Menge €2 gegeniibergestellt, die keine Vorgéngerknoten im Suchbaum darstellen. Es
ist dabei zu beachten, dass, falls im Verzweigungsschritt nicht alle direkten Nachfol-
gerknoten auf einmal generiert werden (restr, restrCL), alle Vorganger eines durch die
Dominanzregeln bereits ausgeloteten (redundanten) Knotens im weiteren Enumerations-
verlauf von den Anwendungen der Dominanzregeln ausgenommen werden, wodurch die
Korrektheit des Verfahrens sichergestellt wird. Falls nicht gezeigt werden kann, dass der
betrachtete Nachfolgerknoten redundant ist, wird die untere Schranke LB’ berechnet,
die entweder der unteren Schranke LB0™ = S|, oder der destruktiven unteren Schran-
ke LBD™ entspricht, wobei fiir die Berechnung von LBD™ die Werte LB**" := LB0O™
und UB*" := UB — 1 in Algorithmus 4.14 gesetzt werden (s. Abschnitt 4.3). Gilt
LB < UB, wird der direkte Nachfolgerknoten schliefllich der Liste A hinzugefiigt. Nach
der Generierung aller direkten Nachfolger werden alle Knoten aus der Liste A entfernt
und geméfl der Reihenfolgestrategie auf den Stack {2 gelegt, sodass der oberste Knoten
unter allen generierten direkten Nachfolgerknoten den kleinsten unteren Schrankenwert
LB’ aufweist. Das beschriebene Verfahren wird solange ausgefiihrt, bis alle Enumerati-
onsknoten vollstandig untersucht wurden (2 = (). Nach Ablauf des relaxationsbasierten
Branch-and-Bound-Verfahrens wird schlieflich entweder ein optimaler Schedule S* zu-
riickgegeben oder im Fall UB = d+1 die Unzuléssigkeit der betrachteten Probleminstanz
gezeigt.

5.2 Ein partitionsbasierter Ansatz

In Abschnitt 5.2.1 wird das Enumerationsschema fiir das Branch-and-Bound-Verfahren
in Abschnitt 5.2.2 vorgestellt, das der Ressourcenrelaxation von Problem (P) in jedem
Enumerationsschritt sowohl eine obere als auch eine untere Schranke fiir die Belegung
einer Ressource durch einen Vorgang hinzufiigt, wodurch die Mengen aller zeitzulassigen
Startzeitpunkte der Vorginge des Projekts schrittweise partitioniert werden. Abschlie-
Bend wird in Abschnitt 5.2.2 das Branch-and-Bound-Verfahren beschrieben, das auf dem

Enumerationsansatz in Abschnitt 5.2.1 basiert.
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5.2.1 Enumerationsschema

In diesem Abschnitt wird ein weiteres relaxationsbasiertes Enumerationsschema fiir das
RCPSP /max-7 entwickelt, das der Ressourcenrelaxation von Problem (P) in jedem Enu-
merationsschritt solange eine obere als auch eine untere Schranke fiir die Belegung einer
Ressource durch einen Vorgang des Projekts hinzufiigt, bis entweder die optimale Lo-
sung eines Enumerationsknotens zuléssig ist oder der zugehorige Suchraum leer ist. Da
aus der Enumeration eine schrittweise Partitionierung der Mengen aller zeitzulassigen
Startzeitpunkte der Vorgange folgt, wird zur Abgrenzung vom Enumerationsansatz in
Abschnitt 5.1.1 das in diesem Abschnitt behandelte Enumerationsschema im weiteren
Verlauf dieser Arbeit als partitionsbasiert bezeichnet, wobei zu beachten ist, dass der
Ansatz ebenfalls zur Kategorie der relaxationsbasierten Verfahren zéhlt. Der partitions-
basierte Ansatz unterscheidet sich vom Enumerationsverfahren in Abschitt 5.1.1 und
von anderen klassischen relaxationsbasierten Ansétzen (s. z. B. De Reyck und Herroelen,
1998; Fest et al., 1999) insbesondere dadurch, dass die optimale Losung eines Knotens im
Enumerationsverlauf durch die Zerlegung des Suchraums nicht von den weiteren Betrach-
tungen ausgeschlossen wird. Die Vorteile, die sich daraus ergeben, sind unter anderem
eine konstante maximale Anzahl an direkten Nachfolgerknoten in jedem Verzweigungs-

schritt sowie eine redundanzireie Enumeration.

Der Ablauf des partitionsbasierten Enumerationsschemas wird in Algorithmus 5.3 be-
schrieben. Das Verfahren unterscheidet sich vom relaxationsbasierten Ansatz in Algo-
rithmus 5.1 lediglich durch die Zerlegung des Suchraums eines Enumerationsknotens,
sodass im Folgenden nur noch der Verzweigungsschritt in Algorithmus 5.3 betrachtet
wird. Analog zum relaxationsbasierten Ansatz wird jeder Knoten im Enumerations-
baum durch eine Startzeitbeschrankung W reprasentiert, wobei der Wurzelknoten durch
W, .= [ES;, LS;|NZ fur alle Vorgange ¢ € V initialisiert wird, sodass zu Beginn der Enu-
meration jedem Vorgang alle zeitzulassigen Startzeitpunkte zugeordnet werden. Sobald
im Enumerationsverlauf ein Knoten mit S = min Sy(W) ¢ Sg vorliegt, wird zunéchst
tiberpriift, ob die Existenz eines zuldssigen Schedules im Suchraum Sy (W) bereits ausge-
schlossen werden kann (S(W) = ()). Dazu wird die Mindestinanspruchnahme 7§ (W) jeder
Konfliktressource k € R¢(S) bestimmt, wobei fiir jeden Vorgang i € V' alle Zeitpunkte in
W; zwischen dem frithesten und dem spéatesten W-zulassigen Startzeitpunkt betrachtet
werden. Die Mindestinanspruchnahme r{ (W) ergibt sich entsprechend aus der Summe
der Mindestinanspruchnahmen r$ (W) := min{r§.(7) |7 € W, N[ES;(W), LS;(W)]} aller
Vorgénge ¢ € V. Falls r{(W) > Ry fiir mindestens eine Konfliktressource k € R¢(.S)
gilt, folgt S(W) = (), sodass der Suchraum S7(W) nicht weiter zerlegt wird und Kno-

ten W ein Blatt des Enumerationsbaums darstellt. Kann dagegen ein zulédssiger Sche-
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Algorithmus 5.3: Partitionsbasiertes Enumerationsschema

Input: RCPSP/max-7-Instanz
Output: Menge ® aller generierten Schedules

1 Bestimme die Schedules ES und LS
2 if Sy = () then terminate (S = ()

3 W, :=[ES;,LS;]NZ fir allei € V
4 Q:={W}, o:=0

5 while  # () do

6 Entferne W aus der Menge €2

7 | S:=minSr(W)

8 if S € Sy then

9 | ®:=dU{S}

10 | else if ik € R : r§(W) > Ry, then

11 Waihle ein Paar (k,7) € R¢(S) x Vi mit r%.(S;) > ri (W)
12 Berechne w;, := Liﬁk(si);ﬁ’“(ww

13 W'.=W, W!={r e W;|ri(r) > tp}
14 Q:=QuU{V'}

15 W .=W, W ={r e W;|ri(r) <t}
16 if Sp(W") # () then

17 | Q=u{w"}

18 return ®

dule S € S(W) nicht ausgeschlossen werden, wird der Suchraum Sp(W) zerlegt. Dazu
wird zundchst ein Paar (k,i7) € R(S) x Vi mit r4(S;) > ri (W) ausgewahlt, wobei
ri (W) .= min{ry (7) | 7 € W; N [ES;(W), LS;(W)]} der Mindestbelegung der Ressource
k durch Vorgang i entspricht. Es ist dabei zu beachten, dass fiir jede Konfliktressource
k € R°(S) immer mindestens ein Paar (k,i) € R(S) x Vj existiert, das die Bedingung
ri (S;) > ri (W) erfillt, da sich ansonsten ein Widerspruch zur Annahme r¢(W) < Ry
ergeben wiirde. Im néchsten Schritt werden fir die Zerlegung des Suchraums Sy (W)
zwei direkte Nachfolgerknoten generiert. Dazu wird die Startzeitbeschrankung W; parti-
tioniert, d. h., W; wird in zwei nichtleere disjunkte Mengen W/ und W/ zerlegt, sodass
W; =W/ U W/ gilt. Die Partitionierung wird durch das Hinzufiigen einer oberen sowie
einer unteren Schranke fiir die Belegung der Ressource k durch Vorgang ¢ erreicht. Im
ersten Schritt wird dazu die obere Schranke u;, fiir die Ressourcenbelegung von Vor-
gang i durch den abgerundeten Mittelwert der Ressourcenbelegung % (.S;) und der Min-
destbelegung 1% (W) berechnet. AnschlieBend werden die Startzeitbeschrankungen der
direkten Nachfolgerknoten durch W’ := W und W” := W initialisiert und W/ und W}/’
den jeweiligen Teilmengen der Partitionierung durch W/ := {7 € W; | r&.(7) > U}
und W/ := {7 € W; | r4.(7) < u;} zugeordnet. Da Schedule S weiterhin dem Mini-
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malpunkt des Suchraums Sr(W’) durch % (S;) > 4, entspricht, wird Knoten W' direkt
der Menge 2 hinzugefiigt. Im Gegensatz dazu, wird fiir Knoten W” zunéchst tiberpriift,
ob der Suchraum einen W-zuldssigen Schedule enthélt, d. h., ob Sp(W") # () erfullt ist.
Falls Sp(W") # 0 gilt, wird Knoten W” ebenfalls der Menge € hinzugefiigt und in den
folgenden Iterationen weiter untersucht. Es ist dabei zu beachten, dass der Suchraum
von Knoten W durch den Verzweigungsschritt in zwei disjunkte Teilmengen Sr(1W') und
Sr(W") zerlegt wird, sodass kein W-zuldssiger Schedule im Enumerationsverlauf ausge-
schlossen wird, d.h., es gilt Sp(W) = Sp(W') U Sp(W"). Als Folge daraus ergibt sich
zum einen, dass sich der unzulédssige Schedule S weiterhin im Suchraum genau eines
direkten Nachfolgerknotens befindet, und zum anderen, dass jeder zuldssige Schedule
hochstens ein Mal im Enumerationsverlauf generiert wird. Das beschriebene Enumerati-
onsverfahren wird solange fortgesetzt, bis alle Knoten im Enumerationsbaum betrachtet
wurden (Q = (). Nach Ablauf des Enumerationsschemas gibt Algorithmus 5.3 schlieflich

die Menge aller im Enumerationsverlauf generierten Schedules ® zuriick.

Die Korrektheit von Algorithmus 5.3 folgt analog zum relaxationsbasierten Enumerati-
onsschema aus der Vollstédndigkeit des Verfahrens bzw. aus Satz 5.3. Weiterhin wird durch
Lemma 5.2 gezeigt, dass die Tiefe des Enumerationsbaums, der durch Algorithmus 5.3
generiert wird, polynomiell beschriankt ist, woraus schlieflich auch die Endlichkeit des

Enumerationsschemas folgt.

Lemma 5.2. Der durch Algorithmus 5.3 generierte Enumerationsbaum hat eine mazi-

male Tiefe von O(|V||R|min(p, |V||R]|[log, D]?)).

Beweis. Zunéchst wird durch die Generierung eines Nachfolgerknotens in Algorithmus 5.3
entweder die minimal mogliche Belegung einer Ressource durch einen Vorgang erhoht
(W') oder die maximal mégliche Belegung verringert (W”). Entsprechend kénnen maxi-
mal |V||R|p Verzweigungen im Enumerationsverlauf vorgenommen werden, bis schliefllich

ein Blatt des Suchbaums erreicht wird.

Im Folgenden wird ein beliebiger Weg W = (W W2 ... WW*) im Enumerationsbaum
mit W* als Startzeitbeschrankung des p-ten Knotens auf dem Weg betrachtet. Zu-
néchst sei angenommen, dass alle Enumerationsknoten W2 W3, ... W# durch die Er-
hohung einer minimal méglichen Ressourcenbelegung generiert werden (W’). Dann gilt
S = minSy(W') = minSp(W?) = ... = minSp(W*) ¢ Sg fiir alle Knoten auf dem
Weg W. Da u;, dem abgerundeten Mittelwert von 7% (S;) und der minimal moglichen
Ressourcenbelegung in jedem Verzweigungsschritt entspricht, folgt schlielich eine ma-
ximale Lange von O(|V||R|[log, P]) fir den Weg W. Als Néchstes sei angenommen,

dass W einen beliebigen Weg im Enumerationsbaum darstellt. Zunachst gilt, dass w;
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in jedem Verzweigungsschritt nicht grofer ist als der Mittelwert der minimal méglichen
und der maximal moglichen Belegung der betrachteten Ressource k € R¢(.S) durch Vor-
gang i € Vj iber alle Startzeitpunkte in W;. Entsprechend kénnen auf dem Weg W
hochstens O(|V||R|[log, P|) Knoten liegen, fiir die eine maximal mogliche Ressourcen-
belegung verringert wird (W”). Zusammenfassend folgt somit eine maximale Tiefe von
O(|V|?|R|*[log, p|?) fiir den Enumerationsbaum. O

Satz 5.3. Algorithmus 5.3 ist vollstindig, d. h., OS # 0 = ® N OS # (.

Beweis. Zunéchst gilt Sp(W) = Sy 2 S fur den Suchraum des Wurzelknotens, sodass
der gesamte Suchraum des Enumerationsverfahrens alle zuldssigen Schedules enthélt.
Weiterhin ergibt sich aus dem Enumerationsverlauf in Algorithmus 5.3, dass iiber je-
den Enumerationsknoten W mit S = min Sp(W) ¢ Sg verzweigt wird, der mindestens
einen zuldssigen Schedule enthélt. Dabei folgt aus Sp(W) = Sr(W’) U Sp(W”), dass
kein zuldssiger Schedule durch eine Verzweigung ausgeschlossen wird. Da die Anzahl der
Verzweigungen endlich ist (s. Lemma 5.2) und S = min S7(W) die Projektdauer auf der
Menge Sr(W) minimiert, folgt aus OS # () = S # () schliefllich die Vollstandigkeit von
Algorithmus 5.3. O

Es ist zu beachten, dass die beschriebene Partitionierung der Startzeitbeschrankung eines
Vorgangs in jedem Verzweigungsschritt des Enumerationsschemas in Algorithmus 5.3 le-
diglich die beste dem Autor dieser Arbeit bekannte Variante fiir die Partitionierung
darstellt. Im Allgemeinen kann dagegen jede beliebige Partitionierung in einem Verzwei-
gungsschritt zur Zerlegung eines Suchraums gewahlt werden, wobei die Korrektheit des

Enumerationsschemas stets gegeben ist.

5.2.2 Branch-and-Bound-Algorithmus

Im Folgenden wird das partitionsbasierte Enumerationsschema aus Abschnitt 5.2.1 zu
einem Branch-and-Bound-Verfahren fiir das RCPSP/max-m erweitert. Da das partiti-
onsbasierte Branch-and-Bound-Verfahren bis auf den Verzweigungsschritt identisch zum
relaxationsbasierten Verfahren in Abschnitt 5.1.4 ist, beschrianken sich die nachfolgenden

Ausfithrungen weitestgehend auf die Verzweigung der Knoten im Enumerationsverlauf.

Zunachst wird die Suchstrategie des partitionsbasierten Branch-and-Bound-Verfahrens
durch eine Traversierungs- und Verzweigungsstrategie eindeutig festgelegt. Im Gegen-
satz zum relaxationsbasierten Ansatz werden dabei keine unterschiedlichen Generierungs-

oder Reihenfolgestrategien verwendet. Stattdessen werden in jedem Verzweigungsschritt
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alle direkten Nachfolgerknoten auf einmal generiert und in der Reihenfolge, wie im Enu-
merationsschema in Algorithmus 5.3 beschrieben, dem Suchbaum hinzugefiigt. Fiir die
Auswahl des néchsten zu untersuchenden Knotens im Enumerationsbaum (Traversie-
rungsstrategie) wird entweder eine Tiefensuche (DFS) oder eine Scattered-Path-Suche
(SPS) verwendet. Fir die Zerlegung des Suchraums eines Enumerationsknotens mit
S = minSp(W) ¢ Sk wird durch die Verzweigungsstrategie eine Prioritétsregel festge-
legt, nach der ein Paar (k,i) € R°(S) x Vj, ausgewéhlt wird. Im Folgenden werden Prio-
ritdtsregeln vorgestellt, die in experimentellen Voruntersuchungen die besten Ergebnisse
fiir die Verzweigungsstrategie zeigen konnten. Die ersten Prioritatsregeln, die betrachtet
werden, bestimmen die Konfliktressource k£ und den Vorgang ¢ € Vj, getrennt voneinan-
der. Zunéchst wird fir die Auswahl der Konfliktressource die ACO- oder die RCO-Regel
angewendet (s. Abschnitt 5.1.4). Nach der Auswahl der Konfliktressource k& wird sowohl
fir die ACO- als auch die RCO-Regel jedem Vorgang i € Vi mit r%(S;) > ri (W)
ein Prioritatsregelwert m; = r{.(S;) — 5 (W) zugeordnet. Wie die Konfliktressource k
wird auch der Vorgang ¢ mit dem grofiten Prioritatsregelwert und dem kleinsten Index
ausgewahlt. Experimentelle Performance-Analysen konnten zeigen, dass die Prioritétsre-
geln ACO und RCO, die beide dazu tendieren, die Kapazitatsiiberschreitungen tiber den
Enumerationsverlauf schnell zu verringern, besonders gut fiir kleinere Probleminstanzen
geeignet sind. Fiir groflere Probleminstanzen konnten dagegen bessere Prioritédtsregeln
gefunden werden, die auf der Idee basieren, ein Paar (k,i) € R¢(S) x Vi auszuwéahlen,
sodass die maximal verbleibende Kapazitat Ry — rf(W’) des direkten Nachfolgerknotens
W' tendenziell soweit wie moglich verringert wird. Es ist dabei zu beachten, dass diese
Prioritatsregeln so interpretiert werden konnen, dass sie die Wahrscheinlichkeit erhohen,
dass ein direkter Nachfolgerknoten W’ von den weiteren Untersuchungen im Enumera-
tionsbaum durch r¢(W’) > Rj ausgeschlossen werden kann, sodass eine geringere Breite
des Suchbaums zu erwarten ist. Die vielversprechendste dieser Prioritédtsregeln wird als
RCR-Regel (engl. Remaining Capacity Reduction) bezeichnet und ordnet jedem Paar
(k,i) € R¢(S) x Vi, mit r¥(S;) > r (W) einen Prioritétsregelwert

(@i + 1 — g (W) 1,
max(Ry — r§(W);0,1)

Tki =

zu. Dabei entspricht der Zahler der minimalen Steigerung von r§ (W) durch den Verzwei-
gungsschritt in Bezug auf den direkten Nachfolgerknoten W' (r§(W’)) und der Nenner
der maximal verbleibenden Kapazitat Ry —r§ (W) von Ressource k (oder 0,1 fir den Fall
Ry, — (W) = 0). Fir die RCR-Regel wird schlielich das Paar (k,i) mit dem grofiten

Prioritatsregelwert fiir den Verzweigungsschritt gewahlt, wobei im Fall gleicher Priori-
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tatsregelwerte das Paar mit dem kleinsten Index der Ressource und des Vorgangs gewahlt

wird.

Algorithmus 5.4: Partitionsbasierter Branch-and-Bound-Algorithmus

N O A WO =
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27

Input: RCPSP/max-m-Instanz
Output: Optimaler Schedule S*

Bestimme die Distanzmatrix D = (d;;); jev

if S = () then terminate (S = 0)

Setze ES; := dy;, LS; .= —d;jo und W; := [ES;, LS;]| NZ fur alle 1 € V
Fiihre Preprocessing-Schritt auf W aus

if S7(W) = ) then terminate (S = ()

S :=minSp(W), LB:= S,

Q:={(W,S,LB)}, UB:=d+1

while Q # () do

Entferne den obersten Knoten (W, S, LB) vom Stack €2

if LB < UB then

Fithre Konsistenztests auf W aus

if SYB(W) # () then

Aktualisiere S := min Sp(W)

if S € Sk then
| S*:=S8, UB:=5;,

else

Waibhle ein Paar (k,i) € R¢(S) x Vi mit r§(S;) > ri (W) geméaB
der Verzweigungsstrategie

Berechne w5, 1= {WJ

W'=Ww, W= {1 € Wi |rii(7) > ua}
Setze S’ := S, LB' := LB und lege (W', S’, LB') auf den Stack 2
w" =W, W ={r e W; | ri(r) < uy}
if SYB(W") # () then

S" = min Sp(W")
if S” € Sy then

| S*:=8", UB:=5;,
else

| Setze LB" := S)/,, und lege (W”",S”, LB") auf den Stack

28 if UB = d + 1 then terminate (S = ()
29 else return S*

Das partitionsbasierte Branch-and-Bound-Verfahren wird in Algorithmus 5.4 beschrie-

ben. Wie bereits fur das relaxationsbasierte Verfahren in Abschnitt 5.1.4 beschrankt sich

die Darstellung des Algorithmus auf eine Tiefensuche. Der partitionsbasierte Branch-and-

Bound-Algorithmus unterscheidet sich vom relaxationsbasierten Verfahren in Algorith-

mus 5.2, abgesehen vom Verzweigungsschritt, lediglich dadurch, dass angenommen wird,
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dass in Zeile 11 entweder der Fixpunkt der Konsistenztests aus der Menge I'" oder I'B
bestimmt wird (s. Abschnitt 4.2). Entsprechend wird im Folgenden nur noch auf die Zerle-
gung des Suchraums eines Enumerationsknotens eingegangen. Durch die Annahme, dass
der Fixpunkt der Konsistenztests aus der Menge I'" oder I'® fiir jeden Knoten bestimmt
wird, folgt zunichst, dass die Bedingung Ak € R : r§(W) > Ry, (s. Algorithmus 5.3) in
jedem Verzweigungsschritt erfiillt ist. Aus diesem Grund ist sichergestellt, dass immer
mindestens ein Paar (k,i) € R¢(S) x V}, fir eine Konfliktressource k mit 7% (S;) > ri (W)
existiert, die gemafl der Verzweigungsstrategie ausgewahlt wird. Die Zerlegung des Such-
raums eines Enumerationsknotens erfolgt dabei analog zu Algorithmus 5.3. Wéhrend der
direkte Nachfolgerknoten W' immer auf den Stack Q2 gelegt wird, kann Knoten W” von
den weiteren Untersuchungen ausgeschlossen werden, falls SY2(W") = () gilt. Fiir den
Fall, dass dagegen SYB(W") # 0 gegeben ist, wird der Minimalpunkt S” von Sr(W")
berechnet und die Ressourcenzulassigkeit von S” iiberpriift. Gilt S” € Sg, wird S* := 5"
gesetzt und UB entsprechend aktualisiert, wohingegen andernfalls der direkte Nachfol-
gerknoten (W”,S”, LB") mit LB" := S, auf den Stack Q gelegt wird, um in weiteren
[terationsschritten untersucht zu werden. Nach der Untersuchung aller Enumerationskno-
ten (2 = ) gibt Algorithmus 5.4 schlieBlich einen optimalen Schedule S* zuriick oder
zeigt, falls UB = d+1 gilt, die Unlosbarkeit der betrachteten Probleminstanz (S = ().

5.3 Ein konstruktionsbasierter Ansatz

In Abschnitt 5.3.1 wird ein konstruktionsbasiertes Enumerationsschema fiir das RCPSP/
max-m vorgestellt, das durch eine sukzessive Ein- und Ausplanung von Vorgéingen in je-
dem Enumerationsschritt eine Menge zuldssiger Schedules generiert. Zur Bestimmung
der Einplanungszeitpunkte der Vorginge in jedem Enumerationsschritt werden in Ab-
schnitt 5.3.2 verschiedene Verfahren beschrieben. In Abschnitt 5.3.3 wird gezeigt, wie
Redundanzen im Enumerationsverlauf vermieden werden kénnen, und in Abschnitt 5.3.4
wird schliellich das konstruktionsbasierte Branch-and-Bound-Verfahren aus dem Enu-

merationsansatz entwickelt.

5.3.1 Enumerationsschema

Im Folgenden wird das Enumerationsschema fiir das konstruktionsbasierte Branch-and-
Bound-Verfahren, das in Abschnitt 5.3.4 beschrieben wird, vorgestellt. Das Enumerati-

onsverfahren basiert auf einer sukzessiven Einplanung aller Vorgénge des Projekts, wobei
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durch einen Ausplanungsschritt die Einhaltung von Zeitabstdnden zwischen den Vorgin-
gen sichergestellt wird. Das Konzept der Ausplanung von Vorgédngen stammt aus der
Arbeit Franck et al. (2001b), in der das serielle Generierungsschema fiir das RCPSP aus
Kolisch (1996) um einen Ausplanungsschritt erweitert wird, um zeitliche Hochstabsténde

zwischen den Vorgéngen fiir das RCPSP/max zu berticksichtigen.

Im weiteren Verlauf wird zunéchst das konstruktionsbasierte Enumerationsschema ohne
die Beriicksichtigung von Startzeitbeschrankungen entwickelt. Im Anschluss daran wird
das konstruktionsbasierte Enumerationsschema soweit angepasst, dass auch Startzeitbe-
schrankungen eingebunden werden, sodass in jedem Enumerationsknoten die beschriebe-

nen Verfahren aus Kapitel 4 angewendet werden koénnen.

Das konstruktionsbasierte Enumerationsschema ohne die Einbindung von Startzeitbe-
schrankungen wird in Algorithmus 5.5 beschrieben. In dem Verfahren wird jeder Enu-
merationsknoten durch ein Paar (C,S) dargestellt. Die Menge C C V entspricht dabei
der Menge aller aktuell eingeplanten Vorgénge und S einem zeitzulassigen Schedule, der
die Einplanungszeitpunkte aller Vorgénge ¢ € C und die frithestmoglichen zeitzulassigen
Startzeitpunkte aller aktuell nicht eingeplanten Vorgiange i € V' \ C unter Berticksichti-
gung der Startzeitpunkte aller aktuell eingeplanten Vorgénge angibt. Fiir die nachfolgen-
den Erlduterungen wird zunéchst in Anlehnung an Definition 2.6.3 in Neumann et al.
(2003) ein sogenannter Teilschedule eingefithrt, um die Startzeitpunkte der Vorgiange zu

beschreiben, die in einem Iterationsschritt von Algorithmus 5.5 eingeplant sind.

Definition 5.1. S¢ := (S;);cc mit C CV, 0 € C und S; € Zo fiir alle i € C wird
Teilschedule genannt. Falls S; > S; + 6;; fir alle (i,7) € ENC x C und Sy = 0 gilt,
wird Teilschedule S¢ als zeitzulissig bezeichnet und im Fall Y ;c015.(S:) < Ry, fiir alle
k € R ressourcenzulissig genannt. Ein zeit- und ressourcenzuldssiger Teilschedule S¢
heifit zuldssig. SCYU mit i € V \ C wird Erweiterung von S¢ um Vorgang i genannt,
wobei S; als zeitzuldssig, ressourcenzulissig oder zuldssig bezeichnet wird, falls SCt

zeitzuldssig, ressourcenzuldssig oder zuldssig ist.

Im Initialisierungsschritt des konstruktionsbasierten Enumerationsschemas wird zunéchst
die Distanzmatrix D bestimmt, aus der die frithesten und spatesten zeitzulédssigen Sche-
dules ES und LS abgeleitet werden. AnschlieBend wird der Wurzelknoten (C,S) mit
C := {0} und S := ES der Menge  hinzugefiigt und die Menge ® durch ® := () initiali-
siert. In jeder Iteration wird ein Knoten (C, S) aus der Menge €2 entnommen. Falls C # V/
gilt, wird ein Vorgang i € C aus der Menge aller aktuell nicht eingeplanten Vorginge
C:=V \ C ausgewdhlt. Fur den ausgewdhlten Vorgang werden alle ressourcenzuléssigen

Startzeitpunkte in der Menge {S;,S; + 1,..., —d;} bestimmt und in der sogenannten
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Algorithmus 5.5: Konstruktionsbasiertes Enumerationsschema

Input: RCPSP /max-7-Instanz
Output: Menge ® aller generierten Schedules

1 Bestimme die Distanzmatrix D = (d;;); jev
2 if Sy = () then terminate (S = ()

3 ESZ = dOi; LSI = _diO fur allei € V

4 C:={0}, S:=ES

5 Q:={(C,9)}, P:=10

6 while Q # () do

7 Entferne (C, S) aus der Menge Q2

8 if C =V then

9 | ®:=dU{S}
10 else

11 Wihle einen Vorgang i € C

12 O; i ={1€{S;,Si+1,...,—dio} | ri(S¢) + r5.(7) < Ry, fiir alle k € R;}
13 Berechne T; (Algorithmus 5.7 oder 5.8)
14 forall t € T; do

15 Sii=t, S := (max(S;,S] +dij))jev
16 if 3 € C: S5, > S; then

17 | ¢:=C\{jeCl|S]>S5;}

18 else

19 | C'=Cu{i}
20 Q:=QuU{(,S)}

21 return ®

Menge aller Einplanungszeitpunkte ©; von Vorgang i abgespeichert. Die Ressourcenzu-
lassigkeit aller Zeitpunkte in ©; wird dabei durch die Beriicksichtigung der Ressourcen-
inanspruchnahme 7§(S¢) := ¥ ;. 75,(S;) jeder Ressource k € R; durch den gegebenen
Teilschedule S sichergestellt. In Schirmer (1999, Theorem 9.5) wurde fiir das RCPSP /7
bereits gezeigt, dass die sukzessive Einplanung von Vorgangen zu ihren jeweils frithest-
moglichen zuldssigen Startzeitpunkten im Allgemeinen nicht dazu fithrt, dass fiir jede
Probleminstanz ein optimaler Schedule generiert werden kann. Basierend darauf wurden
in der Literatur zum RCPSP /7 ausschlieflich serielle Generierungsschemata entwickelt,
die in jedem Iterationsschritt den Startzeitpunkt eines noch nicht eingeplanten Vorgangs
aus der Menge aller in der Planungssituation zuldssigen Startzeitpunkte auswéhlen, wo-
bei teilweise auch Konsistenztests verwendet werden (s. Bottcher et al., 1999; Schirmer,
1999; Alvarez-Valdes et al., 2006, 2008, 2015). Es ist zu beachten, dass die Enumeration
iiber alle Startzeitpunkte in ©; in jedem Verzweigungsschritt von Algorithmus 5.5 ohne
die Beriicksichtigung von Ausplanungsschritten bereits ein vollstandiges Verfahren fur
das RCPSP/max-m darstellen wiirde. Dabei konnte zudem LS; = —d;o bei der Bestim-



5.3 Ein konstruktionsbasierter Ansatz 101

mung von O; durch einen planungsabhéangigen spétesten zeitzulédssigen Startzeitpunkt
LS;(5€) := min(—d;o, minjec(S; — d;;)) in jedem Verzweigungsschritt ersetzt werden. Da
diese Art der Enumeration allerdings viele Schedules generieren wiirde, die aufgrund der
betrachteten Zielsetzung der Projektdauerminimierung bereits im Vorhinein ausgeschlos-
sen werden konnen, wird im Folgenden eine alternative Variante beschrieben. Zunachst
wird dafiir gezeigt, dass es ausreichend ist, eine Teilmenge von ©; fir die Einplanung
eines Vorgangs i € C in jedem Iterationsschritt zu betrachten, sodass weiterhin die Gene-
rierung mindestens eines optimalen Schedules fiir eine l6sbare Probleminstanz garantiert
ist. Es ist dabei zu beachten, dass durch die Einschrankung von ©; aufgrund der zeit-
lichen Hochstabstiande zwischen den Vorgéngen des Projekts zuséatzlich die Ausplanung

von Vorgangen im Enumerationsverlauf notwendig wird. Die entsprechende Teilmenge
Ty :={r€0;|# c[0,7[NO; : ¥ (7) > ri(7) fiir alle k € R;}

von O; wird als eingeschrankte Menge aller Einplanungszeitpunkte von Vorgang i oder
auch als Einschrankung von ©; bezeichnet. Durch die Verwendung der Einschrankung
T; wird entsprechend nur dann ein spéterer als der frithestmogliche zulédssige Startzeit-
punkt eines Vorgangs i € C als méglicher Einplanungszeitpunkt betrachtet, falls dadurch
im Vergleich zu jedem fritheren Zeitpunkt in ©; die Inanspruchnahme mindestens ei-
ner Ressource k € R; verringert werden kann. Ein spéterer als der frithestmogliche
zulassige Einplanungszeitpunkt in 7; kann somit als Mdoglichkeit interpretiert werden,
um Kapazitiaten von Ressourcen fiir die Einplanung weiterer Vorgénge freizuhalten. Zu-
néchst sei angenommen, dass die Einschriankung T; gegeben ist, wobei nachfolgend in
Abschnitt 5.3.2 zwei verschiedene Algorithmen zur Berechnung von T; vorgestellt werden.
Basierend auf der Einschrénkung 7; des ausgewéhlten Vorgangs i € C werden schlieflich
alle direkten Nachfolger fiir den Enumerationsknoten (C, S) generiert. Fir jeden direkten
Nachfolgerknoten (C’, S”) wird Vorgang i zunéchst einem Zeitpunkt ¢ € T; durch S, :=¢
zugeordnet. Anschliefend werden die frithesten zeitzulédssigen Startzeitpunkte fiir alle
Vorgénge des Projekts, unter Beriicksichtigung, dass Vorgang ¢ zum Zeitpunkt ¢ startet,
durch S’ := (max(S;, 5] +d;;))jev aktualisiert. Da entsprechend jeder aktuell eingeplante
Vorgang den Zeitabstand zu jedem Zeitpunkt ¢ € 7; einhalt, d.h., ¢ > S, + dj; fir alle
J € C gilt, existiert fiir den Fall, dass Zeitpunkt ¢ nicht zeitzulassig ist, mindestens ein
Vorgang j € C mit t > S; — d;;. Entsprechend wird in diesem Fall die zuléssige Einpla-
nung des Vorgangs ¢ durch den induzierten spatesten Startzeitpunkt LS;(S;) := S; — d;;
mindestens eines Vorgangs j € C verhindert. Um schliefflich im weiteren Enumerations-

verlauf die Zeitzuldssigkeit der Erweiterung S’¢“{} mit S! = ¢ zu erreichen, werden alle
Vorgéinge j € C mit t > LS;(S;) bzw. S5 > S; durch C" := C\ {j € C|Sj > S;} aus-
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geplant. Es ist dabei zu beachten, dass 0 € C’ durch ¢t < LS; aufgrund der Definition
von O; in jedem Iterationsschritt sichergestellt ist. Falls Zeitpunkt ¢ zeitzulassig ist und
somit ¢ < minjee LS;(S;) erfiillt ist, wird Vorgang i zum Zeitpunkt ¢ durch ¢’ := CU {i}
eingeplant. Nach dem Einplanungs- oder Ausplanungsschritt wird schliellich der direkte
Nachfolgerknoten (C’, S") der Menge  hinzugefiigt, um im weiteren Enumerationsverlauf
untersucht zu werden. Aus dem beschriebenen Verfahrensablauf geht hervor, dass jeder
Teilschedule S¢ eines Enumerationsknotens (C, S) zulissig ist. Entsprechend wird fiir je-
den Enumerationsknoten (C,S) mit C =V, der aus der Menge ) entnommen wird, der
Schedule S = S¢ € S in der Menge ® abgespeichert. Nachdem alle Enumerationsknoten
untersucht wurden (Q = ), endet der Algorithmus 5.5 und gibt schlieBlich die Menge

aller generierten Schedules ® zuriick.

Im Folgenden wird gezeigt, dass Algorithmus 5.5 nach endlich vielen Iterationen beendet
wird und mindestens einen optimalen Schedule generiert, wenn mindestens eine optimale
Losung existiert. Es ist dabei zu beachten, dass daraus die Korrektheit von Algorith-
mus 5.5 direkt abgeleitet werden kann, da jeder generierte Schedule zuléssig ist (® C S)
und OS # ) & S # 0 aus der Endlichkeit des zuldssigen Bereichs folgt. Zunachst
generiert Algorithmus 5.5 nach Satz 5.4 die Menge aller aktiven Schedules AS einer Pro-
bleminstanz, wobei ein Schedule S genau dann als aktiv bezeichnet wird, wenn er zulassig
ist und kein anderer zuldssiger Schedule S’ mit S’ < S existiert (vgl. Neumann et al.,
2000). Da fiir jede 16sbare Probleminstanz (OS # () mindestens ein optimaler Schedule
existiert, der aktiv ist, folgt aus Satz 5.4 die Vollstandigkeit von Algorithmus 5.5 bzw.
OS#0=dNOS # 0.

Lemma 5.3. Sei T} die Einschrinkung der Menge aller Einplanungszeitpunkte ©; von

Vorgang v € V.. Dann gilt

T, =T = |J {min{r’ € ©; | r}i,(7") < ri.(7) fir alle k € R;}}.
r€e;
Beweis. Betrachtet sei ein Zeitpunkt ¢ € T;. Dann kann ¢ = min{7r € ©; | ri (1) < ri(¢)
fir alle k € R;} direkt aus der Definition von T; abgeleitet werden, sodass T; C T;” gilt.
Als Néchstes seien ein Zeitpunkt 7 € ©; und ein Zeitpunkt ¢ := min{7’ € 6; | rj4(7') <
ri (1) fir alle k € R;} gegeben, wobei ¢t ¢ T; angenommen wird. Da sich ¢ > min{7’ €
O, | i (") < ru(t) fir alle k € R;} aus ¢ ¢ T; ergibt, was im Widerspruch zur Definition
von t steht, folgt schlieBlich T; D T} bzw. T; = T. O

Lemma 5.4. Sei S/ € S ein beliebiger zulissiger Schedule und (C,S) ein Knoten im
Enumerationsverlauf von Algorithmus 5.5 mit C # V, S < S/ und r(5;) < Tﬁ(Sf)

fir alle 5 € C und alle k € R;. Dann existiert mindestens ein direkter Nachfolgerknoten
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(C',S"), der die Bedingungen S' < ST und ri(S}) < rfk(S’jf) fir alle j € C" und alle
ke R; erfillt.

Beweis. Gegeben sei ein Vorgang i € C, der fiir die Generierung aller direkten Nachfolger-
knoten von (C, S) ausgewéhlt wurde. Dann kann zunéchst S/ € ©; aus den Bedingungen
S; < 8F < LS; und r¢(S€) + r&,(S]) < re(SF) < Ry fiir alle k € R; abgeleitet, werden.
Aus Lemma 5.3 folgt schlieflich, dass ein Einplanungszeitpunkt ¢ := min{r € 0;|r% (1) <
i (ST fir alle k € R;} € T; fir den Vorgang i existiert (S{ € ©;), sodass die Bedingun-
gen t < S und 7 (¢) < (ST fir alle k € R; erfiillt sind. Sei (C’,.8") nun der direkte
Nachfolgerknoten von (C,.S), der dem Zeitpunkt ¢ zugeordnet ist. Dann folgt zunéachst
S'< STaust < S (t+dy; < S{+dy < S/ fiir alle j € V). Weiterhin werden die
Bedingungen 7%, (57) < r?k(S]f ) fitr alle j € C" und alle k € R; sowohl bei der Einplanung
von Vorgang i (C' :== C U {i}) als auch bei der Ausplanung von Vorgangen erfiillt. O

Satz 5.4. Algorithmus 5.5 generiert alle aktiven Schedules, d. h., ® O AS.

Beweis. Gegeben sei ein beliebiger aktiver Schedule S® € AS. Dann gelten fiir den
Wurzelknoten (C,S) zunéchst die Bedingungen S < S% und r%,(5;) < r%.(5%) fiir alle
J € C und alle & € R;. Entsprechend folgt aus Lemma 5.4, dass mindestens ein vom
Wurzelknoten ausgehender Weg im Enumerationsbaum existiert, auf dem jeder Knoten
(C,S) die Bedingungen S < S% und 7%,(5;) < r%.(9%) fir alle j € C und alle k € R;
erfillt. Da bei der Generierung eines Nachfolgerknotens entweder der Startzeitpunkt S
fiir mindestens einen Vorgang j € C erhoht (S} > S;) oder Vorgang i € C eingeplant wird
(C':= CU{i}), hat jeder Weg im Enumerationsbaum eine endliche Lange. Da zudem die
Generierung eines Schedules S < S* mit S # S* der Annahme S* € AS widersprechen
wiirde, folgt schlielich ® D AS. O

Abschlielend kann aus Lemma 5.5 abgeleitet werden, dass das Enumerationsschema in

Algorithmus 5.5 nach endlich vielen Iterationen beendet wird.
Lemma 5.5. Algorithmus 5.5 generiert maximal (d + 1)|V|(J“) Enumerationsknoten.

Beweis. Fir die Generierung eines Nachfolgerknotens im Enumerationsschema von Al-
gorithmus 5.5 wird entweder der ausgewéhlte Vorgang i € C eingeplant oder der frithest-
mogliche Startzeitpunkt eines Vorgangs um mindestens eine Zeiteinheit erh6ht. Da die
Anzahl der méglichen Startzeitpunkte fiir jeden Vorgang durch d+ 1 beschrénkt ist, folgt
eine maximale Tiefe von |V|(d + 1) fiir den Enumerationsbaum. Entsprechend werden
maximal (d + 1)|V|(J“) Enumerationsknoten in Algorithmus 5.5 generiert, da die An-
zahl der Startzeitpunkte in 7; bzw. die Anzahl der direkten Nachfolgerknoten in jedem
Verzweigungsschritt ebenfalls durch d + 1 beschrankt ist. O]
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Als Néchstes wird das Enumerationsschema in Algorithmus 5.5 um Startzeitbeschran-
kungen erganzt, wodurch die Konsistenztests und unteren Schranken aus Kapitel 4 sowie
Verfahren zur Redundanzvermeidung, die in Abschnitt 5.3.3 behandelt werden, im Enu-
merationsverlauf verwendet werden kénnen. Das angepasste Enumerationsschema, das
in Algorithmus 5.6 abgebildet ist, dient schliellich als Basis des konstruktionsbasierten
Branch-and-Bound-Verfahrens, das in Abschnitt 5.3.4 entwickelt wird.

Definition 5.2. Ein Teilschedule S¢ = (S;)icc heifit W-zuldssig, wenn mindestens ein
Schedule S € Sp(W) existiert, der die Bedingung S, = S; fiir alle Vorginge i € C erfiillt.
Weiterhin wird der Zeitpunkt S; eines Vorgangs i € C als W-zuldssig bezeichnet, falls
SCUHS Wezuldssig ist.

Algorithmus 5.6: Erweitertes konstruktionsbasiertes Enumerationsschema

Input: RCPSP /max-7-Instanz
Output: Menge ® aller generierten Schedules

Bestimme die Distanzmatrix D = (d;;); jev

if S = ) then terminate (S = ()

ESZ = dol', LSI = _diO und Wz = [ES,L, LSZ] NZ fur alle 7 eV
C:={0}, S:=ES

Q:={(C,S\W)}, ®:=0

[S T NV R VR

6 while Q # () do

7 | Entferne (C,S, W) aus der Menge Q2

8 if C =V then

9 | ®:=0U{S}
10 else

11 Wihle einen Vorgang i € C

12 O; = {7 € W; | r&(SC) + r5.(7) < Ry, fiir alle k € R;}
13 Berechne T; (Algorithmus 5.7 oder 5.8)

14 forall t € T; do

15 Si=t, S :=minSp(W,i,5), W' =W\ [0, Si[)jev
16 if 3 €C: S5, > S; then

17 | ¢:=C\{jeC|S;>5;}

18 else if S =t then

19 | C'=Cu{i}
20 Q:=QuU{([C, S W}

21 return ®

Fiir die Erweiterung des konstruktionsbasierten Enumerationsschemas in Algorithmus 5.6
wird zusatzlich eine Startzeitbeschrankung W fiir jeden Enumerationsknoten abgespei-
chert, sodass jeder Knoten durch ein Tripel (C,S, W) beschrieben wird. Wie fiir das
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relaxations- und das partitionsbasierte Enumerationsschema wird die Startzeitbeschran-
kung W im Wurzelknoten durch W; := [ES;, LS;]NZ fir alle Vorgéange i € V initialisiert,
sodass Sp(W) 2 S gilt. Weiterhin werden die Menge aller Einplanungszeitpunkte ©; so-
wie die zugehorige Einschrankung 7; in jeder Iteration fiir den ausgewéhlten Vorgang
i € C auf die Zeitpunkte in W; beschrankt. Wie auch in Algorithmus 5.5 wird fiir die
Generierung eines direkten Nachfolgerknotens (C', S’, W) ein Zeitpunkt ¢ aus der Ein-
schrankung 7; entnommen und durch S, := ¢ Vorgang i zugeordnet. Im Anschluss daran
wird der frithestmogliche W-zuldssige Schedule S” bestimmt, der die Bedingungen S” > S
und S > ¢t erfillt. Da S = (min W;);ey fiir jeden Enumerationsknoten gilt, wird der frii-
hestmogliche W-zuléssige Schedule, der die Bedingungen S” > S und S} > t erfillt, durch
S":= min Sp(W, i, t) berechnet. Falls mindestens ein Vorgang j € C mit ES;(W,4,t) > S,
(5% > 5;) vorliegt, woraus ¢t > LS;(W, j, S;) folgt, ist der Startzeitpunkt ¢ von Vorgang i
nicht W-zuldssig. Entsprechend werden in diesem Fall alle Vorgénge j € C mit S} > S;
ausgeplant, sodass Vorgang ¢ im weiteren Enumerationsverlauf W-zulassig zum Zeitpunkt
t eingeplant werden kann, soweit ¢t = ES;(W,1,t) (S; = t) gilt. Es ist zu beachten, dass
aufgrund der Betrachtung von Startzeitbeschrénkungen Vorgang i nur dann W-zulas-
sig zum Zeitpunkt t eingeplant werden kann, wenn weder Vorgénge ausgeplant werden
noch S! > t gilt. Entsprechend wird Vorgang i nur dann zum Zeitpunkt ¢ eingeplant
(C':= C U {i}), falls die Bedingung S = t erfillt ist.

Abschlieflend sei erwdahnt, dass die Algorithmen 5.5 und 5.6 im Hinblick auf die Such-
rdume der Knoten identische Enumerationsbaume generieren. Dieser Zusammenhang
ergibt sich direkt aus Satz 4.3, aus dem minSy(W,4,t) = (max(S;,t + di;));ey mit
S = (min W;);ey fiir jeden Enumerationsknoten in Algorithmus 5.6 abgeleitet werden

kann.

Die Korrektheit von Algorithmus 5.6 kann analog zu Algorithmus 5.5 gezeigt werden.
Zunéchst gibt Satz 5.5 an, dass Algorithmus 5.6 alle aktiven Schedules einer Problemin-
stanz generiert, wobei der Satz auf Lemma 5.6, einer Verallgemeinerung von Lemma 5.4,
aufbaut. AbschlieBend folgt aus Satz 5.5 und daraus, dass jeder generierte Schedule S € ®
zulassig ist und OS # 0 < S # () gilt, die Korrektheit von Algorithmus 5.6. Weiterhin

kann die Endlichkeit des Verfahrens analog zu Lemma 5.5 gezeigt werden.

Lemma 5.6. Sei S/ € S ein beliebiger zulissiger Schedule und (C,S,W) ein Knoten
im Enumerationsverlauf von Algorithmus 5.6 mit C # V, S < 8/, 7 € Sp(W) und
74(55) < T;‘k(S]f) fir alle j € C und alle k € R;. Dann existiert mindestens ein direkter
Nachfolgerknoten (C', S',W'), der die Bedingungen S' < S¥, ST € Sp(W') und ri(S}) <
r;‘k(Sf) fiir alle j € C" und alle k € R; erfillt.
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Beweis. Analog zum Beweis von Lemma 5.4 kann aus Lemma 5.3 abgeleitet werden, dass
fiir einen Vorgang i € C, der fiir die Verzweigung von Knoten (C, S, W) ausgewdhlt wird,
immer ein Zeitpunkt ¢ € T} existiert, der die Bedingungen ¢ < 57 und r% () < r(S7)
fir alle k € R; erfillt. Entsprechend gilt fir den direkten Nachfolgerknoten (C',S", W),
der dem Zeitpunkt ¢ zugeordnet ist, S" := min Sp(W,4,t) < S/ und somit S € Sp(W’)
mit W’ = (W; \ [0, S[)jev. Weiterhin werden die Bedingungen 7} (S}) < r?k(Sf) fur
alle j € C' und alle £ € R; erfiillt, wenn Vorgang ¢ eingeplant wird (C' := C U {i}),
Vorgénge ausgeplant werden oder die Anzahl der eingeplanten Vorgédnge unverdndert

bleibt (S > S;). O
Satz 5.5. Algorithmus 5.6 generiert alle aktiven Schedules, d. h., ® O AS.

Beweis. Analog zum Beweis von Satz 5.4 unter Anwendung von Lemma 5.6 anstelle von
Lemma 5.4. 0

5.3.2 Bestimmung der Einplanungszeitpunkte

In diesem Abschnitt wird gezeigt, wie die Einschrankung 7T; einer beliebigen Menge ©;,
die in einer Tteration von Algorithmus 5.5 oder 5.6 fiir einen Vorgang i € C bestimmt
wurde, berechnet werden kann. Im Folgenden werden zwei unterschiedliche Verfahren zur

Berechnung der Einschrankung
T, ={r€0;| P €0,7[NO; : (1) > ru(7) fiir alle k € R;}

vorgestellt. Analog zu den Startzeitbeschrankungen werden die Begriffe Startzeitintervall
und Startzeitunterbrechung fiir ©; und 7; definiert, wobei beide Mengen gleichermafien
durch Listen, bestehend aus den Start- und Endzeitpunkten aller Startzeitintervalle,

abgespeichert werden.

Das erste Verfahren zur Bestimmung der Einschrinkung 7; wird in Algorithmus 5.7 be-
schrieben. Zur Vereinfachung der Darstellung wird min ) := oo vorausgesetzt. Im Verlauf
des Verfahrens stellt die Variable ¢ den in der aktuellen Iteration betrachteten Startzeit-
punkt von Vorgang i € V aus der Menge ©; dar, wohingegen die boolesche Variable
element angibt, ob der Startzeitpunkt ¢ der Menge T; am Ende einer Iteration hinzu-
gefiigt wird (element = true) oder nicht (element = false). Das Verfahren startet mit
T; := () und uberprift in jeder Iteration fiir einen Startzeitpunkt ¢ € ©;, ob in der Menge
T; ein Zeitpunkt 7 existiert, der die Bedingungen ri (t) > ri(7) fiir alle k € R, erfiillt.
Dazu wird fiir jeden Zeitpunkt 7 € T; iberpriift, ob mindestens eine Ressource k € R;

existiert, fiir die r% (t) < 4 (7) gilt. Falls diese Bedingung fiir alle Zeitpunkte in 7; erfiillt
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Algorithmus 5.7: Einschrankung der Einplanungszeitpunkte (V1)

Input: Menge der Einplanungszeitpunkte ©;
Output: Eingeschrankte Menge der Einplanungszeitpunkte T;

1 T;:=0, t:=min®;, element := true

2 while t < 0o do

forall 7 € T; do

element := false

forall k € R; do

if r¥.(t) < r}.(7) then

element := true
break

if element = false then

10 ‘ break

11 if element = true then

12 | T :=T,U{t}

13 | t:=min{r € ©; |7 >t}

14 return 7T;

© o N O LA W

ist, woraus folgt, dass kein Zeitpunkt 7 € T; mit r}j.(¢) > r4.(7) fir alle k € R, existiert,
wird ¢t der Menge T; hinzugefiigt. Da alle Zeitpunkte ¢ € ©; in einer Reihenfolge steigen-
der Werte durchlaufen werden, gilt fiir jeden Zeitpunkt ¢, der der Menge T; hinzugefiigt
wird, dass auch kein kleinerer Zeitpunkt 7 € ©; mit r (t) > ri (1) fur alle £ € R; exis-
tiert. Dieser Zusammenhang kann daraus abgeleitet werden, dass fiir jeden Zeitpunkt
T € 0;, der im Verlauf des Verfahrens nicht der Menge T; hinzugefiigt wurde, mindestens
ein kleinerer Zeitpunkt 7/ € T; mit r},(7') < ri (7) fir alle k € R; existiert. Da weiterhin
fir jeden Zeitpunkt ¢ € ©;, der nicht der Menge T; hinzugefiigt wird, mindestens ein
kleinerer Zeitpunkt 7 € T; (7 € ©;) mit r%(t) > ri(r) fir alle k& € R; vorliegt, ist
Algorithmus 5.7 korrekt bzw. gibt die Einschrankung 7; von ©; zuriick.

Satz 5.6. Algorithmus 5.7 hat eine Zeitkomplexitit von O(d?|R]).

Beweis. Zunéchst werden in jeder Iteration die Ressourcenbelegungen fiir den Zeitpunkt
t € ©; mit den Ressourcenbelegungen von hochstens O(d) weiteren Zeitpunkten vergli-
chen. Da fiir jeden Vergleich maximal |R| Ressourcen betrachtet werden, sind hochstens
O(d|R|) Operationen fiir die Gegeniiberstellung der Ressourcenbelegungen von Zeitpunkt
t und allen kleineren Zeitpunkten erforderlich. Durch die Verwendung der Listen [r% (¢)]
zur Bestimmung der Ressourcenbelegungen fiir jeden Zeitpunkt t € ©; und durch das
Abspeichern der Ressourcenbelegungen fiir alle Zeitpunkte, die der Menge T; hinzugefiigt

wurden, ergibt sich eine Zeitkomplexitit von O(d|R| + Z) fiir jede Iteration. Aus d > 7
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bzw. d|R| > T folgt schlieBlich eine Zeitkomplexitit von O(d?|R|) iiber alle Iterationen
von Algorithmus 5.7. O

Im Gegensatz zu Algorithmus 5.7, der im ungtinstigsten Fall die Ressourcenbelegungen
fiir jeden Zeitpunkt ¢ € ©; mit den Ressourcenbelegungen aller kleineren Zeitpunkte in
O, vergleicht, werden im zweiten Verfahren Eigenschaften der Verldufe der Ressourcen-
belegungen fiir die Berechnung von 7; ausgenutzt. Zur Vereinfachung wird im Folgenden

u(t) :=ri(t+1) —rk(t) definiert, um die Veranderung der Belegung einer Ressource
k € R durch einen Vorgang ¢ € V' zu beschreiben, falls der Startzeitpunkt ¢t von Vorgang
i um eine Zeiteinheit erhoht wird. Aus den Beschreibungen zur Generierung der Listen
[r%(t)] in Abschnitt 4.2 folgt zunéchst, dass der Planungshorizont fiir jeden Vorgang
i € V und jede Ressource k € R; in O(Zy) Zeitintervalle [a, b] mit A% (t) = A% (t+1) fur
alle t € [a,b[NZ zerlegt werden kann. Im weiteren Verlauf wird davon gesprochen, dass
der Belegungsverlauf einer Ressource k € R auf einem Zeitintervall [a, b] mit a,b € H fir
einen Vorgang i € V konstant ist, falls A% (t) = A% (¢ + 1) fur alle ¢ € [a,b[NZ gilt. Fur
jeden Vorgang ¢ € V kann der Planungshorizont in eine polynomiell beschrankte Anzahl
O(Z) an Zeitintervallen mit konstanten Belegungsverldufen aller Ressourcen k € R; zer-
legt werden. Abbildung 5.1 zeigt ein Beispiel fiir konstante Belegungsverlaufe auf einem
Zeitintervall [a, b] fiir einen realen Vorgang ¢ € V. Als Grundlage fiir das zweite Verfah-
ren zur Berechnung von 7; werden in Lemma 5.7 zunichst Bedingungen aufgestellt, die
jeder Zeitpunkt in T; in Bezug auf ein Zeitintervall mit konstanten Belegungsverlaufen

aller Ressourcen erfiillen muss.
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Abbildung 5.1: Zeitintervall mit konstanten Belegungsverlaufen

Lemma 5.7. Sei ©; die Menge aller Einplanungszeitpunkte, die fiir einen Vorgangi € C
in einer Iteration von Algorithmus 5.5 oder 5.6 bestimmt wurde. Weiterhin sei eine Menge
{a,a +1,...,b} C O; mit a < b und Al(7") = Al.(a) fir alle 7" € [a,b[NZ und alle
k € R; gegeben. Dann erfillt jeder Zeitpunkt T € ©; genau dann die Bedingung

B e {a,a+1,...,b} :rh (1) > 1 (7') fiir alle k € R, (5.2)
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wenn mindestens eine der Bedingungen

Tk € Ry rl () < rig™" (5.3)

k1, ko) € R™ X RY v (1) + 1, (1) < 'r‘fk’lmm + r?];;”m +b—a (5.4)

mit ™ = min{r% (1) | 7 € [a,0] N Z}, R~ = {k € R;| Al(a) < 0} und R* := {k €
Ri| Al (a) > 0} zutrifft.

Beweis. Zunéchst wird gezeigt, dass die Bedingung (5.2) fiir jeden Zeitpunkt 7 € ©;
erfillt ist, falls mindestens eine der beiden Bedingungen (5.3) oder (5.4) gilt. Es wird
zunéichst angenommen, dass die Bedingung (5.3) erfiillt ist. Dann kann (5.2) direkt daraus
abgeleitet werden, dass mindestens eine Ressource k € R; mit 7} (1) < ri (7') fur alle
7' € la,b] N Z existiert. Als Nachstes wird vorausgesetzt, dass (5.4) erfiillt ist, wahrend
(5.3) nicht zutrifft. Es folgt 7t (7)+rl (1) < rip™ 4™ mit v := max{ry ()|7 €
[a,b] N Z} = rig™" +b—a fiir mindestens ein Paar (ki, ko) € R~ xR™ (s. Abbildung 5.1).

u,max

In Verbindung mit rj, (7) > r;‘kj,;nm ergibt sich schlieBlich rf, (7) < r"*, woraus 37’ €

[a+1,0] N Z mit 7l (1) =7l (7') folgt. Da 1 (77) + 184 (") = Cpypy = rip" ™ + 1™
fir alle 7 € [a,b] N Z gilt (s. Abbildung 5.1), ergibt sich aus rjj (1) = i}, (7) =
Chiky — Tik, (T') zusammen mit (5.4) die Bedingung 7§, (7) < rj;,(7'). AbschlieBend kann
abgeleitet werden, dass die Bedingung (5.2) erfillt ist, da rj}, (1) = i, (7') < rjj, (77) fir
alle 7 € [a, 7'[NZ und 7}, (1) < rij, (77) < i, (77) fiir alle 77 € [7/,0] N Z gilt.

Im néchsten Schritt wird gezeigt, dass die Bedingung (5.2) nicht erfillt ist, falls weder
die Bedingung (5.3) noch (5.4) zutrifft. Dazu wird vorausgesetzt, dass die Bedingungen
(5.3) und (5.4) nicht erfiillt sind. Zunichst wird angenommen, dass 7%, (1) > r;{"*" fir
alle k; € R~ gegeben ist. Dann wird die Bedingung (5.2) nicht erfiillt, da ¥ (7) > 74 (a)
fir alle £ € R; gilt. Entsprechend wird nur noch der Fall betrachtet, dass mindestens

eine Ressource k; € R~ mit rjj (1) < rjp"*

vorliegt. Da in diesem Fall mindestens ein
Zeitpunkt 7' € [a + 1,b] N Z mit rjj (7) = rjj, (7') existiert, ergibt sich analog zum
ersten Teil des Beweises rj, (1) > rji, (7') fiir jede Ressource ky € R™. Im Folgenden
sei der Zeitpunkt 7 := max{7’ € [a+ 1,0) N Z | Ik € R~ : ri (1) = ri.(7")} gegeben,
fir den 7, (1) > i, (7) fur alle k; € R* und rjj, (1) > 75, (7) fiir alle ky € R~ direkt
abgeleitet werden kann. Abschliefend folgt aus r& (1) > ™" fiir alle k € R, dass die
Bedingung (5.2) fir den Zeitpunkt 7 nicht zutrifft, da % (7) > r4(7) fir alle k € R;

gilt. O]

Im Folgenden wird das zweite Verfahren zur Berechnung der Einschrankung 7; von ©;

beschrieben, das in Algorithmus 5.8 skizziert wird. Wie auch das erste Verfahren startet
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der Algorithmus 5.8 mit einer leeren Menge T;, die im Verlauf des Verfahrens schritt-
weise erginzt wird. In jeder Iteration wird eine Teilmenge © von ©; betrachtet, die zu
Beginn des Verfahrens der Menge ©; entspricht und schrittweise reduziert wird. Im Fol-
genden wird zur Abgrenzung zu einer Startzeitbeschrénkung W; der Endzeitpunkt eines
Startzeitintervalls in ©;, dem ein Zeitpunkt 7 zugeordnet ist, durch ¢®i(7) angegeben.
Weiterhin wird zur Abgrenzung der Bezeichner B® fiir die Anzahl der Startzeitunterbre-
chungen in ©; verwendet. In jeder Iteration von Algorithmus 5.8 werden die Variablen a
und b bestimmt, die jeweils den Start- und Endzeitpunkt eines Intervalls [a, b] innerhalb
eines Startzeitintervalls von ©; mit {a,a+1,...,b} C ©; angeben. Zunichst wird zu Be-
ginn einer Iteration die Variable a auf den Startzeitpunkt des ersten Startzeitintervalls
in © gesetzt. Falls der Endzeitpunkt des ersten Startzeitintervalls in © grofler als der
Startzeitpunkt ist (a # €®(a)), werden alle Ressourcen k € R; mit einem fallenden Bele-
gungsverlauf AY% (a) < 0 bestimmt (R™). Fir den Fall, dass R~ # () gilt, werden ebenso
alle Ressourcen k € R; mit einem steigenden Belegungsverlauf A% (a) > 0 ermittelt (R1),
gefolgt von der Berechnung des grofStmoglichen Werts by fiir jede Ressource k& € R;, der
einen konstanten Belegungsverlauf auf dem Zeitintervall [a, by| fir die jeweilige Ressour-
ce sicherstellt. Entsprechend wird durch b := min (minkeRi ik, eei(a)) ein Zeitintervall
[a,b] N Z C ©; mit einem konstanten Belegungsverlauf tiber alle Ressourcen k € R; auf
[a, b] bestimmt. Fiir den Fall, dass dagegen a = €®(a) oder R~ = () gilt, wird stattdessen
im weiteren Verlauf das Zeitintervall [a,b] mit b := a betrachtet. Nach der Berechnung
der Mindestbelegungen %™ := min{r% (7)|7 € [a,b] N Z} auf dem Zeitintervall [a, b] fir
alle Ressourcen k € R; werden die Zeitpunkte {a,a+1,...,b} N © zunachst der Menge
T; hinzugefiigt und anschlieflend aus der Menge O entfernt. Im néchsten Schritt wird
weiterhin jeder Zeitpunkt ¢ aus der Menge O entfernt, fiir den mindestens ein Zeitpunkt
T €{a,a+1,...,b} mit ri(t) > rj (1) fur alle k € R; existiert, sodass der Zeitpunkt ¢
fiir die Erweiterung der Einschrankung 7; nicht infrage kommt. Die entsprechenden Ope-
rationen, die auf Lemma 5.7 basieren, werden in den Zeilen 14 bis 18 ausgefiithrt. Das
Verfahren wird solange fortgesetzt, bis kein Zeitpunkt mehr in der Menge © vorliegt.
Nach Ablauf des Verfahrens gibt Algorithmus 5.8 schliellich die Einschrankung 7T; von

O, zurick.

Satz 5.7. Algorithmus 5.8 bestimmt die Einschrinkung T; einer Menge ©; C H mit
einer Zeitkomplezitit von O(|R|*(B® + I)(B® + |R|T)).

Beweis. Fir den Beweis der Korrektheit von Algorithmus 5.8 wird zunéchst mit Hilfe

vollstandiger Induktion gezeigt, dass

O=0%={rcO;|r>anP c0,a[NO;:ri(r) > r(r) fiir alle k € R;}
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Algorithmus 5.8: Einschrankung der Einplanungszeitpunkte (V2)

Input: Menge der Einplanungszeitpunkte ©;
Output: Eingeschrankte Menge der Einplanungszeitpunkte T;

1T =0, O :=0,
2 while © # () do

3 a = min O, b:=a, R~ =0, Rt =10

4 if a # % (a) then

5 R ={keR;|A}(a) <0}

6 if R~ # () then

7 Rt :={keR;| A% (a) >0}

8 forall £k € R; do

9 ‘ b, := max{T € H | Al (7') = Al (a) fir alle 7" € [a, T[N Z}
10 b := min (minkeRi bir, eei(a))
11 forall £k € R; do

12 ‘ rf‘k’mm = min{ri(7) |7 € [a,b] N Z}

13 | T;:=T;, U ([a,b] N ©), ©:=0\{a,a+1,...,b}, e =0

u,min

14 forall ke R, :r;;"" > 0 do

15 | O =0'U{reo|ry(r) < b

16 forall (ki,ky) € R~ x R do

17 ci=r™ 4™ L b —a

18 O =0 U{reco|ry (r)+r,(r) <c}
19 0:=0

20 return 7;

am Anfang jeder Iteration gilt. Der Induktionsanfang ist zunéchst durch die erste Itera-
tion gegeben. Weiterhin wird gezeigt, dass © = ©!*" am Ende jeder Iteration gilt, falls
die Induktionsannahme erfiillt ist, woraus sich @™ = 0% mit a = min @™ fiir eine
direkt nachfolgende Iteration ergibt (62" # (). Betrachtet wird dazu die Aktualisierung
von O durch die Operationen in den Zeilen 13 bis 19. Fiir den Fall a < b kann © = @1
am Ende einer Iteration direkt aus Lemma 5.7 abgeleitet werden, wohingegen die gleiche
Aussage fiir a = b gilt. Basierend auf © = ©¢ zu Beginn jeder Iteration kann schliefSlich
gezeigt werden, dass jeder Zeitpunkt ¢ € [a,b] N O, der in jeder Iteration der Einschran-
kung T; hinzugefigt wird (Zeile 13), auch tatséichlich ein Element von T; ist. Wahrend
fiir den Fall a = b der Zusammenhang direkt aus der Definition von 7; folgt, kann im Fall
a < b die Korrektheit dadurch gezeigt werden, dass mindestens eine Ressource £ € R~
vorliegt, sodass die Bedingung r% (7') < ri(7) fiir jedes Paar (7,7') € {a,a +1,...,b}?
mit 7 < 7/ erfiillt ist. Da weiterhin kein Zeitpunkt ¢ € [b 4 1,a[N©; mit o = min O}
fiir den Fall ©2"! # () Element der Einschrankung 7; ist, folgt schlielich die Korrektheit

des Verfahrens.
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Um die Zeitkomplexitdt zu bestimmen, wird angenommen, dass ©, der Menge © zu
Beginn einer Iteration A von Algorithmus 5.8 entspricht und B®* die Anzahl der Start-
zeitunterbrechungen in ©, angibt. Zunéchst werden die Operationen in den Zeilen 14
bis 18 betrachtet. Fiir beide Schleifendurchlédufe kénnen jeweils Zeitkomplexitdten von
O(|R|B®* +Z) und O(|R|*B®* + |R|Z) durch die Verwendung der Listen [r (¢)] und das
Abspeichern von © durch die Start- und Endzeitpunkte aller enthaltenen Startzeitinter-
valle abgeleitet werden. Weiterhin ergibt sich eine maximale Anzahl an O(B® + ) Itera-
tionen fiir Algorithmus 5.8, da der Zeitpunkt a in zwei aufeinanderfolgenden Iterationen
entweder einem anderen Startzeitintervall von ©; zugeordnet wird oder mindestens einen
Zeitpunkt in einer der Listen [r}.(¢)] iiberspringt. Es ist dabei zu beachten, dass Zeitpunkt
a auch im Fall a # €®(a) und R~ = () mindestens einen Zeitpunkt in einer der Listen
[r (¢)] iiberspringt, da Startzeitpunkt 7 = min ©™' — 1 die Bedingung A% (1) < 0 fiir
mindestens eine Ressource k € R; erfiillt. Aufgrund der streng monotonen Zunahme von
Zeitpunkt a iiber alle Iterationen von Algorithmus 5.8 kann ¢®(a) iiber alle Iterationen
dadurch bestimmt werden, dass die Start- und Endzeitpunkte aller Startzeitintervalle in
O, hochstens ein Mal durchlaufen werden. Das Gleiche gilt ebenso fiir alle abgespeicherten
Zeitpunkte in den Listen [r} (¢)] zur Bestimmung von R~, R, den Werten b;; und der
Mindestbelegung 7™ auf dem Intervall [a, b] fiir jede Ressource k € R;. Zusammenfas-
send ergibt sich schlielich eine Zeitkomplexitit von O(|R|?B* +|R|Z) fiir jede Iteration
von Algorithmus 5.8, wobei T; mit einer Zeitkomplexitit von O(B®*) in jeder Iteration
aktualisiert wird (Zeile 13). Unter Berticksichtigung, dass der Menge © := ©; zu Beginn
des Verfahrens durch die Operationen in den Zeilen 14 bis 18 hochstens O(|R|Z) zusétzli-
che Startzeitunterbrechungen tiber alle Iterationen hinzugefiigt werden, ist die maximale
Anzahl an Startzeitunterbrechungen in ©, in jeder Iteration durch O(B®: + |R|Z) be-
schrinkt. SchlieBlich folgt eine Zeitkomplexitat von O(|R[*(B® + I)(B® + |R|T)) fiir
den Algorithmus 5.8. O

5.3.3 Techniken zur Redundanzvermeidung

Im Folgenden werden zwei verschiedene Techniken zur Redundanzvermeidung im Enu-
merationsverlauf von Algorithmus 5.6 vorgestellt. Beide Techniken basieren auf einer
Reduktion der moglichen Einplanungszeitpunkte der Vorgange in jedem Verzweigungs-
schritt des konstruktionsbasierten Enumerationsschemas. Im ersten Teil dieses Abschnitts
werden zunachst beide Techniken zur Redundanzvermeidung einzeln betrachtet. Im An-
schluss daran wird die gemeinsame Anwendung beider Techniken untersucht, wobei ge-

zeigt werden kann, dass dadurch eine redundanzfreie Enumeration erreicht wird.
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Fir die erste Technik werden in jedem Verzweigungsschritt des Enumerationsschemas
die Ressourcenbelegungen durch den ausgewéhlten Vorgang und dem ihm zugeordneten
Zeitpunkt als untere Schrankenwerte fiir die Einplanungszeitpunkte im weiteren Enu-
merationsverlauf festgelegt. Dazu werden fiir die sogenannte Usage-Preserving-Technik
(UPT) in jedem Verzweigungsschritt fiir jeden direkten Nachfolgerknoten nur die Start-
zeitpunkte des Vorgangs i € C in der Startzeitbeschrinkung W/ weiterhin betrachtet,
deren induzierte Ressourcenbelegungen iiber alle Ressourcen k € R; nicht kleiner sind als
die des gewéahlten Einplanungszeitpunkts ¢ € T;. Zur Anwendung der UPT wird der Ver-
zweigungsschritt des Enumerationsschemas wie folgt angepasst. Nachdem Vorgang i € C
der Zeitpunkt ¢ € T; als frithestmoglicher Startzeitpunkt durch S, := t in Zeile 15 von Al-
gorithmus 5.6 zugeordnet wurde, werden W’ := W und W/ := {7 € W/|r¥.(7) > r&(t) fir
alle k € R;} gesetzt. Weiterhin werden die darauffolgenden Operationen in Zeile 15 auf
der Startzeitbeschrinkung W' an Stelle von W ausgefithrt. Um zu zeigen, dass Algorith-
mus 5.6 durch die Anwendung der UPT auch weiterhin alle aktiven Schedules generiert
bzw. korrekt ist, wird im Folgenden gezeigt, dass Lemma 5.6 auch dann gilt, falls die UPT
ausgefiithrt wird. Dazu wird der Beweis von Lemma 5.6 dahingehend erweitert, dass die
angepassten Operationen fiir die UPT in Zeile 15 berticksichtigt werden. Gegeben sei
der Zeitpunkt ¢ € T; mit t = min{r € ©; | r4(r) < r%(S/) fir alle k& € R;}, sodass
t < S und r¥ () < ru(SY) fir alle k € R; gilt. Dann folgt zunichst S e Sp(W’),
nachdem W' := W initialisiert und W/ := {7 € W/ | ri (1) > ri(t) fir alle k € R;}
gesetzt wurde. Analog zum Beweis von Lemma 5.6 konnen S’ := min Sp(W,i,t) < S/
und ST € Sp(W') mit W' := (W/\ [0, S}[);ev abgeleitet werden, wohingegen der restliche
Beweis unverandert iibernommen werden kann. Zusammenfassend gilt Lemma 5.6 auch
dann fir den Algorithmus 5.6, wenn die UPT ausgefithrt wird, wobei die Korrektheit
des Verfahrens direkt daraus folgt (vgl. Abschnitt 5.3.1). Da durch die Anwendung der
UPT in Algorithmus 5.6 fir jeden Enumerationsknoten (C,S, W) und jeden Schedule
S" € Sp(W) die Bedingungen S < S und r};.(S;) < 7§,(57) fir alle j € C und alle
k € R; ertiillt sind, folgt Korollar 5.1 direkt aus Lemma 5.6.

Korollar 5.1. Es sei angenommen, dass Algorithmus 5.6 mit der UPT ausgefiihrt wird.
Weiterhin sei ST € S ein beliebiger zulissiger Schedule und (C,S, W) ein Knoten im
Enumerationsverlauf von Algorithmus 5.6 mit C # V und S¥ € Sp(W). Dann existiert
mindestens ein direkter Nachfolgerknoten (C',S",W'), der die Bedingung ST € Sp(W’)
erfillt.

Da Sp(W’') C Sp(W) fir einen Knoten (C, S, W) und jeden seiner Nachfolgerknoten
(C', S, W) gilt, ergibt sich aus Korollar 5.1, dass genau die Menge Sy(W) durch Knoten
(C, S, W) und alle Nachfolgerknoten untersucht wird. Es ist dabei zu beachten, dass ohne
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die UPT fiir einen Knoten (C, S, W) im Enumerationsverlauf auch Bereiche in Sp(W)
untersucht werden konnten, die keine Teilmengen von {S" € Sp(W) | ri,(S]) > 3. (S;)
fur alle j € C und alle k € R} sind.

Die zweite Technik zur Redundanzvermeidung basiert auf der Betrachtung der Ressour-
cenbelegungen aller Zeitpunkte 7 € T} eines ausgewdhlten Vorgangs i € C im Verzwei-
gungsschritt von Algorithmus 5.6, die kleiner als der zugeordnete Zeitpunkt ¢ sind. Fiir
die Anwendung der zweiten Technik zur Redundanzvermeidung wird Zeile 15 von Al-
gorithmus 5.6 analog zur UPT angepasst, wobei der einzige Unterschied darin besteht,
dass W} == {7 € W] | 3" € [0,¢[NT; : ri(7) > ri(7) fir alle k € R;} gesetzt wird.
Entsprechend wird durch die zweite Redundanzvermeidungstechnik Zeitpunkt 7 aus W}/
entfernt, falls mindestens ein Zeitpunkt 7" in T} vorliegt, der kleiner als der zugeordnete
Zeitpunkt ¢ ist und zugleich die Bedingungen r% (7) > r& (7') fir alle k € R; erfiillt. Da
daraus folgt, dass fir jeden Zeitpunkt 7 € W/ mindestens eine Ressource k € R; mit
ri(7) < ri(7') fir jeden Zeitpunkt 7' € [0,t[NT; existiert, wird das zweite Verfahren
zur Redundanzvermeidung als Usage-Limitation-Technik (ULT) bezeichnet. Um zu zei-
gen, dass Lemma 5.6 auch weiterhin gilt, falls Algorithmus 5.6 mit der ULT ausgefiihrt
wird, kann der Beweis von Lemma 5.6 wie fiir die UPT erweitert werden, wobei lediglich
die Aktualisierung von W/ ersetzt wird. Entsprechend ist es ausreichend zu zeigen, dass
S/ e W/ nach der Aktualisierung W/ := {7 € W/ | 37" € [0,4[NT} : () > v (') fiir
alle k € R;} mit t = min{r € O, | r(r) < r4(S/) fir alle k € R;} gilt. Da S/ ¢ W/
einen Widerspruch zur Annahme ¢ = min{r € O, | v (r) < r%(S/) fir alle k € R;}
ergeben wiirde, folgt schliellich, dass Lemma 5.6 auch dann gilt, wenn Algorithmus 5.6
mit der ULT ausgefiihrt wird. Die Korrektheit von Algorithmus 5.6 mit der ULT ergibt

sich analog zu Abschnitt 5.3.1.

Abschliefend wird die gemeinsame Anwendung beider Techniken zur Redundanzvermei-
dung untersucht. Dazu werden fiir einen beliebigen Knoten im Enumerationsverlauf von
Algorithmus 5.6 zwei direkte Nachfolgerknoten (C’,S’,W') und (C”,S”,W") betrach-
tet. Aus den Beschreibungen beider Redundanzvermeidungstechniken kann zunéchst
W! N W/ = () abgeleitet werden. Da daraus Sp(W') N Sp(W") = ) folgt, ergibt sich
schliellich Korollar 5.2 aus Korollar 5.1.

Korollar 5.2. Es sei angenommen, dass Algorithmus 5.6 mit der UPT und der ULT
ausgefiihrt wird. Weiterhin sei ST € S ein beliebiger zulissiger Schedule und (C, S, W) ein
Knoten im Enumerationsverlauf von Algorithmus 5.6 mit C #V und S¥ € Sp(W). Dann
existiert genau ein direkter Nachfolgerknoten (C', S',W'), der die Bedingung S’ € Sp(W')
erfillt.
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Unter Berticksichtigung, dass Sp(W’) C Sp(W) fir jeden Knoten (C, S, W) und jeden
seiner Nachfolgerknoten (C', S”, W) gilt, ergibt sich aus Korollar 5.2, dass jeder zulassige
Schedule durch Algorithmus 5.6 unter Anwendung der UPT und der ULT hochstens
ein Mal generiert wird. Weiterhin wird ein redundanzfreier Enumerationsbaum erzeugt,
sodass eine beliebige Teilmenge von Sy hochstens auf einem Weg des Enumerationsbaums

untersucht wird.

5.3.4 Branch-and-Bound-Algorithmus

In diesem Abschnitt wird das konstruktionsbasierte Branch-and-Bound-Verfahren vorge-
stellt, das auf dem Enumerationsschema in Algorithmus 5.6 basiert. Der erste Teil dieses
Abschnitts betrachtet zunachst die Suchstrategie des Verfahrens bzw. geht darauf ein,
wie der Suchbaum im Enumerationsverlauf generiert wird. Im Anschluss daran wird be-
schrieben, wie das Enumerationsschema um untere Schrankenwerte, Konsistenztests und

Techniken zur Redundanzvermeidung erweitert werden kann.

Zunachst werden zur Bestimmung einer Reihenfolge, in der alle bereits generierten aber
noch nicht vollstandig untersuchten Knoten im Enumerationsverlauf betrachtet werden
(Traversierungsstrategie), die Tiefensuche (DFS) sowie die Scattered-Path-Suche (SPS)
verwendet. Nachdem durch die Traversierungsstrategie der nachste zu untersuchende
Knoten festgelegt wurde, bestimmt die Verzweigungsstrategie den Vorgang fiir den Ver-
zweigungsschritt des Enumerationsschemas. Zunachst wird dazu die Menge aller ein-
planbaren Vorginge £ C C festgelegt. Die erste Alternative betrachtet fiir £ alle aktuell
nicht eingeplanten Vorgénge (C), d.h., es wird £ := C gesetzt. Die zwei weiteren Alter-
nativen, die beide auf einer strikten Halbordnung < auf der Vorgangsmenge V' basie-
ren, schranken die Menge C dagegen ein, wobei & C {i € C | Pred™(i) C C} gilt mit
Pred™(i) == {h € V| (h,i) € tr(<)} und tr(<) als transitive Reduktion von <. Fiir
die beiden Alternativen werden die Distanzordnung <, und die Zyklenordnung <, die
in Franck et al. (2001b) und Neumann et al. (2003, Abschnitt 2.6) definiert werden,
verwendet. Genaue Definitionen und Beschreibungen zu den Ordnungen koénnen den an-
gegebenen Literaturquellen entnommen werden. Nach der Bestimmung der Menge aller
einplanbaren Vorgiange £ wird schliellich ein Vorgang mit bestem Prioritatsregelwert m;
und kleinstem Index ausgewéhlt. Entsprechend wird der Vorgang fiir den Verzweigungs-
schritt durch

i:=min{i € & |1y = ext '}

bestimmt, wobei ext € {min, max} angibt, ob entweder kleinere (min) oder groere (max)

Prioritatsregelwerte bevorzugt werden. Im Folgenden werden unterschiedliche Prioritats-
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regeln vorgestellt, die sich in Voruntersuchungen als vorteilhaft herausgestellt haben.
Zunachst werden Prioritatsregeln betrachtet, die sich auf die Zeitrestriktionen zwischen
den Vorgangen beziehen und in der Literatur zur Projektplanung bereits umfassend un-
tersucht wurden (s. z. B. Kolisch, 1996; Franck et al., 2001b). Zu den entsprechenden
Prioritatsregeln gehoren unter anderem die LST-Regel (engl. Latest Start Time), die je-
dem Vorgang i € £ einen Prioritatsregelwert m; = LS; zuordnet und die ST-Regel (engl.
Slack Time) mit m; = LS; — ES;. Fur beide Prioritétsregeln wurden zusatzlich dynami-
sche Varianten implementiert, die sowohl die Startzeitbeschrénkungen als auch die obere
Schranke UB im Enumerationsverlauf einbeziehen. Die dynamische Variante der LST-
Regel (LSTd) setzt als Prioritéitsregelwert m; = LSY?(W) und die dynamische Variante
der ST-Regel (STA)? 7; = LSYP(W) — ES(W) mit LSYP(W) := LS;(W,n+ 1, UB — 1).
Zusétzlich wurde fir die ST-Regel eine dynamische Variante untersucht, die durch m; =
|W; N [ES;(W), LSYP(W)]| die Anzahl der Startzeitpunkte in der Startzeitbeschrinkung
des jeweiligen Vorgangs beriicksichtigt (STd!). Weitere Priorititsregeln, die untersucht
wurden, sind die PF-Regel (engl. Path Following) mit m; = [(¢) und I(:) als maximale
Anzahl der Knoten iiber alle lingsten Wege in Netzplan N von Vorgang i zu n + 1, die
MRC-Regel (engl. Maximal Resource Consumption) mit m; = p; Y_xer, rd und die TS-
Regel (engl. Total Successor) mit m; = [{j € V' | (i,]) € tc(<)}| und tc(<) als transitive
Hiille von <. Im Gegensatz zu den bisherigen Prioritéitsregeln werden im Folgenden Re-
geln vorgestellt, die die Eigenschaften der partiell erneuerbaren Ressourcen ausnutzen.
Dazu wird die maximal mégliche Inanspruchnahme p; r& einer Ressource k& € R durch

einen Vorgang i € £ im Verhiltnis zur maximal verbleibenden Kapazitiat Ry, mit

Ry == Ry — r§(S€) = S_r™™(W, ES;(W), LSYB (W)

ieC

betrachtet. Es wurden die folgenden Prioritétsregeln untersucht. Die TMAR-Regel (engl.

Total Maximal Additional Resource Consumption) mit
rd
T = DPj Z = + Z 1
k’ERi:Rk;ﬁO k kERi:RkZO

und die AMAR-Regel (engl. Average Maximal Additional Resource Consumption) mit
m = 7. /|R;| und 7} als Prioritatsregelwert der TMAR-Regel.

3 Es ist zu beachten, dass die dynamische Variante der ST-Regel (STd) im Allgemeinen nicht mit der
TF-Regel, die in Abschnitt 5.1.4 eingefithrt wurde, iibereinstimmt. Der Grund dafiir ist, dass sich
durch die Anwendung von Konsistenztests im konstruktionsbasierten Branch-and-Bound-Verfahren
die Werte von S; und ES;(W) in einem Enumerationsknoten unterscheiden koénnen.
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Nach der Bestimmung des Vorgangs fiir den Verzweigungsschritt wird durch die Ge-
nerierungsstrategie zunéchst festgelegt, wie viele direkte Nachfolgerknoten maximal ge-
neriert werden. Dabei kénnen wie im relaxationsbasierten Branch-and-Bound-Verfahren
entweder alle direkten Nachfolgerknoten auf einmal erzeugt werden (all) oder nur eine
begrenzte maximale Anzahl (restr). Falls nur eine begrenzte Anzahl an direkten Nach-
folgerknoten erzeugt wird, gibt die Generierungsstrategie weiterhin die Reihenfolge vor,
in der die betrachteten Zeitpunkte in 7; durchlaufen werden. Die erste Alternative LT
(engl. Lowest Time) betrachtet in jedem Verzweigungsschritt den kleinsten Zeitpunkt
in T;, der bislang noch nicht betrachtet wurde. Bei der anderen Alternative PV (engl.
Priority Value) wird dagegen jedem Zeitpunkt ¢ in 7; ein Prioritétsregelwert m; zugeord-
net und alle Zeitpunkte in 7; nach nichtfallenden Werten von 7; durchlaufen, wobei im
Fall von gleichen Prioritatsregelwerten immer der kleinste Zeitpunkt gewéhlt wird. Im
Folgenden wird eine Prioritatsregel fiir die Bestimmung einer Reihenfolge der Zeitpunkte
in T; beschrieben, die in Voruntersuchungen die besten Ergebnisse erzielen konnte. Der

zugehorige Prioritatregelwert

1

kER;
mit
ré.(t)/ Ry, falls Ry, # 0 rd /Ry, falls Ry # 0
Akt = und bi, =
1, sonst 1, sonst

kann als Kombination aus einem Prioritdtsregelwert, der sich an die TMAR-Regel an-
lehnt und einem Bestrafungsterm, der den Wert von 7; linear zum Zeitabstand zwischen
Zeitpunkt ¢t und ES;(W) erhoht, interpretiert werden.

Abschliefend wird durch die Reihenfolgestrategie festgelegt, in welcher Reihenfolge alle
in einem einzelnen Verzweigungsschritt generierten direkten Nachfolgerknoten im weite-
ren Enumerationsverlauf untersucht werden. In Voruntersuchungen konnte gezeigt wer-
den, dass die besten Ergebnisse dadurch erzielt werden, dass alle generierten Knoten
in einer Reihenfolge nach nichtfallenden Werten der unteren Schranken fiir die kiirzeste
Projektdauer untersucht werden. Entsprechend werden abweichend vom relaxationsba-
sierten Branch-and-Bound-Verfahren die generierten direkten Nachfolgerknoten in einem

Verzweigungsschritt nicht zusatzlich durch Prioritatsregeln sortiert.

Im Folgenden wird das konstruktionsbasierte Branch-and-Bound-Verfahren beschrieben,
das in Algorithmus 5.9 skizziert wird. Wie bereits fiir das relaxations- und partitions-

basierte Branch-and-Bound-Verfahren wird zur Vereinfachung der Darstellung in Algo-
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Algorithmus 5.9: Konstruktionsbasierter Branch-and-Bound-Algorithmus

Input: RCPSP /max-7-Instanz
Output: Optimaler Schedule S*

Bestimme die Distanzmatrix D = (d;;); jev

if S = () then terminate (S = ()

Setze ESz = d()i, LSZ = _diO und W, := [ESZ, LSZ] NZ fur allei € V
Fiithre Preprocessing-Schritt auf W aus

if Sp(W) = 0 then terminate (S = 0)

S :=minSp(W), LB:= S,

Q:={(C,S,W,LB)}, UB:=d+1

while Q # () do

N O oA W N

0]

9 Entferne den obersten Knoten (C, S, W, LB) vom Stack €

10 if LB < UB then

11 Fiihre Konsistenztests aus der Menge I'® oder I'V auf W aus

12 if SYB(W) # ) then

13 Initialisiere A := () und wéhle einen Vorgang i € £ gemaf} der
Verzweigungsstrategie

14 ©; = {7 € Wi | r&(SC) +r5.(7) < Ry, fiir alle k € R;}

15 Berechne T; (Algorithmus 5.7 oder 5.8)

16 while T} # () do

17 Entferne einen Zeitpunkt t aus T; gemafl der Generierungsstrategie

18 Sii=t, S :=minSp(W,i,5)), W' :=(W;\ [0, Sj[)jev

19 Fiihre Konsistenztests aus der Menge I'® auf W' aus

20 if SYB(W') # () then

21 S" = min Sp(W"')

22 if 35 € C: S > S; then

23 | C=C\{jeC|S]>5;}

24 else if S/ =t then

25 | ¢ =Ccu{i}

26 if (' =V then

27 ‘ S =8, UB:=S5;,, T,:=T;\[t+1,00[

28 else

29 Berechne die untere Schranke LB’

30 if LB’ < UB then

31 | A:=AU{(C,S, W' LB)}

32 Entferne alle Knoten aus der Liste A und lege sie gemafl der

Reihenfolgestrategie auf den Stack 2

33 if UB = d + 1 then terminate (S = ()
34 else return S*

rithmus 5.9 eine Tiefensuche vorausgesetzt und davon ausgegangen, dass in jedem Ver-

zweigungsschritt alle direkten Nachfolgerknoten auf einmal generiert werden. Der Beginn
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des Verfahrens unterscheidet sich zu den bereits behandelten Branch-and-Bound-Algo-
rithmen lediglich darin, dass der Stack 2 durch 2 := {(C, S, W, LB)} initialisiert wird,
wohingegen alle weiteren Operationen analog zu den bisherigen Verfahren ausgefithrt wer-
den. In jeder Iteration wird der oberste Knoten (C, S, W, LB) vom Stack {2 entnommen
und durch LB < UB tberpriift, ob der Suchraum des Enumerationsknotens eine zulassi-
ge Losung mit einer kiirzeren Projektdauer als UB enthalten konnte. Falls die Bedingung
LB < UB gilt, werden Konsistenztests aus der Menge I'® oder 'V auf der Startzeitbe-
schrinkung W ausgefiihrt. Gilt nach der Ausfithrung der Konsistenztests SYZ(W) = 0,
wird der Knoten (C, S, W, LB) nicht weiter untersucht, da im Suchraum keine zuldssige
Losung mit einer kiirzeren Projektdauer als UB existiert. Andernfalls wird in Abhén-
gigkeit von der Verzweigungsstrategie die Menge der einplanbaren Vorgange £ bestimmt
und ein Vorgang @ € &£ fiir den Verzweigungsschritt gewéhlt. Im Anschluss daran werden
analog zu Algorithmus 5.6 die Mengen ©; und 7; berechnet, wobei die Zeitpunkte in
T; in einer Reihenfolge geméfl der Generierungsstrategie durchlaufen werden. Jeder ent-
nommene Zeitpunkt ¢ aus der Menge T; wird, wie bereits fiir das Enumerationsschema
in Algorithmus 5.6 beschrieben, Vorgang i als frithestmoglichem Startzeitpunkt zuge-
ordnet, sodass schliellich der Schedule S’ und die Startzeitbeschrankung W’ fir den
direkten Nachfolgerknoten initialisiert werden konnen. Es ist dabei zu beachten, dass
die Operationen in Zeile 18 von Algorithmus 5.9 fiir die Anwendung der Techniken zur
Redundanzvermeidung UPT und ULT entsprechend angepasst werden kénnen (s. Ab-
schnitt 5.3.3). Nach der Bestimmung des Schedules S und der Startzeitbeschriankung
W' werden die Konsistenztests aus der Menge I'B auf W’ ausgefiihrt. Gilt nach der Aus-
fiihrung der Konsistenztests SYZ(W') = ), wird der direkte Nachfolgerknoten W' nicht
weiter untersucht. Kann dagegen nicht ausgeschlossen werden, dass eine zuléssige Losung
im Suchraum des Nachfolgerknotens mit einer kiirzeren Projektdauer als UB existiert,
wird tberpriift, ob Vorginge ausgeplant werden miissen oder Vorgang i eventuell einge-
plant werden kann. Falls C’ = V nach der Einplanung von Vorgang i gilt, stellt S’ eine
neue beste zulédssige Losung dar, sodass UB := 5], | aktualisiert und S* := S” abgespei-
chert wird. Weiterhin werden aus der Menge T; alle Zeitpunkte entfernt, die grofler als ¢
sind und durch die somit keine besseren zuldssigen Losungen generiert werden konnen.
Gilt dagegen C’' # V| wird die untere Schranke LB’ berechnet, die entweder der unteren
Schranke LB0™ = S, ,, oder der destruktiven unteren Schranke LBD™ entspricht. Fiir
die Bestimmung von LBD™ werden analog zum relaxationsbasierten Branch-and-Bound-
Verfahren LB**" := LBO™ und UB**" := UB — 1 gesetzt (s. Abschnitt 4.3). Im Fall
LB < UB wird der direkte Nachfolgerknoten (C’,S’, W', LB’) der Liste A hinzugefigt,
die nach der Betrachtung aller Zeitpunkte in 7; dazu verwendet wird, um alle generierten

direkten Nachfolgerknoten sortiert nach nichtsteigenden Werten von LB’ auf den Stack
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Q) zu legen. Das beschriebene Verfahren wird solange ausgefiihrt, bis alle Knoten im Enu-
merationsbaum untersucht wurden (Q = (). Nach Abschluss des konstruktionsbasierten
Branch-and-Bound-Verfahrens gibt Algorithmus 5.9 entweder einen optimalen Schedule
S* zuriick oder zeigt, falls UB = d + 1 gilt, dass fiir die betrachtete Probleminstanz kein

zulassiger Schedule existiert.



Kapitel 6

Zeitindexbasierte Modellformulierungen

Fir das RCPSP wurden tiber die letzten Jahrzehnte verschiedene ganzzahlige und ge-
mischt-ganzzahlige lineare Programme (ILPs und MILPs) entwickelt, die sich durch die
Definition der verwendeten Entscheidungsvariablen und durch unterschiedliche Formu-
lierungen der Zeit- und Ressourcenrestriktionen unterscheiden. Sowohl ein ILP als auch
ein MILP kann allgemein durch eine lineare Zielfunktion und lineare Nebenbedingun-
gen beschrieben werden, wobei ein ILP ausschliefllich ganzzahlige und ein MILP sowohl
ganzzahlige als auch reellwertige Entscheidungsvariablen enthélt. Ein Uberblick zu ILPs
und MILPs, die in den letzten Jahrzehnten fiir das RCPSP entwickelt wurden, kann der
Arbeit von Artigues et al. (2015) entnommen werden. Die darin beschriebenen linea-
ren Programme lassen sich in Abhéngigkeit der verwendeten Entscheidungsvariablen in

zeitindexbasierte, reihenfolgebasierte und eventbasierte Formulierungen unterteilen.*

Im Folgenden werden drei zeitindexbasierte Modellformulierungen fiir das RCPSP /max-7
vorgestellt, die aus bekannten ILPs zum RCPSP entwickelt werden. In den Modellen
werden unterschiedliche zeitindexbasierte bindre Entscheidungsvariablen betrachtet, die
dadurch gekennzeichnet sind, dass sie jedem Zeitpunkt des Planungshorizonts einen be-
stimmten Zustand zuordnen. In Artigues (2017) werden die zeitindexbasierten Modelle
zum RCPSP, die im Folgenden betrachtet und fiir das RCPSP /max-m erweitert werden,
im Hinblick auf ihre LP-Relaxationen miteinander verglichen und bewertet. Analog zu
Artigues (2017) werden im weiteren Verlauf dieses Kapitels die zeitindexbasierten Ent-
scheidungsvariablen und die zugehorigen Modelle sowohl fiir das RCPSP als auch fiir das
RCPSP /max-7 als Pulse-, Step- und On/Off-Variablen bzw. Formulierungen bezeichnet.
An dieser Stelle sei noch erwahnt, dass die reihenfolge- und eventbasierten Modellformu-

lierungen zum RCPSP fiir Anpassungen an das RCPSP /max-7 allgemein nicht geeignet

4 Artigues et al. (2015) unterteilen die Modellformulierungen zum RCPSP in die Kategorien , Time-
indexed”, ,Sequencing/natural-date* und ,Positional-date/assignment*.
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zu sein scheinen, da sie spezifische Eigenschaften erneuerbarer Ressourcen ausnutzen, die

durch partiell erneuerbare Ressourcen nicht erfiillt werden.

Im ersten ganzzahligen linearen Programm zum RCPSP /max-m werden Pulse-Variablen
zur Modellierung der Zeit- und Ressourcenrestriktionen eingesetzt. Durch eine Pulse-Va-
riable wird jedem ganzzahligen zeitzulédssigen Startzeitpunkt ¢t € 7T; eines Vorgangs ¢ € V'
ein Zustand zugeordnet, der angibt, ob der jeweilige Vorgang ¢ zum Zeitpunkt ¢ startet

oder nicht. Die entsprechende binédre Entscheidungsvariable x;; ist wie folgt definiert:

1, falls Vorgang ¢ zum Zeitpunkt ¢ startet
Tit ‘=
0, sonst

Das erste zeitindexbasierte Modell zum RCPSP /max-m entspricht einer Erweiterung des
ganzzahligen linearen Programms aus Bottcher et al. (1999) fir das RCPSP /7, das wie-
derum auf der Formulierung aus Pritsker et al. (1969) fiir das RCPSP basiert. Die ent-

sprechende Pulse-Formulierung lautet wie folgt:

Minimiere Z t Tpt1y (6.1)
teTn+1

u. d. N. Sy =1 (ieV) (6.2)
teT;
Stxi— > twy >0y ((i,4) € E) (6.3)
teT; teT;

Z ré, Z Z Ty < Ry (keR) (6.4)

i€V vell, t€Qivw N'T;

zy € {0,1} (1eV,teT) (6.5)

Zunéachst wird die zu minimierende Projektdauer S, ;1 durch die Zielfunktion (6.1) ange-
geben, wobei zu beachten ist, dass der Zusammenhang S; = >~ t 2 fiir jeden Vorgang
i € V gilt. Durch die Nebenbedingungen (6.2) wird sichergestellt, dass jeder Vorgang
i € V genau zu einem zeitzulédssigen Zeitpunkt startet und durch die Ungleichungen (6.3)
werden die Zeitbeziehungen zwischen den Vorgéngen des Projekts modelliert. Die linke
Seite jeder der Ungleichungen (6.4) stellt die Inanspruchnahme einer Ressource k € R
durch alle Vorgénge des Projekts dar. Dabei ergibt sich aus der Definition der Entschei-

dungsvariablen zunéchst der Zusammenhang

r(S) =3 > @

VEIlL t€EQiw NT;
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fiir jeden realen Vorgang i € V" mit @y, := [v — p;,v — 1] N Z als Menge der Startzeit-
punkte, fiir die sich Vorgang ¢ in der Periode v € Il in Ausfiihrung befinden wiirde.
Entsprechend stellen die Ungleichungen (6.4) die Kapazitéitsrestriktionen dar. Durch die
Nebenbedingungen (6.5) werden schliefilich die Wertebereiche aller Entscheidungsvaria-
blen festgelegt.

Durch die Modellierung der Zeitrestriktionen (6.3) in disaggregierter Form kann eine al-
ternative Pulse-Formulierung bestimmt werden. Diese Art der Modellierung wurde erst-
mals in Christofides et al. (1987) fir das RCPSP vorgestellt und kann fiir allgemeine

Zeitbeziehungen durch

min(t—8;;,LS;) t
S oz Y ;20 ((Lj)€F teT) (6.6)
T=ES; T:ES]'

angepasst werden. Indem die Nebenbedingungen (6.3) durch die disaggregierten Zeitre-
striktionen (6.6) ersetzt werden, ergibt sich schlielich die disaggregierte Pulse-Formulie-
rung fir das RCPSP /max-m.

Im zweiten ganzzahligen linearen Programm fiir das RCPSP/max-m werden Step-Va-
riablen verwendet, die jedem Vorgang i € V und jedem Zeitpunkt ¢ € Ht = H U
{—1,-2,...,—d} des erweiterten Planungshorizonts einen Zustand zuordnen, der angibt,
ob der Vorgang bereits gestartet wurde oder nicht. Die entsprechende bindre Entschei-

dungsvariable z; wird durch

1, falls Vorgang ¢ zum Zeitpunkt ¢ oder friither startet
Zit =
0, sonst

definiert. Die Erweiterung des Planungshorizonts H* um eine ausreichende Anzahl nega-
tiver Zeitpunkte wird zur Vereinfachung der Darstellung der Nebenbedingungen im nach-
folgenden Programm betrachtet. Weiterhin wird der Zusammenhang x;; = z;; — 2;,,—1 fiir
die Modellierung der Startzeitpunkte der Vorgange ausgenutzt, wobei der Startzeitpunkt
jedes Vorgangs i € V durch S; = 3,7 t (3 mit ¢ := 2 — 2;,—1 dargestellt werden kann.
Fiir die ressourcenbeschrankte Projektplanung wurden ganzzahlige lineare Programme
mit Step-Variablen bereits in Sankaran et al. (1999) und Klein (2000, Abschnitt 3.2.1)
untersucht, wobei beide Programme Zeitrestriktionen in disaggregierter Form betrachten.
Die Step-Formulierung fiir das RCPSP/max-7 mit aggregierten Zeitrestriktionen, die be-

reits in Watermeyer und Zimmermann (2020) vorgestellt wurde, ist durch das folgende
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mathematische Modell gegeben:

Minimiere Z tCnt1t (6.7)
tE’Tn-ﬁ—l

u.d.N. Dot Yt >0y ((4,7) € E) (6.8)
teT; teT;
Yorie > (= ziep) <R (kER) (6.9)
1€Vy tEA;k
Zit—1 < Zit (ieV,teT) (6.10)
2t =0 (ieV,teH :t<ES;) (6.11)
2 = 1 (ieV,teH :t>LS) (6.12)
2z € {0,1} (GieV,teH") (6.13)

Die Zielfunktion (6.7) und die Zeitrestriktionen (6.8) ergeben sich zundchst analog zur

aggregierten Pulse-Formulierung aus dem Zusammenhang z;; = (;; bzw.

Z t i = Z Ly

teT; teT;
fir jeden Vorgang ¢ € V. Weiterhin stellen die Nebenbedingungen (6.9) die Einhaltung
der Ressourcenrestriktionen sicher, wobei die Menge Ay, := {t € T,;" |t + 1 € I} mit
Tt = [ES;, LS; + p;|NZ fiir jeden realen Vorgang i € V" alle moglichen Ausfiihrungs-
zeitpunkte ¢ € 7,7 umfasst, die zugleich einem Startzeitpunkt einer Periode v € I,
entsprechen. Da z;; — 2;;_p, flr einen realen Vorgang i € V" genau dann den Wert 1
annimmt, falls sich der Vorgang zum Zeitpunkt ¢ € 7," in Ausfithrung befindet, gilt der

Zusammenhang

rie(S) = D (2it = Zig—p,)

t€ A
fiir jeden realen Vorgang ¢ € V" und jede Ressource k € R. Die linke Seite jeder der
Ungleichungen (6.9) stellt somit die Inanspruchnahme einer Ressource £ € R durch
alle Vorginge des Projekts dar. Die Nebenbedingungen (6.10) und (6.12) stellen die
Einhaltung der Definition der Step-Variablen sicher, wobei die Gleichungen (6.11) und
(6.12) dafiir sorgen, dass jeder Vorgang i € V nur zu einem zeitzulassigen Zeitpunkt ¢ € 7;
starten kann. AbschlieBend werden durch die Nebenbedingungen (6.13) die Wertebereiche

aller Entscheidungsvariablen festgelegt.

Wie bereits fiir die Pulse-Formulierung konnen die Zeitrestriktionen des ganzzahligen

linearen Programms mit Step-Variablen auch in disaggregierter Form modelliert werden.



125

Dazu werden die Nebenbedingungen (6.8) durch die disaggregierten Zeitrestriktionen
Zi,tféij — Zjt Z 0 ((’l,j) € E, te H) (614)

ersetzt, wobei die Modellierung der disaggregierten Zeitbeziechungen an Klein (2000, Ab-
schnitt 3.2.1) angelehnt ist. Die Step-Formulierung mit disaggregierten Zeitrestriktionen
fir das RCPSP/max-m kann entsprechend als Erweiterung des ganzzahligen linearen

Programms fiir das RCPSP aus Klein (2000) angesehen werden.

Das letzte ganzzahlige lineare Programm, das in diesem Kapitel fiir das RCPSP /max-7
vorgestellt wird, setzt fiir die Modellierung der Zeit- und Ressourcenrestriktionen On/
Off-Variablen ein. Im Gegensatz zu den Pulse- und Step-Variablen, die sich ausschlielich
auf die Startzeitpunkte der Vorgénge des Projekts beziehen, geben die On/Off-Variablen
die Zeitpunkte an, zu denen sich entweder ein realer Vorgang in Ausfithrung befindet
oder ein fiktiver Vorgang eintritt. Die On/Off-Variablen sind durch

1, falls sich Vorgang i zum Zeitpunkt ¢ in Ausfithrung befindet
Yir 1= oder zum Zeitpunkt ¢ eintritt

0, sonst

fir jeden Vorgang ¢ € V und jeden Zeitpunkt t € 7, := [ES;, LC;|NZ mit LC; := LS;+p;
als spatestem zeitzuldssigen Endzeitpunkt von Vorgang i definiert. Die erste On/Off-
Formulierung wurde in Kaplan (1988) fiir das RCPSP mit unterbrechbaren Vorgéngen
vorgestellt und in Klein (2000, Abschnitt 3.2.1) fiir das RCPSP angepasst. In Anlehnung
an das Modell in Klein (2000) kann die On/Off-Formulierung fiir das RCPSP /max-7 wie

folgt angegeben werden:

Minimiere Y tynt14 (6.15)
t€Tn+1
u.d.N. yn=1 (1€ Ve) (6.16)
teT;
> v =pi (ieVvn) (6.17)
teT"
t
(Wit —Yigr1) i < Y. Vir (1eV" teF) (6.18)
T=t—p;+1
t—0;+pi—1
Y i <D Ui ((1,7) € E, t € Fy) (6.19)
T=ES;
Yo > i < Ry (ke R) (6.20)

1€V tEA;L
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Yirc; =0 (ieVr) (6.21)
yir € {0,1} (ieV, teT)) (6.22)

Die Zielfunktion (6.15) entspricht der Projektdauer, die durch das mathematische Pro-
gramm minimiert wird. Durch die Nebenbedingungen (6.16) und (6.17) wird sicherge-
stellt, dass jeder fiktive Vorgang des Projekts genau einmal eintritt, und dass sich jeder
reale Vorgang fiir genau p; Zeiteinheiten in Ausfithrung befindet. Die unterbrechungsfreie
Ausfithrung jedes realen Vorgangs wird durch die Nebenbedingungen (6.18) gewéhrleis-
tet. Dazu wird ausgenutzt, dass y;; —y; 1+1 genau dann den Wert 1 annimmt, falls Vorgang
1 zum Zeitpunkt ¢t + 1 endet. Fiir jeden realen Vorgang ¢ € V" werden alle Zeitpunkte
t € F,:=[EC; —1,LC;[NZ mit EC; := ES; + p; als frithestem zeitzuldssigen Endzeit-
punkt von Vorgang i betrachtet, zu denen Vorgang ¢ spatestens noch aktiv sein kann. Um
fiir jeden realen Vorgang ¢ € V" zu garantieren, dass y;; — ¥;+1 = 1 fiir mindestens einen
Zeitpunkt ¢t € F; gilt, werden die Gleichungen (6.21) dem Modell hinzugefiigt. Durch die
Nebenbedingungen (6.19) werden die Zeitrestriktionen des Projekts sichergestellt. Um fiir
jede Zeitbeziehung (i, j) € E sowohl fiktive als auch reale Vorgange zu berticksichtigen,
wird der Bezeichner p} := max(1,p;) fir jeden Vorgang i € V eingefiihrt. Zur Modellie-
rung einer Zeitbeziehung (¢, j) € E wird fiir jeden Zeitpunkt ¢ € F}; := [ES;, LS;+6;;[NZ
eine Ungleichung aufgestellt. Die Nebenbedingung fiir jedes Vorgangspaar (i, 7) € E und
jeden Zeitpunkt ¢ € Fj; stellt jeweils sicher, dass Vorgang i spatestens bis zum Zeitpunkt
t —0;; +p} beendet wird (eintritt), falls Vorgang j zum Zeitpunkt ¢ eintritt oder sich zum
Zeitpunkt ¢ noch in Ausfithrung befindet. Die Ressourcenrestriktionen, die durch die Ne-
benbedingungen (6.20) modelliert werden, ergeben sich direkt aus der Step-Formulierung
unter Beriicksichtigung des Zusammenhangs v;; = 2t — 2;1—p, fiir jeden realen Vorgang

1 € V", sodass analog

rir(Si) = Z Yit

tEA;K
folgt. Die Nebenbedingungen (6.22) legen abschliefend die Wertebereiche aller Entschei-

dungsvariablen fest.



Kapitel 7

Experimentelle Performance-Analyse

Im Folgenden wird die Performance der in Kapitel 5 entwickelten Branch-and-Bound-Ver-
fahren untersucht. Dazu werden in Abschnitt 7.1 zunéchst die Testinstanzen vorgestellt,
die fiir die experimentellen Untersuchungen eingesetzt wurden. In Abschnitt 7.2 werden
die Branch-and-Bound-Verfahren einander gegeniibergestellt, wobei zunéchst auf die Per-
formance fiir Testinstanzen zum RCPSP/max-7 und auf die Auswirkung der verschiede-
nen Verbesserungstechniken der Losungsverfahren eingegangen wird. Im Anschluss daran
werden die Losungsverfahren aus Kapitel 5 mit einem Branch-and-Bound-Algorithmus
aus Bottcher et al. (1999) fur das RCPSP /7 anhand etablierter Testinstanzen verglichen.
In Abschnitt 7.3 wird das Branch-and-Bound-Verfahren mit der besten Performance iiber
alle Testsets dem MILP-Solver IBM CPLEX gegeniibergestellt, der zur Losung der zeit-
indexbasierten Modellformulierungen aus Kapitel 6 eingesetzt wird. Abschlieend erfolgt
in Abschnitt 7.4 ein Vergleich der Branch-and-Bound-Verfahren aus Kapitel 5 mit Na-

herungsverfahren, die fiir das RCPSP /7 entwickelt wurden.

Alle in diesem Kapitel untersuchten Losungsverfahren wurden auf einem PC mit ei-
nem Intel Core i7-8700 3,2 GHz Prozessor und 64 GB Arbeitsspeicher unter Windows 10
ausgefiithrt. Die Branch-and-Bound-Verfahren sowie die zeitindexbasierten Modellformu-
lierungen wurden in C++ kodiert und mit dem 64-bit Visual Studio 2017 C++-Compiler
kompiliert. Fiir die Kodierung der ganzzahligen linearen Programme wurde das IBM
OPL C++-Interface verwendet und zur Losung der zeitindexbasierten Modellformulie-
rungen der MILP-Solver IBM CPLEX in der Version 12.8.0 unter Standardeinstellungen
eingesetzt. Zur Gewéhrleistung eines fairen Vergleichs wurden sowohl die Branch-and-
Bound-Verfahren als auch der MILP-Solver auf einem einzelnen Thread ausgefiihrt. Fir
die Untersuchungen wurde ein Zeitlimit von 300 Sekunden fiir alle Testinstanzen mit
weniger als 100 realen Vorgangen und ein Zeitlimit von 600 Sekunden fiir alle grofleren

Testinstanzen festgelegt.
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7.1 Testinstanzen

In diesem Abschnitt werden zunéchst die Testinstanzen beschrieben, die zur Bewertung
der Performance der unterschiedlichen Losungsverfahren im weiteren Verlauf dieses Ka-
pitels verwendet werden. Fiir den Vergleich der Losungsverfahren werden sowohl Testin-
stanzen zum RCPSP/max-7 als auch zum RCPSP /7 betrachtet. Die Testinstanzen zum
RCPSP /max-7, die im Folgenden herangezogen werden, wurden in Watermeyer und Zim-
mermann (2020) erzeugt und stellen die einzigen bislang verfiigharen Testinstanzen fir
das RCPSP/max-7 dar. Die generierten Instanzen basieren auf den UBO-Testinstanzen,
die in Franck et al. (2001b) fir das RCPSP/max mit dem Instanzgenerator ProGen/max
(s. Schwindt, 1996, 1998a) erzeugt wurden und iiber die PSPLIB (s. Kolisch und Sprecher,
1997) frei zur Verfiigung stehen. Im Folgenden wird die Vorgehensweise zur Generierung
der RCPSP /max-m-Instanzen erlédutert, die auch in Watermeyer und Zimmermann (2020)
beschrieben wird. Zunéchst werden fiir jedes UBOn-Testset mit n = 10, 20, 50, 100, 200
realen Vorgéingen jeweils drei Instanzen ausgewéahlt, die durch ProGen/max mit Werten
von 0,25; 0,5 und 0,75 fiir die sogenannte Order Strength generiert wurden. Die Order
Strength OS (s. Schwindt, 1998a, Definition 3) ist eine Naherung fir die Restrictiveness
eines Projektnetzplans nach Thesen (1977). OS kann als eine [0, 1]-normierte Kennzahl
aufgefasst werden, die angibt, in welchem Maf die vorliegenden Zeitbeziehungen in einem
Projektnetzplan die zeitzuldssigen Ausfithrungsreihenfolgen der Vorgénge des Projekts
einschréanken. Dabei konnen fiir OS = 0 alle Vorginge in Bezug auf die vorliegenden
Zeitrestriktionen in beliebiger Reihenfolge gestartet werden, wohingegen fiir OS = 1 fir
jedes Vorgangspaar (i, j) € V xV entweder d;; > 0 oder d;; > 0 gilt, sodass einer der Vor-
gange nicht vor dem anderen starten kann. Da die Restrictiveness nicht effizient berechnet
werden kann, wird stattdessen die Order Strength OS fiir ProGen/max verwendet, fiir
die in Thesen (1977) in einer empirischen Studie gezeigt wurde, dass sie unter mehr als 40
untersuchten Naherungswerten zur Restrictiveness den kleinsten durchschnittlichen rela-
tiven Fehler aufweist. Es ist zu beachten, dass OS fiir den Instanzgenerator ProGen/max
lediglich einen Zielwert vorgibt, der im Allgemeinen von der tatséachlichen Order Strength
0§’ des Projektnetzplans nach der Instanzgenerierung abweicht. Um bei der Auswahl der
drei Testinstanzen aus jedem UBOn-Testset eine zu groBe Differenz zwischen OS5’ und OS
zu vermeiden, wird jeweils die Instanz mit kleinster Nummerierung und einer maximalen
Abweichung von 10 % vom Zielwert OS = 0,25;0,5; 0,75 ausgewahlt. Nach der Auswahl
der UBO-Testinstanzen werden die enthaltenen erneuerbaren Ressourcen durch partiell
erneuerbare Ressourcen ersetzt, wobei die Zeitbeziechungen zwischen den Vorgangspaa-
ren des Projekts sowie die Ausfithrungsdauern der Vorgénge unverdndert tibernommen

werden.
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Fiir die Generierung der partiell erneuerbaren Ressourcen wird das Verfahren aus Schir-
mer (1999) angewendet, das zur Generierung von RCPSP /7-Instanzen entwickelt wurde
und einer Erweiterung des Instanzgenerators ProGen von Kolisch et al. (1995) entspricht.
Der in Schirmer (1999, Abschnitt 10.2) beschriebene Instanzgenerator ProGen/II be-
trachtet drei [0, 1]-normierte Kontrollparameter fiir die Bestimmung der Periodenmengen
I1 aller partiell erneuerbaren Ressourcen k € R, die als Horizon Factor HF', Cardinality
Factor CF und Interval Factor IF' bezeichnet werden. Der Horizon Factor HF bestimmt
zunichst fiir alle Ressourcen k € R eine obere Schranke d® := ES,, ., (1 — HF) +d- HF
fir die spéteste Periode in IT;. Abweichend vom Instanzgenerator ProGen/II wird dabei
zur Beriicksichtigung der allgemeinen Zeitbeziehungen d := > iey max(p;, max; jyep 0i;)
gesetzt.” In Abhéngigkeit von d® wird durch den Cardinality Factor CF die Anzahl
der Perioden in II;, fiir jede Ressource k € R durch |II| := 2(1 — CF) 4 (d® — 1) CF
festgelegt, woraus sich nach Lemma 10.2 in Schirmer (1999) eine obere Schranke [ :=
min(|II|,d® — |II| + 1) fiir die Anzahl der Belegungsintervalle Z;, fiir jede Ressource
k € R ergibt. Durch den Interval Factor IF wird fiir jede Ressource k € R die Anzahl
der Belegungsintervalle durch 7 := (1 — IF) + I - IF festgelegt. Zur Bestimmung der
Periodenmenge Il fiir jede Ressource k € R werden schlielich |II| Perioden auf die
vorgegebenen 7, Belegungsintervalle verteilt und die Anzahl der Zeitperioden zwischen

den Belegungsintervallen bestimmt.

Nach der Generierung der Periodenmengen Il aller Ressourcen k € R werden im néchs-
ten Schritt die Kapazititen Rj und die Bedarfe r& aller Vorginge i € V festgelegt.
Zunéichst wird der Resource Factor RF' eingesetzt, um den durchschnittlichen Anteil al-
ler Ressourcen, die durch einen realen Vorgang i € V" in Anspruch genommen werden
konnten (rd > 0), fiir die Instanzgenerierung vorzugeben. Der [0, 1]-normierte Kontroll-

parameter RF, der durch

1, fallsrd >0

RF := ’V,,HR| Z Z ik Qi =

ieVT keR 0, sonst

definiert ist, stellt wie die Order Strength OS lediglich einen Zielwert fiir die Generie-
rung einer Instanz dar, sodass der tatséichliche Resource Factor RF' nach der Instanz-
generierung von RF abweichen kann. Basierend auf einem vorgegebenen Zielwert RF
wird analog zu Kolisch et al. (1995) jedem realen Vorgang i € V" zunéchst eine Anzahl
|Ri| € [a,a] N Z an Ressourcen zugeordnet, fiir die 74 > 0 gelten soll (|R;| = Srer air)-

In einem néchsten Schritt wird dann der Ressourcenbedarf r& fiir jeden Vorgang i und

® Es ist zu beachten, dass in Schirmer (19 ), abweichend von dem Vorgehen zur Generierung der

Testinstanzen fiir das RCPSP /max-7, d := d® nach der Bestimmung von d® gesetzt wird.
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jede Ressource k mit a;; = 1 einem Wert aus der Menge [r,7] N Z zugeordnet, wobei
rd = 0 im Fall a5 = 0 gesetzt wird. Die Werte fiir |R;| und 74 mit a; = 1 werden
dabei basierend auf einer diskreten Gleichverteilung aus der jeweiligen Menge gewéhlt.
Der letzte Kontrollparameter fiir die Instanzgenerierung ist die Resource Strength RS,
die als [0, 1]-normierte MaBzahl fiir den Grad der Knappheit der Ressourcen des Projekts
aufgefasst werden kann. In Abhéangigkeit vom vorgegebenen Wert von RS werden die

Kapazitaten aller Ressourcen £ € R durch
Ry := R™ (1 — RS) + R™ . RS

mit R = Y,y ext{r(7) | £S; < 7 < LS;} und ext € {min, max} bestimmt, sodass
fir RS = 0 die hochste und fiir RS = 1 die geringste Ressourcenknappheit vorliegt.

Fiir die Generierung der RCPSP /max-m-Instanzen wurden fiir jede UBO-Testinstanz, die
wie beschrieben aus dem UBO-Testset entnommen wurde, die Werte 0,25; 0,5 und 0,75 fiir
alle Kontrollparameter HF', CF, IF, RF und RS fiir die Erzeugung der verbleibenden
Problemparameter verwendet. Fiir jede Instanz wurden genau 30 partiell erneuerbare
Ressourcen erzeugt und die Werte a = 5, @ = 25, r = 1 und 7 = 10 fiir die Bestimmung
der Ressourcenbedarfe 7% verwendet. Durch die beschriebene Vorgehensweise wurden
jeweils 729 Testinstanzen mit n = 10,20, 50, 100,200 realen Vorgingen generiert. Im
weiteren Verlauf dieser Arbeit wird mit UBOnn das Testset bezeichnet, das alle 729
Instanzen mit n = 10, 20, 50, 100, 200 realen Vorgdngen umfasst, wobei sich das UBOn-

Testset aus allen generierten Instanzen zusammensetzt.

Um die Performance der entwickelten Losungsverfahren auch fiir das RCPSP /7 bewer-
ten zu konnen, werden in den nachfolgenden Abschnitten ebenfalls Testinstanzen fiir das
RCPSP/7 betrachtet, die von Bottcher et al. (1999) und Alvarez-Valdes et al. (2006)
zur Bewertung exakter Verfahren sowie Heuristiken erzeugt wurden. Das erste dieser
Testsets, das im weiteren Verlauf als Bottcher-Testset bezeichnet wird, setzt sich aus
2160 Instanzen mit 10 realen Vorgéngen (P107) und jeweils 250 Instanzen mit 15, 20,
25 und 30 realen Vorgiangen (P157, P20m, P257, P307) zusammen. Fir jede Instanz des
Bottcher-Testsets wurden jeweils 30 partiell erneuerbare Ressourcen erzeugt. Die Instanz-
generierung in Bottcher et al. (1999) unterscheidet sich von ProGen/II fast ausschlielich
nur dadurch, dass basierend auf ProGen fiir die Erzeugung des Projektnetzplans an Stelle
von OS ein Zielwert fiir die durchschnittliche Anzahl nichtredundanter Zeitbeziehungen
pro Vorgang vorgegeben wird. Das zweite Testset fiir das RCPSP /7 wurde von Schirmer
(1999) mit dem Instanzgenerator ProGen/II generiert und spater von Alvarez-Valdes
et al. (2006) um grofere Testinstanzen erweitert, die ebenfalls mit ProGen/Il erzeugt

wurden. Die Testsets von Schirmer (1999) umfassen jeweils 960 Instanzen mit 10, 20, 30
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und 40 realen Vorgangen (J107m, J207, J307, J407), die alle mit 30 partiell erneuerbaren
Ressourcen generiert wurden. Spater wurde das Testset von Schirmer (1999) um 960 In-
stanzen mit 60 realen Vorgéngen (J607), die ebenfalls 30 partiell erneuerbare Ressourcen
umfassen, von Alvarez-Valdes et al. (2006) erweitert. Alle Testinstanzen von Schirmer
(1999) und Alvarez-Valdes et al. (2006) werden im Folgenden unter dem Begriff Schir-
mer-Alvarez-Valdes-Testset zusammengefasst. Es ist dabei zu beachten, dass 9 der 960
Instanzen des Testsets J107, die in Schirmer (1999, Abschnitt 10.4) als unlosbar identifi-
ziert werden konnten, in den nachfolgenden Untersuchungen nicht beriicksichtigt werden,

da sie nicht mehr verfiighar sind.

7.2 Untersuchung der Branch-and-Bound-Verfahren

In diesem Abschnitt werden die Branch-and-Bound-Verfahren aus Kapitel 5 zunéchst
mit Hilfe des UBOn-Testsets miteinander verglichen. Im Anschluss daran werden die
Losungsverfahren anhand der Testinstanzen des Bottcher- und des Schirmer-Alvarez-
Valdes-Testsets bewertet und dem einzigen bekannten Branch-and-Bound-Verfahren fiir
das RCPSP /7 gegeniibergestellt.

Im Folgenden wird zunéchst auf die Suchstrategien und Verbesserungstechniken der
Branch-and-Bound-Verfahren eingegangen, die in Abhéangigkeit der betrachteten Instanz-
grofien fiir die Untersuchungen eingesetzt wurden. Die Spezifikation des Verfahrensab-
laufs des relaxationsbasierten Branch-and-Bound-Verfahrens (RBB) in Abhéngigkeit des
betrachteten Testsets UBOnm mit n = 10, 20, 50, 100, 200 realen Vorgédngen kann Tabel-
le 7.1 entnommen werden. Die Bezeichner, die in Tabelle 7.1 verwendet werden, stimmen
grofftenteils mit den Beschreibungen in den Kapiteln 4 und 5 iiberein, wobei lediglich
einzelne zusétzliche Symbole verwendet werden, die im Folgenden erlidutert werden. In
der Zeile zur Traversierungsstrategie (Trav.-Strat.) wird fir die Scattered-Path-Suche
SPS™ zunéchst die vorgegebene Zeitspanne angegeben, nach der jeweils ein bislang noch
nicht vollstandig untersuchter Knoten mit kleinstem unteren Schrankenwert unter allen
Knoten auf der kleinsten Ebene des Suchbaums als néachster Knoten betrachtet wird.
Weiterhin geben die Werte in den eckigen Klammern die maximale Anzahl der erzeugten
direkten Nachfolgerknoten in jedem Verzweigungsschritt fiir die Generierungsstrategie
(Gener.-Strat.) sowie die Ebene im Suchbaum an, bis zu der die jeweiligen Konsistenz-
tests ausgefiihrt werden (Konsistenztests). Falls keine Werte in eckigen Klammern an-
gegeben werden, liegen dagegen keine Beschrankungen vor. Fiir die Reihenfolge- (Rei-

henf.-Strat.) und die Verzweigungsstrategie (Verzw.-Strat.) wird durch ext € {min, max}
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jeweils vorgegeben, ob kleinere (min) oder groflere (max) Prioritétsregelwerte bzw. unte-
re Schrankenwerte fiir die kiirzeste Projektdauer vorgezogen werden. Abschliefend wird
in der letzten Zeile in Tabelle 7.1 angegeben, ob der Suchraum eines Enumerationskno-
tens in jedem Verzweigungsschritt, wie in Abschnitt 5.1.3 beschrieben, partitioniert wird

(,x*) oder die Enumeration wie in Abschnitt 5.1.1 vorgenommen wird (,—).

UBO107w UBO207w UBO507 UBO1007 UBO200m
Trav.-Strat. DFS SPS* 2] SPS* [5] SPS* [154] SPS* [155]
Verzw.-Strat. NCA (min) NCA (min) DST(max) DST!(max) DST!(max)
Gener.-Strat. all all all restrCL [10] restrCL [10]
Reihenf.-Strat. LB(min) LB(min) LB-DST(min) LB-DST!(min) LB-DST!(min)
Konsistenztests 1%, 7[Riy 10] 73, Y[R 10] 48, B[R] 78 [R5 2
Untere Schranke ~ LBD" LBD™ LBD"™ LBO™ LBO™
Partitionierung X X - - -

Tabelle 7.1: Spezifikation des Verfahrensablaufs von RBB in Abhangigkeit der Instanz-
grofle fir das UBOw-Testset
(Quelle: Watermeyer und Zimmermann (2020))

In Tabelle 7.2 sind die Spezifikationen des Verfahrensablaufs des konstruktionsbasierten
Branch-and-Bound-Verfahrens (CBB), das in Abschnitt 5.3 eingefithrt wurde, in Abhan-
gigkeit der Instanzgrofe fir das UBO7-Testset angegeben. Die Bezeichner in Tabelle 7.2,
die in den Kapiteln 4 und 5 eingefiihrt wurden, werden durch die gleichen Symbole wie in
Tabelle 7.1 ergénzt. Der einzige Unterschied zu Tabelle 7.1 besteht lediglich darin, dass in
der letzten Zeile von Tabelle 7.2 Techniken angegeben werden, die zur Redundanzvermei-
dung (Red.-Vermeidung) im Enumerationsverlauf eingesetzt werden (s. Abschnitt 5.3.3).
Da Voruntersuchungen zeigen konnten, dass die Bestimmung der eingeschrankten Menge
der Einplanungszeitpunkte T; durch Algorithmus 5.7 zu besseren Ergebnissen fiithrt als
durch Algorithmus 5.8, wird im weiteren Verlauf dieses Kapitels davon ausgegangen, dass
T; in jedem Verzweigungsschritt von CBB durch Algorithmus 5.7 ermittelt wird. Eine
Gegeniiberstellung der Performance fiir CBB tiber alle Testsets UBOnm, falls entweder
Algorithmus 5.7 oder Algorithmus 5.8 zur Bestimmung von 7; verwendet wird, zeigt
Tabelle A.1 im Anhang.

Fiir das partitionsbasierte Branch-and-Bound-Verfahren (PBB) wird fiir jede Testinstanz
des UBOm-Testsets eine Scattered-Path-Suche mit einer Zeitspanne von fiinf Sekunden
(SPS [5s]) durchgefiihrt und in jedem Enumerationsknoten der Fixpunkt der Konsis-
tenztests aus der Menge I'T bestimmt (75°). Lediglich fiir die Verzweigungsstrategie wer-

den unterschiedliche Verfahrensabldufe in Abhédngigkeit von der Instanzgrofie fir PBB
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UBO10w UBO20m UBO507 UBO100m UBO200m
Trav.-Strat. DFS SPS [259] SPS [55] SPS [55] SPS [15]
Verzw .-Strat. C, MRC(max) O, MRC(max) ~p, STd'(min) ¢, PF(max) <, PF(max)
Gener.-Strat. restr-LT [10] restr-LT [10] restr-PV [5] restr-PV [15]  restr-PV [30]
Reihenf.-Strat. LB(min) LB(min) LB(min) LB(min) LB(min)
Konsistenztests ¥ % wRL2 W wlRi W, wlRL2 W
Untere Schranke ~ LBD™ LBD"™ LBD"™ LBO™ LBO™
Red.-Vermeidung UPT UPT UPT+ULT UPT+ULT UPT

Tabelle 7.2: Spezifikation des Verfahrensablaufs von CBB in Abhangigkeit der Instanz-
grofe fiir das UBO7-Testset

betrachtet, indem fiir das Testset UBO10xw die RCO-Regel und fiir alle weiteren Testin-
stanzen die RCR-Regel angewendet wird (s. Abschnitt 5.2.2).

Es ist zu beachten, dass die Spezifikationen der Verfahrensablaufe von RBB und CBB,
die in den Tabellen 7.1 und 7.2 fiir das UBO=-Testset angegeben werden, lediglich Aus-
fithrungsvarianten entsprechen, die in Voruntersuchungen einen guten Ausgleich zwischen
der Anzahl optimal geloster Instanzen und der Anzahl von Instanzen ohne ermittelten
Losungsstatus zeigen konnten. Entsprechend existieren i.d. R. sowohl fiir das RBB als
auch das CBB Ausfiihrungsvarianten, fiir die mehr Instanzen optimal gelost werden kon-
nen, wobei zugleich der Losungsstatus von mehr Instanzen unbestimmt bleibt. Analog
dazu gibt es fiir das RBB und das CBB i.d. R. ebenfalls Spezifikationen, durch die der
Losungsstatus von mehr Instanzen bestimmt werden kann, was allerdings mit einer Ab-
nahme optimal geloster Instanzen einhergeht. Dieser Trade-off, der charakteristisch fiir
die meisten exakten Losungsverfahren ist, konnte fiir das PBB dagegen nur zu einem
geringen Maf} in Voruntersuchungen beobachtet werden. Stattdessen wurde haufiger eine
Erhohung (Verringerung) der Anzahl optimal geloster Instanzen bei einer zeitgleichen Zu-
nahme (Abnahme) der Anzahl der Instanzen mit ermitteltem Losungsstatus festgestellt.
Ein weiterer Vorteil von PBB gegeniiber RBB und CBB, der sich in Voruntersuchungen
herausgestellt hat, ergibt sich daraus, dass eine Spezifikation des Verfahrensablaufs von
PBB, die gegeniiber einer anderen Spezifikation fiir ein UBOnm-Testset vorteilhaft ist,
iiberwiegend auch bessere Ergebnisse fiir alle anderen Testsets liefert. Im Gegensatz dazu
sind die Spezifikationen der Verfahrensabldufe von RBB und CBB, wie aus den Tabel-
len 7.1 und 7.2 hervorgeht, an die Instanzgrofien anzupassen, worauf im Folgenden noch

néher eingegangen wird.

Zunéchst kann Tabelle 7.1 entnommen werden, dass die Partitionierung des Suchraums

eines Enumerationsknotens in jedem Verzweigungsschritt lediglich fiir kleinere Testin-
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stanzen (UBO107r, UBO20m) vorteilhaft ist. Dagegen konnten Voruntersuchungen zeigen,
dass die Partitionierung bei grofleren Testinstanzen zu einer starken Zunahme der An-
zahl von Instanzen ohne bestimmten Losungsstatus fithren. Der Grund dafiir kénnte sein,
dass aufgrund der redundanzfreien Enumeration, die durch die Partitionierung erzeugt
wird, die Wahrscheinlichkeit abnimmt, dass in bestimmten Teilen des Suchbaums zuléas-
sige Losungen vorliegen. Weiterhin geht aus Tabelle 7.1 hervor, dass mit der Zunahme
der Instanzgrofle die Intensitat des Einsatzes von Konsistenztests sowie die eingesetzte
Berechnungszeit fiir die unteren Schrankenwerte in jedem Enumerationsknoten verrin-
gert werden sollten. Es ist aulerdem zu beachten, dass die Scattered-Path-Suche bereits
fiir Instanzen mit mehr als zehn realen Vorgédngen vorteilhaft ist, und dass die besten
Prioritatsregeln fiir die Verzweigungs- und Reihenfolgestrategie von den Instanzgrofien
abhéngen. Insbesondere konnten Voruntersuchungen zeigen, dass ressourcenbasierte Prio-
ritdtsregeln (z. B. ACO, RCO und NCA) fur kleinere Instanzen und zeitplanungsbasierte
Prioritatsregeln (z. B. DST, TF und EFF) fir groBere Testinstanzen vorteilhaft sind.

Aus Tabelle 7.2 geht zunédchst wie aus Tabelle 7.1 hervor, dass die Scattered-Path-Suche
bereits fiir Instanzen mit mehr als zehn realen Vorgingen angewendet und die Berechnung
der destruktiven unteren Schranke LBD™ auf kleinere Testinstanzen beschrankt werden
sollte. Weiterhin konnten Voruntersuchungen analog zu RBB auch fiir das CBB zeigen,
dass ressourcenbasierte Prioritatsregeln (z.B. MRC, TMAR und AMAR) fiir kleinere
Testinstanzen und zeitplanungsbasierte Prioritétsregeln (z.B. LS und ST) fiir grofere
Testinstanzen vorteilhaft sind, wobei dartiber hinaus netzplanbasierte Prioritatsregeln
(z.B. PF und TS) die besten Ergebnisse fiir die grofiten Testinstanzen zeigen konnten.
Fiir die Verzweigungsstrategie ist weiterhin die Verwendung der Distanz- oder Zyklenord-
nung (<p, <¢) nur fiir grofiere Testinstanzen vorteilhaft, wohingegen bessere Ergebnisse
fiir kleinere Testinstanzen erzielt werden, wenn alle aktuell nicht eingeplanten Vorgan-
ge (C) betrachtet werden. Es ist auBerdem zu beachten, dass fiir groBere Testinstanzen
Prioritatsregeln (PV) fir die Bestimmung der Reihenfolge, in der die Zeitpunkte in 7;
zur Generierung aller direkten Nachfolgerknoten durchlaufen werden, verwendet werden
sollten, und dass die Redundanzvermeidungstechnik UPT iiber alle Instanzgrofien zu

besseren Ergebnissen fiihrt.

AbschlieBend sei noch erwahnt, dass insbesondere der RB-Konsistenztest fir die Perfor-
mance aller Branch-and-Bound-Verfahren eine entscheidende Rolle spielt. Aus den Ta-
bellen 7.1 und 7.2 geht zunéchst hervor, dass die besten Ergebnisse fiir das RBB und das
CBB, unabhéangig von der Grofle der betrachteten Testinstanzen, durch die Bestimmung
des Fixpunkts des RB- und TB-Konsistenztests (7g°) in jedem Enumerationsknoten er-

zielt werden. Fiir das PBB werden dagegen die besten Ergebnisse dadurch erreicht, dass
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der RB-Konsistenztest mit dem T-Konsistenztest kombiniert wird bzw. der Fixpunkt der
Konsistenztests der Menge I'" in jedem Enumerationsknoten berechnet wird (v5°). Durch
die zusatzliche Betrachtung der D- und W-Konsistenztests bzw. durch die Ausfithrung
der Konsistenztests in den Mengen I'® und I''V kénnen dagegen nur leichte Performance-

Verbesserungen fiir einige Testsets fiir das RBB und das CBB erzielt werden.

Tabelle 7.3 zeigt die Performance aller Branch-and-Bound-Verfahren fiir das UBO7-Test-
set. In der dritten Spalte wird zunéchst fiir jedes Testset UBOnw die Anzahl aller ent-
haltenen nicht-trivialen Instanzen angegeben (#n'Triv), wobei in Anlehnung an Alvarez-
Valdes et al. (2008) eine Instanz trivial genannt wird, falls der ES-Schedule zuléssig ist
und somit bereits eine optimale Losung darstellt. Da jede triviale Instanz bereits im Wur-
zelknoten in jedem der betrachteten Branch-and-Bound-Verfahren effizient gelost wird,
beschrénken sich alle Untersuchungen im weiteren Verlauf dieses Kapitels ausschliellich
auf alle nicht-trivialen Instanzen der Testsets. Die néchste Spalte in Tabelle 7.3 gibt
an, fiir wie viele der nicht-trivialen Testinstanzen eine optimale Losung innerhalb des
vorgegebenen Zeitlimits durch das jeweilige Branch-and-Bound-Verfahren bestimmt und
zugleich auch als optimal verifiziert wurde (#opt). Neben den optimal gelosten Instanzen
wird weiterhin die Anzahl der Testinstanzen angegeben, fiir die entweder eine zuléssige
Losung gefunden wurde (#zul) oder fir die gezeigt werden konnte, dass keine zuléssi-
ge Losung existiert (#unl). Der letzte Anteil der nicht-trivialen Instanzen ist schlieflich
durch die Anzahl der Testinstanzen gegeben, deren Losungsstatus unbestimmt bleibt,
d.h., fir die keine zulédssige Losung bestimmt wurde, aber auch nicht gezeigt werden
konnte, dass keine zulassige Losung existiert (#unb). Die letzten beiden Spalten in der
Tabelle geben schliellich die durchschnittlichen Laufzeiten iiber alle Instanzen an, die

durch das jeweilige Branch-and-Bound-Verfahren entweder optimal gelost wurden (@)

oder die als unlosbar verifiziert werden konnten (&:>)).

Aus den Ergebnissen in Tabelle 7.3 geht zunéchst hervor, dass alle Branch-and-Bound-
Verfahren in der Lage sind, das Testset UBO107 vollstandig zu l6sen, wobei PBB die
kiirzesten Laufzeiten aufweist. Weiterhin zeigt PBB die besten Ergebnisse tiber alle Test-
sets UBOnm, sodass PBB das beste Verfahren zur Losung der Testinstanzen des UBOm-
Testsets darstellt. Der Vergleich zwischen CBB und RBB zeigt dariiber hinaus, dass der
konstruktionsbasierte Ansatz fir alle Testsets bis zu 100 realen Vorgdngen besser geeig-
net ist als der relaxationsbasierte Ansatz von RBB. Dabei ist zu beachten, dass dieser
Vorteil insbesondere fiir alle Testsets mit Instanzen mit bis zu 50 realen Vorgéngen zu
beobachten ist, wohingegen bereits fiir Testinstanzen mit 100 realen Vorgangen nur noch
leicht bessere Ergebnisse von CBB erzielt werden konnen. Fir das Testset UBO2007m
liegt schliefllich keine eindeutige Dominanz mehr von CBB gegeniiber RBB vor. Wah-
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#nTriv  #opt  #zul  #unl #unb Dot P!
PBB 534 534 159 0 0,018s 0,004 s
UBO10r  CBB 693 534 534 159 0 0,067s 0,056 s
RBB 534 534 159 0 0,040s 0,004 s
PBB 542 581 40 0 7,5728 0,583 s
UBO20r CBB 621 537 581 40 0 7,846 0,702s
RBB 500 578 40 3 8,076 8,006 s
PBB 238 496 6 25 13,938 25,092 s
UBO50r  CBB 527 183 491 5 31 13,7748 26,827 s
RBB 145 486 3 38 8,022 0,279s
PBB 136 474 0 10 25,4268 -

UBO100r CBB 484 88 472 0 12 28,693 s
RBB 82 467 0 17 39,700 s -
PBB 124 466 0 0 33,223 s -
UBO200r CBB 466 96 458 0 8 36,908 s -
RBB 82 466 0 0 43,2925 -

Tabelle 7.3: Performance der Branch-and-Bound-Verfahren fiir das UBOmx-Testset

rend CBB im Vergleich zu RBB mehr Testinstanzen mit 200 realen Vorgéngen optimal
16sen kann, bestimmt CBB dagegen fiir acht der Testinstanzen, die von RBB (und PBB)
als losbar identifiziert werden konnten, keine zuldssige Losung. Es ist zu beachten, dass
dieser Nachteil von CBB nahelegt, dass fiir die Entwicklung von Naherungsverfahren
fir das RCPSP/max-m neben konstruktionsbasierten Ansétzen auch Verfahren fiir die
Generierung von Schedules untersucht werden sollten, die auf den relaxationsbasierten
Enumerationsansatzen von PBB und RBB basieren. Weiterhin zeigen die Ergebnisse
in Tabelle 7.3, dass die Scharfe der Ressourcenbeschrénkungen mit steigender Anzahl
an Vorgéngen abféllt. Dieser Effekt konnte bereits bei anderen Problemstellungen der
Projektplanung festgestellt werden und sollte bei der zukiinftigen Generierung von Test-

instanzen starker berticksichtigt werden.

Zur naheren Untersuchung der Fahigkeit der unterschiedlichen Branch-and-Bound-Ver-
fahren, eine 1osbare Instanz zu identifizieren bzw. eine zulédssige Losung zu bestimmen,
wird in Tabelle 7.4 zunéchst fiir jedes Testset UBOnzm die Anzahl an Instanzen ange-
geben, fiir die entweder mindestens ein Verfahren (#,) oder alle Verfahren (#7 ) eine
zuldssige Losung bestimmen konnten. Die weiteren Angaben in Tabelle 7.4 entsprechen
der Anzahl an Testinstanzen, die durch mindestens ein Branch-and-Bound-Verfahren als
losbar identifiziert wurden, aber fiir die keine zuléssige Losung durch PBB (#.7%%), CBB

unb
(#2:958) oder RBB (#27"?) ermittelt werden konnte.

unb unb

Die Ergebnisse in Tabelle 7.4 zeigen, dass PBB fiir alle Testinstanzen eine zulassige Lo-

sung bestimmt, die auch durch CBB oder RBB als 16sbar identifiziert werden konnten.
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Testset  #,  #on How  Haw e
UBO20r 581 578 0 0 3
UBO507 496 486 0 5 10
UBO100r 474 467 0 2

UBO200r 466 458 0 8 0

Tabelle 7.4: Vergleich zur Bestimmung losbarer Instanzen fiir das UBOmn-Testset

Entsprechend werden CBB und RBB auch im Hinblick auf die Fahigkeit, losbare In-
stanzen zu identifizieren bzw. zulassige Losungen zu bestimmen, durch PBB dominiert.
Weiterhin kann Tabelle 7.4 entnommen werden, dass diese Art der Dominanz auch fir
CBB im Vergleich zu RBB fiir alle Testsets mit bis zu 100 realen Vorgéangen gilt, wohin-
gegen CBB durch RBB fiir das Testset UBO2007 dominiert wird.

Als Nachstes werden die Zielfunktionswerte der besten zulédssigen Losungen, die durch
PBB, CBB und RBB ermittelt wurden, einander gegeniibergestellt. Dazu werden in Ta-
belle 7.5 die Projektdauern der besten zulassigen Losungen, die innerhalb des vorgegebe-
nen Zeitlimits von PPB, CBB und RBB bestimmt wurden, miteinander verglichen. Die
zweite Spalte gibt zunéchst fiir jedes Testset UBOn7w die Anzahl der Testinstanzen an,
fiir die durch alle Losungsverfahren eine zuléssige Losung ermittelt wurde, aber fiir die
nicht alle Verfahren eine optimale Losung bestimmen und verifizieren konnten (#0:).
Fir diese Instanzen wird in den darauffolgenden Spalten jeweils der Anteil angegeben,
fir den PBB (p#.5""), CBB (pi:$"") oder RBB (p#5"") eine beste zuléssige Losung, d. h.
eine Losung mit kiirzester Projektdauer tiber alle Losungsverfahren bestimmen konnte.
Die durchschnittliche relative Abweichung iiber alle betrachteten Testinstanzen (#7:)
der Projektdauer der besten ermittelten zulassigen Losung von PBB, CBB oder RBB

von der Projektdauer einer besten Losung tiber alle Losungsverfahren kann den letzten

Spalten der Tabelle 7.5 entnommen werden (@25PP, @2CBB @& REE),

Testset #H,Tv ph#,PBB pb#,CBB pl#,RBB @S,PBB QIA,CBB @bA,RBB
UBO207 79 9747%  58,23%  32,91% 0,04 % 3,62 % 5,70 %
UBO507 344 94,77%  26,45% 6,69 % 0,52 % 488%  12,50%
UBO100r 390 97,44% 7,69 % 3,08 % 025% 10,44%  15,62%

UBO200r 379  98,94% 5,54 % 1,32% 0,03% 18,16% 18,656 %

Tabelle 7.5: Vergleich der Losungsgiiten fiir das UBOw-Testset

Die Ergebnisse in Tabelle 7.5 zeigen zunéchst, dass PBB im Vergleich zu CBB und
RBB iiber alle Testsets UBOn fiir den grofiten Anteil aller betrachteten Testinstanzen
(#7v) die besten Losungen bestimmt, wobei die Differenz zu den Anteilen von CBB

und RBB mit steigender Instanzgrofie zunimmt. Weiterhin geht aus den letzten drei

Spalten der Tabelle hervor, dass die durchschnittliche Losungsgiite von PBB iiber alle
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Testsets UBOnm besser als die der anderen Losungsverfahren ist, wobei die Differenz
zu CBB und RBB auch fiir diesen Vergleichswert mit steigender Instanzgrofle zunimmt.
Im Hinblick auf die Losungsgiite kann weiterhin eine Dominanz von CBB gegentiber
RBB tber alle Testsets UBOnm festgestellt werden, wobei fiir das Testset UBO2007 zu
beachten ist, dass CBB fiir acht der Testinstanzen keine zulassige Losung bestimmen
konnte (s. Tabelle 7.4).

Abschliefend soll fiir das UBOmr-Testset untersucht werden, welchen Einfluss die unter-
schiedlichen Verbesserungstechniken auf die Performance der Branch-and-Bound-Verfah-
ren haben. Dazu werden im Folgenden die Testsets UBO207 und UBO507 betrachtet.
Zunachst wird fir jedes Branch-and-Bound-Verfahren eine Basisvariante (BV) ausge-
fithrt, die den Suchbaum nach der zu Beginn dieses Abschnitts beschriebenen Suchstra-
tegie aufbaut und lediglich den unteren Schrankenwert LB0™ in jedem Enumerations-
knoten bestimmt. Um den Einfluss der Verbesserungstechniken zu untersuchen, werden
den Basisvarianten schrittweise die einzelnen Verbesserungstechniken der jeweiligen Lo-
sungsverfahren hinzugefiigt. Dabei ist zu beachten, dass fiir die jeweiligen Branch-and-
Bound-Verfahren lediglich die Verbesserungstechniken untersucht werden, die auch in den
bisherigen experimentellen Analysen fiir die Testsets UBO207m und UBO507 eingesetzt
wurden (s. Tabellen 7.1 und 7.2 fur RBB und CBB).

Die Tabellen 7.6 und 7.7 zeigen den Einfluss der Verbesserungstechniken auf die Per-
formance von RBB. Neben den Vergleichswerten aus Tabelle 7.3 wird fiir jede Ausfiih-
rungsvariante von RBB die gesamte Berechnungszeit ¢, tiber alle Instanzen des jeweils
betrachteten Testsets angegeben. Fiir das Testset UBO207m werden neben den Verbesse-
rungstechniken, die in Tabelle 7.1 aufgefiihrt sind, auch die Auswirkungen der Dominanz-

regeln aus Abschnitt 5.1.2 untersucht, die als Alternativen zur Partitionierung ausgefiihrt

werden.

#opt  #Hzul  #Hunl Hunb Dont o> tepu

RBB (BV) 191 562 7 52 9,502 8,552s  128.775s
+Preprocessing 268 566 21 34 8,141s 0,011s 101.782s

+LBD" 290 572 21 28 5,352 s 0,011s 94.552s
+Konsistenztests 373 579 24 18 3,566's 0,377s 68.539 s
+U-Dominanz 394 579 27 15 4,218s 1,843s 61.712s
+W-Dominanz 403 573 27 21 6,596 s 1,844 s 60.008 s
+Partitionierung 500 578 40 3 8,076 8,006's 28.658's

Tabelle 7.6: Untersuchung des Einflusses der Verbesserungstechniken auf die Perfor-
mance von RBB fiir das Testset UBO207
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#opt  #Hzul  #Hunl Hunb Dont P! tepu
RBB (BV) 97 475 0 52 9,723 s - 129.943s
+Preprocessing 109 477 3 47 9,578s 0,279s 125.545s
+LBD" 116 486 3 38 9,065 0,279s 123.452s
+Konsistenztests 145 486 3 38 8,022 0,279s 114.864 s

Tabelle 7.7: Untersuchung des Einflusses der Verbesserungstechniken auf die Perfor-
mance von RBB fiir das Testset UBO507

Die Ergebnisse in den Tabellen 7.6 und 7.7 zeigen zunéchst, dass sowohl durch das Pre-
processing als auch durch die Konsistenztests die Performance von RBB deutlich verbes-
sert wird, wobei die Konsistenztests einen grofferen Einfluss auf die Leistungsfahigkeit
des Verfahrens haben. Die Berechnung der destruktiven unteren Schranke LBD™ fihrt
dagegen nur zu leichten Performance-Verbesserungen fiir beide Testsets. Weiterhin geht
aus Tabelle 7.6 fiir das Testset UBO207 hervor, dass auch die Dominanzregeln die Per-
formance von RBB verbessern konnen, wobei durch die Partitionierung deutlich bessere
Ergebnisse als durch den gemeinsamen Einsatz der U- und W-Dominanzregel erzielt
werden. Es ist dabei insbesondere zu beachten, dass erst durch die Partitionierung alle

unlosbaren Instanzen des Testsets UBO207 bestimmt werden konnen.

Um fiir CBB zusétzlich den Einfluss der Berechnung der Einschrinkung 7T; auf die Per-
formance zu untersuchen, werden zwei unterschiedliche Basisvarianten fiir CBB ange-
nommen, die alle Zeitpunkte der Menge ©; oder T; in einem Verzweigungsschritt zur

Generierung der direkten Nachfolgerknoten betrachten.

#opt  #zul  #Hunl Hunb Dont o>y tepu
CBB (BV ©,) 120 546 3 72 29,134 s 49,019s 153.043 s
CBB (BV T;) 142 560 5 56 25,654 s 65,402 s 146.170s
+Preprocessing 214 567 22 32 23,1655 0,493s 120.468 s
+LBD"™ 222 567 22 32 24,408 s 1,010s 118.541s
+Konsistenztests 343 576 23 22 10,667 s 0,363 s 80.167s
+UPT 537 581 40 0 7,846s 0,702 17442

Tabelle 7.8: Untersuchung des Einflusses der Verbesserungstechniken auf die Perfor-
mance von CBB fiir das Testset UBO207w

Zunéchst geht aus den Tabellen 7.8 und 7.9 hervor, dass durch die Berechnung der
Einschrankung 7; insbesondere fiir das Testset UBO207 eine Performance-Verbesserung
erreicht wird, wohingegen fiir das Testset UBO507 lediglich eine Verbesserung der Be-
rechnungszeiten erzielt werden kann. Analog zu RBB konnen durch das Preprocessing
und die Konsistenztests deutliche Verbesserungen erreicht werden. Die Berechnung der

destruktiven unteren Schranke LBD™ kann dagegen nur die Performance fir das Testset
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#opt  #Hzul  #Hunl  Hunb Dot P! tepu
CBB (BV ©;) 72 489 0 38 7,822 - 137.063s
CBB (BV T) 72 489 0 38 4,961s - 136.857s
+Preprocessing 81 486 3 38 9,934 s 0,383 s 133.706 s
+LBD"™ 80 486 3 38 9,903 s 0,383 s 133.993 s
+Konsistenztests 120 491 3 33 224395 0,383 s 123.894 s
+UPT 183 491 5 31 17,162s 28,8585 104.9855s
+ULT 183 491 5 31 13,774s  26,827s 104.355s

Tabelle 7.9: Untersuchung des Einflusses der Verbesserungstechniken auf die Perfor-
mance von CBB fiir das Testset UBO507r

UBO207 verbessern, wohingegen LBD™ sogar einen negativen Einfluss auf die Perfor-
mance von CBB fiir das Testset UBO507 hat. Im Gegensatz zu RBB fithrt die Redun-
danzvermeidung sowohl fiir das Testset UBO207 als auch fiir UBO507 zu deutlichen
Performance-Verbesserungen, wobei die zuséatzliche Ausfithrung von ULT fiir das Testset
UBO50m und die daraus resultierende redundanzfreie Enumeration lediglich die Berech-

nungszeiten verringern kann.

Die Ergebnisse in den Tabellen 7.10 und 7.11 zeigen den Einfluss des Preprocessings
und der Konsistenztests auf die Performance von PBB fiur die Testsets UBO207 und
UBO507.

#opt  #Hzul  Hunl FHunb Dopt gy tepu
PBB (BV) 525 579 40 2 7,284 2,155 20.710s
+Preprocessing 526 579 40 2 7,432 s 2,262s 20.499s
+Konsistenztests 542 581 40 0 7,5728 0,583 s 15.827s

Tabelle 7.10: Untersuchung des Einflusses der Verbesserungstechniken auf die Perfor-
mance von PBB fiir das Testset UBO207m

#opt  #Hzul  #Hunl Hunb Dont P! tepu
PBB (BV) 221 494 5 28 15,608 s 5,720s 93.778 s
+Preprocessing 219 494 5 28 13,923 s 14,221 s 94.020s
+Konsistenztests 238 496 6 25 13,938 s 25,0925 88.368's

Tabelle 7.11: Untersuchung des Einflusses der Verbesserungstechniken auf die Perfor-
mance von PBB fiir das Testset UBO507m

Zunachst kann festgestellt werden, dass die Basisvariante von PBB bereits eine gute Per-
formance im Vergleich zu RBB und CBB aufweist. Die Basisvariante von PBB kann dabei
fir das Testset UBO507 sogar bessere Ergebnisse als die besten Ausfithrungsvarianten
von RBB und CBB erzielen. Die weiteren Ergebnisse in den Tabellen 7.10 und 7.11 zeigen

weiterhin, dass das Preprocessing nur einen geringen Einfluss auf die Performance von
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PBB hat, wobei sogar ein negativer Einfluss fiir das Testset UBO507 festgestellt werden
kann. Die weiteren Konsistenztests filhren dagegen zu deutlichen Performance-Verbes-

serungen, wobei die Konsistenztests allerdings einen geringeren Stellenwert fiir PBB als
fir RBB und CBB haben.

Im letzten Teil dieses Abschnitts werden die Branch-and-Bound-Verfahren PBB, CBB
und RBB mit dem einzigen bekannten Branch-and-Bound-Algorithmus fir das RCPSP /7
(BOT) von Béttcher (1995) bzw. von Bottcher et al. (1999) verglichen. Das Losungsver-
fahren BOT beruht auf dem konstruktionsbasierten Enumerationsansatz des Branch-and-
Bound-Verfahrens von Talbot und Patterson (1978), dem zwei Zuldssigkeitsschranken
FB1 und FB2 (engl. Feasibility Bound) hinzugefiigt werden (vgl. Bottcher et al., 1999).
Durch die Zuléssigkeitsschranken FB1 und FB2 werden Teilschedules vorzeitig von den
weiteren Untersuchungen im Enumerationsverlauf ausgeschlossen, die entweder zu keiner
zulassigen oder zu keiner besseren als einer bereits bekannten zulassigen Losung erwei-
tert werden kénnen. Da der Originalcode von BOT nicht zur Verfligung gestellt werden
konnte, wurde BOT nach den Beschreibungen in Bottcher (1995, Kapitel 4 und 5) und
Bottcher et al. (1999) nachimplementiert. Fiir die nachfolgenden Untersuchungen wird
BOT mit beiden Zulassigkeitsschranken FB1 und FB2 ausgefiihrt. Es ist dabei zu be-
achten, dass Voruntersuchungen zeigen konnten, dass durch die gemeinsame Ausfithrung
von FB1 und FB2 die besten Ergebnisse fir BOT iiber alle Testsets fiir das RCPSP /7
erzielt werden. Ein Vergleich der verschiedenen Ausfithrungsvarianten fiir BOT in Bezug
auf die Zuldssigkeitsschranken kann den Tabellen A.2 und A.3 im Anhang entnommen

werden.

Die Tabellen 7.12 und 7.13 zeigen die Performance aller Branch-and-Bound-Verfahren fiir
das Bottcher- und das Schirmer-Alvarez-Valdes-Testset. Fiir die Untersuchungen wurden
RBB und CBB mit den gleichen Spezifikationen wie fiir das Testset UBO207 ausgefiihrt,
mit der einzigen Ausnahme, dass CBB fiir die Testsets P257 und J607 mit dem Verfah-
rensablauf fiir das Testset UBO507 durchgefithrt wurde (s. Tabellen 7.1 und 7.2). Fiir
das PBB wurde in jedem Enumerationsknoten der Fixpunkt der Konsistenztests aus der
Menge I'® bestimmt (15°), die RCO-Regel fiir die Testsets P10, P157, P20 und J107

sowie die RCR-Regel fiir alle weiteren Testsets angewendet.

Zunachst geht aus den Ergebnissen in den Tabellen 7.12 und 7.13 hervor, dass BOT
von allen anderen Branch-and-Bound-Verfahren mit Ausnahme von CBB fiir das Testset
P107w dominiert wird. Der Performance-Vorteil der anderen Losungsverfahren gegeniiber
BOT kann dabei insbesondere fiir das Schirmer-Alvarez-Valdes-Testset mit einer deutli-
chen Zunahme der Dominanz bei steigender Instanzgrofle festgestellt werden. Weiterhin

kann analog zum UBOm-Testset PBB als das beste Losungsverfahren herausgestellt wer-
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#nTriv  #opt  #zul  #unl #unb Dot P!

PBB 827 827 1281 0 0,004 s 0,002s

P10x CBB 2108 827 827 1281 0 0,056 0,054 s
RBB 827 827 1281 0 0,007s 0,007s

BOT 827 827 1281 0 0,023 s 0,023 s

PBB 188 188 16 0 0,127s 0,001s

Pl5r CBB 204 188 188 16 0 1,845 0,051s
RBB 188 188 16 0 2,114 s 0,002s

BOT 181 181 16 7 2,727s 0,036's

PBB 144 146 17 2 5,851 s 0,002s

BB 1

P20r C 165 39 142 17 6 0,112 0,052s
RBB 139 142 17 6 0,660s 0,002

BOT 136 139 16 10 3,974 s 2,187s

PBB 113 120 14 2 01lls  0039s

PS5 CBB 136 112 116 14 6 0,109s 0,062
RBB 112 115 14 7 0,018s 0,010s

BOT 105 111 11 14 0,465s 25,457 s

PBB 104 108 8 6 0,046s 0,037s

P30x CBB 122 104 104 8 10 0,072s 0,053 s
RBB 104 104 8 10 0,029 0,003 s

BOT 98 104 3 15 2,095 0,196s

Tabelle 7.12: Performance der Branch-and-Bound-Verfahren fiir das Bottcher-Testset

den, wobei der Performance-Vorteil von PBB gegeniiber allen anderen Losungsverfahren
insbesondere aus den Ergebnissen fiir das Schirmer-Alvarez-Valdes-Testset hervorgeht.
Wiahrend PBB fiir das Bottcher-Testset vor allem mehr zuldssige Testinstanzen iden-
tifiziert, kann PBB fiir die Testsets mit bis zu 40 realen Vorgéingen des Schirmer-Al-
varez-Valdes-Testsets einen Grofiteil der Instanzen optimal losen. Im Gegensatz zum
UBOm-Testset geht aus dem Vergleich zwischen CBB und RBB kein Verfahren als ein-
deutig dominant hervor. Lediglich fiir die Testsets J30m und J407 kann eine etwas bessere
Performance von CBB festgestellt werden, wobei RBB tendenziell geringere Berechnungs-

zeiten uber alle Testsets aufweist.

Die Untersuchungen in diesem Abschnitt konnten zeigen, dass PBB am besten geeig-
net ist, die Instanzen aller betrachteten Testsets sowohl fiir das RCPSP /max-7 als auch
fir das RCPSP/m exakt zu 16sen. Weiterhin konnte festgestellt werden, dass PBB im
Vergleich zu allen anderen Branch-and-Bound-Verfahren die beste Losungsgiite iiber alle
Testinstanzen des UBOm-Testsets erzielt und dartiber hinaus auch fiir die grofite An-
zahl an Testinstanzen den Losungsstatus bestimmen kann. Die vorteilhafte Performance

von PBB konnte insbesondere auf den Enumerationsansatz des Verfahrens zuriickgefiihrt
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#nTriv  #opt  #zul  #unl #unb Dot o>t
PBB 803 803 5 0 0,047 s 0,041s
BB 3 , 3
J10% C 308 803 803 5 0 0,063 s 0,055
RBB 803 803 5 0 0,060 0,052
BOT 802 802 5 1 0,171s 0,041s
PBB 565 565 0 0 0,121s -
BB < -
320 C 565 563 565 0 0 0,906 s
RBB 564 565 0 0 1,785 -
BOT 509 561 0 4 6,436 s -
PBB 452 453 0 0 0,727s -
BB 431 4 1 -
130 C 453 3 53 0 0 3,189
RBB 427 453 0 0 3,717s -
BOT 345 435 0 18 5,573s -
PBB 378 386 0 0 2,182 -
CBB 347 386 0 0 5,386 -
J40m 386 20008
RBB 341 386 0 4,103 -
BOT 261 363 0 23 43768 -
PBB 314 346 0 3,621 -
BB 2 4 476s —
1607 C 346 69 346 0 8,476
RBB 268 346 0 2,172 -
BOT 186 309 0 37 2,502 -

Tabelle 7.13: Performance der Branch-and-Bound-Verfahren fir das Schirmer-Alvarez-

Valdes-Testset

werden, wohingegen fiir alle anderen Branch-and-Bound-Verfahren ein entscheidender

Einfluss der Verbesserungstechniken auf die Performance festgestellt wurde.

7.3 Vergleich mit zeitindexbasierten

Modellformulierungen

Im Folgenden wird das PBB, fiir das in Abschnitt 7.2 gezeigt werden konnte, dass es

alle anderen Branch-and-Bound-Verfahren tiber alle betrachteten Testsets dominiert, mit
dem MILP-Solver IBM CPLEX (CPX) verglichen, der zur Lésung der zeitindexbasierten

Modelle aus Kapitel 6 eingesetzt wird.

Tabelle 7.14 zeigt die Performance von PBB und der zeitindexbasierten Modellformu-

lierungen aus Kapitel 6, die durch CPX gelost wurden, fiir das UBOn-Testset. In der
Tabelle werden fir den MILP-Solver CPX die Ergebnisse der aggregierten Pulse- (PA)
und Step-Formulierung (SA), der disaggregierten Pulse- (PD) und Step-Formulierung
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#nTriv  #opt  #zul  #unl #unb Dot >
PBB 534 534 159 0 0,018s 0,004 s
PA 534 534 159 0 0,549 0,049
UBO10x PD 693 534 534 159 0 0,797s 0,059s
SA 534 534 159 0 0,874 0,322
SD 534 534 159 0 0,619s 0,278 s
00 516 534 159 0 19,8195 2,600s
PBB 542 581 40 0 7,572 0,583s
PA 501 574 40 7 16,160s 0,193s
UBO20r PD 621 510 580 40 1 18,412 0,836
SA 499 574 40 7 27,170s 1,997 s
SD 537 580 40 1 19,601 s 1,700 s
00 244 547 32 42 25,223 s 13,147s
PBB 238 496 6 25 13,938 s 25,092
PA 128 374 21 132 17,326 s 14,979 s
UBOS0x PD 597 154 471 25 31 63,217s 40,605 s
SA 134 457 21 49 55,303 s 55,508 s
SD 172 481 26 20 58,111s  121,608s
00 7 376 9 142 34,886 s 90,839
PBB 136 474 0 10 25,426 s -
PA 55 69 5 410 49,3135 29,841 s
UBO100x PD 484 6 15 0 469 474,657s -
SA 44 461 1 22 106,157s 536,962s
SD 82 465 0 19 240,096 s -
(010 7 8 0 476 379,642 s
PBB 124 466 0 0 33,223 s -
PA 23 30 0 436  117,620s -
UBO2007 LD 466 N - ~ - -
SA 13 461 0 5 444,726 -
SD 1 51 0 415  586,481s —
00 - - - - -

Tabelle 7.14: Performance von PBB und der zeitindexbasierten Modellformulierungen
fiir das UBOm-Testset

(SD) sowie der On/Off-Formulierung (OO) angegeben. Zunachst geht aus den Ergebnis-
sen der Tabelle 7.14 hervor, dass PBB alle Modellformulierungen iiber alle Testsets im
Hinblick auf die l6sbaren Testinstanzen dominiert. Wahrend PBB das Testset UBO10xw
lediglich schneller 16st als alle zeitindexbasierten Modelle, kann PBB dariiber hinaus fir
alle weiteren Testsets sowohl mehr losbare Instanzen identifizieren als auch fiir mehr Test-
instanzen eine optimale Losung bestimmen und verifizieren. Eine bessere Performance
zeigen die zeitindexbasierten Modelle dagegen in Bezug auf die Verifizierung unlosba-
rer Testinstanzen fir die Testsets UBO50mr und UBO1007. Dabei werden die besten
Ergebnisse fiir UBO507 durch die disaggregierten Formulierungen PD und SD erzielt,
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wohingegen unlosbare Testinstanzen fiir UBO1007 nur noch durch die aggregierten For-
mulierungen PA und SA verifiziert werden kénnen. PBB zeigt lediglich fiir die Testsets
UBO107 und UBO207 eine vorteilhafte Performance in Bezug auf die Verifizierung un-
losbarer Testinstanzen im Vergleich zu den Modellformulierungen, wobei nur PA eine
kiirzere durchschnittliche Berechnungszeit fiir die Bestimmung aller unlosbarer Instan-
zen fir das Testset UBO207 aufweist. Durch einen Vergleich aller zeitindexbasierten
Modellformulierungen kann SD als bestes Modell fiir alle Testsets mit bis zu 100 realen
Vorgéngen identifiziert werden, wohingegen OO die schlechteste Performance iiber alle
Testsets zeigt. Weiterhin kann festgestellt werden, dass die vorteilhafte Performance der
disaggregierten Formulierungen PD und SD, die zunachst im Vergleich zu den aggre-
gierten Formulierungen PA und SA fiir Testsets mit kleineren Instanzen vorliegt, nicht
mehr fiir groffere Testinstanzen gegeben ist. Ein Grund dafiir konnte sein, dass die Mo-
dellierung der Zeitrestriktionen in disaggregierter Form im Vergleich zu den aggregierten
Modellen mehr Nebenbedingungen erfordert, sodass die disaggregierten Modelle schneller
eine kritische Grofle erreichen, die durch den Solver oder den physischen Speicher kaum
oder gar nicht mehr verarbeitet werden kann. Dies wiirde auch erkliren, weshalb CPX
fiir die Modelle PD und OO nicht alle Instanzen des Testsets UBO2007 ohne Fehlermel-
dung durchlaufen kann, was durch ,,—* fiir alle Vergleichsgroflen der Formulierungen PD
und OO in Tabelle 7.14 gekennzeichnet ist.

Im néchsten Schritt werden die Losungsgiliten von PBB und CPX fiir jede zeitindexba-
sierte Modellformulierung miteinander verglichen. Fiir die Untersuchungen werden die
gleichen Bezeichner wie in den Tabellen 7.4 und 7.5 in Abschnitt 7.2 verwendet, wobei
der einzige Unterschied darin besteht, dass nur zwei Losungsverfahren betrachtet werden.
Die Ergebnisse fiir den Vergleich zwischen PBB und CPX fiir jedes der zeitindexbasierten

Modelle kann den Tabellen 7.15 bis 7.19 entnommen werden.

Testset How  Fon e Fow o HFHar pEIPT pbST @l opd
UBO20r 581 574 0 7 81 9506% 40,74%  003%  642%
UBO50r 496 374 0 122 251 98,01% 359%  047% 33,74%
UBO100r 474 69 0 405 15 9333%  6,67%  0,09% 196,44 %
UBO200r 466 30 0 436 7 100,00%  0,00%  0,00% 526,80%

Tabelle 7.15: Vergleich von PBB mit PA fiir das UBOmx-Testset

Testset How  Fon e Faw o H#Har pRIPT pEST @pl” opd™t
UBO20r 581 580 0 1 78 9487% 41,03%  0,39%  5.33%
UBO50r 497 470 1 26 322 97.20% 621%  052%  28,58%
UBO100r 474 15 0 459 9 100,00% 4444%  0,00%  56,51%

Tabelle 7.16: Vergleich von PBB mit PD fiir das UBOmn-Testset



146 Kapitel 7 Experimentelle Performance-Analyse

Testset #U . #ﬁ . U,P;BB U,(]ZPX ﬁ,?v pb#,PBB pt#:&,CtPX gbA,l:;BB @bA,(EPX
UBO20m 581 574 0 7 81 97,53% 45,68% 0,02 % 6,55 %
UBO507 496 457 0 39 325 99,38% 1,23% 0,15%  4583%
UBO100r 474 461 0 13 417 100,00% 0,00 % 0,00% 116,96 %
UBO200r 466 461 0 ) 448 100,00%  0,00% 0,00% 169,46 %

Tabelle 7.17: Vergleich von PBB mit SA fiir das UBOx-Testset

Testset How  Hon Fom . Hew o Har PESS piST opltt opl™
UBO20r 581 580 0 1 58  8448% 63,79%  1,00%  6,07%
UBO50r 496 481 0 15 315 9492% 12,06%  049%  25.86%
UBO100r 474 465 0 9 390 9821% 1,79%  026% 51,08%
UBO200r 466 51 0 415 50 100,00%  0,00%  0,00% 83,44 %

Tabelle 7.18: Vergleich von PBB mit SD fiir das UBOw-Testset

Testset  #,u  Hon Hun . Hew Ha P& PRGNS as”
UBO10r 534 534 0 0 18 100,00% 22,22%  0,00% 10,55%
UBO20r 581 547 0 34 303 100,00%  3,63%  0,00% 22.89%
UBO50r 496 376 0 120 299 100,00% 000%  000%  79,82%
UBO100r 474 8 0 466 1 100,00% 000%  000% 28333%

Tabelle 7.19: Vergleich von PBB mit OO fiir das UBOx-Testset

Die Auswertungen zeigen zunéachst, dass lediglich eine einzige Instanz iiber alle Testsets
und Modellformulierungen durch CPX als losbar identifiziert wurde, fiir die PBB keine
zuléssige Losung bestimmen konnte (s. Tabelle 7.16). Alle anderen Testinstanzen, fir
die durch CPX mit mindestens einer Modellformulierung eine zulassige Losung ermittelt
wurde, konnten dagegen durch PBB als 1osbar identifiziert werden. Weiterhin geht aus

den Ergebnissen in den Tabellen hervor, dass PBB im Vergleich zu den Modellformu-

N,nv
zul

lierungen fiir einen iiberwiegenden Anteil aller betrachteten Testinstanzen ( ) eine

Losung mit kiirzester Projektdauer bestimmt (p#5"®). Dariiber hinaus zeigen die letz-
ten beiden Spalten der Tabellen, dass die durchschnittliche Giite der besten ermittelten
Lésungen von PBB iiber alle betrachteten Testinstanzen (#0;) die Gute aller Modell-

zul

formulierungen, insbesondere fiir groe Testinstanzen, deutlich dominiert.

Die Tabellen 7.20 und 7.21 zeigen die Ergebnisse der Untersuchungen von PBB sowie der
zeitindexbasierten Modellformulierungen fiir das Bottcher- und das Schirmer-Alvarez-
Valdes-Testset. Fiir das Bottcher-Testset werden zunéchst durch PBB die besten Ergeb-
nisse fir P10w, P157 und P307 erzielt, wohingegen die Modellformulierungen SA und
SD eine bessere Performance fiir P207m aufweisen. Fiir das Testset P25 liegt dagegen
kein dominantes Losungsverfahren vor. Wahrend PBB im Vergleich zu allen Modell-

formulierungen fiir mehr Testinstanzen zulédssige Losungen ermittelt, werden durch SD
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#nTriv #opt  #zul  #unl #unb Dont P!

PBB 827 827 1281 0 0,004 s 0,002s

PA 827 827 1281 0 0,061s 0,032s

P10x PD 9108 827 827 1281 0 0,056 s 0,033s
SA 827 827 1281 0 0,057s 0,038s

SD 827 827 1281 0 0,047 s 0,032s

00 827 827 1281 0 0,089s 0,054s

PBB 188 188 16 0 0,127s 0,001s

PA 188 188 16 0 0,566 s 0,027s

Pl5r PD 9204 188 188 16 0 1,012s 0,031s
SA 188 188 16 0 0244s  0034s

SD 188 188 16 0 0,132s 0,027s

00 188 188 16 0 4.371s 0,036

PBB 144 146 17 2 5,851 s 0,002s

PA 143 145 17 3 40525 0,030s

P20 PD 165 145 145 17 3 7,603 s 0,038s
SA 145 146 17 2 1,720 s 0,030s

SD 145 146 17 2 1084s  0030s

00 139 140 17 8 1,494 s 0,059

PBB 113 120 14 2 0,111s 0,039s

PA 14 115 14 7 304ls  0,034s

pys. D e 1B 5 14 7 0234s  005ds
SA 15 115 14 7 1314s  0035s

SD 116 119 14 3 1,423 s 0,036

00 12 112 14 10 0,724s 0,088

PBB 104 108 8 6 0,046s 0,037s

PA 104 104 8 10 0,179s 0,031s

pag. PP Ly 104105 8 9 0252s  0051s
SA 104 104 8 10 0,196 s 0,032s

SD 104 106 8 8 0,103s 0,032s

00 104 104 8 10 1,439 0,076

Tabelle 7.20: Performance von PBB und der zeitindexbasierten Modellformulierungen

fiir das Bottcher-Testset

mehr Instanzen optimal gelost. Fiir das Schirmer-Alvarez-Valdes-Testset werden J107
und J207 durch PBB am schnellsten gelost, wobei PBB auch fiir das Testset J307 die
besten Ergebnisse erzielt. Fiir die Testsets mit mehr als 30 realen Vorgangen kénnen
dagegen bessere Ergebnisse durch CPX erzielt werden. Wahrend CPX mit den Modell-

formulierungen PA und SD fiir die Testsets J40m und J607m mehr Instanzen optimal 16st

als PBB, fithrt die Formulierung PD dagegen nur fiir das Testset J407m zu etwas besseren

Ergebnissen im Vergleich zu PBB. Analog zum UBOm-Testset werden sowohl fiir das Bot-

tcher- als auch fiir das Schirmer-Alvarez-Valdes-Testset fiir alle Instanzen mit bis zu 40

realen Vorgiangen die besten Ergebnisse von CPX mit der Modellformulierung SD erzielt,
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cpu cpu
o o

opt unl

#nTriv  #opt #zul  #unl

Bis
=
5
o

PBB 803 803 5 0 0,047s 0,041s
PA 803 803 ) 0 0,107s 0,027s
J10m PD 808 803 803 ) 0 0,104s 0,0325s
SA 803 803 ) 0 0,126 0,041s
SD 803 803 ) 0 0,098 s 0,038s
0]0) 803 803 ) 0 1,273 s 0,050s
PBB 565 965 0 0 0,121s -
PA 565 265 0 0 0,391s -
190 PD 565 565 965 0 0 0,399 s -
SA 565 965 0 0 0,804 s -
SD 565 965 0 0 0,308 s -
00 525 962 0 3 9,100s -
PBB 452 453 0 0 0,727s -
PA 452 453 0 0 1,3955s -
130, PD 453 451 453 0 0 1,963 s -
SA 452 453 0 0 4,952s -
SD 452 453 0 0 0,965s
0]0) 376 445 0 8 7,7825s -
PBB 378 386 0 0 2,182s -
PA 386 386 0 0 4,397s -
140 PD 336 380 386 0 0 9,604 s -
SA 372 384 0 2 11,139s -
SD 386 386 0 0 3,090 -
0]0) 294 373 0 13 12,947 s
PBB 314 346 0 0 3,621s -
PA 337 346 0 0 17,608 s -
1607 PD 346 307 345 0 1 15,449 -
SA 296 333 0 13 16,957 s -
SD 340 345 0 1 16,713 s -
00 231 316 0 30 28,923s -

Tabelle 7.21: Performance von PBB und der zeitindexbasierten Modellformulierungen
fiir das Schirmer-Alvarez-Valdes-Testset

wohingegen OO iiber alle Testsets die schlechteste Performance aufweist. Fiir das Testset
J607 stellt dagegen PA die einzige Formulierung dar, durch die alle 16sbaren Testinstan-
zen identifiziert werden konnen, wohingegen durch SD die meisten Testinstanzen optimal
gelost werden. Zusammenfassend geht aus den Ergebnissen der Tabellen 7.20 und 7.21
hervor, dass der MILP-Solver IBM CPLEX deutlich besser zur Losung der Testinstanzen
fiir das RCPSP /7 geeignet ist.

Es konnte gezeigt werden, dass PBB im Vergleich zu allen betrachteten zeitindexbasierten
Modellformulierungen am besten geeignet ist, die Testinstanzen des UBOm-Testsets exakt

zu losen sowie zulassige Losungen zu ermitteln. Unter den zeitindexbasierten Modellen



7.4 Vergleich mit Heuristiken 149

konnte SD als bestes Modell fiir alle Testsets UBOnm mit bis zu 100 realen Vorgédngen
identifiziert werden, wohingegen SA die beste Performance fiir das Testset UBO2007 er-
zielen konnte. Die vorteilhafte Performance von PBB konnte weiterhin fiir die Testsets
P107r, P157, P307x, J10m, J207 und J307w im Hinblick auf bessere Laufzeiten und die
Identifizierung losbarer Testinstanzen festgestellt werden. Alle weiteren Testsets konn-
ten dagegen durch mindestens eine zeitindexbasierte Modellformulierung besser gelost
werden, wobei SD als bestes Modell iiber alle Testinstanzen des Bottcher- und Schirmer-
Alvarez-Valdes-Testsets mit bis zu 40 realen Vorgangen identifiziert wurde. Insbesondere
konnte gezeigt werden, dass die Modellformulierungen SD und PA am besten geeignet

sind, um die Testsets J407 und J607 zu losen.

7.4 Vergleich mit Heuristiken

Im letzten Abschnitt dieses Kapitels werden die in dieser Arbeit entwickelten Branch-
and-Bound-Verfahren mit Heuristiken aus der Literatur verglichen. Da bislang noch keine
Néherungsverfahren fiir das RCPSP /max-7 veréffentlicht wurden, beschrénken sich die
nachfolgenden Untersuchungen auf heuristische Verfahren zum RCPSP /7. Im Folgen-
den werden fiir den Vergleich unterschiedliche Ausfiihrungsvarianten des Scatter-Search-
und des GRASP-Verfahrens aus Alvarez-Valdes et al. (2006, 2008) betrachtet, die den
besten bislang bekannten heuristischen Verfahren aus der Literatur fir das RCPSP /7

entsprechen.

In Tabelle 7.22 sind die Ergebnisse des Performance-Vergleichs der unterschiedlichen Aus-
fithrungsvarianten des Scatter-Search- und des GRASP-Verfahrens, die Tabelle 11.7 in
Alvarez-Valdes et al. (2015) entnommen wurden, fiir das Schirmer-Alvarez-Valdes-Test-
set dargestellt. In der dritten Spalte der Tabelle 7.22 wird zunéchst fiir jedes Testset die
Anzahl der l6sbaren und nicht-trivialen Testinstanzen angegeben, die fiir die Untersu-
chungen aller Losungsverfahren berticksichtigt wurden (#inst). Fiir jedes Testset und jede
Ausfithrungsvariante des Scatter-Search- und des GRASP-Verfahrens werden jeweils drei
Vergleichsgrofien betrachtet (#fpt, @S Dimy)- Die erste VergleichsgroBe gibt zunéchst
an, fiir wie viele der untersuchten Testinstanzen (#inst) das jeweilige Naherungsverfahren
keine optimale bzw. keine beste Losung bestimmen konnte (#prt). Dabei ist zu beach-
ten, dass in Alvarez-Valdes et al. (2015) fiir eine Instanz des Testsets J30m und fiir fiinf
Instanzen des Testsets J40m keine optimalen Losungen verifiziert werden konnten, so-

dass fiir diese Instanzen lediglich die besten bekannten Losungen fir die Auswertungen

betrachtet wurden. Zur Bestimmung der optimalen Losungen wurde eine zeitindexba-
sierte Modellformulierung fiir das RCPSP /7 verwendet, die mit dem MILP-Solver IBM
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CPLEX gelost wurde. Die weiteren Vergleichsgrofien geben die durchschnittliche Laufzeit
(o) sowie die durchschnittliche Abweichung der Projektdauer einer besten ermittel-

ten Losung vom Zielfunktionswert einer optimalen bzw. einer besten bekannten Losung

(2

opt) iiber alle betrachteten Testinstanzen (#finst) fiir jedes Néherungsverfahren an.

Durch ,Regen 0%, ,Regen 1“ und ,Regen 6“ werden die unterschiedlichen Varianten
des Scatter-Search-Verfahrens gekennzeichnet, die sich darin unterscheiden, ob und wie
die Referenzmenge am Ende jeder Iteration neu bestimmt wird (engl. Regeneration).
Fir eine detaillierte Beschreibung des Scatter-Search-Verfahrens sei auf Alvarez-Valdes
et al. (2006) verwiesen. Die Auswertungen fiir das GRASP-Verfahren bezichen sich auf
eine  klassische“ (GRASP, GR+PR) und eine ,aggressive“ (AG-GR, AG+PR) Form der
Ausfithrung, wobei fiir die ,aggressive* Variante wiederholt ein Preprocessing-Verfahren
in Kombination mit der Konstruktions- und Verbesserungsphase der ,klassischen® Vari-
ante angewendet wird. Weiterhin unterscheiden sich die Ausfithrungsvarianten dadurch,
dass nach Abschluss des GRASP-Algorithmus entweder ein Path-Relinking-Verfahren
(PR) ausgefithrt wird (GR+PR, AG+PR) oder nicht (GRASP, AG-GR). Eine detail-
lierte Beschreibung des GRASP-Verfahrens kann der Arbeit Alvarez-Valdes et al. (2008)

entnommen werden.

Scatter-Search GRASP

#inst | Regen 0 Regen 1 Regen 6 | GRASP GR+PR AG-GR AG+PR

H# 3 0 0 1 1 1 1
J107 @OApt 803 0,02% 0,00% 0,00 % 0,00% 0,00% 000% 0,00%
o 1,25 1,85 2,58 0,9s 0,9s 0,3s 0,3s

H# 22 10 5 43 32 22 19
J207 @fpt 565 0,15% 0,03% 0,04 % 0,40% 033% 0,13% 0,12%
o 3.0s 34s 17,0s 14s 14s 1,1s 1,2s

H# 41 29 21 68 63 35 33
J30m @, | 453 | 032%  0,19%  0,10% | 1,00% 088% 024% 021%
o 728 11,8s 28,85 29s 3,1s 3,4s 3,7s

H# 61 41 31 89 84 59 54
J4om @, | 386 | 059% 036% 025% | 203% 1,82% 067% 059%
o 15,7s 2585 51,1s 5,7s 6,25 29s 72s

ma 85 74 67 110 105 91 80
J6or @, | 346 | 122% 090% 071% | 368% 331% 138% 1,16%
Py 558s  1052s  1759s | 87s  10,3s  10,6s  134s

Tabelle 7.22: Vergleich der Ausfithrungsvarianten des Scatter-Search- und des GRASP-
Verfahrens aus Alvarez-Valdes et al. (2006, 2008) fir das Schirmer-Alva-
rez-Valdes-Testset (Ergebnisse aus Tabelle 11.7 in Alvarez-Valdes et al.
(2015))

Die unterschiedlichen Ausfithrungsvarianten des Scatter-Search- sowie des GRASP-Ver-

fahrens wurden in C++ kodiert und auf einem Pentium IV Prozessor mit 2,8 GHz aus-
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gefiihrt (vgl. Alvarez-Valdes et al., 2015). Um fiir den nachfolgenden Vergleich mit den
Branch-and-Bound-Verfahren die unterschiedlichen Taktfrequenzen der verwendeten Pro-
zessoren zu berticksichtigen, wurden die gemessenen Laufzeiten der Branch-and-Bound-
Verfahren (@) mit einem Skalierungsfaktor von 3200/2800 = 8/7 multipliziert. Fur
die Untersuchungen der Branch-and-Bound-Verfahren wurde zunachst das gesamte Schir-
mer-Alvarez-Valdes-Testset durch den MILP-Solver IBM CPLEX mit der Modellformu-
lierung PA im Multi-Thread-Modus vollstédndig gelost, sodass sich alle nachfolgenden
Auswertungen auf optimale Losungen beziehen. Alle Branch-and-Bound-Verfahren wur-
den mit den gleichen Spezifikationen wie fiir die Untersuchungen in Abschnitt 7.2 aus-

gefiihrt.

In Tabelle 7.23 sind die Ergebnisse der Untersuchungen von PBB in Abhéngigkeit ver-

schiedener Zeitlimits® fiir das Schirmer-Alvarez-Valdes-Testset dargestellt, wobei durch

«

— angegeben wird, dass PBB bereits vor Erreichen des jeweiligen Zeitlimits alle opti-

7

malen Losungen bestimmen und verifizieren konnte.

Zeitlimit
#inst 10s 30s 60s 100s 200 300s
Hon 0 - - - - -
Jior @5, | 803 | 0,000% - ~ - ~ -
o 0,054 s - - - - -
e 0 0 0 - - -
J20m @5, | 565 | 0,000% 0,000% 0,000% - ~ -
o 0,086s 0,127s  0,139s - - -
#oo 3 1 1 1 1 1
J30m @5, | 453 | 0,046% 0,010% 0,002% 0,002% 0,002% 0,002%
o 0,327s  0,600s 0,903s 1,075s 1,328s  1,586s
#o 14 10 6 5 4 4
Jaor @5, | 386 | 0109% 0,058% 0030% 0,028% 0,025% 0,022%
o 0,711s  1,754s  2,899s  4,108s 6,975s  9,548s
#on 41 37 33 29 28 28
J60m @i, | 346 | 0969% 0,553% 0489% 0430% 0375% 0,288%
o 1,748s  4,676s 8573s 13,249s 24.484s 35465s

Tabelle 7.23: Losungsgiite von PBB in Abhéngigkeit eines vorgegebenen Zeitlimits fiir
das Schirmer-Alvarez-Valdes-Testset

Aus den Ergebnissen in Tabelle 7.23 geht zunéchst hervor, dass durch PBB mit einem
Zeitlimit von 10 Sekunden fiir alle Testsets mit bis zu 40 realen Vorgingen und mit

einem Zeitlimit von 30 Sekunden fiir das Testset J607 bereits deutlich bessere Ergebnisse

6 Die vorgegebenen Zeitlimits fiir die Untersuchungen der Branch-and-Bound-Verfahren wurden im

Gegensatz zu den gemessenen Laufzeiten ({0 ) nicht skaliert.
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erzielt werden als durch alle Ausfithrungsvarianten des Scatter-Search- und des GRASP-
Verfahrens. Es ist dabei insbesondere zu beachten, dass die hohen durchschnittlichen
Laufzeiten der Ausfithrungsvarianten ,Regen 1“ und ,Regen 6“ des Scatter-Search-Ver-
fahrens, die die besten Losungsgiiten iiber alle Naherungsverfahren erzielen, durch PBB

weit unterschritten werden.

Die Tabellen 7.24 und 7.25 zeigen die Ergebnisse der Untersuchungen von CBB und
RBB. Durch ,,—“ wird vor der ersten Eintragung fiir jedes Testset angegeben, dass CBB
oder RBB nicht fiir alle betrachteten Testinstanzen (#inst) innerhalb des angegebenen

Zeitlimits eine zuldssige Losung ermitteln konnte.

Zeitlimit
#inst 10s 30s 60s 100s 200s 300s
¥ 0 - - - -
Jlor @5, | 803 | 0,000% = - - - -
o 0,072 - - - - -
#70: 11 6 3 2 2 2
J20m @5, | 565 | 0,162% 0,070% 0054% 0036% 0,022% 0,022%
o 0,442s  0,845s 1,168s 1435s 1834s 2245s
#ok 37 30 24 22 21 18
J30m @5, | 453 | 1381% 0935% 0,750% 0,641% 0,558% 0475%
T 1,318s  3,146s 5337s 7.97ls 14,282s 20,118s
#ot 53 46 43 39 37
Jaor @i, | 386 2880% 2,329% 1970% 1670% 1476%
P 5506s 10,101s 15,614s 28,192s 40,174s
#ok 83 79 76 74 72
J60m @i, | 346 4415% 3,823% 3,280% 2,753% 2,504%
hn 13,686s 21,750s 32,244s 58,079s 83,833s

Tabelle 7.24: Losungsgiite von CBB in Abhéngigkeit eines vorgegebenen Zeitlimits fiir
das Schirmer-Alvarez-Valdes-Testset

Im Gegensatz zu PBB kénnen durch CBB und RBB lediglich fiir die Testsets J10m und
J207 bessere Ergebnisse erzielt werden als durch die Ausfithrungsvarianten des Scatter-
Search- und des GRASP-Verfahrens. Fiir groflere Testinstanzen werden dagegen bereits
durch AG-GR und AG+PR bessere Losungsgiiten nach deutlich geringeren Laufzeiten
erzielt, die weder durch CBB noch RBB bei einem Zeitlimit von 300 Sekunden erreicht

werden konnen.

Die Untersuchungen fiir das Bottcher-Testset konnten zeigen, dass durch einen Prepro-
cessing-Schritt, der allen betrachteten Naherungsverfahren vorangestellt ist, bereits mehr
losbare Instanzen fiir die Testsets P257 und P30 identifiziert werden als durch jedes der

Branch-and-Bound-Verfahren mit einem Zeitlimit von 300 Sekunden. Weiterhin konn-



7.4 Vergleich mit Heuristiken 153

Zeitlimit
#inst 10s 30s 60s 100s 200s 3008
= °o - - - - -
Jior @5, | 803 | 0,000% ~ - - - -
o 0,069 - - - — -
#o 11 9 4 3 1 1
J20m @8, | 565 | 0,091% 0073% 0029% 0,026% 0,014% 0,014%
o 0,428s  0,895s  1465s 1,909s 2407s  2,643s
#o 38 33 29 27 23 23
J30m @i, | 453 | 1,083% 0,723% 0585% 0480% 0,370% 0,339%
o 1,247s  3,160s  5768s  9,001ls 16,667s 23,683s
# 49 46 43 42
Jaom @i, | 386 - - 2214% 2,007% 1,739% 1,418%
o - - 9,782s 15,929s 30435s 44,1135
Hoot - - - - - 73
J6or @i, | 346 - - - - - 6,492 %
o - - - - - 79,214

Tabelle 7.25: Losungsgiite von RBB in Abhéngigkeit eines vorgegebenen Zeitlimits fiir
das Schirmer-Alvarez-Valdes-Testset

ten durch die Branch-and-Bound-Verfahren lediglich fiir die Testsets P10r und P157
bessere Ergebnisse als durch die Ndherungsverfahren erzielt werden. Entsprechend sollte
zukiinftig untersucht werden, inwieweit die Performance der betrachteten Branch-and-
Bound-Verfahren durch das Preprocessing aus Alvarez-Valdes et al. (2006, 2008) fir das

Bottcher-Testset verbessert werden kann.

Zusammenfassend geht aus den Untersuchungen in diesem Abschnitt hervor, dass durch
PBB bessere Ergebnisse fiir das Schirmer-Alvarez-Valdes-Testset erzielt werden als durch
die besten bekannten Néherungsverfahren fiir das RCPSP /7, wohingegen durch die heu-
ristischen Ansétze bessere Ergebnisse fiir das Bottcher-Testset erreicht werden. Weiterhin
wurde gezeigt, dass sowohl CBB als auch RBB lediglich fiir Testinstanzen mit bis zu 20
realen Vorgangen Performance-Vorteile gegeniiber den Néherungsverfahren aufweisen.
Abschlieflend sei erwahnt, dass die Ergebnisse der Untersuchungen in diesem Abschnitt
insbesondere nahelegen, dass fiir die zukiinftige Entwicklung heuristischer Verfahren so-
wohl fiir das RCPSP/r als auch fiir das RCPSP /max-7 Schedule-Generierungsschemata

berticksichtigt werden sollten, die auf dem Partitionsansatz basieren.






Kapitel 8

Zusammenfassung und Ausblick

In der vorliegenden Arbeit wurde das Projektdauerminimierungsproblem mit allgemei-
nen Zeitbezichungen und partiell erneuerbaren Ressourcen (RCPSP/max-7) untersucht.
Ein Schwerpunkt lag dabei auf der Entwicklung von Branch-and-Bound-Verfahren, die
auf unterschiedlichen Enumerationsschemata basieren. Insgesamt wurden zwei relaxa-
tionsbasierte und ein konstruktionsbasiertes Branch-and-Bound-Verfahren vorgestellt.
Fir die relaxationsbasierten Ansétze wurden Enumerationsschemata entwickelt, die den
Suchraum des Problems schrittweise durch das Hinzufiigen von Schrankenwerten fiir
die Ressourcenbelegungen der Vorgéange des Projekts einschrianken. Weiterhin wurde fiir
das konstruktionsbasierte Losungsverfahren ein Ansatz beschrieben, der die Vorginge
des Projekts sukzessiv tiber den Enumerationsverlauf in Verbindung mit einem Aus-
planungsschritt einplant. Fiir alle Losungsverfahren wurde ein Projektplanungsproblem
ohne Kapazitétsrestriktionen unter Einschrankung der Startzeitpunkte der Vorgénge ein-
gefiihrt, das in jedem Enumerationsknoten der Branch-and-Bound-Verfahren gelost wird.
Fiir das entsprechende Projektplanungsproblem wurden Zeitplanungsverfahren, Konsis-
tenztests sowie ein Verfahren zur Bestimmung einer destruktiven unteren Schranke fiir
die kiirzeste Projektdauer vorgestellt. Ferner wurden fiir zwei der Enumerationsansét-
ze Verfahren entwickelt, die zur Vermeidung von Redundanzen im Enumerationsverlauf

beitragen.

Ein weiterer Schwerpunkt dieser Arbeit war die Untersuchung des Zusammenhangs zwi-
schen partiell erneuerbaren Ressourcen und anderen Modellierungsansatzen der Projekt-
planung. Es konnte festgestellt werden, dass unterschiedliche Modellierungskonzepte der
Projektplanung, wie beispielsweise kumulative Ressourcen oder Kalender, durch partiell
erneuerbare Ressourcen in Verbindung mit zusatzlichen Vorgangen und Zeitbeziehun-
gen dargestellt werden konnen, wenn davon ausgegangen wird, dass jeder Vorgang des

Projekts nur zu ganzzahligen Zeitpunkten starten kann und eine maximale Projektdauer
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vorgegeben ist. Basierend darauf und unter Bezugnahme auf die strukturellen Eigenschaf-
ten der zugehorigen Projektplanungsprobleme konnte schliefilich abgeleitet werden, dass
eine kiirzeste Projektdauer fir jedes der Planungsprobleme durch ein exaktes Verfahren
fiir das RCPSP /max-7 oder fiir das RCPSP /7 bestimmt werden kann.

Zur Einordnung der Performance der entwickelten Branch-and-Bound-Verfahren im Ver-
gleich zu einem MILP-Solver wurden zudem ganzzahlige lineare Programme fiir das
RCPSP /max-7 vorgestellt, die aus zeitindexbasierten Modellformulierungen aus der Li-

teratur zur Projektplanung abgeleitet wurden.

Durch eine experimentelle Performance-Analyse wurde gezeigt, dass das relaxations-
basierte (partitionsbasierte) Branch-and-Bound-Verfahren, das in jedem Verzweigungs-
schritt den Wertebereich der Startzeitpunkte eines der Vorgénge des Projekts partitio-
niert, am besten fiir die exakte Losung und fiir die Bestimmung zulédssiger Losungen
fir das RCPSP/max-m geeignet ist. Lediglich fiir den Beweis unlésbarer Testinstan-
zen konnten durch den MILP-Solver IBM CPLEX fiir einige der zeitindexbasierten Mo-
dellformulierungen bessere Ergebnisse erzielt werden. Aus den Untersuchungen fiir das
RCPSP /7 ging weiterhin hervor, dass alle entwickelten Branch-and-Bound-Verfahren
der vorliegenden Arbeit eine bessere Performance im Vergleich zum einzigen bekann-
ten Branch-and-Bound-Algorithmus aus der Literatur fiir das RCPSP /7 aufweisen. Wie
auch fiir das RCPSP/max-7 konnten die Ergebnisse zeigen, dass das partitionsbasierte
Losungsverfahren gegeniiber allen anderen Branch-and-Bound-Verfahren am besten zur
Losung des RCPSP /7 geeignet ist. Ein Vergleich mit dem MILP-Solver IBM CPLEX
konnte dagegen aufzeigen, dass fiir groflere Testinstanzen mit 40 und 60 realen Vor-
géngen durch einige Modellformulierungen bessere Ergebnisse erzielt werden kénnen als
durch alle Branch-and-Bound-Verfahren. Durch einen abschlieBenden Vergleich konnte
dartiber hinaus fiir ein Testset des RCPSP /7 festgestellt werden, dass das partitions-
basierte Branch-and-Bound-Verfahren in kiirzerer Zeit bessere Losungsgiiten erreicht als
die besten bekannten Naherungsverfahren fir das RCPSP /7, wohingegen fiir alle ande-
ren Branch-and-Bound-Verfahren diese vorteilhafte Performance nicht ermittelt werden
konnte. Fiir ein weiteres Testset des RCPSP /7 konnten dagegen durch die entwickelten
Branch-and-Bound-Verfahren keine besseren Ergebnisse im Vergleich zu den Naherungs-

verfahren erzielt werden.

Aufbauend auf den in der vorliegenden Arbeit gelegten Grundlagen zur Projektplanung
mit partiell erneuerbaren Ressourcen kommen unter anderem die folgenden Themenbe-

reiche fiir zukiinfige Untersuchungen infrage.
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Basierend auf den Ergebnissen der experimentellen Performance-Analyse, aus denen un-
ter anderem hervorgeht, dass Konsistenztests entscheidend zur Verbesserung aller in
dieser Arbeit entwickelten Branch-and-Bound-Verfahren beitragen, wire eine wichtige
Forschungsaufgabe die Entwicklung und Untersuchung weiterer Konsistenztests. Ein in
diesem Zusammenhang ebenfalls interessantes Thema ware die Untersuchung der Perfor-
mance von CP-Solvern (Constraint Programming), die sowohl zur Losung der zeitindex-
basierten Modellformulierungen aus Kapitel 6 als auch fiir die Lésung von CP-Modellen
eingesetzt werden konnten. Zukiinftig sollten dementsprechend auch CP-Modelle fiir das

RCPSP /max-7 formuliert und untersucht werden.

Ein weiteres relevantes Thema ist die Untersuchung der Performance der in dieser Arbeit
entwickelten Branch-and-Bound-Verfahren fiir Probleme mit beliebiger regulérer Ziel-
funktion. Dazu waren lediglich die oberen und unteren Schrankenwerte und alle mit ih-
nen verbundenen Ausfithrungsschritte an die jeweils betrachtete Zielfunktion anzupassen.
Dabei ist insbesondere zu beachten, dass die unteren Schranken LB0™ := ES,, 1 (W) und
LBD™ im Allgemeinen nicht einsetzbar sind, wohingegen die Konsistenztests und Verfah-
ren zur Redundanzvermeidung unabhéngig von der betrachteten regularen Zielfunktion

weiterhin ausgefithrt werden kénnen.

Die in dieser Arbeit entwickelten Branch-and-Bound-Verfahren kénnen wie fiir regulé-
re Zielfunktionen auch zur Losung von Problemen mit beliebigen antireguldren Ziel-
funktionen eingesetzt werden. Dafiir sind zunédchst die gleichen Anpassungen wie fiir
die regularen Zielfunktionen erforderlich. Dariiber hinaus wird der Initialisierungsschritt
fir jedes Losungsverfahren angepasst, indem der Schedule S des Wurzelknotens durch
S := max Sy (W) festgelegt wird. Weiterhin werden in jedem Iterationsschritt der Rela-
xationsansétze die Schedules durch S := max Sy(W) bestimmt, wobei ansonsten keine
weiteren Anpassungen erforderlich sind. Fiir den Konstruktionsansatz wird der Verzwei-
gungsschritt durch S/ :=t, S’ := max Sp(W, 4, S!) und W’ := (W;3\]S%, 00[) jev ersetzt und
fiir die Berechnung von T; ein Verfahren eingesetzt, das in Anlehnung an Algorithmus 5.7
die Zeitpunkte in ©; in umgekehrter Reihenfolge durchlauft. Weitere Anpassungen fiir
den Konstruktionsansatz betreffen den Ausplanungsschritt, die Redundanzvermeidungs-
technik ULT und die Aktualisierung von 7}, nachdem eine neue beste Losung gefunden

wurde.

Wie dargelegt wurde, kénnen alle in dieser Arbeit entwickelten Branch-and-Bound-Ver-
fahren durch wenige Anpassungen fiir Probleme mit regularen und antireguldren Zielfunk-
tionen eingesetzt werden. Fiir weitere Zielfunktionsklassen scheinen dagegen nur die rela-
xationsbasierten Enumerationsansétze geeignet zu sein, wohingegen der konstruktionsba-

sierte Ansatz ohne die Berechnung von 7} bzw. einer anderen zielspezifischen Einschrin-
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kung vermutlich keine gute Performance erzielen kann. Die beiden relaxationsbasierten
Enumerationsschemata konnen in Verbindung mit den entwickelten Konsistenztests und
Verfahren zur Redundanzvermeidung fiir die Optimierung beliebiger Zielfunktionen ein-
gesetzt werden, sofern ein Verfahren existiert, das die Zielfunktion auf der Menge Sr(W)
minimiert. Interessant ware in diesem Zusammenhang die Bestimmung der Komplexi-
tatsklassen fir unterschiedliche Problemstellungen min{f(S) | S € Sp(W)} mit einer
im Hinblick auf partiell erneuerbare Ressourcen geeigneten Zielfunktion f : Z’;gz — R.
Aufbauend darauf kénnte dann entschieden werden, ob entweder Relaxationsansétze zur
Losung der Problemstellungen geeignet sind oder konstruktionsbasierte Verfahren ent-
wickelt werden sollten. Ein sinnvoller Einsatz der Relaxationsansatze kann dabei ins-
besondere dann vermutet werden, falls polynomielle oder pseudopolynomielle Verfahren
zur Losung des Problems min{f(S) | S € Sp(W)} bekannt sind. In Anlehnung an Neu-
mann et al. (2003, Kapitel 3) stellt in diesem Zusammenhang auch die Kategorisierung
verschiedener Zielfunktionen sowie die Untersuchung der strukturellen Eigenschaften der

zugehorigen Problemstellungen eine weitere wichtige Forschungsaufgabe dar.

Die partiell erneuerbaren Ressourcen werden in der Literatur sowie in der vorliegenden
Arbeit vor allem durch die Moglichkeit der Modellierung von Arbeitszeitvereinbarun-
gen motiviert. Dabei wird die Verfiigharkeit des Personals in jeder einzelnen Zeitperiode
durch partiell erneuerbare Ressourcen anstatt durch erneuerbare Ressourcen abgebildet.
Da fiir Instanzen mit partiell erneuerbaren Ressourcen, die auch erneuerbare Ressourcen
enthalten, eine bessere Performance durch Losungsverfahren zu erwarten ist, die zusétz-
lich die spezifischen Eigenschaften von erneuerbaren Ressourcen beriicksichtigen, wére
die Entwicklung solcher Losungsverfahren eine interessante Forschungsaufgabe. In diesem
Zusammenhang wire es auch interessant zu untersuchen, inwieweit sich die Performance
dieser Losungsverfahren von den in dieser Arbeit entwickelten Branch-and-Bound-Ver-
fahren fiir Instanzen mit erneuerbaren Ressourcen unterscheidet. Fiir die Entwicklung
exakter Losungsverfahren wére beispielsweise die Kombination der relaxationsbasier-
ten Branch-and-Bound-Verfahren in dieser Arbeit mit den Enumerationsschemata aus

De Reyck und Herroelen (1998) oder Fest et al. (1999) denkbar.

Die Erweiterung um mehrere Ausfiihrungsmodi der Vorgéange eines Projekts ist bei par-
tiell erneuerbaren Ressourcen wie auch bei anderen Ressourcentypen zur Modellierung
realer Anwendungen generell sinnvoll. Beispielsweise kann dadurch ein Trade-off zwi-
schen der Ausfithrungsdauer und dem Ressourcenbedarf eines Vorgangs oder alternative
Bearbeitungsmoglichkeiten abgebildet werden. Im Folgenden wird ein weiterer fiir par-
tiell erneuerbare Ressourcen spezifischer Aspekt fiir den Einsatz mehrerer Ausfiihrungs-

modi diskutiert, der die ,aggregierte® Modellierung mehrerer gleichartiger Ressourcen
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betrifft. Wahrend fiir erneuerbare Ressourcen die Kapazititsrestriktionen mehrerer ein-
zelner Ressourceneinheiten (z. B. Maschinen) in jeder Zeitperiode ,aggregiert* dargestellt
werden konnen, indem die Kapagzitédten aller Ressourcen in einer Zeitperiode summiert
werden, ist diese Art der Modellierung fiir partiell erneuerbare Ressourcen nicht moglich.
Durch das Beispiel in Abbildung 8.1 wird im Folgenden gezeigt, dass die ,aggregierte®
Modellierung gleichartiger Ressourcen (z.B. Arbeitskréfte mit gleichen Arbeitszeitver-
einbarungen) durch partiell erneuerbare Ressourcen nicht umsetzbar ist. In Anlehnung
an das Anwendungsbeispiel in Abschnitt 2.2 wird angenommen, dass zwei Kundenbe-
treuer (K1, K2) einem Projekt zugewiesen sind, die an einem Wochenende freigestellt
werden, falls sie am Wochenende zuvor sowohl am Samstag als auch am Sonntag ge-
arbeitet haben. Es wird dabei ein Planungshorizont iiber drei Wochenenden betrachtet.
Analog zu Abschnitt 2.2 konnte die Arbeitszeitvereinbarung jedes Kundenbetreuers durch
die partiell erneuerbaren Ressourcen II; = {1,2,8}, I, = {1,2,9}, II3 = {8,9,15} und
I, = {8,9,16} mit Kapazititen von Ry = Ry = R3 = R, = 2 abgebildet werden. Die
yaggregierte“ Modellierung der Arbeitszeitvereinbarungen beider Kundenbetreuer wére
dann durch die Summe der Kapazititen mit Ry = Ry = R3 = Ry = 4 gegeben. Ab-
bildung 8.1 zeigt eine mogliche Belegung der beiden Kundenbetreuer K1 und K2 (auf
jeweils einer Ebene) durch Vorgéange, die jeweils einen Ressourcenbedarf von einer Einheit
haben. Zunéchst kann festgestellt werden, dass die dargestellte Belegung der Ressourcen
fir die ,aggregierte“ Modellierung zulassig ist, wohingegen die Arbeitszeitvereinbarung
fir mindestens einen der Kundenbetreuer, unabhéngig von der Arbeitsverteilung in jeder

einzelnen Zeitperiode, verletzt wird. Das Beispiel in Abbildung 8.1 verdeutlicht, dass ein

e — SN

[ |
|
K1 7 \ ! |
T T T T \R 1 } }

T T T
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 Perioden
Sa So Mo Di Mi Do Fr Sa So Mo Di Mi Do Fr Sa So Wochentage

Abbildung 8.1: ,Aggregierte“ Modellierung partiell erneuerbarer Ressourcen

,Pool“ mehrerer gleichartiger Ressourcen durch partiell erneuerbare Ressourcen nicht
modelliert werden kann. Entsprechend kann die Problemstellung, die in dieser Arbeit
betrachtet wird, nicht dazu verwendet werden, um Vorgange einem ,,Pool“ gleichartiger
Ressourcen zuzuordnen. Stattdessen ist vor dem Einplanungsschritt der Vorgénge eine
Zuordnung der Vorgiange zu den einzelnen Ressourcen aus einem ,,Pool“ erforderlich, was
eine erhebliche Einschrankung fiir die Modellierung praktischer Anwendungen sein kann.

Die Erweiterung um mehrere Ausfithrungsmodi der Vorgéange eines Projekts mit partiell
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erneuerbaren Ressourcen scheint daher die einzige Moglichkeit zu sein, um den Vorgan-
gen mehrere gleichartige Ressourcen als alternative Bearbeitungsmoglichkeiten zuordnen
zu konnen. Eine weitere Schlussfolgerung, die aus dem beschriebenen Sachverhalt gezo-
gen werden kann, ist zudem, dass der Spezialfall unarer partiell erneuerbarer Ressourcen
ndher betrachtet werden sollte, um dadurch eventuell effektivere Konsistenztests und

untere Schranken zu entwickeln.
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Anhang

A.1 Vergleich der Verfahren zur Einschrankung der
Einplanungszeitpunkte fiir das konstruktionsbasierte

Branch-and-Bound-Verfahren

In Tabelle A.1 wird die Performance des konstruktionsbasierten Branch-and-Bound-Ver-
fahrens fiir das UBOm-Testset gezeigt, falls entweder Algorithmus 5.7 (CBB1) oder Al-
gorithmus 5.8 (CBB2) zur Bestimmung der eingeschrankten Menge der Einplanungs-
zeitpunkte T; verwendet wird. Wie den Ergebnissen in Tabelle A.1 zu entnehmen ist,
zeigt CBB1 unabhéangig von den Instanzgrofien iiber alle Testsets UBOn7 eine bessere

Performance als CBB2, wobei allerdings nur geringe Abweichungen festgestellt werden

konnen.

#nTriv  #opt  #zul  #unl FHunb Dont gy
CBB1 534 534 159 0 0,067 0,056
UBO107 693 0 Ors obs
CBB2 534 534 159 0 0068s  0,056s
UBO2.  CBBI 61 537 581 40 0 78465  0,702s
CBB2 535 581 40 0 7.354s  0,721s
BB1 1 491 1 13774s  26,827s
UBOS0.  © - 83 9 5 3 3,774s  26,827s
CBB2 183 491 5 31 14,0825 26911s
CBB1 88 472 0 12 28,693 -

UBO1007 484 1OoI8
CBB2 88 472 0 12 31,1585 -
CBB1 96 458 0 8 36,9085 -

UBO2007 466 wLos
CBB2 95 458 0 8 38,0845 -

Tabelle A.1: Vergleich der Verfahren zur Einschriankung der Einplanungszeitpunkte fiir
das UBOm-Testset
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A.2 Untersuchung des reimplementierten

Branch-and-Bound-Verfahrens

In den Tabellen A.2 und A.3 wird der Einfluss der Zuldssigkeitsschranken FB1 und FB2
auf die Performance des Branch-and-Bound-Verfahrens von Bottcher (1995) bzw. Bott-
cher et al. (1999) untersucht. Das Branch-and-Bound-Verfahren wird fiir jedes Testset
zundchst in einer Basisvariante (BV) ohne Verwendung einer der Zuléssigkeitsschranken
ausgefithrt. Zur Bewertung des Einflusses der Zulassigkeitschranken wird die Basisvari-
ante entweder nur mit FB1, nur mit FB2 oder mit beiden Zulassigkeitschranken (BOT)

ausgefiihrt.

#nTriv  #opt  #zul  #unl  #unb Dopt o
BV 827 827 1281 0 0,078s 0,050s
o, B s 827 8 1281 0 0020  0,019s
FB2 827 827 1281 0 0,081s 0,053 s
BOT 827 827 1281 0 0,023 s 0,023 s
BV 134 180 15 9 14,563 s 11,168 s

FB1 1
P15r 204 79 181 16 7 3,602s 0,372s
FB2 139 181 15 8 11,644 s 8,078s
BOT 181 181 16 7 2,727s 0,036s
BV 57 138 10 17 32,188 s 8,436s
P20r FB1 165 134 139 17 9 4,466 s 18,884 s
FB2 68 137 11 17 24,421 s 7,003 s
BOT 136 139 16 10 3,974 s 2,187s
BV 27 110 3 23 7,854 s 5,820
P25 FB1 136 104 111 10 15 0,478s 35,119s
FB2 41 110 4 22 7,637s 49,8558
BOT 105 111 11 14 0465s  2545Ts
BV 16 96 1 25 8,831s 0,009
FB1 E
P30r 199 97 104 2 16 2,047s 0,704s
FB2 28 96 2 24 7,823s 20,477 s
BOT 98 104 3 15 2,095s 0,196

Tabelle A.2: Performance des Branch-and-Bound-Verfahrens von Béttcher (1995) bzw.
Bottcher et al. (1999) in Abhéngigkeit der Verwendung der Zuléssigkeits-
schranken FB1 und FB2 fiir das Bottcher-Testset

Aus den Ergebnissen der Tabellen A.2 und A.3 fir das Bottcher- und das Schirmer-Al-
varez-Valdes-Testset geht hervor, dass beide Zulassigkeitsschranken FB1 und FB2 die
Performance der Basisvariante mit Ausnahme von Testset P10m durchgingig verbessern
konnen. Fiir die Testsets mit mehr als zehn realen Vorgangen ergibt sich weiterhin eine

Dominanz der Ausfithrungsvariante FB1 gegentiber FB2, die mit steigender Instanzgrofie
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#nTriv  #opt  #zul  #unl #unb Dont P!
BV 802 802 5 1 13155  16,261s
1 1645 ~
o, B wg | S02 802 5 0,164s 0,878
FB2 802 802 5 1 098ls  1,664s
BOT 802 802 5 1 017ls  0,041s
BV 308 552 0 13 8,632 -
FB1 505 560 0 56,7245 -
J207 565 (478
FB2 426 555 0 10 42845 -
BOT 509 561 0 4 64365 -
BV 273 434 0 19 4,405s -
FB1 340 436 0 17 3,807 -
J30 453 OIS
FB2 288 434 0 19 4214s -
BOT 345 435 0 18 5,573s -
BV 181 360 0 2% 5862 -
260 362 0 24 4,380 -
jaon 1B 386 oS
FB2 192 361 0 95 4,293 -
BOT 261 363 0 93 4,376 -
BV 145 306 0 40 3454s -
184 1,415 -
0. Bl " 8 300 0 37 4155
FB2 153 308 0 38 4,4025 -
BOT 186 309 0 37 2,502s -

Tabelle A.3: Performance des Branch-and-Bound-Verfahrens von Bottcher (1995) bzw.

Bottcher et al. (1999) in Abhéngigkeit der Verwendung der Zuléssigkeits-
schranken FB1 und FB2 fir das Schirmer-Alvarez-Valdes-Testset

zunimmt. Abschliefend kann festgestellt werden, dass BOT die besten Ergebnisse tiber

alle Testsets aufler fiir P107 erzielt, wobei zu beachten ist, dass die Ausfithrungsvariante

FB1 fiur das Testset P207 eine weitere Testinstanz als unlésbar verifizieren kann und fir

J307 eine zusatzliche Testinstanz als losbar identifiziert.






	Titelblatt
	Vorwort
	Zusammenfassung
	Inhaltsverzeichnis
	Abkürzungsverzeichnis
	Symbolverzeichnis
	Einleitung
	Einführung in die Problemstellung
	Projektplanung mit partiell erneuerbaren Ressourcen
	Anwendungsbeispiel
	Literaturüberblick

	Modellierungsspektrum partiell erneuerbarer Ressourcen
	Ressourcenkonzepte
	Allgemeine Zeitbeziehungen
	Kalendrierung
	Implikationen

	Projektplanung unter Startzeitbeschränkungen
	Zeitplanungsverfahren
	Früheste und späteste Startzeitpunkte
	Mindest- und Höchstabstände

	Konsistenztests
	Untere Schranken

	Branch-and-Bound-Verfahren
	Ein relaxationsbasierter Ansatz
	Enumerationsschema
	Dominanzregeln
	Partitionierung des Suchraums
	Branch-and-Bound-Algorithmus

	Ein partitionsbasierter Ansatz
	Enumerationsschema
	Branch-and-Bound-Algorithmus

	Ein konstruktionsbasierter Ansatz
	Enumerationsschema
	Bestimmung der Einplanungszeitpunkte
	Techniken zur Redundanzvermeidung
	Branch-and-Bound-Algorithmus


	Zeitindexbasierte Modellformulierungen
	Experimentelle Performance-Analyse
	Testinstanzen
	Untersuchung der Branch-and-Bound-Verfahren
	Vergleich mit zeitindexbasierten Modellformulierungen
	Vergleich mit Heuristiken

	Zusammenfassung und Ausblick
	Literaturverzeichnis
	Anhang
	Vergleich der Verfahren zur Einschränkung der Einplanungszeitpunkte für das konstruktionsbasierte Branch-and-Bound-Verfahren
	Untersuchung des reimplementierten Branch-and-Bound-Verfahrens


