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OZET
YARI PLATONIK TOR YUZEYLERI
Giilsiin TANOGLU
Yiksek Lisans Tezi, Matematik Anabilim Dali
Tez Damsmani: Prof. Dr. Adnan MELEKOGLU

2020, 39 sayfa

Bu c¢alismanin amaci tor yiizeyleri lizerindeki diizgiin hiperfigiirleri tanitmak ve
bunlarin baz1 geometrik, topolojik ve cebirsel 6zelliklerini incelemektir.

Birinci boliimde kisaca tezin 6zeti verilmistir.
Ikinci boliimde tez calismasi icin gerekli olan temel bilgilere yer verilmistir.

Ugiincii béliimde Oklid diizlemi ve tor yiizeyleri {izerindeki diizgiin hiperfigiirler

tanitilmigtir.

Son boliimde ise tor yiizeyleri lizerinde tipi (3,3,3),(2,3,6) ve (4,4,2) olan
diizglin hiperfigiir aileleri tanitilmis ve bu ailelere ait olan diizgiin hiperfigiirlerin

bazi cebirsel ve geometrik 6zellikleri incelenmistir.

Anahtar Kelimeler: Figiir, Diizgiin figiir, Hiperfigiir, Diizgiin hiperfigiir, Tor
yiizeyi, Yar1 Platonik tor yiizeyi.






ABSTRACT
QUASI PLATONIC TORI
Giilsin TANOGLU
Master of Science Thesis, Department of Mathematics
Supervisor: Prof. Dr. Adnan MELEKOGLU
2020, 39 pages

The aim of this study is to introduce the regular hypermaps on tori and investigate
some of their geometric, topological and algebraic properties.

In the first chapter the thesis is summarized briefly.

The second chapter is devoted to basic concepts which are required in the
subsequent chapters.

In the third chapter, the regular hypermaps on the Euclidean plane and tori have
been introduced.

In the last chapter, regular hypermap families consisting of regular hypermaps of
types (3, 3,3), (2, 3,6) and (4, 4, 2) have been introduced and some algebraic and
geometric properties of their members have been investigated.

Key Words: Map, Regular map, Hypermap, Regular Hypermap, Torus, Quasi-
Platonic torus.
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1. GIRIS

T bir tor yiizeyi olsun. Bu durumda f ve g karmasik diizlemde C lineer bagimsiz iki
oteleme ve G, bileske islemine gore bu iki 6teleme tarafindan iiretilen grup olmak
tizere, T = C/G bigiminde ifade edilebilir. Eger G grubu bir (2,m,n) tiggensel
grubu tarafindan normal alt grup olarak iceriliyorsa T yiizeyi her bir kosede n tanesi
bir araya gelecek bicimde m kenarli es diizgiin ¢cokgenlere ayrilabilir. Boylece T
iizerinde diizgiin ¢cokgenlerin kenar ve koselerinin belirledigi ve diizgiin figiir olarak
adlandirilan bir ¢izge mevcuttur. Burada m kenarli es diizgiin ¢okgenlere diizgiin
figiiriin yiizleri denir. Kiire iizerinde, Oklid diizleminde ve tor yiizeyleri iizerinde
bulunan diizgiin figiirler ii¢lincti boliimde detayli olarak incelenecektir.

Eger G grubu bir (I[,m,n) iiggensel grubu tarafindan normal alt grup olarak
iceriliyorsa, T ylizeyi, kenar sayis1 ayni olan ¢okgenler es olmak kaydiyla [, m ve
2n kenarl diizgiin cokgenlere boliinebilir. Boylece T iizerinde hiperkdse, hiperkenar
ve hiperylizleri sirastyla [, m ve 2n kenarli diizgiin ¢okgenler olan bir hipercizge
bulunur. Bu durumda T ye yari Platonik tor yiizeyi denir.

Yukarida bahsedildigi gibi, her tor yiizeyi Oklid diizleminde lineer bagimsiz iki
Otelemenin boliim uzayi1 olarak ele alinabilir. Dolayisiyla bir tor yiizeyi lizerinde tipi
(I, m,n) olan bir diizgiin hiperfigiir verilmis ise bu diizgiin hiperfigiir de Oklid
diizlemi tizerindeki bir diizgiin hiperfigiiriin b6liim uzay1 olarak ele alinabilir. Daha
sonra goriilecegi gibi, Oklid diizleminde bulunan bir diizgiin hiperfigiiriin tipi
(4,4,2),(2,4,4),(3,3,3),(2,3,6),(2,6,3) veya (6,3,2) dir. Boyle bir diizgiin
hiperfigiiriin tiim otomorfizmalarindan olusan grup; (4,4,2),(2,4,4),(3,3,3),
(2,3,6),(2,6,3) veya (6,3,2) tiggensel grubuna izomorftur ve sonlu degildir.
Herhangi bir tor yiizeyi flizerinde bulunan bir diizgiin hiperfigiriin tim
otomorfizmalarindan olusan grup ise, (4,4,4),(2,4,4),(3,3,3),(2,3,6), (2,6,3)
veya (6,3,2) tiggensel grubunun bir homomorfizma altinda goriintiisidiir ve
sonludur.

Tipi (I, m,n) olan ve Oklid diizleminde bulunan bir diizgiin hiperfigiiriin tiim
otomorfizmalarindan olusan grup ; a, b ve ¢ hiperfigiiriin li¢ yansimasi olmak iizere,

(a,b,cla® = b? = c? = (ab)! = (bc)™ = (ca)™ = 1) (1.1)



bi¢imindedir. Yani (I, m,n) iiggensel grubuna izomorftur. Eger ayni hiperfigiir bir
tor yiizeyi lizerinde bulunuyorsa, bunun tiim otomorfizmalarindan olugan grup sonlu
oldugundan (1.1) de verilen bagintilara en az bir bagintinin daha eklenmesi gerekir.

Verilen bir hiperfigiiriin komsu hiperkose, hiperkenar ve hiperyiizlerinin merkezleri
geodezik dogru pargalariyla birlestirilirse, hiperfigiirii iizerinde bulunduran tor
yiizeyi veya Oklid diizlemi, i¢ agilarinin dlgiileri %,% ve % radyan olan iiggenlere
boliinmiis olur. Bu tliggenlerden herhangi birinin kenarlan {izerindeki yansimalar
hiperfigiiriin tiim otomorfizmalarindan olusan grubu iiretir. Bu ii¢cgenlerden
herhangi birinin koselerini sabit tutan ve mertebeleri sirasiyla [,m ve n olan
dondiirmeler X, Y, Z olsun. Bu dondiirmeler s6z konusu hiperfigiiriin tiim konform
otomorfizmalarindan olusan grubu iiretir. Bu grup, (I, m,n) iliggensel grubunun
indeksi 2 olan bir alt grubudur ve

(X,Y,Z|IX! =ym =7Z"=XYZ = 1) (1.2)
bi¢iminde ifade edilebilir.

Oklid diizleminde ve tor yiizeyleri iizerinde bulunan diizgiin hiperfigiirler iiciincii

bolimde detayli olarak incelenecektir.

Herhangi bir tor tizerinde tipi ayni olan sonsuz diizgiin hiperfigiir bulunur. Bunun
temel sebebi, Oklid diizleminde ayn1 ¢okgene benzer, ama alanlar1 farkli olan
sonsuz ¢okgenin bulunmasidir. Kiire ve hiperbolik diizlemde benzer gokgenler es

olduklari i¢in bu durum s6z konusu degildir.

Bir diizgiin hiperfigiiriin herhangi bir yansimasi; eger hiperfigiir Oklid diizleminde
ise bir dogruyu, bir tor ylizeyi lizerinde ise bir veya iki basit kapal1 egriyi sabit tutar.
Hiperfigiiriin, s6z konusu dogruyu veya egrileri kiimesel olarak sabit tutan konform
otomorfizmalart mevcuttur. Bu otomorfizmalar ilgili sabit egrinin donel
otomorfizmalar1 olarak adlandirilir. Verilen diizgiin hiperfigiiriin tipine gére donel
otomorfizmalar eslenik simiflarina ayrilir. (Melekoglu, 2008) tarafindan her bir
eslenik sinifina ait bir eleman verilmistir. Eger hiperfigiir Oklid diizleminde ise
donel otomorfizmalarin her biri bir 6telemedir ve dolayisiyla bunlarin mertebeleri
sonlu degildir. Eger hiperfigiir bir tor yiizeyi {izerinde ise bu otomorfizmalarin
mertebeleri sonlu olmak zorundadur.



Daha sonra goriilecegi gibi, her pozitif tamsay1 bir diizgiin hiperfigiire ait bir donel
otomorfizmanin mertebesi olabilir. Ayrica istisnai durumlar diginda mertebe
biiylikce s6z konusu hiperfigiiriin hiperkdse, hiperkenar ve hiperyiiz sayilar1 da
artacaktir. Dolayisiyla donel otomorfizmalarin bazi cebirsel 6zellikleri ile ilgili
hiperfigiiriin geometrik 6zellikleri birbirlerini etkilemektedir.

Ucgiincii ve son béliimde, tor yiizeyleri iizerinde tipi (3,3,3),(2,3,6) ve (4,4,2)
olan diizgiin hiperfigiir aileleri tanitilacaktir. Ayrica, yukarida bahsedilen donel
otomorfizmalar kullanilarak, bu ailelere ait olan diizgiin hiperfigiirlerin
otomorfizma gruplari ve hiperkdse, hiperkenar ve hiperyiiz sayilar1 gibi bazi
cebirsel ve geometrik 6zellikleri incelenecektir.
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2. TEMEL BiLGIiLER

2.1. Grup Etkisi

G bir grup ve X # @ bir kiime olsun. G grubunun birim elemani1 e olmak tizere, her
x€X ve her gi,9, €G igin asagidaki sartlar1 saglayan ¢ :G XX - X
déniisiimiine G grubunun X kiimesi tizerine bir etkisi denir:

() p(e,x) = x,
(i) (9192, %) = ¢(91,9(g2, x)).

Ornek 2.1.1. X bir topolojik uzay G = {g | g : X — X bir homeomorfizma} olsun.
G kiimesi fonksiyonlarda bileske islemine gore bir gruptur. Bu durumda her x € X
ve herg € G igin, ¢ : G X X - X ve ¢(g,x) = g(x) seklinde tanimlanan ¢
doniisimii G grubunun X kiimesi {izerine bir etkisidir. Clinkii her x € X igin,
¢(e,x) = e(x) = x veher g;,g, € G igin,

©(9192,%) = 9192(x) = g1(0(g2,x)) = (g1, 9(g2, %))
esitligi saglanir.
2.2. Temel Bolge

X bir topolojik uzay ve G ={g|g:X — X bir homeomorfizma} olsun. Bu
durumda X uzaymin asagidaki 6zellikleri saglayan kapali bir A alt kiimesine G

grubu i¢in bir temel bdlge denir:

(1) Ugec 9(4) = X,

(it) Her g € G \ {e} i¢in, 4 n g(4) = ©.

Burada A kiimesinin i¢i A notasyonu ile gosterilmektedir.

Ornek 2.2.1. f : C > C ve f(z) = z + 1 olarak tanimlanan f fonksiyonu sonsuz
devirli bir G grubu iiretir. Sekil 2.1 deki tarali olan K kiimesi bu G grubu igin bir
temel bolge olur



A

~~~~~~~~~ P
0 z|[ o~ 241 T
v ~~~~~

Sekil 2.1 (z — z + 1) grubu i¢in bir temel bolge
Ornek222. f: C—>C, f(z)=z+1
g:C-C, gl2)=z+i

ile tammlanan f ve g fonksiyonlari sonsuz bir G = (f, g) grubunu iiretir. Sekil 2.2
de verilen K kiimesi bu G grubu igin bir temel bolge olur.

Sekil 2.2 (z - z+ 1, z = z + i) grubu i¢in bir temel bolge



2.3. Boliim Uzay1 (Yoriinge Uzay1)

Tanim 2.3.1. G bir grup, X # @ bir kiime ve ¢ : G X X — X doniisimii G grubunun
X kiimesi lizerine bir etkisi olsun. k € X i¢in, G, = { @(g,k) = g(k) |g € G}
kiimesine k noktasinin yoriingesi denir.

Tamm 2.3.2. X bir topolojik uzay ve G, X uzayina etki eden bir grup olmak iizere
Gy, kiimesi, k € X noktasinin yoriingesi olsun. Her x, y € X igin,

"xfy < y € G,"

olarak tanimlanan § bagintis1 bir denklik bagintisidir. Bu denklik bagintis1 X uzaymi
denklik siniflarina ayirir.

Bu denklik bagintisina gore k elemaninin denklik sinifi, k elemaninin yoriingesidir
ve denklik siniflarinin olusturdugu X/B = {Gy | k € X} ailesi de bolim kiimesidir.

m(x) = Gy, olarak tanimlanan 7r: X — X/ fonksiyonu da boliim fonksiyonudur. Bu
durumda,

7 ={A c X/B | n~1(A) kiimesi X uzayinda agiktir }
olarak tanimlanan 7 ailesi X/ kiimesi tizerinde topoloji olusturur.

Bu topolojiye boliim topolojisi denir. X/f kiimesi bu topolojiyle birlikte
diisiiniildiigiinde bir topolojik uzaydir ve X/f topolojik uzayma boliim uzayi veya
yoriinge uzay1 denir. Burada X/f boliim uzayinin elemanlart G grubuna gore
yoriingeler oldugundan, X/ yerine X/G notasyonu kullanilacaktir. Ayrica, X/G
geometrik olarak su sekilde elde edilir. K, G grubu i¢in bir temel bolge olsun. Temel
bolge tamimindan dolayr K kiimesinin iki farkli i¢ noktasi aymi yoriingede
bulunamaz ama smir iizerinde birden fazla nokta ayni yoriingede bulunabilir.
Burada K kiimesinin sinir1 {izerinde ayn1 yoriingede bulunan noktalar uygun sekilde
birlestirilirse X/G uzayi elde edilir.

Ornek 2.3.3. Karmasik diizlemde f(z) =z+1 ve g(z) =z+i bigiminde
tanimlanan iki Gtelemenin tirettigi grup G olsun. Bu durumda, koseleri 0,1,i,1 + i
olan kare G grubu i¢in bir temel bolgedir. Bu temel bdlgenin ayni denklik sinifinda
bulunan noktalar: birlestirilirse boliim uzayinin tor yiizeyi oldugu goriiliir, Sekil 2.3.



Sekil 2.3 iki 6teleme tarafindan iiretilen grubun béliim uzayi

2.4. Uggensel Gruplar

[,m,n 1’den biiyiik tam sayilar olmak tizere, i¢ agilari %,%,% olan bir T tiggenine
(I, m,n) tiggeni denir. Bu tiggen; % + % + % > 1 ise kiire lizerindedir, % + i + % =
lise Oklid diizlemindedir ve 7+ -+~ < 1 ise hiperbolik diizlemdedir. Bu tez
calismasinda hiperbolik diizlemdeki tiggenler ele alinmayacaktir.

T, Oklid diizleminde bir ([, m,n)iicgeni ve bunun kenarlari {izerindeki

yansimalar P, Q, R olsun. T’nin koselerini sabit tutan %, %,% radyanlik dondiirmeler

sirasiyla 4, B, C olsun. Bu dondiirmeler,
Al=Bm=C"=ABC =1 (2.4.1)

bagintilarint saglar ve sonsuz bir I'[[, m,n] grubunu iiretirler.

Sekil 2.4 te goriildiigii gibi T tiggeninin kenarlar lizerindeki P, Q, R yansimalari
PQ = A,QR = B ve RP = ( olacak sekilde segilebilir.

R™

.
o
o

» <

e
S

Sekil 2.4 Bir tiggenin kenarlari tizerindeki yansimalar
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Boylece P, Q, R yansimalari
P2 =Q%=R%=(PQ)' = (QR)" = (RP)" =1 (2.4.2)

bagintilarini saglar ve sonsuz bir I'({, m, n) grubunu tiretirler. Bu grup genisletilmis
tiggensel grup olarak adlandirilir ve I'[, m, n] grubu I'({, m,n ) grubunun indeksi 2
olan bir alt grubudur.

%+%+% =1 oldugundan [, m ve n’nin alabilecegi degerler Cizelge 2.1 de

verilmistir.

Cizelge 2.1 [, m ve n’nin alabilecegi degerler

O W OoO|W NN WA |N |~
WM N oW w AN~
NN WOIWO(WNADS

[,m ve n nin farkli permiitasyonlarindan elde edilen iiggensel gruplar izomorf
oldugu icin Oklid diizleminde sadece I'[2, 4, 4], T[2, 3, 6], I'[3, 3, 3] iicgensel ve
re,4,4),1(2,3,6),I'(3, 3, 3) genisletilmis tiggensel gruplarini ele almak yeterlidir.

%+ % +% > 1 ise (I,m,n) tggeni kiire iizerindedir ve bu durumda asagidaki

ticgensel gruplar elde edilir:

I'2,3,3],12,3,4]1,172,3,5], T2, 3,3), (2, 3,4), (2, 3, 5) . Bu gruplar
sonludur ve

I2,3,3]= A4, T[2,3,4]= S,, T[2,3,5 1= A,
T(2,3,3)=Z, X A;, T(2,3,4)= 7, X S, ['(2,3,5) = Z, X As

oldugu bilinmektedir.



2.5. Diizgiin Figiirler

Tanmm 2.5.1. X bir yiizey olmak iizere, sonlu ve baglantili bir G ¢izgesinin X
yiizeyine gémiilmesine X lizerinde bir figiir denir. Burada, S\G agik disklerden
olusur ve bu disklerin her birine figiiriin yiizii denir. G ¢izgesinin kenar ve kdselerine
de sirasiyla figiiriin kenar1 ve koseleri denir.

Tanmm 2.5.2. M, bir X yiizeyi lizerinde bulunan bir figiir olsun. X yiizeyinin,
f(M) = M sartim1 saglayan bir f otomorfizmasina M figiiriiniin bir otomorfizmasi
denir. O halde bir figiiriin bir otomorfizmasi1 koseleri koselere, kenarlar1 kenarlara
ve ylizleri yiizlere gotiiriir.

Tanmm 2.5.3. M, bir X yiizeyi tizerinde bulunan bir figiir olsun. Eger
Aut*M grubu yonlii kenarlar iizerinde gegisli ise M figiiriine bir diizgiin figiir
denir. Dolayisiyla bir diizgiin figiiriin yiizleri diizgiin ve es gokgenlerden olusur.

Tanim 2.5.4. M, bir diizgiin figiir olsun. M figiiriiniin her bir kdsesinin derecesi
m ve her bir yliziiniin kenar sayisi n ise M figiiriiniin tipi {m, n} dir denir.

M, cinsi g ve tipi {m,n} olan bir diizgiin figiir olsun. Ayrica, bu figiiriin yiiz, kose
ve kenar sayilari sirastyla |[F|l, VIl ve [[EIll olsun. Bu durumda, Euler-Poincaré

formiilii olarak bilinen
[IFI+IVII = IENl =2 — 2g
esitligi gecerlidir.

M bir X yiizeyi tizerinde {m, n} tipinde bir diizgiin figiir ve F, M figiiriiniin ylzi
olsun. F yiiziiniin merkezi, kendisine komsu olan kenarlarinin orta noktalarma ve
koselere geodezik dogru pargalariyla birlestirilsin. Boylece F, 2n tane S yiizeyi ise
|AutTM | tane iiggene boliinmiis olur. Bu iiggenlerin her birinin i¢ agilari g, % ve %

radyandir. Dolayisiyla bunlar (2, m, n) tiggenleridir.
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Eger M figiirii kiire iizerinde ise =+ — + = > 1 olur ve dolayisiyla T4ise

2 m n m n 2
esitsizligi ¢oziilerek Platonik cisimlere karsilik gelen asagidaki diizgiin figiirler
bulunur:

{3,3} — Diizgiin Dortyiizlii (Tetrahedron)
{3,4} — Kiip (Hexahedron)

{3,5} — Diizgiin On Iki Yiizlii (Dodecahedron)
{4,3} — Diizgiin Sekiz Yiizlii (Octahedron)
{5,3} — Diizgiin Yirmi Yiizlii (Icosahedron).

Benzer sekilde, cinsi 1 olan {m,n} tipindeki diizgiin figiirler $+ % =% esitligi
¢Oziilerek bulunur ve bunlar, tipleri {4,4}, {3,6} ve {6,3} olan figiirlerdir.

Cinsi 1’den biiyiik olan {m, n} tipindeki diizgiin figiirler hiperbolik diizlemdedir ve
% + % < % esitsizligi c¢oziilerek bulunur. Ancak bu tiir diizgiin figiirler bu tez

caligmasinda yer almayacaktir.
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3. DUZGUN HiPERFiGURLER

Tamim 3.1. X kompakt ve yonlendirilebilir bir yiizey olsun. S ve A X’in kapal1 alt
kiimeleri olmak iizere, X {lizerinde bir topolojik hiperfigiir asagidaki sartlari saglayan
ve H notasyonu ile gosterilen bir (X, S, A) tglistidiir:

(i) B = S N A bostan farkli ve sonlu bir kiimedir,

(ii) S U A baglantihidir,

(iii) S’nin ve A’nin her bir bileseni bir kapali diske homeomorftur,

(iv) X\(S U A) kiimesinin her bir bileseni bir agik diske homeomorftur.

S kiimesinin bilesenleri hiperkoseler, A kiimesinin bilesenleri hiperkenarlar ve
X\(SU A) kiimesinin bilegenleri hiperyiizler olarak adlandirilir. B =SNA
kiimesinin elemanlarina ise ortak koseler denir. H hiperfigiiriiniin cinsi X yiizeyinin
cinsidir. Ornegin Sekilde 3.1 verilen altigenin karsilikli kenarlar1 birlestirilirse bir
tor yiizeyi elde edilir. Bu tor yiizeyi iizerinde 3 hiperkosesi, 3 hiperkenar1 ve 3
hiperyiizii olan bir H hiperfigiirii goriilmektedir.

n W

Sekil 3.1 Tor yiizeyi iizerinde tipi (3, 3, 3) olan bir hiperfigiir

— Hiperkenar

Kompakt olmayan bir X yiizeyi lizerindeki bir hiperfigiir tanimi ilk tanimdakine
benzer sekilde verilir. Sadece (i) yerine sunlar gelmelidir:

(i1) Her hiperkdse ve hiperkenar sonlu sayida ortak kose igerir,

(i,) Bir hiperyiiziin kapanis1 sonlu sayida ortak kose igerir.
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Hiperkoseler, hiperkenarlar ve hiperyiizler koseleri ortak koseler olan ¢okgenlerdir.
Hiperyiiziin kenarlari ise S ve A kiimelerinin sinirlan tarafindan icerilen yaylardir.
Herhangi iki hiperkdse veya hiperkenar kesismeyecegi i¢in bir hiperyiiz olan bir
cokgenin ardisik iki kenar1 S ve dA kiimeleri tarafindan icerilmelidir. Dolayisiyla
buradan su sonug elde edilir:

Teorem 3.1. Her hiperyiiz cift sayida kenar1 olan bir ¢cokgendir.

3.1. Cebirsel Hiperfigiir

Tanmm 3.1.1. H bir topolojik hiperfigiir ve H’nin ortak kdselerinin kiimesi B
olsun. ¢ ve a B’nin sirasiyla hiperkdse ve hiperkenarlarin pozitif yonde
dondiiriilmelerine karsilik gelen permiitasyonlar olsun. Ornegin Sekil 3.1 de

o = (345)(681)(279)

a = (123)(467)(895) ve
oa = (175)(248)(369)
dir.

Burada ¢ ve a permiitasyonlarinin devirleri ile hiperkdse ve hiperkenarlar arasinda
birebir bir esleme vardir 6yle ki devirlerin uzunlugu bunlara karsilik gelen hiperkdse
ve hiperkenar ¢cokgenin kenar sayisina esittir. o permiitasyonunun her bir deviri
ise bir hiperylize karsilik gelir.

Tammm 3.1.2. B bir kiime, ¢ ve a B’nin iki permiitasyonu ve G =<o,a >
grubunun B kiimesine etkisi gegisli olmak tizere,

A=(G,B,0,a)

dortliisiine bir cebirsel hiperfigiir denir. Eger o, a, oa elemanlarinin mertebeleri
sirasiyla [, m, n ise A cebirsel hiperfigiiriiniin tipi (I, m, n) dir denir.

Bir 7 topolojik hiperfigiirii verildiginde buna karsilik gelen bir cebirsel figiiriinii
yukarida agiklandigi gibi olusturabiliriz.

z(&8) bir § permiitasyonundaki devirlerin sayis1 olmak ftizere, bir cebirsel
figlirlin cinsi asagidaki formiil yardimiyla hesaplanir:

z(0) + z(a) + z(oa) = |B| + 2 — 2g.
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3.2. Diizgiin Hiperfigiirlerin Otomorfizmalar:

Tanmm 3.2.1. A; = (G, B;,0,a) (i =1,2) iki cebirsel hiperfigiir olsun. Bu
durumda f:B, - B, ve &:G; — G, fonksiyonlar1 asagidaki sartlar1 saglayan
(f, ®): Ay = A, donisiim ikilisine A4 Ve A, cebirsel hiperfigiirleri arasinda bir
izomorfizma denir:

(i) f birebir ortendir,

(ii) @ fonksiyonu o0,® =o0,, a; P = a, Ozelliklerini saglayan bir grup
izomorfizmasidir.

(iii) Asagida verilen diyagram degismelidir.
Bl X Gl EEEm—— Bl

f O

~

BZ X Gz —_— > Bz
EgerB; = B, =Bve G, = G, = G ise (0, = 0, = 0 Ve @; = a, = a olmak iizere)
(f,®) doniisiim ikilisine A = (G,B,0,a) cebirsel hiperfigliriinin bir

otomorfizmasi denir.

A’nin biitiin otomorfizmalar1 bileske islemine gore bir grup olusturur ve bu grup
Aut(A) notasyonu ile gosterilir.

Tanmm 3.2.2. Eger Aut(A) grubunun B kiimesine etkisi gegisli ise A =
(G, B, g, @) cebirsel hiperfigiirii diizglindiir denir.

3.3. Boliim Hiperfigiirii

A = (G, B, 0, @) bir cebirsel hiperfigiir ve P < Aut(A) olsun.Her b € Bigin [ b |p
b’nin yoriingesini gostersin ve her g € G i¢in [b]pg = [bg]p olarak tanimlansin.
Grup etkisinin ¢ekirdegi K olmak iizere <A /P boliim hiperfigiirii

A/P = (G/K,B/P,Ko,Ka)

olarak tanimlanir.
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Teorem 3.2. Tipi (I,m,n) olan her A cebirsel hiperfigiiri A/P bolim
hiperfigiiriine izomorftur.

3.4. Evrensel Topolojik Hiperfigiirler

(I, m,n) tipindeki her topolojik hiperfiglir bir evrensel hiperfigiiriiniin boliim
hiperfigiirii olarak ele almabilir. Tipi ([, m,n) olan evrensel topolojik hiperfigiir;
eger %+ % +% > 1 ise kiire lizerinde, %+ % +% = 1ise Oklid diizleminde, %+
%+ % < 1 ise hiperbolik diizlem iizerinde bulunur. Bu calismada kiire ve Oklid

diizleminde bulunan hiperfigiirler ele alinacagi igin % e % + % < 1 durumu dikkate

almmayacaktir.

U Oklid diizlemi veya kiire olmak iizere, T U iizerinde bulunan, kdseleri Lq, My, Ny
. T mTT - N . 2
ve i¢ agilar T olan bir iiggen olsun. U’nun; T iiggeni ve bunun kenarlar

iizerindeki yansimalar tarafindan dretilen grubun elemanlart altinda T’nin
goriintiilerinden olusan kaplamasi goz oniine alinsin. T’nin her bir goriintiisii yine
bir (I, m,n) tiggenidir. Bu kaplamada L, kdsesinin goriintiileri L;, M, kosesinin
goriintiileri M; ve N, kosesinin goriintiileri de N; olarak isimlendirilecektir.
Dolayisiyla kaplamadaki L;, M; ve N; koselerinin dereceleri sirasiyla 21, 2m ve 2n
olacaktir. Eger T tiggeni LyN, ve MyN, kenarlari iizerinde yansitilirsa Sekil 3.2 de
goriildiigi gibi Ly MyN, ve LoM; N, ticgenleri elde edilir.

M Py Ly Py M,

Ly No

Sekil 3.2 Bir iiggensel kaplamadan hiperfigiiriin olusturulmasi

T tiggeninin LyM, kenar lizerinde bir Py noktas1 verilsin. Bunun, sirastyla Ly M, ve
MyNy kenarlar ilizerindeki yansimalari olan P; ve P, noktalar1 géz 6niine alinsin.

Eger | = 2 ise Py, Ly, P; noktalar1 dogrusaldir. Aksi halde, % radyan olan L,

kosesindeki ag1 % den kiiciiktiir ve PyP; ve LyNy kenarlar1 dik kesisir.
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Bu isleme devam edilirse merkezi L, olan [ kenarli ¢okgen elde edilir. Benzer
sekilde, merkezi M, olan m kenarli ¢gokgen elde edilir.

Eger | = 2 veya m = 2 ise | veya m kenarli ¢okgenler dogru parcalarina donisiir
ve bunlarda 2 kenarli ¢okgenler olarak disiiniilebilir. Bu islem kaplamadaki tim
ticgenlere uygulanirsa (U, S,A) hiperfigiirii elde edilir. Burada S ve A sirasiyla [ ve
m kenarli ¢okgenlerden olusur. Uiizerinde S U A’nin  tiimleyeni 2n kenarh
cokgenlerden olusur ve bunlar hiperyiizlerdir. Bu sekilde elde edilen hiperfigiir
H (1, m, n) notasyonu ile gosterilecektir. Bu da (I, m, n) tipindeki evrensel topolojik
hiperfigiirdiir. Béylece H (I, m, n) diizgiin hiperfigiiriiniin hiperkose, hiperkenar ve
hiperyiizleri ile U yiizeyinin [,m ve 2n kenarli ¢okgenlerle bir kaplamasi elde
edilmis olur. U yiizeyi iizerinde bir £ (I, m, n) diizgiin hiperfigiirii verilmis olsun.
Bu hiperfigiirin komsu hiperkdse, hiperkenar ve hiperyiizlerinin merkezleri
geodezik dogru pargalar ile birlestirilirse U yiizeyinin (I, m,n) tggenlerinden
olusan bir kaplamasi elde edilir. Ornegin Sekil 3.3’te Oklid diizleminin
(2,4, 4) liggenleri ile kaplamas1 ve 7 (2, 4, 4) diizgiin hiperfigiirii goriilmektedir.

I‘:_-'-
AN

Sekil 3.3 Oklid diizleminin (2, 4, 4) iiggenleri ile kaplamasi
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3.5. Kiire Uzerinde Diizgiin Hiperfigiirler

Kiire tizerindeki diizglin hiperfigiirler, kiirenin diizgin ve yarn diizgiin
kaplamalarina karsilik gelir. Bunlar ise Platonik cisimler ile Arsimet cisimlerinin
bazilarin1 verir. Bu cisimler herhangi bir kosesine komsu olan yiizlerin kenar
sayilarinin saatin ters yoniinde listelenmesiyle elde edilen sonlu dizi yardimiyla
siniflandirilir. Ornegin kesik kiip ve kesik diizgiin dértyiizliiye karsilik gelen diziler
sirastyla 4.8.8 ve 3.6.6 dir.

% + % + % > 1 sartinin saglanmasi1 durumunda tipi (I, m, n) olan hiperfigiirler kiire

tizerinde bulunur ve bunlar Cizelge 3.1 de verilmistir:

Cizelge 3.1 Kiire tizerindeki diizgiin hiperfigiirler

HIPERFIGUR ARSIMET CISMi
JA2, 3, 3) Kesik dort ylizli
A3, 3, 2) Kiip sekiz yiizlii
JA2, 3, 4) Kesik kiip
J43, 4, 2) Kiigiik rombi kiip sekiz yiizli
JA2, 4, 3) Kesik sekiz ylizli
42, 3,5) Kesik oniki yiizlii
JA2, 5, 3) Kesik yirmi yiizlii
43, 5, 2) Kiiciik rombi birlesik on iki ve yirmi
yiizlii
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3.6. Tor Yiizeyleri Uzerinde Diizgiin Hiperfigiirler

H(l,m,n) bir tor yiizeyi lizerinde bir diizgiin hiperfigiir olsun. Teorem 3.2.
geregince H (I, m, n) hiperfigiirii bir 7 (I, m, n)/P boliim hiperfigiiriine izomorftur.
Burada %+ % +% = 1 denkleminin ¢oziimiine karsilik gelen H (I, m,n) evrensel

hiperfigiirleri Cizelge 3.2 de verilmistir.

Cizelge 3.2 Oklid diizlemindeki diizgiin hiperfigiirler

HIPERFIGUR

H(4,4,2)

H(2,4,4)

F(3,3,3)

F(2,3,6)

(2,6,3)

F(6,3,2)

NOT 3. 6. (I, m,n) tipindeki bir hiperfigiiriin hiperkdse, hiperkenar ve hiperytizleri
sirastyla [, m ve 2n kenarli gokgenlerden olusur. (m, [, n) tipindeki bir hiperfigiiriin
ise hiperyiizleri yine 2n kenarli ¢okgenlerdir. Ama hiperkdse ve hiperkenarlar
sirastyla m ve [ kenarli ¢okgenlerdir. Bunlarin otomorfizma gruplar1 izomorftur.
Sekil 3.4 ve Sekil 3.5 te sirasiyla (6,3,2) ve (3,6,2) tipinde hiperfigiirler verilmistir.
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Sekil 3.4 Tipi (6, 3, 2) olan bir hiperfigiir

Sekil 3.5 Tipi (3, 6, 2) olan bir hiperfigiir



19

4. YARI PLATONIK TOR YUZEYLERI VE DUZGUN
HIiPERFiGUR AIiLELERI

4.1. Tipi (3, 3, 3) olan Diizgiin Hiperfigiir Ailesi

T, karmagik diizlemde (C) koseleri 0, 1 ,% + gi olan liggen olsun. Bu iiggenin

2TT.
kenarlari iizerindeki yansimalar, u = e3 ' olmak iizere,
a(z)=z, b(z)=uz ve c(z)=u(z—-1)+1

ile verilen fonksiyonlardir. Bu li¢ yansima bileske islemine gore bir U grubunu iiretir
ve asagidaki bagmtilar saglar:

a? = b? = c% = (ab)?® = (bc)3® = (ac)® = 1.

Asagida verilen t{4 Ve t;,: C = C 6telemeleri de U grubunun bir G, alt grubunu

tretir:
t11(2) = (ac)?(ch)?*(ba)?*(2) = z + 3,
t12(2) = (bc)?(ca)?(ab)?(z) = z + 3v.

Burada v = egi dir. t;, ve t;, otelemeler olduklari i¢in C/G, bir tor yiizeyini verir.
Bu tor yiizeyini T; ile gosterelim. Sekil 4.1 de verilen ve koseleri 0, 3, 3v ve 3 + 3v
olan eskenar dortgen G; grubu igin bir temel bélgedir. Sekil 4.1 de goriildiigt gibi,
T, = C/G, yiizeyi her biri T iiggenine es olan 18 eskenar liggene boliinmiistiir.

A

3i

2i

-

0 1 2 3

Sekil 4.1 G, grubu i¢in bir temel bolge
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(Corn ve Singerman, 1988) de agiklandig: gibi, T, tizerinde tipi (3,3,3) olan ve 3
hiperkose, 3 hiperkenar ve 3 hiperyiizii bulunan bir H; diizgiin hiperfigiirii
mevcuttur, Sekil 4.2. Dolayisiyla T, yar1 Platonik bir tor yiizeyidir.

/ < 5
/ N /
/ ™ /
/ | /
T /
]
A 1
< 1
ke 1
1
]
N8|
7
P &
P

Sekil 4.2 T; yiizeyi lizerinde H; hiperfigiirii

Eger H; hiperfigiiriiniin komsu hiperkdse, hiperkenar ve hiperyiizlerinin merkezleri
geodezik dogru pargalariyla birlestirilirse, yukarida bahsedilen 18 eskenar iiggen
tekrar elde edilir. Bu iiggenlerden herhangi birinin kenarlar1 tizerindeki yansimalar
1 hiperfigiiriiniin tiim otomorfizmalarindan olusan grubu yani Aut(H;) grubunu
iiretir. Bu grup

(a,b,c | a? = b? = c? = (ab)® = (bc)? = (ac)® = (ab)?(bc)?(ca)? = 1)

olarak ifade edilebilir ve mertebesi 18 dir.

Benzer sekilde asagida verilen t,; Ve t,,: C = C 6telemeleri de U grubunun bir G,
alt grubunu tretir:

t21(2) = t11(811(2)) = 2+ 6, t32(2) = t12(t12(2)) = z + 6v.

Sekil 4. 3 de verilen ve koseleri 0, 6, 6v Ve 6 + 6v olan eskenar dortgen G, grubu
icin bir temel bolgedir ve T, = C/G, bir tor yiizeyidir. Ayrica G, grubunun temel
bolgesinin alanm1 G; grubunun temel bolgesinin alanmmin 4 kati oldugu igin,
T, iizerinde 12 hiperkose, 12 hiperkenar ve 12 hiperyiizii bulunan bir H, diizgiin
hiperfigiliriiniin mevcut oldugu gorilir, Sekil 4.3.
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Sekil 4.3 T, ylizeyi lizerinde H, hiperfigirii
H, in tiim otomorfizmalarindan olusan grup

(a,b,c| a? = b? = c? = (ab)® = (bc)® = (ac)® = ((ab)?(bc)?(ca)?)? = 1)

bi¢imindedir ve mertebesi 72 dir.
Bu sekilde devam edilirse, her k pozitif tamsayis1 i¢in, U grubunun

tr1(2) = t11%(2) = z + 3k ve ty(2) = t1,%(2) = z + 3kv
otelemeleri tarafindan tiretilen G, alt grubu elde edilir. Bu durumda T, = C/G), tor
ylizeyi iizerinde, H, ile gosterilen ve 3k? hiperkose, 3k? hiperkenar ve 3k?
hiperyiizii bulunan bir diizgiin hiperfigiir mevcuttur.
H;, diizgiin hiperfigiiriiniin tim otomorfizmalarindan olusan grup (Aut(Hy))

(a,b,c|a® = b? = c? = (ab)® = (bc)® = (ac)® = ((ab)?(bc)?(ca)®)* = 1)

bicimindedir ve mertebesi 18k? dir.
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Cizelge 4.1 de k nin alacagr ilk 10 degere karsilik gelen diizgiin hiperfigiirler ve
bunlara ait bazi detaylar verilmektedir. Cizelgede |V, |, [Esg, |, |Fac, |, Ve

|Aut(H},)| sirasiyla Hp, hiperfigiiriiniin hiperkdse, hiperkenar, hiperyiiz sayilarin
ve tiim otomorfizmalarindan olusan grubun mertebesini gostermektedir.

Cizelge 4.1 Tipi (3,3,3) olan diizgiin hiperfigiirler ailesi

k Hy |V}[k| |E}[k| |F}[k| |Aut (Hy)|
1 H; 3 3 3 18
2 H, 12 12 12 72
3 Hs 27 27 27 162
4 H, 48 48 48 288
5 Hs 75 75 75 450
6 He 108 108 108 648
7 H, 147 147 147 882
8 Hg 192 192 192 1152
9 Hq 243 243 243 1458
10 Hio 300 300 300 1800
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Yukarida bahsedilen ve her k pozitif tamsayisi i¢in H, hiperfigiiriiniin mertebesi k
olan (ab)?(bc)?(ca)? otomorfizmasi, (Melekoglu, 2018) tarafindan tanimlanmis
ve donel otomorfizma olarak adlandirilmustir. Tipi (I,m,n) olan bir diizgiin
hiperfigiiriin dénel otomorfizmalari; [, m ve n nin tek veya ¢ift olma durumlarina
gore; 1, 2 veya 3 eslenik sinifina ayrilirlar, (Melekoglu, 2018). l=m=n =3
oldugu i¢in bu kisimdaki her bir diizgiin hiperfigiiriin tiim donel otomorfizmalari
esleniktir.

Donel otomorfizmalar yardimiyla bazi diizgiin figiirlerin otomorfizma gruplarimin
ifade edilebilecegi (Melekoglu ve Singerman, 2016) da gosterilmistir. Benzer
calismalar (Conder ve Melekoglu, 2017) de Hurwitz yiizeyleri tizerindeki diizgiin
figtirler i¢in yapilmistir.

Tipi (3,3,3) olan bir diizgiin hiperfigiiriin tiim otomorfizmalarindan olusan grubun

(a,b,c|a? = b? = c? = (ab)3® = (bc)® = (ac)® = 1)

seklinde olacag agikardir. Ancak bu grup sonlu olmadig: i¢in, bir tor yiizeyi
tizerindeki bir diizgiin hiperfigiiriin tiim otomorfizmalarindan olusan gruba izomorf
olamaz. Bu nedenle yukaridaki ifadedeki bagintilar, Oklid diizleminde tipi (3,3,3)
olan bir diizgilin hiperfigiiriin tim otomorfizmalarindan olusan grubu verir.

Bu kisimda her k pozitif tamsayisi i¢in elde edilen H;, hiperfigiirii icin Aut(Hy)
grubu

(a,b,c|a® = b? = c? = (ab)® = (bc)® = (ac)® = ((ab)?(bc)?(ca)®)* = 1)

olarak bulunur. Buradaki ((ab)?(bc)?(ca)?)* =1 bagmtismin bir donel
otomorfizmadan elde edildigi agiktir. Bundan sonraki kisimlarda da goriilecegi gibi,
donel otomorfizmalar kullanilarak bazi diizglin hiperfigiirlerin de otomorfizma

gruplari ifade edilebilmektedir.
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4.2 Tipi (2, 3, 6) olan Diizgiin Hiperfigiir Ailesi

1

T, karmasik diizlemde (C) koseleri 0, = ve 2 + gi olan liggen olsun. Bu liggenin

AN

kenarlar1 lizerindeki yansimalar, u = e3’ olmak iizere,
a(z)=2z, b(z)=—2zZ+1ve c(z) =uz

olarak verilen fonksiyonlardir. Bu ii¢ yansima bileske islemine gére bir U grubunu
tiretir ve asagidaki bagintilar saglar:

a? = b? = ¢% = (ab)? = (bc)® = (ac)® = 1.

Asagida verilen t{4 Ve t;,: C = C &telemeleri de U grubunun bir G, alt grubunu

uretir:

t11(2) = becacac(z) = z + V3, ty,(z) = chcaca = z + 2v.

Burada v = egi dir. t1; Ve t;, otelemeler olduklari i¢in C/G; bir tor ylizeyidir. Bu
tor yiizeyini Ty ile gosterelim. Sekil 4.4 de verilen ve koseleri 0, V3, 2v veV3+2v
olan eskenar dortgen G, grubu icin bir temel bolgedir. Sekil 4.4 te goriildiigi gibi,
T; = C/G; ylzeyi her biri T liggenine es olan 12 tiggene boliinmiistiir.

F 3

V3i

0 1 V3

Sekil 4.4 G, grubu i¢in bir temel bolge
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Bir onceki kisimda oldugu gibi, T; tizerinde tipi (2,3,6) olan ve 2 hiperkose, 2
hiperkenar ve 1 hiperyiizii bulunan bir #; diizgiin hiperfigiirii vardir, Sekil 4.5.

A

V3i

V3
Sekil 4.5 Ty ylizeyi iizerinde H; hiperfigiirii

Eger H; hiperfigiiriiniin komsu hiperkdse, hiperkenar ve hiperyiizlerinin merkezleri
geodezik dogru pargalariyla birlestirilirse, yukarida bahsedilen 12 iiggen tekrar elde
edilir. Bu {icgenlerden herhangi birinin kenarlar1 {izerindeki yansimalar
Aut(H;) grubunu (H; hiperfigiliriiniin tim otomorfizmalarindan olusan grubu)
tiretir. Bu grup

(a,b,c|a? = b%? = c? = (ab)? = (bc)? = (ac)® = bcacac = 1)

bigimindedir ve mertebesi 12 dir.

Benzer gekilde agagida verilen t,; Ve t,,: C = C 6telemeleri de U grubunun bir G,
alt grubunu tretir:

tr1(2) = t11(t11(2)) = 2 + 2V3, t5,(2) = t12(t12(2)) = z + 4v.

Sekil 4. 6 da verilen ve koseleri 0, 2v/3, 4v ve 2v/3+4v olan eskenar dortgen G,
grubu i¢in bir temel bolgedir ve T, = C/G, bir tor yilizeyidir. Ayrica G, grubunun
temel bdlgesinin alan1 G; grubunun temel bolgesinin alaninin 4 kat1 oldugu igin,
T, iizerinde 8 hiperkdse, 8 hiperkenar ve 4 hiperyiizii bulunan bir H, diizgiin
hiperfigiliriiniin mevcut oldugu kolayca gorilir, Sekil 4.6.
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Sekil 4.6 T, yiizeyi iizerinde H, hiperfigiirii

Aut(H,) grubu,
(a,b,c|a? = b? =c? = (ab)? = (bc)® = (ac)® = (bcacac)? = 1)

bi¢imindedir ve mertebesi 48 dir.

Daha once oldugu gibi genellestirme yapilirsa, her k pozitif tamsayist i¢in, U
grubunun

tkl(z) - tllk(z) =Z + kﬁ ve tkz(z) == tlzk(z) =Z + Zkv
otelemeleri tarafindan tiretilen G, alt grubu elde edilir. Bu durumda T, = C/G), tor
yiizeyi iizerinde, Hj ile gosterilen ve 2k? hiperkdse, 2k? hiperkenar ve k?
hiperyiizii bulunan bir diizgiin hiperfigiir mevcuttur. Uzerinde bir diizgiin hiperfigiir
bulundurdugu i¢in T}, yar1 Platonik bir tor yiizeyidir.

Mertebesi 12k? olan Aut () grubu

(a,b,c|a® = b% = c? = (ab)? = (bc)® = (ac)® = (bcacac) = 1)

bi¢iminde ifade edilebilir.
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Cizelge 4.2 de k nin alacagi ilk 10 degere karsilik gelen diizgiin hiperfigiirler ve

bunlara ait bazi1 detaylar verilmektedir. Burada kullanilan notasyonlar bir 6nceki

cizelgedekilerle aynidir.

Cizelge 4.2 Tipi (2,3,6) olan diizgiin hiperfigiirler ailesi

k Hy, Vs, | |E3c, | | Fag, | |Aut (3|
1 H, 2 2 1 12
2 , 8 8 4 48
3 H, 18 18 9 108
4 H, 32 32 16 192
5 Hs 50 50 25 300
6 H, 72 72 36 432
7 H, 98 98 49 588
8 Hg 128 128 64 768
9 H, 162 162 81 972
10 Hio 200 200 100 1200




28

Bu kisimda karsilasilan ve her k pozitif tamsayisi icin H, hiperfigiiriiniin mertebesi
k olan bcacac otomorfizmasi, (Melekoglu ve Singerman, 2016) tanimlanmis ve
donel otomorfizma olarak adlandirilmistir. Ayn1 makaledeki sonuglar geregince bu
kisimdaki diizgiin hiperfigiirlerin donel otomorfizmalar1 iki eslenik simifina
ayrilirlar. Bu siniflardan biri i¢in bcacac otomorfizmasi temsilci olarak alinabilir.
(Melekoglu ve Singerman, 2016) da verilen sonuglar yardimiyla, diger eslenik
sinifinin ~ temsilcisi  olarak  bcach(ac)?a  otomorfizmasinin  almabilecegi
goriilmektedir. Benzer sekilde bu temsilci kullanilarak, diizlemde Gtelemeler ve
bunlarin iirettigi gruplarin boliim uzaylar1 olan tor yiizeyleri iizerinde yukarida
oldugu gibi sonsuz diizgiin hiperfigiir ailesi tanimlanabilir.

Bu kisimda, (2,3,6) tiggensel grubunun normal alt grubu olan ve iki Gteleme
tarafindan tiretilen gruplar ve bunlarin boliim uzay1 olan yari Platonik tor yiizeyleri
tizerinde bulunan ve tipi (2,3,6) olan diizgiin hiperfigiirler incelendi. (Corn ve
Singerman, 1988) de agiklanan yontem kullanilarak, yari Platonik tor yiizeyleri
tizerinde tipleri (2,6,3) ve (3,6,2) olan diizgiin hiperfigiir aileleri belirlenebilir ve
bunlarin bazi cebirsel, topolojik ve geometrik Ozellikleri benzer sekilde
incelenebilir. Yapilan islemler standart oldugu igin, tipleri (2,6,3) ve (3,6,2) olan

diizgiin hiperfigiir ailelerine ait detaylar bu ¢aligmaya dahil edilmemistir.
4.3 Tipi (4,4, 2) olan Diizgiin Hiperfigiir Ailesi

T, karmagik diizlemde (C) koseleri O, % ve % + %i olan tiggen olsun. Bu iiggenin

kenarlar1 lizerindeki yansimalar,
a(z) =2z, b(z)=—2Z+1ve c(z) =iz

olarak verilen fonksiyonlardir. Bu ii¢ yansima bileske islemine gore bir U grubunu
iiretir ve agsagidaki bagintilar1 saglar:

a? = b? = ¢ = (ab)? = (bc)* = (ac)* = 1.

Asagida verilen t;; Ve t;,: C = C 6telemeleri de U grubunun bir G, alt grubunu

uretir:

t11(z) = bcac(z) =z + 1, t1,(z) = acbc =z +1i.
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Burada t;; ve t;, otelemeler olduklari i¢in C /G, bir tor yiizeyidir. Bu tor yiizeyini
T, ile gosterelim. Sekil 4.7 de verilen ve koseleri 0, 1,i ve 1 + i olan kare G; grubu
icin bir temel bolgedir. Sekil 4.7 de goriildiigii gibi, T; ylizeyi her biri T {iggenine
es olan 8 liggene boliinmiistiir.

A

>

Sekil 4.7 G, grubu igin bir temel bolge

0 1

Bir dnceki kisimda oldugu gibi T; iizerinde 1 hiperkdse, 1 hiperkenar ve 2 hiperyiizii
bulunan bir H; diizgiin hiperfigiirii mevcuttur, Sekil 4.8.

1+i

|
0 1

Sekil 4.8 T, ylizeyi iizerinde H; hiperfigiirii
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Eger H hiperfigiiriiniin komsu hiperkose, hiperkenar ve hiperyiizlerinin
merkezleri geodezik dogru pargalariyla birlestirilirse, yukarida bahsedilen 8 tiggen
tekrar elde edilir. Bu iiggenlerden herhangi birinin kenarlar1 tizerindeki yansimalar
H; hiperfigiiriiniin tiim otomorfizmalarindan olusan grubu iiretir. Mertebesi 8 olan

bu grup

(a,b,c|a? = b? =c? = (ab)? = (bc)* = (ac)* = achc = 1)

biciminde ifade edilebilir.

Benzer sekilde asagida verilen t,; Ve t,5: C = C 6telemeleri de U grubunun diger

bir alt grubunu tiretir:

t21(2) = t11(t11(2)) = 2 + 2, t5(2) = t15(t12(2)) = z + 2i.

Bu grubu G, ile gosterelim. Sekil 4.9 da verilen ve koseleri 0, 2, 2i ve 2 + 2i olan
kare G, grubu igin bir temel boélgedir ve T, = C/G, bir tor yiizeyidir. Ayrica G,
grubunun temel bdlgesinin alant G; grubunun temel bolgesinin alaninin 4 kati
oldugu igin, T, lizerinde 4 hiperkose, 4 hiperkenar ve 8 hiperyiizii bulunan bir #,
diizgiin hiperfigiiriiniin mevcut oldugu kolayca goriiliir, Sekil 4.9.

A

-

Sekil 4.9 T, ylizeyi ilizerinde H, hiperfigiirii
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Aut(H,) grubu (H, hiperfigiiriiniin tiim otomorfizmalarindan olusan grup)

(a,b,c|a? = b? = c? = (ab)? = (bc)* = (ac)* = (achc)? = 1)

bicimindedir ve mertebesi 32 dir.

Simdi yukaridaki sonuglar genellestirilirse, her k pozitif tamsayisi i¢in, U grubunun
ti1(2) = 6115 (2) =z + kve tyy(2) = t1.%(2) =z + ki

Otelemeleri tarafindan retilen Gy, alt grubu elde edilir. Bu durumda T, = C /G, tor

yiizeyi iizerinde, H}, ile gosterilen ve k2 hiperkose, k2 hiperkenar ve 2k? hiperyiizii
bulunan bir diizgiin hiperfiglir mevcuttur.

F;, nin tiim otomorfizmalarindan olusan grup

(a,b,c|a? =b? = c? = (ab)? = (bc)* = (ac)* = (achc)* = 1)

bicimindedir ve mertebesi 8k? dir.

Cizelge 4.3 de k nin alacagi ilk 10 degere karsilik gelen diizgiin hiperfigiirler ve
bunlara ait bazi detaylar verilmektedir. Burada kullanilan notasyonlar bir dnceki
cizelgedekilerle aynidir.
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Cizelge 4.3 Tipi (4, 4, 2) olan diizgiin hiperfigiirler ailesi

k Hy, Ve, | |Eg¢, | | Fye, | |Aut (3]
1 H, 1 1 2 8
2 | 4 4 8 32
3 H; 9 9 18 72
4 | g 16 16 32 128
5 Hs 25 25 50 200
6 | 5, 36 36 72 288
7 H, 49 49 98 392
8 7, 64 64 128 512
9 Hy 81 81 162 648
10 | 7, | 100 100 200 800
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Bu kisimdaki hiperfigiirlerin tipleri (4,4,2) oldugu i¢in bunlarin donel
otomorfizmalar ii¢ eslenik sinifina ayrilirlar, (Melekoglu, 2018) . Bunlardan sadece
acbc temsilci otomorfizmasi kullanilarak degisik tor yiizeyleri {izerinde sonsuz
diizgiin hiperfigiir ailesi tanimlandi. Benzer sekilde, diger iki siniftan da temsilciler
secilerek, sonsuz diizgiin hiperfigiir aileleri tanimlanabilir.

Bu kisimda, (2, 4,4) t¢gensel grubunun normal alt grubu olan ve iki Gteleme
tarafindan iiretilen gruplar ve bunlarin boélim uzayr olan tor yiizeyleri iizerinde
bulunan ve tipi (4,4,2) olan diizgiin hiperfigiirler incelendi. Eger bunlar yerine tipi
(2,4, 4) olan diizgiin hiperfigiirler alinmis olsaydi benzer sonuglar elde edilebilirdi.
Yani tor ylizeyleri iizerinde tipi (2,4, 4) olan sonsuz diizgiin hiperfigiir aileleri ve
bunlara ait cebirsel, topolojik ve geometrik bilgiler ayn1 yontemler kullanilarak elde
edilebilirdi. Ancak yapilan islemler benzer oldugu i¢in, tipi (2,4, 4) olan diizgiin
hiperfigiir aileleri ile ilgili detaylar bu ¢alismaya dahil edilmemistir.
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5. SONUC

Bu tez ¢aligmasinda ilk olarak Oklid diizleminde tor yiizeyleri iizerinde hiperfigiir
kavramlar1 tanitildi. Daha sonra tor yiizeyleri tizerinde tipi (3,3,3),(2,3,6) ve
(4,4,2) olan diizgiin hiperfigiir aileleri ele alindi. Uggensel gruplarm lineer
bagimsiz iki Oteleme tarafindan iiretilen alt gruplar1 ve donel otomorfizmalar
yardimiyla bu ailelere ait olan diizgiin hiperfigiirlerin baz1 geometrik, topolojik ve
cebirsel ozellikleri incelendi. Benzer ¢alismalar, hiperbolik diizlemdeki diizgiin
hiperfigiirler ve dolayistyla cinsi birden biiyiik olan kompakt Riemann yiizeyleri
iizerindeki diizgiin hiperfigiirler i¢in de yapilabilir.
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