VSB TECHNICKA | FAKULTA
” ” UNIVERZITA | ELEKTROTECHNIKY
OSTRAVA A INFORMATIKY

Shlukova analyza: Zakladni myslenky

a algoritmy

Cluster analysis: Basic Concepts and Algorithms

Roman Machacek

Bakalarska prace
Vedouci prace: Ing. Martina Litschmannova, Ph.D.

Ostrava, 2021



Abstrakt

Cilem prace je uvést ¢tenare do problematiky shlukové analyzy s vyuzitim praktickych priklada
a ilustraci. Prvni a druhd kapitola jsou zaméreny na popis a analyzu datového souboru Iris,
ktery bude vyuzivan v pribéhu prace. Kapitola vénovana shlukové analyze zac¢ina formulaci
ulohy a pokrac¢uje uvedenim hierarchickych metod shlukovani spoleéné s vybranymi metodami
nehiearchického shlukovéani (k-means, DBSCAN). Posledni ¢ast préce je vénovana méfeni kvality
shlukovani a aplikaci pri hleddni optimalniho poc¢tu shluki. Pro lepsi pochopeni jsou vsechny
metody nejdiive popsany intuitivné, poté formulovany matematickym apardtem a nasledné im-

plementovany v jazyce R.

Klicova slova: shlukova analyza, hierarchické shlukovani, nehierarchické shlukovani, k-means,
DBSCAN

Abstract

The aim of this work is to introduce the reader to the issues of cluster analysis using practical
examples and illustrations. The first and second chapters are focused on the description and
analysis of the Iris dataset, which will be used during the work. The chapter devoted to cluster
analysis begins with the formulation of the task and continues with the introduction of hierarchi-
cal clustering methods together with selected methods of non-hierarchical clustering (k-means,
DBSCAN). The last part of the work is devoted to the clustering quality measures and applicati-
on in finding the optimal number of clusters. For a better understanding, all methods are first
described intuitively, then formulated with a mathematical apparatus, and then implemented
in R.

Keywords: cluster analysis, hierarchical clustering, non-hierarchical clustering, k-means, DBS-
CAN
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Seznam zkratek a symbolu

C Rozklad

C Centroid vsech objektit

C; Shluk C; tvoreny objekty z C'
i Centroid shluku C;

MSg Mezishlukova variabilita

MSr Celkova variabilita rozkladu

M Sy, Vnitroshlukova variabilita

Q, Dolni kvartil

Q3 Horni kvartil

S Pramérna sitka rozkladu

SSp Mezishlukovy soucet ¢tverct

SSr Celkovy soucet ctverci

SSy Vnitroshlukovy soucet ¢tverct

X Vstupni matice dat

ch Calinského-Harabasziv index

d(x,y) Vzdalenost objektu x,y
d.(x,y) Euklidovské vzdalenost objektu x,y

db Daviestuv-Bouldiniv index
dis Mira nepodobnosti

du Dunniiv index

s Siluetova funkce

stm Mira podobnosti

X Objekt x

x; ity-atribut objektu x

|C;] Pocet objektii ve shluku C;

§(C,,C,) Vzddlenost shlukt C,, C,
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Kapitola 1
Uvod

Zijeme v informaénim véku. Toto historické obdobi zacalo ve 20. stoleti, jehoz pocatek
je spojen s vynalezem tranzistoru. Hlavnim znakem tohoto obdobi jsou informacni technologie,
konkrétnéji pocitace. S technologickym pokrokem vznikla moznost imitace urcitych aspektt nasi

inteligence pomoci stroju, tj. uméla inteligence.

Podkategorii umélé inteligence je strojové uceni, které ma pocatky v 50. letech 20. stoleti.
Jednd se o soubor algoritmu a matematickych modela, jejichz cilem je pochopeni vnitini struk-
tury dat, diky nimz se nasledné vytvareji predikce na datech novych. Je proto logické, ze velka
¢ast modell strojového uceni vychazi z modelu statistickych. S pfichodem internetu se pristup
k datim zjednodusil a mnozstvi dat mnohonasobné zvétsilo. Disledkem je obrovska akcelerace

této oblasti.

Cilem prace je seznamit ¢tenaie s jednou z ¢ésti statistickych metod strojového ucend,

shlukovou analyzou, konkrétné spadajici pod vicerozmérnou statistickou analyzu.

Shlukova analyza je vyuzivand naptiklad pri taxonomii, tj. klasifikaci organismi, kde bi-
ologové jsou na zakladé DNA schopni urcit shluky, chceme-li druhy organismii s podobnymi
genetickymi rysy. Lékari vyuzivaji shluky k nalezeni pacienti s podobnymi symptomy, na z&-
kladé ¢ehoz je uzptsobena lécba. Dalsim piikladem je smart advertising, ktery vyuziva shlukta
uzivatelu se stejnymi zajmy pro volbu reklamy, podobnym zpusobem funguje také doporucovani

hudby a filmi. Shlukova analyzé je také vyuzivana pii detekci spamu a analyze dokumentti.

Muzeme tedy Tici, ze shlukova analyzd na zékladé atributi souboru prifadi jednotlivym
zaznamum shluk, do kterého patii. Vysledné shluky jsou tak oproti pivodnimu souboru konzis-

tentnéjsi z hlediska atributii, které sledujeme.

Shlukova analyza je tvorena fadou metod, které maji stejny cil, ale dosahuji jej rtiznymi
postupy. V této praci se zaméiime na zakladni z téchto metod, pricemz vSe budeme prezentovat
na modelovém prikladu se zndmym souborem Iris. V prni ¢asti prace se s timto datovym sou-
borem seznamime. Nasledné se budeme zabyvat shlukovou analyzou, definici dlohy shlukovani,

metodami shlukové analyzy a mérenim kvality shlukovani.



V praxi se pouzivaji knihovny s jiz implementovanymi, optimalizovanymi algoritmy. V této
préaci je kazda z metod popsana nejdrive intuitivné, poté zformulovana matematickym aparatem
a nasledné implementovana v software R. Vystupy implementovanych funkeci jsou ¢asto graficky
zobrazeny pomoci knihoven ggplot a factoextra. V ptiloze se nachazi kazda z implementaci jejiz

vystup je srovnan s vystupy funkci z odpovidajicich knihoven v R.

1.1 Dataset Iris

Jak jiz bylo uvedeno, principy shlukové analyzy budeme demonstrovat na jednom z nejzné-
méjsich datovych souboru, datovém souboru (datasetu) Iris. Vytvoril jej statistik a biolog Ronald
Fisher v roce 1936 a vyuzil jej ve svém védeckém ¢lanku zaméfreném na linedrni diskriminac¢ni

analyzu.

Datovy soubor obsahuje zaznamy o 50 kvétech tfech druhu kosatci: Setosa, Virginica a Ver-
sicolor (viz obrazek 1.1). Kazdy zédznam je tvoren délkou a sitkou okvétniho (petal) a kalisniho
(sepal) listku v jednotkach centrimetri. Zéznam také obsahuje druh kosatce, ke kterému se mé-
feni vztahuje. Jednotlivé atributy a jejich odpovidajici nazvy proménnych v souboru mizeme
vidét v tabulce 1.1.

Tabulka 1.1: Oznaceni atributt kosatctl v souboru Iris

Atribut Nézev proménné

Délka kalisniho listku (cm)  sepal 1
Sitka kali$niho listku (cm)  sepal_w
Délka okvétniho listku (cm) petal 1
Sfika okvétniho listku (cm) — petal w

Jak jiz bylo uvedeno, pocet zaznami v souboru je 150. Nasim cilem bude pomoci shlukové
analyzy rozttidit kosatce do t¥{ druhu (shlukt) za predpokladu, Ze jejich druh nezndme. Nésledné

znalost biologického druhu kosatcti vyuzijeme k posouzeni kvality shlukovani.

Obrazek 1.1: Druhy kosatctu zafazenych do souboru Iris, zleva - Setosa (Zdroj: [O1]), Versicolor
(Zdroj: [0O2]) a Virginica (Zdroj: [O3]).
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Kapitola 2
Analyza dat

Pri praci s novym datovym souborem je prvnim krokem jeho explorac¢ni analyza, poskytujici
informace o atributech s nimiz nasledné pracujeme. Lze oc¢ekévat, ze jednotlivé druhy kosatcii se
ve sledovanych atributech lisi, nas zajima jak moc. Jaké je rozlozZeni atributu? Obsahuje datovy
soubor statistické jednotky, déle jen zdznamy, které jsou neiplné? Jaké jsou extrémy? Na tyto

otazky potrebujeme nalézt odpovédi, abychom si udélali predstavu o datovém souboru.

Nésledné se miazeme ptat na diumyslngjsi otdzky a formulovat hypotézy. Znalost souboru
a metod, se kterymi se sezndmime, nam umozni lepsi orientaci v postupu, ktery zvolit pro reseni

problému.

2.1 Priprava datového souboru

Pro prvni sezndmeni se podivejme na vzorek dat ze souboru. Vyuzijeme ndzvu proménnych,

které jsme zavedli v tabulce 1.1. Vzorek dat ze souboru mizeme vidét v tabulce 2.1.

Tabulka 2.1: Ukédzka nékolika zdznamu datového souboru Iris

ID sepal 1 sepal_w petal 1 petal w druh

1 5,1 3,5 1,4 0,2 Setosa
2 4,9 3,0 14 0,2 Setosa
3 4,7 3,2 1,3 0,2 Setosa

7Z tabulky 2.1 se zd4, Zze minimalné u prvnich t¥i kosatct je kalisni listek vétsi i Sirsi, nez
listek okvétni. Dalsim pozorovanim je pomér délky a sitky listku. U kalisniho listku tento pomér

¢ini cca 2:1, u listku okvétniho cca 7:1, tj. délka listku je sedmindsobné vétsi nez jeho sitka.

Tyto vlastnosti jsme ovSsem urcili na zakladé vzorku dat z tabulky 2.1, ktery muze byt
tvoren extrémy souboru. Zaroven si musime uvédomit, ze uvedeny vzorek se vztahuje pouze ke
kosatciim Setosa. Z téchto diivodh je vhodné pracovat se statistickymi charakteristikami celého

souboru se kterym pracujeme.
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2.1.1 Chybé¢jici hodnoty

Pred popisem souboru je nutno zkontrolovat zdznamy a jejich hodnoty. Hodnota, kterd
je z n¢jakého diavodu nezndma (NA) se nazyva chybéjici. Zaznamy, které obsahuji chybéjici
hodnotu jsou problémové. Polozme si otdazku, co by nastalo, kdyby nékteré z atributt obsahovaly

chybéjici hodnoty.

Kuprikladu potfebujeme spocitat primér jednotlivych atributi v souboru. Jelikoz kazdy
z atributi muze obsahovat chybéjici hodnoty v jiném zdznamu, vztahovaly by se praméry na
odlisné datové soubory. V takovém pripadé je vhodné, pokud se timto nepiipravime o mnoho
zdznamu, odebrat zdznamy s chybéjicimi hodnotami, popf. zvazit jejich nahrazeni pramérem

nebo medidnem.

V software R muzeme vyuzit prikazu: is.na(data) k identifikaci chybéjicich udaji. Bylo zjis-
téno, zZe soubor Iris neobsahuje zadny zaznam s chybéjici hodnotou, neni tedy potifeba odebirat

zaddné zaznamy.

2.1.2 QOdlehla pozorovani

Dalsi komplikaci pti analyze dat mize zpusobit vyskyt tzv. odlehlych pozorovani, tj. za-
znamu, které v daném atributu vykazuji znac¢né odlisné hodnoty oproti ostatnim zdznamutm.
Problém ilustrujeme opét na prumeéru. Pokud si poc¢itdme primér znamek, mizeme pozorovat,
ze vliv zndmky na prumeér rostl se vzdalenosti od priméru. Napriklad prameér ¢tyrkare tolik neo-

vlivni pétka, jako primeér jednickare. Odlehla pozorovani maji tendenci drasticky ménit pramér.

Jak tato pozorovani urc¢it? Jednou z metod, které slouzi k identifikaci odlehlych pozorovani
je metoda vnitinich hradeb. Oznaéme x, 100p% kvantil. Je ziejmé, Ze v intervalu (zg o5, T¢ 75)

lezi alespon polovina dat.

Pokud tento interval rozsfifme symetricky o 1,5 ndsobek interkvartilového rozpéti (zq 75 —
T 95), ziskdme tzv. vnitini hradby. Mezi vnitinimi hradbami by méla lezet vétsina dat. Data,

ktera lezi mimo vnitini hradby oznacime jako odlehld pozorovani.

Komplexni analyza odlehlych pozorovani v nasem ptipadé nema smysl, jelikoz kazdy druh
ma jiné statistické charakteristiky. Naptiklad kosatec druhu Setosa mtize mit vyssi primeér urdci-

tého atributu nez ostatni druhy kosatcii, ovSsem to se z komplexni analyzy nedozvime.

Odlehla pozorovani ma tedy smysl hledat u jednotlivych druhii kosatcti. Vyskyt odlehlych

pozorovani u jednotlivych atributa druhu kosatcii vidime v tabulce 2.2.

Tabulka 2.2: Pocet odlehlych pozorovani atributt dle druhti kosatct

Druh sepal 1 sepal _w petal 1 petal w
Setosa 0 0 4 2
Versicolor 0 0 1 0
Virginica 1 3 0 0

12



Z tabulky 2.2 vidime, Ze odlehla pozorovani se vyskytuji, prevazné u kosatcti druhu Setosa.
Muzeme tedy vsSechny zdznamy obsahujici tato odlehla pozorovani odebrat? Pocty odlehlych
pozorovani ndm nefeknou nic o jednotlivych odlehlych pozorovanich, proto je lepsi vyuzit kra-

bicovych grafii, viz obrazek 2.1.

Jaky je dopad odlehlych pozorovani na krabicovy graf? Krabicovy graf se graficky ,zplostu-
je“ s rostouci vzdélenosti odlehlého pozorovani od prameéru daného atributu. Jelikoz krabicové
grafy na obrazku 2.1 nepiisobi ,zplostéle“ a zadznamu je pouze 50, rozhodli jsme se ponechat
tyto zdznamy v souboru. Otazky, které si mizeme kldst, souvisi se vznikem téchto odlehlych

pozorovani.

2.2 Vybérové charakteristiky

Presnéjsi predstavu o chovani jednotlivych atributd nam dévaji jejich vybérové charakte-
ristiky, coz jsou hodnoty popisujici datovy soubor se kterym pracujeme. Kazda z vybérovych
charakteristik nam poskytuje novy pohled na soubor. Stejné jako u odlehlych pozorovani néas

zajimaji druhové charakteristiky atributli, které mtzeme vidét v tabulce 2.3.

Prvnimi charakteristikami jsou maximum a minimum, diky kterym ziskdme rozmezi hod-
not atributii. Po pfidani priméru, ziskdme hrubou predstavu o rozlozeni hodnot atributu. Pro

upfesnéni predstavy o rozlozeni hodnot vyuzijeme median a kvartily.

Pro posouzeni variability kolem priméru vyuzijeme smérodatnou odchylku. Podilem sméro-

datné odchylky a prumeéru ziskame variac¢ni koeficient, ktery je rovnéz vhodnou mirou varibility.

Dalsi charakteristikou kterou vyuzijeme je koeficient sikmosti, popisujici symetrii rozlozeni
hodnot atributti. Nulova sikmost odpovidd hodnotam, které jsou symetricky rozprostieny kolem
prumeéru. Nenulové hodnoty odpovidaji urcité asymetrii hodnot, v pripadé kladné sikmosti je
vice nez polovina dat mensich nez pramér, u zaporné sikmosti je tomu naopak.

Posledni charakteristikou je koeficient Spicatosti, popisujici $picatost rozdéleni ve srovnani
s rozdélenim normélnim ( Gaussovym). Nulova hodnota odpovidd normalnimu rozdéleni, s rostou-

cim koeficientem kleséd vzdalenost hodnot od priumeéru, cemuz odpovida vétsi spicatost. Zminéné

vybérové charakteristiky atributi jednotlivych druhii kosatct vidime v tabulce 2.3.

13



Tabulka 2.3: Vybérové charakteristiky jednotlivych atributti dle druhu kosatce

sepal_1 (cm) sepal_w (cm)
Setosa  Versicolor Virginica Setosa  Versicolor Virginica

min 4,3 4,9 4,9 min 2,3 2,0 2,2

Q, 4,80 5,60 6,23 Q, 3,13 2,53 2,80
prameér 5,01 5,94 6,59 prumeér 3,42 2,77 2,97
median 5,00 5,90 6,50 median 3,40 2,80 3,00
Q5 5,20 6,30 6,90 Qs 3,68 3,00 3,18
max 5,8 7,0 7,9 max 4.4 3,4 3,8

sm. odch. 0,36 0,52 0,64 sm. odch. 0,39 0,32 0,33
var. koef. 0,07 0,09 0,10 var. koef. 0,11 0,11 0,11
sikmost 0,12 0,10 0,11 sikmost 0,10 —0,35 0,36
Spicatost  —0,35 —0,60 —0,09 Spicatost 0,69 —0,45 0,52

petal 1 (cm) petal _w (cm)
Setosa  Versicolor Virginica Setosa  Versicolor Virginica

min 1,0 3,0 4,5 min 0,1 1,0 1,4

Q, 1,40 4,00 5,10 Q, 0,20 1,20 1,80
prumeér 1,46 4,26 5,55 prumeér 0,24 1,33 2,03
median 1,50 4,35 5,55 median 0,20 1,30 2,00
Q5 1,58 4,60 5,88 Q5 0,30 1,50 2,30
max 1,9 5,1 6,9 max 0,6 1,8 2,5

sm. odch. 0,18 0,47 0,56 sm. odch. 0,11 0,20 0,28
var. koef. 0,12 0,11 0,10 var. koef. 0,44 0,15 0,14
sikmost 0,07 —0,59 0,53 sikmost 1,16 —0,03 —0,13
Spicatost 0,81 —0,07 —0,26 Spicatost 1,30 —0,49 —0,66

Vyuzijeme tabulky 2.3 k analyze jednoho z atributti, v tomto pripadé délky okvétniho
listku (petal 1) kosatce druhu Setosa. Zmérena délka okvétnich listku kosatce Setosa se pohybuje
v rozpéti 1,0 cm az 1,9 cm. Zajimavym pozorovanim je, ze rozpéti délky okvétniho listku kosatce

Setosa nezasahuje do rozpéti zbylych dvou druht, jejichz rozpéti se ¢astecné prekryva.

Primeérné délka okvétnich listkl kosatce Setosa je 1,46 cm. Také zde mizeme zpozorovat
odlisnost priamérné velikosti délky okvétnich listkt kazdého druhu kosatce. Smérodatnd odchylka
délky okvétniho listku kosatce Setosa ¢ini 0,18 cm. Diky varia¢nimu koeficientu (12 %) mizeme

ocekavat, ze hodnoty jsou u Setosy soustiedény v blizkosti primeéru.

U poloviny testovanych vzorkt kosatce Setosa délka okvétnich listkd neprekrocila 1,50 cm.
V poloviné méreni se tato délka kosatce Setosa pohybovala v rozmezi 1,40 cm az 1,58 cm. Tyto
charakteristiky ndm presnéji vymezily rozlozeni hodnot délky okvétnich listki kosatce druhu
Setosa. Obdobnym zptsobem bychom mohli analyzovat i ostatni atributy jednotlivych druhu

kosatcu.
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2.3 Vizualizace

Vybérové charakteristiky jsme vyuzili k popsani atributi druhi kosatctt v souboru. K roz-
§iteni, nebo doplnéni nasi védomosti o atributech, se kterymi v souboru pracujeme vyuzijeme
vizualizace, v nasem pripadé se zamérime na krabicové grafy a grafy hustot pravdépodobnosti.

Kazdy z téchto grafi ndm pomuze pri analyze druhi kosatct a v hledani jejich odlisnosti.

2.3.1 Krabicové grafy

Krabicové grafy umoznuji rychlé vizualni srovnani druhii kosatcti z hlediska jednotlivych
pozorovanych atributti. Z krabicovych grafi mutzeme vycist nékteré vybérové charakteristiky
jako je maximum, minimum, medidn, 1. a 3. kvartil. Tyto grafy se také vyuzivaji pro detekci

odlehlych pozorovani, ¢ehoz jsme vyuzili v kapitole 2.1.2.

84 45

4,04

sepal 1l (cm)
sepal_w (cm)

petal 1 (cm)

B
~ 1,54
g|
=
=
[
o

0,0

Setosa E Versicolor Virginica

Obrézek 2.1: Srovnani atributt kosatcu dle jejich druhu (krabicové grafy)

Z obrazku 2.1 vidime, ze kosatec druhu Setosa se od zbylych dvou druhi kosatci lisi, coz
lze nejlépe vidét ve vizualizaci délky a sitky okvétniho listku. Kosatce Versicolor a Virginica se
zdaji hite rozlisitelné.

Ve vizualizaci sitky kalisniho listku vidime vétsi prekryti krabicovych grafli, nez-li u zbylych
vizualizaci. Z toho muzeme konstatovat, ze atributy kalisniho listku jednotlivych druht se nelisi
tolik, jako naptiklad u délky okvétnich listku.

Srovndnim krabicovych grafu zjistime, ze kosatec druhu Virginica dosahuje typicky nejvys-

vV,

vizualizace sitky kalisniho listku.
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Posledni poznamkou je podobnost krabicovych grafi délky a Sirky okvétnich listka. Intu-
itivné nam tyto atributy poskytuji podobné informace. Touto podobnosti bychom se zabyvali

vice pokud bychom chtéli redukovat dimenzionalitu souboru.

2.3.2 Hustota pravdépodobnosti

Dalsi z moznosti, kterou lze vyuzit ke srovnani jednotlivych atributt je graf hustoty pravdé-
podobnosti. Analyzu statistickych charakteristik si mtzeme precist znovu a predstavit si dopad

jednotlivych charakteristik na vyslednou hustotu pravdépodobnosti atributu.

Ocekavame napiiklad, ze u délky okvétniho listku bude Spicatost u druhu Setosa velka

a vysledny graf bude oddélen od zbylych dvou druht kosatci, které se budou prekryvat.

Nyni vyuzijeme zbylych charakteristik z tabulky 2.3 k posouzeni normality délky okvétnich
listkii. Spicatost i Sikmost délky okvétnich listkii druhu Setosa lezi v intervalu (—2,2), tudiz lze
ocekavat, ze délka okvétnich listkii pro druh kosatce Setosa by mohla mit normdlni rozdéleni,
coz muzeme posoudit i graficky z obrazku 2.2. Pro exaktni posouzeni normality by bylo tieba

vyuzit néktery z testi normality, napt. Shapirav-Wilkuv test.
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Obrézek 2.2: Srovnani atributi kosatcu dle jejich druht (hustoty pravdépodobnosti)

Graf hustot pravdépodobnosti na obrazku 2.2 ndm umozni rychle porovnat rozlozeni jednot-
livych atributt druhu kosatcti. Napriklad u sitky kalisnich listk se hustoty pravdépodobnosti

prekryvaji, coz z tabulky 2.3 nelze rychle urcit.

Informace, které jsme o datasetu Iris ziskali ndm nyni pomohou lépe pochopit mechanismy

metod shlukové analyzy.
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Kapitola 3
Shlukova analyza

Shlukova analyza je souhrn metod zabyvajicich se vySetfovanim podobnosti vicerozmérnych
objektu (tj. objekti charakterizovanych alespon dvéma atributy) a jejich klasifikaci do tzv. shlu-
ki (clusteri). Cilem shlukové analyzy je empirickd klasifikace objektu, zjednoduseni struktury
dat a identifikace vztaht mezi objekty.

Algoritmu feSicich shlukovani je mnoho, ¢aste¢nym duvodem je volnost, kterou poskytu-
ji pojmy se kterymi ve shlukové analyze pracujeme. S priklady shlukovani jsme se jiz setkali

v uvodni kapitole, a proto se rovnou podivame na formulaci tilohy shlukovani.

Oznac¢me X nasi vstupni matici dat o rozmérech n x m. Tato matice obsahuje n objekti x;
charakterizovanych m atributy, x; = (v, 1, ..., ¥; ,,). Ddle oznaéme C' = {x;, ..., x,, } jako mnozinu

vsech objektd matice X.

Shlukovani je tloha, pfi které vytvaiime rozklad mnoziny C. Tento rozklad je mnozina
neprazdnych, navzajem disjunktnich podmozin shlukia Cj, jejichz sjednocenim je C. Pozada-
vek navzajem disjunktnich podmnozin zaruc¢i vyskyt jednoho objektu pravé v jednom shluku.

Vytvarime tedy shluky C, ..., C}, (k < n) spliujici nasledujici podminky:

(i) C;cC Vi={1,..,k}, kde C, +
(i) C;NC; =0 Vi,je{l,..,k}, kdei#j
(iii) C =C,U..UC,

Ovsem ne kazdy rozklad je vhodnym fesenim tlohy. My hleddme rozklad maximalizujici

podobnost objektii ve shluku a minimalizujici podobnost objekti shlukt odlisnych.

3.1 Vzdalenosti

Celé shlukovani pracuje se vzdalenostmi. Vzdalenosti jsou definovany na zakladé miry ne-

podobnosti objekti. Definice téchto pojmu lze nalézt v fadé literatury, napiiklad: [1], [2] a [3].
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Mira podobnosti (Similarity)

Mira podobnosti je funkce sim : X x X — I C R pritazujici kazdé dvojici objekta x,y € X
¢islo sim(x,y) € I, pro které plati:

(i) sim(x,y) <supl
(ii) sim(x,y) = sim(y,x) (symetrie)
(iii) sim(x,y) =supl < x =y (identita)
Cim jsou si objekty podobnéjsi, tim je mira podobnosti sim vétsi. Pozadavek (i) omezuje mi-

ru podobnosti sim shora. Diky tomuto omezeni jsme schopni porovnat miru podobnosti objektt

x,y € X. Nejvétsi mira podobnosti odpovidd podobnosti dvou stejnych objektt, tj. identité.

Mira nepodobnosti (Dissimilarity)

Mira nepodobnosti je funkce dis : X x X — I C R pritazujici kazdé dvojici objektt x,y € X
¢islo dis(x,y) € I, pro které plati:

(i) dis(x,y) > infl
(ii) dis(x,y) = dis(y,x) (symetrie)
(iii) dis(x,y)=infl < x =y (identita)
Cim jsou si objekty podobnéjsi, tim je mira nepodobnosti dis nizsi. Opét zde méame poza-
davek (i) omezujici miru nepodobnosti dis, tentokrat zdola.

V praxi se pracuje s mirou nepodobnosti, jednim z divodu je lepsi interpretace a intuitivni

analogie se vzdéalenosti, kterou nyni na zakladé miry nepodobnosti mtizeme definovat.

Vzdalenost (Distance)

Vzdélenost je specifickou mirou nepodobnosti d : X x X — I = (0,00) prifazujici kazdé

dvojici objekta x,y € X éislo d(x,y) € I, pro které plati:

(i) d(x,y) >0 (nezapornost)
(ii) d(x,y) = d(y,x) (symetrie)
(iii) d(x,y) =0 <= x=y (identita)
(iv) d(x,z) <d(x,y) +d(y,z) (troj. nerovnost)

Diky tomu, ze I = (0,00), je infI = 0. Déle vidime novy pozadavek (iv) na vzdélenost,
trojuhelnikovou nerovnost. Vzdalenosti je mnoho, proto se zamérime na vzdélenosti, se kterymi
se muzeme nejcastéji setkat v praxi. Srovnani téchto a mnoha jinych vzdalenosti pri shlukovani

se zabyva napf. [4].
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Euklidovska vzdalenost

S Euklidovskou vzdalenosti pracujeme jiz od zdkladni skoly. Jedna se o geometrickou vzda-
lenost v R%, zobectiujici Pythagorovu vétu. Na tuto vzdalenost se tedy miizeme divat jako na

nejkratsi vzdalenost mezi dvéma body, chceme-li objekty, v prostoru.

ey =D w2

Euklidovska vzdalenost je ovlivnéna méritkem jednotlivych atributi. Dojde zde k podob-
nému problému jako pri vypoctu primeéru, vzdalenost je pred ovlivnéna rozpétim jednotlivych

atributt. Euklidovskou vzdélenost v R2 mtZeme vidét na obrazku 3.1.

X p=-=-=---

Y2 — T2

Y2 p-----
Yy1— 1

X1 Y1

Obrazek 3.1: Euklidovské vzdalenost objektt x,y € R?

7 dtvodu citlivosti Euklidovské vzdédlenosti na méritka atributti je nékdy vhodné data pred
samotnym shlukovanim standardizovat. Jako standardizace dat se oznac¢uje prevod dat (promén-
nych, chceme-li atributil) na stejné méritko, coz eliminuje vliv skutecného rozsahu a velikosti
prislusnych proménnych. V praxi se nejcastéji pouziva standardizace smérodatnou odchylkou,
kdy se standardizovana hodnota y proménné x ziskd tak, ze se od puvodni hodnoty x odecte

jeji pramér x a tento rozdil se vydéli smérodatnou odchylkou proménné s, :

Jak jiz bylo zminéno, vyhodou standardizace je eliminace vlivu skute¢ného rozsahu a velikos-
ti jednotlivych proménnych, na druhou stranu bychom méli mit na pameéti i to, ze standardizace
miuze vést ke ztraté informace a tim i k horsim vysledktim klasifikace a pristupovat k ni proto
az po dusledném promysleni. Vice lze najit napf. v [5]. Atributy datasetu Iris nemaji drasticky

lisici se rozpéti, proto jednotlivé atributy standardizovat nebudeme.
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Manhattanska vzdalenost

Linearizaci vzdalenosti Euklidovské ziskavame vzdalenost Manhattenskou, jejiz inspirace

vychézi z orientaci ulic v Manhattnu. Tato vzdéalenost je definovand jako soucet vzdélenosti
mezi jednotlivymi, odpovidajicimi atributy.

m

dx,y) = > _lei =il
i=1
Diky linearizaci snizime dopad atributil s vétSim rozptylem, tudiz zrovnomérnime dopad
jednotlivych atributt na vyslednou vzdalenost. Tuto vzdélenost je tedy vhodné pouzit pti velmi

velkém poctu atributt [6]. Nevyhodou je zévislost vzdalenosti na konkrétni rotaci soufadnicového
systému. Tuto vzdalenost v R? miizeme vidét na obrazku 3.2.

X
I F----- -
d(xy) = ly1 — 21| + |y2 — z|
Y2 — T2
y
Y2 p-----
X Y1 — I '
! 1
z1 Y1

Obrazek 3.2: Manhattansks vzdélenost objektii x,y € R?
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Maximalni vzdalenost

Tato vzdalenost je definovana jako maximalni vzdéalenost ptislusnych atributi.

d(x,y) = mzax |3’3z - Z/z‘

Maximélni vzdéalenost je vhodné pouzit, pokud objekty povazujeme za odlisné, lisi-li se
alespoii v jednom z atributii. S touto vzdalenosti se mizeme setkat také pod nazvem Cebysevova,

vzdalenost. Vizualizaci maximélni vzdalenosti v R? miZzeme vidét na obrazku 3.3.

X
Xo p=-=-=--- -
d(x,y) = max(|y1 — 71,|y2 — 72|)
Y2 — T2
y
Y2 p-----
| Yy1— T1 '
! |
X1 Y1

Obrazek 3.3: Maximalni vzdalenost objektt x,y € R?

Minkowského vzdalenost

Zobecnénim vsSech zminénych vzdalenosti je Minkowského vzdalenost

dlx,y) = # (i| —w),

kde pro p = 1 dostavame vzdalenost Manhattanskou, pro p = 2 Euklidovskou vzdalenost a pro

p = oo vzdalenost maximalni.
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3.2 Rozdéleni metod

Jiz jsme zminili mnozstvi algoritma fesicich shlukovani. Pro snazsi orientaci se algoritmy
déli dle principu a vysledného vystupu, ktery produkuji. Zakladni typy shlukovani jsou hierar-

chické a nehierarchické.

Hierarchické shlukovani vytvari iterativnim zptisobem rozklady, které spolecné tvoii hierar-
chicky strom, tzv. dendrogram. Stromova struktura poskytuje lepsi orientaci pfi praci se shluky.
Hierarchické metody dédle muzeme rozdélit dle sméru tvorby dendrogramu, na aglomerativni

a divizivni. Dendrogram i se sméry tvorby mizeme vidét na obrazku 3.4.

Obrazek 3.4: Dendrogram datasetu Iris s vyznacenymi sméry tvorby

Dalsim typem je shlukovani nehierarchické. U tohoto typu se snazime minimalizovat jiz zmi-
nénou miru nepodobnosti. Z tohoto divodu je nehierchické shlukovani komplexnéjsi. Diverzita

algoritmu je zde zpusobena volnosti, kterou postkytuje volba miry nepodobnosti.

Metody spadajici pod nehierarchické shlukovani typicky pracuji se vstupnim kritériem, na-
priklad predem urcenym poctem shlukt a funkci nepodobnosti, na jejimz zakladé kazdou iteraci

upravuji, zpresnuji svou klasifikaci objektt do shluki.

My se podivame na hieararchické i nehierarchické shlukovani, u nehierarchického shlukovani
se zamérime na metody: k-means a DBSCAN. Mezi dalsi, pouzivané metody patii napriklad: Affi-

nity propagation, Mean-shift, OPTICS, Expectation maximization a Spectral clustering (viz [7]).
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3.3 Hierarchické shlukovani

Jak jiz bylo zminéno, hierarchické shlukovani pracuje na zakladé iterativnich rozklada. Tyto
rozklady jsou bud tvofeny postupnym sluc¢ovanim shluku (aglomerativni metody), nebo postup-
nym délenim shluku (divizivni metody). Publikaci popisujicich hierarchické shlukovéani je mnoho,
uvedme napiiklad [5], [8], [9] a [10].

Oznac¢me pocet shlukit v rozkladu k. U aglomerativnich metod tvori pocatecni rozklad
shluky obsahujici pouze jeden objekt (k = n). Déle se iterativnim zpisobem slu¢uji nejpodobnéjsi

shluky. Algoritmus kon¢i pri k = 1, ¢imz dostadvame strom, ktery se s kazdou iteraci zuzuje.

Naopak u divizivnich metod je pocatecni rozklad tvoren jedinym shlukem, tj. celou mno-
zinou C' (k = 1). Déle se iterativnim zpusobem oddéluji nejméné podobné shluky. Algoritmus
kond¢i pri k = n, ¢imz dostavame strom, ktery se s kazdou iteraci rozsiruje.

Pro zvyseni rychlosti algoritmy typicky pracuji se symetrickou matici vzdalenosti D o roz-

mérech n X n tvofenou prvky matice D;; = d(x;,%;). Tato matice je tedy tvofena vzddlenostmi

vsech dvojic objektt matice X.

My budeme pracovat s aglomerativnimi metodami. Jiz jsme definovali vzdélenosti mezi
objekty. Pozorny ¢tenar si ovsem mohl vS§imnout problému: neni zatim definovan zptsob, jakym

budeme slucovat/oddélovat shluky mezi sebou.

3.3.1 Vzdalenosti mezi shluky

Vzdalenosti mezi shluky, také oznacovany jako vazby (linkage), jsou mirou nepodobnosti
§:C xC — I =(0,00) pitazujici kazdé dvojici shluki C,,C, € C ¢islo 6(C,,C,) € I, pro
které plati:

i) d¢(C,,C,) >0 (nezapornost)
(ii) o(C,,Cy) =46(C,,Cy) (symetrie)
(iii) 4(C,,C,) =0 <= C, =C, (identita)

Existuje mnoho metod definujicich vzdéalenosti mezi shluky, my se podivime na zakladni
z nich. Pri kazdé z téchto vzdalenosti uvedeme jeji dopad na matici vzdalenosti D pri slouceni

dvou shluku s prikladem vypoctu a grafickou interpretaci metody.

Shlukovani jednotlivymi metodami budeme demonstrovat na shlucich C,, C,, obsahujich

objekty tvorené dvéma atributy, jejichz hodnoty jsou uvedeny v tabulce 3.1.
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Tabulka 3.1: Popis objektt ve shlucich C,, C, (modelovy piiklad)

C:v = C’abcd Cy - Cefg
Objekt 1l.atribut 2.atribut Objekt 1l.atribut 2.atribut
a 0,95 1,30 e 3,50 3,00
b 1,20 0,85 f 3,00 2,60
(¢ 1,30 1,40 g 3,30 2,30
d 0,85 0,70

Metoda nejblizsiho souseda

Uvazujme libovolnou vzdalenost d. Metoda nejblizsitho souseda definuje vzdalenost dvou

shlukia C,, C,, jako minimdlni vzdélenost objekti x € C,,y € C,,.

5(C,,C) = min_d(x,y)

x€C,,yeC,

Sloucent shluku C,, C, vede ke zméné matice vzdalenosti, pricemz vzdalenost sloucenych
shlukia C, U C, od shluku C, ur¢ime dle vztahu

i(C,uC,,C,)=min((C,,C,),0(C,,C,)).

Metoda nejblizsitho souseda mé tendenci vytvaret podlouhlé shluky. Tento jev je nazyvan
Fetézenim (chaining) a je hlavnim duvodem, pro¢ se s touto metodou v praxi nesetkdme prilis
casto. Ilustraci zjisténi vzdalenosti shluki metodou nejblizsitho souseda mtzeme vidét na obrizku
3.5.

o®

°0Q

Obréazek 3.5: Ilustrace zjisténi vzdédlenosti shluku C, C,) metodou nejblizsiho souseda

Pro ukazku konkrétni aplikace metody nejblizsiho souseda si ukazeme jak urcit Euklidov-
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skou vzddlenost pro shluky C,,C,. Z obrazku 3.5 je zfejmé, Ze pouzijeme-li metodu neblizsiho

souseda, ziskame:

i(C,, Cy) = min d.(x,y) =d.(c,f) = \/(fl —c1)? 4 (fy —¢p)? = 2,08.
xeC,,yeC,
Je vhodné poznamenat, ze bez Obrazku 3.5 by bylo nutné vypocitat vsechny vzdalenosti mezi

objekty ve shlucich C,, C, a vybrat nejmensi z nich.

Priklad

Nyni si ukdzeme postup hierarchického shlukovani metodou nejblizsiho souseda s Euklidov-
skou vzdalenosti. Vstupni matice dat X odpovida hodnotdm uvedenym v Tabulce 3.1. Odpovi-
dajici matice vzdalenosti D je tvorena Euklidovskymi vzdalenostmi mezi vsemi dvojicemi shlukt

v X. Vzhledem k symetrii vzdalenosti jde o symetrickou matici.

Pocéatecni shluky jsou tvoreny pouze jednim objektem, tudiz vzdalenosti mezi shluky jsou
Euklidovskymi vzdalenostmi mezi odpovidajicimi objekty 6(C,,C}) = d.(a,b).
C. Cy C. Cy C. Cy c,
0 0,514782 0,364006 0,608276 3,064719 2,427447 2,553919
c, | 0,514782 0 0,559017 0,380789 3,148412 2,510478 2,551960
0,364006 0,559017 0 0,832166 2,720294 2,080865 2,193171
c, | 0,608276 0,380789 0,832166 0 3,508917 2,869233 2,926175
3,064719 3,148412 2,720294 3,508917 0 0,640312 0,728011
cy | 2,427447 2,510478 2,080865 2,869233 0,640312 0 0,424264
c 2,553919 2,551960 2,193171 2,926175 0,728011 0,424264 0

Vsimnéme si, Ze matice vzdalenosti je matici symetrickou. Proto se ¢asto uvadi pouze horni
trojuhelnikova ¢ast této matice. Nyni provedeme slouceni shlukii na zékladé §, hleddme nejmensi
vzdalenost jednotlivych dvojic rtiznych shlukd v matici vzdalenosti D. Nejmensi vzdélenost je
mezi shluky C,,C. (6(C,,C.) = 0,364006), tudiz tyto shluky slouc¢ime.

Po slouceni C, U C, dojde ke zméné matice D, pricemz vzdalenost nového shluku C, U C,
od shlukt ostatnich uré¢ime dle vztahu: §(C, U C,,C,) = min(§(C,,C,),0(C,,C,)). Pro piiklad

spocteme novou vzdalenost po slouceni C, U C, od shluku ().

5(C,.,Cy) = 6(C, UC,,C,) = min(5(C,,C,),5(C.,C,)) = min(0,514782,0,559017) = 0,514782

Oznacme cCervené prepoctené vzdalenosti s nové slou¢enym shlukem. Po prepocteni vsech
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téchto vzdalenosti ziskdme:

Cue o Cy C, Cy c,
Coc 0 0,514782 0,608276 2,720294 2,080865 2,193171
c, | 0,514782 0 0,380789 3,148412 2,510478 2,551960
c, | 0,608276 0,380789 0 3,508917 2,869233 2,926175
. 2,720294  3,148412 3,508917 0 0,640312 0,728011
¢y | 2,080865 2,510478 2,869233 0,640312 0 0,424264

C 2,193171 2,551960 2,926175 0,728011 0,424264 0

Nejmensi vzdalenost je 6(C,, Cy;) = 0,380789. Po slouceni C, U C; ziskdme:

C.. Cha C. Cy Cy
Coe 0 0,514782 2,720294 2,080865 2,193171
Cpq | 0,514782 0 3,148412 2,510478 2,551960
c. | 2720204 3148412 0 0,640312 0,728011
C; 2,080865 2,510478 0,640312 0 0,424264

c 2,193171 2551960 0,728011 0,424264 0

Nejmensi vzdalenost je §(C}, C,) = 0,424264. Po slouceni C; U C,, ziskame:

e

Coe Cha C, Cfg
B 0 0,514782 2,720294 2,080865
Cos | 0,514782 0 3,148412 2,510478
| 2,720294 0,514782 2,720294 0,640312

2,080865 2,510478 0,640312 0

Nejmensi vzdélenost je 6(C,., Cy,) = 0,514782. Po slouceni C,. U C,,; ziskdme:

Cabcd Ce Cfg
Caped 0 2,720294  2,080865
.| 2,720294 0 0,640312

cy 2,080865 0,640312 0

C

g

Nejmens{ vzdalenost je §(C,, Cy,) = 0,640312. Po slouceni C, U C, ziskidme:

Cabcd Cefg
Covon 0 2,080865
C 2,080865 0

efg

Pro posledni iteraci je nejmensi vzdélenost 6(Clypeq; Cepy) = 2,080865. Na zakladé provede-

ného iterovaného postupu miizeme sestavit dendrogram. Vzdalenost, ve které se shluky sloucily
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odpovida vzdalenosti § mezi slu¢ovanymi shluky. Vysledny dendrogram muzeme vidét na obraz-
ku 3.6.

1.5~

1,0-

vzdalenost

) A 80

Obrazek 3.6: Vysledny dendrogram vytvoreny metodou nejblizsiho souseda

Jedinym rozdilem u dalsich metod hierarchického shlukovani je zména matice D na zakladé

prislusné volby, jak urcit vzdalenost shluku &, proto pro ostatni metody nebude priklad uveden.
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Metoda nejvzdalenéjsiho souseda
Uvazujme libovolnou vzdélenost d. Metoda nejvzdalenéjsiho souseda definuje vzdalenost

dvou shluka C,, C, jako maximalni vzdalenost objekti x € C,,,y € C,,.

5(C,.C) = max d(x,y)

x€C,,yeC,

Sloucent shluki C,, C, vede ke zméné matice vzdélenosti, pticemz vzddlenost sloucenych
shluku C, U C, od shluku €, ur¢ime dle vztahu

iC,ucC,,C,)=max(6(C,,C,),i(C,,C,)).

Oproti metodé nejblizsiho souseda zde nedochézi k fetézeni. Metoda nejvzdalenéjsiho sou-

seda tvori typicky kompaktni, kruhové shluky.
Vznika zde ovSem problém, kdy urc¢ity objekt mize byt blize objektim z odlisnych shluku
nez objektum z vlastniho shluku. Ilustraci zjisténi vzdalenosti shlukt metodou nejvzdalenéjsiho

souseda muzeme vidét na obrazku 3.7.

Obrazek 3.7: Ilustrace zjisténi vzdalenosti shluku C,, C; metodou nejblizsiho souseda

Pro ukazku konkrétni aplikace metody nejvzdalenéjsiho souseda si ukdzeme jak urcit Eu-
klidovskou vzdalenost pro shluky C,,C,. Z obrazku 3.7 je zfejmé, Ze pouzijeme-li metodu nej-

vzdélenéjsiho souseda, ziskame

5(Cz7 Cy) = max de<X7y) = de<d7e) = \/<€1 - d1)2 + (62 - d2)2 = 3751

xeC,,yeC,
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Metoda prameérné vazby

Uvazujme libovolnou vzdalenost d. Metoda primérné vazby definuje vzdalenost dvou shlukua

C,,C, jako primérnou vzdalenost vsech dvojic objektt x € C,,,y € C,,.

1
3(C,,C,) = TeATTeN > dx.y)

xeC, yeC,

Slouceni shluku C,, C, vede ke zméné matice vzdalenosti, priemz vzddlenost sloucenych shluku
C, UC, od shluku C, ur¢ime dle vztahu

_ 1GL18(C,, C,) +1C,[6(C,, C,)
s(C,ucC,,C,) = CI+IC]

Metoda primérné vazby je kompromisem mezi metodou nejblizsiho a nejvzdalenéjsiho souseda.
Vytvari shluky vsech tvart, typicky kompaktni, kruhové. Tlustraci zjisténi vzdélenosti shlukt

metodou prumérné vazby (bez zprumérovani) muzeme vidét na obrézku 3.8.

%
7

—
P

Obrazek 3.8: Ilustrace zjisténi vzdalenosti shluku C,, C; metodou pramérné vazby

Pro ukazku konkrétni aplikace metody prumeérné vazby si ukdzeme jak urcit vzdalenost pro

shluky C,, C,,. K vypoctu vyuzijeme ilustraci vzdélenosti na obrazku 3.8. Dostdvame:

1
0(CpyC) = e D > d(x,y)
|CxHCy‘ xcC,, yGCy
1
= 3 (de(ae) +dc(a f) +dc(ag) + - +dc(d,e) +d.(d,f) +d.(d,g)) = 2,71.
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Centroidova metoda

Uvazujme Euklidovskou vzdalenost d,. Centroidova metoda definuje vzdalenost dvou shlu-
ki C,, C, jako Euklidovskou vzdélenost stiedu shluki, tzv. centroidi C,,C,,.

_ 1 - 1
C,=— C, = —
’ mzf’ P

yeC’y

§(C,,C,) =d,(C,,C,)

Slouceni shluku C,, C, vede ke zméné matice vzdalenosti, pfiemz vzdalenost sloucenych shluku
C, UC, od shluku C, ur¢ime dle vztahu

C,|-6(C,,CL) +1C,[-8(C,,C.)  |CLIIC,|-d(C,,C
50,00, 0 = I MG CI T 1G] -5C, €] 1CLIIG-3(Cuny)
C.l+1C,] (IC,1+1C,))

2

2, tim se ovsem

Je vhodné poznamenat, ze software R pracuje se ¢tvercem vzdalenosti d
na principu shlukovani nic zdsadniho nezméni. Centroidovda metoda je jednoduché, intuitivni
a lehce implementovatelna. Vytvari shluky rtznych tvart. Ilustraci zjisténi vzdéalenosti shlukt

centroidovou metodou muzeme vidét na obrazku 3.9.

o®

°0Q

@]

Obrazek 3.9: Ilustrace zjisténi vzddlenosti shluki C,, € centroidovou metodou

Problém centroidové metody vznika pri slucovani dvou shlukt s rozdilnou velikosti. Pri
slouceni je novy centroid C’_my blize shluku s vétsi velikosti. Pro |C,| > |C,| se novy centroid

témér nepohne od piivodniho centroidu ém.

Dalsim problémem této metody je tzv. inverze, kde pti dalsim itera¢nim kroku je vzdalenost
slu¢ovanych shlukt mensi, nez byla vzdéalenost slu¢ovanych shlukt v kroce predchozim. I pres

tyto nedostatky je tato metoda v praxi ¢asto pouzivana.
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Obecné je centroid reprezentantem shluku, v praxi se mizeme setkat také s tzv. medoidem,
coz je objekt shluku s nejmensi celkovou vzdéalenosti k objektim uvniti shluku. My budeme

nadéale pracovat pouze s centroidy.

Pro ukazku konkrétni aplikace centroidové metody si ukdzeme jak urcit vzdalenost pro

shluky C,, C, z modelového piikladu. Nejdrive urc¢ime centroidy C’_m, C_y.

C, = |Clm| > x= Ci (Z 2 > a:2) = (1,0750, 1,0625)

xeC, | 1| xeC, xeC,

- 1 1
C, = e y = TN (Z v, Z y2) = (3,2667,2,6333)
y Yy

yeC, yeC,

K vypoctu vysledné vzdalenosti shluki C,, C, vyuZzijeme ilustraci vzddlenosti na obrazku

3.9 a spoctenych centroidi. Dostavame:

3(C,.C,) =d, (C,.C,) = \/(C’ -C 1)2 +(c,-C )2 =270. [vR: (2,70)?]

Y1 z Y2 £

31



Wardova metoda

Uvazujme Euklidovskou vzdalenost d, a stfedy shluki (jx, C’_y. Centroid shluku, ktery by
vznikl slou¢enim C, UC,, oznacme ézy. Wardova metoda definuje vzdédlenost dvou shluka €, C,

jako odmocninu piirustku rozptylu po slouceni dvou shluku C,, C, vynasobenou konstantou.

50, 0) =2 [ Y (00— S #(xC) - Y 2 (v.C,)

zeC,UC, xeC,, yel,

|Cal +1C, [

Konstanta /2 je nutna k zachovani Euklidovské vzdalenosti mezi objekty, pokud jsou oba shluky
tvofeny jedinym objektem [8]. Slouceni shluku C,, C,, vede ke zméné matice vzdalenosti, pricemz

vzdélenost sloucenych shluka C, U C, od shluku C, uré¢ime dle vztahu

(C. 1+ 1C03(Cr C) + (1C,| + 1C3(Cy, Co) — [CI(Co )
S(C. UC . .C.) = T z T~z y z Y Yz z T~y
(G UGG \/ C,1+1C, I+ |C.]

Wardova metoda vytvari malé, kompaktni kruhové shluky s podobnym poc¢tem objektt.
Okrajové objekty shluku jsou roztrousSeny relativné volné. Ilustraci zjisténi vzdalenosti shluku

Wardovou metodou (bez odmocniny a vynasobeni konstantou) muzeme vidét na obrazku 3.10.

@l
<

@]
b

Obréazek 3.10: Ilustrace zjisténi vzdalenosti shluka C,, C,, Wardovou metodou

Pro ukéazku konkrétni aplikace metody Wardovy metody si ukazeme jak urcit vzdalenost

pro shluky C,, C,. K vypoctu vyuzijeme ilustraci vzdélenosti na obrazku 3.10 a jiz vypoctenych
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centroidi. Dostavame:

§C,.C,) = Md((] C,)
S A TeA TN

=1,85-2,7 = 5,00.

Prehled zakladnich hierarchickych metod

Ukézali jsme si zdkladni metody hierarchického shlukovani. Oznacéme d,, = §(C,,, C, ). Poté

pro prehlednost a rychlou referenci metod hierarchického shlukovani mtzeme vyuzit tabulky 3.2.

Tabulka 3.2: Prehled metod hierarchického shlukovani

Metoda Vzdalenost shluki Uprava vzdalenosti po slouceni shluki
6(C,, Cy) ic,uc,,c,)

Noibliz. s, . .

ejbliz. s xe(glgle(}y d(x,y) min(d,.,, d,.)
Nejvzdal. s. d 0,.,0

ejvzddl. s e, (2,9) max(d,, d,,.)
Prameér. v. ——— Z Z d(x,y) : LAME L

Lo o s ere Cel +1Cy

|Ca:|6ac,z+ |Cy|5y,z ‘Cx||0y|6acy

troid. d, (C,,C B}
Centroi e (Cy Cy) |IC.l +1C,| (1G] +1C,1)?

2C,1Cy] (1C 1018 + (IC, +1C.1)5,. — |C.Ja
Wardova v q(C,C z 21/ %2 y 21)0yz 210zy
ey % G G CLI+ 10,7 IC,)

Volba metody zavisi na konkrétnim problému. Typicky se porovna nékolik metod a na

zékladé vizualizace, napriklad dendrogramu, se vyberou metody produkujici zajimavé vysledky.

Volbu metody také urcuje tvar shluki, ktery si predstavujeme pro dany problém jako optimalni.
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3.3.2 Implementace v software R

Pro ukazku, jak lze hierarchické shlukovani provést s vyuzitim software R, implementu-
jeme hierarchické shlukovani aglomerativni s metodou nejblizstho a nejvzdalenéjsiho souseda.

Algoritmus aglomerativniho shlukovani naslené aplikujeme na dataset Iris.

Hlavni princip algoritmu spoc¢ivd v postupném slucovani nejblizsich shlukt. Algoritmus
postupné iteruje a méni matici vzdalenosti D. K ukonc¢eni dochazi pti dosazeni poctu shlukt k,

ktery hledame. Jednu iteraci algoritmu muzeme shrnout ve ¢tyfrech zédkladnich krocich.

(1) Nalezeni nejblizsich shluki C,, C,
(2) Vytvofeni shluku C, UC,

(3) Prepocet matice vzdalenosti D

Vstupem algoritmu je datova matice (data), metoda shlukovani (vazba), vzdélenost d a jiz
zminény pocet shluki k. Vystupem je vektor, jehoz slozky odpovidaji prifazeni ptvodnich ob-

jekt do nalezenych shluk.

## data: vstupnt matice dat, k: pocet hledanych shluku,

## vazba: (single = nejblizst, complete = nejvzdalenejst

## wvzdalenost: (euclidean, manhattan, mazimum)

shluk_hier <- function(data, k, vazba, vzdalenost)

{
vzdal = as.matrix(dist(data,method=vzdalenost,diag=T,upper=T))
diag(vzdal) = Inf; N = nrow(vzdal); shluky = 1:N

vazba = switch(vazba, single = rowMins, complete = rowMaxs)

for(i in 1:(N-k))

{
# Nejblizst shluky
nejbliz = which(vzdal == min(vzdal), arr.ind = TRUE) [1, ]
sousedi = cbind(vzdal[, nejbliz[1]], vzdal[, nejbliz[2]])

# Slouceni shluku
nazvy = as.numeric(row.names(vzdal))
shluky [which(shluky == nazvy[nejbliz[2]])] = nazvy[nejbliz[1]]

# Vzdalenosti po sloucent
nove_vzdal = vazba(sousedi, value = T)

nove_vzdal[nejbliz[1]] = nove_vzdal[nejbliz[2]] = Inf

# Nahrazent vzdalenost?

vzdal[nejbliz[1], ] = nove_vzdal
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vzdal[, nejbliz[1]] = nove_vzdal
vzdal = vzdal[-nejbliz[2], -nejbliz[2]]
}
return (prejmenuj(shluky))
+
## vystup: vektor priTazeni objektd do shlukid. napr. (1, 3, 2, 3 ...)
## vysledné shluky jsou prejmenovany vzestupné. napr. (1, 2, 3, 2 ...)

Pro dataset Iris je vysledek implementované metody hierarchického shlukovani shodny s vy-
sledkem shlukovani funkce hclust z balicku stats, coz si muzeme ovérit v priloze. Nadale budeme
pracovat s metodou hclust, davodem je vétsi mnozstvi voleb, vyssi rychlost a vystup umoznujici

sestavit odpovidajici dendrogram.

Ozna¢me C jako vysledny rozklad a C' jako rozklad referen¢ni. Referenc¢ni rozklad C mame
v tomto pripadé k dispozici, jelikoz jednim z atributi datasetu Iris je druh kosatce. Je vhodné
si uvédomit, ze referenc¢ni rozklad nemame v praxi témér nikdy a proto nasledujici analyza slouzi

pouze pro ilustrativni tcely.

Vysledny rozklad C' je nutno sparovat s rozkladem referenénim C. Sparovani provedeme
pomoci kontigencéni tabulky zobrazujici pocty objekti shluka v C' s pocty objektt shluku v C.
Sloupce tabulky (nalezené shluky) sefadime tak, aby shluku odpovidajici druh lezel v odpovidaji-
cim fadku. Porovnani a sparovani nalezenych shluki (Euklidovskd vzdédlenost, prumérné vazba)

s druhy kosatct vidime v tabulce 3.3.

Tabulka 3.3: Spérovani rozkladu (Euklidovskd vzdalenost, prumérnd vazba) s druhy kosatcu
(v zdvorce uvedeny radkové relativni ¢etnosti odpovidajiciho druhu)

Druh Shluk Celkem
o C, Csy
Setosa 50 (1,00) 0 0 50
Versicolor 0 50 (1,00) 0 50
Virginica 0 14 (0,38) 36 (0,72) 50
Celkem 50 64 36 150

V tabulce 3.3 muzeme pozorovat spravné rozliseni kosatct Setosa a Versicolor, jimz odpovi-
daji shluky C; a C5. Také si mizeme vsimnout Spatného prifazeni 14 kvétd Virginica do shluku
C, odpovidajicimu kosatctim Versicolor. Diivodem je jiz zminovana podobnost kvétu Versicolor

a Virginica, kterou jsme zkoumali v kapitole 2 pomoci explora¢ni analyzy.

Nyni vyuzijeme sparovanych shluki v tabulce 3.3 k vypoctu kvality shlukovani. Vyslednou
kvalitu shlukovani ziskame jako podil pocétu spravné prirazenych objekti k celkovému poctu
objekti. V nasem pripadé 136/150 = 0,907. Obdobné byla vyhodnocena kvalita shlukovéni dal$imi
studovanymi metodami s Euklidovskou, maximélni a Manhattenskou vzdalenosti. Porovnani

metod hierarchického shlukovani na zakladé vyse uvedeného zptusobu vidime v tabulce 3.4.
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Tabulka 3.4: Kvalita hierarchického shlukovani v zavislosti na metodé shlukovani a zvolené vzda-
lenosti

Vzdélenost Metoda shlukovani

Nejblizsi. s.  Nejvzdalenéjsi. s.  Prtimérné v. Centroidova Wardova

Euklidovska 0,680 0,840 0,907 0,907 0,893
Maximalni 0,680 0,820 0,733 0,740 0,907
Manhattanska 0,673 0,893 0,900 0,693 0,887

7Z tabulky 3.4 mizeme pozorovat, ze kvalita hiearchického shlukovani s Wardovou metodou

a metodou nejblizsiho souseda je v tomto pripadé témeér nezavisla na volbé vzdalenosti.

Dalsim z pozorovani je neuspokojiva kvalita shlukovani metodou nejblizsiho souseda oproti
zbylym volbam. Za kvalitni shlukovani v nasem piipadé povazujeme shlukovani, jehoz kvalita je
> 0,9 (hierarchické shlukovéni s Euklidovskou vzdélenosti a prumérnou, centroidovou vazbou;

maximélni vzdélenosti a Wardovou vazbou; Manhattenskou vzdalenosti a priamérnou vazbou).

Nadéle budeme pracovat s hierarchickym shlukovanim s Euklidovskou vzdélenosti. Dtvo-
dem je vysoka kvalita, kterou dosahuji vazby s touto vzdalenosti a intuitivni porozumnéni. Tato

volba je ovsem subjektivni.

3.3.3 Dendrogram

Hierarchické shlukovani muzeme vizualizovat pomoci stromové struktury, nazyvané den-
drogramem. S dendrogramem jsme se jiz setkali pfi demonstraci metody nejblizsiho souseda
v kapitole 3.3.1. Vzdélenosti, ve kterych se sloucily shluky pfi hierarchickém shlukovani, jsou

uzly dendrogramu.

Pro kazdou z vyse srovnavanych metod shlukovani s Euklidovskou vzdélenosti (vyjma cen-
troidové metody, kvili podobnosti s metodou prumérné vazby, viz tabulka 3.4) sestavime spéa-

rovani nalezenych shlukt s druhy kosatct. Vysledné shluky oznac¢ime C;, C,, C5.

Jednotlivé, nami oznacené shluky, jsou shluky s maximéalni shodou v poc¢tu primarniho
ptifazeni druhi kosatcu (C; obsahuje primdrné kosatce Setosa, C, Versicolor a C5 Virginica).

Vysledné sparovani mtizeme vidét v tabulce 3.5.
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Tabulka 3.5: Posouzeni kvality shlukovani (pomoci sparovanych shluki) v zévislosti na metodé
shlukovani s Euklidovskou vzdélenosti

Nejblizi. s.

Nejvzdalenéjsi. s.

Druh Shluk Celkem Druh Shluk Celkem
G Gy Gy G Gy Gy
Setosa 50 0 0 50 Setosa 50 0 0 50
Versicolor 0 50 0 50 Versicolor 0 27 23 50
Virginica 0 48 2 50 Virginica 0 1 49 50
Celkem 50 98 2 150 Celkem 50 28 72 150
Pramérné v. Wardova
Druh Shluk Celkem Druh Shluk Celkem
C, G Gy G Gy Gy
Setosa 50 0 0 50 Setosa 50 0 0 50
Versicolor 0 50 0 50 Versicolor 0 49 1 50
Virginica 0 14 36 50 Virginica 0 15 35 50
Celkem 50 64 36 150 Celkem 50 64 36 150

Odpovidajici dendrogramy vyse srovnanych metod shlukovani s vyslednou kvalitou shluko-

vani, ziskanou s vyuzitim tabulky 3.5, Ize vidét na obrazku 3.11.

vzdélenost

vzdélenost
[3v]
1

Nejbliz. s. (0,680)

mﬁmmmm

Prumérné v. (0,907)

Nejvzdalengjsi. s. (0,840)

30 =
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10 -

0-

C, - (G Cs

Wardova (0,893)

e

Obrazek 3.11: Dendrogramy reprezentujici hiearchické shlukovani s Euklidovskou vzdalenosti

a ruznymi vazbami (v zévorce je uvedena kvalita shlukovani).
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Vyuzijeme tabulky 3.5 k posouzeni kvality nalezenych rozklad shlukovani danych metod.
Napriklad, u shlukovani metodou nejblizsiho souseda nedoslo k rozliseni kosatcti Versicolor a Vi-
rginica, kde prevazna vétsina kosatcii Virginica byla prifazena do shluku C,. Dale u shlukovani
metodou nejvzdalenéjsiho souseda doslo k pfifazeni témér poloviny kosatcli Versicolor do shluku

(5, tvoreného primarné kosatci Virginica.

Zbylé dvé metody dosdhly témér stejného prifazeni, kde ¢ast kosatcti Virginica byla pfi-
fazena do shluku Cj, tvofeného pfevazné kosatcem druhu Versicolor. I pfes casteéné chybné

pritazeni dosahly tyto metody vysoké kvality, viz obrazek 3.11 a tabulka 3.4.

Vsimnéme si rovnéz, ze Wardova metoda vytvorila ocekavané rovnomérné rozlozené shluky.

Tyto shluky jsou podobné shlukiim vytvorenym shlukovinim s priimérnou vazbou.

Dendrogramy jsou uzite¢nou pomiickou pii zkoumani postupu hierarchického shlukovani.

Poskytuji ndm ptehlednou vizualizovanou predstavu o postupu zvoleného algoritmu.

3.3.4 Shlukovani bez reference

Po celou dobu jsme pracovali s referenénim rozkladem é, diky kterému jsme mohli posu-

zovat kvalitu shlukovani a ziskat tak predstavu o chovani metod hierarchického shlukovani.

Pfedstavme si nyni, ze jsme biologem a nasim tkolem je popsat druhy rostlin. Hleddme
tedy shluky a diky jejich typickym hodnotam atributti mizeme nédsledné definovat nové druhy
rostlin a jejich specifikaci. V tomto pripadé zadny referenéni rozklad k dispozici nemame, jak

tedy postupovat?

V praxi se typicky provede nékolik shlukovani s ruznymi metodami a diky externi informaci,
kterou nam poskytne profesional v dané problematice, se zvoli vhodnd metoda. My profesiondla

k dispozici nemame a musime se uchylit k urc¢itym predpokladtim na vysledny rozklad.

Predpokladejme tedy, ze ¢lovék, ktery zaznamenaval idaje o kosatcich, rozeznal jednotlivé
druhy, diky ¢emuz je pocet vzorku jednotlivych druht témér stejny. Diky této informace mtzeme

zvolit konkrétni metodu a vzdalenost, kuptikladu Wardovu s Euklidovskou vzdalenosti.

Statistickd odliSnost shluku

Vratme se nyni k ndmi zvolenym parametrim shlukovani, tj. Wardova metoda, Euklidovska
vzdélenost a hledejme tfi shluky, které opét oznacime C;, Cy, C5 (biolog ma pocit, ze jde o t¥i

druhy kosatct).

Jednou z moznosti jak porovnat shluky, je srovnanim statistickych odlisnosti jednotlivych

atributt dle nalezenych shlukti s vyuzitim testu ANOVA, resp. Kruskalova-Wallisova testu.

Statisticky test je rozhodovacim procesem v némz se priklanime k nulové (H,), nebo alter-
nativni (H4) hypotéze. O nezamitnuti H,, nebo zamitnuti H, ve prospéch H 4 se rozhoduje na
zékladé p-hodnoty (p) a zvolené hladiny vyznamnosti a (standardné a = 0,05), kde p-hodnota

je nejnizsi hladinou vyznamnosti, na niz se zamitd nulova hypotéza [11].
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Analyza rozptyli (ANOVA) je testem shody stfednich hodnot. Nulovd hypotéza H, pred-
poklada shodu strednich hodnot atributii jednotlivych shluki. H 4 je logickou negaci H, tj. lze
predpokladat, Ze existuje alespon jedna dvojice shlukt, pro kterou nejsou stiedni hodnoty atri-
butu stejné. ANOVA predpokladéd nezavislost, normalitu kazdého z vybéru a homoskedasticitu

(shodu rozptylu).

Kruskaluv-Wallisuv (K-W) test je neparametrickou alternativou testu ANOVA, vyuziva
se pro nezavisla data pii nesplnéni predpokladit ANOVA testu. Nulova hypotéza H, predpo-
klada shodu mediant atributii v jednotlivych shlucich. Alternativni hypotéza H , predpoklada
existenci alespon jedné dvojice shlukii, pro kterou nejsou mediany atributi stejné. Podrobnejsi

informace o testech a testovani hypotéz lze nalézt v [11].

Nejdrive zjistime, zda lze rozdéleni atributi kosatcu jednotlivych shlukd povazovat za nor-
malni, coz mizeme provést napiiklad pomoci Shapirova-Wilkova testu normality. K ovéfeni

homoskedasticity muzeme vyuzit Bartlettiv test, pfip. Leveneho test.

Bylo zjisténo (testy na 5% hladiné vyznamnosti), ze pozadavky ANOVA testu spliuje
pouze atribut sirky kalisniho listku. Protoze prevazné vétsina atribut@ nesplnila pozadavky na
provedeni ANOVA testu, budeme pro ucelenost postupu pracovat u vsech atributi s K-W testem
(a = 0,05). Krabicové grafy jednotlivych atributti (s odpovidajici p-hodnotou K-W testu) pro

srovnani shluki C, Cy, C5 jsou vidét na obrazku 3.12.

p < 0,001 p < 0,001
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Obrazek 3.12: Krabicové grafy atributi shluka C, Cy, C5 spoleéné s odpovidajici p hodnotou
K-W testu

Z obrézku 3.12 (a vysledku K-W testi) lze pozorovat statisticky vyznamnou odlisnost
jednotlivych atributt mezi shluky C, Cy, Cs.
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Nyni potfebujeme zjistit, mezi kterymi shluky jsou v jednotlivych atributech statisticky
vyznamné rozdily. K tomuto vyuzijeme post-hoc analyzu, konkrétné Dunnové test (vicendsobné

porovnani) opét na 5% hladiné vyznamnosti.

Testy bylo zjisténo, ze se vsechny shluky mezi sebou z hlediska rozdéleni jednotlivych atribu-
tU statisticky vyznamné lisi, tj. nebyly nalezeny homogenni podskupiny shlukt. Jako hypoteticti
biologové muzeme tedy konstatovat, ze se jedna o odlisné druhy. Tyto druhy muzeme nazvat
tfeba Setosa (C), Versicolor (Cy) a Virginica (Cy). Charakteristiky atributt nalezenych shluku

muzeme vidét v tabulce 3.6.

Tabulka 3.6: Vybérové charakteristiky jednotlivych atributi nalezenych shlukt, chceme-li druhi
kosatcu, Setosa (C), Versicolor (Cy) a Virginica (Cs)

sepal_1 (cm) sepal_w (cm)
Setosa  Versicolor Virginica Setosa  Versicolor Virginica

min 4,3 4,9 6,2 min 2,3 2,0 2,5

Q1 4,80 5,60 6,48 Q4 3,13 2,50 2,98
prumeér 5,01 5,92 6,37 prameér 3,42 2,75 3,09
medidn 5,00 5,90 6,70 median 3,40 2,80 3,00
Q5 5,20 6,23 7,20 Q5 3,68 3,00 3,20
max 5,8 7,0 7,9 max 4.4 3,4 3,8

sm. odch. 0,36 0,48 0,50 sm. odch. 0,39 0,30 0,29
var. koef. 0,07 0,08 0,07 var. koef. 0,11 0,11 0,09
sikmost 0,12 —0,01 0,62 sikmost 0,10 —0,28 0,58
Spicatost —0,35 —0,16 —0,83 Spicatost 0,69 —0,31 0,65

petal 1 (cm) petal _w (cm)
Setosa  Versicolor Virginica Setosa  Versicolor Virginica

min 1,0 3,0 5,0 min 0,1 1,0 1,6

Q4 1,40 4,08 5,48 (o 0,20 1,30 1,90
pramér 1,46 4,42 5,77 pramér 0,24 1,43 2,11
median 1,50 4,50 5,70 median 0,20 1,40 2,10
Q5 1,58 4,80 6,03 Q5 0,30 1,53 2,30
max 1,9 5,6 6,9 max 0,6 2.4 2,5

sm. odch. 0,18 0,53 0,48 sm. odch. 0,11 0,30 0,25
var. koef. 0,12 0,12 0,08 var. koef. 0,44 0,20 0,12
sikmost 0,07 —0,47 0,61 sikmost 1,16 0,71 —0,19
Spicatost 0,81 —0,09 —0,24 Spicatost 1,30 0,59 —0,93

K vyhodnoceni nalezenych druhii kosatcti mtizeme vyuzit obrazku 3.12 a tabulky 3.6. Vidi-
me, ze statisticky vyznamné nejmensi okvétni listky (Sitka i délka) maji kosatce Setosa, nevétsi

pak kosatce Virginica. Primérna sitka kalisnich listku kosatce Setosa je nejvyssi, kdezto u ko-

Nalezeni statisticky odlisnych druhi kosatci ndm jako hypotetickym biologiim umoznilo
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zavést nové druhy kosatcu. Kazdy z téchto druht mé své typické charakteristiky (viz tabulka
3.6). Na zakladé téchto charakteristik mizeme rozpoznat tyto druhy a vytvéaret si tak dalsi

predstavu o jejich vlastnostech.
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3.4 Nehierarchické shlukovani

V této kapitole se (alespon struéné) budeme vénovat nehierarchickému shlukovani, které je
tvofeno skupinou metod pracujicich s néjakym vstupnim parametrem a kritériem kvality. Celé

nehierarchické shlukovani mizeme chapat jako iterativni optimalizaci pocate¢niho rozkladu C.

Vstupnim parametrem muze byt napiiklad pocet shluki, jako pii hierarchickém shlukovani.
Pocet shlukii samoziejmé neni jedinou moznosti, nékteré metody pracuji s parametry, které chyt-
rym zpusobem pocet shlukt nahradi. U metody DBSCAN napriklad pomoci poloméru shluku

a poctu objektii v tomto shluku. Miizeme tici, ze parametry vytvari restrikci na rozklad C'.

Optimalizace rozkladu C probiha typicky na zdkladé maximalizace kvality shlukovani, chce-
me-li minimalizace odlisSnosti mezi objekty v ramci jednotlivych shluki. Kritéria kvality nejsou
pevné definovana a proto existuje mnoho alogritmii, které maji odlisny pohled na ,spravny*
rozklad C.

Metod nehierarchického shlukovani je mnoho, naptiklad: K-means, Mean-shift, DBSCAN,
Expectation-maximization, Affinity propagation, aj. My se opét podivime na zakladni z nich:
K-means a DBSCAN. Pékné shrnuti metod poskytuje napt. [7], [12].

3.4.1 K-means

Jednim z nejpopularnéjsich a nejvice vyuzivanych algoritmii shlukovani je metoda k-means
(nebo k-praméri, pro obecnou znalost a pouzivani i v Ceskych textech se naddle budeme dr-
zet oznaceni metody k-means). Divodem popularity této metody je jeji snadnd implementace
a vysokd rychlost. Metoda k-means se povazuje za zdkladni metodu nehierarchického shlukovéani.

Jejim popisem sa zabyva napr. [9], [13], [14].

Jedinym vstupnim parametrem této metody je ocekavany pocet shlukt k. Cil metody je
intuitivni, hled4 takovych k shluki, jejichz vnitroskupinovd podobnost je maximéalni [5], tj. sou-
cet podobnosti objektt uvnitt shluku vzhledem k jeho centroidu je maximalni, ¢ehoz dosahuje
minimalizaci vnitroshlukového souc¢ti ¢tverct rozkladu. Analyzou souctu Ctvercu rozkladu se

detailnéji zabyvame v kapitole 3.5.1.

Formulace

Méjme rozklad C' o k shlucich C, ..., C}. Zavedme tzv. vnitroshlukovy soucet ¢tvercit SSy;,

(viz kapitola 3.5.1), tj. soucet ¢tvercu vzdélenosti objektu jednotlivych shluki od jejich centroidi.

k
SSw(C) =) > dxC)

i=1 xeC,

Metoda k-means minimalizuje vnitroshlukovy soucet ¢tverci S\Sy, vyuzivajici Euklidovskou

vzdalenost d,. Uvazujme tedy, ze mame rozklad C'. Chceme upravit prifazeni objektit do shlukt
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v rozkladu tak, abychom v dal$im kroku dosahli nizstho vnitroshlukového souctu ¢tverct SSy;, .

o2l 25

Minimalizaci daného vyrazu dostdvdme centroidy jednotlivych shluku [14].

Pro minimalizaci 5SS}, musime tedy prepocitat centroidy shluki na jejichz zakladé se pro-
vede tprava rozkladu. Cely proces muzeme inicializovat dvéma zptsoby. Bud muzeme vychazet
z pocatecniho rozkladu (ndhodného, nebo napt. z jiné metody shlukovani) a nasledné ziskat
centroidy shluki tohoto rozkladu, nebo muzeme piimo zvolit k pocatecénich centroidu (typicky

nahodnych objektit). Princip metody muzeme poté shrnout ve tfech zdkladnich krocich:

(1) V¥pocet vzdalenosti objektt k centroidiim C,
(2) Preusporani objektt do shlukua C;

(3) Uréenf centroidii C; nové vytvotenych shluki C,

Vypocet vzdalenosti objekti k centroidum (1) vyuziva Euklidovské vzdalenosti. Pfeuspora-
dani objektu do shluku (2) spociva v pritazeni objektu do shluku, k jehoZ centroidu ma nejblize.
Na zakladé nové ziskaného rozkladu prepocitame centroidy (3) a cely proces opakujeme. Timto

zpusobem pokracujeme dokud dochézi ke zménam v rozkladu (resp. v centroidech).

Problém metody k-means spociva v lokalni konvergenci, kdy je vysledny rozklad a tedy
i vysledna hodnota vnitroshlukového souctu ¢tverctt S\Sy, determinovana pocatecni volbou cen-
troidi. Nahodnou volbou poé¢étecénich reprezentantui (centroidi) muzeme tedy zpusobit, Zze vy-
sledné rozklady budou dosahovat nezidoucich (vysokych) hodnot SSy,. Casteénym fesenim je
provést vyse uvedeny proces shlukovani nékolikrat a zvolit nejlepsi rozklad (s nejnizsi hodnotou
SSyy ). Dalsi moznost spoc¢iva v rafinovanéjsi volbé pocdtecnich reprezentantii, kterou vyuzivaji

komplexnéjsi verze metody k-means jako napr. k-means++.

Dalsim nedostatkem metody k-means je jeji citlivost na odlehld pozorovani a rozpéti atri-
butt, kterd je ¢astecné zpisobend uzivanim Euklidovské vzdélenosti. Opét existuji komplexnéjsi
verze metody k-means, jako napt. metoda k-medoids, fesici problém odlehlych pozorovani volbou
medoidu jako reprezentant shlukt namisto centroidi. Poznamenejme jesté, ze metoda k-means
klade predpoklady na vysledny rozklad, jehoz shluky by mély byt tvoreny podobnym poctem
objektu.
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Priklad

Ukéazeme si princip vypoc¢tu metody k-means na datech z tabulky 3.1. Hledejme dva shluky,
k = 2. Zvolme tedy pocitecni centroidy shlukd, napifklad: C, = e,C; = f. Uvazujme matici,
kterd je tvorena Euklidovskymi vzdalenostmi objektii ke vSem centroidim, cervené oznac¢me

nizsi ze vzdalenosti.

a b c d e f g
c. | 3,064718 3,148412 2,720294 3,508917 0 0,640312 0,728011
cy | 2,427447 2,510478 2,080865 2,869233 0,640312 0 0,424264
Objekt prifadime do toho shluku, k jehoz centroidu mé objekt nizsi vzdéalenost. Tyto shluky
oznacme Cypeqr, @ C.. Nyni piepocteme centroidy. Dostédvame C’_abcdfg = [1,77,1,53], C, =

[3,50, 3,00]. Nésledné prepocteme vzdélenosti objekti od nové definovanych centroidi.

a b c d e f g
Copears | 0,851646 0,887299 0487647 1,239072 2,270198 1,630276 1,712834
c, 3,064718 3,148412 2,720294 3,508917 0 0,640312 0,728011

Ozna¢me nové shluky Cg,.q a C,py. Opét prepocteme centroidy. Ziskdvame Coved =
[1,08,1,06], C’_efg = [3,27,2,63] a prepocteme vzdalenosti.

a b c d e f g
Capea [0,272947 0,241868 0,404969 0,427200 3,101613 2,461301 2,542833]

C 2,674192 2,730073 2,322456 3,095368 0,435660 0,271662 0,331361

efg

Vidime, ze rozklad se neméni, tudiz nedochédzi ke zméndm centroidi, metoda tedy kondi.

Zde bychom mohli vypocitat vnitroshlukovy soucet ¢tverci a cely proces opakovat znovu.

My ovsem takto postupovat nebudeme, jelikoz diky tabulky 3.1 vidime, Ze metoda k-means

vytvorila spravny rozklad i pres pocatecni reprezentanty lezici ve stejném shluku.
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Implementace v software R

I v tomto piipadé, pro demonstraci feseni v software R, implementujeme metodu k-means,
kterou vyuzijeme k nalezeni rozkladu datasetu Iris. Pocatec¢ni volba centroidi je feSena ndhodnou

volbou k objektu vstupniho souboru.

Vysledny rozklad hledame iterativnim zpusobem, kdy na zdkladé nové vypoctenych cent-
roidu nalezneme novy rozklad. Konec nastavéd, pokud nedochézi ke zméndm v rozkladu (resp.
centroidech). V praxi je metoda navic omezena, napt. maximalnim poctem iteraci. Cely proces
nékolikrat (p-krat) provedeme a vysledny rozklad volime na zékladé nejmensiho vnitroshlukové-

ho souctu ctverci SSy,, ktery je implementovan a popsan v kapitole 3.5.1.

Vstupem algoritmu je datovd matice (data), pozadovany pocet shluki k a pocet iteraci p.

Vystupem je vektor, jehoz slozky odpovidaji prifazeni puvodnich objekti do nalezenych shlukii.

## data: vstupni matice dat, k: pocet hledanych shluki, p: poclet iteract
shluk_kmeans <- function(data, k, p)

{
N = nrow(data); M = ncol(data); nej_rozptyl = Inf
shluky = nej_shluky = rep(0, N)
for(iter in 1:p)
{
# Nahodné centroidy
centroidy = centroidy_prev = datal[sample(N, k), ]; pohly_se =T
while(pohly_se)
{
# Prepocet vzddlenosti
vzdal = apply(centroidy, 1, function(x)
sqrt (rowSums (sweep(data, 2, x)~2)))
# Preuspordaddani objektd
shluky = rowMins(vzdal)
# Prepocet centrotidi
centroidy = t(sapply(1l:k, function(x)
colMeans(data[which(shluky == x), 1)))
pohly_se = sum(centroidy != centroidy_prev) > 0;
centroidy_prev = centroidy
}
# Vgbér nejlepSiho rozkladu na zdakladé SS_W
rozptyl = kvalita_vnitrni(data, shluky)
if (rozptyl < nej_rozptyl) { nej_rozptyl = rozptyl; nej_shluky = shluky }
}
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return(nej_shluky)

}
## vystup: vektor pritTazeni objektd do shluki. mnapr. (1, 3, 2, 3 ...)

Pro dataset Iris je vysledek implementované metody k-means shodny s vysledkem shlukové-
ni funkci kmeans z balicku stats, coz si mizeme ovérit v priloze. Nadale budeme pracovat s funkci
kmeans. Hlavnim duvodem je v tomto pripadé vyssi rychlost algoritmu, flexibilita a stabilita

(vuci moznostem jako je napriklad prazdny shluk).

Algoritmus vyuzijeme k zobrazeni postupu tvorby rozkladu atributt délky okvétniho a sitky
kalisniho listku datasetu Iris v zavislosti na poé¢tu iteraci (it) s odlisnou volbou poéatec¢nich

centroidi. Zminény postup mizeme vidét na obrazku 3.13.
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Obréazek 3.13: Ilustrace problému poé¢ateéni volby centroidi metody k-means (k = 3) pro atributy
délky okvétniho a sitky kalisniho listku datasetu Iris

Vyuzijeme obrazku 3.13 k analyze vlivu pocatecni volby centroidti na nalezeny rozklad.
Zamérme se na hodnoty SSy,,. V pripadé (a) vidime s rostoucim poctem iteraci pokles celkového
vnitroshlukového souctu ¢tvercu SSyy,, v pfipadé (b) mizeme naopak vidét hodnotu Sy, témeér

nemeénnou.

Navic, po porovnani vyslednych hodnot 5SSy, vidime, Ze druhé volba pocatecnich centroidi

vedla k horsimu vysledku. Muzeme tedy konstatovat, ze pocateéni volba centroidi v druhém
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pripadé vedla k lokalnimu minimu, které neni optimalni.

Metodu k-means vyuzijeme k ur¢eni druha kosatcti, vyslednou kvalitu shlukovani ziskame
sparovanim s druhy kosatcii stejné jako u hierarchickych metod. Vysledna kvalita je 0,893 coz

je na trovni hierarchickych metod shlukovani dosahujicich nejvyssi kvality shlukovani.

Jeden z dalsich nedostatkd metody k-means nastava pri hledani rozkladu souboru tvoreného
shluky s rozdilnou velikosti a hustotou, kdy se kolem kazdého z centroidi vytvari vlivem pouziti
Euklidovské vzdélenosti hyperkoule, ve které lezi vsechny objekty daného shluku. Urcité tvary
shluka nemusi jit dobie zapouzdrit do této hyperkoule, napi. shluk ve tvaru elipsoidu lze obalit

kouli, ale poté bude vysledny shluk tvoren i objekty, které v elipsoidu nejsou.

Existuje mnoho algoritmi (napt. k-means++, k-medoids), které se snazi eliminovat nedo-
statky metody k-means. Typicky se ovSem tyto metody nepouzivaji, pokud ocekavame, ze shluky
jsou riznorodé (jina velikost a hustota), v opa¢ném pripadé je metoda k-means a jeji alternativy

vhodnou volbou pro rychlé nalezeni rozkladu.
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3.4.2 DBSCAN

Dalsi z fady popularnich nehierarchickych metod shlukovani je metoda Density-based spa-
tial clustering of application with noise (DBSCAN), kterd je dobfe popséna napt. v [7], [14],
[15]. DBSCAN jako jedind z metod shlukovani dokéze oddélit shluky od tzv. Sumu (analogie

odlehlych pozorovani), coz muzeme vnimat jako jeji nejvétsi vyhodu.

Metoda DBSCAN je jednou z mnoha metod vyuzivajicich tzv. hustotu objektu (pocet
objekti v urcitém okoli daného objektu), diky niz eliminuje dvé z nevyhod metody k-means,
a to jiz zminénou citlivost na odlehld pozorovani a nezavislost na poc¢tu objektit v jednotlivych
shlucich. Diky odlisnému piistupu ke shlukovani je tato metoda vhodné pro ilustraci nékolika

zakladnich, pro nds novych myslenek tvorby rozkladu.

Formulace

Meéjme datovou matici X, minimalni pocet objektt h tvoricich shluk a polomér shluku e.

Zavedme funkci S, prifazujici objektu x mnozinu objektii lezici v jeho e-okoli, tvorenou

objekty jejichz vzdélenost je mensi, nebo rovna poloméru e.
Se(x) ={y € X|d(x,y) <€}

Na zakladé vyse uvedené funkce mizeme objekt x € X klasifikovat dle tabulky 3.7.

Tabulka 3.7: Klasifikace objektu na zakladé objekti lezicich v jeho e-okoli

Typ objektu Vlastnosti objektu

Jadrovy Pocet objektu v e-okoli S,(x) objektu x je vétsi nebo roven h
Okrajovy Objekt neni jadrovy, ale lezi v e-okoli alespon jednoho z jadrovych objektu
Sum Objekt neni jadrovy ani okrajovy

Objekty primo dosazitelné jadrovym objektem x nazyvame vSechny objekty lezici v e-okoli
jadrového objektu x. Za objekty nepfimo dosazitelné jadrovym objektem x pak oznacujeme
objekty, pro néz existuje posloupnost primo dosazitelnych objektu z jadrového objektu x. Shluk
je pak tvoren jadrovym objektem a jim prfimo a neprimo dosazitelnymi objekty. Kazdy shluk
tedy obsahuje alespon jeden jadrovy objekt.

Dale definujme tzv. propojenost, kdy objekty x,y oznacime jako propojené, pokud existuje
jadrovy objekt z, pro ktery jsou objekty x, y neprimo dosazitelné. Poznamenejme, Ze propojenost
tvoii symetrickou relaci na mnoziné objektu [15].

Algoritmicky muzeme hledani vSech propojenych objektt ve shluku chépat jako sofistiko-

vanou obdobu prohledavani grafu do hloubky na zdkladé dosazitelnosti jednotlivych objekti.

Tlustrativni klasifikaci objektti pomoci vyse uvedenych definic vidime na obrazku 3.14.
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Obrazek 3.14: Tlustrace klasifikace objektti metodou DBSCAN s vyuzitim Euklidovské vzdéle-
nosti a parametry € = 0,5, h = 2

Na obrazku 3.14 vidime vsechny tii moznosti klasifikace objektii. Princip metody spociva
v iterativni klasifikaci vsech objekti, na jejichz zakladé vytvarime shluky, kde pro nenavstiveny

objekt x muzeme tento princip shrnout ve tfech zakladnich krocich:

(1) Nalezeni objekti v e-okoli S, (x)
(2) Pokud je x jadrovy objekt, vytvorit shluk

(3) Pokud neni x jadrovy objekt, oznacdit jako Sum

Tvorba shluku (2) se Fesi postupnym hleddnim pifimo dosazitelnych objektt, na jejichz
zékladé nalezneme vSechny nepiimo dosazitelné objekty, ¢imz ziskdme vSechny propojené objekty
v daném shluku a tim shluk definujeme. Hledani propojenych objektti mtzeme pozorovat na
obrazku 3.14, kdy mtuzeme zacit libovolnym jadrovym objektem a diky postupnému prohledavani

primo dosazitelnych objektd nalezneme vsechny propojené objekty shluku.

Priklad

Ukéazeme si princip vypoctu metody DBSCAN s Euklidovskou vzdalenosti na datech z ta-
bulky 3.1. Zvolme napiiklad € = 1 a h = 3. Zacneme prochazet, chceme-li navstévovat, jednotlivé
objekty, kdy prvnim objektem je a. Mnozinu navstivenych objektt ozna¢me N. Spocteme vzdé-

lenost objektu a ke vsem objektiim a cervené oznacime vzdéalenosti mensi, nebo rovny e.

a b c d e f g
a [0 0,514782 0,364006 0,608276 3,064719 2,427447 2,553919

Mnozina objektt v e-okoli objektu a je S.(a) = {a, b, c,d}. Mnozina navstivenych objekti
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je N = {a}. Protoze je pocet objekti |S.(a)| = 4 > 3 = h, nazveme objekt a jadrovym a budeme

vytvaret novy shluk, oznacme jej C,;., = {a,b,c,d}.

Musime nalézt vSechny objekty nachéazejici se v tomto shluku, tj. vSechny propojené ob-
jekty tohoto shluku. Pro nalezeni vSech propojenych objekta shluku C,; ., mizeme vyuzit jesté

nenavstivenych objektu ve shluku C

wbed @ nalézt objekty v jejich e-okoli.

a b c d e f g
b | 0,514782 0 0,059017 0,380789 3,148412 2,510478 2,551960
c | 0,364006 0,559017 0 0,832166 2,720294 2,080865 2,193171
da | 0,608276 0,380789 0,832166 0 3,008917 2,869233 2,926175

Mnozina navstivenych objektu je nyni N = {a,b,c,d}. Kazdy z objektu (b, c, d) je

jaddrovy, ovsem primo dosazitelné objekty kazdého z nich jsou jiz navsivené, shluk C ;.

tedy
d
obsahuje vsechny propojené objekty. Postupujeme na dalsi, nenavstiveny objekt, tj. e a uréime

jeho vzdalenost ke vSsem objekttm.

a b c d e f g
e [3,064719 3,148412 2,720294 3,508917 0 0,640312 0,728011]

Mnozina objektu v e-okoli objektu e je S.(e) = {e,f, g}. Mnozina navstivenych objekti
je nyni N = {a,b,c,d,e}. Protoze je pocet objektu |S.(e)| = 3 > 3 = h, nazveme objekt e

jadrovym a budeme vytvéiet novy shluk, oznacme jej C.;, = {e,f, g}.

Musime nalézt vSechny objekty nachazejici se v tomto shluku. Pro nalezeni vSsech propoje-
nych objektt shluku C

efg
objekty v jejich e-okoli.

muzeme vyuzit jesté nenavstivenych objektt ve shluku C,;, a nalézt

efg

a b c d e f g
£ | 2,427447 2510478 2,080865 2,869233 0,640312 0 0,424264
g | 2,663919 2551960 2,193171 2926175 0,728011 0,424264 0

Mnozina navstivenych objekti je N = {a, b, c,d, e, f,g}. Kazdy z objektu (f, g) je jadrovy,

ovSsem piimo dosazitelné objekty kazdého z nich jsou jiz navsivené, shluk C, ., tedy obsahuje

efg
vsechny propojené objekty. VSechny objekty jsou jiz navstiveny, vysledny rozklad je tvoren shluky

C’(;Lbcd a Cefg'

Za povsimnuti stoji, ze zadny objekt nebyl okrajovy. Duvodem je velkd vzdalenost objekt
patricich mezi tyto shluky a volba velkého €. Zde je vhodné poznamenat, ze metoda DBSCAN

je velmi citlivd na volbu € a h, kde i malou zménou € muzeme ziskat naprosto odlisné rozklady.
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Implementace v software R

Pro demonstraci feseni v software R implementujeme metodu DBSCAN s Euklidovskou
vzdélenosti, kterou vyuzijeme k nalezeni rozkladu datasetu Iris. Nalezeni vSech objekt ve shlu-
ku fesime pomoci dynamického pole jadrovych objekti, na zakladé kterych se hledaji dalsi

propojené objekty.

Upozornéme na situaci, kdy je objekt x povazovan za Sum, ale novy shluk C, jej bere jako
okrajovy objekt. V takovém piipadé je samoziejmé nutno zpétné oznacit x jako objekt pattici
do shluku C,.

Dalsi krajni situace nastava pri klasifikaci okrajového objektu v jehoz okoli se nachéazi vice
nez jeden jadrovy objekt. V tomto pripadé je okrajovy objekt zarazen do shluku s jadrovym

objektem, ktery byl navstiven prvni.

Vytvorime si pomocnou funkci, jejimz vystupem je mnozina indext tzv. sousedli v e-okoli
objektu x, tj. S.(x)\ {x}, na zdkladé Euklidovské vzddlenosti d,. Vstupem je datovd matice

(data), index objektu i a polomér e. Vystupem je vektor indexu sousedi.

# data: vstupni matice dat, epsilon: wvelikost poloméru
# 1: index objekiu pro ktery hledame sousedy v epstilon-okol?

shluk_dbscan_sousedi <- function(data, i, epsilon)

{
sousedi = vector(mode = "integer"); N = nrow(data)
for(j in (1:N)[-il)
if (sqrt(sum((datalj, J-datali, ]1)72)) <= epsilon)
sousedi = append(sousedi, j)
return (sousedi)
}

# vystup: vektor indexi sousedid v epsilon-okoli itého objektu

Pomocnou funkci vyuzijeme pro implementaci metody DBSCAN s Euklidovskou vzdéle-
nosti. Vstupem algoritmu je datova matice (data), polomér e a hranice h. Vystupem je vektor,

jehoz slozky odpovidaji prirazeni ptivodnich objektii do nalezenych shlukii.

# data: vstupnt matice dat, epsilon: velikost poloméru
# h: minimdalni poclet objektd pro shluk
shluk_dbscan <- function(data, epsilon, h)
{
N = nrow(data); M = ncol(data)
nenavstiven = -1; je_sum = 0; shluk = O
shluky = rep(nenavstiven, N)
for(i in 1:N)
{

if (shluky[i] != nenavstiven) next
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# Nalezeni sousedi v epsilon—okol?

sousedi = shluk_dbscan_sousedi(data, i, epsilon)

# Objekt nent jadrovy, oznacit jako Sum
if (length(sousedi)+1 < h)
shluky[i]l = je_sum
else
{
shluk = shluk+1l; shluky[i] = shluk; iter = 0
# Nalezeni vSech sousedi
while(iter < length(sousedi))
{
iter = iter + 1; id = sousedil[iter]
if (shluky[id] == je_sum) shluky[id]=shluk
if (shluky[id] != nenavstiven) next
shluky[id] = shluk

# Nalezenti sousedu v epsilon—okoli

sousedi_novi = shluk_dbscan_sousedi(data, id, epsilon)
# Pokud je jadrovy objekt, prTidat k prohledant

if (length(sousedi_novi)+1 >= h)

sousedi = append(sousedi, sousedi_novi)

}
return (shluky)

}
# vgstup: vektor pritazent objektd do shluki. mnapr. (1, 3, 2, 3 ...)

Pro dataset Iris je vysledek implementované metody DBSCAN shodny s vysledkem shlu-
kovani funkci dbscan z balicku dbscan, coz si muzeme ovérit v priloze. Nadédle budeme opét

pracovat s funkci dbscan. Hlavnim divodem je v tomto pripadé vyssi rychlost algoritmu.

Algoritmus vyuzijeme k zobrazeni postupu tvorby rozkladu atributt délky okvétniho a sitky
kaligniho listku datasetu Iris v zavislosti na poc¢tu iteraci (it). Zminény postup mizeme vidét na
obrazku 3.15.
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Obrézek 3.15: Tlustrace klasifikace objekti metodou DBSCAN (e = 0,25, h = 5) s vyuzitim Eu-
klidovské vzdalenosti v zavislosti na poctu iteraci pro atributy délky okvétniho a sitky kalisniho
listku datasetu Iris

Na obrazku 3.15 vidime, ze metoda DBSCAN pri volbé € = 0,25, h = 5 rozliSila dva shluky,
C, a Oy, zbytek kosatcll byl oznacen za Sum. Vysledné rozklady si mtizeme intuitivné odiivodnit,

ale my vime, ze pocet shlukti ma byt k = 3 bez Sumu.

Mizeme ocekavat, ze shluk C'; bude odpovidat kosatci Setosa a shluk Cy kosatctim Virginica
a Versicolor, které metoda DBSCAN s danymi parametry nedokézala rozlisit. Zde si mtizeme také
vsimnout prvni z vlastnosti této metody. Nemuzeme lehce urcit pocet shlukl, museli bychom

nékolikrat pouzit metodu s odliSnymi kombinacemi € a h.

Jiz zminény nedostatek metody DBSCAN spociva v citlivosti na vstupni parametry € a h.
Dalsi nedostatek této metody souvisi s hleddnim shlukt o rtiznych hustotach. Typickym piikla-

dem jsou blizké shluky s velmi odliSnymi hustotami.

Vyhody této metody spocivaji hlavné v nalezeni Sumu a definovani shlukt libovolnych tvaru.
Nahrada pozadavki na pocet shlukti pozadavkem na jejich hustotu definovanou polomérem e

a minimalnim poc¢tem objektd h ve shluku muze byt v nékterych pripadech preferovano.

Typicky se DBSCAN pouziva u soubort s malym pocétem zaznamt, u kterych lze ocekavat,
ze budou obsahovat odlehla pozorovani, kterd nechceme zaradit do vyslednych shlukti, coz neni
pripad datasetu Iris. Aplikaci metody DBSCAN na tento dataset je proto nutno brat pouze jako

ilustrativni.
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3.5 Kbvalita shlukovani

Jaky je optimalni pocet shluki, jakou metodu zvolit a s jakymi parametry? Na tyto otazky
se bez externi informace nedd jednoznac¢né odpovédét. My jsme jiz na zakladé referencniho

rozkladu definovali kvalitu shlukovani, dle které jsme porovnévali jednotlivé metody.

Bez referen¢niho rozkladu se ovSem musime uchylit k jinym metodam méreni kvality shlu-
kovani. Intuitivné povazujeme za kvalitni rozklad takovy, ktery je tvoren od sebe dobie separo-

vatelnymi a kompaktnimi shluky.

Na méreni kompaktnosti a separovatelnosti shluku se mizeme divat z mnoha hla pohledu,
a proto, stejné jako u metod shlukovani, i zde existuje vice metod méreni kvality shlukovani,

nékterymi z nichz se zabyva napr. [16].

My se podivame napf. na soucet ¢tverci, siluetovou funkci, Calinského-Harabaszv, Dun-
nuv a Daviduv-Bouldiniv index. Metody vyuZijeme k nalezeni optimalniho poc¢tu shlukt v inter-
valu (2,10) pri shlukovani metodou priumérné vazby. Pro lepsi pochopeni jsou jednotlivé metody

implementovany a v priloze porovnany s vystupem funkce intCriteria z balicku clusterCrit.

3.5.1 Soucet ¢tvercu rozkladu

K meéfeni kompaktnosti a vzdédlenosti jednotlivych shlukt C; v rozkladu C o k shlucich
muzeme vyuzit tzv. souc¢tu ¢tvercti odchylek rozkladu. Celkovy soucet ¢tvercti SS, je definovan

jako soucet ¢tverci vzdalenosti jednotlivych objektt od centroidu vsech objektu (C’_)

S5 (C chﬂxc

i=1 xeC;

Celkovy soucet ctvercti SS; muzeme déle rozdélit na tzv. vnitroshlukovy soucet ctverci
SSy, popisujici kompaktnost shluki rozkladu a mezishlukovy soucet ¢tvercii SSp popisujici

separovatelnost shluku rozkladu, viz [14].

SSr(C) =SSy (C)+ SSE(C)

SSw (C ZZd? ,Cy)

i=1 xeC,

k
SSp(C) =Y _|C;|d*(C;, C)
=1

Pojdme se nyni zamyslet nad chovinim vnitroshlukového a mezishlukového souctu ¢tverct.
Zacneme s vnitroshlukovym souctem ¢tvercit S\Sy;,. Uvazujme n objekt a pocet shluki k = n,
tedy kazdy objekt tvori shluk. Jakd bude hodnota SSy,? Nulova, jelikoz kazdy objekt bude
centroidem shluku. Co nastane pokud snizime pocet shluka o jeden, tj. kK = n — 17 Hodnota
SSyr se zvysi, jelikoz jeden ze shlukt bude nyni tvoren dvéma objekty, mizeme ocekavat, ze

centroid shluku nebude jednim z téchto objektt a bude tedy vzdalenéjsi objektiim ze shluku.
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Obecnéji, hodnota 5SSy, roste s klesajicim poctem shluki a je maximalni, pokud jsou vSechny
objekty slouceny do jednoho shluku, tedy £ = 1. Proto hleddme velky pokles hodnoty 5SSy, na

tkor pfidani jednoho shluku, takovy bod ozna¢me jako zlom (smérem dolu).

Implementujeme funkci, kterd spocte vnitroshlukovy soucet ¢tvercti Euklidovské vzdalenos-

ti d, pro dany rozklad. Vstupem je datova matice a vektor prirazeni objektii do shlukii.

# data: wvstupni matice dat, shluky: vektor pritazeni objektd do shlukd
kvalita_vnitrni <- function(data, shluky)
{

k = length(unique(shluky))

SS_Wi = rep(0, k)

for(i in 1:k)

{

shluk = datal[which(shluky == i), , drop=F]

SS_Wil[i] = sum(rowSums(sweep(shluk, 2, colMeans(shluk))~2))
}
return(sum(SS_Wi))

}

# vystup: vnitroshlukovy soucet ctvercd

Zaméfme se nyni na mezishlukovy soucet ¢tverctt §Sp. Uvazujme n objektid a k = 1, tedy
vSechny objekty jsou v jednom shluku. Jakd bude hodnota SSz7 Nulova, jelikoz centroid shluku
bude zéroveri centroidem vsech objekttt C. Co nastane pokud zvysime pocet shluki o jeden,
tj. k = 2? Hodnota SSpg se zvysi, jelikoz centroidy C,,C, jiz nebudou shodné s C. Obecnéji,
hodnota 5SSz roste s rostoucim poctem shluki a je maximéalni, pokud kazdy z objektd tvori
samostatny shluk, tj. pfi £ = n. Opét hleddme zlom (smérem nahoru), tj. velky narust hodnoty

SSp na ukor pridani jednoho shluku.

Implementujeme funkci, kterd spoc¢te mezishlukovy soucet ¢tvercu Euklidovské vzdéalenosti

d, pro dany rozklad. Vstupem je datova matice a vektor prifazeni objektd do shluki.

# data: vstupni matice dat, shluky: vektor pritTazeni objektd do shlukd
kvalita_mezi <- function(data, shluky)
{
k = length(unique(shluky))
if(k == 1) return(0)
SS_Bi = rep(0, k)
for(i in 1:k)
{
shluk = datal[which(shluky == i), , drop=F]; n = nrow(shluk)
SS_Bi[i] = n * sum((colMeans(shluk)-colMeans(data))~2)
}
return(sum(SS_Bi))
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}

# vystup: mezishlukovy soucet ctvercd

Nasim cilem je nalézt optimélni pocet shluku, tj. vysoce kompaktni (nizkd hodnota SSy)
a dobfe separovatelné (vysoka hodnota SSp) shluky na tkor priddni jednoho shluku. Hleddme
tedy pocet shluki, pri jehoz volbé dojde k maximalnimu poklesu SSy, a narustu SSp oproti

predchozimu poctu shlukd.

Implementované funkce pro vypocet SSy,, SSp pri pouziti Euklidovské vzdédlenosti vyuzi-
jeme k nalezeni optimalniho poc¢tu shlukii £ metody primérné vazby aplikované na dataset Iris.

Hodnoty SSy; a SSg5 pro jednotlivé hodnoty k£ metody priimérné vazby vidime na obrazku 3.16.

Poznamenejme jesté, ze hleddni zlomu v k = 2 je problematické bez hodnot SSy, a SSp
v predchozim poc¢tu shlukia (k = 1), proto jsou v obrazku 3.16 priddny hodnoty SSy, a SSg pro
k=1.
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Obrézek 3.16: Hodnoty vnitroshlukového souctu ctverct SSy, a mezishlukového souctu ctver-
ciu SSp pro rozklad datasetu Iris nalezeny metodou primérné vazby s vyuzitim Euklidovské
vzdélenosti v zavislosti na poctu shluka &

7 obrazku 3.16 lze pozorovat jiz zminéné chovani vnitroshlukového a mezishlukového souctu
¢tvercl. Zaméfme se nyni na hledani optimalniho poc¢tu shlukt pomoci zlomi.

Nejvétsi zlom v nasem pripadé nastava v k = 2, dalsi, mnohem mensi, v £ = 3. Dle vnit-
roshlukového a mezishlukového souctu ¢tvercu je tedy optimélni pocet shluku k = 2, pripadné

k=3.

Variabilita rozkladu

Na zakladé souctii ¢tvercii muzeme definovat variability rozkladu C' obdobné jako napfti-
klad v [11]. Uvazujme tzv. stupné volnosti, odpovidajici poc¢tu nezavislych veli¢in ovliviiujicich

vyslednou hodnotu daného souctu ¢tverci.
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Celkovy soucet étvercti S vzdalenosti objektii od centroidu véech objekttit C je ovlivnén
n objekty, cemuz odpovida n — 1 stupnu volnosti. Definujme nyni celkovou variabilitu rozkladu
M S jako podil celkového souctu ctverci SS; a prislusnych stupnt volnosti.
SSp(C)
MS..(C) = =27
£(C) = 1
Vnitroshlukovy soucet ¢tvercli Sy, je zaloZen na souctu vzdalenosti objektd od centroidu
shluku C_*Z» do néjz je objekt pridélen, ¢emuz odpovidd n — k stupni volnosti (shluk C; mé
|C;| — 1 stupnt volnosti). Definujme nyni vnitroshlukovou variabilitu rozkladu M .Sy, jako podil
vnitroshlukového souctu ¢tverctt S'Sy, a prislusnych stupni volnosti.
SSy (C)
MS..(C) = Z=W 7
wl(C) = 2
Mezishlukovy soucet ¢tvercii SSp je zalozen na souctu vzdalenosti k£ centroidi nalezenych
shlukua C‘i od centroidu viech objektt C, ¢emuz odpovidd k — 1 stupiitt volnosti. Definujme
nyni mezishlukovou variabilitu rozkladu M Sy jako podil mezishlukového souctu ¢tverc SSg
a prislusnych stupna volnosti.
SSE(C)
MSp(C) = ——"——
§(C) = 2B
Je vhodné poznamenat, ze myslenka vyuziti celkové variability rozkladu spole¢né s vnit-
roshlukovou a mezishlukovou variabilitou neni nové, vyuziva se naptiklad pfi analyze rozptylu

a regresni analyze.

3.5.2 Siluetova funkce (Silhouette)

Jedna z nejpouzivanéjsich metod pro méreni kvality shlukovani je siluetovd funkce [17].
Princip této metody spociva v jednoduchych krocich, které spolecné tvori kvalitni a v praxi

osvédcéenou metodu.

Méjme rozklad C' o k shlucich, dale uvazujme objekt x € C;, kde |C;| > 1. Uvazujme funkci
a pritazujici objektu x hodnotu popisujici primérnou vzdalenost objektu x od zbylych objektt

uvnitt shluku C;.

1
CL(X):W Z d(x,y)

’| YeC,; y#x

Déle uvazujme funkci ¢, prifazujici objektu x hodnotu popisujici pramérnou vzdalenost
objektu x € C; od objekti ve shluku C;.

1
C(X7 Cj) - @ y;j d(X, Y)

Na zakladé funkce ¢ definujme funkci b pritazujici objektu x hodnotu popisujici primérnou
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vzdalenost objektu x € C; od objekti v nejblizsim shluku.

b(x) = mi C;
(x) ijg;gciC(x, 7)

A koneéné definujme tzv. siluetovou funkci s. Funkce s je pro objekty tvorici samostatny
shluk (|C;| = 1) nulové. V opaéném pripadé, tj. pro |C;| > 1, pfifadi funkce s objektu x hodnotu,
popisujici kvalitu zarazeni objektu x do shluku C; na zdkladé normalizovaného rozdilu funkénich
hodnot b(x) a a(x).

b(x) — a(x)
s(x) = { max(b(x),a(x))
0 pro |C;| =1

pro |C;] > 1

N&s pozadavek je opét stejny, hleddme vysoce kompaktni (vysokd hodnota b(x)) a dobte
separovatelné (nizka hodnota a(x)) shluky. Z pozadavki na a(x) a b(x) plyne, ze kvalitni rozklad

je charakterizovan nizkym pomérem a(*)/p(x), pfipadné vysokym pomérem b(x)/a(x).
Uvazujme dvé moznosti, tj. a(x) < b(x), nebo a(x) > b(x). Pro a(x) < b(x) mizeme rovnici
prepsat do tvaru s(x) = 1 — a(®)/p(x).

Pro a(x) > b(x) muzeme rovnici prepsat do tvaru s(x) = —1 4 2(*)/a(x). Po téchto apravych
vidime, ze obor hodnot siluetové funkce je (—1,1), kde 1 odpovidd spravnému a hodnota -1

Spatnému prifazeni objektu do shluku. Nejvyssich hodnot bude s(x) nabyvat pro objekty blizké

evvs

hranici shluku.

Vysledné hodnoty siluetové funkce (zaokrouhleny na dvé desetinnd mista) muzeme inter-

pretovat detailnéji dle doporuceni v [8], které muzeme vidét v tabulce 3.8.

Tabulka 3.8: Interpretace hodnot siluetové funkce dle [8].

s(x) Interpretace zatazeni objektu x € C;

0,71,1,00) Objekt je silné vazan ke shluku.

0,51,0,70) Objekt je dobfe zafazen do shluku.

0,26, 0,50) Objekt je slabé vazan ke shluku.

—1,00,0,25) Objekt je pravdépodobné Spatné zarazen do shluku.

{
{
{
{

Na zéavér definujme tzv. pramérnou Sitku rozkladu S, kterd rozkladu C prifadi hodnotu,

popisujici prumérnou kvalitu prifazeni objektt do shluku.

Vyuzijeme siluetové funkce k porovnani kvality rozkladu nalezeného metodou prumeérné

vazby s odliSnym poctem shluku k aplikované na dataset Iris. Hodnoty siluetové funkce pro
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rozklady nalezené metodou priamérné vazby spolecné s primeérnou sirkou rozkladu muzeme vidét

na obrazku 3.17.

k=2,5=0,69 k=3,5=0,55 k=26,5=0,34

1,0

Silné vazan

0,5

0,0

Siluetova funkce

-1,04

Objekt Objekt Objekt
C C C
EcE: HoE-EH-. goEcRC

Obrézek 3.17: Hodnoty siluetové funkce s spoleéné s prumérnou sitkou rozkladu S (Cervené
¢erchovand ¢éra) pro rozklad datasetu Iris nalezeny metodou pramérné vazby s vyuzitim Eukli-
dovské vzdalenosti v zavislosti na poc¢tu shlukt k. Cerné vyznacena doporuceni dle [8].

Z obrazku 3.17 vidime, ze rozklad nalezeny metodou primérné vazby s poc¢tem shluku
k = 2 m4 nejvyssi praimérnou s$itku rozkladu, v tomto pripadé je tedy nejlepsi volbou. Obecné

milzeme pozorovat, ze s rostoucim poctem shluku klesd prameérnd sitka rozkladu.

Pro detailnéjsi interpretaci kvality pritazeni jednotlivych objektt muzeme vyuzit doporu-
¢eni z tabulky 3.2. Zamérme se na kvalitu rozkladu pro k£ = 3. MiiZzeme si vS§imnout, Ze prevazna
vétsina objektl ze shluku C je k nému silné vazana, kdezto u shluki C,, Cy je ¢ast objektt

zalazena dobre, vétsina vSak pouze slabé, nebo Spatné.

Mizeme predpoklddat, ze rozdilné kvality prirazeni objektti jsou v tomto pripadé zptisobeny
vetsi podobnosti shlukt Cy, C;, které odpovidaji kosatcim Versicolor a Virginica. Tento jev jsme
jiz vidéli pri analyze dat, diky které mtzeme pochopit problematické rozliseni zminénych shluk.

Analogicky muzeme analyzovat i zbylé rozklady.

Siluetova funkce ndm umoznuje porovnat kvalitu nejenom vysledného rozkladu, ale i jed-

notlivych objektu, diky ¢emuz ziskdme detailnéjsi informace o jednotlivych shlucich.

My budeme nadéale pracovat pouze s primérnou sitkou rozkladu. Implementujeme funkci,
ktera spocte primérnou sitku rozkladu s vyuzitim Euklidovské vzdalenosti d,. Vstupem je datova

matice a vektor pritazeni objekt do shlukt.
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# data: vstupni matice dat, shluky: vektor prirTazeni objektd do shlukd
kvalita_sil_index <- function(data, shluky)
{

vzdalenosti = as.matrix(dist(data, upper = T, diag = T))

nazvy = levels(shluky); s = rep(0, nrow(data))

if (length(nazvy) == 1) return(0)

shluky = split(l:nrow(data), shluky)

for(i in 1:length(nazvy))

{
shluk = shluky[[i]]
for(j in 1:length(shluk))
{
# Pokud objekt twvor? samostatny shluk
if (length(shluk) == 1)
{s[shluk[j]] = O; next}
vzdalenost = vzdalenostil[shluk[j], ]
a = sum(vzdalenost [shluk])/(length(shluk)-1)
b = min(sapply(shluky[-i], function(x) mean(vzdalenost[x])))
s[shluk[j]] = (b - a) / max(b, a)
}
}
return(mean(s))

}

# vystup: primérnd Sivka Tozkladu

Implementovanou funkci vyuzijeme k nalezeni optimélniho poc¢tu shlukt k pri vyuziti meto-
dy primérné vazby aplikované na dataset Iris. Prumérné sitky rozkladu S pro rozklady metody

prumérné vazby vidime na obrizku 3.18.
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Obréazek 3.18: Primeérné sitky rozkladu S pro rozklad datasetu Iris nalezeny metodou pramérné
vazby s vyuzitim Euklidovské vzdélenosti v zavislosti na poctu shluku k.

7 obrazku 3.18 lze vidét, ze optimalni pocet shluki dle pramérné sirky rozkladu je k = 2.

Je vhodné upozornit, ze tato metoda bude kontrolovana v ptiloze s vystupem funkce silhou-
ette z balicku cluster i presto, ze funkce intCriteria knihovny clusterCrit méa volbu silhouette.
Dtvodem je odlisna definice vypoc¢tu primérné sitky rozkladu. Funkce intCriteria s volbou
silhouette nejdrive pocita prumeérné sirky shlukd, primérna sitka rozkladu je poté primérem
téchto hodnot. Problémem je, Zze vypocet pruméru nebere v potaz velikosti jednotlivych shluki

a proto je vyslednd hodnota primeérné sitky rozkladu odlisnd od nami o¢ekavané.

3.5.3 Calinského-Harabaszuv index

Jeden z index1, ktery k hodnoceni kompaktnosti a separovatelnosti vyuziva vnitroshlukové

a mezishlukové variability rozkladu je Calinského-Harabasziv (ch) index [18].

Tento index je funkci, kterda rozkladu C pritadi hodnotu popisujici podil meziskupinové

a vnitroskupinové variability.

_ MSp(C) =1 SSpn—k

T MSy(C) SSy T k—18Sy

ch(C)

Jedna o analogii F-pomeéru pouzivaného v analyze rozptylu, pojmenovaného na pocest Ro-

nalda Fishera, s jehoz datovym souborem pracujeme.

Jak jiz bylo zminéno, hleddme vysoce kompaktni (nizkd hodnota MSy;,) a dobfe separova-
telné (vysokd hodnota MSg) shluky. Vysoké hodnoty Calinského-Harabaszového indexu tedy

indikuji kvalitni shlukovani.
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Implementujeme funkci, kterd spocte Calinského-Harabasziv index. Vstupem je datova

matice a vektor prifazeni objektt do shlukt.

# data: vstupni matice dat, shluky: vektor prirTazeni objektd do shlukd
kvalita_ch_index <- function(data, shluky)
{
N = nrow(data); k = length(unique(shluky))
if(k == 1 || k == N) return(NaN)
vnitrni = kvalita_vnitrni(data, shluky)
vnejsi = kvalita_mezi(data, shluky)
return((vnejsi/vnitrni) * ((N-k)/(k-1)))
}

# vystup: Calinského-Harabaszuv index

Vyuzijeme implementované funkce k nalezeni optimalniho poc¢tu shluku pii vyuziti metody
pramérné vazby aplikované na dataset Iris. Hodnoty Calinského-Harabaszova indexu pro rtizné

pocty shluki k metody prumeérné vazby vidime na obrazku 3.19.

500
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Calinského-Harabasziiv index

3001

2 3 4 5 6 7 8 9 10
pocet shluku

Obrazek 3.19: Hodnoty Calinského-Harabaszového ch indexu pro rozklad datasetu Iris nalezeny
metodou pramérné vazby s vyuzitim Euklidovské vzdalenosti v zavislosti na poctu shluku k.

7 obrazku 3.19 lze vidét, ze optimalni pocet shluki dle Calinského-Harabaszového indexu

je k =3, ptipadné k = 2.

3.5.4 Dunnuv index

Dalsi z metod pro méfeni kvality je Dunnuv (du) index [19], ktery k hodnoceni kompaktnosti
vyuzivd maximélni vzdélenost uvniti shluku a k hodnoceni separovatelnosti nejmensi vzdalenost

mezi shluky.

Uvazujme rozklad C' a funkci pro vypocet vzdalenosti mezi shluky 4, kterd shlukim C;, C;

62



piiradi vzdalenost odpovidajici nejmensi vzddlenosti objekti x € C;,y € C}.

6(C;,C;) = min _d(x,y)

x€C;,yeC;

Déle zavedme funkci, oznacme diam, ktera shluku C; ptifadi hodnotu popisujici maximalni

vzdalenost objektt uvnitt tohoto shluku.

diam(C,) = max d(x,
(€)= max dxy)

Opét hleddme vysoce kompaktni (nizkd hodnota diam) a dobfe separovatelné (vysokéd hod-
nota ¢) shluky. Déle uvazujme pomér téchto hodnot 9(C:,Cj)/diam(c;), ktery pro kvalitni rozklad
musi byt, dle predpoklada pro diam a §, vysoky.

Dunntiv index du je poté funkci, ktera rozkladu C' ptitadi hodnotu popisujici nejnizsi z téch-
to pomért. Vysoké hodnoty Dunnova indexu tedy indikuji kvalitni shlukovani.
min  §(C;, C))

C,;,C; Ci#C;
du(C) =

max diam/(C},)
Cy

Implementujeme funkci, kterd spo¢te Dunniv index s vyuzitim Euklidovské vzdéalenosti d,.

Vstupem je datova matice a vektor pritazeni objekt do shluk.

# data: vstupni matice dat, shluky: vektor prirTazeni objektd do shlukd
kvalita_dunn_index <- function(data, shluky)
{

vzdalenosti = as.matrix(dist(data, upper = T, diag = T))

shluky = split(l:nrow(data), shluky)

if (length(unique(shluky)) == 1) return(Nal)

max_diam = -Inf
for(i in 1:length(shluky))
{

if (max(vzdalenosti[shluky[[i]], shluky[[i]l]]) > max_diam)
max_diam = max(vzdalenostil[shluky[[i]l], shluky[[i]1]]1)
vzdalenosti[shluky[[i]], shluky[[i]]] = Inf
}
return(min(vzdalenosti) / max_diam)

}

# vystup: Dunniv index

Vyuzijeme implementované funkce k nalezeni optimalniho poc¢tu shluku pii vyuziti metody
prumérné vazby aplikované na dataset Iris. Hodnoty Dunnova indexu pro rizné pocty shluka &

metody prumérné vazby vidime na obrazku 3.20.
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Obrazek 3.20: Hodnoty Dunnova du indexu pro rozklad datasetu Iris nalezeny metodou priamérné
vazby s vyuzitim Euklidovské vzdélenosti v zavislosti na poctu shluku k.

7 obrazku 3.20 lze vidét, ze optimalni pocet shluki dle Dunnova indexu je k = 2.

3.5.5 Daviesuv-Bouldinuv index

Daviestiv-Bouldiniv (db) index [20] je poslednim indexem, kterym se budeme zabyvat.
K hodnoceni kompaktnosti vyuziva primérné vzdalenosti objektd uvniti shlukt zatimco k hod-

noceni separovatelnosti pouziva vzdalenosti centroida shluki.

Uvazujme rozklad C' a funkci pro vypocet vzdalenosti mezi shluky 4, kterd shlukim C;, C;

priradi vzdalenost odpovidajici vzddlenosti jejich centroidu.

5(01'7 Cj) = d<éi7 éj)

Déle zavedme funkei d, kterd shluku C; priradi hodnotu popisujici primérnou vzdalenost

objektt uvnitt shluku od jeho centroidu.

Opét hleddme vysoce kompaktn{ (nizka hodnota d(C,)) a dobfe separovatelné (vysoka hod-
nota 0(C;, C;)). Déle uvazujme pomér d(C,) + J(Cj) k 6(C;, C;), ktery vzhledem k pozadavkim
na § a d musi byt pro kvalitn{ shluky nizky.

Zavedme funkci m, kterd shluku C; priradi hodnotu, popisujici maximalni hodnotu z vyse

d(C;) +d(Cy)
o ke, | 8(C;,C))
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Daviestuv-Bouldiniv index db je funkci, ktera rozkladu C' pritadi hodnotu, popisujici pru-
mérnou hodnotu m vsech shluki. Nizké hodnoty Daviesova-Bouldinova indexu tedy indikuji

kvalitni shlukovani.

Implementujeme funkci, kterd spocte Daviesuv-Bouldiniv index s vyuzitim Euklidovské

vzdalenosti d,. Vstupem je datovd matice a vektor prirazeni objekt do shluki.

# data: wvstupni matice dat, shluky: wvektor priTazeni objektd do shlukd
kvalita_db_index <- function(data, shluky)
{
N = length(unique(shluky))
shluky = split(data, shluky); if(N == 1) return(Nal)
centroidy = matrix(unlist(lapply(shluky, colMeans)), nrow=N, byrow=T)
vzdalenosti = as.matrix(dist(centroidy), diag=T, upper=T)

diag(vzdalenosti) = Inf; m_i = rep(0, N)

for(i in 1:length(shluky))
{
m = -Inf
d_i = mean(sqrt(rowSums(sweep(shluky[[i]], 2, centroidy[i, 1)72)))
for(j in (1:length(shluky))[-i])
{
d_j = mean(sqrt(rowSums(sweep(shluky[[jl], 2, centroidyl[j, 1)72)))
d=di+dj
if((d / vzdalenostili, jl) > m)

m = d / vzdalenostili, j]

}

m_il[i] = m
}
return(mean(m_i))

}

# vystup: Daviesidv-Bouldiniuv index

Vyuzijeme implementované funkce k nalezeni optimalniho poc¢tu shluku pii vyuziti metody
prumérné vazby aplikované na dataset Iris. Hodnoty Daviesova-Bouldinova indexu pro ruzné

pocty shlukt k& metody priumérné vazby vidime na obrazku 3.21.
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Obréazek 3.21: Hodnoty Daviesova-Bouldinova db indexu pro rozklad datasetu Iris nalezeny me-
todou prumérné vazby s vyuzitim Euklidovské vzdalenosti v zavislosti na poc¢tu shluka k.

7 obrazku 3.21 lze vidét, ze optimalni pocet shluki dle Daviesova-Bouldinova indexu je
k=2.

Seznamili jsme se s nékolika metodami méfeni kvality shlukovani. Diky odlisSnym hodnoce-
nim kompaktnosti a separovatelnosti rozkladu jsme mohli pozorovat, ze nas tsudek o optimalnim

poctu shlukt rozkladu se muze lisit v zavislosti na pouzité metodé meéreni kvality shlukovani.

Proto se pro nalezeni optimalnich parametri dané metody pouzije nékolik metod pro méreni
kvality shlukovani, na zakladé kterych se zvoli optimalni parametry. V nasem pripadé jsme

hledali pocet shlukil k, ktery je v nasem ptipadé k = 2, ptipadné k = 3.

Pro rychlou orientaci napri¢ metodami métreni kvality shlukovani mizeme vyuzit tabulky
3.9.

Tabulka 3.9: Pfehled metod méreni kvality shlukovani

Metoda méreni kvality shlukovani Hledame
Vnitroshlukovy soucet ctverci SSy, Zlom |
Mezishlukovy soucet ¢tverci SSp Zlom 1
Siluetova funkce s a primérna Sitka rozkladu S Maximum
Calinského-Harabacztv ch index Maximum
Dunnuv du index Maximum
Daviestiv-Bouldintiv db index Minimum

Srovnani hierarchickych metod shlukovani

Uvedené metody méreni kvality shlukovani vyuzijeme k porovnéni rozklada (k = 3) vybra-
nych hierarchickych metod u kterych jsme diky refereénimu rozkladu C spocetli kvalitu, viz ta-

bulka 3.5 a obrazek 3.11. Vysledky vybranych metod méfeni kvality shlukovani aplikované na
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rozklad datasetu Iris (k = 3) nalezeny konkrétni hierarchickou metodou s vyuzitim Euklidovské

vzdalenosti vidime v Tabulce 3.10.

Tabulka 3.10: Porovnani nalezenych rozkladt vybranych metod hierarchického shlukovani apliko-
vanych na dataset kosatcli s vyuzitim Euklidovské vzdalenosti na zakladé metod méreni kvality
shlukovani

Metoda shlukovani Metoda méreni kvality shlukovani

Nejblizsiho s. 142,57 538,26 0,51 277,49 0,17 0,45
Nejvzdalenéjsiho s. 89,61 591,21 0,51 484,90 0,10 0,63
Primérné v. 79,54 601,29 0,55 555,67 0,14 0,66
Wardova 79,39 601,44 0,55 556,84 0,11 0,66

7 tabulky 3.10 vidime s pouzitim tabulky 3.9, Ze nalezeni optimalni metody neni jedno-
znacné. Prekvapivé metoda nejblizsiho souseda dosahuje dle Dunnového a Davies-Bouldinova

indexu nejlepsi kvality. Naopak u vnitroshlukového i mezishlukového souctu ¢tvercii spolecné

eV,

Dale mtuzeme pozorovat, ze metody dosahujici nejlepsi kvality na zdkladé referen¢niho shlu-
kovéni (viz obrazek 3.11, tabulka 3.5), tj. metoda prumérné vazby a Wardova metoda dosahuji
nejlepsi kvality u vnitroshlukového i mezishlukového souctu ctverci spoleéné s Calinského-Ha-

rabaszovym indexem a prumérnou sitkou rozkladu.

Na zavér je vhodné poznamenat, ze volbou Euklidovské vzdalenosti pro metody shlukovani
a méreni kvality shlukovani jsme zptsobili vétsi citlivost na odlisné rozpéti jednotlivych atributi.
Tento problém se v praxi fesi standardizaci jednotlivych atributi (viz podkapitola Euklidovské
vzdélenosti kapitoly 3.1). Spole¢né s malym datasetem jako je Iris to vede k zajimavému vysled-
ku, kdy mald zména v nalezenych rozkladech vlivem standardizace (napt. odlisné ptirazeny tii

objekty) vede k naprosto odlisnym vysledkim méteni kvality shlukovéni.

67



Kapitola 4

Z.aver

V této praci jsme se zabyvali shlukovou analyzou. Prace byla zhotovena v praktickém duchu,
kdy postup a clenéni prace odpovida typickému pristupu datového analytika. Teoretické casti
byly doprovazeny ilustracemi a naslednymi priklady. Vétsina z uvedenych metod shlukovani byla
pro lepsi pochopeni implementovana a aplikovana na datasetu Iris tvorenym kvantitativnimi

atributy.

Nejdrive jsme se s datasetem Iris seznamili pii jeho analyze. Nasledné byl uveden teoreticky
popis a uvod do shlukové analyzy. Zabyvali jsme se metodami hierarchického i nehierarchického
shlukovani. U metod hierarchického shlukovani jsme vyuzili referenéniho rozkladu k vyhodnoceni
kvality jednotlivych metod. Vidéli jsme diverzitu téchto metod, jejichz analyza ndm umoznila

zjistit jejich nedostatky a vyhody.

Dale jsme se seznamili se zakladnimi metodami nehierarchického shlukovani. Nasim dalsim
ukolem bylo vyuzit metod méreni kvality shlukovani k vyhodnoceni a nalezeni optiméalniho
parametru (poc¢tu shluki) metody prumérné vazby. Metody méfeni kvality shlukovani jsme déle

vyuzili k vyhodnoceni a porovnani hierarchickych metod shlukovéni.

Nelze opomenout fakt, ze problematika shlukovani je mnohem Sirsi. V praci jsme se nedotkli
napriklad vlivu standardizace dat na kvalitu shlukovani, popr. shlukovani objekta s kvalitativ-

nimi atributy.

Hlavnim tématem, které se opakovalo po celou dobu této prace, byla subjektivita shluko-
vani. Muzeme Tici, Ze vytvoreni rozkladu je jednoduché, ovSsem vytvoreni kvalitniho shlukovani
ze diky predpokladim na vysledné shluky, nebo pomoci experta, ktery nam poskytl externi

informaci o souboru.

Shlukova analyza patii nyni k praktickym a velmi uziteénym pomtickam pri analyze dat.
V tvodu byly zminény nékteré z aplikaci shlukové analyzy, typicky ve financich a marketingu.
S oc¢ekavanym technologickym pokrokem bude rist mnozstvi dat a tedy i moznosti aplikace shlu-
kové analyzy, diky které jsme schopni nalézt strukturu v datech a ziskat tak uzite¢né informace,

které muzeme nasledné vyuzit k jejich porozumeéni.
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Priloha A
Soubory

Priloha je tvofena interaktivnim pozndmkovym blokem v R (shluk_analyza.Rmd) jehoz obsa-
hem jsou jednotlivé implementace metod shlukovani spoleéné s metodami métreni kvality shlu-

kovani a jejich nasledné kontrola.

Soucésti je dataset Iris v souboru iris.csv.
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