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x = cos θx′ − sin θz′,

y = y′, �����

z = sin θx′ + cos θz′.

��� ���� �� �������	��
� 
� 	� 	�
����� 
�	�� �����	��� 
� 	 ����
�������� ��	������� 	� 	� 	���� 
� 
�	� ��������� θ�

�����	����� ���� 	 �	������������ ����
��	���� ����� ��	��� y �� �������� 
�� 
� ��� �	����

θ �
 ��� ���
� ��� ��� ��� � � ���������� 
!
���
 ��� ��� xz��
����� ���� ��� ���
� ��� ��� ��� ����
�

����� ��� ��� �
���- θ �
 ��������� ��� ���
� �� ���� ���������� ��
���$� �� ��� z��'�
� /����� ���

��
� ��	��������� �� ��	�� � ��� �

����	�� ������ �� �������� �
���
��	���� ���� z−	��� �� �
���
��	�� ����� �� ���

���
�����	� ���������
� ��� z−	��� �� �������� ������	����

��



��������� �	
�� 	� ��� xz
�
���� ��� ��� 	� ��� yz
�
���� � �	�� ���������� �� eiωt 	� ������� ���

���� ���������� ��� ���	�� ����	�� ω = 2πf 	� ��� ����
�� ���������� ��� f 	� ��� ����������

� ��
��� ��
���� �������� v0(t)� ���������	�� ��� �
��������	�� ����� �� ��� �	���
 ���������� 	� ����

�� ���	�� ��� �	����
����	� ������ ����������� ��� �� ��� ����������� 	������
 	��������� Z0� ��� ���

�
����	��
 �������	�� �� ��� ����������� � ��
���� ������	�� ������� ������ ��� ����������� ��� ����
�


	�� ��
���� �������� ������	���� �� ��� �	����
����	� ���������� 	� ������� v(t)� ��� ��
��� �
������	�

���� 	�������� �	�� ��� �����
	������� ����
 �
��� �	�� ����� ������� 
������ �� z = z0� ��� 
����

������� 
������ �� z = z1 ≡ z0 + 2L� ��� �������� �������� 	� ������	���� ������� ��� �
���� ���	�	��


�� � !��� ������ ��� 	��� ��� ��"����� ����� ���	�� ��� �������� �� ���	��� ����	��� ���	�	��� 	��	


����� �� �∗� 	� #	�� $�%� pt(x, y, z, t) 	� ��� ������	���� �������� �������� �� � �	��� ����	��� ���	�	��

(x, y, z)|z≥z1 ��
�� ��� ����
 �
����

��� �
����	��
 
���	�� �� ��� �	���
 ��������� 	� �	��
���� ��	�� ��� ��&���	� ����
 '#	�� $�%(� �	���

�� ��� �������� �����	��

HV V (f) =
V (f)

V0(f)
=

ZT (f)

ZT (f) + Z0
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∫ ∞
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	���	���
 ���������� ��� ������ ����������

�
� �����
 ��	������	� �
�	��
 �
� 
	��� �������� ����� ����	� �	 �
� �������� �
��� �� ����
 z ��

��������� �� �
� �
�������� ��	�����	� �������� ������	� ����� ��

�t(hf,x, hf,y, z, f)

�1(hf,x, hf,y, z0 + 2L, f)
= e−ihf,z(z−(z0+2L)), � �!"

�
��� �t(hf,x, hf,y, z, f) �� �
� ����������� �	��� �������� ���#���������������� �������� �� �
�

�������� ����
� �
�� �������� �� ������	���� ���	 �
� ���#����������� �	���� �� �
� �������  $

������
 %	����� ������	�� �����& ������

Pt(x, y, z, f) =
1

(2π)2

∫∫ ∞

−∞
�t(hf,x, hf,y, z, f)e

−i(hf,xx+hf,yy)dhf,xdhf,y, � �'"

�
��� Pt(x, y, z, f) �� �
� ����������� �	��� �������� ���#����� �������� �� �
� �������� ����
�

(� �
� ���#����������� �	����& �
� �	��
 �����
 ��	������	� �
�	��
 �
� ������������������
��� ������

�� �
�� �	������ �� �
� �	
������	��������� �������� ������	�

HV P (x, y, z, f) =
Pt(x, y, z, f)

V (f)
, �	� z ≥ z1. � ���"

%���

�& �
� ����������� �������� �����	��& pt(x, y, z, t) �� �
� �������� �	����	� (x, y, z)& �� ����� ��

�
� ������� ����	��
 %	����� ������	�� �''� ��

pt(x, y, z, t) =

∫ ∞

−∞
Pt(x, y, z, f)e

i2πftdf, � ���"

= F−1
t [V0(f) ·HV V (f) ·HV P (x, y, z, f)] , � �� "

�
��� F−1
t ���	��� �
� ������� ����	��
 %	����� ������	�� �� )#� � ���"�

����� ��� ��� 	

��	
�

�
� %)* ����	��
 �� ���� �	 ����
��� �
� �����
 ��	������	� �
�	��
 �
� ����������� ������ ���

��� �+���������� ,���� �
������ ���� �	 
�������	�� �� �	������ ������
�����"& 
���� ��� 
�������	� �	

�	���
 ���� ���������� %	� �	���
 ���� ��������� �	 �
� �
���& �
� -$ .�������� �		������� ����

��� �x, y, z" �
��
 �	����� �
� ����
 �
��� ��� �
� 
	��� �������� ����� ����	� �� �	�������� ���
 �
�

��
�������
 �		������� ������ �r′, z′)& ��� �
� ��
�������
 �		������� ������ �� �
����	�� ����� �
�

�����
�� ����	�
������ �	���� ���������� ��������� �� �
����	��� ���� �	����� �
� ����
 �
���& �
��


�� ����������� �� � �����
�� �
����� �
��� ���
 �
��/���� 2L ��� ������ R& ��� 0����  �- ��������� �
�

�	��

��� 	� ��,���� 1��� ��� �
����� ����	��� 2���� � ���#����� �	���� ���
��������	� ���� 0����  �-"&

�������� ����� ������ ������� �
� ���������� ��� �
� ����� ������� 	� �
� ����
 �
���� �
�� ��������

���� ������� ��1������ �
� �	
������	��������� �������� ������	�& ���������� �	������	�� ���
 ����

��������� ��� �
� 
����� %)*�30* ����	��
� Pt(x, y, z, f)cw
� �� ����
���� ������
� ��� ���� �	

���������	 cw 
���	������ 
����� ����	�� 	��	 � �	������ 
��� ��		��� �� ������	�
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��������� HV P (x, y, z2, f)cw ���	
 ��
 ��
���
 ��� �������� ������� ���	����� ��������� �	 ���
 ��
��

�	� ��
��� �� ���� �� �	���� ���������	 �� ��� ���� ������� �	� ���������� ������ �	 ����
 pt(x, y, z, t)

�� �������	�� �� �� ��� ���� ������� �	� Pt(x, y, z, f) �� �������	�� ���� ���� !�������"� �����# �����

��
��	 ���	
 ������� �	��#���
 $�� $���
 %
� ��� � �������� ����������	 �� ���� ������


����� �����	
� 	���
��� 	�� ������

� ���
�� �
�
��

� �
���

& �������� ��'�� �	� �	������# �������	
 �����	 ����� ��� ���	 ���� �	 ��� ���������� ()� )* )+ 

,� +� +� +* +�- �� �����.����� ��� �	����	� �������� ���� ���� � ���� ���	������
 /# ���	
 ���� �

��������� ����� 	� �	��������	 �� ��������� ��� ��� ���	� ���	�������	 �����
� ��� ���	������
 ���

���� �����	 HV P (x, y, z, f) ��	 	�� �� ���� ��� ���������	 �� ��� ��0 ���	������ �	� ��� ��'��

�����	 ������
 �� �	���� ���� � ���������	 � ��������1��1�������� ���	���� ��	����	 !���� 
����	�

��� ��
	�� �����
����	 �����
� ��� ����� ����� �	� !���� �� ���	�� ��

HPP (x, y, z, f) =
Pt(x, y, z, f)

P0(0, 0, z0, f) |θ=0◦
, ��
���

!���� P0(x, y, z0, f)|θ=0◦ �� ��� �	����	� ����1���� ���	� �������� ������	�# �������� �	 !���� �� ���

����� ������� �� ��� ����� ����� !��	 ��� ����� �� ����	� ��� ���	������ �� �����	 ��������	 �� 	�����

���� �	����	�� �
�
 θ = 0◦
 ��
 ��
��� �� ���	�� ��������# �� �	 (+� +* +� +%-
 ���� ���	���� ��	����	

�� ���� ���� �� ������� ��������� ���2��������� ���	������ ��
 �����	1
�	������ ���	�������	 �� ���	�

�����
� ��� ����� �� 	����� �	� ������� �	
��� �� ���� �	����	��
 3� �� ���� ���� �� ������� ��� ���	�

���������� �	 ��� ����� ���	
 ��� ������ ��������� �	 $���
 �
�


��� ������ �	�
��� 
����
 �����

��� �	��� �����	� ���� �������	� ��� � ���2��������� ��������� �������	
 �	 � 4��� ��� �����	��� ���

���� 51���� �	� 61���� �# �


 (��� ��% ��7- ��

−ω2

⎡
⎢⎢⎣
Muu 0 0

0 0 0

0 0 −Mψψ

⎤
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⎧⎪⎪⎨
⎪⎪⎩
û

β̂

ψ̂
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0 0 0

Cψu 0 0

⎫⎪⎪⎬
⎪⎪⎭

⎧⎪⎪⎨
⎪⎪⎩
û
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⎡
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Kuu Kuβ 0

Kβu Kββ 0

0 0 −Kψψ

⎤
⎥⎥⎦
⎧⎪⎪⎨
⎪⎪⎩
û

β̂

ψ̂

⎫⎪⎪⎬
⎪⎪⎭ =

⎡
⎢⎢⎣

0

−Q
0

⎤
⎥⎥⎦ ,
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−ω2

⎡
⎢⎢⎣
Muu 0 0

0 0 0

0 0 −Mψψ

⎤
⎥⎥⎦
⎧⎪⎪⎨
⎪⎪⎩
û

V

ψ̂

⎫⎪⎪⎬
⎪⎪⎭+ iω

⎧⎪⎪⎨
⎪⎪⎩

0 0 Cuψ

0 0 0

Cψu 0 0

⎫⎪⎪⎬
⎪⎪⎭

⎧⎪⎪⎨
⎪⎪⎩
û

V

ψ̂

⎫⎪⎪⎬
⎪⎪⎭

⎡
⎢⎢⎣
Huu Huβ 0

Hβu Hββ 0

0 0 −Kψψ

⎤
⎥⎥⎦
⎧⎪⎪⎨
⎪⎪⎩
û

V

ψ̂

⎫⎪⎪⎬
⎪⎪⎭ =

⎡
⎢⎢⎣

0

−I/(iω)
0

⎤
⎥⎥⎦ ,
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����� ���� ��������� �� �	� 
����
��� ���� �� ��� �������

[Muu] ������ ���� ���	
�

[Mψψ] ������ �

� ���� ���	
�

{û} �
���������� �����	{
β̂
}

�����	
� ������
�� �����	{
ψ̂
}

�����
�� ������
�� �����	

[Cuψ] ������ �

����	
��
	� ��
��
�� ���	
�

[Cψu] ������ �

����	
��
	� ��
��
�� ���	
�

[Kuu] ������ ��
����� ���	
�

[Kβu] ������ �
��������	
� ��
����� ���	
�

[Kuβ ] ������ �
��������	
� ��
����� ���	
�

[Kββ ] ������ �
�����	
� ��
����� ���	
�

[Kψψ] ������ �

� ��
����� ���	
�

{Q} ������ ���	�� �����	

��� ���
� �� ��� ��	
���� A ������ 
� ���� ���� �� ��� ��	
��
	� 
� �	
���� �� Â� ��� ����	�

�
��� ��� 	����
��� ������� ��� �
���������� �����	
��� ������
�� �����
�� ������
�� ��� ��� �����	
���

���	��� ��� �	���
�
�� �	�� �� �� !���	� 
� ����	
��� 
� "#$% #$&'� !���	� �
��� ��� 	����
��� �������

�
���������� �����	
��� ������� V  �����
�� ������
�� ��� ��� �����	
��� �
		��� I� (	�� )*� +,�#-. ���

�*
��
��� ��	 ��� �����
�� ������
�� ψ(r′, z′, f) ��
�� �	���
	� P (r′, z′, f) �����	
��� ���
������ YT (f) 

��
	�� ����
�
�
�� SV (f) ��� ���� �����	� D(f, φ) �	� �� ������
��/

{ψ̂} = −iω (− [Kψψ] + ω
2 [Mψψ]

)−1
[Cψu] {û}, +,�#&.

P (r′, z′, f) = −iωρfψ(r′, z′, f), +,�#0.

YT (f) = iω
[
{Huβ}T [D]

−1 {Huβ} −Hββ

]
, +,�#1.

���	� [D] = [Huu]− ω2 [Muu] + ω
2 [Cuψ]

(− [Kψψ] + ω
2 [Mψψ]

)−1
[Cψu] 

SV (f) =
P (0, d = d0 = 1�, f)

V (f)
, +,�#2.

D(f, φ) =
P (r′, d, f)
P (0, d, f)

, +,�,$.

���	� ρf 
� ��� ����
�� �� ��� �

� d0 ��� d �	� �
������� �	�� ��� �	��� �
	���� �� ��� �	����
��	 ��

��� ��
�� �	���
	� P (r′, z′, f) ���
�
�� ��	 ���� ����
�
��� �� ����� �
��������

��� %3 ��
�� ������� ����� 
��� 
� ��� �	����� ����
� 
� ��� ()45 -�$ �	��	�� +	
�� �� ������. 

��
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������� �� ����������� �������� ���� ���� ���� ���� ���� ���� ���� �����

��� ����� �� 
���� ��
� �� !"!#$% ��� !&%'% ������ (�� ������ )� ��� �)�*����
��)
 ��� �����)


���)��� ��� ����������� 	
 ��� )���)���
 ����� �� ��� 
�����+ 
�������� �� ���� )� ���,�� ��� ���

�)�
���)�� �� �����)�� ���� )� %�
�� ������ -������� .�)� )� �������� ��� �� �+)�
�����)
 �)�����)��

��)� )����������)�� ���� � ���� )����������)
 /�)�� �������� ��� 	��� ��� .�)�� �����)
 ��� �)�*����
��)


���)��� ������ ��� �����)�� )�/�)�� .�)� ���)��� )�/�)�� �������� ����� �� �����
��
 ���
��� ��
���

01 -�2 ����� ��3� ���� ��4� 
�� 	� ����� (�� 1 - ������ 
�� 	� )���������� �� � 
����)���� ����
�)��

)� ��� ���5���

 ����)� ������� � 
�����+ 
����� �� 6��)�	���� 7� ��� �)��
�)�� x� 8���� x �������

�)���� r′ �� z′� ��� 
����)���� �����������)�� )�

∂

∂x
→ ∂

∂x‘
=

1

γx

∂

∂x
, 0����2

8���� γx )� ��/��� 	


γx = 1 +
i

ω
σx(x) , x ≥ x∗ 0����2

γx = 1 , x < x∗. 0����2

(�� ����)�� ���
�)�� σ ���� )� ��)� ����)� )� �� 9���)���9 ����)�� ���
�)�� )������
�� 	
 �����

σ =
cl

x∗ − x, 0����2

8���� x∗ )� ����
��)�� �� ��� ������ .�)� ���)�� )� ��� x �)��
�)��� ��� cf )� ��� 
�������)���� �����

6���
)�
 )� ��� .�)�� 7� ��� �� )����������)�� ����� ����� )� �� ����)	)�)�
 ��� ��6)�� ���5���



��������� ����: ��� ��);���� ����)
�� ������ 7� ����� �� ��� �)� �� ��� ���5���

 ��������

 )� �5�

0����2 � σ∗ )� ��/��� �� σ∗ = σω/ω0 ����� ��� ���� ��� σx

γx = 1 +
i

ω0
σ(x) , x ≥ x∗. 0����2

��� ������)�� �� )�/�)�� �����)
 ���)�� 8)����� ��� ��.�
�)��� 0��
� �� ��� ��� �����2 � <��
����)��

QM < ������ ����� ���� ��� 	��� �����
�� ����� 	�
���� 1 - ��� �� �����)
 ���)�� ��6� ��� 	���

)���������� 
�� ��� ��� 
������ 6���)�� �� �� 1 �� (�)� <��
����)�� QM < ������ ����
� ��� ����

��
��� QM �+������)���
 )��)�� � ���)�� �� �� �����)
 ���)�� �� �����+)�����
 *���� ���� ����
)�� ���

��.�
�)��� ���� ��� �����
�� �� ���� ���)��� $�� �� ��)� ������ ���
�� ��� ������ ����
)���� 8)�� ���


�������)���� ��� ����� 8�6�� )� ��� ����� �� 	� �5����

��� ����� 	�
�� �� ��
���� �����

1����� 8�6�� )� ��
���� �����)
 ���)� ��6� 	��� ���������� ��� ���)6�� 	
 ���
� ��� ���� �3� ���� ����

���� ��
� (�� -��	 ����� ��� � 6�
���:��	����� �����)
 ����� ��� ���������� )� %�
�� ������ ���

�+������ �� �

���� ��� .�)� ����)�� )� %�
�� ������ 8���� ��� ���=
 -��	 ����� ��� � .�)�:��	�����

����� ��� �)6��� (�� �����:8�6� �������� ������)��)�� ��� ��.�
�)�� 
��>
)���� ��� � �)����:.�)� )�:

������ �����)
 ����� ��� ���)6�� )� %�
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�� �� ������� �� ���� x− ��� y−�������	�
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��� �		������� 


��� (x, z) �
 ��	
��� ��� �	��	����
 	� ��� �������� �	��	� ��� �	����� �	

���
� �������	�
� ��� �� �
 �

���� ���� �	 ���� �	��
 ���� �������� �	��	� �� ��� y−�������	�� ���

����	��
 �
������	���	����� ��� � ������� ���
 �
 �	�
�
���� !��� ��"� #$%� &'� %(� )(� *(� $+(,� ���

����-��

 	� ��� ���
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����	�� �	� ��� 
�-� 	� 
��������
 �� ��� ��������	�� ��� �����

�
 �������� ��	��� z = 0�

����� ���� �	
�� 
� � �����������

�
 �����

��� ��������	� 	� ��� 

��������� ��� �����

��������� ���� �	��
 �� � ��������������� ���
���

����� �	��	!
 #*(,� ��� ����� � ���� ���������
 	� e−iωt �
 �
��� ��� ���������� ��
��������� �/����	�

	� �	��	� �	� �� �
	��	��� ���
���� �	�	"���	�
� 
	��� ������ �
 "���� �


(λS + 2μS)∇(∇ ·u)− μS [∇× (∇× u)] = ρS ∂
2u

∂t2
, �+�+%�

!���� u �
 ��� ��� ��
���������� λS ��� μS ��� ��� �0�� ���������
� ρS �
 ��� ���
��
 	� ��� ������

��� t �
 ���� #$%,� 1/� �+�+%� ��� �� ���	��	
�� ���	 �!	 � ���

�	�
 �
 ����	�����" �	�"�������� ���


���� !��� ���	�����
 #$%,� 2
 ��� �����	��� ���	��	
���	�� ��� ��
��������� ����	� ��� �� � ���

��

�
 � 
����� �	�������� Φ� ��� � ����	� �	�������� Ψ� ���� u = ∇Φ+∇×Ψ� ���
 
����
 ��� �!	 �/����	�


#$%,�

(
∇2 − 1

c2L

∂2

∂t2

)
Φ = 0, ���

(
∇2 − 1

c2S

∂2

∂t2

)
Ψ = 0, ������

	
� �
�
�������� ��� ����� ����� ������������� ��� �
�
�������� ��� ����� ���� ���
������� cL ��� cS �

�� � �
��� ������ ��� ������ ��

cL =

√
λS + 2μS
ρS

, ��� cS =

√
μS
ρS
, ������

������������� ��� �
���
���� ��� �������� �������������� ux ��� uz� ��� ��� �
���� ��� ����� ���������

Tzz ��� Txz� 	
� �� ������� ������ ��� 
���� �� � !" #$�� ����%� ��� ���&'�� (���
�� �
�� 
	 
����������

��� ����� ��� ��
��
��� �� ��� x−�������
�� ��)��
 Φ ��� Ψ ����������� 	�
� y� ���� ∂
∂y = 0�

ux =
∂Φ

∂x
+
∂Ψz

∂y
− ∂Ψy

∂z
, uz =

∂Φ

∂z
+
∂Ψy

∂x
− ∂Ψx

∂y
, ����%�

Tzz = (λS + 2μS)

(
∂uz
∂z

)
+ λS

(
∂ux
∂x

+
∂uy
∂y

)
, Txz = μS

(
∂ux
∂z

+
∂uz
∂x

)
, ���&'�

������������� *� ��������
� 
	 �����+���� ��� �
����
� 	
� ��� ������ ��� ����
� �
������� ��� ���� 
����

��

Φ =
(
A−

2 e
ihzz +A+

2 e
−ihzz

)
ei(ωt−ηx) ��� Ψy =

(
B−

2 e
ikzz +B+

2 e
−ikzz

)
ei(ωt−ηx). ���& �

��� ���������� A+
2 ��� B+

2 ��������� �
�
�������� ��� ����� ����� ��
��
����
 �� ��� �
������ �,

�������
�� ��� ��� ���������� A−
2 ��� B−

2 ��������� �
�
�������� ��� ����� ����� ��
��
����
 �� ���

� 



�������� �	
������
�� �� ��
�� �� ���� ���� ��������� 2 ��
����� ����� � � ��� ����������� �
� ���

�
�����
���� ��
 ����� ����� ��� ����� �� h = ω/cL ��
 k = ω/cS � �������������

��� ���� �� ������	 
���� ���� ���	
���� 2L �� ��	���� y �� ����	��� ��� �� ��� 
�
���

��� �
��
��� �
�
���
�� �
� �� ��
��
��� ������� ����� �� ������ ��� ���
 �
���� ��
 ����� �������� ��

��� ��������� ����� ��

Tzz = 0 �� z = ±L, ����� 

Txz = 0 �� z = ±L, ����� 

������������� ��� �������� ����������� �
� �
�����
���� ��
 ����� ������ hz ��
 kz� ��
 ��� �
���
����

���������� η� �� !"� ����# ��� 
�$��
 �� ������
��� ���������� ����� %#&&'

hz =

⎧⎨
⎩
√
h2 − η2 �
� η ≤ h

i
√
η2 − h2 �
� η > h

, ����( 

kz =

⎧⎨
⎩
√
k2 − η2 �
� η ≤ k

i
√
η2 − k2 �
� η > k

. ����) 

*�����
 ��
� ��� �
��
��� �
�
���
��� ��� ��
 ����� ���� ���� ��� ���� ����� ���
���� 
� ��� ���������

������ η = hx = kx ���� hy = ky = 0� ����

η =
√
h2x + h2y =

√
k2x + k2y ⇒ η = hx = kx. ����+ 

��� �
���
���� ����� ���
���� cph �� ��� ����� �� ����� ��

cph =
ω

η
, ����, 

����� ���������� ��� ����� ���
���� �
� ��� ����� �� ��� ����� �� ��� x−
������
�� ��
� �
� 
�� ���

���� ei(ωt−ηx) �� ���������
 %#+'� -� ����

����� ����
�
������ ������
��� !"� ����# ��� �� �
�������


��

Φ = [A2,1 cos(hzz) + iA2,2 sin(hzz)] , Ψy = [B2,1 cos(kzz) + iB2,2 sin(kzz)] , ����. 

��



����� A2,1 = A+
2 +A−

2 � A2,2 = −A+
2 +A−

2 � B2,1 = B+
2 +B−

2 ��� B2,2 = −B+
2 +B−

2 	


�� ���
��������� ��� �������� ��� �� �������� �� ����� ��	 ��	��� ��� ���	 ��	����	� � ��!���

ux = −iη [A2,1 cos(hzz) + iA2,2 sin(hzz)] + kz [B2,1 sin(kzz)− iB2,2 cos(kzz)] ��	���

uz = −hz [A2,1 sin(hzz)− iA2,2 cos(hzz)]− iη [B2,1 cos(kzz) + iB2,2 sin(kzz)] ��	" �

Tzz = λS
[−η2{A2,1 cos(hzz) + iA2,2 sin(hzz)} − iηkz{B2,1 sin(kzz)− iB2,2 cos(kzz)}

]
+ (λS + 2μS)

[−h2z{A2,1 cos(hzz) + iA2,2 sin(hzz)}+ iηkz{B2,1 sin(kzz)− iB2,2 cos(kzz)}
]

= [A2,1 cos(hzz) + iA2,2 sin(hzz)] (−η2λS − h2z(λS + 2μS))

+ [B2,1 sin(kzz)− iB2,2 cos(kzz)] (−iηkzλS + iηkz(λS + 2μS))

= μS(2η
2 − k2) [A2,1 cos(hzz)) + iA2,2 sin(hzz)] + i2μSηkz [B2,1 sin(kzz)− iB2,2 cos(kzz)] ��	"#�

Txz = μS [iηhz {A2,1 sin(hzz)− iA2,2 cos(hzz)}+ k2z {B2,1 cos(kzz) + iB2,2 sin(kzz)}
+ ihzη {A2,1 sin(hzz)− iA2,2 cos(hzz)} − η2 {B2,1 cos(kzz) + iB2,2 sin(kzz)}]

= i2μSηhz [A2,1 sin(hzz)− iA2,2 cos(hzz)]− μS(2η2 − k2) [B2,1 cos(kzz) + iB2,2 sin(kzz)] ��	"��

$���� ��� �������� ���������� �� z = ±L �� ���	 ��	"#� ��� ��	"�� ��!��

⎡
⎢⎢⎢⎢⎣
Tzz(L)

Txz(L)

Tzz(−L)
Txz(−L)

⎤
⎥⎥⎥⎥⎦ =

⎡
⎢⎢⎢⎢⎣

cos(hzL)
2ηkz

(2η2−k2) cos(kzL) i sin(hzL)
i2ηkz

(2η2−k2) sin(kzL)
i2ηhz

(2η2−k2) sin(hzL) −i sin(kzL) 2ηhz

(2η2−k2) cos(hzL) − cos(kzL)

cos(hzL)
2ηkz

(2η2−k2) cos(kzL) −i sin(hzL) −i2ηkz

(2η2−k2) sin(kzL)
−i2ηhz

(2η2−k2) sin(hzL) i sin(kzL)
2ηhz

(2η2−k2) cos(hzL) − cos(kzL)

⎤
⎥⎥⎥⎥⎦

⎡
⎢⎢⎢⎢⎣
A2,1

B2,2

A2,2

B2,1

⎤
⎥⎥⎥⎥⎦ =

⎡
⎢⎢⎢⎢⎣
0

0

0

0

⎤
⎥⎥⎥⎥⎦

��	"��

%� &������� ������������ ������ �# ����� ��� # �� ��� � ��� ��!����� �� �� ������ '# ����� ��� � ��

��� " ��� ��!����� �� �� ���� ������ '# ����� ��� � �� ��� # ��� �# ����� ��� " �� ��� �� ��!�� ���

�����(

⎡
⎢⎢⎢⎢⎣

cos(hzL)
2ηkz

(2η2−k2) cos(kzL) 0 0
i2ηhz

(2η2−k2) sin(hzL) −i sin(kzL) 0 0

0 0 −i sin(hzL) −i2ηkz

(2η2−k2) sin(kzL)

0 0 2ηhz

(2η2−k2) cos(hzL) − cos(kzL)

⎤
⎥⎥⎥⎥⎦ . ��	""�

)������ ��� ����������� �* ���� �����( �� +��� ��!�� ��� ���
������ ��������� *�� ��������� ��� �����

��������� ,��� ����� *�� � ����� 
���� �� !�����	 
�� ����������� �* ���� �����( �� +��� �* ��� ��

���� �* ���	 ��	"-� ��� ��	".� ��� +���

−i cos(hzL) sin(kzL)− i4η2hzkz
(2η2 − k2)2 cos(kzL) sin(hzL) = 0, ��	"-�

i sin(hzL) cos(kzL) +
i4η2hzkz

(2η2 − k2)2 cos(hzL) sin(kzL) = 0, ��	".�

��



������� ��� 	
������
 ��� ����	
������
 ���� ����	 ��� � ��
������������ ���	��
 ������ ����

���� ����� �	

 
������
!
−4η2hzkz
(2η2 − k2)2 =

tan(kzL)

tan(hzL)
, "��#$%

&����	
������
!
−4η2hzkz
(2η2 − k2)2 =

tan(hzL)

tan(kzL)
. "��#'%

(�� ����� �	� ��� �������
�	 ��� ���� 
����
����	��
 ���
����	 ��� ��� 	
������
 " % ��� ����	
������


"&% ����� ����	 �	

S = (2η2 − k2)2 1

tan(hzL)
+ 4η2hzkz

1

tan(kzL)
, "��#)%

A = (2η2 − k2)2 tan(hzL) + 4η2hzkz tan(kzL). "����%

������� ����	
 ��
��
���
�

(�� 
������ ���*���
��	 	������� 
�����		����� ��� 	���� +���	 ��� ���	��� �
��		 ��� ���
,��		 �� ���

����� �)�� ����� -��	� ���*���
��	 �

�� +��� ��� ���	� ����
��
 �� ��� ��������� ���� +���	 ������
�

������
 ������ ��� 
�� �� 
��
������ ������� ��� ����.����� +��������� η ������
� .��� �)�� )�� �����

������� ��� ����.����� +��������� ������
� .��� �� /*	� "��#$% ��� "��#'% ����	

 
������
!
tan(kL)

tan(hL)
= 0, "����%

&����	
������
!
tan(hL)

tan(kL)
= 0. "����%

-��	� �*������	 ��� .��� �� ��� ��������� ��
���	 .���� �� ��� ����������� ��
���	 ������
� (�� /*	�

"����% ��� "����% ���	 ������	 +���

lim
x→nπ

tan(x) = 0 �� lim
x→nπ

2

tan(x) = ∞, "���0%

+���� x = hL �� x = kL ��� n = 1, 2, 3... � -�� 
����1 ���*���
��	 ��� 	
������
 ���� ����	 ����

/*� "����% ��� ����� �	

fStn =
2ncS
4L

, n = 1, 2, 3, ... ��� fSln =
(2n− 1)cL

4L
, n = 1, 2, 3, ..., "���#%

+���� fStn ��� fSln ��� ��� 
����	������� ���*���
��	 ��� ��� 	
������
�� - "���
,��		�	����% ��� -/

"���
,��		��2���	�����% ����	 ��	��
�����
� -�� 
����1 ���*���
��	 ��� �����	
������
 ���� ����	

���� /*� "����% ��� ����� �	

fAln =
2ncL
4L

, n = 1, 2, 3, ... ��� fAtn =
(2n− 1)cS

4L
,m = 1, 2, 3, ..., "����%

+���� fAln ��� fAtn ��� ��� 
����	������� ���*���
��	 ��� ��� ����	
������
�� -/ ��� - ����	 ��	��
�

�����
�

�#



����� ����� ��	
 	���
 �� � ������	
����� �����

��� ��� ����� 	
 	����
�
 	� � 
	���� ��	
 �	�� ������

	���� 
���
 �����	�� cf � ��
 ����������

hf = ω/cf � ��� ��	
�
 ����
 	�
	
� ��� ����� ��� ���� ������ 	��� ��� 
������
	�� ��	
� ���� ����


��� ����
 ����� ���� ����
� ��	
 ����
 ���� ����	��
	��� ����
 	� ��� ��	
 ��� ��������
 ����

��	
�
 ����
 ���������
 	�
	
� ��� ������ 
�� �	�� �� � �� ��� ����� 
��	!	�"�	�� ��	
 ����!
���� #�����

$ % ����� �&	
�
 �� ����	�
 	��	
��� ����� ���� A+
1 � ���	�� ���� z = −∞� ��
 ��� �������
 �����

���� A−
1 � ��������	�� �����

 z = −∞� �� ��� ����� 
��	!	�"�	�� ��	
 ����!
���� #�����  % ���

����
�	���
 ����� ���� A+
3 	
 ��������	�� �����

 z = ∞� ��� 
���
 ���

��� 	� ��� ��	
 �����
 $

��
  ��� �� ��	���� �
 #����� 
��
��	�� 
�����
 ����� ���%

Φ1 = A+
1 e

−ihf,zz +A−
1 e

ihf,zz. #��'(%

Φ3 = A+
3 e

−ihf,zz, #��')%

��
����	���� *�)� +,-�

��� ���� �� ������	 
���� ���� ���	
���� 2L �������� �� � ������ ����� y �� ����	��� ��� �� ��� 
�
���

��� ����
��� ���
	�	��
 ��� �� 	�"�	�� 	
�����	� ����� ����� 	����
�
 	� � 
	���� ��	
 ��� ����	��	��

�� ������ 
	
��������� uz� ������ 
���

 Tzz ��
 ���	
�	�� 
���� 
���

 Txz� �	��� �
 *+,-

uz,n = uz,n+1 �� z = ±L, #��'.%

Tzz,n = Tzz,n+1 �� z = ±L, #��'+%

Txz = 0 �� z = ±L, #��(,%

����� ���������� 	�������� ���� ��	�� ����� ��� ������� ��� ����� ��!� "��#$%& ��� �����' 	��	�������� ���������� ����

!��� ���� ����
�������(�

�'



����� n ������	 
���� ��
 ��� �������
 ���������� ��� ��� ���� �	 ������ �	

hf,z =

⎧⎨
⎩
√
h2f − η2 ��� η ≤ ω/cf

i
√
η2 − h2f ��� η > ω/cf .

��
���

��� ���������
������
 ��	�
������� ��� �����
 	���		 �� ��� ���� 
����	 �n = 1, 3� ��� ��� �� ��
�� 


���� �	

ux =
∂Φ

∂x
uz =

∂Φ

∂z
��
���

Tzz = −p = λf
(
∂ux
∂x

+
∂uz
∂z

)
, ��
�!�

����� p �	 ��� 	���� ���		���" cf =
√

λf

ρf
" λf �	 ��� #��$ ���������" ��� ρf �	 ��� ���� ���	���


%�� 
���� � �� %�&
 �
! ���	 &���	

uz = −ihf,z
[
A+

1 e
−ihf,zz −A−

1 e
ihf,zz

]
, ��
�'�

Tzz = −p = −ρfω2
[
A+

1 e
−ihf,zz +A−

1 e
ihf,zz

]
. ��
�(�

%�� 
���� ! �� %�&
 �
! ���	 &���	

uz = −ihf,zA+
3 e

−ihf,zz, ��
���

Tzz = −p = λf (0− h2f,zA+
3 e

−ihf,zz)

= −ρfω2A+
3 e

−ihf,zz. ��
�)�

*	��& ��� �������� ���������	 �� z = ±L" ��������& +,	
 ��
'-� ��� ��
'�� ��� ��� ����� �,������	"

&���	 ��� ��	�
������� uz ��� Tzz �	

uz(L) = −hz [A2,1 sin(hzL)− iA2,2 cos(hzL)]− iη [B2,1 cos(kzL) + iB2,2 sin(kzL)]

+ ihf,zA
+
3 e

−ihf,zL = 0, ��
�.�

uz(−L) = −hz [−A2,1 sin(hzL)− iA2,2 cos(hzL)]− iη [B2,1 cos(kzL)− iB2,2 sin(kzL)]

− ihf,zA−
1 e

−ihf,zL + ihf,zA
+
1 e

ihf,zL = 0, ��
�/�

Tzz(L) = μS(2η
2 − k2) [A2,1 cos(hzL) + iA2,2 sin(hzL)] + i2μSηkz [B2,1 sin(kzL)− iB2,2 cos(kzL)]

+ ρfω
2A+

3 e
−ihf,zL = 0, ��
)-�

Tzz(−L) = μS(2η2 − k2) [A2,1 cos(hzL)− iA2,2 sin(hzL)] + i2μSηkz [−B2,1 sin(kzL)− iB2,2 cos(kzL)]

+ ρfω
2A−

1 e
−ihf,zL + ρfω

2A+
1 e

ihf,zL = 0, ��
)��

����� Txz �� z = ±L �	 &���� �� +,	
 ��
'�� ��� ��
'��
 0����&��& ���	� �,������	 ���� � �����1 �	

��



⎡
⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

uz(−L)
Tzz(−L)
Txz(−L)
uz(L)

Tzz(L)

Txz(L)

⎤
⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

⎡
⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

−a11 a12 −a13 a14 −a15 0

a21 a22 −a23 a24 −a25 0

0 a32 −a33 a34 −a35 0

0 −a12 a13 a14 −a15 a16

0 a22 −a23 −a24 a25 a26

0 −a32 a33 a34 −a35 0

⎤
⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

⎡
⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

A−
1

A2,1

B2,2

A2,2

B2,1

A+
3

⎤
⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
=

⎡
⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

−ihf,zA+
1 e

ihf,zL

−ρfω2A+
1 e

ihf,zL

0

0

0

0

⎤
⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
, ������

���	� 
�� ��
�
�

� �	� ���
�� ��

a11 = ihf,ze
−ihf,zL

a12 = hz sin(hzL)

a13 = η sin(kzL)

a14 = ihz cos(hzL)

a15 = iη cos(kzL)

a21 = ρfω
2e−ihf,zL

a22 = μS(2η
2 − k2) cos(hzL)

a23 = −2μSηkz cos(kzL)

a24 = −iμS(2η2 − k2) sin(hzL)
a25 = i2μSηkz sin(kzL)

a32 = −i2ηhz sin(hzL)
a33 = −i(2η2 − k2) sin(kzL)
a34 = 2ηhz cos(hzL) ������

a35 = (2η2 − k2) cos(kzL)
a16 = ihf,ze

−ihf,zL

a26 = ρfω
2e−ihf,zL.

���� �� �
 ��	����

 ��
� ����� ��
����� ���	��	��
� ���
� ��� 
� 
�� �����
 
��� ����
��
�� �	�

�� �	�

� ��� !×! ��
	�" �
 #$� ������ �� 
�� ��
�
�� �� %����	���
 	���
��
� &�	 �����
	�� �
�

�

������
	�� ���'� (��) ��*�� ��
 )� &��
� ��

�
� 
�� ��
�	��
�

 �& 
��� ��
	�" 
� +�	�� ���

��
�	��
�

 �& 
��� 6× 6 ��
	�" �� �������
�� ���
� 
�� ��&��
�	 �"��
���
� 
��� 
�� ��
�	��
�

 ��


)� �������
�� )� 
�� �����
�� ��� �& 
�� ��
�	��
�

� �& ��),��
	�����

det |�| = −a11

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a22 −a23 a24 −a25 0

a32 −a33 a34 −a35 0

−a12 a13 a14 −a15 a16

a22 −a23 −a24 a25 a26

−a32 a33 a34 −a35 0

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
− a21

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a12 −a13 a14 −a15 0

a32 −a33 a34 −a35 0

−a12 a13 a14 −a15 a16

a22 −a23 −a24 a25 a26

−a32 a33 a34 −a35 0

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
. ����-�

.	�� ��)� ����� ���

�&� a16 = a11 �
� a26 = a21 �
� &�	
��	 	����� 
���� 
�� 5×5��
	�" ��
�	��
�

�


� &��	 4× 4 ��
	�" ��
�	��
�

� ��

det |�| = −a11a11

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a22 −a23 a24 −a25
a32 −a33 a34 −a35
a22 −a23 −a24 a25

−a32 a33 a34 −a35

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
+ a11a21

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a22 −a23 a24 −a25
a32 −a33 a34 −a35
−a12 a13 a14 −a15
−a32 a33 a34 −a35

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

��



−a21a11

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a12 −a13 a14 −a15
a32 −a33 a34 −a35
a22 −a23 −a24 a25

−a32 a33 a34 −a35

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
+ a21a21

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a12 −a13 a14 −a15
a32 −a33 a34 −a35
−a12 a13 a14 −a15
−a32 a33 a34 −a35

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
. ������

��	
�� ���
� �
�� 4× 4 ������ �������	�	�
 �
 1 � 2 � 3 �	� 4 ��
���������� �����	� ��� ������ �


det |�| = −a211 1 + a11a21 2 − a21a11 3 + a221 4 . ���� �

!��������	� 	
� ��� �������	�	� 
� ���� 
� ���
� �
�� ������ �������	�	�
"

1 �

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a22 −a23 a24 −a25
a32 −a33 a34 −a35
a22 −a23 −a24 a25

−a32 a33 a34 −a35

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= a22

∣∣∣∣∣∣∣∣
−a33 a34 −a35
−a23 −a24 a25

a33 a34 −a35

∣∣∣∣∣∣∣∣
− (−a23)

∣∣∣∣∣∣∣∣
a32 a34 −a35
a22 −a24 a25

−a32 a34 −a35

∣∣∣∣∣∣∣∣

+a24

∣∣∣∣∣∣∣∣
a32 −a33 −a35
a22 −a23 a25

−a32 a33 −a35

∣∣∣∣∣∣∣∣
− (−a25)

∣∣∣∣∣∣∣∣
a32 −a33 a34

a22 −a23 −a24
−a32 a33 a34

∣∣∣∣∣∣∣∣
= a22 [−a33(a24a35 − a25a34)− a34(a23a35 − a33a25)− a35(−a23a34 + a33a24)]
+ a23 [a32(a24a35 − a34a25)− a34(a22(−a35) + a32a25)− a35(a22a34 − a32a24)]
+ a24 [a32(a23a35 − a33a25) + a33(a22(−a35) + a25a32)− a35(a22a33 − a32a23)]
+ a25 [a32(−a23a34 + a33a24) + a33(a22a34 − a24a32) + a34(a22a33 − a32a23)]

= 4(a22a33a25a34 + a23a32a24a35 − a22a33a24a35 − a25a32a23a34) ������

�#



2 �

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a22 −a23 a24 −a25
a32 −a33 a34 −a35
−a12 a13 a14 −a15
−a32 a33 a34 −a35

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= a22

∣∣∣∣∣∣∣∣
−a33 a34 −a35
a13 a14 −a15
a33 a34 −a35

∣∣∣∣∣∣∣∣
− (−a23)

∣∣∣∣∣∣∣∣
a32 a34 −a35
−a12 a14 −a15
−a32 a34 −a35

∣∣∣∣∣∣∣∣

+a24

∣∣∣∣∣∣∣∣
a32 −a33 −a35
−a12 a13 −a15
−a32 a33 −a35

∣∣∣∣∣∣∣∣
− (−a25)

∣∣∣∣∣∣∣∣
a32 −a33 a34

−a12 a13 a14

−a32 a33 a34

∣∣∣∣∣∣∣∣
= a22 [−a33(a14(−a35) + a15a34)− a34(a13(−a35) + a33a15)− a35(a13a34 − a33a14)]
+ a23 [a32(a14(−a35) + a34a15)− a34(a12a35 − a32a15)− a35(−a12a34 + a32a14)]
+ a24 [a32(a13(−a35) + a33a15) + a33(a12a35 − a15a32)− a35(−a12a33 + a32a13)]
+ a25 [a32(a13a34 − a33a14) + a33(−a12a34 + a14a32) + a34(−a12a33 + a32a13)]

= 2(a22a33a14a35 − a22a33a15a34 − a23a32a14a35 + a23a32a34a15
− a24a32a13a35 + a24a33a12a35 + a25a32a13a34 − a25a33a12a34) ������

3 �

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a12 −a13 a14 −a15
a32 −a33 a34 −a35
a22 −a23 −a24 a25

−a32 a33 a34 −a35

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= a12

∣∣∣∣∣∣∣∣
−a33 a34 −a35
−a23 −a24 a25

a33 a34 −a35

∣∣∣∣∣∣∣∣
+ a13

∣∣∣∣∣∣∣∣
a32 a34 −a35
a22 −a24 a25

−a32 a34 −a35

∣∣∣∣∣∣∣∣

+a14

∣∣∣∣∣∣∣∣
a32 −a33 −a35
a22 −a23 a25

−a32 a33 −a35

∣∣∣∣∣∣∣∣
+ a15

∣∣∣∣∣∣∣∣
a32 −a33 a34

a22 −a23 −a24
−a32 a33 a34

∣∣∣∣∣∣∣∣
= a12 [−a33(a24a35 − a25a34)− a34(a23a35 − a33a25)− a35(−a23a34 + a33a24)]
+ a13 [a32(a24a35 − a34a25)− a34(a22(−a35) + a32a25)− a35(a22a34 − a32a24)]
+ a14 [a32(a23a35 − a33a25) + a33(−a22a35 + a25a32)− a35(a22a33 − a32a23)]
+ a15 [a32(−a23a34 + a33a24) + a33(a22a34 − a24a32) + a34(a22a33 − a32a23)]

= 2(a12a33a25a34 + a13a32a24a35 − a13a32a34a25 − a14a33a35a22
− a15a32a23a34 + a15a34a22a33 + a14a35a32a23 − a12a33a24a35) ������

��



4 �

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a12 −a13 a14 −a15
a32 −a33 a34 −a35
−a12 a13 a14 −a15
−a32 a33 a34 −a35

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= a12

∣∣∣∣∣∣∣∣
−a33 a34 −a35
a13 a14 −a15
a33 a34 −a35

∣∣∣∣∣∣∣∣
+ a13

∣∣∣∣∣∣∣∣
a32 a34 −a35
−a12 a14 −a15
−a32 a34 −a35

∣∣∣∣∣∣∣∣

+a14

∣∣∣∣∣∣∣∣
a32 −a33 −a35
−a12 a13 −a15
−a32 a33 −a35

∣∣∣∣∣∣∣∣
+ a15

∣∣∣∣∣∣∣∣
a32 −a33 a34

−a12 a13 a14

−a32 a33 a34

∣∣∣∣∣∣∣∣
= a12 [−a33(−a14a35 + a15a34)− a34(−a13a35 + a33a15)− a35(a13a34 − a33a14)]
+ a13 [a32(−a14a35 + a34a15)− a34(a12a35 − a32a15)− a35(−a12a34 + a32a14)]
+ a14 [a32(−a13a35 + a33a15) + a33(a12a35 − a15a32)− a35(−a12a33 + a32a13)]
+ a15 [a32(a13a34 − a33a14) + a33(−a12a34 + a14a32) + a34(−a12a33 + a32a13)]

= 4(a12a33a35a14 + a13a32a34a15 − a12a33a34a15 − a13a32a35a14) ������

��	
���
��� ��� ������ ��

det |�| = −a211 1 + a11a21( 2 − 3 ) + a221 4 , ������

�� ����	�� �

����� ���� 2 	���� 3 	��� �� �����������

 ���� ���� ������ ��� ����!� ���� ��"��

2 − 3 = 4(a22a33a14a35 + a23a32a34a15 + a24a33a12a35 + a25a32a13a34

− a22a33a15a34 − a23a32a14a35 − a24a32a13a35 − a25a33a12a34.) ������

#�������� ��$ ��� ��������� ���	 %��� ���& ��� ���� �� ��� "�������� �� 1 ' 2 ' 3 ��� 4 ��"��

&�



1 = 4(a22a33a25a34 + a23a32a24a35 − a22a33a24a35 − a25a32a23a34)
= 4[μS(2η

2 − k2) cos(hzL)− i(2η2 − k2) sin(kzL)i2μSηkz sin(kzL)2ηhz cos(hzL)
− 2μSηkz cos(kzL)(−i)2ηhz sin(hzL)(−i)μS(2η2 − k2) sin(hzL)(2η2 − k2) cos(kzL)
− μS(2η2 − k2) cos(hzL)(−i)(2η2 − k2) sin(kzL)(−i)μS(2η2 − k2) sin(hzL)(2η2 − k2) cos(kzL)
− i2μSηkz sin(kzL)(−i)2ηhz sin(hzL)(−2)μSηkz cos(kzL)2ηhz cos(hzL)]

= 4[4μ2Sη
2hzkz(2η

2 − k2)2 cos2(hzL) sin2(kzL) + 4μ2Sη
2hzkz(2η

2 − k2)2 sin2(hzL) cos2(kzL)
+ μ2S(2η

2 − k2)4 sin(kzL) cos(kzL) sin(hzL) cos(hzL)
+ 16μ2Sη

4h2zk
2
z sin(kzL) cos(kzL) sin(hzL) cos(hzL)].

= [sin(kzL) cos(kzL) sin(hzL) cos(hzL)]

4[4μ2Sη
2hzkz(2η

2 − k2)2 tan(kzL)
tan(hzL)

+ 4μ2Sη
2hzkz(2η

2 − k2)2 tan(hzL)
tan(kzL)

+ μ2S(2η
2 − k2)4 + 16μ2Sη

4h2zk
2
z ]

= [sin(kzL) cos(kzL) sin(hzL) cos(hzL)] 4μ
2
SAS. ������

2 − 3 = 4[μS(2η
2 − k2) cos(hzL)(−i)(2η2 − k2) sin(kzL)ihz cos(hzL)(2η2 − k2) cos(kzL)

− 2μSηkz cos(kzL)(−i)2ηhz sin(hzL)2ηhz cos(hzL)iη cos(kzL)
− iμS(2η2 − k2) sin(hzL)(−i)(2η2 − k2) sin(kzL)hz sin(hzL)(2η2 − k2) cos(kzL)
+ i2μSηkz sin(kzL)(−i)2ηhz sin(hzL)η sin(kzL)2ηhz cos(hzL)
− μS(2η2 − k2) cos(hzL)(−i)(2η2 − k2) sin(kzL)iη cos(kzL)2ηhz cos(hzL)
+ 2μSηkz cos(kzL)(−i)2ηhz sin(hzL)ihz cos(hzL)(2η2 − k2) cos(kzL)
+ iμS(2η

2 − k2) sin(hzL)(−i)2ηhz sin(hzL)η sin(kzL)(2η2 − k2) cos(kzL)
− i2μSηkz sin(kzL)(−i)(2η2 − k2) sin(kzL)hz sin(hzL)2ηhz cos(kzL)]. ������

�	

��
 
�	 
	�� [sin(kzL) cos(kzL) sin(hzL) cos(hzL)] ��
���	 
�	 �����	
� ������	�

4[μShz(2η
2 − k2)3 1

tan(hzL)
− 8μSη

4h2zkz
1

tan(kzL)
− μShz(2η2 − k2)3 tan(hzL) + 8μSη

4h2zkz tan(kzL)

− 2μSη
2hz(2η

2 − k2)2 1

tan(hzL)
+ 4μSη

2h2zkz(2η
2 − k2) 1

tan(kzL)
+ 2μSη

2hz(2η
2 − k2)2 tan(hzL)

− 4μSη
2h2zkz(2η

2 − k2) tan(kzL)]

= 4[μShz[
1

tan(hzL)
[(2η2 − k2)2(−k2)] + 1

tan(kzL)
[−4η2k2hzkz]

+ [tan(hzL)[2η
2 − k2)2(k2)] + tan(kzL)[4η

2k2hzkz]

= −4k2μShz

[{
(2η2 − k2)2 1

tan(hzL)
+ 4η2hzkz

1

tan(kzL)

}
− (2η2 − k2)2 tan(hzL)− 4η2hzkz tan(kzL))

]
������

��



����������	 S 
�� A ���
 ���� ������ 
�� ������ ���� 	����

2 − 3 = [sin(kzL) cos(kzL) sin(hzL) cos(hzL)]× [−4k2μShz(S −A)]. ������

4 = 4(a12a33a35a14 + a13a32a34a15 − a12a33a34a15 − a13a32a35a14)
= 4[hz sin(hzL)(−i)(2η2 − k2) sin(kzL)(2η2 − k2)2 cos(kzL)ihz cos(hzL)

+ η sin(kzL)(−i)2ηhz sin(hzL)2ηhz cos(hzL)iη cos(kzL)
− hz sin(hzL)(−i)(2η2 − k2) sin(kzL)2ηhz cos(hzL)iη cos(kzL)
− η sin(kzL)(−i)2ηhz sin(hzL)(2η2 − k2) cos(kzL)ihz cos(hzL)

= [sin(kzL) cos(kzL) sin(hzL) cos(hzL)]×
4h2z[(2η

2 − k2)2 + 4η4 − 4η2(2η2 − k2)]
= [sin(kzL) cos(kzL) sin(hzL) cos(hzL)] 4h

2
zk

4 ������

�
���� ��� ��� ���
� ��  
! "!
�� det |�| 
�

det |�| = −a211 1 + a11a21( 2 − 3 ) + a221 4

= [sin(kzL) cos(kzL) sin(hzL) cos(hzL)]×
e−i2hf,zL

[
h2f,z4μ

2
SAS − ihf,zρfω24k2μShz(S −A) + ρ2fω44h2zk

4
]

������

#�� ���$������ ��!
����� ��� ��� ��

���� 
! 
�� 
�����

���� 
! !�
%� &

' 
���� 
�� ������� '�

������	 ��� �����
��
�� �� ��� ������ �� (��� 
�

h2f,z4μ
2
SAS − ihf,zρfω24k2μShz(S −A) + ρ2fω44h2zk

4 = 0 ������

)�����	 ��� ���
 h2f,z4μ
2
S �"����� ��� '�
 %���* 
�� "���	 μS = c2SρS 
�� ω = kcS * $�������

AS − i ρfhz
ρShf,z

k4(S −A) + ρ2fh
2
z

ρ2Sh
2
f,z

k8 = (S + iY )(A− iY ) ������

�����*

Y =
ρfhz
ρShf,z

k4, ����+�


�� S 
�� A 
�� ��,��� �� ���� ������ 
�� ������� #��� ��,��� ��� ���$������ ��!
����� ��� !�
%� &

'


���� �� 
 ���	!� -"��.�
'����� $!
�� 
�

S + iY = 0, ������


��

A− iY = 0, ����/�

��� ��

���� 
! 
�� 
�����

���� 
! 
����* ���$� ����!��

/�



����� ����	
���	 
	�	����� ��� �
���������� �
�� � ����
	��	��	� ����	

���� ������	�
� �����
�� ��������� ��� ������������ ����������� R(hf,x, hf,y, L, f) ��� T (hf,x, hf,y, L, f)

��������
���� ��� �� ����
����� �� ������� ��� �������� 	�
� ������
�� �� ��� ����� �� 
����� ���� A+
1 = 1

��

R(hf,x, hf,y, L, f) =
A−

1

A+
1

e−i2hf,zL, T (hf,x, hf,y, L, f) =
A+

3

A+
1

e−i2hf,zL. ���!" 

#� 
���� $�����%� �
�� A−
1 ��� A+

3 ��� �� ����
����� ��

A−
1 =

det

⎡
⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

−ihf,zA+
1 e

ihf,zL a12 −a13 a14 −a15 0

−ρfω2A+
1 e

ihf,zL a22 −a23 a24 −a25 0

0 a32 −a33 a34 −a35 0

0 −a12 a13 a14 −a15 a16

0 a22 −a23 −a24 a25 a26

0 −a32 a33 a34 −a35 0

⎤
⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

det

⎡
⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

−a11 a12 −a13 a14 −a15 0

a21 a22 −a23 a24 −a25 0

0 a32 −a33 a34 −a35 0

0 −a12 a13 a14 −a15 a16

0 a22 −a23 −a24 a25 a26

0 −a32 a33 a34 −a35 0

⎤
⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

���!& 

���

A+
3 =

det

⎡
⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

−a11 a12 −a13 a14 −a15 −ihf,zA+
1 e

ihf,zL

a21 a22 −a23 a24 −a25 −ρfω2A+
1 e

ihf,zL

0 a32 −a33 a34 −a35 0

0 −a12 a13 a14 −a15 0

0 a22 −a23 −a24 a25 0

0 −a32 a33 a34 −a35 0

⎤
⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

det

⎡
⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

−a11 a12 −a13 a14 −a15 0

a21 a22 −a23 a24 −a25 0

0 a32 −a33 a34 −a35 0

0 −a12 a13 a14 −a15 a16

0 a22 −a23 −a24 a25 a26

0 −a32 a33 a34 −a35 0

⎤
⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

. ���!' 
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��� ���++ � ��
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� 
� ��� ����� ���� �
	�� 
� ����� ����� ��
�� � eiωt �
��
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 	���� �

� �� �	��
�	����

����������	 �
 ��� 
��	������ 
������� ��������	 �������	�� R(hf,x, hf,y, L, f)

������ ��� �
���	��� �	���� �� ��� ������ ��� A−
1 m� �	��
�	���� ��� ��������	�� �� ���
 �	���� ��

���	���� ���	�
��� ���	�� ��� �	���� ��������	�� �	��
�	���� �� !���� ��"��� �	�� �� ��� ��
� 4 × 4

�	���� ��������	��
 	�� ��� 
	�� 
� �� ���	���� ���	�
��� ��� ��������	�� �
 ����� 	


detA−
1 m = −ihf,zeihf,zL

(
a11 1 − a21 2

)
+ ρfω

2eihf,zL
(
a11 3 − a21 4

)
= eihf,zL

(
−ihf,za11 1 + e−ihf,zLihf,zρfω

2
(
2 + 3

)
− ρfω2a21 4

)
, ����#�

$���� a16 = a11 	�� a26 = a21 
�� %	�� ���#&�� %�� ��������	��
 1  2  3 	�� 4 	�� ��'��� ��

!��� ��"�� �� ��
� ���##� ���#(� ���#�� 	�� ���()� ��
���������� *��� ��
� ���#(� 	�� ���#�� 2 + 3

�
 ,���� %���

detA−
1 m = eihf,zL

(
−ihf,za11 1 − ρfω2a21 4

)
= h2f,z 1 − ρ2fω4 4

= [sin(kzL) cos(kzL) sin(hzL) cos(hzL)]
[
4μ2Sh

2
f,zAS − 4ρ2fω

4h2zk
4
]
. ����(�

-
��� ��� ������ A−
1 �
 �	��
�	��� 	


A−
1 =

detA−
1 m

detA
.

!
�
���
���� ���
 ��� A−
1 �� ��� ����"� 	�� 
������ A+

1 = 1 ��� ��	��.$	�� ���


�� ��/������ ���0�����

�
 ����
�	��� 	


R(hf,x, hf,y, L, f) =
detA−

1 m

detA
e−i2hz,fL

= e−i2hf,zL

⎡
⎣ 4μ2Sh

2
f,zAS − 4ρ2fω

4h2zk
4

e−i2hf,zL
(
4h2zμ

2
SAS − i4hf,zρfω2k2μshz(S −A) + 4ρ2fω

4h2zk
4
)
⎤
⎦ .

-����,��� μS = c2SρS 	�� ω = kcS ����


R(hf,x, hf,y, L, f) =
AS − ρ2

fω
4h2

zk
4

μ2
Sh2

f,z

AS − iμShzk2hf,zρfω2

μ2
Sh2

f,z
(S −A) + ρ2

fω
4h2

zk
4

μ2
Sh2

z,f

. ������

1���������� Y �� ��� ����2� ���
 ����


R(hf,x, hf,y, L, f) =
AS − Y 2

AS − iY (S −A) + Y 2

=
AS − Y 2

(S + iY )(A− iY ) . ���2))�

&"



��� ������� 	
 	��
�	��� �� ��� ���
������ ���

��� ������	�
 �����	�
� ���������� ��  !�"# �
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	�	���
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 ���
� �� i ��� �� ��� �	&���
� �	�� ����
��
���� '�� ���
������ ���

���

������	�
 �����	�
� 	
 
�� �
�� ������� 	
 ��	
 ���
	
# ��� 	
 	
������ 	
 ��� ��������	�

�

����������	 �
 ��� �
�	�������	 �������	�� T (hf,x, hf,y, L, f)

(�
��� ��� 
�������� ����	) 	
 ��� ���*+� ��� A+
3 m� ,�������	
% ��� ������	
�
� �� ��	
 ����	) ��

�������� �)��

	�
 %	��


detA+
3 m = ihf,ze

ihf,zL

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a21 a22 −a23 a24 −a25
0 a32 −a33 a34 −a35
0 −a12 a13 a14 −a15
0 a22 −a23 −a24 a25

0 −a32 a33 a34 −a35

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
− ρfω2eihf,zL

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

−a11 a12 −a13 a14 −a15
0 a32 −a33 a34 −a35
0 −a12 a13 a14 −a15
0 a22 −a23 −a24 a25

0 −a32 a33 a34 −a35

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

= ihf,ze
ihf,zLa21

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a32 −a33 a34 −a35
−a12 a13 a14 −a15
a22 −a23 −a24 a25

−a32 a33 a34 −a35

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
+ ρfω

2eihf,zLa11

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a32 −a33 a34 −a35
−a12 a13 a14 −a15
a22 −a23 −a24 a25

−a32 a33 a34 −a35

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

=
(
ihf,ze

ihf,zLa21 + ρfω
2eihf,zLa11

)
∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a32 −a33 a34 −a35
−a12 a13 a14 −a15
a22 −a23 −a24 a25

−a32 a33 a34 −a35

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
. �������

(�
��� ��� ����	) ������	
�
� �� ��� ������� �
 5 �

5 � ∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a32 −a33 a34 −a35
−a12 a13 a14 −a15
a22 −a23 −a24 a25

−a32 a33 a34 −a35

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= a32

∣∣∣∣∣∣∣∣
a13 a14 −a15
−a23 −a24 a25

a33 a34 −a35

∣∣∣∣∣∣∣∣
+ a33

∣∣∣∣∣∣∣∣
−a12 a14 −a15
a22 −a24 a25

−a32 a34 −a35

∣∣∣∣∣∣∣∣

+a34

∣∣∣∣∣∣∣∣
−a12 a13 −a15
a22 −a23 a25

−a32 a33 −a35

∣∣∣∣∣∣∣∣
+ a35

∣∣∣∣∣∣∣∣
−a12 a13 a14

a22 −a23 −a24
−a32 a33 a34

∣∣∣∣∣∣∣∣
= a32 [a13(a24a35 − a34a25)− a14(a23a35 − a33a25)− a15(−a23a34 + a33a24)]
+ a33 [−a12(a24a35 − a34a25)− a14(−a22a35 + a32a25)− a15(a22a34 − a32a24)]
+ a34 [−a12(a23a35 − a33a25)− a13(−a22a35 + a32a25)− a15(a22a33 − a32a23)]
+ a35 [−a12(−a23a34 + a33a24)− a13(a22a34 − a32a24) + a14(a22a33 − a32a23)]

= 2(a32a15a23a34 + a32a13a24a35 + a33a14a22a35 + a33a12a34a25

− a32a13a34a25 − a32a14a23a35 − a33a12a24a35 − a33a15a22a34) �������

-

���	
% 
�� ��

��
�
 ���� '��� ��./ ��� ���� ���	���� 	
 5 %	��


/$



5 =2[−i2ηhz sin(hzL)iη cos(kzL)(−2)μSηkz cos(kzL)2ηhz cos(hzL)

− i2ηhz sin(hzL)η sin(kzL)(−i)μS(2η2 − k2) sin(hzL)(2η2 − k2) cos(kzL)
− i(2η2 − k2) sin(kzL)ihz cos(hzL)μS(2η2 − k2) cos(hzL)(2η2 − k2) cos(kzL)
− i(2η2 − k2) sin(kzL)hz sin(hzL)2ηhz cos(hzL)i2μSηkz sin(kzL)
+ i2ηhz sin(hzL)η sin(kzL)2ηhz cos(hzL)i2μSηkz sin(kzL)

+ 2ηhz sin(hzL)ihz cos(hzL)(−2)μSηkz cos(kzL)(2η
2 − k2) cos(kzL)

+ i(2η2 − k2) sin(kzL)hz sin(hzL)(−i)μS(2η2 − k2) sin(hzL)(2η2 − k2) cos(kzL)
+ i(2η2 − k2) sin(kzL)iη cos(kzL)μS(2η2 − k2) cos(hzL)2ηhz cos(hzL)]

= [sin(kzL) cos(kzL) sin(hzL) cos(hzL)] (

2[−8μSη
4h2zkz

1

tan(kzL)
− 2μSη

2hz(2η
2 − k2)2 tan(hzL) + μShz(2η2 − k2)3 1

tan(hzL)

+ 4μSη
2h2zkz(2η

2 − k2) tan(kzL)− 8μSη
4h2zkz tan(kzL) + 4μSη

2h2zkz(2η
2 − k2) 1

tan(kzL)

+ μShz(2η
2 − k2)3 tan(hzL)− 2μSη

2hz(2η
2 − k2)2 1

tan(hzL)
])

= [sin(kzL) cos(kzL) sin(hzL) cos(hzL)] (

2[μShz[tan(kzL)[4η
2hzkz(2η

2 − k2)− 8η4hzkz] +
1

tan(kzL)
[4η2hzkz(2η

2 − k2)− 8η4hzkz]

+ tan(hzL)[(2η
2 − k2)2(−k2)] + 1

tan(hzL)
[(2η2 − k2)2(−k2)]])

= [sin(kzL) cos(kzL) sin(hzL) cos(hzL)] (

− 2k2μShz

[
(2η2 − k2) tan(hzL) + 4η2hzkz tan(kzL) +

{
(2η2 − k2) 1

tan(hzL)
+ 4η2hzkz

1

tan(kzL)
)

}]
)

= [sin(kzL) cos(kzL) sin(hzL) cos(hzL)]
[−2k2μShz(A+ S)

]
. �������

�	
��
�	�
�� ��
� 
� ��� �������� ��� ��� a21 ��� a11 	�
�� ��
� �����

detA+
3 m =

(
ihf,zρfω

2 + ρfω
2ihf,z

)
5

= 2ihf,zρfω
2 5

= [sin(kzL) cos(kzL) sin(hzL) cos(hzL)]×
[−i4μShzk2hf,zρfω2(A+ S)

]
,

	�
�
�
�� μS = ρSc
2
S ��� ω = kcS � ��
�� ��� ������� A+

3 
�  �� 	���!� ��

A+
3 =

detA+
3 m

detA
.

�	
��
�	�
�� ��
� 
� ��� ����"� ��� �!��
�� A+
1 = 1� ��! #���!$%�&! #�!��	�! �����'
��
��  �!( 
!�� 
�

 �� 	���!� ��

��



T (hf,x, hf,y, L, f) =
detA+

3 m

detA
e−i2hf,zL

= e−i2hf,zL

⎡
⎣ −i4μShzk2hf,zρfω2(A+ S)

e−i2hf,zL
(
4h2zμ

2
SAS − i4hf,zρfω2k2μShz(S −A) + 4ρ2fω

4h2zk
4
)
⎤
⎦ .

��������� μS = c2SρS ��	 ω = kcS ��
��

T (hf,x, hf,y, L, f) =
−i ρfhz

ρShf,z
k4(A+ S)

AS − iμShzk2hf,zρfω2

μ2
Sh2

f,z
(S −A) + ρ2

fω
4h2

zk
4

μ2
Sh2

f,z

.


	��������� Y �� ��� ������ ���� ��
��

T (hf,x, hf,y, L, f) =
−iY (A+ S)

AS − iY (S −A) + Y 2

=
−iY (A+ S)

(S + iY )(A− iY ) . �������

��� ������� �� �	������� �� ��� ��������
� � ���!������ ���"����� �� !#����	 $� %&�'�
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YT &���  	��� !�*�$'� ��	 ���
�	 �	��������� SV (f) &���  	��� !�*��' ��� ��	 �	�
 ����	
� D(φ, f) &���
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 ���- ���� ��
	������ &*, � .� � $*,' �
3 &�	�����y � ������x � �	�����z'� �		 (����

!�$&�' ��� !�$&�'� + ��
���	
 ����
���	� 01 !!$�,+ "$�!% ������ �	�	
���
 �	� �� � $, 2 �	�-����

�	�- &$!, μ� ��
�����' ���	 ��
��� v0(t)� ��� �
���
��� ��	 
	������� ���	��

 v(t) &�3	��	� �� ��	
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�� �
������	
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 z2 = 376.05 ��# ��� �� ���� 
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cf

1−Δtlcf/d
, $%�%(

����� Δtl �� ��� ����1��17���� �������
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cm,s =
cf

1−Δtscf/d
, $%�&(
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θc = sin−1(cf/cm,l), $%��(
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������� ��
����� ����������� �� ��� ������ �����������

���	����,�� 	�� ��� 34 
������� &��� ��� 34 
������ �� ������	��� &��� 	 /" Ω ��	� �� �	�	����� &���

	 �� � �����	�
� 	����,��1 �� ����� �� 	����� &������ ��� '�( 
	����	���� 
	� �� ���� �� ��� ��	!

�������� ������ ���
����� �� 5�
�1 )1�� 	� ��!����� 
	����	���� �� �	��1 �� 5�
�1 )1/1� 	�� )1/1) �&�

��
����
��� 
	����	���� �
����� ��)6� 	�� ���� �� ��������� ��� ���!��!
	��� ��	��� ��
����� �����������

�� ��� ���������� �� ��� ���
���
� �	� � �"" +$% ! �1/ #$%� &��� ��
������� �� / +$%1 2�� ������

���������� &��� ����	� ��1 �6�"� ���	����,�� &��� ����	� ��1 ����""*6 	�� 	 34 
������ &��� ����	�

��1 34�5��) 	�� 
	����	���� ������� ��
����� 7� ���� �&� 8)"� ��������� ��	����
��� �� 9������

��)/�� ������� 5 �����	� ��1 :/���"� 	�� 2 �����	� ��1 :/�"//�1

�� ��� �����&�� �����	���� ��� 	����� ��	� ��� ��	��������� 	�� ��������� ����� ���	� 
����������

�1�1 ���� ,���� �	� ,���� �� ������ �� ;���� �� ���� ��� �� 
	����1 2�� ��������
	� �����	���� �	+�� ����
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���
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�� ��� &���� 
	��

�
��	��� 	� � #$%� �1�1 �	-���� ���
���
� ��� ��	��������� ��	���������� &��� 	 �	-���� ����	�
�

�� )*:1"/ �� �� �-	�����1 <�� ��� �����&�� 
	��� 	��������� 
����������� �� "1"6: �=1
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����
	� ������
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	����	�� ��� ��+��&� ��
����� ����������� �� ���

����������� &���� ��� ,��� ��	�������� ���������� ��� ���� 
��
��� ����	 � ����
� ����������� �� ���

��	�������� ��	����
�� 	�� ��� ��
��� ��	�������� ���������� ��� ���!��!
	��� ��	��� ��
����� ���!

�������� �� ��� ����������1 5��
� ��� ���!��!
	��� ��	��� ��
����� ����������� ��� ��� ������ ����������

�� �� �� 
	�
��	���� ��� ���������� �� ��	�������� = �����
� 5 → ��
����� 7� �� ������	��� &��� /"

Ω� &����	� ��	����
�� 2 �� ��	�������� � �����
� 5 → ��	����
�� 2� �� ������	��� &��� � #Ω ��

��������� ��� ���� 
��
��� ����	 � ����
� ����������1

����������	 
�� 5���
� 5 → 2�	����
�� 2

� ����	 � V
(1)
S �� ��������� �� ����
� 51 2��� �������� ��� ��!	-�� ����!,��� ����� �������� PT 	�

��	����
�� 2 	�

PT =
SV
S V

(1)
S d0
d1

eik(d0−d1), �)1:�

&���� d1 �� ��� ����	�
� ���&��� ��� ����
� 	�� ��� ��	����
��� SV
S �� ��� ���� 
��
��� ����	 � ����
�

�:



����������� �	 ��
��� 
 �� d0 = � �� k = ω/c� ����� c �� ��� ��
�� �������� �� ������

��� ���� ����
�� �
��
� ������� VST �	 ������
��� � �� ����� ��

VST =MV
T PT =

MV
T S

V
S V

(1)
S d0

d1
eik(d0−d1), �����

����� MV
T �� ��� ���� ����
�� ������� �������� ����������� �	 ��

� ���������� ������
��� �
�� �� ������� ������� ��� �����������  	 ��� ���
��� ���� ������
��� � ��

����������� ����
MV

T

SI
T

= J, ���!�

����� SI
T �� ��� ���� ����
�� �
����� ��
��� ����������� �	 �� J �� ��� ��������� ����������� 	����� "��!�

��#$� ����� ��

J =
MV

T

ZTSV
T

=
2d0
ρf
eikd0 , ���#�

����� ZT �� ��� ���������� ���
� ��������� �	 ������
��� �� SV
T �� ��� ���� ����
�� ������� ��
���

����������� �	 �� ��� ρ �� ��� ������� �	 ��� �
���
����� %
���

 �������� 	�� MV
T �� &'� ����� �����

VST =
JSV

T ZTS
V
S V

(1)
S d0

d1
eik(d0−d1). ����(�

 	 ��� ��
��� 
 ��� ������
��� � ��� �'
�� ����

SV
T = SV

S , ������

��� ��� ������� ��
��� ����������� �	 ��� ��
��� 
 ��� �� ����
����� ��

SV
S =

√
VST

V
(1)
S

d1
d0

1

JZT
eik(d1−d0). ����)�

����������	 
�� 
�
��� 
 → *������� *

� ������� V
(2)
S �� ��������� �� ��
��� 
� ���� �������� ��� ��+�,�� ��
�� �����
�� PR �� �������� * ��

PR =
SV
S V

(2)
S d0
d2

eik(d0−d2), ������

����� d2 �� ��� �������� ������� ��� ��
��� ��� ��� ���������

��� ���+�	+����� ������ ������� VSR �
� �	 �������� * �� ����� ��

VSR =MV
R PR =

MV
R S

V
S V

(2)
S d0

d2
eik(d0−d2), ����-�

����� MV
R �� ��� ���+�	+����� ������ ������� �������� ����������� �	 *�

-�
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MR
V =

VSR

V
(2)
S

d2
d0

1√
VST

V
(1)
S

d1

d0

1
JZT

eik(d1−d0)
eik(d2−d0). �
��!�
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Source S: V301 − no. 654220
Transducer T: V301 − no. 654055
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NPL calibration
NPL upper uncertainty limit
NPL lower uncertainty limit
2−transducer reciprocity method
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 �� ����


����������	 
�� ������ � → 
����	�� 


� 	������ V
(1)
S �� ����	���� �� ������ �
 ���� ���	���� ��� ������� ���� ���� ����� �������� PR �� ���

�����	�� 
 ��

PR =
SV
S V

(1)
S d0
d1

eik(d0−d1), ��
���

����� d1 �� ��� ��������  ������ ��� �����	�� ��� ��� ������! ! SV
S �� ��� ���� ������� 	������ ������

�������	��" �� ������ � �� d0 = � #
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2−transducer reciprocity method
3−transducer reciprocity method
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NPL calibration
NPL upper uncertainty limit
NPL lower uncertainty limit
3−transducer reciprocity method
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front layer
piezoelectric disk
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�	��
 ������ ����� '
� )%�!* ������

V (f) ��� ��������	� ���� ��	 ������	+��+��	����	 ������	� �������� HV P (x, y, z2, f)cw
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Hybrid FEM−ASM
FEM approach
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Hybrid FEM−ASM
FEM approach
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Measurement
FEM − without epoxy layer
FEM − with epoxy layer

��� ����� �������� ���	
��	�� 	�
��	
�
	� G(f) �
 ��� ���� ��
�� ��� 
�� �

�	��� ��������	
��	 ���� �
� ���

 ����� ����

���� ��������� 	������� 
� ��� 	��	���
�� 	�
��	
�
	�  �
� ����	� ��
��� �
�  �
���
 ����� ��
�� 
�� 	�
��	
�!� ���"�

����� �
 
�� �� ������
��
��

0 100 200 300 400 500 600 700 800 900 1000
−120

−100

−80

−60

−40

−20

Frequency, f [kHz]

C
on

du
ct

an
ce

 [2
0l

og
10

(G
) 

dB
 r

e 
1 

S
]

 

 

Measurement in air
Measurement in water

��� ����� �������� ���	
��	�� 	�
��	
�
	� �
 ��� ����� ��
�� �
�  �
�� ���� ��
�� ��� ���
�
��� 
�� ��

��



����� ������	
� ��� �

��� ��������� ��	 
 � �

� ���� ���� � (Dp × Tp) �� ������ × ����� �� �� �	
���� 
 ��
�� ����� ���	

(Df ×Tf ) 
� ������ × ����� �� �� ����� �	� �	������� 
� �	� ��� � !�����" ����� �
� �# Tb1# �� �����

��# ��� �	� !�����" ����� �
� $# Tb2# �� ����� ��� �	� �����" �	�������# Tc1# �� $��� ��# ��� �	�

�	������� 
� �	� !��� �����" %��&&
����" �	� �
�'��� &��"(# Tc2# �� ���� ��� �	� �
��� ���"�	 
� �	�

�����"# Lc# �� ����$ ��� �	� �	������� 
� �	� ������������ �
������)� ��	���)�# Tea# �� ��� � ��� �	�

��� �
�� �	������� ��� ������# Tac ��� Rac# �� ��� �
 ����$ ��� ���� ��# ���&����)���� �	� �������
��

��� ������ �� ��!� �� �

����� ���� ���������� ��	 
	�����
� ��
 �


Dp*��+ $��,�� Tb2*��+ �����

Tp*��+ ����� Tc1*��+ $���

Df *��+ ������ Tc2*��+ ����

Tf *��+ ����� Lc*��+ ����$

Tb1*��+ ����� Tea*��+ ��� �

Tac*��+ ����$ Rac*��+ ����

-���� �&
� �'&������� ���	 &�
�
��&� �
� �# �	� ������������ �
������)� ��	���)� ����� ��� ����� ��

�	� ./ ��������
�� 
� �	� &��0
�������� ���� ���	 �	� ��
�� �����# ��� 1���� ������$� .�"� ���, �	
��

�	� �������� ���������� �
��������� �� ��� �
� �	� �0$ ��� 2.��� ����� %��� .�"� ����%!((# �
�&����

�
 ./2 ���������� �
��������� ���	 �	� �&
'� ����� ��������� 3����� ��
� 1���� ����� �	�� �	�

������������ 
��� &�
)���� �	� �������# ρea# �
� �	� �&
'�# �
� �	� �
��� )��
������� �	� �
�&�����
���

��� �	��� �
��� )��
������# cLea ��� cSea# 
� �	� �&
'�# ���&����)���# ��� �	� �
����&
����" �
�� ����
�#

QMea# ���� )����� �
 ��4��� �	� ./ ��������
�� �
 �	� ������������� �	� �������� ���� ���� �
� ./

��������
�� 
� �	� ������������ �
������)� ��	���)� �� ������ �� ��!� ��,�

����� ��	� ����	��� ���� ���� ��	 ��� �����	������ ���������� ��������


cLea*�5�+ � ��

cSea*�5�+ ����

ρea*�"5�
3+ $���

QMea ��

�	� �
��������
� �
������� �
��
���" �	� &�
������� �� 1���� ���� .�"�� ��� ��� ���, �	
� �	� ./2

��������� %��� ����( ���������� �
��������� �� �
�&����
� �
 ���������� ������������ %!��� ����( �� ���#

�'������" ��� ��������" �	� ������������ �
������)� ��	���)� �� �	� ./ ��������
��# ���&����)���� 
!
)�

 �� ��0 �	� ��������� ���������� �
��������� �	
�� �
�� ��)����
�� ��
� �	� ������������� .�"�

���� �	
�� �	� �������� %!��� ����( ��� ./2 ���������� %��� ����( ���������� �
��������� �� ��� �
�

&�
�
��&� �
� $� .�"� ��$� �	
�� �	� �������� %!��� ����( ��� ./2 ���������� %��� ����( ����������

�
��������� �� ����� �
� &�
�
��&� �
� $� 
� �
� .�"�� ��� # ���, ��� ����# � ��)����
� ��� !� 
!���)��

�!
)�  �� ��0� .�"� ��$� �	
�� �	� �������� %!��� ����( ��� �	� ./2 ���������� %��� ����( �
����

�������)��� �� ����� �
� &�
�
��&� �
� $� 6	����� �	� ���������� �
��������� �	
�� ��)����
�� �!
)�

��



��� ���� ��	 
���
�	 �����	 �	�����
��� ��	� ��� ���� ��	 �
�	 �	
�
������

0 100 200 300 400 500 600 700 800 900 1000
−120

−100

−80

−60

−40

−20

Frequency, f [kHz]

C
on

du
ct

an
ce

 [2
0l

og
10

(G
) 

dB
 r

e 
1 

S
]

 

 

Measurement
FEM

��� ����� ���������� �	
�����
�� �
 ��� 
	� ��� �������� ���� ���� ���� 
�	
� ����� ����� ��
��� �	������ �	 ���

���������� �	
�����
�� ���� ��
�� ���� ��� ������������ ��	�� ������ � ����� ��������!

0 100 200 300 400 500 600 700 800 900 1000
−120

−100

−80

−60

−40

−20

Frequency, f [kHz]

C
on

du
ct

an
ce

 [2
0l

og
10

(G
) 

dB
 r

e 
1 

S
]

 

 

Measurement
FEM

��� ����� ���������� �	
�����
�� �
 ��� 
	� ��� �������� ���� ���� ���� 
�	
� ����� ����� ��
��� �	������ �	 ���

���������� �	
�����
�� ���� ��
�� ���� ��� ������������ ��	�� ������ � ����� �
������!

��



0 100 200 300 400 500 600 700 800 900 1000
−120

−100

−80

−60

−40

−20

Frequency, f [kHz]

C
on

du
ct

an
ce

 [2
0l

og
10

(G
) 

dB
 r

e 
1 

S
]

 

 

Measurement
FEM

��� ����� �������� �	
�� 
���
 �
�������
 ����������� �� ��� ��� ��������� ��� �� �������� �� ��� ��� ��
��
���� ����


���
�

0 100 200 300 400 500 600 700 800 900 1000
−120

−100

−80

−60

−40

−20

Frequency, f [kHz]

C
on

du
ct

an
ce

 [2
0l

og
10

(G
) 

dB
 r

e 
1 

S
]

 

 

Measurement
FEM

��� ���	� �������� �	
�� 
���
 �
�������
 ����������� �� ����� ��� ��������� ��� �� �������� �� ��� ��� ��
��
����

���� 
���
�

��



200 300 400 500 600 700 800 900 1000
10

15

20

25

30

35

40

45

50

55

Frequency, f [kHz]S
ou

rc
e 

se
ns

iti
vi

ty
 [2

0l
og

10
|S

V
| d

B
 r

e 
1 

P
a/

V
 a

t 1
 m

]

 

 

Measurement
FEM

��� ����� �������� �	
�� 
���
 ��
���� ������ ����������� �� ����� ��� ��������� ��� �� �������� �� ��� ��� ��
��
����

���� 
���
�

����� ������	
� ��� �

� ����� ������	�
 �� �����

� �� �
�� ��
 �
�����
������	 �� ��
 ������

� �
����� ��� ���
���� ����

��� ��
 
�

���
���	 
����
���
 ���
���
� ��� ������	�
 ��� � � ���� ���� ���� (Dp × Tp) �� � �!�� ×
��"#$ �� �� ��
�� � ����� ��	
� ���� (Df × Tf ) �� �%�  % × &�%$# �� �� ��
�� '�
 ���
��
�� �� ��


()� ��
���� ��	
� ��� &� Tb1� �� &#�&� ��� ��� ��
 ��
���� ��	
� ��� �� Tb2� �� &��$ ��� '�
 
�����

���
��
��� Tc1� �� ��!� ��� ��� ��
 ���
��
�� �� ��
 ��
� 
����� *���������� ��
 
��+��� ����,� Tc2� ��

��"$ ��� '�
 ����� �
���� �� ��
 
������ Lc� �� � � � ��� '�
 ���
��
�� �� ��
 
�

���
���	 
����
���


���
���
� Tea� �� %�%�&�# ��� '�
 ��� 
��
 ���
��
�� ��� ������� Tac ��� Rac� �� �
� �� &%� � ���  �%&

��� �
��

���
�	� '�
 ���
������ ��
 ����
� �� '��� #�"�

�	
�� ��
� ���������� ��� ��������� ��� ��

Dp-��. � �!�� Tb2-��. &��$ 

Tp-��. ��"#$ Tc1-��. ��!�

Df -��. �%�  % Tc2-��. ��"$

Tf -��. &�%$# Lc-��. � � �

Tb1-��. &#�&� Tea-��. %�%�&�#

Tac-��. &%� � Rac-��.  �%&

"�



0 100 200 300 400 500 600 700 800 900 1000
−120

−100

−80

−60

−40

−20

Frequency, f [kHz]

C
on

du
ct

an
ce

 [2
0l

og
10

(G
) 

dB
 r

e 
1 

S
]

 

 

Measurement
FEM

��� ����� ���������� �	
�����
�� �
 ��� 
	� ��� �������� ���� ���� ���� 
�	
� ����� ����� ��
��� �	������ �	 ���

���������� �	
�����
�� ���� ��
�� ���� ��� ��	�� ����� �
������ 

0 100 200 300 400 500 600 700 800 900 1000
−120

−100

−80

−60

−40

−20

Frequency, f [kHz]

C
on

du
ct

an
ce

 [2
0l

og
10

(G
) 

dB
 r

e 
1 

S
]

 

 

Measurement
FEM

��� ����� �������� ����� ��
�� ���������� �	
�����
�� �
 ��� 
	� ��	�	���� 
	 !� �	������ �	 ��� ��� ���������� ����

��
�� 

��



0 100 200 300 400 500 600 700 800 900 1000
−120

−100

−80

−60

−40

−20

Frequency, f [kHz]

C
on

du
ct

an
ce

 [2
0l

og
10

(G
) 

dB
 r

e 
1 

S
]

 

 

Measurement
FEM

��� ����� �������� �	
�� 
���
 �
�������
 ����������� �� ����� ��� ��������� ��� �� �������� �� ��� ��� ��
��
����

���� 
���
�

200 300 400 500 600 700 800 900 1000
0

10

20

30

40

50

60

Frequency, f [kHz]S
ou

rc
e 

se
ns

iti
vi

ty
 [2

0l
og

10
|S

V
| d

B
 r

e 
1 

P
a/

V
 a

t 1
 m

]

 

 

Measurement
FEM

��� ����� �������� �	
�� 
���
 ��
���� ������ ����������� �� ����� ��� ��������� ��� �� �������� �� ��� ��� ��
��
����

���� 
���
�

��



���� ���� ��	
� ��� 
������� ����� ����� ��� ��� ���������� ���� ����� ���������� �	��������� �� ���

�	� ��� �������� ���� ���� ��� ��	�� ����� ��������� ��� ������������ �	������!� �"	#� ����� �� ���

�� ��
�����	��� $�� �	��������	� �	������� �	��	
��� ��� "�	������� �� %���� ��&� ���� ���& ��	
�

��� 
������� ����� ����� ��� ��� ���������� ���� ����� ���������� �	��������� �� ��� �	� "�	�	��"� �	�

&� ���� ���' ��	
� ��� 
������� ����� ����� ��� ��� ���������� ���� ����� ���������� �	��������� ��


���� �	� "�	�	��"� �	� &� ���� ���� ��	
� ��� 
������� ����� ����� ��� ��� ���������� ���� �����

!	����� �	���� �������!��� �� 
���� �	� "�	�	��"� �	� &� $�� ��
� ��!����	�� ��	!� �(( �)� �� �	�

����� ��*+ ���( ��� ���& ��� 	����!�� ��� �� ���� �""����� ����� ����� ���,��� ��� ���,��� ��	
 ���

���������� �	��������� ��� ��� �	���� �������!��� 	� "�	�	��"� �	� & �� ��� ���-����� ����� ( . *��

�)� ��	���� ���� ������ ���"����!��� �	
"���� �	 ��� ������� ���� ������ ��	
� �� ����� ���' ���

���� ��� 
������
���� ������ ������� $�� ��.�	��� &.���������� ����"�	���� ���������	� �� ���� �����


������
���� ��!� ���� �	������� �" �	 *�� �)� �/�0 ���������	� 
�� �!������� �" �	 * �)� ���

%���� &���� $�� ��� ����" �� ��������� �� %���� '���� �� ���� ��� & ���
���� "�� ����� 
�!�������

�� *�� �)� �������� 	� �� * �)�� �� ���� �� ��� ���
��� ��!���	�� 1 ���-����� ���" 	� *( �)� �� ����

�������� 	� * �)��� $���� 2����� ��� ���� "�������� �	� ��� ��������	� �� %���� '�� ��������� ��� ��
����

���-����� ����� 	� �� ��
�����	�� ��� ��� ���	 ���� �	 �	�2�
 ���� ��� ��� ������� "�������� �� ����

���"��� ��!� ���-������ �	�!����� �	� ��� �� 
������
��� �	
"����	���

0 500 1000 1500
−120

−100

−80

−60

−40

−20

Frequency, f [kHz]

C
on

du
ct

an
ce

 [2
0l

og
10

(G
) 

dB
 r

e 
1 

S
]

 

 

Measurement
FEM, 3 elements at 1 MHz
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Plane wave (0° incidence)
FEM approach (0° beam incidence)
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Plane wave (0° incidence)
Plane wave (1° incidence)
FEM approach (0° beam incidence)
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Measurement

plane waves (0° incidence)
plane waves (1° incidence)
Hybrid FEM−ASM
FEM approach
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