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Resumen

La teoria de los juegos es una rama de la matemética con aplicaciones a la
economia, sociologia, biologia y psicologia, que analiza las interacciones en-
tre individuos que toman decisiones en un marco de incentivos formalizados
(juegos). En un juego, varios agentes buscan maximizar su utilidad eligiendo
determinados cursos de accion. La utilidad final obtenida por cada individuo
depende de los cursos de accion escogidos por el resto de los individuos.

La teoria de juegos es una herramienta que ayuda a analizar problemas
de optimizacion interactiva. La teoria de juegos tiene muchas aplicaciones en
las ciencias sociales. La mayoria de las situaciones estudiadas por la teoria
de juegos implican conflictos de intereses, estrategias y trampas. De parti-
cular interés son las situaciones en las que se puede obtener un resultado
mejor cuando los agentes cooperan entre si, que cuando los agentes intentan
maximizar sélo su utilidad.
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Introduccion

Un juego puede definirse como todo problema de decision donde hay mas
de un agente o decisor y las decisiones de un jugador tienen efectos sobre
el otro. Los juegos mas interesantes son aquellos donde los intereses de los
agentes estan completa o parcialmente contrapuestos. Esta definicion de jue-
go contiene varios elementos a remarcar. Por un lado, tenemos varios agentes
decisores. En caso contrario, si s6lo hay un agente decisor, seria un problema
de analisis de decisiones, probablemente bajo incertidumbre, para la cual se
disponen numerosas técnicas de resolucion o anélisis. Para tener un juego de-
bemos tener al menos dos agentes o jugadores cuyas decisiones interaccionan
de forma que puedan afectar los intereses de los otros jugadores. Esto nos
lleva al segundo punto. Todo juego no trivial debe tener algin aspecto de
conflicto de intereses, aunque se puede pensar en juegos en los cuales el Uni-
co problema es coordinacion, ya que los intereses de los jugadores coinciden.
En estos juegos, el conflicto se presenta en la regla de coordinacién de los
jugadores. La ausencia de conflicto de intereses trivializa el juego. Aunque
formalmente sigue siendo un juego, nos parece adecuado incluir un nivel de
conflicto en la definicién del mismo.

Nuestro mundo esta lleno de situaciones de conflicto, el ambito de aplica-
cién de los juegos es muy amplio. Algunos ejemplos presentes en el mundo
empresarial podrian ser temas tan diversos como guerras de precios entre
competidores, introduccién de nuevos productos, continuacién de programas
de investigaciéon en nuevos procesos, pujas en contratos publicos, negocia-
ciones de contratos para la venta de instalaciones de ordenadores de varios
millones de ddlares, negociaciones con los sindicatos, etc. El diseno de es-
trategias competitivas, su ejecucién, las multiples negociaciones cotidianas
dentro y fuera de las organizaciones, e incluso nuestras relaciones interper-
sonales, estan repletas de factores estratégicos que pueden analizarse en el
esquema conceptual de Teoria de Juegos.

Cabe distinguir dos tipos basicos de juegos, o dicho de otro modo, dos enfo-
ques basicos en el analisis de un juego, cooperativos y no cooperativos. En el
enfoque cooperativos se analizan las posibilidades de que algunos o todos



los jugadores lleguen a un acuerdo sobre qué decisiones va a tomar cada uno,
mientras que en el enfoque no cooperativo se analiza qué decisiones tomaria
cada jugador en ausencia de acuerdo previo. Entre los juegos no cooperativos
cabe hacer dos distinciones bésicas, juegos estaticos o dinamicos, y juegos
con o sin informacién completa. En los juegos estaticos los jugadores toman
sus decisiones simultdneamente (o dicho de otra manera més precisa, cada
jugador decide sin saber qué han decidido los otros), mientras que en los
dindmicos puede darse el caso en el que un jugador conozca ya las decisiones
de otro antes de decidir. En los juegos de informacién completa, todos los
jugadores conocen las consecuencias, para si mismos y para los demas, del
conjunto de decisiones tomadas, mientras que los juegos con informacion
incompleta, algin jugador desconoce alguna de esas consecuencias. En este
trabajo como introduccién estudiaremos los juegos no cooperativos estaticos
con informacion completa.
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Metodologia

Para cumplir los objetivos propuestos en esta investigacion se seguiran
las siguientes etapas:

1. Revisién bibliografica: se estudiaran diferentes libros, con la finali-
dad de conocer y relacionar los enfoques de cada autor, tomaremos los
libros como base, y tendremos un banco de documentos que facilite el
acceso a la informacion para aclarar dudas que se presenten durante la
investigacion.

2. Resolucién de ejercicios: se resolveran ejercicios para comprender y
aplicar lo aprendido en la lectura. Estos ejercicios ya resueltos pasaran
a ser ejemplos del documento final.

3. Demostracion de los principales teoremas: se demostrard con
el mayor detalle posible cada uno de los resultados enunciados, espe-
cialmente aquellos que fundamentan los resultados principales que se
desean establecer.
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Capitulo 1

Juegos estaticos con
informacion completa

En este primer capitulo nos concentraremos en como representar un juego
en su forma normal o estratégica para estrategias puras. Luego se comienza
con el estudio detallado de los modelos mas simples de juego, los juegos
estaticos con informacion completa. Estos juegos se representan de manera
natural en forma estratégica, ya que los jugadores realizan sus jugadas de
manera simultanea, y esta forma sencilla de representacion es adecuada para
iniciar el estudio de los conceptos de soluciéon de un juego. En las secciones
que siguen, se abordan algunos conceptos de solucién basados en la idea de
dominacién entre estrategias puras y el importante concepto de equilibrio
de Nash en estrategias puras. Se estudian también algunas aplicaciones de
las ideas inducidas: el duopolio y el oligopolio de Cournot, el duopolio y
oligopolio de Bertrand y el problema de la sobreexplotacién de los bienes
comunales.

1.1. Juegos en forma estratégica

Los elementos fundamentales de un juego estatico con informacion com-
pleta son: jugadores, estrategias disponibles para cada jugador, y ganancias
o pagos resultantes para cada jugador (utilidad que a cada uno reporta cada
resultado del juego).

En este caso, los jugadores toman sus decisiones simultdaneamente (o dicho
con mds precision, sin conocer las decisiones de los otros) y de una sola vez,
y a continuacién reciben las ganancias, que dependen de la combinaciéon de
decisiones tomadas. Por esta razén, los juegos estaticos reciben también el
nombre de juegos con jugadas simultaneas. Ademads, se supone que es de
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dominio ptblico el conocimiento de la estructura completa del juego. Es
decir, todos los jugadores conocen las estrategias o acciones disponibles para
cada jugador y las ganancias resultantes de cada combinacion de acciones, y
ademas todos saben que todos las conocen.

Antes de comenzar a definir la forma estratégica de un juego comencemos
a definir algunos aspectos importantes que debemos tener en cuenta duran-
te este capitulo. Definiremos la palabra estatico e informaciéon completa en
términos de teoria de juegos.

Definicién 1.1. Estdtico: Ningun jugador observa las acciones de ningin
otro antes de tomar sus decisiones, y cada jugador solo tiene un turno. Se
puede dar en dos casos:

= Juegos simultdneos.

= Juegos secuenciales pero sin posibilidad de monitoreo de acciones pre-
vias. (los turnos pueden no ser simultdneos, pero cada jugador no puede
observar las movidas de quienes deciden antes que €l).

Definicién 1.2. Informacion Completa: Cada jugador conoce la fun-
cion objetivo de cada uno de sus contrincantes.

Estos juegos suelen representarse mediante la forma estratégica, de la que
se dice que es la representacion normal del juego.

Definicién 1.3. Formalmente, un juego en Forma Normal posee:
» Un conjunto de jugadores J ={1,2,...,n}.

» Fl conjunto o espacio de estrategias de cada jugador: S; para cada v de
J. A cada s = (s1, 82, ..., Sn), donde cada s; € S; se le llama combina-
cion o perfil de estrategias.

» La funcion de pagos o ganancias de cada jugador: u; par cada i en J,
notemos que u; : S = S; X Sy X ... X S, — R toma las estrategias
(81,82, ..., 8n) Y le asigna un valor en los reales llamada utilidad del
Jugador.

El juego asi especificado puede denotarse:
G ={J; 51,59, ..., Sn; U1, us, ..., Up }

Nota 1.1. Al wvector (n-1)-dimensional obtenido a partir de s = (s1, Sa, ..., Sn)
al suprimir s; se le denota s_;. El vector s_; = (81,82, -y Si—1, Sit1y -+ Sn) €S,
por tanto, la combinacion de estrategias jugadas por los demds jugadores.
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Nota 1.2. En este capitulo cuando nos referimos a estrategia, nos vamos a
referir a estrategia pura que bdsicamente es una estrategia con probabilidad
uno. En el capitulo dos introduciremos estrategias miztas en donde a cada
estrategia le asignamos diferentes probabilidades.

Merece la pena, precisar el significado de la expresion informacion de
dominio publico, ya que se trata de un concepto muy importante en la Teoria
de Juegos.

Definicién 1.4. Decimos que una informacion I es de dominio piublico o que
es conocimiento comun de un conjunto de jugadores J si ocurre lo siguiente:

» Todos los jugadores saben o conocen I.
» Todos los jugadores de J saben que todos ellos saben I.

» Todos los jugadores de J saben que todos ellos saben que todos ellos
saben 1.

Y asi sucesivamente.

Descripcion y representacion de algunos ejemplos im-
portantes de juegos

Merece la pena subrayar que los ejemplos que siguen a continuacion, y
muchos otros que se estudian en este trabajo, modelizan una gran variedad
de problemas de interaccion y conflicto mediante una simplificacion, a veces
drastica, de las situaciones reales. En consecuencia, no deberia contemplarse
el analisis formal de dichos ejemplos como un intento de solucion completa
de esos problemas, sino como un primer paso en su comprension.

Ejemplo 1.1. El dilema del prisionero es, probablemente, el juego mds sim-
ple y famoso, y se basa en el siguiente relato ilustrativo:
Dos delincuentes habituales son apresados cuando acaban de cometer un de-
lito grave. No hay prueba clara contra ellos, pero si indicios fuertes de dicho
delito y ademds hay pruebas de un delito menor. Son interrogados simultdnea-
mente en habitaciones separadas. Ambos saben que si los dos se callan serdn
absueltos del delito principal por falta de pruebas, pero condenados por el
delito menor (1 ano de cdrcel), que si ambos confiesan, serdn condenados
por el principal pero se les rebajard un poco la pena por confesar (4 anos),
y finalmente, que si solo uno confiesa, €l se librard de penas y al otro «se le
caerd el pelo» (5 anos).

La representacion en forma estratégica es la siguiente: Teniendo en cuen-
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Prisionero 2

Callar Confesar
Prisionero 1 Callar -1,-1 -5,0
SIOLETO Confesar  0,-5 -4,-4

Tabla 1.1: El Dilema del Prisionero

ta el significado de los pagos, y en particular que son interpretables como uti-
lidades y representables mediante una escala, podemos aplicar a la escala de
pagos de cada jugador una transformacion afin positiva para fines practicos.
Por ejemplo, sumemos 5 unidades a todos los pagos del juego y obtenemos la
nueva tabla 1.2. Para este juego, los conjuntos de jugadores y de estrategias,

Prisionero 2

Callar Confesar
Prisi 1 Callar 4.4 0,5
risionero Confesar 5,0 1,1

Tabla 1.2: El Dilema del Prisionero(escala estandar)

y las funciones de pagos son:

J =A{1,2}, S1 = Sy = {Callar , Confesar }
» La utilidad del Jugador 1

uy (Callar, Callar) = 4
uy (Callar, Confesar) =0
uy (Confesar, Callar) =5

uy (Confesar, Confesar) = 1

» La utilidad del Jugador 2

uy (Callar, Callar) = 4
ug (Callar, Confesar) =5
ug (Confesar, Callar) =0

ug (Confesar, Confesar) = 1
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Ejemplo 1.2. En el juego exageradamente llamado la batalla de los sexos,
dos enamorados se citan para salir a divertirse después del trabajo, si bien
no se han decidido entre ir al cine o ir al futbol, que comienzan a la misma
hora. Llegada la hora de salir, no pueden comunicarse entre ellos, de modo
que cada uno se ve obligado a ir directamente a un lugar, cine o futbol, y
a esperar que la decision del otro sea la misma. Ambos prefieren ir juntos
al sitio que sea antes que ir solos cada uno a un sitio, aunque el jugador 1
preferiria que ese lugar fuese el futbol y la jugadora 2 desearia que fuese el
cine.

A continuacion en el cuadro 1.3 se especifica la forma estratégica de este
Juego.

Jugador 2
Cine Fuatbol
Cine 1,2 0,0
Jugador 1 Fitbol 0,0 2.1

Tabla 1.3: Batalla de los sexos

1.2. Solucién de un juego

Los problemas de decisién individual, y en particular los que pertenecen
al &mbito de la optimizacién, tienen una o varias soluciones que (en muchos
casos) podemos hallar mediante técnicas apropiadas. En estos casos la pa-
labra solucion tiene un significado claro: se trata de la decisién éptima, la
que mas conviene al agente que se plantea el problema. Ademas, cuando hay
varias soluciones todas ellas son igualmente deseables para el agente.

En términos intuitivos, llamaremos solucién de un juego a un con-
junto de perfiles de estrategias tal que es razonable pensar que los jugadores
tomaran decisiones pertenecientes a dicho conjunto, y llamaremos concepto
de solucion de un juego a un procedimiento que permita obtener, de manera
precisa y bien argumentada, una solucion.

En las paginas que siguen se proponen distintos conceptos de solucion,
basados en dos clases de argumentos, los argumentos de dominacién y los
argumentos de equilibrio.
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1.2.1. Soluciones de un Juego mediante argumentos de
dominacién

Intuitivamente hablando, una estrategia de un jugador se dice dominante
si es tan buena o mas que cualquier otra como respuesta a cualquier combi-
nacién de estrategias que elijan los demas jugadores, y una estrategia dada
s; de un jugador se dice que estd dominada por otra estrategia s, del mismo
jugador si la segunda le conviene mas que la primera, independientemente de
lo que hagan los otros jugadores. El argumento basico de dominacion con-
siste en que un jugador racional no deberia jugar estrategias dominadas y
en que, en caso de saber que otros jugadores son racionales, deberia suponer
que éstos no van a jugar tal clase de estrategias.

Definicién 1.5. En un juego sean 3; Y s;-' dos estrategias del jugador 1.

= Decimos que s; esta dominada, o también débilmente dominada,
por s;/ cuando la desigualdad

/

/ /
ui(sl, vy Si—15 855 Sit1y ooy Sn) < ui(sl, e Si—1, 855 Si+1, ...,Sn)

se cumple para toda combinacion de estrategias de los otros jugadores.

. ’ , . . 7
» Decimos que s; estd estrictamente dominada por s; cuando la de-
sigualdad

"

/
ui<817 ey Si—15 S5y Sid1y eeny Sn) < ui(sla ey Si—15 855 Sitly ooy Sn)
se cumple para toda combinacion de estrategias de los otros jugadores.

Es evidente que el hecho de que, para un jugador, una estrategia domine
estrictamente a otra (que reporta pagos estrictamente mayores para él que
esa otra) implica que también la domina débilmente (pagos iguales o ma-
yores). Parece razonable suponer que los jugadores racionales (que intentan
maximizar sus pagos o ganancias, y son capaces de hacer todos los célcu-
los y razonamientos que les conduzcan a ello) no juegan o usan estrategias
dominadas, y menos atin juegan estrategias estrictamente dominadas.

Por otra parte, el concepto de estrategia dominante, que se define a conti-
nuacion, se aplica a una estrategia de un jugador cuando ésta es tan buena o
mas que cualquier otra como respuesta a cualquier combinacién de estrategias
que elijan los demés jugadores.

Definicién 1.6. En el juego G = {J : Si, S, ..., Sp; t1, Ug, ..., U, } Sea s; una
estrategia del jugador i.
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= Decimos que s; es dominante cuando la desigualdad

!
Ui (815 ey Sim1, Siy Sitls s Sn) < Uj (81, vy 8im1, 845 Sit 1, .--,Sn>

se cumple para toda estrategia s; de dicho jugador y para toda combi-
nacion de estrategias de los otros jugadores.

s Si todas las desigualdades se cumplen de manera estricta decimos que
/ . .
s; es estrictamente dominante.

Obsérvese que, al no exigir en la definicién de estrategia dominante que
la desigualdad sea estricta en al menos un caso, puede ocurrir que un jugador
tenga mas de una estrategia dominante.

Ejemplo 1.3. En el dilema del prisionero

Prisionero 2

Callar Confesar
Prisi 1 Callar 4.4 0,5
FISlonero Confesar 5,0 1,1

Tabla 1.4: El Dilema del Prisionero

se observa que para el jugador 1:

ui(Callar,Callar) = 4 < 5 = uy(Con fesar, Callar)

uy(Callar,Confesar) = 0 < 1 = uy(Confesar, Con fesar)

y algo analogo ocurre para el otro jugador. Por tanto, para cualquier jugador,
la estrategia Callar estd estrictamente dominada por la estrategia Con fesar,
y en consecuencia ambos elegirdn (si son racionales en el sentido anterior)
Confesar.

1.2.2. Primer concepto de solucién: Uso de Estrategias
Dominantes (UED)

Segtn este concepto de solucion, pertenecen a la solucion del juego todos
aquellos perfiles de estrategias en los cuales cada jugador usa una estrategia
dominante.
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Por desgracia, este concepto de solucién no siempre es aplicable. Los
juegos en los que cada jugador tiene alguna estrategia dominante son mas
bien la excepcion que la regla.

Ejemplo 1.4. En el dilema del prisionero, este concepto si es aplicable, pues
en este caso cada jugador tiene una estrategia estrictamente dominante, que
es Confesar. La solucion es el perfil (Confesar, Confesar).

Por el contrario, en la batalla de lo sexos no es aplicable esta solucion,
pues en cualquiera de ellos existe un jugador sin estrategia dominante.

Entonces, descrito lo anterior es importante buscar otras formas de solu-
cionar un Juego.

1.2.3. Segundo concepto de solucion: Eliminacion Ite-
rativa Estricta (EIE)

. Qué ambiente de racionalidad es necesario para respaldar los argumentos
de dominacién y los conceptos de solucién basados en ellos? Recordemos que
consideramos racionales a aquellos jugadores que intentan maximizar sus
pagos o ganancias, y que ademas son capaces de hacer todos los calculos
y razonamientos que les conduzcan a ello. Pues bien, el argumento bésico
de dominacién, segin el cual ningin jugador racional jugara una estrategia
que esté estrictamente dominada, y el anterior concepto de solucién, segin
el cual cualquier jugador racional jugara una estrategia dominante, si es que
la tiene, sélo requieren para su validez una hipdtesis de racionalidad minima:
que todos los jugadores sean racionales. Sin embargo, bastaria con proponer
una hipotesis mas fuerte, y aun asi razonable, para conseguir en muchos casos
unos resultados mas precisos y satisfactorios.

Ejemplo 1.5. Analicemos el juego siguiente, en el cual el primer concepto
de solucion no es aplicable

Jugador 2
I D
A 02 4,100
B 20,40 8,0

Jugador 1

Tabla 1.5: Juego con estrategias dominadas

En este juego, y con la hipdtesis de que ambos jugadores son racionales, el
argumento bdsico de dominacion permite descartar la estrategia A del jugador
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1, ya que estd estrictamente dominada por B, pero no permite avanzar mds.
Asi pues, tanto (B, 1) como (B, D) serian resultados aceptables. Sin embargo,
bastaria con anadir la hipdtesis de que el jugador 2 sabe que el jugador 1 es
racional para que pudiéramos avanzar un paso y descartar la estrategia D del
Jugador 2, lo que permitiria concluir que la solucién del juego es el perfil (B,
I) y solo ese perfil.

Nuevas hipotesis de ese estilo permitirian, en otros ejemplos, avanzar
en dicho proceso de eliminacién o descarte de estrategias. Para simplificar,
aceptaremos a partir de ahora el supuesto de que no sélo los jugadores son
racionales, sino que es de dominio publico el hecho de que todos los
jugadores son racionales. Este supuesto hace posible introducir el segundo
concepto de solucién, que se basa en la eliminacién sucesiva que acabamos
de ilustrar, por medio de la siguiente Definicién :

Definicién 1.7. Dado un juego finito G = {J : Sy, Sa, ..., Sp; 1, Ug, ...yt },
llamamos Eliminacion Iterativa Estricta, o bien Eliminacion Itera-
tiva de Estrategias Estrictamente Dominadas EIE al proceso:

» Primer Paso. De cada uno de los jugadores, y a la vez, se eliminan todas
las estrategias que estén estrictamente dominadas en el juego inicial G.
Se construye el juego reducido Gy que resulta de tal eliminacion.

» Sequndo Paso. De cada uno de los jugadores, y a la vez, se eliminan to-
das las estrategias que estén estrictamente dominadas en el juego inicial
G1. Se construye el juego reducido G que resulta de tal eliminacion.

Y asi sucesivamente. Se acaba el proceso, cuando ya no quedan, para ningin
Jugador, estrategias que eliminar. Denotamos por S; al conjunto de estrate-
gias supervivientes del jugador i.

De acuerdo con este concepto de solucién, son soluciones todos los perfiles
estratégicos constituidos por estrategias que sobreviven al proceso de elimi-
nacién iterativa estricta. Llamaremos SF/F al conjunto de dichos perfiles
estratégicos solucion.

Ejemplo 1.6. Dado el juego en la tabla 1.6

Puesto que la racionalidad de ambos jugadores es una informacion de do-
minio publico, ambos jugadores son racionales y cada uno sabe que el otro
lo es y ademds sabe que el otro lo sabe. En consecuencia, puede razonarse asi:

El jugador J1, que es racional, elimina la estrategia Media porque estd
estrictamente dominada por Baja (pagos 1 frente a 3y 2 frente a 4). El juga-
dor J2 sabe que J1 es racional y por tanto sabe que J1 ha eliminado Media.
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J2
Izquierda Derecha
Alta 4,2 0,1
J1 Media 1,2 2,4
Baja 3,3 4.2

Tabla 1.6: Juego con diferente nimero de estrategias

Al comparar 1zquierda con Derecha en ausencia de Media de J1, el jugador
J2, que también es racional, deduce que Izquierda domina estrictamente a
Derecha (pagos 2 frente a 1y 3 frente a 2), por lo que elimina Derecha. El
Jgugador J1 sabe que J2 es racional y que ademds J2 sabe que J1 es racio-
nal, y por tanto sabe que J2 ha eliminado Derecha como consecuencia de la
eliminacion por J1 de Media. Al comparar Alta con Baja en ausencia de
Derecha, J1 deduce que Alta domina estrictamente a Baja (pago 4 frente a
3) por lo que elimina Baja.

En conclusion, las unicas estrategias supervivientes al proceso EIE son
Alta de J1 e Izquierda de J2. Ambas constituyen el inico perfil solucion del
Juego, es decir, Sgprp = {(Alta, I zquierda)}.

1.2.4. Comparacion entre los anteriores conceptos de
solucién

El teorema siguiente establece algunas relaciones entre los conceptos de
solucion arriba definidos.

Teorema 1.1. Sea G = {J: 51,52, ..., Sp; U1, Us,y ..., up } un juego finito o

infinito, y s* = (s3, 85, ..., 85, ..., %) un perfil de estrategias.

79 On

n 57 s* estd constituido por estrategias s; que dominan estrictamente a
todas las demds del jugador i, es el unico perfil que sobrevive al proce-
so de eliminacion iterativa débil y al de eliminacion iterativa estricta,
cualquiera que sea el orden de eliminacion.

n S15* estd constituido por estrategias s} que dominan débilmente a todas
las demds del jugador i, sobrevive a ambos procesos para cualquier orden
de eliminacion, pero no es necesariamente el unico perfil superviviente..

Demostracion. = Sea s* constituido por estrategias s; que dominan es-
trictamente a todas las demas del jugador i. Dado cualquier jugador 4,
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y cualquier estrategia s; de 7 distinta de s} , s; esta estrictamente do-
minada por s; , luego el proceso de eliminacién iterativa, tanto estricta
como débil, descartard a si en algiin momento (ya que si sigue estando
dominada estrictamente por s* en todas las etapas del proceso). Por
tanto, sélo el perfil s* sobrevivira.

= Sea s* constituido por estrategias s; que dominan débilmente a todas
las demas del jugador i. Dado cualquier jugador ¢, y cualquier estrategia
s; de 7 distinta de s , s; estd débilmente dominada por s, por lo que no
dominara débilmente a s} en ninguna etapa del proceso de eliminacién
iterativa, sea estricta o sea débil. Asi pues, ni el proceso de eliminacion
iterativa estricta ni el débil, descartaran nunca a s;.

]

1.3. Soluciones de un Juego mediante Equili-
brios de Nash

Este es quiza el mas importante concepto de solucién. Segun él, lo ra-
zonable es esperar que los jugadores jueguen un perfil de estrategias que
constituya un equilibrio de Nash, tal como se define a continuacién. Se pre-
tende que este nuevo concepto de solucién sea un refinamiento, constituido
por modos razonables de jugar, de los conceptos de solucién basados en la
eliminacion iterativa de estrategias dominadas.

Lo que se propone a continuacion es un enfoque completamente diferen-
te al de la dominacion de estrategias, una linea de andlisis en la cual la
cuestion clave es: jqué propiedades deberia tener un perfil de estrategias pa-
ra constituirse en solucién de un juego?, jqué propiedades debe tener un
perfil de estrategias para que podamos pensar que es una buena prediccion
del comportamiento de jugadores racionales? Procedemos por tanto, a rea-
lizar un analisis de equilibrio. Dicho analisis nos proporciona el concepto de
equilibrio de Nash como condicién necesaria (y en algunos casos también su-
ficiente) para que un perfil de estrategias sea la solucién del juego, es decir,
una prediccion valida sobre el comportamiento de jugadores racionales.

Definicién 1.8. En el juego G = {J : S1,Ss, ..., Sp; U1, ua, ..., Uy }, decimos
que el perfil de estrategias (s7,s5,...,sf,...,s%) es un Equilibrio de Nash
(EN) si para cada jugador i,

* * * * * * * * * * *
Ui (87,85, ey S1 1,810 851y ees Sm) = Wi( ST, S5y ooy Si15 iy Sip1s oo Sy)

Vs; € S, es decir, para cada jugador i, s} es una solucion del problema

4 * * * * *
MAX Ui (ST, 855 s S;_1 iy Sjy1s s Sp)

0y On



1.3. Solucién de un juego. Equilibrio de Nash 12

De esta definicién se deduce que un Equilibrio de Nash (EN) es un perfil
de estrategias del que ningin jugador desearia desviarse unilateralmente, es
decir, ninguno se arrepiente de la decisién tomada, dadas las estrategias de-
cididas por el resto de los jugadores. Un EN esta formado por estrategias que
son 6ptimas para cada jugador dadas las estrategias del resto de jugadores.

1.3.1. Célculo de los EN (en estrategias puras)

Hay una manera sencilla y eficaz de visualizar, en la propia represen-
tacion bimatricial o trimatricial de un juego, la busqueda y obtencién de
los EN. Consiste en comparar, para cualquier combinacion de estrategias de
sus contrincantes, los pagos que un jugador obtendria si jugara cada una
de sus estrategias, y subrayar el pago (o pagos) méximo alcanzable, que co-
rresponden a la estrategia (o las estrategias) de respuesta 6ptima a dicha
combinacion. Un perfil de estrategias es EN si y sélo si el vector de pagos
correspondiente tiene todos sus pagos subrayados. En el cuadro siguiente se
ejemplifica el procedimiento:

Ejemplo 1.7. Encontrando equilibrio de Nash en el Dilema del Prisionero:

Supuesto que el Preso 2 jueque Callar, se comparan los pagos 4 y 5 del
Preso 1, y se subraya el mdzrimo que es 5, indicando que la respuesta opti-
ma es Confesar. Supuesto que el Preso 2 jueque Confesar, se comparan los
pagos 0 y 1 del Preso 1, y se subraya el maximo que es 1, indicando que la
respuesta optima es también Confesar. Procediendo de manera andloga con
los pagos del Preso 2, se llega a la conclusion de que el unico EN es el perfil
(Confesar, Confesar), uinico perfil en cuyo vector de pagos estan todos los
pagos subrayados. Es decir, SEN = {(Confesar,Confesar)}.

Prisionero 2

Callar Confesar
Prisi 1 Callar 4.4 0,5
risionero Confosar 5.0 11

Tabla 1.7: El Dilema del Prisionero(EN)

El proceso de cédlculo de los EN en estrategias puras de un juego depende,
logicamente, de las caracteristicas de dicho juego. En los juegos finitos y de
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tamano reducido, como el dilema del prisionero o el Juego 2.1, es facil hacer
una comprobacién en detalle de todas las posibilidades, mientras que en los
juegos infinitos suele ser necesario un planteamiento mas analitico, que ha-
bitualmente requiere resolver varios problemas de optimizacion simultaneos
(uno por cada jugador).

Sin embargo, en todos los casos es conveniente organizar la busqueda de
los EN de manera sistemadtica, calculando la(s) estrategia(s) éptima(s) que
cada jugador podria elegir en respuesta a cualquier combinacién de estrate-
gias que puedan elegir los otros jugadores.

Definicién 1.9. En el juego G = {J : S1,Ss, ..., Sp;uy, Ug, ..., up }, y para
cada jugador i, llamamos Correspondencia de la Respuesta Optima
de dicho jugador a la regla o correspondencia que asigna, a cualquier com-
binacion de estrategias s_; = (81,82, ..oy Si—1, Sit1s -+, Sn), €l conjunto R;(s_;)
de estrategias de 1 que son respuesta optima a s_;, es decir, que cumplen:

s; € Ri(s_;) siy sdlo si

/
Ui(S1582, eey Sim1y Siy Sitly ooy Sn) = Wi (81,82, cvvy Sic1y Siy Sit1s vy Sn)

para todo s; € S;.

A partir de la definicién anterior, se obtiene de manera inmediata el si-
guiente resultado:

Teorema 1.2. En el juego G = {J : S1, 52, ..., Sp;ui, ug, ..., uy }, el perfil de
estrategias
s* = (87,85, ., S5,y S1)

ey Op

es un equilibrio de Nash si y solo si s; € R;(s*;) para cada jugador i.

Podemos ahora automatizar el calculo de los EN mediante un proceso en
dos etapas:

» Para cada jugador i, y para cualquier conjetura que pueda formarse
sobre la actuacién de los demds jugadores (o lo que es lo mismo, para
cualquier combinacién de estrategias de éstos) se calcula la estrategia
de respuesta 6ptima de i. De este modo tenemos la correspondencia de
respuesta éptima de cada jugador.

= Identificamos los EN como los perfiles estratégicos que son puntos de
interseccién de todas las correspondencias de respuesta optima.

Calculemos ahora las correspondencias de respuesta éptima, y los equilibrios
de Nash, de los juegos definidos anteriormente:
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Ejemplo 1.8. Dilema del Prisionero:

En este juego, a cada jugador le conviene, en respuesta a cualquiera de
las estrategias del otro, jugar su estrategia Confesar. Por tanto, las corres-
pondencias de respuesta optima son:

Para el Prisionero 1: Ry(s2) = Confesar, Vsy € {Confesar, No Confesar}
Para el Prisionero 2: Ry(s1) = Confesar, Vs, € {Confesar, No Confesar}
En consecuencia, el conjunto de los EN es SEN = (Confesar, Confesar).

Ejemplo 1.9. Batalla de los sexos:

En este juego, a cada jugador le conviene, en respuesta a cualquiera de
las estrategias puras del otro, jugar la misma estrategia. Por tanto, las co-
rrespondencias de respuesta optima son:

Para el Jugador 1: Ri(s3) = $a, Vsg € {Cine, Fitbol }

Para el Jugadora 2: Ry(s1) = s1, Vs1 € {Cine, Futbol }

En consecuencia, el conjunto de los EN (en estrategias puras) es
{(cine, Cine ), (F1tbol , Futbol )}

SEN —

1.3.2. Relacion entre el equilibrio de Nash y los ante-
riores conceptos de solucion

Los teoremas siguientes nos vienen a decir, que el nuevo concepto de
solucion, el equilibrio de Nash, es una generalizacién del uso de estrategias
dominantes y una especializacion o refinamiento de la eliminacién iterativa
de estrategias estrictamente dominadas.

Teorema 1.3. Sea G = {J : 51,59, ..., 5., u1, U, ..., u, } un juego finito o

infinito, y s* = (s], 85, ..., 85, ..., %) un perfil de estrategias. Si s* estd consti-

tuido por estrategias dominantes, entonces es un equilibrio de Nash (aunque
no necesariamente el inico).

*

Demostracion. Silas estrategias de s* = (s}, s3, ..., 57, ..., s%) son dominantes,
cualquiera de ellas s; es respuesta 6ptima, por parte del correspondiente
jugador 4, a cualquier combinacién de estrategias que pudieran jugar los
otros jugadores, y en particular es respuesta 6ptima a s*,, y por tanto s* es
un EN. El siguiente contraejemplo 1.8 muestra que tal equilibrio de Nash no
es necesariamente unico.

En este juego las estrategias A de J1 e I de J2 son dominantes, pero
hay dos EN, el perfil (A, I) y el (B, D), lo cual demuestra que el equilibrio
en estrategias dominantes no es necesariamente el tinico equilibrio de Nash
del juego. Obsérvese ademas que el perfil (B, D) es un EN cuyas estrategias

constituyentes son todas débilmente dominadas. O
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Jugador J2

I D

A 21 1,0

Jugador J1 B 11 11

Tabla 1.8: Contraejemplo para la demostracién

El teorema anterior nos permite asegurar que el equilibrio de Nash es un
concepto de solucién que generaliza el de uso de estrategias dominantes.

Teorema 1.4. Sea G = {J : 51,5, ..., Sp;uq, Uz, ..., un } un juego finito , y

s = (8,85, ..., 85, ..., 85) un perfil de estrategias.

cy Op

n 5is* forma un Equilibrio de Nash, las estrategias que lo constituyen so-
breviven al proceso de eliminacion iterativa de estrategias estrictamente
dominadas.

» Sis* estd constituida por las unicas estrategias que sobreviven al proceso
de eliminacion iterativa de estrategias estrictamente dominadas, dicho
perfil s* es el unico equilibrio de Nash del Juego.

Demostracion. » Sea s* = (s],s5,...,sf,...,s5) un EN. Para todo juga-

dor i, la estrategia s es respuesta Optima a la combinacién s*, =
(87585, s 87_1, Siyq5 - Spy) ¥ POI tanto sélo podria ser eliminada en una
etapa del proceso de eliminacién iterada de estrategias estrictamente
dominadas, si alguna de las estrategias s*, ha sido eliminada en una
etapa anterior. En consecuencia, ninguna estrategia de s*, ni ningun
grupo de ellas, puede ser la primera en ser eliminada. Luego ninguna
puede ser eliminada, es decir, todas sobreviven al proceso de elimina-
cién.
Sin embargo, en el Juego anterior(Tabla 1-8) el perfil (B, D) es un EN
cuyas estrategias constituyentes son todas débilmente dominadas, y por
tanto ninguna sobrevive al proceso de eliminacion iterada de estrategias
débilmente dominadas.

» Sea s* = (s}, s5, ..., s, ..., s%) el unico perfil que sobrevive al proceso de
eliminacion iterativa de estrategias estrictamente dominadas. Supon-
gamos que no es EN; e intentemos deducir de ello una contradiccion.
Si s* no es EN, existe al menos una estrategia s} que no es respuesta

6ptima a la combinacion de estrategias s*,. Sea s; una estrategia del
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jugador 7, distinta de s}, que si es respuesta éptima a s*,. En ese caso
ha tenido que ser eliminada en etapas anteriores pues s; ha sido la tni-
ca superviviente de i. Pero es imposible que s} haya sido eliminada en
etapas anteriores, pues ninguna estrategia de i la dominaria estricta-
mente estando presentes las estrategias en s*; de los demas jugadores,
que han sobrevivido hasta el final.

]

1.3.3. Eficiencia de Pareto. Relacion entre los equili-
brios de Nash y la eficiencia de Pareto

Definicién 1.10. Dado un Juego G = {J : S1, 52, ..., Sp; 1, Ug, .oy Up }

» Decimos que el perfil de estrategias s = (s1, 2, ..., Si, ...Sn) €std domi-

nado en el sentido de Pareto por el perfil ' = (s}, 84, ..., 85, ..., ")
st y solo si la desigualdad u;(sy, ..., s)) > ui(s1, ..., $,) se cumple para

cey Opy

todo jugador i, y para alguno de ellos se cumple de modo estricto.

» Decimos que el perfil de estrategias s = (S1, Sa, ..., Si, ...Sp) €s un Opti-
mo de Pareto (o que es eficiente en sentido de Pareto ) si y
solo si no esta dominado en el sentido de Pareto por ningun otro perfil.
Diremos que es ineficiente en el sentido de Pareto si algin otro
lo domina.

Es decir, si un perfil de estrategias es eficiente no se puede cambiar a
ningtin otro perfil, de modo que ningtin jugador salga perdiendo y alguno
salga ganando estrictamente.

Este concepto de dominacién hace referencia a perfiles completos que
aluden a todos los jugadores a la vez, mientras que el concepto de estrategia
dominada se referia a cada jugador individual. Mientras la dominacién de Pa-
reto es un concepto de andlisis de la eficiencia social, relevante para el grupo
de jugadores como tal grupo, la dominacion de estrategias es un concepto de
andlisis de la eficiencia individual, relevante para cada uno de los jugadores
como agente individual. No es de extranar, por tanto, que ambos conceptos
resulten totalmente independientes.

Ejemplo 1.10. De manera aparentemente sorprendente, en el dilema del
prisionero, el unico perfil constituido por estrategias no estrictamente domi-
nadas (y por tanto el unico EN), que es (Confesar,Confesar), es ineficiente
en el sentido de Pareto. Efectivamente, el perfil (Callar,Callar) lo domina
en el sentido de Pareto.
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El analisis del dilema del prisionero nos muestra una posible debilidad del
concepto de solucién EN (y también del resultante de la eliminacién iterativa
de estrategias estrictamente dominadas). El perfil propuesto como solucién
es ineficiente en el sentido de Pareto. Dicho de otro modo, ;jcémo van a
jugar (Confesar,Confesar) tal como prescribe la solucién EN, si jugando
(Callar, Callar) consiguen ambos un pago mayor?

La clave para entender esta aparente paradoja estriba en comprender
que el resultado (Callar,Callar) es el apropiado desde el punto de vis-
ta social, es decir, del conjunto de los jugadores, mientras que el perfil
(Confesar,Confesar) es el apropiado desde el punto de vista individual.

1.4. Aplicaciones

Una de las aplicaciones més fructiferas de la teoria de juegos es la rela-
tiva al estudio de la organizacién industrial en entornos con un nimero de
agentes no muy grande, en particular el estudio de modelos de mercado con
un nimero reducido de empresas. Los modelos de duopolio constituyen una
aplicacién pionera de este tipo.

Cournot fue uno de los precursores de la teoria de juegos. En un trabajo
realizado en 1838 propuso lo que ahora se llama el modelo clasico de Cour-
not, en el que un pequeno nimero de empresas compiten en el mercado de
un producto homogéneo, decidiendo simultaneamente qué cantidades de pro-
duccién van a aportar al mercado, y el precio de mercado queda determinado
por la cantidad total aportada de acuerdo con la funciéon de demanda inversa.
Aunque el mecanismo mediante el cual se vacia el mercado vendiendo toda
la produccion aportada no se especifica, es util imaginar una subasta entre
compradores de la produccién total. Al equilibrio resultante de ese modelo se
le ha llamado tradicionalmente el equilibrio de Cournot, y se llama a veces
equilibrio de Cournot-Nash para indicar que se trata del equilibrio de Nash
del juego definido por el modelo de Cournot.

1.4.1. Dwuopolio de Cournot. Modelo simplificado

En un mercado hay sélo dos empresas, E; v FEs, que fabrican un de-
terminado producto homogéneo y compiten en cantidades. Sean ¢; y ¢ las
cantidades que producen F; y F,, respectivamente. Supongamos que la fun-
cién de demanda inversa es decreciente y lineal en el intervalo [0, a/b], que los
costes marginales de cada empresa son constantes, menores que a e iguales
para ambas, sin que haya costes fijos, y que en dicho mercado se vende toda



1.4. Aplicaciones 18

la cantidad producida. En concreto, sea la funcion de demanda inversa:

a—bQ si bQ <a
P(q) = (donde b >0y Q = q1 + ¢2)

0 st bQ >a

y sean las funciones de costes:

Ci(q1) = cq1, Cs(qa) =cqa donde c<a
Los beneficios serédn, por tanto:
T, ¢2) = q1(a — bgr — bga) — cqr = qi(a — bgr — bz — ¢)

To(q1,q2) = q2(a — bg1 — bga) — cga = q2(a — bgy — bga — ¢)

Resumiendo, este juego tiene dos jugadores, F; y Es, con espacios de estra-
tegias S; = Sy = [0,a/b], y con funciones de pagos o ganancias, suponiendo
que las utilidades coincidan con los beneficios:

u1(q1, Q2) = Ch(a —bq1 — bgy — C)

us(q1, G2) = q2(a@ — bqr — bgz — ¢)
Cdlculo del Equilibrio de Nash:

La respuesta 6ptima de F; a una acciéon cualquiera, prefijada, ¢ de Fjs,
se obtiene resolviendo:

maxy, u1(q1,q2) = q1(a —bgr —bga — ¢) sujetoa: 0<¢q <a/b

Supongamos que la solucion es interior, es decir, la suma ¢; + ¢ pertenece
al intervalo abierto (0, a/b).

La condicién de primer orden es

a—c—>b
Ou1(qr,q2) /01 = q1(—b) + (a — by — bga — ¢) = 0; G = TQQ
Y la condicién de segundo orden es 9%uy(qy,q2)/0¢7 = —2b < 0 (condicién

suficiente de maximo).

Asi pues, la correspondencia de respuesta optima, o funcién de reaccion,
de E; es:
a — ¢ — bgy

Ri(q2) = %
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Anélogamente, la respuesta 6ptima de Fsy a una accién cualquiera, ¢; de Ei,
se obtiene resolviendo:

maxg, Ua(q1,q2) = ¢2(a —bg1 —bga —¢) sujetoa: 0< g <a/b

Y razonando del mismo modo se deduce que la correspondencia de respuesta
optima, o funcién de reaccion, de Fs es:

a—c—bq

RQ(ql) = 2b

Si (g7, q3) ha de ser EN, ¢ serd respuesta éptima a g5, y g5 lo sera de ¢, por

tanto:
, a—c—>bg *_a—c—bqf

Resolviendo el sistema de ecuaciones anterior:

*_a—c—b<aicgibbq2)_a—c+bq§' . a—c
= 2 BT T
Anélogamente,
a—c
3b
En conclusion, el conjunto de los puntos de equilibrio es:

EN __ *_CL—C *_CL—C

La cantidad total producida en equilibrio es Q* = % y el precio en equi-

librio es

q, =

a—+ 2c
3
Por otra parte, los beneficios en equilibrio son

P*=a—bQ* =

up = w(dr 42) = @ (G—T—T—

(a—c)®
9b

y analogamente u} = y en consecuencia, el beneficio total en equilibrio

es
2(a — c?)

U=—"9
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1.4.2. El oligopolio de Bertrand

Cuatro décadas después de la publicacion del modelo clasico de Cournot,
Bertrand propuso un nuevo modelo de oligopolio, que llamaremos modelo
de Bertrand. En él las empresas compiten en precios y se comprometen a
servir, al precio que ellas proponen, toda la cantidad que los consumidores
demanden a dicho precio. Analogamente al caso del modelo de Cournot, el
equilibrio de Bertrand es el equilibrio de Nash del juego definido por el modelo
de Bertrand.

Duopolio de Bertrand con productos diferenciados. Mo-
delo simplificado.

En este modelo con dos empresas maximizadoras de beneficios, E; y Ej,
y que compiten en precios, supondremos que existen ciertas caracteristicas
de los bienes que éstas producen que los hacen diferentes a los ojos de los
consumidores. En tal caso, podemos pensar intuitivamente que el producto
de cada empresa es en cierto modo unico, lo que le proporcionara a ésta un
cierto poder de mercado sobre dicho producto, permitiéndole beneficiarse de
dicho poder mediante un precio mas alto que su coste marginal.

Concretando, supongamos que los precios p; y pe pertenecen a [0, 0],
que las funciones de demanda de ambos productos dependen del vector de
precios (py, p2) del siguiente modo:

¢1(p1,p2) = a — p1 + bps

q2(p1,p2) = a — p2 + bpy

que las funciones de costes son
Ci(q1) = cqn

Ca(q2) = cqo

y que los parametros a, b y ¢ cumplen:
O<c<ay O0<b<g?2
En este caso, los beneficios son:
u1(p1,p2) = qi(p1,p2)(p1 — ¢) = (a — p1 + bp2) (p1 — ©)

uz(p1, p2) = q2(p1,p2) (P2 — ¢) = (@ — pa + bp1)(p2 — ¢)
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Calculo del equilibrio de Nash

Respuesta optima de E; a una accién cualquiera ps de FEo:
Si Es establece el precio ps para su producto, la respuesta 6ptima de E
se obtiene resolviendo

max uy (p1, p2) = (a — p1 + bp2)(p1 — ¢)

en la variable de decision py.
La condicién de primer orden es

Oui(p1.p2)/0pr = —(p1 — ¢) + (@ — p1 + bp2) = 0; a+ ¢ — 2py + bpo = 0;

a+ ¢+ bpy

2
y la condicién de segundo orden es duy(pi,p2)/0p? = —2 < 0 (condicién
suficiente de maximo). Asi pues, la correspondencia de respuesta 6ptima, o
funcion de reaccién, de E; es

p1=

a+ ¢+ bps

Ri(p2) = 5

Anélogamente, obtendriamos la siguiente respuesta 6ptima de Fy a una ac-
cion cualquiera p; de Fy:

a+ ¢+ bpy

Ry(p1) = 5
Por tanto, (pf,p3) serd EN si se cumple:

. a+c+bp; . a+c+bp;
h=—5— Pob=—57—"

2 2
Resolviendo el sistema de ecuaciones anterior:
. a+ ¢+ b (24 ba+ (2+Db)c+ b?p;
P = 9 = 4

de donde se deduce

., @2+ba+@2+bc a+tc
b= 1 T 2-b

y andlogamente:
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EN *_a—l—c *_a+c
S —{(pl——Q_b,pg——Q_b)}

Las cantidades totales producidas en equilibrio son

En conclusion,

. (}.5%) ‘bt 4+c+ba—|—c a+(b—1)c
— — =q — = a — -
4> = q1 = Q1\P1, P2 Py T 0Py 2_p 2_p 2}

y los beneficios en equilibrio son

uy = uy = ui(pl, py) = ¢;(p1—c) =

a+(b—1)c <a—|—c_c> _ (a+ (b—1)c)?
2—u  \2-9p 2-0b)

1.4.3. El problema de los bienes comunales

Un bien comunal es un bien que es propiedad de un conjunto especificado
de individuos, es decir, disponible para el uso y disfrute de dichos individuos,
de modo que ninguno de ellos es excluible de dicho uso y que el uso que un
individuo hace del bien disminuye la potencialidad de este bien para los demas
usuarios. El ejemplo histéricamente més conocido de bien comunal es el de
los ejidos, tierras de pastos propiedad de los habitantes de una determinada
localidad o region.

En general, la consecuencia de que un recurso sea comunal es que puede
sufrir una sobreexplotacién. Ello también ocurre en recursos naturales de
libre acceso como los caladeros de pesca en aguas internacionales que estén
abiertos a cualquier empresa de pesca.

Modelo simplificado

a)Bien privado. Un sélo jugador

Un ganadero dispone de un pastizal al que llevar sus vacas. El coste de
llevar cada vaca es c. Por otra parte, el valor o utilidad v que obtiene de cada
vaca depende del nimero de vacas M que envia al ejido (obsérvese que si
envia solamente una, podra comer lo que quiera y volvera sana y con mucho
peso, mientras que si envia muchas no habra comida para todas, y volveran
débiles y flacas).

Sea v(M) = a — M? el valor que obtiene por cada vaca, y sea ¢ < a.

Su problema de decisién es cuantas vacas M* ha de llevar para maximizar
su ganancia o utilidad total u(M) = (v(M) — ¢)M = (a — M? — ¢)M.
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Calculo del 6ptimo

Vamos a resolver el problema como si la variable M no fuera entera y
pudiera tomar valor real. La condicién de primer orden es

du(M)/dM = 0;
(0(M) = ¢) + MO(v(M))/OM = 0 (1.1)
(a—M?*=¢)+ (—2M)M =0; a—c=3M?* M=+ agc

y la condicién de segundo orden es
d*u(M)/dM? = —6M < 0 (correspondiente a un maximo)
En conclusion, la cantidad 6ptima de vacas es

M — 4 a—c

y la ganancia maxima es

b) Bien comunal. Dos jugadores

En este caso, son dos los ganaderos que comparten el pastizal al que llevar
sus vacas. El primero, J1, lleva m; unidades y el segundo, J2, lleva msy. El
coste de llevar cada unidad es ¢, y el valor v que obtiene cualquiera de ellos
de cada unidad que lleve depende del ntimero de unidades M = m; +msy que
vayan al pastizal.

Sea v(M) = a — M? el valor que obtiene cada ganadero por cada uni-
dad. El problema de decisién de J1, supuesto que J2 lleve my unidades,
es cuantas unidades m; ha de llevar para maximizar su ganancia o utili-
dad total uy(my,me) = (V(M) — ¢)m; = (a — M? — ¢)my. Andlogamen-
te, el problema de decision de J2, supuesto que J1 lleve m; unidades, es
cuantas unidades msy ha de llevar para maximizar su ganancia o utilidad
total uy(my, my) = (V(M) — ¢)my = (a — M? — ¢)mo.

A diferencia del caso anterior, la respuesta a estas preguntas contiene
un elemento estratégico, pues cada ganadero influye con sus decisiones en el
rendimiento que el otro puede obtener del pastizal.
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Calculo del equilibrio de Nash

Como en el caso anterior, vamos a resolver el problema como si las va-
riables m; y msy fueran reales, ignorando por tanto su cardcter entero. Las
condiciones de primer orden son:

aui(ml,mg)/ami = O,
(v(M) —¢) + m;0o(v(M))/Om;, Vi=1,2 (1.2)
(a— (my +ma)? —c)+ (=2(my +my))m; =0, Vi=1,2

Sumando miembro a miembro:
2a—2(m1—|-m2)2_20—2(m1+m2)(m1—|—m2) =0; 0—0—2(m—1+m2)2 -0

a—=¢C

2

(m1+me)? = (a—2c)/2; my+my=+

Asf pues las cantidades individuales de equilibrio son mj = m3 = /%%, la
cantidad total es M* = /%3¢ y la ganancia total es

(- WS (5

Las condiciones de segundo orden son
D*ui(my,mg)/Om? = —4M—2m; < 0, Vi = 1,2 (correspondientes a un maximo)
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Capitulo 2

Juegos estaticos con
informacién completa (II)

En este capitulo se contintia y profundiza el estudio de los juegos estéti-
cos con informacién completa. Se introducen las estrategias mixtas, lo que
permite extender los conceptos de dominacién y el concepto de equilibrio
de Nash, estudiados en el capitulo anterior en el contexto de las estrategias
puras. En la primera seccion se aborda el equilibrio de Nash en estrategias
mixtas, en la segunda se analiza el caso particular de los juegos de suma cero.
En la tercera se completa el andlisis de las ideas de dominacion y en la cuar-
ta se plantean, bajo la denominacion de refinamientos, algunos conceptos de
equilibrio alternativos al concepto de equilibrio de Nash.

El concepto de solucién equilibrio de Nash (EN), tal como lo hemos defini-
do en el capitulo anterior, tiene una dificultad muy importante, que consiste
en que su existencia no esta garantizada, ni siquiera en juegos tan sencillos
como los juegos finitos. En las paginas que siguen veremos que si ampliamos
el concepto de estrategia, el conjunto de equilibrios de Nash se amplia tam-
bién, de tal modo que podremos afirmar que todos los juegos finitos poseen
al menos un EN.

2.1. Ampliacién del concepto de estrategia:
estrategias mixtas

Hasta ahora hemos utilizado la palabra estrategia para referirnos a un
plan completo de acciones ciertas de cada jugador. La ampliacién del con-
cepto de estrategia consiste en permitir que los jugadores no sélo puedan
elegir entre acciones ciertas y concretas, sino que también puedan seleccio-
nar acciones aleatorias, es decir, puedan tomar acciones inciertas, que asignan
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distintas probabilidades a las distintas acciones ciertas. A las estrategias que
deciden de manera aleatoria sobre acciones ciertas se las denomina estrategias
mixtas.

Definicién 2.1. Sea S; = {51 s2,...,s%) el conjunto de estrategias puras

79949 9

del jugador v. Llamamos estrategia maixta del jugador i a toda loteria o; =

(o}, 02, ...,0%) sobre S;, es decir, a toda distribucion de probabilidad sobre S;
y por tanto, a toda k-pla (02-1, 03, . af) cuyas componentes son no negativas y

suman 1. Se interpreta o; como la estrategia consistente en jugar la estrategia
pura s; con probabilidad o, s} con probabilidad o7, ..., s¥ y con probabilidad

ok donde oF >0, para cada j =1,2,....k y Z?ﬂ ol =1.

Al conjunto de estrategias mixtas del jugador i lo denotaremos por A(S;),
indicando con ello que el conjunto de estrategias mixtas de un jugador estéa
formado por todas las loterias sobre S;.

k
A(S;) = {O’i = (0l,0%,...,0F) 10! >0, paraj=1,2,.. ky Zaf = }

Entre las estrategias mixtas estan aquellas que asignan probabilidad 1 a una
de las estrategias puras y probabilidad cero a todas las demas. Por tanto, toda
estrategia pura es también estrategia mixta: asi la estrategia pura s{ se puede
identificar con la estrategia mixta (0, ...,1,...,0), en donde el 1 corresponde
a la componente j-ésima de dicho vector. La ampliacién del concepto de es-
trategia para dar cabida a las estrategias mixtas supone ademas convertir
en estrategia a toda combinacién lineal convexa de al menos dos estrategias
puras.

Teniendo en cuenta que las estrategias mixtas se definen sobre el conjunto de
estrategias puras y que dichas loterias pueden asignar probabilidad nula a de-
terminadas estrategias puras, se hace preciso concretar para cada estrategia
mixta el subconjunto de estrategias puras sobre el cual estd efectivamen-
te definida, es decir, el subconjunto de estrategias puras con probabilidad
estrictamente positiva.

Definicién 2.2. Sea S; = {S%, s2,...,sF1 el conjunto de estrategias puras del

jugador i. Se llama soporte de una estrategia mixta o; al subconjunto
de las estrategias puras que cumplen

SOP(o;) = {sf €S0l > 0}

Es decir, pertenecen al soporte de una estrategia mixta todas las estrategias
puras a las que se asigna una probabilidad estrictamente positiva.
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Teniendo en cuenta la definicién de soporte diremos que una estrategia

mixta es completa si el soporte de dicha estrategia coincide con el conjunto
de estrategias puras del jugador (SOP(o;) = 5;).
Es decir, una estrategia mixta es completa si asigna una probabilidad es-
trictamente positiva a cada estrategia pura de .5;. Por otra parte, cualquier
estrategia pura puede ser vista como una estrategia mixta que tiene un so-
porte unitario, es decir, una estrategia mixta cuyo soporte es un conjunto
formado por un solo elemento. A las estrategias mixtas que no son puras las
llamamos estrategias mixtas propias.

Ejemplo 2.1. Dado el juego

Jugador 2

I D

A 32 1,4

Jugador 1 B 13 2,1
C 22 0,0

Tabla 2.1: Juego con estrategias mixtas

En el Juego los conjuntos de estrategias puras son S; = {A,C,B} y
Sy = {I,D}. Una estrategia mizta para el jugador 1 no es mds que una
distribucion de probabilidad (p,q, 1 —p—q) donde p representa la probabilidad
de elegir A, q la probabilidad de elegir C'y (1 —p—q) la probabilidad de elegir
B.

Y del mismo modo, una estrategia mizta para el jugador 2 consistird en
una loteria (r,1—r) en la que r representa la probabilidad de elegir I y (1—r)
la probabilidad de elegir D.

En este caso, cualquier estrategia mixta del jugador 1 para la que p > 0,
q>0y(1—p—q) > 0 tendrd un conjunto soporte igual al conjunto de
estrategias puras, y por tanto es una estrategia mizta completa. Por ejemplo,
una estrategia mizta completa para el jugador 1 es (1/2,1/4,1/4) que asigna
una probabilidad 1/2 a A, una probabilidad 1/4 a Cy una probabilidad 1/4 a
B, pues tiene un conjunto soporte que coincide con el conjunto de estrategias
puras: SOP(1/2,1/4,1/4) = S;.

Por otra parte, la estrategia mizta del jugador 1 dada por la loteria
(0,1/3,2/3) no es una estrategia mizta completa, pues asigna una proba-

bilidad 0 a su estrategia A, y su soporte es un subconjunto propio de Si:
SOP(0,1/3,2/3) = {C, B}.
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Finalmente, podemos expresar las estrategias puras A, C y B de dicho
Jugador como las estrategias miztas (1,0,0), (0,1,0) y (0,0,1), respectiva-
mente.

,Cudl es el efecto inmediato de la utilizacién de estrategias mixtas? Si
algin jugador juega una estrategia mixta, la funcién de pagos de cualquier
jugador deja de ser determinista, pasando a ser aleatoria. En adelante usare-
mos mayusculas para referirnos a los pagos o utilidades esperadas que cada
jugador obtiene cuando se juega un perfil de estrategias mixtas.

Ejemplo 2.2. Veamos el siguiente ejemplo, el juego de las monedas obten-
gamos los pagos de los jugadores

Jugador 2
Cara Cruz
Cara 1,-1 -1,1

Jugador 1 Cruz -1,1 1-1

Tabla 2.2: Juego de las monedas

En el juego de las monedas los conjuntos de estrategias puras son S, =
Sy = {Cara,Cruz}. Por tanto, una estrategia mizta para el jugador 1 no
es mas que una distribucion de probabilidad sobre el conjunto Sy, es decir,
(p, 1 —p) donde p representa la probabilidad de elegir Cara y (1 — p) la pro-
babilidad de elegir Cruz. Y del mismo modo, una estrategia para el jugador
2 consistird en una loteria (q,1 — q) sobre el conjunto Sy en la que q repre-
senta la probabilidad de elegir Cara y (1 — q) la probabilidad de elegir Cruz.
Por ejemplo, los pagos esperados para cada jugador de las combinaciones de
estrategias ((p,1 — p),Cara) y ((p,1 — p), Cruz) son los siguientes:

Ui((p,1 —p),Cara) = puy(Cara,Cara) + (1 — p).uy (Cruz, Cara)
=p-(1)+ (1 —=p)(=1)
=2p—1

Us((p,1 — p),Cara) = p.ug(Cara, Cara) + (1 — p).ua(Cruz, Cara)

=p(=1)+ (1 -p).(1)
=1—-2p
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y andlogamente

Ui((p,1 —p),Cruz) = pus(Cara, Cruz) + (1 — p).ui (Cruz, Cruz)
=p.(=1)+ 1 -p).(1)
=1—-2p

Us((p, 1 —p), Cruz) = pug(Cara, Cruz) + (1 — p).us(Cruz, Cruz)
=p.(1)+ (1 —p).(=1)
=2p—1
Y los pagos esperados de la combinacion de estrategias ((p, 1 —p), (q¢,1 —q))
son:

Ui((p, 1 =p),(¢,1 —q)) = ¢.Ui((p,1 — p), Cara)+
+ (1 =p).Ui((p,1 — p), Cruz)
=q[2p—1] + (1 - 2g).[1 — 2]
=1-—2p—2q+4pq

de igual manera obtenemos

Us((p,1 = p), (¢, 1 = q)) = pg(—1) + (1 — p)g(1) + p(1 — ¢)(1)+
+(1=p)(1-q)(-1)
=—142p+2q—4pq

A continuacion presentamos una forma general de las ganancias esperadas
para juegos bipersonales.

Sea un juego G con dos jugadores cuyos conjuntos de estrategia son S; =
{s],82,...,87"} y Sy = {s},s3,..., 80}, y sea 0y = (0}, 03, ..., o) una estrategia
mixta del jugador 2.

Si el jugador 1 juega si y el jugador 2 juega 09, las ganancias esperadas
son:

Ui (st 03) = oqui(s), 85) + oquy (sh, 85) + ... + oguy(sh, s5) ZO'QU1 st sh)

Us(s1, 02) = oyus (s, 53) + 05ua(sy, 83) + ... + o5 us(sy, 53) ZJQUQ 31732

Si el jugador 1 juega oy = (01,02, ...,07) v el jugador 2 juega g, las ganancias



2.1. Estrategias mixtas 30

esperadas son:

Ul(O'l,O'Q) = J%U1(81,0'2> + O'%Ul(S%,(JQ) + ...+ O'TUl(ST,O'Q)

n n

1 J 1 J 2 J 2

=0y E oyui(sy, s3) + 07 § oy (57, 85) 4+ -+
j=1 j=1

n
+o" Y oqui(sT', 53)
j=1
m n
=Y ot | D osu(st, sh)
i=1 j=1
m

n
=YD oioju(s),s3)

i=1 j=1
UQ(O’l,O'Q) = U%UQ(S%,UQ) -+ U%UQ(S%,O’Q) + ...+ UTUQ(ST,O’Q)

n n

1 J 1 J 2 J 2 _J

=0, E oqus(sy, 83) + o7 g oyua(sy, sy) + -+
= =1

n
m J m J
+ o0y E oy (s, 83)
j=1

m n
_ i J i
—201 ZU2U2(31752)
i=1 j=1
m n
B i G i
= Z 201021@(31’ 32)

i=1 j=1

Expresion matricial de las ganancias esperadas

Sea GG un juego con dos jugadores cuyos conjuntos de estrategias puras son
Sy ={sl,s2,...,sT}y Sy ={sh 52 ...,s0} y sean o1 = (0],0%,...,00") y 09 =
(0,02, ... 0) estrategias mixtas de los jugadores 1 y 2, respectivamente.

La forma estratégica de este juego, en estrategias puras, puede represen-
tarse como la siguiente tabla bimatriz:
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J2
s ui(sy,85), ua(sy,55)  wa(sy,s3),ua(sy,85) oo wi(sy, s3), ua(sy, s5)
J1 S% u1(5275%)7u2(‘5%a5%) 11/1(5%,8%)7112(82,5%) e 1”1(3%783)71@(5%753)

ST ul(‘S?lnv S%)v u2(5T7 S%) ul(sin7 5%)7 u2(s71n7 S%) U1 (‘971"7 5?)7 u2(s71n7 SS)

Tabla 2.3: Expresion matricial de las ganancias esperadas

que podemos separar en dos matrices A; = [ul(s{, 3%)}” y Ay = [uz(s{, sé)]Z
donde A; recoge las ganancias del jugador 1 y As las gaﬂancias del jugador ’
2, ante las distintas combinaciones de estrategias puras de los jugadores.

Teniendo en cuenta esta separacién de las ganancias de los jugadores
en dos matrices, A; y As, podemos expresar la ganancia esperada de ca-
da jugador cuando juegan las estrategias mixtas o; y oo respectivamente,
simplemente como los siguientes productos:

j?

Ui(oy,09) = 0114103 Us(o1,09) = 01A20§
donde por ¢ entendemos el vector de estrategias mixtas traspuesto.

Ejemplo 2.3. Consideremos el juego siguiente:

Jugador 2

I D

A 32 1,4

Jugador 1 B 1,3 2,1
C 22 0,0

Tabla 2.4: Juego con estrategias mixtas

Vamos a calcular la utilidad esperada de cada jugador cuando juegan las
stguientes combinaciones de estrategias mixtas:

a) op =(2/3,1/6,1/6) oo = (1/3,2/3).
La matriz Ay estd formada por el primer elemento de la tabla para cada
estrategia pura de cada jugador y la matriz Ay por el sequndo elemento:

3 1 2 4
Alz 1 2 A2: 3 1
2 2 20
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y la ganancia esperada de cada jugador por jugar oy y oo respectivamente

3 1
t 1/3
U1(01,02)201A10'2 = 2/3 1/6 1/6 1 2
( 1 2) (o))
- G2 1139 (5)3)
= 31/18
2 4
t 1/3
U2 01,09 :0'11420'2 = 2/3 1/6 1/6 3 1
(1.7 s 176 179) (3 1) (573)

(13/16 17/6) G?g)
= 47/18

b) o1 = (2/3,1/6,1/6) y so = I. Dado que cualquier estrategia pura no es
mds que una estrategia mizta con soporte unitario (degenerada), podemos
expresar s = I como la estrategia mixta oo que asigna probabilidad 1 a
la estrategia I y probabilidad 0 a la estrategia D, es decir, o5 = (1,0). Por
tanto, la utilidad esperada para los jugadores es:

Ui(o1,00) = 01410, = (2/3 1/6 1/6)

DO = WO
N DN
VR
(el
Ny

= (5/3 4/3) (é)

~ 5/2

w
—

2 4
Us(01,00) = 014205 = (2/3 1/6 1/6) (é)

= (13/6 17/6) <(1))

= 13/6



2.1. Estrategias mixtas 33

2.1.1. Definicién ampliada de equilibrio de Nash

La definicién del equilibrio de Nash cuando permitimos la existencia de
estrategias mixtas no es mas que una extension del concepto visto para es-
trategias puras.

Definicién 2.3. En un juego G, decimos que el perfil de estrategias mixtas

o* = (of,....,05,...,0%) es un Equilibrio de Nash si para cada jugador i;

R

*

* * * * * * * *
Ui(o_l, ceey O—i_l, O_Z 9 0_Z+17 ceey Un) Z Ul<0_17 ceey O-i—l’ 0_1;, 0_Z+17 ceey Un)
para todo o; de A(S;).
Es decir, para cada jugador i, o] es una solucién del problema

4 * * * *
max U; (07, ...,0;_1,0i, 0541, .., Op)

en la variable o;, donde o; pertenece a A(S;) o dicho de otro modo, para
cada jugador i, o} es respuesta 6ptima a o*,.

Téngase en cuenta que una estrategia mixta no es mas que una loteria
sobre estrategias puras y que la funciéon de pagos o ganancias es lineal, para
cada jugador, en las probabilidades de sus distintas estrategias puras. Por
tanto, el pago esperado para un jugador de una estrategia mixta, suponiendo
fijas las estrategias de los otros jugadores, resulta ser una combinacién con-
vexa de los pagos de las estrategias puras soporte de dicha estrategia mixta,
y en consecuencia, la ganancia esperada de una estrategia mixta tiene como
limites inferior y superior las ganancias minima y maxima de las estrategias
puras soporte de dicha estrategia mixta.

Ejemplo 2.4. Continuemos con este ejemplo

Jugador 2

I D

A 3,2 1,4

Jugador 1 B 1,3 2,1
C 22 0,0

Como puede verse en este juego, dada la estrategia I del jugador 2, el
Jugador 1 no puede esperar ganar menos de 1 (ganancia cuando juega C), ni
mas de 3 (ganancia cuando juega A) con ninguna de sus estrategias, ya sean
puras o mizrtas:

=p3+qgl+(1—p—q)2
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Ui l(p,q,1 —p—q),I] toma un valor mdzimo de 3 cuando p =1, ¢g =0y
1—p—q=0, y un valor minimo de 1 cuandop=0,g=1y1—p—q=0.

De lo dicho en el parrafo anterior y de lo visto en el ejemplo, se desprende
intuitivamente que para que una estrategia mixta sea respuesta optima a
una estrategia de otro jugador (o a una combinacién de estrategias del resto
de jugadores si hay mas de dos), todas las estrategias puras soporte de la
estrategia mixta deben generar la misma ganancia y esta ganancia debe ser
la maxima dada la estrategia o perfil de estrategias del resto de jugadores. Si
alguna estrategia pura del soporte generara una ganancia inferior, entonces
deberfa ser desechada (es decir, se le deberia asignar probabilidad nula) pues
en caso contrario harfa que la ganancia esperada de la estrategia mixta fuese
menor que la ganancia de alguna estrategia pura, dejando de ser, por tanto,
respuesta optima de ese jugador a la estrategia o perfil de estrategias del
resto de jugadores.

En el Teorema siguiente se formaliza la idea anterior.

Teorema 2.1. En el juego G la combinacion de estrategias mixtas o* =

(07,05, ...,0%) es un Equilibrio de Nash si y sélo si para cada jugador i con
o ol tener ol > 0 implica que la estra-

< . x * * * *
es respuesta optima a 0*; = (07, ...,0_ 1,071, ...,0%).

estrategia mizta o = (o
tegia pura s’

i

*

*) cumple,
soporte de o} son

Demostracion. <=) Supongamos que el perfil o* = (07,05, ...,0
para cada jugador i, que todas sus estrategias puras s;
respuesta éptima a

* _ * * * *
oty =(01,.., 001,001, 00)

—1 n

Llamemos M a la maxima utilidad que puede ser alcanzada por el juga-
dor i si los demads juegan o*,, es decir,

M; = maz {U;(07, ..., 001, 8,051, ....00) : $i € Si}
= maz {Ui(0}, ...,07_1,0:1, 001, ..., 00) 1 0; € A(S;) }
En ese caso,

* * Jo *\ * * * *
Ui(07, s 051,81, 05415y 00) = Ui(07, ..., 071,84, 0015 .0, O)

= M}, Vs! € SOP(o})
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y, €n consecuencia,

* * * % *\ J* * * Jo* *
Ui(07, s Of 1,07 ,07 1, O) = E o] Ui(o},...,00 1,8],001,....,00)

O"Z*>0
_ J* A rx
= E o; M,
o

= M;
> Uo7, ...,00_1,04,07 1, ....,00), Yo, € A(S;)

Asi pues, o} es respuesta 6ptima a ¢*; para todo jugador i, por lo que o*
es Equilibrio de Nash.

=) Sea ¢* = (o},0%,...,0}) un EN. Supongamos que, dado un juga-
dor cualquiera i, la estrategia pura s! pertenece al soporte de ;. Demos-
traremos por reduccién al absurdo que s! es respuesta Optima a o*; =

* * * * : LY . k
(0%, .0/ 1,07 1,...,05). Si no lo fuera, existirfa una estrategia pura s; tal
que

* * k * * * * 7 * *
Ui(07, s 051,80, 0515 s 00) > Us(07, 0,071, 81,0541, -0, O0)
Ahora bien, si o} es la estrategia mixta que es en todo igual a of =
(o}, 02", ..., ..), sal ' la estrategi J babilidad
o; ,0; ,...,0; ,...), salvo que juega la estrategia pura s; con probabilida
cero y la estrategia pura s¥ con probabilidad o] + o dicha estrategia o’ es
una respuesta estrictamente mejor a o*, que o;. En Efecto,

* * / * *\ 2 h* * * h * *
Ui(0-17"'70_i—170-i’0-i+17"'70n) — UZ Ui(o—l,-.-,o_i_17si,0_i+1,...,0—n)+
h#j,h#k

Jj* k* * * k _x *
+ (0 + a; )Ui<017 w305 _1,55,0415 "'70n) >

i

* * * % *\ __
> U;(o7, e 01,05, 0544, e Or) =

_ h* * * h _x *
— E op Ui(o7,..,00 1,8, 051,y 00)+
h#3j,h#k
J * * J o _x *
+0; Ui(oy,...,07_1, Sis 051y ey O )

Y
k * * k _x *
+ 07 Ui(07, .y 071,87, 0541, s O))

i— ] n

En consecuencia, o} no es respuesta 6ptima a o*;, lo que contradice la hipote-
sis y prueba la condicion «solo si». O

Un perfil de estrategias mixtas es un equilibrio de Nash si y sélo si para
cada jugador, todas las estrategias puras soporte de su estrategia mixta son
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una respuesta 6ptima a la combinacién de estrategias de equilibrio del resto
de los jugadores.

Esto significa que las estrategias mixtas de equilibrio asignan una pro-
babilidad estrictamente positiva sélo a aquellas estrategias puras que son
respuesta 6ptima a las estrategias resto de jugadores. De ello se deduce que
una estrategia mixta es respuesta éptima a estrategias (puras o mixtas) da-
das, sélo si sus estrategias puras soporte lo son también. En consecuencia,
las estrategias puras soporte de una estrategia mixta de equilibrio producen
ganancias iguales.

Calculo de los equilibrios de Nash en estrategias mixtas
en juegos 2x2

Si bien la definicién ampliada del equilibrio de Nash para dar cabida a las
estrategias mixtas no parece diferenciarse de aquella vista para las estrategias
puras, el cdlculo de los EN en estrategias mixtas propias (es decir, con soporte
no unitario) se complica bastante cuando tratamos juegos con més de dos
jugadores o con dos jugadores y mas de dos estrategias por jugador.

Para el calculo de los equilibrios de Nash en estrategias mixtas en juegos
de este tipo utilizaremos la siguiente propiedad de las estrategias mixtas:
una estrategia mixta serad respuesta 6ptima a otra estrategia (pura
o mixta) dada sélo si sus estrategias puras soporte son respuesta
optima. Esto implica que tales estrategias puras producen ganan-
cias iguales y maximas, dada la estrategia del otro jugador.

Esta propiedad permite obtener EN en estrategias mixtas de un juego
2x2, apoyandose en una representacion grafica, en los siguientes pasos:

1. Se fijan estrategias mixtas genéricas para los dos jugadores: sean (p, 1 —p)
y (¢, 1 — q) estrategias mixtas genéricas para los jugadores 1 y 2 respecti-
vamente.

2. Para el jugador 1, se calcula la utilidad esperada que obtiene de cada una
de sus estrategias puras cuando la estrategia del jugador 2 es (¢,1 — q).

3. A partir de 2 se calcula la correspondencia de respuesta éptima del jugador
1, Rl (Q)

4. Para el jugador 2, se calcula la utilidad esperada que obtiene de cada una
de sus estrategias puras cuando la estrategia del jugador 1 es (p,1 — p).

5. A partir de 4 se calcula la correspondencia de respuesta éptima del jugador
1, Ry(qp)-
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6. En el plano p — ¢ se representan graficamente las correspondencias R;(q)
y Ry(p), obteniéndose los equilibrios de Nash en estrategias mixtas en los
puntos en los que ambas se cortan.

Este procedimiento se basa en la conjuncion de las propiedades de las estra-
tegias mixtas de equilibrio y el calculo de las estrategias puras de respuesta
Optima ante una estrategia mixta dada.

Ejemplo 2.5. Consideremos el juego de las monedas, donde su forma es-
tratégica es la siguiente:

Jugador 2
Cara Cruz
Cara 1,-1 -1,1

Jugador 1

Cruz -1,1 1,-1

Tabla 2.5: Juego de las monedas

1. Sean (p,1—p) y (¢, 1 — q) estrategias miztas genéricas para los jugadores
1 y 2 respectivamente.

2. Fijada la estrategia mizta genérica (q,1—q) del jugador 2, para el jugador
1 calculamos:

Ur(Cara, (¢;1 = ¢q)) = q(1) + (1 —¢)(=1) =2¢ -1
Ui(Cruz, (¢,1 —q)) =q(=1) + (1 —¢)(1) =1 —2¢
3. Se tiene que
Ui(Cara,(q,1 —q)) > U1(Cruz,(¢g,1 —q)) ©2q—1>1—-2¢g<=q>1/2
Ui(Cara,(q,1 —q)) < Ui(Cruz,(q,1 —q)) ©2q—1<1-2¢&q<1/2
Ui(Cara,(q,1 —q)) = U1(Cruz,(¢,1—q)) < 2¢—1=1-2g=qg=1/2

Por tanto, la respuesta optima es Cara si g > 1/2, Cruz si ¢ < 1/2, y

: : 1
cualquiera st g = 3
y ‘ 1
p=0(Cruz) st q<3
, 1
Ri(q) = § p=1(Cara) st 4>
. , , 1
€ [0,1] (Cualquier estrategia) si q = 3
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Grdficamente la correspondencia de respuesta optima del jugador 1 a cual-
quier estrategia mixta del jugador 2 estd en la siguiente figura

q
1(Cara)] fi(a)
1
0(Cruz) 1!/2 1(Cara§)

Figura 2.1: Correspondencia de respuesta éptima del jugador 1.

4. Fijada la estrategia mizta genérica (p, 1 —p) del jugador 1, para el jugador
2 calculamos:

Us((p, 1 —p),Cara) =p(=1)+ (1 —p)(1) =1—-2p
Ua((p, 1 —p), Cruz) =p(1) + (1 —p)(-=1) =2p—1

5. Se tiene que

DO —

Us((p,1 —p),Cara) > Us((p,1 —p),Cruz) &1 —-2p>2p—1<p< =

Us((p,1 —p),Cara) < Us((p,1 —p),Cruz) & 1—-2p<2p—1<p>

| = DN =

U2(<p7 1 _p)7 CCLTCL) = UQ((pa 1 _p)a CTUZ) < 1- 2]7 = 2p —1 <:>p =

Por tanto, la respuesta dptima es Cara si p < 1/2, Cruz sip > 1/2 y
cualquiera sip = 1/2.

( 1
q=1(Cara) st p< 3

, 1

Ry(p) = ¢ q = (Cruz) si. p>g
. , , 1

€ [0,1] (Cualquier estrategia) si p= 3
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Grdficamente la correspondencia de respuesta optima del jugador 2 a cual-
quier estrategia mixta del jugador 1 esta en la siguiente Figura.

q

1(Cara)Ll _ _ _____ -
1
1
1
1
1
1
1
1/2 :
1
1
1
1

| Ra(p)

0(Cruz) 172 1 (Caraﬁ)

Figura 2.2: Correspondencia de respuesta éptima del jugador 2.

6. En el plano p-q se representan grdficamente las correspondencias Ryi(q) y
Ry(p), obteniéndose los equilibrios de Nash en estrategias miztas en los
puntos en los que ambas se cortan.

q
1(Cara)l _ - o o o o = - R1(q)
:
|
|
1
|
|
1/ :
|
|
|
|
| Ra(p)
0(Cruz) 172 *1(Cara§)

Figura 2.3: Correspondencias de respuesta éptima de ambos jugadores.

Teniendo en cuenta que el jugador 2 es indiferente entre sus estrategias
puras y miztas (le generan la misma utilidad esperada) cuando el jugador 1
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Juega su estrategia mizta (p,1—p) = (5, 5), y que el jugador 1 es indiferente

entre sus estrategias puras y miztas cuando el jugador 2 juega su estrategia

mizta (¢,1 —q) = (5, 5), podemos decir que el EN en estrategias miztas es

aquel en el que cada jugador juega dicha estrategia mizta, que corresponde al
punto en que se cortan las correspondencias de respuesta optima.

= {d b )

Este es el EN en estrategias miztas del jueqo ya que ningun jugador tiene
incentivo a desviarse unilateralmente (si, por ejemplo, el jugador 1 se desvia
unilateralmente de su estrategia mixta de equilibrio tomando cualquier otra
estrategia pura o mizta obtiene la misma ganancia esperada que sin desviar-

se).

Ejemplo 2.6. Cdlculo de los equilibrios de Nash del juego batalla de los
sexos.

Jugadora 2
Cine Ftbol
Cine 1,2 0,0
Jugador 1 Fitbol 0,0 21

Tabla 2.6: Batalla de los sexos

Sea (q,1 — q) una estrategia mizta de 2. La utilidad que el jugador 1
obtiene con cada una de sus estrategias puras es:

Ui(Cine, (¢,1 —q)) =1.g+ (1 —q).0 =¢

Uy (Fiitbol, (¢,1—q)) = q.0+ (1 —q).2=2—2g

Se produce la igualdad ¢ = 2 — 2q si y sélo si ¢ = 2/3. Cuando q = 2/3
el jugador 1 obtiene la misma ganancia de sus dos estrategias puras, y por
tanto de cualquiera de sus estrategias mixtas.

La correspondencia de respuesta optima del jugador 1 es:

p = 1(Cline) st q<2/3
Ri(q) = p = (Futbol) si q>2/3

p € 10,1] (Cualquier estrategia) si q=2/3
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Sea (p, 1 —p) una estrategia mixta del jugador 1. La utilidad que la jugadora
2 obtiene con cada una de sus estrategias puras es:

Us((p,1 —p),Cine) =p2+ (1 —p).0 =2p

Se produce la igualdad 2p = 1 —p si y sdlo si p =1/3. Cuando p =1/3 la
Jjugadora 2 obtiene la misma ganancia de sus dos estrategias puras, y por tanto
de cualquiera de sus estrategias mixtas. En consecuencia, cualquier estrategia
pura o mixta es respuesta dptima de la jugadora 2 a (p,1 —p) = (1/3,2/3)
de jugador 1.

Se tiene que

q = 1(Cine) si p<1/3
Ry(p) = ¢ q = (F1tbol) si p>1/3
€ [0,1] (Cualquier estrategia) si p=1/3

Grdficamente, los equilibrios de Nash surgen de la interseccion de las
correspondencias de respuesta optima.

q
1(Cine) | m——— Ro(p) ___
1
1
1
! ! Ra(q)
1
1
1
1
1
1
1
J|
(Futbol) 0 p* _ 1/3 i(Cine)p

Figura 2.4: Correspondencias de respuesta éptima en la Batalla de los
Sexos.

Asi pues, el conjunto de perfiles de estrategias que forman un EN es:

SEN — {(Cine, Cine), (Futbol, Futbol)y[(1/3,2/3),(2/3,1/3)]}
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2.2. Teoremas de existencia del equilibrio de
Nash

Antes de enunciar y de poder demostrar, los teoremas que aseguran la
existencia de equilibrio de Nash para algunas clases amplias e importantes
de juegos, sera necesario establecer alguna terminologia nueva y repasar al-
gunos conceptos conocidos, referidos a conjuntos en espacios euclideos R", y
a funciones y correspondencias entre dichos conjuntos.

Repaso terminolégico

Dado un conjunto A C R* | decimos que es:
Abierto si es entorno de cualquiera de sus puntos, es decir, si dado cualquier
punto x € A, existe una bola abierta B(x,r) de centro x y radio r contenida

en A.

Cerrado si su complementario R* — A es abierto. Es decir, dado cualquier
punto x ¢ A, existe una bola abierta B(z,r) de centro x y radio r ninguno
de cuyos puntos pertenece a A.

Acotado si existe un r > 0 tal que dados dos puntos cualesquiera
x,y € A, la distancia entre x e y es menor que r.

Compacto si es cerrado y acotado.

Convexo si dados dos puntos cualesquiera x,y € A, cualquier combina-
cién convexa de x e y pertenece a A, es decir, para todo A € [0,1], Az + (1 —
ANy € A.

Los ejemplos mas sencillos e importantes de conjuntos compactos y conve-
xos en R¥ son los intervalos cerrados I, los simplices de dimensién cualquiera
A, los productos cartesianos de intervalos cerrados y los productos cartesia-
nos de simplices.

Dada una funcién f : A — B, con dominio A C R¥ y recorrido en B C R"
, decimos que es:
Continua en A si para todo x € A, la sucesion {z;} que tenga por limite x
implica que la sucesién de imégenes {f(zx)} tendra por limite f(x).

Llamamos correspondencia de A en B, y la denotamos g : A —-— B,
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a toda regla que asigna a cada punto de A un subconjunto de B. Es decir,
g : A —— B es una correspondencia de A en B si para todo z € A, g(z) C B.
En el caso particular en que g(x) es unitario para todo z, g es una funcién.
Dada una correspondencia g : A —-— B, donde A C R¥ | B C R" y B es
compacto:

Decimos que es hemicontinua superiormente en A si el grafo de g, que
es el conjunto ®, = {(z,y) € Rpyn:x € A,y € g(x)} C A X B, es cerrado
en A x B. También puede decirse que g es hemicontinua superiormente si
siempre que las sucesiones {zy}, {yr}, con z, € A e yx € g(zx) tengan por
limite x € A e y € B, respectivamente, se verifica que y € g(z). Obsérvese
que la hemicontinuidad superior es una generalizacion de la continuidad. De
hecho, en el caso particular en que g(x) fuese unitario para todo x de A, que
el grafo de g sea cerrado implica que g es una funciéon continua en A.

Si A = B, decimos que x € A es un punto fijo de la correspondencia g si
x € g(z). Lo anterior vendria a significar x = g(x) si g fuese una funcion.

Dada una funcién real f : A — B, con dominio A C R* convexo y reco-
rrido en B C R, decimos que es:
Céncava si dados dos puntos cualesquiera z,y € A, la imagen de cual-
quier combinaciéon convexa de x e y es igual o mayor que la correspon-
diente combinacién convexa de las imagenes. Es decir, f(Az + (1 — \)y) >
AM(x)+ (1 =N f(y), VA €0,1],Vz,y € A.

Cuasicéncavasi f(Az+(1—N)y) > min{f(z), f(y)},VY\ € [0,1],Vx,y €
A. Un modo equivalente de definir la cuasiconcavidad es que el conjunto de
contorno superior €2, = {z € A: f(x) > a} sea convexo para todo a € R.

En la siguiente figura se ilustra la concavidad y cuasiconcavidad para
funciones reales de variable real, con dominio en el intervalo [0, 1].
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Concava y Cuasiconcava pero no Ni concava ni
cuasiconcava concava (si convexa) cuasi concava

/‘K/
i S

1 1 1

Figura 2.5: Tlustracion de la concavidad y cuasiconcavidad.

A continuacién enunciaremos sin demostracion el teorema del punto fijo
de Kakutani, y demostraremos, basandonos en él, dos teoremas de existencia
de equilibrios de Nash. El primero establece la existencia de equilibrios en
estrategias puras para algunos tipos de juegos infinitos, mientras que el se-
gundo, que es un corolario del anterior, establece la existencia de equilibrios
en estrategias mixtas para todos los juegos finitos.

Teorema 2.2. Teorema del punto fijo de Kakutana.

Sea g : A —— A una correspondencia con dominio en A C R* | donde
A es no vacio, compacto y convexo. Si g es hemicontinua superiormente, y
ademds g(x) C A es convezo y no vacio para todo x de A, entonces existe un
punto fijo x* de g, es decir, un punto x* de A tal que z* € g(z*).

En la siguiente figura, , se ilustra este resultado mediante tres situaciones.
En la primera se verifican las hipétesis del teorema, en la segunda falla que
g(xo) sea convexo, y en la tercera falla que g sea hemicontinua superiormente
en Io.
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Tres puntos fijos Ningun punto fijo Ningun punto fijo
1 . 7 7
. 1 > 1 . -
g /,’ g ,// g ,’/
e 1 s Y Ad
s td
/, /, g I)( g
‘ l' I’ }
//, I,,
/, l’
/l I’
// g ’I
f/ /’ H
Z 1 X 1 X, 1
(a) (b) (©)

Figura 2.6: Ilustracion del teorema de Kakutani.

Damos a continuaciéon el enunciado y demostracién de los dos teoremas
de existencia més importantes.

Teorema 2.3. Sea el juego G, tal que, para cada jugador i, se cumple:
a) S; es un subconjunto no vacio, compacto y convexo de un espacio R™.

b) w; es continua en todo su dominio S = Sy X Sy X -+ XS, y es cuasiconcava
en la variable s;.

Entonces, existe al menos un EN en estrategias puras de G.

Demostracion. Definamos, para cada jugador 4, su correspondencia de res-
puesta éptima R; que asigna a cada perfil de estrategias puras s = (s;,5_;) =
(81,82, -evs Si—1, Siy Sit1, .- Sn) €l conjunto R;(s) de las estrategias puras de i
que son respuesta 6ptima a s_;.

Es decir, R;(s) = {z; € S; : x; es solucién del problema max,,es, u;(yi, s_;)}

Definamos ahora la correspondencia global de respuesta éptima R como
aquella que asigna a cada perfil s el producto cartesiano de los conjuntos de
respuesta Optima individuales. Asi pues, R es una correspondencia de S en S
tal que

R(s) = Ri(s)xRa(s)x- X R,(s) ={t = (t1,...,tn) € S: t; € Ri(s),Vi=1,...,n}

Veamos que R es hemicontinua superiormente. S es no vacio, compacto y
convexo por ser S el producto cartesiano de los S;. Para cada i = 1,2, ..., n,
la funcién w; es continua en S, lo que implica que es continua en S;. Por
hipdtesis S; es no vacio y compacto. El teorema de Weierstrass asegura que
el problema max,,es, u;(y;, s—;) tiene solucién éptima, por lo que R;(s) es no
vacio y, por tanto, R(s) es no vacio. Nos falta ver que si las sucesiones {sk},
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{tk}, con sk € S, th € R(s*), para cada k, tienen por limite s € Syt € S,
respectivamente, ello implica que ¢ € R(s). Pero

limy ;0 8¥ = s € S < Para cada jugador i, limy_,o s¥ = 5, € S;
limy, o t* =t € S < Para cada jugador 7, limy_,o tf =t €5
tk € R(s*) = Para cada jugador i, tF € R;(s*) =

= Para cada jugador 4, u;(t, s* ) > u;(z;, s ,), V2 € S;

—1

pero por ser u; continua en .S; se verifica que

wi(ts, s—;) > ui(z;,$-4),Vz € S; = t; € Ri(s),Vi, y en consecuencia t € R(s)

Por otra parte, por ser las u; cuasiconcavas en la variable s; sobre el
conjunto convexo S;, el conjunto de los maximizadores R; es también convexo,
y en consecuencia R(s) es convexo.

Asi pues, la correspondencia R : S — S cumple las hipétesis del teorema
de Kakutani (hemicontinuidad superior en un conjunto no vacio, compacto
y convexo, y ademds imégenes no vacias y convexas), lo que nos permite
afirmar que R tiene al menos un punto fijo s*.

Ahora bien, que s* = (s7, ..., s}, ..., s}) sea un punto fijo de R significa que
s* € R(s*), lo que implica que s; € R;(s*) para todo i, es decir, que s} es
respuesta optima a s*; para todo jugador 7. En conclusion, existe un perfil
s* que es un equilibrio de Nash del juego G. O

El siguiente teorema, obra de Nash en el ano 1950, es un sencillo corolario
del teorema anterior.

Teorema 2.4. En todo juego finito G = {S1, ..., Sp; u1, ..., u, } existe al menos
un EN en estrategias mixtas.

Demostracidn. Dado el juego G, sea S; = {s!, s?, S sy S =5 x
<o X S X -+ xSy, Podriamos llamar A(G) al juego cuyos jugadores son los
mismos que los de G, cuyos conjuntos de estrategias puras para cada jugador
i son los simplices §(S;) constituidos por las distribuciones de probabilidad
sobre S; y cuyos pagos son los pagos esperados calculados del modo usual:

Ui(01,y ey Oy ey ) = Za{(l) cgd @ aj(”)ui(s{(l), sj(i), ey sfl("))

1 n P}
seS
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donde u; estd definida sobre A = A(S]) X -+ X A(S;) X -+ X A(S,), ¥y

donde O'g @ o5 1a probabilidad con que el jugador ¢ juega su estrategia pura

s7") en su estrategia mixta o;.

Pues bien, el juego A(G) = {A(Sy), ..., A(S,); Uy, ..., Uy}
cumple las hipétesis del Teorema anterior, ya que para todo jugador i,

a) A(S;) es un subconjunto no vacio, compacto y convexo del espacio R™:.

b) la funcién de pagos esperados U; es continua en todo su dominio A =
A(Sy) x -+ x A(S,) es cuasiconcava en la variable o; (ambas cosas por
ser una funcién afin).

En conclusion, existe un equilibrio de Nash en estrategias puras del juego
A(G), que no es otra cosa que un equilibrio de Nash en estrategias mixtas
del juego G. O

2.3. Juegos bipersonales de suma cero

Los juegos bipersonales de suma cero modelizan situaciones de conflicto
puro entre dos jugadores, en las cuales lo que un jugador gana es exactamente
lo que su contrincante pierde. El andlisis de este tipo de juegos, especialmente
en su forma normal o estratégica, conduce de modo general a resultados y
predicciones mas precisos que los de los otros juegos, y la estructura de sus
soluciones de equilibrio es también muy precisa. Seguramente por esa razon
el estudio de estos juegos ha representado una etapa inicial muy importante
de la aplicacion de la teoria de juegos a la economia, a pesar de que los
ejemplos de aplicaciones econémicas relevantes de juegos de suma cero son
la excepcion mas que la regla.

Una caracteristica muy especial de los juegos de suma cero es que las
soluciones de equilibrio de estos juegos se basan en gran medida en el com-
portamiento de cada jugador como un decisor racional individual, sin requerir
un elemento adicional de coordinacion, que si es necesario en los equilibrios
de Nash de otros tipos de juegos. Definamoslos con precision.

Definicién 2.4. Sea G = {51, Sa;u1, us} un juego bipersonal. Decimos que
G es de suma cero si para todo par de estrategias puras de ambos jugadores,
la suma de los pagos que a ambos corresponde es nula. Es decir,

Ul(Sl,Sz) +UQ<81,52) = 0, Vsl c Sl Yy VSQ € SQ

En los juegos bipersonales de suma cero, que ademas sean finitos, puesto
que los pagos del segundo jugador son los opuestos de los pagos del primero,
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la matriz de pagos del primero basta para definir el juego y para realizar
su analisis. Por esta razon, a los juegos bipersonales finitos de suma cero se
les llama a veces juegos matriciales. Comenzaremos por tanto esta seccion
estudiando algunos conceptos definibles en una matriz.

2.3.1. Valores maximin y minimax de una matriz

Sea A; una matriz de valores reales que tiene m filas y n columnas. Los
conceptos maximin y minimax que vamos a definir son ttiles en muchos
contextos distintos, y en cada uno de estos contextos adquieren una inter-
pretacién distinta. Sin embargo, para que nos sea méas facil apoyarnos en la
intuicién, podemos imaginar que A; es la matriz de pagos del jugador 1 en un
juego bipersonal finito cualquiera S; = {s},s?,...,s7} y Sy = {s}, 2, ..., s5}.
Por tanto, las filas de A; corresponden a las estrategias puras del jugador 1
mientras que sus columnas corresponden a las estrategias puras de su con-
trincante el jugador 2. Asi, el término a;; de A; es el pago uy (s, s3).

Teniendo en cuenta que

méx uy(st, s5) v min uy (s, s))
s1€51 s3€87
son, respectivamente, el maximo de los términos de la columna j-ésima
(correspondiente a la estrategia pura s} 2 del jugador 2) y el miimo de los
términos de la fila i-ésima (correspondiente a la estrategia pura s del jugador
1), podemos definir asi los valores maximin y minimax de la matriz A;:

Definicién 2.5. En la matriz Ay con m filas, n columnas y término genérico

u(sy, 53):

a) Llamamos valor maximin de Ay, y lo denotamos m, al mdzimo de los
minimos de todas las filas de Ai. Es decir,

m = max { min uy (s}, s3)
S1ES1 | s5€5,

b) Llamamos valor minimax de Ay, y lo denotamos m, al minimo de los
mdximos de todas las filas de A;. Es decir,

m = min § max u(sy, s3)
s3€S2 | 81€51
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¢) Decimos que el término ui(s®,sY), que ocupa la fila ig y la columna jo
de Ay, es un punto de silla de A, si es el mdzrimo de su columna y el
minimo de su fila. Fs decir,

ul(silov 5%0) = MAax uy (Silv 3%0> = min u1<52i°, S%)
B EASRS

Los ejemplos siguientes ilustran estos conceptos.

Ejemplo 2.7. En la matriz de pagos del jugador 1 para el juego de Piedra-
Papel-Tijeras,

0o -1, 1*
A= 1 o -1,
~1, 1* 0

Se han senalado mediante un asterisco subindice los minimos de cada fila,
y mediante un asterisco superindice los mdximos de cada columna.
Todos los mdximos de columna valen -1, luego el valor maximin de Ay es:

m = max min ~ wui(st,s)) > =  méx -1,-1,—-1} =-1
o sie{s%,s%,sﬁ} {5%6{5%,5%,5%} 1( v 2)} sie{s%,sf,s?}{ ’ ’ }

Todos los maximos de columna valen 1, y por tanto el valor minimaz de

A; es

m=  min max  u(sh,s}) = mim  {1,1,1} =1
s’ie{s},s%,s{’}

J 142 o3 i 1 42 o3
326{32,52,52} 526{32,52,52}

Ningun término estd doblemente senalado, y por tanto Ay no tiene punto
de silla.

Ejemplo 2.8. En la matriz de pagos del jugador 1 para el juego 2.4.

3 1,
A= 1r 2¢
2, 2F

se han senalado asteriscos subindice y superindice los minimos de cada
fila y los mdzximos de cada columna.

Los minimos de fila son 1, 1 y 2, mientras que los mdzimos de columna
son 8y 2, Por tanto, el valor maximin de A es:
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m =  max min ~ w (s, s)) s =  mdx 1,1,2} =2
o sie{si,sf,s‘;’} {S%E{s%,sg,sg} l( b 2)} sie{s%,sf,si’}{ o }

y el valor minimaz de A; es:

m= min max  wui(s,s}) p = max {3,2} =2
sie{s%,sf,s‘;’}

J 1.2 i 1 .2
526{32,52} 526{52752}

El inico término que estda doblemente senalado, que ocupa la tercera fila
y sequnda columna, y cuyo valor es 2, es el punto de silla de Ay. Obsérvese
que dicho valor coincide con valor mazximin y con el valor minimax de A;.
No se trata de una casualidad, sino de una condicion necesaria y suficiente
para la existencia de punto silla de una matriz.

2.3.2. Estrategias puras maximin y minimax de un jue-
go. Niveles de seguridad.

Supongamos que A; sea efectivamente la matriz de pagos para el juga-
dor 1 (u1(s%, 83))i=1...mij=1...m, del juego G = {Sy, Sa;uy,us}, donde S; =
{sl,s2,...,s"} v Sy = {s},s3,...,s5}. Las filas de A; corresponden, por tan-
to, a las estrategias puras de J1 mientras que sus columnas corresponden a
las estrategias puras de J2. sea Tm = wuy(s5, sb) el valor maximin de A;. A
la estrategia pura sj de J1 en cuya fila se alcanza dicho valor se la llama
estrategia pura maximin. El valor maximin de A; puede interpretarse como
el nivel de seguridad del jugador 1, es decir, el valor que puede estar seguro
J1 de conseguir al jugar una estrategia se asegura la consecucién de un pago
al menos tan grande como m. Puesto que el juego G determina dos matrices
de pagos '

A= (Ul(SZp 3;))i=l,...,m;j=1,...n

para el jugador 1y

Ay = (’U/Q(Sia Sg))izl,...,m;jzl,...,n

para el jugador 2, podriamos igualmente definir, a partir de A,, las estrategias
puras maximin y el nivel de seguridad correspondiente para el jugador 2. La
unica diferencia es que ahora las estrategias puras de J2 identifican columnas
de Ay y no filas. A los valores maximin de J1 y J2 los denominaremos,
respectivamente, vy y vs.
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Ejemplo 2.9. Consideremos de nuevo el juego 2.4, donde aparecen las ma-
trices de pagos Ay para el jugador 1 y As para el jugador 2.

Jugador 2

I D

A 32 14

Jugador 1 B 1,3 2,1
C 22 0,0

El jugador 1 tiene una unica estrategia pura mazximin, B, que le propor-
ciona un mwel de sequridad de 2, ya que

vi =u(B,I) = max min u (st s)) = méx 1,1,2} =2
L= w(B.1) SiE{A,B,C}{S%G{LD} (s 2>} e {11.2)

Por su parte, el jugador 2 tiene también una unica estrategia pura ma-
ximin, I, que le proporciona un nivel de sequridad de 2, ya que

vy = up(B,I) = max { - min uz(si,sg)} = mix {2,0}=2
she{l,D} \s1€{4,B,C} sye{I,D}
2.3.3. Estrategias mixtas maximin y valor de un juego
de suma cero
Definicién 2.6. Sea el juego bipersonal finito de suma cero G = {S1, Sa; u1, us},

donde
S) = {8%7‘9%7 "'7S§n} Y Sy = {Sé,s%, '”753}

cuyas matrices de pagos son:
A = (U1(S§,Sg))z‘:1,...,m;j:1 ..... n Y Ay = (u2(3§, Sg))z‘:l ..... mij=1,..n = —A

Sea 01 una estrategia mizta genérica de J1, representante mediante un
vector fila con m componentes positivas o nulas que suman la unidad. Andlo-
gamente, sea oo una estrategia mixta genérica de J2, representable mediante
un vector fila con n componentes positivas o nulas que suman la unidad.

a) Llamamos valor maximin del juego G, y lo denotamos vy, al pago mdxi-
mo que puede asequrarse el jugador 1, suponiendo que J2 responde a la



2.3. Juegos bipersonales de suma cero 52

estrategia o1 de J1 con una estrategia oo que le permite maximizar su
pago, y por tanto minimizar el de J1. Es decir.

V1 = mAax min o, A0}
0'1€A(Sl) O'QEA(SQ)

b) Llamamos valor minimazx del juego G al nimero.

Vs = min max 01A10§
O'2€A(SQ) 01€A(Sl)

Si el valor mazimin se alcanza en las estrategias miztas concretas oy de J1
y oy de J2, decimos que o} es una estrategia maximin de J1. Analoga-
mente, si el valor minimaz se alcanza en las estrategias mizrtas concretas
0/2* de J2 y 0/1* de J1, decimos que 0’2* es una estrategia minimax de
J2.

c¢) Llamamos valor del juego G, y lo denotamos v, al valor mazimin y al
valor minimazx, si es que ambos coinciden.

El valor maximin v; es el valor de seguridad del jugador J1, es decir,
el pago mas alto que J1 puede asegurarse suponiendo un «comportamiento
de peor caso» por parte de J2(que es la suposiciéon adecuada, ya que en los
juegos de suma cero, J2 produce el pago mas bajo posible para J1 con aquellas
jugadas que son Gptimas para él). Ademads, el lema siguiente nos permitird
relacionar el valor minimax con el valor de seguridad del jugador 2.

Lema 2.5. Dado el juego bipersonal finito de suma cero G = {Sy, So; uy, us}
y cuyas matrices de pagos son:

A = (ul(sia Sg))izl,...,m;jzl,.‘.,n y Ay = (U2(5i1, 3%))i=1,..‘,m;j=1,...,n =-4A

el valor minimaz vy es el valor de sequridad del jugador 2 cambiado de
signo. Es decir:

U9 = min { max alAlaé} = max { min alAlaé}
02€A(S2) | 01€A(ST) 01€A(S1) | 02€A(S2)

Demostracion. Es bien sabido que, dada una funcién real cualquiera f(z), el

opuesto del maximo de f(z) es igual al minimo del opuesto de f(x), es decir,

—mazf(x) = min(—f(x)), y andlogamente, —min(f(z)) = max(—f(zx)).

Ademas sabemos que la solucién de problema de maximizar una funcién se
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alcanza en los mismos puntos z* donde se alcanza la solucién del correspon-
diente problema de minimizar su opuesto. Basandonos en ello, tenemos:

— max min O'lAQOé = min — min 0'11420'5 =
O'QEA(SQ) UleA(Sl) UQEA(SQ) 0'16A(S1)

= min mix —(0yA4,0%) p = min max o1 A0 b = vy
O'QGA(SQ) 0'16A(Sl) O'QEA(SQ) 0'1€A(Sl)

O
Ejemplo 2.10. En el juego siguiente:

Jugadora 2

I D

A 00 -5,5

Jugador 1 B 5.5 0.0

Tabla 2.7: Juego de suma cero

B es la estrategia mazximin del jugador 1 en el contexto de estrategias
puras y le proporciona en dicho contexto un nivel de sequridad de 0. En el
contexto de estrategias mixtas, el valor maximin es:

v = mAax min alAlaé
O’1EA(51) O'QEA(SQ)

’ z _5
“i e 0 (5 0) (17))

= max { min 53 — 50z}
0<a<l | 0<B<1

El minimo de 50 —ba, para a y B, para 8 entre 0y 1, es f(a) = —Ha(que se
alcanza para f = 0 Teniendo en cuenta lo anterior, el mdzimo de f(a) = —ba
cuando « varia entre 0 y 1 es igual a 0, que se alcanza haciendo o = 0. Por
tanto el valor maximin vy es igual a 0, y se alcanza haciendo o« =0 y =0,
es decir, v = 0 es el valor de sequridad de J1, y éste lo alcanza jugando su
estrategia mizta o1 = (0,1) , que coincide con su estrategia pura B, mientras
que J2 juega su estrategia mizta oo = (0,1) , que coincide con su estrategia
pura D.

Razonando de modo andlogo, es facil ver que el valor minimaz es:

vy = min { max alAloé} = min {méx 56 — 504}

02€A(S2) | 01€A(S1) 0<B<1 | 0<a<l
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El mdzimo de 508 — 5a, para § fijo y o entre 0y 1, es f(B) =55 (que se
alcanza para o = 0). Teniendo en cuenta lo anterior, el minimo de f(3) = 50
cuando [ varia entre 0 y 1 es igual a 0, que se alcanza haciendo § = 0. Asi
pues, el valor minimaz vy es igual a 0(y por tanto el valor de sequridad de J2
es 0 = —uwy y éste lo alcanza jugando su estrategia mizta oo = (0,1), que es
su estrategia pura D, mientras que J1 juega su estrategia mizta oy = (0,1),
que coincide con su estrategia pura B.

Teorema 2.6. Dado un juego bipersonal finito de suma cero cualquiera G =
{51, So; u1,us}, dicho juego tiene un valor. Es decir, existe un v € R tal que
vl = vy = v, stendo vy y vy los valores marimin y minimax.

Demostracion. Basaremos nuestra demostracion en la existencia de equili-
brios de Nash. Por ser G un juego finito, existe algin EN en G. Sea (o7, 03)
uno de tales equilibrios. Por definicion de EN, se cumplen las afirmaciones
siguientes:

Ui(of,0%) = o0f Aot = méx {01 A 03 2.1
1(07,03) 141109 a1€a(S1){1 12} (2.1)
Uy(or,0%) = 0F Ay = méx {o7A 0! 2.2
2(07,03) 141209 oo (52){1 12} (2.2)

De " y " se deduce:
Ul(or,08) =0fA0s' = min {o7A0! 2.3
1(07,03) 141109 s (52){1 12} (2.3)

Debido a que:

oi Aoyt = —0fAsoyt = — méx {-ojAi0l} = min
o2€A(S2) 02€A(S2

){UTAloé}

Ahora de (2.1 se deduce

* * * *T 7 *T
Ui(o},03) = 0j Aoy = méx {o14103'}
01€A(S1)

v

max { min alAlaé}

U1EA(51) O'QEA(SQ)
= /Ul

> min {o7A,0!
- UzEA(SQ){ 1 2}

= Ui(a7,03)

y de (2.3)) se deduce:
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Ui(ot,08) =0fAi0s' = min {oFA 0
1( 1 2) 1411¢2 O'QGA(SQ){ 1411 2}
< min { max alAlag}
OQGA(SQ) O’1€A(Sl)
(2.5)
= ’[]2
< mix {o1A0
_01€A(51){ e 2}
= Ul(gi 0-;)
Por ultimo, de (2.4) y (2.5)) se deduce
Ul(O'T,O'>2k> = V1 = V2
O

En el Ejemplo 2.5 y 2.9 satisfacen el Teorema 2.5. El valor de ambos
juegos es 0.

2.3.4. Relacion entre los equilibrios de Nash y las es-
trategias maximin

En los juegos bipersonales finitos de suma cero, existe una estrechisima
relacion entre los equilibrios de Nash y las estrategias maximin, segun la
cual forman parte de los equilibrios las estrategias maximin y sélo ellas. El
Teorema 2.6 precisa y completa dicha relacién.

Teorema 2.7. Sea el juego bipersonal finito de suma cero G = {S1, So; u1, us},
donde

Si={s1,8%,...,s7}y Sa = {s3,83,...,55}
y cuyas matrices de pagos son
A = (Ul(SlL S%))izl,...,m;jzl,...,n y Ay = (Uz(si, S%))i:l,...,m;j:l,...,n =-4A

a) Si (07,03) es un equilibrio de Nash, o} y o5 son estrategias maximin de
J1 y J2, y el pago que J1 recibe en dicho equilibrio coincide con el valor
del juego.

b) Si of y o son estrategias mazimin de J1 y J2, el perfil (oF,03) es un
equilibrio de Nash.
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Demostracion. a) En la demostracion del Teorema 2.5, hemos visto que si
(07,03) es un EN se cumple:

Ui(of,03) = o0fA03' = méx min o A0L b =0 2.6
107, 03) 141102 a'léA(Sl){O'QEA(Sg) 1441 2} 1 (2.6)

Ui(of,03) =o0fAi03t = min mix o Aol =v 2.7
(ot = ooy = min { mis mdotf = (21)

La igualdad ({2.6]) significa que o] es una estrategia maximin de J1, y de
(2.7) se deduce lo siguiente al aplicar el Lema 2.4:

Usy(o7,05) = =Ui(07,0,) = —v = — min max oA 0l
(17 2) ( 1 2) oa€A(S2) | o1€A(S)) 2

(2.8)
= max { min alAgaé}
02€A(S2) | o1€A(ST)
y la igualdad significa que o9 es una estrategia maximin de J2. Ademas,
el pago a J1 es el valor, pues Uy (07},03) = vy = vy =0
b) Si o} y o} son estrategias maximin de J1 y J2 respectivamente, se
cumple

Ul (UL O';) = O-IAlo-;t = max min 0'1A10'§ = U1
01€A(S1) | o2€A(S2)

UZ(O-:T7 U;) = O-TAQO';t == mé;X ml/n O-lAZOé = U9
02€A(S2) (01€A(S1)

y sabemos, por el Teorema 2.5, que los valores maximin v; y minimax vy
coinciden, es decir,

max min O'lAQOé =v; =vy= min max alAlag
O’1€A(Sl) UQEA(SQ) O'QEA(SQ) 0'1€A(Sl)

max min  01A50% > = —vy = —v; = min max oAyl
14205 2 2

02€A(S2) | o1€A(ST) 01€A(S1) | 02€A(S2)
Por tanto,
Uy(oF,0) =0f Aot = min max oA 0L s =
ot = oty = min { mix oo} -

= mAé(x : {alAla;‘t} > o1 A03" = Uy(oy,031), Vo, € A(Sy)
o1E€A(Ss1
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Us(ot,03) = 0 Asost = min mix o, Ay0l y =
2(01,72) = oihoi = Bl {ozewz) o 2} (2.10)
= mAégc : {01 As0l} > 01 Asol = Us(07,02), Vo, € A(S,)
o2€ 59
y estas dos tltimas desigualdades nos dicen que (o7, 05) es un EN. O

2.3.5. Juegos bipersonales de suma constante

Obtenemos una generalizacién de los juegos de suma cero si, en lugar de
exigir que la suma de las ganancias de los dos jugadores ante cada perfil de
estrategias sea nula, exigimos que sea una constante.

Definicién 2.7. Sea G = {51, So;u1, us} un juego bipersonal. Decimos que
G es un juego de suma constante si para todo par de estrategias puras de
ambos jugadores, la suma de los pagos que a ambos corresponden es siempre
la misma. Es decir,

u1(s1, 82) + uz(s1,82) =¢, Vs1 €51 y Vsy € 5y

Si bien los juegos de suma constante tienen como caso particular los juegos
de suma cero, una simple transformacion de las ganancias de los jugadores
nos permite considerar los juegos de suma constante como si se tratase de
juegos de suma cero. Veamos algunos ejemplos que convierten cualquier juego
de suma constante en un juego de suma cero

» Transformacion de las ganancias de J1:

) (s1,82) = ui(s1,82) —¢, Vsg € S1 vy Vsg € 5y

» Transformacion de las ganancias de J2:

ub(s1,82) = us(s1,82) —¢, Vsg € 51y Vsg € 5

» Transformacion de las ganancias de J1 y J2:
uy (s1,82) = u1(s1,82) —c1,  uy(s1, 82) = ua(s1, s2) — 2
Ve, co tal que ¢ +co=c¢, Vs €51 v Vsy € .5
Siempre que un juego admita este tipo de transformaciones, podremos

analizar un juego de suma constante a través de alguno de los juegos de suma
cero asociados. Esto nos conduce a la siguiente pregunta: jcuando podemos
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admitir este tipo de transformaciones y por tanto hacer uso del teorema del
minimax? La respuesta nos lleva de nuevo a la interpretacién de las ganan-
cias como utilidades de Von Neumann-Morgenstern. Dicha interpretacion es
consistente con unas preferencias que admiten una escala cardinal-intervalo,
y la exigimos siempre que queremos incluir a las estrategias mixtas en el
analisis.

Asi pues, los resultados alcanzados para juegos de suma cero son aplicables
al andlisis de cualquier juego de suma constante cuyas ganancias admitan
transformaciones afines positivas.

Como conclusién de esta seccién, merece la pena observar que en este
tipo de juegos existe una prescripcién clara sobre cémo jugar (jugar ambos
jugadores cualquier estrategia maximin, o lo que es lo mismo, jugar cualquier
equilibrio de Nash) ya que, en virtud del teorema anterior, los pagos a cada
jugador no dependen de la estrategia maximin elegida. En efecto, si juegan de
este modo, el jugador 1 recibira el pago v del juego, mientras que el jugador
2 recibira el pago —uv.

2.4. Estrategias racionalizables

En esta seccion nos proponemos profundizar, y llevar hasta sus tltimas
consecuencias, los conceptos de solucion basados en ideas de dominacién.
Para ello, en primer lugar revisaremos el concepto de estrategia dominada
ampliando el contexto en que se define, desde el contexto del capitulo ante-
rior en que sélo se consideraban estrategias puras hasta el del capitulo actual
en que estan presentes todas las estrategias mixtas. En segundo lugar, ac-
tualizaremos al contexto de las estrategias mixtas las comparaciones entre
las soluciones de dominacién (usando ya el concepto de dominacion revisa-
do) y las soluciones de equilibrio (usando el equilibrio de Nash en estrategias
mixtas). En tercer lugar, definiremos el concepto de estrategia que nunca es
respuesta Optima, concepto que es ligeramente méds general que el de estrate-
gia estrictamente dominada, y a partir de él construiremos un nuevo concepto
de solucion, el de las estrategias racionalizables, y lo compararemos con los
anteriores conceptos de solucién.

Si recordamos sobre estrategias dominadas

Dado el juegos siguiente:
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Jugador 2
A B C
X 26 6,0 1,1
Jugador 1 Y 1,3 2,7 4.4
Z 23 5,1 3,1

Ninguna estrategia pura del jugador 2 estd dominada, ni estricta ni débil-
mente, por otra estrategia pura. Sin embargo, es facil ver que C no es una
estrategia que vaya a usar un jugador racional, ya que la estrategia mixta
oy = (%, %,O), en la que el jugador 2 juega A con probabilidad % y B con
igual probabilidad, le produce unos pagos estrictamente superiores a los de
C, haga lo que haga el jugador 1. En concreto,

UQ(X, 0'2) =3> UQ(X, C) = l,UQ(K 0'2) =5> UQ(Y, C) =4

UQ(Z, O'2> =2> UQ(Z, C) =1

En definitiva, C' esté estrictamente dominada por la estrategia mixta o, , a
pesar de que no lo esta por ninguna de sus estrategias puras soporte, A o
B. Por otra parte, es facil observar que la estrategia mixta o; = (%, %, 0), en
la que el jugador 1 juega X con probabilidad % e Y con probabilidad %, le
produce unos pagos estrictamente inferiores a los de Z, haga lo que haga el
jugador 2. Efectivamente,

) 14
U1<O'1,A> = g < Ul(Z, A) =2, Ul(O'l,B) = ? < Ul(Z, B) =5

U1<0’1,0) =2< Ul(Z, O) =3

En definitiva, la estrategia mixta o; esta estrictamente dominada por Z, a
pesar de que no lo esta ninguna de sus estrategias puras soporte, X o Y.

La situacién anterior sugiere la necesidad de ampliar la definicién de es-
trategia dominada, y es lo que hacemos a continuacion.

Definicién 2.8. En el juego G = {Si, ..., Sp;uy, ..., un}, sean o, y o, dos
estrategias (puras o miztas) del jugador i.

a) Decimos que a; esta dominada, o también débilmente dominada, por
o; cuando la desiqualdad:

"

!
Ui(81, 0 821,045 Sit1, oy Sn) < Ui(S1, -0y Si21, 04, Si1s oy Sn)
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se cumple para toda combinacion de estrategias puras s_; , y para alguna
se cumple de modo estricto.

b) Decimos que o, estd estrictamente dominada por o, cuando la de-
sigualdad:

!

/ /)
Ui(sla 05 8i—1, 045 Sit1, "'7Sn) < Ui(sla oy Si—1y 05 5 Sitls ooy Sn)

se cumple para toda combinacion de estrategias puras s_; de los otros
Jugadores.

. ’ . . . . .
c) Decimos que o, es no dominada si no existe ninguna otra estrategia
del jugador i, ni pura ni mizta, que la domine, y decimos que o, es 1o
dominada estrictamente si no existe ninguna otra que la domine es-
trictamente.

Este nuevo concepto de dominacion lleva asociados también dos procesos
de eliminacion iterativa, que podriamos llamar Eliminacién Iterativa de
las Estrategias Estrictamente Dominadas por una estrategia pu-
ra o mixta y Eliminacién Iterativa de las Estrategias Débilmente
Dominadas por una estrategia pura o mixta, y que abreviaremos por
EIE-PM y EID-PM. Obviamente, dichos procesos seran tanto o mas re-
solutivos que los analogos ya estudiados en el capitulo anterior, y que sélo
implicaban dominacion entre dos estrategias puras. Aun asi, este proceso de
calculo de la solucién del juego sigue teniendo el inconveniente, en general, de
la falta de resolucién, pues frecuentemente existen muchas estrategias no do-
minadas (a veces, todas), y en tal caso el proceso no permite predecir apenas
nada del desarrollo del juego.

Ejemplo 2.11. s FEn el dilema del prisionero, es facil observar que tanto
la EIE-PM como EID-PM conducen a (Confesar,Confesar), que es
el unico perfil superviviente.

» En la batalla de los sexos, cualquier perfil (o1,02) posible del juego es
un perfil superviviente, tanto de la EIE-PM como de la EID-PM.

2.4.1. Relacion entre EN y Eliminacién Iterativa Es-
tricta (EIE-PM)

El siguiente teorema complementa los enunciados en el Capitulo 1 sobre
las relaciones entre el EN y las soluciones basadas en el concepto de domi-
nacién. Es de notar que no aparecen enunciados nuevos relativos al perfil de
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estrategias dominantes, y ello es debido a que dicho perfil de estrategias pu-
ras, siendo un equilibrio de Nash en estrategias puras (el llamado equilibrio
en estrategias dominantes), también lo es en estrategias mixtas.

Teorema 2.8. Dado el juego G = {Sh, ..., Sp; U1, ..., un} y la combinacion de
estrategias

§* = (81,85, .y STy ey S1)

ey Op

a) Si G es finito y s* es un EN en estrategias puras, las estrategias que lo

constituyen sobreviven al proceso de Eliminacion Iterativa Estricta (EIE-
PM).

b) Si G es finito y s* estd constituida por las unicas estrategias que sobreviven
al proceso de Eliminacion Iterativa Estricta (EIE-PM), s* es el inico EN
del juego.

c) Sila estrategia s; resulta eliminada en el proceso de Eliminacion Iterativa
Estricta (EIE-PM), y en particular, si s; es estrictamente dominada, no
pertenece al soporte de ninguna estrategia mixta que forme parte de un
equilibrio de Nash.

Demostracion. Para los apartados a y b, siguen siendo validas, en todos
sus detalles, las demostraciones de los enunciados anédlogos (Teorema 1.4,
apartados del capitulo anterior, hechas para el proceso de eliminacién EIE.

m

Nota 2.1. Podria pensarse que en las definiciones anteriores de dominacion
débil y de dominacion estricta, deberia haberse sustituido s_; (combinacion de
estrategias puras de los otros) por o_; (combinacion de estrategias miztas de
los otros), pero ello no es necesario, pues es facil ver que si las desigualdades
se cumplen para todo s_; también se cumplen para todo o_;.

En cuanto al apartado c, si s; perteneciera a SOP(o}), formando o} parte
de un EN o* = (07,...,0},...,0%), de ello se deduciria que s; es respuesta

optima a o_; , lo que le impediria ser eliminada en el proceso EIE-PM.

De este teorema se deduce que podemos aplicar el proceso de eliminacion
iterativa estricta antes de calcular un EN en estrategias mixtas, pues las
estrategias puras eliminadas no van a formar parte de ningin soporte de
estrategias mixtas de equilibrio. El siguiente ejemplo ilustra este hecho.

Ejemplo 2.12. Veamos el siguiente juego:



2.4. Estrategias racionalizables 62

J2
Cl C2 C3 C4 C5
F1 55 50 70 3.1 03
F2 2,7 2.8 87 05 4,7
F3 10 13 69 1,3 1,10
F4 22 13 13 44 132

J1

En la primera etapa eliminatoria queda descartada la estrategia F3 de J1
(estrictamente dominada por %Fl + %FQ), en la sequnda se descarta C3 de
J2 y C5 de J2 (estrictamente dominadas, respectivamente, por %C’Q + }104 Y
%Cl + %CQ},en la tercera se descarta F2 de J1 (estrictamente dominada por
F1), y en la cuarta y ultima se elimina C2 de J2 (estrictamente dominada
por C4). El juego residual es:

J2
Cl C4
F1 55 3,1
J1 F4 22 44

Por tanto, los EN del juego podemos calcularlios en el juego residual.
Es facil deducir que, aparte de los dos EN en estrategias puras (F1,C1) y
(F4,C4), este juego tiene un EN en estrategias miztas, que es [%Fl + §F47 %C’l + 204} .
Ast pues,

SEN — [(F1,C1),(F4,C4),[(1/3)F1 + (2/3)F4, (1/4)C1 + (3/4)C4]}

2.4.2. Estrategias racionalizables

El concepto de estrategia racionalizable, que también podriamos llamar
justificable, se propone explorar un camino intermedio entre los conceptos de
solucion basados en la dominacién estricta y en la dominacién débil, es decir,
entre los basados en la idea de que ningun jugador racional deberia usar una
estrategia estrictamente dominada y los basados en la idea de que ningun ju-
gador racional deberia usar una estrategia débilmente dominada. Ya hemos
visto que, aplicadas iterativamente, la primera idea conduce a resultados se-
guros, pero en general poco precisos, mientras que la segunda aumenta a
veces la precision, pero no siempre, y ademds descarta a veces, segun qué



2.4. Estrategias racionalizables 63

orden de eliminacion se use, resultados tan buenos como los elegidos. La idea
a explorar se basa en el comportamiento optimizador de los agentes racio-
nales, y en particular en el hecho de que, en un juego en forma estratégica,
ningin jugador racional jugara una estrategia que no maximice sus pagos en
vista de como él supone que jugaran los demas, sea cual sea esa suposicion
o conjetura. La hipdtesis de racionalidad de todos los jugadores, junto con
la hipotesis de que tal racionalidad es de dominio publico nos permitiran,
de modo analogo a como se hizo en el capitulo anterior, construir procesos
de eliminacién de estrategias insatisfactorias, de modo que consideraremos
aceptables las estrategias que sobrevivan a dicho proceso, y consideraremos
un nuevo concepto de solucién, que consiste en identificar como soluciones
del juego a todos los perfiles que estan constituidos por tales estrategias su-
pervivientes.

Los conceptos de conjetura o creencia y de estrategia nunca 6ptima per-
miten precisar las ideas anteriores.

Definicién 2.9. En el juego G = {S, ..., Sp;u1, ..., un }:

a) Llamamos conjetura del jugador i sobre cémo jugardn los demds, a toda
distribucion de probabilidad o_; = (01, ...,0i_1, 011, ..., 0n) Sobre el espa-
cio S_; = 51 X -+ X S;_1 X Siy1 X -+ -8, de las estrategias puras de los
demas jugadores.

b) Decimos que la estrategia o; es respuesta optima del jugador i a su
congetura o_; si la desiqualdad:

wi(o5,0-;) > w0y, 0-;)
se cumple para toda estrategia mizta o) de dicho jugador.

c) Decimos que la estrategia o; del jugador i es nunca optima si no existe
ninguna conjetura o_; de dicho jugador a la cual o; sea respuesta optima.

El nuevo concepto de estrategia nunca dptima estd estrechamente relacionado
con el de estrategia estrictamente dominada. De hecho, es fdcil ver que, para
todo jugador i, toda estrategia estrictamente dominada (por alguna estrategia
pura o mizrta) es una estrategia nunca dptima, pues aquella que la domina
produce a dicho jugador pagos estrictamente mayores, independientemente
de como juequen los demdas. Mds adelante confirmaremos que la implicacion
en sentido contrario no siempre es cierta.

Ejemplo 2.13. En el juego Halcon-Paloma: dos seres vivos pueden compor-
tarse de un modo violento y agresivo (halcon) o pacifico y sumiso (paloma)
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en un enfrentamiento por la posesion de un objeto de valor V.. Ambos saben
que si los dos se comportan agresivamente se enzarzan en una pelea que les
acarrea unos determinados costes (C'); si ambos se comportan amistosamen-
te se reparten el objeto, pero si cada uno se comporta de un modo diferente,
aquel que se comporta pacificamente no obtiene nada y el agresivo se lo queda
todo.

J2
Paloma Halcon
71 Paloma %,% 0,V
Halcén V.0 % — C’,% -C

SiC < %, la estrategia Paloma de cualquier jugador estd estrictamente
dominada por Halcon, y por tanto no es respuesta Optima para ninguna
conjetura de dicho jugador sobre cémo actuara el otro jugador. Sin embargo,
siC = %, la estrategia Paloma sélo estéa débilmente dominada por Halcén, y
en este caso si es respuesta 6ptima a la conjetura segin la cual el otro jugard
Halcon con certeza.

Asi pues, el hecho de ser débilmente dominada no implica el ser estrategia
nunca optima.

Definicién 2.10. En el juego G = {Si, ..., Sp;uy, ..., u, }, decimos que la
estrategia pura s; del jugador i es ractonalizable o justificable si sobrevive
al proceso de eliminacion iterativa de estrategias nunca optimas.

Larazon de que a las estrategias racionalizables se les llame también justi-
ficables es que su uso por un jugador puede ser justificado por éste mediante
una cadena de razonamientos, basados en el hecho de que es de dominio
ptblico que ambos jugadores son racionales (y en particular maximizadores
de sus ganancias) y conocen los detalles del juego.

Ejemplo 2.14. a) Dado el juego del cuadro 2.10 iniciando la seccion 2.4.

Jugador 2
A B C
X 26 6,0 1,1
Jugador 1 Y 1,3 2,7 4.4
Z 23 5,1 3,1
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En la primera etapa eliminamos la estrategia C del jugador 2 porque, al
estar dominada estrictamente por oo = (%, %,O), es una estrategia nun-
ca optima. En la sequnda etapa eliminamos la estrategia Y del jugador 1
porque estd dominada estrictamente por Z. En la tercera y ultima etapa
eliminamos la estrategia B del jugador 2 porque, en ausencia de la estra-
tegia Y de J1, estd dominada estrictamente por A. Sobreviven por tanto
al proceso de eliminacion iterativa de estrategias nunca optimas (que en
este caso coincide con el proceso de eliminacion iterativa estricta EIE-
PM) las estrategias X y Z del jugador 1 y la estrategia A del jugador 2.
En conclusion:

Conjunto de estrategias racionalizables del jugadorl = {X, 7}
Conjunto de estrategias racionalizables del jugador2 = {A}

Que J1 jueque X estd justificado por:

1. X de J1 es respuesta optima a la conjetura de J1 segun la cual J2 va
a jugar A.

2. A de J2 es respuesta dptima a la conjetura de J2 segun la cual J1 va
a jugar X.

La cadena de justificaciones para Z de J1 seria andloga, y para A de J2
es la ya escrita, pero invirtiendo el orden. Es de notar que las cadenas de
Justificacion son tan cortas en este caso por ser equilibrios de Nash todos
los perfiles construibles a partir de las estrategias supervivientes.

b) Dado el mismo juego pero modificado (haciendo uy(X, A) = 1 yus(Z, B) =

8):

Jugador 2
A B C
X 16 6,0 1,1
Jugador 1 Y 1,3 2,7 4.4
Z 2.3 5,8 3,1

La primera y sequnda etapas son exactamente iguales que en el caso an-
terior, pero ahi acaba el proceso de eliminacion (que también en este caso
coincide con el proceso de eliminacion iterativa estricta EIE-PM). En
conclusion:

Conjunto de estrategias racionalizables del jugadorl = {X, 7}
Conjunto de estrategias racionalizables del jugador2 = {A, B}
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La cadena de razonamientos justificatorios de X por J1 seria:

X de J1 es respuesta optima a la conjetura de J1 segun la cual J2 va a
Jugar B.

B de J2 es respuesta optima a la conjetura de J2 segin la cual J1 va a
Jugar Z.

Z de J1 es respuesta optima a la conjetura de J1 segun la cual J2 va a
Jugar A.

A de J2 es respuesta dptima a la conjetura de J2 segun la cual J1 va a
Jugar X.

Las cadenas de razonamientos justificatorios de Z por J1, de A por J2 y
de B por J2 serian la misma cadena anterior, pero comenzando en otro
punto. Las cadenas de justificacion son mds largas en este caso, porque
no es equilibrio de Nash ninguno de los perfiles de estrategias puras cons-
trutbles a partir de las estrategias supervivientes.

En los dos casos del ejemplo anterior hemos visto que el proceso de eli-
minacion iterativa de estrategias nunca éptimas coincide exactamente con el
proceso de eliminacién iterativa estricta EIE-PM. ;Serd siempre asi? Plan-
teemos la discusion en términos atin méas simples. Ya sabemos que toda estra-
tegia pura estrictamente dominada por otra (pura o mixta) es una estrategia
nunca Optima, mientras que hay estrategias débilmente dominadas que no
son estrategias nunca éptimas, ya que pueden ser respuestas 6ptimas a algu-
nas conjeturas. Pero, ;dada una estrategia pura s; del jugador ¢ en un juego
(G, es equivalente decir que s; esta estrictamente dominada y decir que s; es
una estrategia nunca optima?

El siguiente teorema, del que sélo demostramos el apartado (c), establece
que esa equivalencia se da con seguridad en los juegos de sélo dos jugadores,
y también se da con toda generalidad si se hace una salvedad en la interpre-
tacion del significado de las conjeturas de un jugador, pero no se da si no se
hace tal salvedad.

Teorema 2.9. Dado el juego G = {S1, ..., Sp; U1, ..., up } y una estrategia pura
o mizta cualquiera o; del jugador i:

a) Sin =2, 0; es una estrategia estrictamente dominada si y sdlo si es una
estrategia nunca optima.

b) Si aceptamos como conjetura del jugador i cualquier distribucion de pro-
babilidad o_; = (01, ..., Oi—1, Oiy1, -, Op) SObTE S_; incluso aunque las va-
riables aleatorias componentes o; estén correlacionadas entre si, entonces
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o; es una estrategia estrictamente dominada si y solo si es una estrategia
nunca optima.

c) Si sdlo aceptamos como conjeturas del jugador i aquellas distribuciones
de probabilidad o_; = (01, ...,0i-1,0i41, ..., 0p) sobre S_; en las que las
variables aleatorias o; son independientes entre si, entonces, para el caso
de 3 0 mds jugadores, ser una estrategia nunca optima no implica ser una
estrategia estrictamente dominada.

Demostracion. Para demostrar ¢ nos bastara con exhibir un contraejemplo.
Sea el juego con tres jugadores, tomado de Osborne y Rubinstein (1994), en
el que los tres reciben el pago indicado en cada casilla:

J2 2
J3: M, J3: M,
1| D I |D
A 8 0 A 4 0
J1 J1
B| 0 0 B| 0 4
J2 J2
I3 M, J3: M,
1 |D I |D
Al 0 0 3 3
J1 J1
B| 0O 8 B 3 3

Aqui, la estrategia M; de J3, no esta estrictamente dominada por ninguna
otra, ni pura ni mixta. Efectivamente, si estuviera dominada por la estrategia
mixta («,0,8,1 — a — ) se cumplirfan las dos desigualdades siguientes,
correspondientes al caso en que J1 juega A y J2 juega I y al caso en que J1
juega B y J2 juega D:

1< 8a+pB(0)+3(1—a—p)
4<(0)a+85+3(1—a—7p)

lo que implica que se cumpliria la desigualdad resultante de sumarlas
miembro a miembro:

8<8a+88+6(1l—a—p); 8<2a+p)+6;2<2a+p); 1<a+p

y ello es imposible, por ser («, 0, 3, (1 —a — ) un vector de probabilidad.
Y sin embargo, la estrategia M, de J3 no es respuesta éptima de J3 a ninguna
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conjetura o_3 = (01, 09) sobre la que puedan jugar los otros dos jugadores,
si exigimos que las variables aleatorias o1 y 09 sean independientes entre si.
En efecto, si 07 = (o,1 — ) y 09 = (5,1 — ) son estrategias mixtas de J1
y J2 respectivamente, y son independientes entre si, el pago que obtiene J3
respondiendo con M; es

daf+4(1 - a)(1 - B) =8af +4(1 —a - )

mientras que respondiendo con M; seria 8af, respondiendo con Mj seria
8(1 —a)(l —pB) = 8af +8(1 — aw— B) y respondiendo con M, seria 3. Asi
pues, My es respuesta optima sélo si
8af +4(l —a—p) > ogag%éﬁgl {8ap,8ab + 8(1 — a — f3),3}

Veamos que esta desigualdad no puede cumplirse para ningtin par de valores
de avy 8 en el intervalo [0, 1]. Para que 8af+4(1 —a— ) > 8af, el sumando
4(1 — o — ) ha de ser positivo o nulo, lo que exige que 1 > a + (. Para que
8af +4(1 —a—p) > 8af 4+ 8(1 — a — ), el sumando 4(1 — a — () ha de
ser negativo o nulo, lo que exige que o + § > 1. Por tanto, a + 3 es igual
necesariamente a 1. Pero en ese caso, 8a/3 no puede ser mayor o igual que 3,

pues el programa:
max 8a(l — «)
sujetoa: 0<a <1
1

tiene un valor maximo global de 2, que se alcanza cuando o = 3

Por tanto, la estrategia M, de J3 no es respuesta éptima de J3 a ninguna
conjetura o_3 = (01, 09) donde oy y 03 son independientes.

Si, por el contrario, no exigimos que las variables aleatorias o y 09 sean
independientes entre si, M, de J3 si es respuesta optima de J3 a alguna
conjetura o_3 = (01, 09) sobre la que puedan jugar los otros dos jugadores.
En efecto, si J3 tiene una conjetura o_3 en la que las combinaciones (A4, I),

11
(B,D), (A,D) y (B, I) se producen con probabilidades 33 0 y 0, entonces
M si es respuesta 6ptima de J3 a la conjetura o_3, , ya que el pago que ob-

tiene J3 respondiendo con M; es 4(5) +4(§) = 4, mientras que respondiendo

1 1
con M seria 8(5) = 4, respondiendo con Mj seria 8(5) = 4, y respondiendo

1 1
con My seria 3(5) + 3(5) =3. O
Ejemplo 2.15. Dado el juego introducido en el Ejemplo 2.12,
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J2
Cl C2 C3 C4 C5
F1 55 50 70 3.1 03
F2 2,7 2.8 87 05 4,7
F3 10 13 69 1,3 1,10
F4 22 13 13 44 132

J1

el proceso de eliminacion iterativa de estrategias estrictamente domina-
das, realizado en dicho ejemplo, establece que las unicas supervivientes son
las estrategias F'1 y F'4 de J1 y las estrategias C1 y C4 de J2. Puesto que
sdlo hay dos jugadores, el apartado (a) del Teorema 2.8 permite afirmar que
las estrategias estrictamente dominadas coinciden con las estrategias nunca
optimas, y en consecuencia los conjuntos de estrategias racionalizables son

7y ={F1,FA} y S, = {C1,C4}.

2.5. Refinamiento del equilibrio de Nash para
juegos en forma normal.

De los conceptos de solucion vistos hasta ahora, se ha demostrado que el
equilibrio de Nash es el concepto mas resolutivo. Sin embargo, hay muchos
juegos estaticos con informacién completa, algunos de los cuales modelan
situaciones de gran relevancia practica, que tienen varios, a veces muchos,
equilibrios de Nash. Por otra parte, hay equilibrios de Nash que parecen in-
tuitivamente poco satisfactorios, bien porque no son éptimos de Pareto, bien
porque se basan en conjeturas muy poco plausibles por parte de alguno de
los jugadores. En definitiva, seguimos teniendo planteados tanto problemas
de multiplicidad como problemas de explicacion satisfactoria, y esto abre un
campo de exploracion y estudio al que podriamos llamar seleccion de equili-
brios de Nash. Dentro de este campo, merece la pena distinguir dos aspectos
muy diferentes.

El primero se plantea como seleccionar uno de entre varios equilibrios de
Nash igualmente satisfactorios, es decir, que son equivalentes desde un punto
de vista tedrico. El ejemplo mas facil de esta situacion lo constituye el juego
de la batalla de los sexos, en el que encontramos dos equilibrios de Nash en
estrategias puras cuya simetria los hace indistinguibles desde un punto de
vista tedrico. Otro ejemplo extremo es el juego de las peticiones de Nash, en
el cual todos los equilibrios (a, 1 —«), en los cuales 0 < o < 1, son igualmente
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meritorios tedricamente.

El segundo aspecto a considerar, que es el que exploraremos de manera
mas sistematica en esta seccion, se plantea como seleccionar, de entre varios
equilibrios de Nash, aquel cuyo mérito tedrico sea mayor, es decir, aquel que
resulte mas razonable como prediccion del comportamiento de jugadores ra-
cionales.El siguiente ejemplo ilustrara la idea.

Ejemplo 2.16. Veamos el siguiente ejemplo:

J2
A B C D

A 77 22 1,1 00

3
j. B 22 22 1.5 30
C 11 21 1,1 00
D 00 03 00 0,0

En este juego, los tres perfiles (A, A), (B, B) y (C,C) son equilibrios de
Nash, los inicos en estrategias puras, pero basta un andlisis somero para con-
cluir que sus méritos son distintos y que, en consecuencia no son igualmente
satisfactorios y su valor predictivo es diferente. Efectivamente, analizando el
tercero de ellos, que es el perfil (C,C), observamos que la estrategia C de J1
estd débilmente dominada por A y por B, y lo mismo le ocurre a la estrategia
C de J2. Que cualquiera de ellos juegue C' solo se justifica si esta sequro de
que el otro va a jugar C', y aun en ese caso C no es estrictamente mejor que
A o B, sino igual de mala. Lo mismo ocurre para J2 con su estrategia pura
C. Resumiendo, no hay nada peor que ambos jugadores puedan hacer, si se
exceptia jugar D, que jugar su estrategia C.

Si analizamos el sequndo de los equilibrios, el (B, B), observamos un
mérito de ese perfil, que comparte con el primero (A, A). Consiste en que
la estrategia de cada jugador en ese perfil es no dominada.

Si, por dltimo, analizamos el primero de los equilibrios, el (A, A), en-
contramos un mérito de ese perfil, que no comparte con ninguno de los otros
equilibrios de Nash. Consiste en que la estrategia de cada jugador en ese
perfil, A en este caso, es la unica respuesta optima a la estrategia del otro
gugador en ese perfil. Otro aspecto de interés, aunque no se refiere a la ra-
cionalidad individual e independiente de los jugadores, sino al andlisis desde
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el punto de vista del conjunto de los jugadores, salta a la vista: el equilibrio
(A, A) es mejor que el (B, B), y éste mejor que el (C,C), en el sentido de
Pareto. En efecto, el equilibrio (A, A) Pareto-domina al equilibrio (B, B) y
el (B, B) Pareto-domina al (C,C).

En esta seccion nos interesaremos por el segundo de los aspectos recién
descritos. Para ello, exploraremos conceptos de solucion que a las condicio-
nes del equilibrio de Nash anadan otras condiciones tedricas deseables. Las
soluciones de un juego en ese caso ya no serian todos los equilibrios de Nash
del juego sino sélo aquellos que cumplen las condiciones tedricas adicionales
que hemos impuesto. Por eso, a dichos conceptos de solucion se les llama
refinamientos del equilibrio de Nash.

Podriamos ser muy exigentes e imponer condiciones que consideremos
muy deseables, pero que sean dificiles de cumplir. Un caso extremo ilustrati-
vo seria exigir un equilibrio en estrategias estrictamente dominantes, como el
del dilema del prisionero, es decir, exigir que en el perfil solucion la estrategia
de cada jugador domine estrictamente a todas las demas estrategias de di-
cho jugador. Se conseguiria asi en grado maximo el objetivo de lograr que el
concepto sea resolutivo, pues dicha solucion, si existe, es obviamente tinica.
El problema con ese planteamiento exigente es que dicho concepto tendra
poca relevancia, al ser aplicable en escasas ocasiones. Otra posibilidad, dia-
metralmente opuesta, seria exigir muy poco mas a los equilibrios de Nash,
para asegurarnos de que el concepto en cuestién sea siempre o casi siempre
aplicable. En ese caso, conseguiriamos el objetivo de maxima aplicabilidad,
pues todos los juegos finitos, y muchos de los infinitos, tienen algin equilibrio
de Nash, pero no discernirfamos bien los mejores equilibrios, fallando asi en el
criterio de resolutividad. Ante esta escala de posibilidades, la idea interesante
radica en buscar un punto de equilibrio entre aplicabilidad y resolutividad,
es decir, explorar aquellas propiedades a exigir que sean lo suficientemente
débiles como para que las soluciones existan siempre o casi siempre, y lo su-
ficientemente fuertes como para que el nimero de soluciones sea pequeno.

Comenzaremos por dos refinamientos, el equilibrio admisible y el equi-
librio estricto, que estan situados, respectivamente, en los extremos débil y
fuerte de la escala de refinamientos. Ambos son faciles de definir y de inter-
pretar. El equilibrio admisible exige a sus estrategias constituyentes que no
estén dominadas, ni siquiera débilmente, mientras que el equilibrio estricto
exige a sus estrategias constituyentes que sean la tnica respuesta optima a
la combinacién de estrategias de los otros jugadores. Como era de esperar,
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el equilibrio admisible existe casi siempre, pero no asi el estricto. En concre-
to, todos los juegos finitos tienen algtin equilibrio admisible, pero no todos
tienen equilibrio estricto.

2.5.1. Equilibrio admisible

El equilibrio admisible también recibe los nombres de equilibrio no
dominado y de equilibrio en estrategias no dominadas.

Definicién 2.11. Dado el juego G = {Si, ..., Sp;u1, ..., u,} decimos que
el perfil de estrategias (puras o miztas) o* = (o7,...,0) es un equilibrio
admisible si es un equilibrio de Nash y ademds todas sus estrategias com-
ponentes o) son no dominadas.

Ejemplo 2.17. En el juego del Cuadro 2.17, Ejemplo 2.17 , los equilibrios
en estrategias puras (A, A) y (B, B) son admisibles, pero el (C,C) no lo es,
pues la estrategia C esta débilmente dominada, para cualquier jugador, por
la B.

2.5.2. Equilibrio estricto

El equilibrio de Nash estricto puede interpretarse intuitivamente como
un equilibrio de Nash que no dejaria de serlo aunque se hubiera cometido un
error mintusculo al estimar los pagos del juego.

Definicién 2.12. Dado el juego G = {Sy, ..., Sp;u1, ..., un }, decimos que el
perfil de estrategias o* = (o7,...,07) es un equilibrio de Nash estricto
si cada una de sus estrategias componentes o} es respuesta optima unica a
la combinacion o*; de estrategias de los emds jugadores.

(Es decir, Vo, € A(S;), Ui (of,0*;) > Ui(o;,0%,))

Se trata de un equilibrio robusto ante errores suficientemente pequenos en
los pagos. Una caracteristica curiosa e interesante de los equilibrios de Nash
estrictos, muy facil de deducir de la definicion, es que sélo las estrategias
puras pueden formar parte de ellos. Un aspecto negativo de este con-
cepto de equilibrio es que no existe en todos los juegos finitos. En particular,
no existe EN estricto en el juego de las monedas, al no tener este
juego equilibrios de Nash en estrategias puras.

Los siguientes ejemplos ayudan también a ilustrar el concepto.

Ejemplo 2.18. En el juego del cuadro 2.17, en el ejemplo 2.17 el inico EN
en estrategias puras estricto es el (A, A).
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2.5.3. Equilibrio perfecto (o perfecto de mano temblo-
rosa)

La definicién que sigue de equilibrio perfecto no es la original de Selten,
sino una definicién equivalente elaborada por Myerson, que nos resulta mas
conveniente por servir de base para la posterior definicién de equilibrio propio.

Definicién 2.13. a) Dado un juego finito en forma estratégica G = {51, ..., Sp; 1, ..., Upn }
y dado un nimero positivo €, el perfil de estrategias miztas o = (01,...,0:,...,0y)
es un equilibrio c-perfecto si. dado un jugador cualquiera v, y una es-
trategia pura z cualquiera del jugador i, la probabilidad estipulada en o;
de que jueque z es:

1. Estrictamente positiva.

2. Estrictamente menor que €, si z no es una respuesta optima del jugador
1 al vector de estrategias o_; de los otros jugadores.

b) Dado un juego finito en forma estratégica G = {Si,...,Sp;u1, ..., Un},
el perfil o es un equilibrio de Nash perfecto si existe una sucesion
{5k}k=1,2,... de niimeros estrictamente positivos y existe una sucesion (o* )19, .
de perfiles, tales que:

1. Para todo k, el perfil (ak)k:1727_._ es un equilibrio ep-perfecto de G.

2. limy oo cr = 0 y limy o 0 =0

Lo que hemos llamado equilibrio eg-perfecto no es necesariamente un
equilibrio de Nash, pero si esta cerca de uno. El siguiente ejemplo comenzaré
a aclarar estos conceptos:

Ejemplo 2.19. En el siguiente juego, en el que (A, A) y (B, B) son sus EN
en estrategias puras,

J2

A B
A 7T 22
B 22 22




2.5. Refinamiento del equilibrio de Nash 74

a) Elperfilo = ((0.9,0.1),(0.9,0.1)) es un equilibrio e-perfecto para e = 0,2,
ya que cualquiera de los jugadores juega con probabilidad suficientemente
pequena (menor que €) su estrategia pura B que no es dptima frente a
la estrategia (0.9,0.1) del otro jugador. Sin embargo, o no es equilibrio
e-perfecto para ningin € igual o menor que 0.1, ya que el jugador 1 juega
B con una probabilidad demasiado alta (no estrictamente menor que €), a
pesar de que B no es dptima frente a (0.9,0.1) de su adversario. Obsérvese
que o no es un equilibrio de Nash.

b) El perfil ((0.1,0.9),(0.1,0.9)) es un equilibrio e-perfecto para € = 0.95
(aunque no lo es para ningin e igual o menor que 0.9).

¢) Elperfil (1-2,2),(1-2,2)), siendo 0 < § < 1, es un equilibrio §-perfecto.

d) La sucesion de perfiles ey, -perfectos {ak}kzl , » donde
k €k €k ]
= |(1— 2k Zk
7 [( 202

y e, = o tiene por limite el perfil o = ((1,0),(1,0)) = (A, A), y en
consecuencia (A, A) es un equilibrio perfecto

2.5.4. Equilibrio propio

Definicién 2.14. a) Dado un juego finito G = {S1, ..., Sp;u1, ..., un}, y da-
do un nimero positivo €, el perfil de estrategias miztas o = (o1,...,04,...,0y)
es un equilibrio de Nash c-propio si dado un jugador cualquiera i, y
un par cualquiera de estrategias puras z y = del jugador i:

1. Las probabilidades estipuladas en o; de que jueque z o 2, Poi(2) y
Poi(2), son ambas estrictamente positivas.

2. Si Ui(z,0.;) < U(z',0_;), entonces pyi(z) < € - poi(2) (es decir, si
2 le reporta menor utilidad esperada que 2, juega z con probabilidad
menor o igual que € veces la probabilidad con que juega 2 ).

b) Dado un juego finito en forma estratégica G = {Si,...,Sp;u1, ..., Un},
el perfil x es un un equilibrio de Nash propio si existe una suce-
sion {ex}p_y o de niumeros estrictamente positivos y existe una sucesion

{ak}k:mw de perfiles, tales que

1. Para todo k, el perfil o es un equilibrio ei,-propio de G.

2. limyeocr =0 ylimy_yo 0 =0
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Ejemplo 2.20. En el Ejemplo 2.20:

_3 0 g0 o)
h' h h' h
equilibrio d-propio. En efecto, cumple la condicion 1 porque todas las
estrategias del perfil son miztas completas, y ademds satisface la con-

dicion 2 porque, cumpliendo los pagos la relacion

1. El perfil {(1 siendo h > 2y 0 <d <1, es un

) ) )

ocurre que las probabilidades cumplen la relacion

) ) )

(B)=—=>0-ps;(A)=61——-)=(h—0)(~

poi(B) = 5 2 8- pu(A) =6(1 = 5) = (h = 9)(;)

2. La sucesion de perfiles €5, -propios {ak}kzl , » donde
k— (1= Ek Ek 1 — Ek Ek
o= 1-2%),0-2,%)

1
Yer = o tiene por limite el perfil o = ((1,0),(1,0)) = (A, A), y en
consecuencia el perfil (A, A) es un equilibrio propio.

Es muy facil ver, y se demostrara mas adelante, que todo equilibrio
propio es perfecto. Intuitivamente, si el equilibrio p es propio, no sélo es
robusto para al menos una sucesién de temblores cada vez mas pequenos,
como cumplen los equilibrios perfectos, sino que también es robusto para
al menos una sucesién de temblores «razonables» (es decir, temblores cuyos
errores asociados cumplen la condicion 2 de los equilibrios e-propios, que
asegura que los errores mas graves tienen asignada una probabilidad de un
menor orden de magnitud que los menos graves).

Otra propiedad que se deduce inmediatamente de la definicién es que todo
equilibrio de Nash interior (es decir, constituido por estrategias mixtas com-
pletas) es un equilibrio propio. En efecto, si o = (07, ..., 0, ...,0,) es un EN
y 0; es una estrategia mixta completa para todo i (toda estrategia pura de i
se juega con probabilidad estrictamente positiva), existe un valor € positivo
tal que dicho perfil es un equilibrio varepsilon-propio. Concretamente, bas-

taria tomar € igual a 5 puesto que cualquier estrategia pura z del jugador
1 es respuesta Optima a o; , y por tanto no se activa la exigencia de que
psi(2) < e-psi(2). Y entonces bastara elegir la sucesion {€k}tpoi o, » donde
€k = 57 , ¥ la sucesién {ox},_, , , donde ¥ = o para que se cumpla

lime;, =0
k—0
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lim o = &
k—oo

y podamos concluir que ¢ es un equilibrio propio.

La gran importancia tedrica del concepto de equilibrio propio radica en dos
caracteristicas adicionales que tiene. La primera es que si o es equilibrio
propio de un juego en forma normal G, ¢ induce un equilibrio secuencial
(concepto que se define en el Capitulo 6 del libro de Perez y no profundi-
zaremos en ello) en cualquier juego en forma extensiva cuya representacién
en forma normal coincida con G. La segunda es que existe para todo juego
finito.

v
Ejemplo 2.21. En el juego Halcon-Paloma, siendo C' = 5= 3

J2
Paloma Halcon
J1 Paloma 3,3 0,6
Halcon 6,0 0,0

a) Sus equilibrios o = (Halcén, Paloma) y o' = (Paloma, Halcon) no son
perfectos. En efecto, si o lo fuera, o seria el limite de una sucesion
{0k} p—1o... de perfiles constituidos por estrategias miztas completas, y pa-
ra cualquier jugador v, su estrategia o; en o seria respuesta optima a la
combinacion o, de estrategias de los demds para cualquier perfil o* de
la sucesion. Sin embargo, dado o*, = oF = (4,1 — &), Paloma no es
respuesta dptima de 2 ya que Uy = (Paloma,o¥) = 3, , mientras que
Us(Halcén, o¥) = 6¢y,.

b) Su equilibrio (Halcén, Halcon) es propio, pues la sucesion (0%)g=12.. ,
donde .
of = (¥, 05) = [((er)% 1 — (er)?), ((er)%, 1 — (er)?] y &1 = 5 estd consti-

tuida por ex-equilibrios propios y tiene por limite el perfil (Halcon, Halcon).

2.5.5. Jerarquia logica entre los refinamientos defini-
dos y condiciones de existencia de éstos
El siguiente teorema, del cual sélo se demostrardn los apartados a) y

d), establece la relacién de implicacién entre los refinamientos estudiados y
afirma la existencia del equilibrio propio.
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Teorema 2.10. Dado un juego finito en forma estratégica G = {S1, ..., Sp; U1, ..., Upn };

a) Si el perfil estratégico o = (01, ...,04,...,0,) €s un equilibrio perfecto en-
tonces es un equilibrio admisible.

b) Sieljuego G es bipersonal (n=2) y el perfil estratégico o = (01, ..., iy ..., On)
es un equilibrio admisible entonces es un equilibrio perfecto.

c) Si el perfil estratégico o = (01, ..., 04, ...,0,) es un equilibrio estricto, en-
tonces también es un equilibrio propio.

d) Si el perfil estratégico 0 = (01, ...,04,...,0,) €s un equilibrio propio, en-
tonces también es un equilibrio perfecto.

e) Existe al menos un perfil de estrategias (puras o mixtas) que es un equi-
librio propio.

Demostracion. Demostracion de los apartados a 'y d

a) Por reduccién al absurdo, si un equilibrio ¢ = (o7, ..., 0y, ..., 0,) N0 es ad-
misible, existe un jugador ¢ que juega una estrategia o; débilmente dominada
por otra estrategia a; . Ahora bien, en ese caso o; no es respuesta éptima
a ningin vector de estrategias mixtas completas de los demas, pues a;- le
proporcionard un pago esperado estrictamente mayor que o; (en términos
intuitivos, o; en cuanto se produce el mas minimo temblor que hace posible
que los demés jugadores jueguen todas sus estrategias puras, incluso aquellas
contra las cuales o; da pagos estrictamente inferiores que los de o, ). Por tan-
to, no existe ninguna sucesion (a’i k=12, de perfiles de estrategias mixtas
completas que cumpla lo establecido en el Teorema 2.10. Asi pues, el equi-
librio o no es perfecto. d) Se deduce de manera inmediata de la definicion
dada que todo equilibrio e-propio es e-perfecto, ya que si z no es respuesta
optima al vector de estrategias o_; de los otros jugadores, le reporta a ¢ me-
nor utilidad esperada frente a o_; que otra estrategia pura z', luego jugara =
con probabilidad menor o igual que ¢ veces la probabilidad con que juega 2’
(que es menor que la unidad), y por tanto jugard z con probabilidad estric-
tamente menor que €. Y de lo anterior se deduce que todo equilibrio propio

es perfecto.
]

En cuanto al apartado b), merece la pena hacer observar que si n > 2 no
se cumple la proposicion, como se demostrara mas adelante en el ejemplo , en
el que hay tres jugadores y existe un equilibrio admisible que no es perfecto.
Por 1ltimo, aunque no hemos intentado una demostracion detallada y rigu-
rosa del apartado c), es facil argumentar intuitivamente que todo equilibrio
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estricto es también propio. En efecto, al ser un equilibrio estricto robusto a
cualquier perturbaciéon de los pagos suficientemente pequena, también lo serd
a cualquier perturbacion o temblor en el proceso de senalar la estrategia pura
elegida, siempre que este temblor sea lo suficientemente pequeno como para
que las probabilidades de senalar otras estrategias puras por error sean a su
vez suficientemente pequenas, lo que haria que los pagos esperados difirieran
de los pagos sin errores en cantidades insignificantes. Pero si el equilibrio es
robusto ante cualquier temblor suficientemente pequeno, lo sera también pa-
ra los casos en que las probabilidades de error se ajustan a la pauta exigida
por la definiciéon de equilibrio propio.

En la siguiente figura se resumen las implicaciones légicas y las condicio-
nes de existencia de los refinamientos, en una escala lineal.

Nash Admisible Perfecto Propio | Estricto
| | | | i |
I

I I I I
i J
Y

i\ J

Existen para todo juego finito No siempre existen

Figura 2.7: Existencia de los refinamientos, en una escala lineal.

Ejemplo 2.22. Dado el juego con tres jugadores, tomado de Van Damme

(1987)
Jugador 2 Jugador 2
Jugador 3: X Jugador 3: Y
I D I D
A 1, 1,1 1,0, 1 A 1.1, 0 0,00
Jugador 1 Jugador 1
B L1 1 0,0,1 B 0.1,0 100

los unicos EN en estrategias puras son los perfiles (A, 1,X) y (B,1,X),
ambos con el vector de pagos (1,1,1). El equilibrio (B,I, X) es admisible,
pero no es perfecto. En efecto, sea la sucesion de perfiles {ak}k:m’m en es-
trategias miztas completas, donde o* = [(g, 1 — &), (1 — &, €1,), (1 — ep.64)]
donde lim e, = lim 5; = lim 6;; = 0. Dicha sucesion tiene por limite el perfil
x = ((0,1),(1,0),(1,0)) = (B,I,X), pero veremos que no estd constitui-
da por equilibrios ex-perfectos. Efectivamente, si los jugadores 2 y 3 juegan
of = [(1 — &, 6), (1 — &, 52)} , el jugador 1 puede responder:

A, lo que le proporcionaria un pago igual a

/ 1"

Ur(A,0%)) = (1 =) (L= ) (1) + (1= ep)eg (1) +ep(L = ) (1) + £, (0)



2.5. Refinamiento del equilibrio de Nash 79

B, lo que le proporcionaria un pago igual a
Ui(B, %)) = (1 =) (1 = ) (1) + (1 = )2 (0) + &, (1 = )(0) + e (1)
Restando miembro a miembro:
Ui(A, o%)) = Ui(B,ok)) = (1 — ep)eg + e (1 — &) — gpe(1) > 0
(pues e, < 1—¢, ye, < 1—¢,) Asi pues, B del jugador 1 no es respuesta

optima a o | de los otros dos, y por 1 — e tendria que ser menor que €, , lo
. , , ’ , 7
que contradice al hecho de que limey, = lime, =lime, =0
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Capitulo 3

Simulaciéon de juegos clasicos

En este capitulo, introduciremos técnicas de simulacion utilizando un soft-
ware computacional. Primero, recordaremos dos juegos que son conocidos ya
que los estudiamos en los capitulos anteriores. El objetivo de la seccién es
simular juegos utilizando las técnicas y conceptos estudiadas en los capitulos
previos.

Los juegos discutidos en esta seccién son presentados en su forma normal.
Utilizaremos MATLAB/Octave para modelar los juegos. Recordemos que en
la Teoria de Juegos asumimos que cada jugador conoce las estrategias y la
funcion de utilidad de cada jugador.

3.1. Dilema del prisionero

En este juego clasico, dos jugadores, Prisionero I y Prisionero II, han
sido arrestados ya que se sospecha que han cometido un crimen. El oficial a
cargo de esta situacion pone a cada prisionero en celdas separadas. Es decir
los prisioneros no tienen comunicacion, y cada prisionero debe tomar una
decision sin saber la decisién de su companero.

El oficial les ofrece el siguiente trato. Si un prisionero niega el delito y
permanece callado, mientras el otro confiesa, entonces la ley recompensaréa
al confesor dejandolo ir libre, mientras la ley castigara al prisionero que no
confiesa enviandolo a la carcel por 10 anos. Si tanto el prisionero I como el
prisionero II confiesan, arrestarian a los prisioneros por 5 anos. Finalmente si
ambos jugadores no confiesan el delito entonces el oficial no tendrd manera
de acusarlos y solo tendran 1 ano de prisién cada uno.

Esta situacién puede ser representada en la siguiente matriz:
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Prisionero 2

Confesar No Confesar
Prisionero 1 Confesar -5,-b 0,-10
i No Confesar -10,0 -1,-1

Tabla 3.1: El Dilema del Prisionero

Cabe mencionar que hay muchas versiones de este juego, si observamos
esta versién es diferente a la expuesta en capitulo 1, en esta version el oficial
castiga a quien no confiesa y premia al que confiesa ya que el oficial asume
que ambos cometieron un delito, entonces favorece a quien ayuda a confesar
el delito.

3.1.1. Analisis del juego

Cada jugador tiene 2 estrategias: confesar, y no confesar. Si prisionero I
no confiesa, él serd arrestado por sélo un ano siempre y cuando prisionero II
no confiesa, pero sera arrestado por 10 anos si su companero confiesa.

En la otra mano, si prisionero I confiesa y prisionero II no confiesa, pri-
sionero I se ira libre. Si él confiesa y su companero también confiesa, la mejor
situacion es que el prisionero I confiese y su companero No confiese. EI mismo
razonamiento para el prisionero II.

Ya que cada jugador escogerd la estrategia que menos anos de cércel le
proporcione, entonces cada jugador jugara Confesar y Confesar. La solucion
del juego es (Confesar, Confesar) y ambos jugadores recibiran 5 anos de
prisiéon. Todo lo anterior expuesto no es mas que el proceso de Estrategias
dominantes en el capitulo I. Entonces en nuestro programa seguiremos el
algoritmo de estrategias Dominantes para dar solucién al Dilema del Prisio-
nero.

Modelando el Juego en MATLAB/Octave

La idea sera que el usuario ingrese los pagos de los jugadores, esto para
crear la matriz de pagos. Luego segiin los datos ingresados el programa en-
contrard la solucion del juego mediante el proceso de estrategias dominadas.

% Dilema de Prisionero con MATLAB/Octave
%

% Abajo se muestra la forma Normal

% Dilema del Prisionero
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%

% Prisionero 2

% Confesar No Confesar
% Prisionero 1 Confesar (X1, Y1) (X3, Y3)

% No Confesar (X2, Y2) (X4, Y4)

%

%

% Matriz de pagos para el dilema del prisionero:
%

% Prisionero 2

% Confesar No Confesar
% Prisionero 1 Confesar (=5, =5) (-1, —10)
% No Confesar (—-10, —-1) (-2, —2)

%

%

% Ingresando los pagos del prisionero 1:
Xl=input (’Ingrese el valor para Xl:’)
X2=input (’Ingrese el valor para X2:')
X3=input (’Ingrese el valor para X3:')
X4=input (’Ingrese el valor para X4:')
% Ingresando los pagos del prisionero
Yl=input (’Ingrese el valor para Y1:’)
)
)
)

)

)

)

Y2=input (’Ingrese el valor para Y2:
Y3=input (’Ingrese el valor para Y3:
(7

)

)

Y4=input ('Ingrese el valor para Y4:
% Matriz de pagos del prisionero 1:
prisionerol=[X1 X3; X2 X4]
% Encontrando el maximo pago para cada columna
Al=max(prisionerol (:,1))
A2=max(prisionerol (:,2))
% Analisis de estrategia dominante para el prisionero 1:
if Al=prisionerol (1,1) & A2—prisionero(1,2)
fprintf (’Estrategia dominante del prisionero 1 es confesar’)
else if Al==prisionerol(2,1) & A2=prisionerol (2,2)
fprintf(’Estrategia dominante del prisionero 1 es No
confesar 7)
else fprintf (’No hay estrategia dominante para el
prisionero 17)
end
end
% matriz de pagos para el prisionero 2:
prisionero2=[Y1 Y3; Y2 Y4]
% Encontrando el maximo pago para cada fila del prisionero 2
Bl=max( prisionero2 (1,:))
B2=max( Prisionero2 (2,:))
% Estrategia dominante para el prisionero 2:
if Bl=prisionero2(1,1) & B2=prisionero2(2,1)
fprintf(’Estrategia domiante para el prisionero 2 es
Confesar ’)
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else if Bl==prisionero2(1,2) & B2=prisionero2(2,2)
fprintf(’Estrategia dominante para el prisionero 2 es No
Confesar ")
else fprintf (’No hay estrategia dominante para el
prisionero 27)
end
end
% Analisis de equilibrio para la estrategia dominante
if Al=prisionerol (1,1) & A2=prisionerol (1,2) & Bl=prisionero2
(1,1) &
B2—prisionero2(2,1)
fprintf (’( Confesar, Confesar) es una estrategia dominante’)
else if Al==prisionerol (2,1) & A2=prisionerol (2,2) & Bl=
prisionero2(1,2) &
B2—prisioenro2(2,2)
fprintf (’(No Confesar, No Confesar) es una estrategia
dominante )
else if Al==prisionerol (1,1) & A2=prisionerol (1,2) & Bl=
prisionero2(1,2) &
B2=—prisionero2(2,2)
fprintf (’(Confesar, No Confesar) es una estrategia
dominante )
else if Al==prisionerol (2,1) & A2—=prisioenrol (2,2) & Bl=
prisionero2(1,1) &
B2—prisionero2(2,1)
fprintf (’(No Confesar, Confesar) es una estrategia
dominante )
else fprintf (’No hay una estrategia dominante para este
juego ”)
end
end
end
end

3.2. Batalla de los sexos

Otro juego famoso en el campo de la teoria de juegos es la batalla de los
sexos. En este juego, dos jugadores, esposa y esposo, estan decidiendo entre
dos eventos simultaneos: Un partido de fiutbol y teatro. Ya que los eventos
son a la misma hora, la pareja solo puede asistir a uno de los dos eventos. Los
jugadores no pueden comunicarse y deben elegir inicamente en funcién de su
percepcion del movimiento futuro del otro jugador. Los pagos son: el esposo
obtendria una utilidad de 2 si ambos eligen ir al partido de futbol y una
utilidad de 1 si ambos eligen ir al concierto. Para su esposa, ella obtendria
una utilidad de 1 si ambos deciden ir al partido de futbol y una utilidad de
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2 si ambos deciden ir al concierto. La forma normal del juego es la siguiente:

Esposa
Futbol Concierto
Fsposo Futbol 2,1 0,0
Concierto 0,0 1,2

Tabla 3.2: Batalla de los sexos

3.2.1. Analisis del juego

Si el esposo piensa que su esposa elegira el concierto, entonces su mejor
estrategia seria elegir Concierto antes que Futbol. Similarmente, si el piensa
que ella elegira Futbol, entonces el obtendra mejor pago si elige Futbol. El
razonamiento para la esposa es idéntico.

El analisis anterior lleva a una conclusion interesante: el juego tiene multi-
ples equilibrios. Dado que ambos jugadores estarian mejor juntos que sepa-
rados, hay dos equilibrios de estrategias puras: (Futbol,Futbol) y (Concierto,
Concierto). Ya que no hay estrategia dominante en este juego y tampoco los
jugadores tienen un incentivo para desviarse de un equilibrio, los dos perfiles
anteriores forman un equilibrio de Nash. Mientras que un jugador se bene-
ficiaria mas que el otro, ambos obtendrian mas utilidad que asistir solo al
evento. Ambos resultados de la estrategia pura son 6ptimos para Pareto, ya
que un jugador no puede mejorar su situacion sin danar al otro.

3.2.2. Modelando el Juego en MATLAB/Octave

Al igual que con otros juegos, cambiar los beneficios para cada jugador
genera diferentes versiones del juego. Sin embargo, podemos generalizar este
juego manteniendo la recompensa. Como se muestra en la siguiente tabla:
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H: Esposo, W: Esposa
F: Futbol, M: Concierto

Tabla 3.3: Modelo MATLAB/Octave, batalla de los sexos

A continuacién presentamos el cddigo en MATLAB/Octave.

% Batalla de los sexos con MATLAB/Octave

%

% Forma normal del juego

%

% Esposa

% Futbol Concierto
% Esposo Futbol (X1, Y1) (X3, Y3)
% Concierto (X2, Y2) (X4, Y4)
%

%Matriz de pagos para la batalla de los sexos:
% Esposa

% Futbol Concierto
% Esposo  Futbol (2, 1) (0, 0)

% Concierto (0, 0) (1, 2)

%

%

% Ingresando los pagos del esposo:
Xl=input (’Ingrese el valor para XI:
X2=input (’Ingrese el valor para X2:
X3=input (’Ingrese el valor para X3:
X4=input (’Ingrese el valor para X4:
% Ingresando los pagos del esposa:
Yl=input (’Ingrese el valor para Yl:
Y2=input (’Ingrese el valor para Y2:
Y3=input (’Ingrese el valor para Y3:
Y4=input (’Ingrese el valor para Y4:
% Matriz de pagos para el esposo:
H=[X1 X3;X2 X4]

% Encontrando el maximo pago en cada columna para esposo:

~— — — —

~— — — —

Al=max(H(:,1))
A2=max(H(:,2))
% analisis de estrategia dominante para esposo:
if AI=H(1,1) & A2=H(1,2)
fprintf(’Estrategia dominante para esposo es: Futbol’)
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else if AlI=H(2,1) & A2=H(2,2)
fprintf(’Estrategia dominante para esposo es: Concierto
")
else fprintf (’No hay estrategias dominantes para esposo’)
end
end
% Matriz de pagos para esposa:
W=[Y1 Y3;Y2 Y4]
Y% ncontrando maximo pago para cada fila de esposa:
Bl=max(W(1,:))
B2=max(W(2,:))
% Analisis de estrategia dominante para esposa:
if BI=W(1,1) & B2=W(2,1)
fprintf(’Estrategia dominante para esposa es: Futbol’)
else if BI=W(1,2) & B2=W(2,2)
fprintf(’Estrategia dominante para esposa es: Concierto
else fprintf (’No hay estrategia dominante para esposa’)
end
end
% Estrategia dominante para el juego:
if AI=H(1,1) & A2=H(1,2) & B1=W(1,1) & B2=W(2,1)
fprintf (’(Futbol, Futbol) es una estrategia dominante para
el juego’)
else if AI=H(2,1) & A2=H(2,2) & B1=W(1,2) & B2=W(2,2)
fprintf (’( Concierto, Concierto) es una estrategia
dominante para el juego’)
else if AI=H(1,1) & A2=H(1,2) & B1=W(1,2) & B2=W(2,2)
fprintf (’(Futbol, Concierto) es una estrategia dominante
para el juego’)
else if AI=H(2,1) & A2=H(2,2) & BI=W(1,1) & B2=W(2,1)
fprintf (’(Concierto, Futbol) es una estrategia dominante
para el juego’)
else fprintf (’No hay estrategias dominante para el juego’)
end
end
end
end

3.3. Un ejemplo de estrategias dominadas en
MATLAB/Octave

Supongamos que dos jugadores, Ahmet y Gozde estan en un juego. Juga-
dor I (Ahmet) tiene 3 opciones en su conjunto de estrategias, Arriba , Medio,
o abajo; jugador I (Gozde) tiene dos opciones en su conjunto de estrategias,
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Izquierda y Derecha.

Si Ahmet elige Arriba y Gozde Izquierda, Ahmet obtiene 50 millones y
Gozde 150 millones. Si Ahmet selecciona Medio y Gozde Derecha, Ahmet
obtiene 150 millones; Gozde obtiene 50 millones. Si Ahmet escoge Abajo y
Gozde Izquierda, Agmet obtiene 150 millones, y Gozde obtiene 50 millones.
El conjunto de pagos se muestra en la siguiente tabla:

Gozde
Izquierda Derecha
Arriba 50,150 300,50
Ahmet Medio 200,150 150,50
Abajo 150,500 50,300

Tabla 3.4: Juego con estrategias dominadas en MATLAB/Octave

Si Ahmet elige jugar Arriba, Gozde obtiene 150 millones si escoge Iz-
quierda, 50 millones si escoge jugar Derecha. Asi que Izquierda es la mejor
estrategia para Gozde, si Ahmet escoge jugar Arriba.

Si Ahmet elige jugar Medio, Gozde obtendra un pago de 150 millones si
juega Izquierda, y 50 millones si juega Derecha. De nuevo, Izquierda es la
mejor estrategia para Gozde.

Si Ahmet juega Abajo, Gozde obtendra un pago de 50 millones si juega
Izquierda, y 300 millones si juega Derecha. En este caso, jugando Derecha es
la mejor estrategia para Gozde.

En este juego nohay una estrategia dominante para Gozde. Utilizando el
mismo razonamiento podemos encontrar que no hay estrategias dominantes
para Ahmet.

Sin embargo, sabemos que Ahmet obtiene un mejor pago jugando Medio,
cuando Gozde juega Izquierda; y Ahmet tiene un mejor pago cuando juega
Arriba cuando Gozde juega Derecha. Entonces, Abajo no es una buena estra-
tegia para Ahmet, independientemente de lo que elija Gozde. Abajo es una
estrategia dominada para Ahmet.

En este juego ambos jugadores saben que son jugadores racionales, Ahmet
nunca escogera una estrategia dominada, que en su caso es Abajo. Podemos
eliminar la estrategia Abajo de nuestro juego. Se ilustra el nuevo juego en la
siguiente tabla:
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Gozde
Izquierda Derecha
Ahmet Arriba 50,150 300,50
Medio 200,150 150,50

Tabla 3.5: Juego reducido con estrategias dominadas en MATLAB/Octave

Reducido la forma del juego, ahora se observa que Gozde tiene un estra-
tegia dominada, eligiendo Derecha. Gozde prefiere obtener un pago de 150
millones jugando Izquierda, en lugar de 50 millones jugando Derecha. Enton-
ces la estrategia Derecha es dominada por la estrategia Izquierda. Notemos
que, obviamente, Izquierda es la estrategia dominante para Gozde.

Después de eliminar otra estrategia dominada, obtenemos el siguiente
juego reducido:

Gozde

[zquierda
Arriba 50,150
Medio 200,150

Ahmet

Tabla 3.6: Juego reducido con estrategias dominadas en MATLAB/Octave

La tnica estrategia disponible para Gozde es Izquierda. Ahmet tiene dos
opciones: Arriba y Medio. Ahmet prefiere obtener un pago de 200 millones
escogiendo Medio, en lugar de recibir 50 millones jugando Arriba.

Finalmente la estrategia en equilibrio es (Medio, Izquierda) con los pagos
de (200, 150).

A continuacién mostramos el modelo del juego en MATLAB/Octave:

% Juego de estrategias dominadas en MATLAB/Octave
% Forma normal del juego entre Ahmet y Gozde
% Gozde

% Left Right

% Up (X1, Y1) (X4, Y4)

% Ahmet Middle (X2, Y2) (X5, Y5)

% Bottom (X3, Y3) (X6, Y6)

%

% Matriz de pagos del juego:

%

% Gozde
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% Left Right
% Up (50, 150) (300, 50)
% Ahmet  Middle (200, 150) (150, 50)
% Bottom (150, 50) (50, 300)
%

%

% Ingresando los pagos de Ahmet:
Xl=input (’Ingrese el valor para XI:
X2=input (’Ingrese el valor para X2:
X3=input (’Ingrese el valor para X3:’
X4=input (’Ingrese el valor para X4:
X5=input (’Ingrese el valor para X5:’
X6=input (’Ingrese el valor para X6:
% Ingresando los pagos de Gozde:
Yl=input (’Ingrese el valor para Yl:’
Y2=input (’Ingrese el valor para Y2:
Y3=input (’Ingrese el valor para Y3:’
Y4=input (’Ingrese el valor para Y4:’
Y5=input (’Ingrese el valor para Y5:
Y6=input (’Ingrese el valor para Y6:’
Y% atriz de pagos de Ahmet
Ahmet=[X1 X4; X2 X5; X3 X6]
% Encontrando el mazimo valor para cada columna para Ahmet
Al=max (Ahmet (: ,1))
A2=max(Ahmet (:,2))
Y%Analisis de estrategia dominanate para Ahmet:
if Al=Ahmet(1,1) & A2=Ahmet(1,2)
fprintf(’Estrategia dominante para Ahmet es Arriba .7)
else if Al==Ahmet(2,1) & A2=Ahmet(2,2)
fprintf(’ Estrategia dominante para Ahmet es Medio.”)
else if Al=—Ahmet(3,1) & A2=Ahmet(3,2)
fprintf(’Estrategia dominante para Ahmet es Abajo.’)
else fprintf (’ No hay estrategias dominantes para Ahmet. )
end
end
end
% Matriz de pagos para Gozde:
Gozde=[Y1 Y2 Y3; Y4 Y5 Y6]’
% Encontrando el maximo pago para cada fila de Gozde:
Bl=max(Gozde (1 ,:))
B2=max(Gozde (2 ,:))
B3=max(Gozde (3 ,:))
% analisis de estrategia dominante para Gozde:
if Bl=Gozde(1,1) & B2=Gozde(2,1) & B3=Gozde(3,1)
fprintf(’ Estrategia dominanate para Gozde es Izquierda.’)
else if Bl=Gozde(1,2) & B2=Gozde(2,2) & B3=Gozde(3,2)
fprintf (> Estrategia dominanate para Gozde es Derecha.’)
else fprintf (’ No hay estrategias dominantes para Gozde.’)
end

— —
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end
% Estrategias dimanantes para el juego:
if Al==Ahmet(1,1) & A2==Ahmet(1,2) & Bl=Gozde(1,1) & B2=Gozde
(2,1) &
B3—Gozde(3,1)
fprintf (> (Arriba, Izquierda) es una estrategia dominante
para el juego.’)
else if Al==Ahmet(1,1) & A2=Ahmet(1,2) & Bl=Gozde(1,2) & B2=
Gozde(2,2) &
B3—Gozde(3,2)
fprintf (> (Arriba, Derecha) es una estrategia dominante
para el juego.’)
else if Al==Ahmet(2,1) & A2=Ahmet(2,2) & Bl=Gozde(1,1) & B2=
Gozde (2,1) &
B3—Gozde(3,1)
fprintf (> (Medio, Izquierda) es una estrategia dominante
para el juego.’)
else if Al==Ahmet(2,1) & A2=Ahmet(2,2) & Bl=—Gozde(1,2) & B2—=
Gozde (2,2) &
B3—Gozde(3,2)
fprintf (> (Medio, Derecha) es una estrategia dominante
para el juego.’)
else if Al==Ahmet(3,1) & A2=Ahmet(3,2) & Bl=—Gozde(1,1) & B2=—
Gozde (2,1) &
B3—Gozde(3,1)
fprintf (> (Abajo, Izquierda) es una estrategia dominante
para el juego.’)
else if Al==Ahmet(3,1) & A2=Ahmet(3,2) & Bl=—Gozde(1,2) & B2—
Gozde (2,2) &
B3=Gozde(3,2)
fprintf (> (Abajo, Derecha) es una estrategia dominante
para el juego.’)
else fprintf (’ No hay estrategias dominantes para este

juego.’)
end
end
end
end
end
end
%

% ESTRATEGIAS DOMINADAS

% Estrategias dominada para Ahmet:

if (Al=Ahmet(1,1) & A2=Ahmet(2,2)) | (Al=Ahmet(2,1) & A2—
Ahmet (1,2))
fprintf(’ Estrategia dominada para Ahmet es Abajo.’)

else if (Al=Ahmet(1,1) & A22=Ahmet(3,2)) | (Al=Ahmet(3,1) & A2
—Ahmet (1,2))

fprintf(’ Estrategia dominada para Ahmet es Medio. )
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else if (Al=Ahmet(2,1) & A2=Ahmet(3,2)) | (Al=Ahmet(3,1)
& A2=Ahmet(2,2))
fprintf(’ Estrategia dominada para Ahmet es Arriba.’)
else fprintf (’No hay estrategia dominada para Ahmet.’)
end
end
end
% Estrategia dominada para Gozde:
if Bl=Gozde(1,1) & B2=Gozde(2,1) & B3=Gozde(3,1)
fprintf(’> Estrategia dominada para Gozde es Derecha.’)
else if Bl=Gozde(1,2) & B2=Gozde(2,2) & B3=Gozde(3,2)
fprintf(’ Estrategia dominada para Gozde es Izquierda.’)
else fprintf (’ Nohay estrategia dominada para Gozde.’)
end
end
% Borrar la fila y/o columna la cual incluye estrategia dominada
%n nuestro ejemplo Abajo es la estrategia dominada para Ahmet.
% La nueva forma del juego reducido es la siguiente:

%

% Gozde

% Left Right

% Ahmet  Up (X1, Y1) (X4, Y4)

% Middle (X2, Y2) (X5, Y5)

%

% Pagos del juego reducido

% Gozde

% Left Right

% Ahmet  Up (50, 150) (300, 50)

% Middle (200, 150) (150, 50)

%

% Analizando la estrategia dominante y dominada para el juego
reducido

%

% Matriz de pagos para Ahmet:
Ahmet=[X1 X4; X2 X5]
% Encontrando el maximo valor para cada columna de Ahmet en el
juego reducido:
A3=max (Ahmet (:,1))
A4=max (Ahmet (:,2))
% Analisis de la estrategia dominante para Ahmet:
if A3=—Ahmet(1,1) & A4=—Ahmet(1,2)
fprintf(’ Estrategia dominante para Ahmet es Arriba.’)
else if A3=—Ahmet(2,1) & A4=—Ahmet(2,2)
fprintf(’ Estrategia dominante para Ahmet es Medio.”)
else fprintf (’ No hay estrategia dominante para Ahmet. ")
end
end
% Matriz de pagos para Gozde:
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Gozde=[Y1 Y2; Y4 Y5]’
% Encontrando el maximo valor para cada fila de Gozde:
B3=max(Gozde (1,:))
B4=max(Gozde (2 ,:))
% Estrategia dominante para Gozde:
if B3=Gozde(1,1) & B4=—Gozde(2,1)
fprintf(’ Estrategia dominante para Gozde es Izquierda.’)
else if B3=Gozde(1,2) & B4=Gozde(2,2)
fprintf (> Estrategia dominante para Gozde es Derecha.’)
else fprintf (’ No hay estrategia dominante para Gozde.’)
end
end
% ANALISIS DE LA SEGUNDA ITERACION DE ESTRATEGIAS DOMINADAS
% Estrategia dominada para Ahmet:
if A3=—Ahmet(1,1) & A4=—Ahmet(1,2)
fprintf(’ Estrategia dominada para Ahmet es Medio. ")
else if A3=—Ahmet(2,1) & A4=—Ahmet(2,2)
fprintf(’ Estrategia dominada para Ahmet es Arriba.’)
else fprintf (’ No hay estrategia dominada para Ahmet.’)
end
end
% Estrategia dominada para Gozde:
if B3=Gozde(1,1) & B4=—Gozde(2,1)
fprintf(’ Estrategia dominada para Gozde es Derecha.’)
else if B3=Gozde(1,2) & B4=—Gozde(2,2)
fprintf (> Estrategia dominada para Gozde es Derecha.’)
else fprintf (’ No hay estrategia dominada para Gozde.’)
end
end
% Borrar la fila y/o columna la cual incluye estrategia
dominada
%En la segunda iteracion nuestro ejemplo tenia Derecha
%omo estrategia dominada para el jugador Gozde.
% La forma normal del juego reducido es la siguiente:

%

% Gozde

% Left

% Ahmet Up (X1, Y1)
% Middle (X2, Y2)
%

% Matriz de pagos del juego reducido:
%

% Gozde

% Left

% Ahmet Up (50, 150)
% Middle (200, 150)
%

% analizando la estrategia dimanante y dominada del juego
reducido
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%
% Matriz de pagos de Ahmet:
Ahmet=[X1; X2]
% Encontrando el maximo valor pata las columnas en Ahmet:
Ab=max(Ahmet (:,1))
% Analisis de la estrategia dominante para Ahmet:
if A5=—Ahmet(1,1)
fprintf(’ Estrategia dominante para Ahmet es Arriba.’)
else if A5—Ahmet(2,1)
fprintf (> Estrategia dominante para Ahmet es Medio. )
else fprintf (’ No hay estrategia dominante para Ahmet. )
end
end
% Matriz de pagos para Gozde:
Gozde=[Y1 Y2]’;
% Encontrando el maximo valor para cada fila en Gozde
% Solucion de ljuego:
if A5—=—Ahmet(1,1)
fprintf (> (Arriba, Izquierda) es solucion para el juego.’)
else if A5—Ahmet(2,1)
fprintf (> (Medio, Izquierda) es solucion para el juego

else fprintf (’ No hay solucion para el juego.’)
end
end

3.4. Equilibrios de Nash en Python

Implementar los algoritmos en Python es mucho mas facil, ya que se cuen-
tan con algunas librerias que facilitan el trabajo. En este caso trabajaremos
con la libreria llamada Nasphy.

3.4.1. Instalando Nasphy

Nasphy requiere de las siguientes librerias para que pueda funcionar en
la computadora:

= Python 3.5 o mayor.
= Scipy 0.19.0 o mayor.
= Numpy 1.12.1 o mayor.

Asumiendo que tienes instalado todo lo anterior, para instalar Nasphy se
hace lo siguiente:
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» En Mac OSX o Linux abrir la terminal.
» En Windows abrir el Command prompt.

Y escribir lo siguiente:

$ pip install nashpy

3.4.2. Creando un juego

Recordando el juego de las monedas:

Jugador 2
Cara Cruz
Cara 1,-1 -1,1

Jugador 1

Cruz -1,1 1-1

Tabla 3.7: Juego de las monedas

Para implementar el juego en Python se hace lo siguiente:

import nashpy as nash #Importar la libraria Nasphy
import numpy as np #Importar la libraria Numpy

A = np.array ([[1, 1], [-1, 1]])

B=A

rps = nash.Game(A, B) #Creando el juego
rps

Zero sum game with payoff matrices:

Zero sum game with payoff matrices:

Row player:
(1 -1
(-1 1]]

Column player:
-1 1]
[ 1 —=1]]

3.4.3. Utilidades o ganancias

Para calcular las utilidades de un juegos se procede de la siguiente mane-
ra:
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sigma_r = [1,0] #si el jugador fila juega cara
sigma_c = [0, 1] #si el jugador columna juega cruz
rps[sigma_r, sigma_c]

array ([—1, 1]) #pago de los jugadores

3.4.4. Equilibrio de Nash

Finalmente para calcular los equilibrios de Nash procedemos de la siguien-
te manera:

eqs = rps.support_enumeration ()
list (eqs)

[(array ([0.5, 0.5]), array ([0.5, 0.5]))] #Equilibrios de Nash
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Conclusiones

La teoria de juegos tiene numerosas aplicaciones en la vida cotidiana, en
el andlisis econémico de estructuras de mercado y en la elaboracion de es-
trategias empresariales. Las decisiones propias estan condicionadas por las
decisiones que creamos que tomaran los otros actores del juego. El equilibrio
de Nash es una situacion en la cual los jugadores no tienen incentivos para
modificar su eleccién. Algo importante es que en el resultado de un juego no
siempre es la 6ptima para el grupo, como se vio en el dilema del prisionero la
solucion 6ptima es para cada individuo, no siendo la 6ptima para el grupo.
En este sentido se puede decir que cuando los jugadores buscan maximizar
sus ganancias individuales, el grupo pierde, todo esto bajo los supuestos de
los juegos no cooperativos de informacién completa impuestos en los capitu-
los anteriores.

Recordemos que un juego puede o no tener equilibrios de Nash, pero de-
mostramos bajo que condiciones un juego siempre tendra un equilibrio, tanto
para estrategias puras como estrategias mixtas. Este fué uno de los resulta-
dos mas importantes de John Nash en el estudio de la Teoria de Juegos,
llevandolo a ganar el primeo novel anos mas tarde.

Algo interesante es la relacion que existe entre la Teoria de Juegos y el
andlisis matemadtico, si bien nosotros demostramos la existencias de equili-
brios de Nash utilizando el teorema de Kakutani, un teorema muy importante
en el area de matematica pura, también se puede demostrar el teorema de
Kakutani utilizando Teoria de Juegos.

Nuestra investigacion fue en juegos no cooperativos de informacion com-
pleta, cabe mencionar que atin queda mucho por recorrer, para futuros traba-
jos de tesis se puede dar seguimiento a los juegos no cooperativos de informa-
ciéon incompleta, juegos cooperativos, o incluso la demostracién del teorema
de Kakutani con Teoria de Juegos.
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