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RESUMEN
En el presente trabajo estudiamos la existencia de homeomorfismos entre los

espacios L y I”. Se prueba que L*([0,1]) es homeomorfo a L°([0,1]) para todo
p>1. Posteriormente, se muestra que L?([0,1]) es homeomorfoa L*([0,1]) y que
la bola unitaria cerrada en L"([O,l]) es uniformemente homeomorfa a la bola
unitaria cerrada de L° ([01]) para p,q>1. Seguidamente establecemos que para

p,q=>1 los espacios I” y 19 son homeomorfos.  Finalmente, se prueba que
LP ([01]) es homeomorfoa I para p,q=>1.
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ABSTRACT
In this paper the existence of homeomorphisms between the spaces LPand I°was
studied. It is proved that L*([0,1]) is homeomorphic to L ([0,1]) for all p>1.

Subsequently, it is shown that L?([0,1]) is homeomorphic to L*([0,1]) and that the

closed unit ball in L” ([01]) is uniformly homeomorphic to the closed unit ball of
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L?([0,1]) for p,g=1. Then we establish that for p,q>1 the spaces 1” and I are
homeomorphic.  Finally, it is prove that Lp([O,l]) is homeomorphic to 19 for
p,q=1.
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INTRODUCCION
Los espacios L son fundamentales en muchas ramas del anélisis
moderno, un caso particular y muy importante es el espacio de todas

las sucesiones {Xn}n:l de ndmeros reales o complejos para las que

o0

Z|xn|2 converge; éste es el espacio de Hilbert 1° el cual es el
n=1

prototipo de los espacios de Hilbert separables de dimension infinita.
El objetivo de este trabajo es el estudio de homeomorfismos entre los

espacios L y 19, los cuales nos brindan ejemplos encantadores en el
andlisis funcional.

1. LOSESPACIOS L Y I°.
Definicion 1.1: Sean (X,I\/I,y) un espacio de medida (Amann &

Escher, 2009) y f una funcion medible real o compleja definida sobre
el espacio X . Para cualquier 0< p<oo la funcion |f|* es medible.
Definimos la p—norma de f por

1

11, {1 au]

Observacion: Para 0< p<1 la p—norma no es una norma (Capinski
& Kopp, 2004), ya que no se satisface la desigualdad triangular. Para
1< p<o la p—norma es unanormaen L", si se supone que

f=0=f(x)=0 u-ctp..
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Definicion 1.2: Sea (X, M,,u)un espacio de medida. Denotaremos

por L (X,M, x) o simplemente L°(ux) la coleccién de todas las
funciones medibles f de valor real o complejo definidas sobre X tal

p . . f
que I|f| du <o es decir, las funciones que tienen una p—norma
X
finita.

Definicion 1.3: Por I?, denotamos la coleccion de todas las sucesiones
X= (xl, X, x3,--~) de numeros reales (o complejos) tales que

o0

> Ix]" <o
i=1
Observacion: Los espacios 1° (13 p<oo) son casos particulares de

los espacios L. Son precisamente los espacios L” tomados sobre el
espacio de medida N con la medida de conteo x. Estos espacios son

de dimensién infinita.

Propiedad 1.1: Sea (X, M,,u) un espacio de medida. Los espacios
L () para 1< p<oo con lanorma | f ||pson espacios de Banach.

Propiedad 1.2: Sea (X, M, x)un espacio de medida finita, y suponga
que 1< p<qg<o. Entonces

Propiedad 1.3: Si 1< p<q<oo, entonces 1" c1?.  Ademas, la
inclusion es propia.

Definicion 1.4: Sea X un espacio con producto interno. X es un
espacio de Hilbert si X con la norma inducida por el producto interno
es un espacio de Banach (Rynne & Youngson, 2008). Es decir, si d
es la métrica inducida por la norma en X, inducida a su vez por el

producto interno, entonces (X, d )es completo.

Tecnociencia, Vol. 15, N°1 79



Propiedad 1.4: El espacio 1° con p # 2 no es un espacio con producto

interno; por lo tanto, el espacio I°Pcon p=2 no es un espacio de
Hilbert (Maccluer, 2009).

Observacion: Ningan I"(p # 2) es un espacio con producto interno.

Sin embargo, I es completo; por lo tanto, 1? con p =2 es un espacio

de Banach que no es un espacio de Hilbert. El Gnico 1° que es un
espacio de Hilbert es el espacio 1°.

2. HOMEOMORFISMO ENTRE LOS ESPACIOS L* Y 19,

Definicién 2.1: Una funcién f :(X,z)—(X',z") entre dos espacios
topoldgicos es un homeomorfismo si es una funcién biyectiva y tanto
f como su inversa f™ son continuas. En este caso se dice que

(X,7), (X',7") son espacios topoldgicos homeomorfos.

Definicién 2.2: Una funcién f :(X,z)—(X',z") entre dos espacios
topoldégicos es un homeomorfismo uniforme si es una funcién
biyectiva y tanto f como su inversa f™ son uniformemente
continuas.

Teorema 2.1: Ll([O,l]) es homeomorfo a Lp([O,l]) paratodo p>1.
Demostracion: Sean p>1y

F:L([0.1]) > L°([0.1])

definida por
F(f)=san(f)|f]"

donde sgn(f) es la funcién definida por sgn(f(x)), donde
sgn(  (x)) es el signo de f(x).
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Note que
[IF(O) du=[|fldu<on

Luego, F esta bien definida.

Probemos que F es inyectiva.

En efecto, sean f,g e L*([0,1]) tal que F(f)=F(g), entonces

sgn(1)] [ =san(g)[gf*.

Esto implica que sgn(f)=sgn(g) y |f|% =|g|%. Por lo tanto, f =g.

Probemos que F es suryectiva.

Sea heL?([0,1]). Tomemos f =sgn(h)h|". Como
[fldu=[|n du<oo
0 H= 0 H !

se tiene que f e L*([0,1]) y
F(f)=san(f)[f[

Por lo tanto, F es suryectiva.

De todo lo anterior se concluye que F es una biyeccion.

inversa F* de F esta definida por
F:LP([0,1]) > L'([0,1])
F(h)=sgn(h)h|".

Tecnociencia, Vol. 15, N°1

Ademas la

81



Probemos ahora que F es una funcién continua.

Sea f,el'([0,1]) y sea {f}

~, una sucesién en L'([0,1]) que
converge a f.
Luego,

lim £, — ], =lim [|f,~ [ d =0

N—o0 n—o

Ahora bien, como para todo nimero a, b eR,

‘sgn(a)-|a|% —sgn(b)|b|% " <o la—b|
se tiene que
1 1|P
F(f)=F () = san(£,)] T, =son ()|t
<2P|f, -1
por lo tanto,
TF(F)-F(f) du<2?(|f,—1,|d
_U (n)_ (0)‘ H= .[o| no 0| H
de donde
1 $
IF (1) -F (), =([IF (1) -F (6] du)
1 b
32(j0|fn—fo|dy)
= 2” fo - fO”f'
Asi pues,
0<lim|F (f,)~F ()], <2(lim||f, ~ £, ) =0
y

limF(f,)=F(f,)en L”([0.1]).

n—oo
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Esto implica que F es una funcion continuaen L*([0,1]).

Finalmente probemos que la funcion G:=F™' es continua en

* ([0.]).

En efecto, sea h, e L°([0,1]) y sea {h,}”, una sucesién en L°([0,1])
que converge a hy. Luego,

|im(j:|hn—ho|"dy)‘l’ -0,

nN—oo

Note que para todo numero real a, b € R.

[san () [al” ~sgn (b)b|”| < pla—b](|a|+[6])" "

Por lo tanto,
6(h)-G(Ry)] =[san(h, )|, ~son (ny)

< plh, _ho|(|hn|+|ho|)m1

J,16() =G (re)|da< P, ~H| (| +[hy)) " d -

p
p-1’

= P 17%
Jolh, =l )" e ([ =l ) (2 +1ro) o)

Pero por la desigualdad de Holder-Riesz para q =

Luego,
[6(h)-G(h)], = [}l6 () -G ()| du
< p( oI, /" dae)" (0 +1ha))” o)
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Pero
p
Jom ) <22 f (max (| )
<2° Uol|hn|p du+ [[]h) dy}

Ademas, como
.ot p
lim | [, —hy|°d =0

n—oo

se tiene que
lim ['n[d = [}y |"d .
Asi pues,
0<lim G (h,)-G(n)],
<2 [0 -t u] | i [ g [ 0u]
=0

es decir, que la sucesion {G(h, )} converge a G(hy) en L*([0,1]). Por

consiguiente, G = F* es continuaen L°([0,1]).

Hemos probado asi que la funcion F:L*([0,1])— L ([0,1]) es un
homeomorfismo para todo p>1. Asi pues, Ll([O,l]) es homeomorfo
a L?([0,1]) paratodo p>1.

Como la relacion “es homeomorfo a” es una relacion de equivalencia,
por el Teorema anterior se tiene el siguiente resultado.

Corolario 2.1: Sean p,q>1, entonces L°([0,1]) es homeomorfo a
([0,
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Corolario 2.2: La bola unitaria cerrada en Lp([O,l]) es

uniformemente homeomorfa a la bola unitaria cerrada de L° ([01])
para p,q=>1.

Demostracion: Sean f,gel'([0,1]) tal que |f|, <1y [g], <1y
= ([01]) —LP ([01]) la funcién definida en el Teorema 2.1.

Entonces, HF(f)Hp <1y|F (g)Hp <1. Ademas,
[F(1)=F(o)l, =(LIF(1)-F(9) du]
S2”1: _9”1%'

Luego, F es uniformemente continua en la bola unitaria cerrada
B(0,1)=B(L') de L'([0.1]).

Analogamente, sea f,geL’([0,1]) tal que [f] <1y gf, <1
Entonces, |G(f)|, <1y [G(g)|, <1. Ademés,

lo(1)-6(a),=(J,le(F)-C(0)|du]

<p2t 27 |f —g],.

Por lo tanto, G es uniformemente continua en la bola unitaria cerrada
B(0.1)=B(L") de L°([0,1]).

Finalmente, como la relacién “es uniformemente homeomorfo a” es
una relacion de equivalencia, se tiene que I§(L") es uniformemente

homeomorfa a I§(L“) paratodo p,q>1.
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Teorema 2.2: I' es homeomorfo a I®, paratodo p >1.
Demostracion: Definamos la funcion

F:lI' >1P

F (x) = (sam (%) sam () el san () -+
donde x=(X,X,,X;,--) €l

Note que F esta bien definida, ya que

[F Ol =3 (son )

1) = 2ol =l, <o

Definamos la funcién
G:I° I

G(y)=(sgn(y1)|y1|" s (v) Iy san (vs) el )

donde y=(y,, ¥, Y5,---) €l”.

Note que G esté bien definida, ya que
[ () = fan (v f’| =TIl =1yl <o
Por otro lado,
(F<G)(y)=F(G(y))
F((som ()" son (va)lyal” som (vl -

" sn(son (v, )ly.l” )san (v, v

(sgn san ()|l )lsan ().

(san (vl sgn (v )y san (¥ )[yal.-+)
(Y10 Y2 Yar°)
y

1
ple
AR
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paratodo y=(¥,, Y, Yo ) €l” Y
(G<F)(x)=G(F(x)
:G((sgn(xi)\xi\% s (%) san (%) | ))

sgn(xz)\xﬁ

)

:(sgn(sgn( )\xlﬁ)‘sgn(xl)\xﬂp , sgn(sgn(xz)\xzﬁ)

(san (x)[x].san (%, )[%,].sgn (%) %3] +-")
(xix Xgre+)

para todo x:(><1,x2,x3,---)ell.

Asi pues, F es una funcion biyectivay G=F™.

Probemos que F es continua en |I'. En efecto, supongamos que
X =(x,%5.,%5,---)el" 'y sea {x"}" una sucesion en I' tal que

X" I(X{],XS,XQ,"-)

X" —XOH =0.
1

n—oo

Como para todo numero real o, b €R,

‘sgn(a)|a|% —sgn(b) 3’ <2Pla—h|
se tiene que
‘sgn(xi”) X[’ (x?)‘xio% "o x| —x’| paratodo i=1,2,---
por lo tanto
i‘sgn(xi”) X (X?)‘x?% <Py X —x|
i1 i
y
0<[F(x)-F ()], <27 =<’

lo que implica que
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ol

0

0<lim X" —X

n—o

o

F(x")—F(xO)Hp sz(m

im ()£ (), -0,
Por consiguiente, F es continuaen x°, paratodo x° el*.

Probemos que G=F" es continua en I°. En efecto, supongamos

que y°=(y7,ys,y5.+)el® ysea {y"}” unasucesion en I° tal que

yn :(yln,yg’yg,) y rI]Lnl yn_yOHp -0.
Como para todo nimero real @, b € R,

[san(a)al” ~sgn (b)|b|”| < pla—b(jal+]b])""

se tiene que

y{")p_1 para todo

‘ p

+

<ply" = y?|(jy"

i:1,2,"';

y|" —san(y’)|y

son ()
por lo tanto,

> fon(y)

‘ p

)

yi _yio‘(

yr|" —san(y’)|y? A

<p),
i=1
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Por la desigualdad de Holder-Riesz se tiene que

o0
n 0
i i
i=1

Por lo tanto,

lo(

Ademas, como

se tiene que
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s el |
= y”—y°Hp_Z:‘,
< y”—yOHpé
<2y -y, |
<2y -y,
<2y -y,

<22y =y’ (Iv'l;

(1

(2max( ly?

p-1

}p

i

()
+ y?)pr

st ()

)

)6 (s )|, = Xsan (i )l " ~son(ve)ve]
<p2ely -y, ([ +IL)
o< 12 =Yl
lim -
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Por lo tanto,

G(y")-G(y)], < 2> timly, - il (1im Iy, I} +[y7]}) " =0

nN— (I"I—)oo

0<lim

n—oo

imfo(y)-60), -0

nN—oo

Por consiguiente, G es continuaen y°, paratodo y° el”.

Asi pues, I' es homeomorfo a I, paratodo p>1.

Observacion: La funcion F definida en los Teoremas 2.1 y 2.2 se
Ilama la funcion de Mazur y la funcion G se llama la funcion inversa
de Mazur (Mazur, 1929).

Como consecuencia inmediata del Teorema 2.2, se tiene el siguiente
resultado.

Corolario 2.3: Sean p,q=>1, entonces |1? es homeomorfoa I9.

Teorema 2.3: Sean p=1, B(I')={xel':|x| <1}y
E(Ip)z{yelp:”y”psl}. Entonces B(I') y B(I?) son

uniformemente homeomorfas.

Demostracion: Consideremos la funcion de Mazur F:I' >1° y su
inversa G:1? —I' definida en el Teorema 2.2.

Como para todo xeB(I'), HF(X)Hp :(||x||1)% <1 vy para todo
yeB(I°), IG(y), :(||y||p)p <1, se tiene que

F:B(I')>B(I°) y G:B(I")>B(I') y G=F".
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Ademas, por el Teorema 2.2, para todo X, X, € B(I'),

[F(x)-F(x, )Hp <2[x, _X2||1%

y paratodo y,,y, € B(I?)
le(w)-6(v)<p2 2" |y,~vi,

lo que implica que F y G son uniformemente continuas.  Por
consiguiente, B(I') y B(I?) son uniformemente homeomorfas.

Como consecuencia del Teorema 2.3, se tiene el siguiente resultado.

Corolario 2.4: Sean p,q>1, entonces la bola unitaria cerrada E(I p)

es uniformemente homeomorfa a la bola unitaria cerrada B_(Iq) .

Teorema 2.4: Sean p,q=>1. Entonces L"([O,l]) es homeomorfoa I9.
Demostracion: Por el Corolario 2.1, L° ([01]) es homeomorfo a
L*([0,1]) v, como L*([0,1]) es isométricamente isomorfo a 1%,
entonces L ([01]) es homeomorfo a 1>. Pero por el Corolario 2.3, I
es homeomorfo a 19. Por consiguiente, L”([O,l]) es homeomorfo a

I, paratodo p,q=>1.
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