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Neste trabalho reapresentamos os resultados obtidos por Kagan e Karpov [1, 2], mostrando
que: para a construgao do Estimador Linear Bayseano a condigao necessaria e suficiente é
que a priori a distribuigdo dos erros sejam normais.
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In this paper we revise the Kagan and Karpov [1, 2] work showing that: for the construc-
tion of Baysean linear estimator, the necessary and sufficient condition is that a priori the
distribution of the errors are the normal distribution.

Keywords: Linear Estimators, Priori, Posteriori, Baysean Model, Normal Dis-

tribution.

I. INTRODUCAO

O método bayseano pode ser definido pelo
trindbmio: conhecimento, experiéncia e opiniao
[3, 4], e pode ser expresso na forma

p(0/H)p(x/0, H)
plz/H)

onde 6 é a variavel desconhecida, H é a historia
e x a varidvel aleatdria observada [5-7]. Como

p(0/z, H) =

(1)

p(a/ ) = [ ple.0/MaF@.1).  (2)
é uma constante, entao

p(0/x, H) ocp(x/0, H)p(0/H). — (3)

De (1) temos que: p(6/xz, H), o conhecimento, é
obtido quando temos p(x/60, H), a experiéncia,
e p(6/H) sua opiniao [8]. Como H é comum a
todos os termos podemos omiti-la e reescrever
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o teorema de Bayes como

p(0,x) o f(x/0)p(6), (4)
com f(x/0), a verossimilhanca e p(f), a dis-
tribuicao a priori do parametro. Portanto,
o Principio da Verossimilhanga (dois resulta-
dos experimentais x e y possuem a mesma in-
formagao sobre 0 se f(6/x) e f(0/y) sdo propor-
cionais [3]) é conseqiiéncia do enfoque bayseano
[9].

II. O PARAMETRO DE LOCACAO

BAYSEANO

Seja o problema da estimagao do parametro
de locacao 6 € R em n observacoes, descritas a
partir do modelo

x; =0+¢; parai=1,..n, (5)
com g; varidveis aleatérias independentes.

Assumimos que o risco do estimador 6 =
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0(x1,...,xn), do parametro 6, tem a forma

“+o00

r(6) R(0,6)dI1(0), (6)

—0oQ
com II a medida de probabilidade sobre R e
R(6,0), a funcao de perda. Para este caso va-
mos restringir a funcao de perda a

R(0,0) = Eg(0 — 0)2. (7)
O risco associado a § é dado por (6), com 6
uma variavel aleatoria independente do vetor
de erros (e1,...,6,) € com uma priori II. Neste
caso, o problema de estimacao de # é tratado
como um problema. de previsao de 8, dada uma
unica quantidade z;, obtida dos resultados ob-
servados.

Quando

/ 62dI1(h) < oo,

o melhor estimador de 6 é a média da posteriori
[1], que é a perda quadratica [10]

0 = E@0/X1,....X,)
J2 0T F) (axj — 0)T1() -
R E - o)1)
com Fj(z; — 0), a densidade de ditribuigao

dos erros ¢; (independentes). Para construcao
do estimador (8), denominado estimador bay-
seano correspondente a priori de distribuigao
II, é necessario o conhecimento da priori da
distribuigdo dos erros. Uma questao natural
é saber em quais circustancias o conhecimento,
apenas do primeiro e segundo momentos das
distribuicoes Fj e II, é suficiente para a cons-
trucido dos estimadores § = E0/Xy1,...,Xn).
Analiticamente, esta questao é reduzida ao es-
tudo

E0/X1,...Xn) =E0/X1,...,Xn), (9)
onde E(0/X1, ..., X,) é simplesmente o melhor
estimador linear.

Sendo F)j(x) a funcao de distribui¢ao do erro
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€;, definimos

ity = [ eMdF@).  (10)

“+oo
[
Como I1(#) é a funcao de distribuicao da priori,

definimos também
+oo
/ e d11(e).

Os momentos de primeira e segunda ordem das
funcoes de distribuicao Fj(x) e I1(6) sao dados

por
+oo
/ xdFj(x),

() (11)

Hi; =
“+oo 9
poj = / (z — y)°dFj(z),
“+oo
o = / 0dI1(0),
oo
s :/ (6 — o)%dIL(6), (12)

onde o indice j é assumido para os casos onde os
erros apresentam distribuigoes diferentes. Con-
sideramos, também, p9; < oo para j = 1,..n
e ag < 00. Denominaremos My () o espago de
todo polindémio em que i, ...,x, (respectiva-
mente em k) de grau menor a 2, dotado de
produto interno

(@m:M@m:/m@ﬂwwxua

com
Ey(Q,R) = RnQ(ml,...,mn)R(xl,...,xn)

x11dF; (2~ 0),

sendo o operador de projecao em Mp definido
por E(./My).

A. Estimador Linear Bayseano
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Quando

0 < ag < o0, (14)

0 < pgj <oo, comj=1,..n,
desprezando-se os casos em que a2lIfuz; = 0,

o melhor estimador linear de 6 é o estimador
bayseano

(9/M1 0+ E ciTj, (15)
com
o — Y o
o = ———7—,
s
Qs
/‘2] .
= —1,..,n. (16
¢ 1+Z? 522 para j n. (16)

Kagan e Karpov (1992) afirmaram que: nos
casos em que n > 2 em (14), para que tenha-
mos

E0/X1,Xa,...Xn) =E0/X1,Xa,.... Xy),
(17)
¢ necessdrio e suficiente que as distribuicoes Fj
e Il sejam normalmente distribuidas.
Para demonstrar o teorema de Karpov e Ka-

gan, escreveios

9’ = 9—041,

.%'; = Tj — Q1 — M1j ,j=1,...,n
Assumindo que oy = p1; = 0, j = 1,..,n.
Entao

n
E(0/Xy,..Xn) =Y _cjx;. (18)
1
A esperanga de (18), multiplicada por
expiy i tjxz; , é equivalente a
—A n
E HexpithX
1
r n
= FE expithXjE(H/Xl,...Xn)]
L 1
[ n n
= F ZCij expithXj] . (19)
L 1 1
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Utilizando os resultados (10) e (11), obtemos
uma equacao diferencial [11] que podemos re-
escrever na forma

n n
comt= ) tjec= ) c;. Entao, existe e > 0

j=1 j=1
tal que, para | t; |<e,
e(t)o(t;) # 0.

e (19), temos

(1 —o)r(t) = D cjh(t)
1

(21)

ot #(1)
Sw ¢ hit) = G

rencidveis, para | ¢t | suficientemente pequeno
(14). De (16), ¢j # 0 e (1 —c) # 0. Derivando
(21) em relac@o a t; e tomando t; = 0, obte-
mos k'(t) = constante em alguma vizinhanga

com £(t)

fungoes dife-

de zero. Por hipétese, ¢'(0) = ¢/(0) = 0, por-
tanto

' (t) = exp ()\th) e

¢;(t) = exp (\;t?) para

| tl< €, (22)
provando assim que Fj; e II tém distribuicao
normal (condigdo necessdria). A suficiéncia
segue de: se o vetor (0, X1,...,X,,) é normal-
mente distribuido, entao o problema do melhor
preditor para uma componente do vetor tem
solugao linear [12]. Portanto o teorema estd
provado.
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