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Na inversão tomográfica eletromagnética com a geometria de aquisição interpoços utilizamos
como dados de entrada, o tempo de trânsito do pulso eletromagnético de alta frequência
transmitido de uma antena à outra, desconsiderando a forma da onda em si. A inversão
tomográfica eletromagnética é mal-condicionada, tal como a maioria dos problemas inversos
em Geof́ısica de Exploração. Por esse motivo, recorremos à regularização por matrizes de
derivadas como ferramenta matemática na obtenção de uma solução fact́ıvel. Essa abor-
dagem possui uma constante chamada de parâmetro de regularização (λ), cuja escolha
também constitui um problema. Para a seleção desta constante usamos uma técnica co-
nhecida como Validação Cruzada Generalizada, que é um método baseado em considerações
estat́ısticas. Os modelos recuperados apresentam boa concordância com o respectivo modelo
verdadeiro, comprovando a aplicabilidade da tomografia eletromagnética no imageamento de
reservatórios geológicos.

Tomografia Eletromagnética; Inversão; Regularização; Caracterização de Reser-
vatórios; GCV.

The electromagnetic tomographic inversion in crosswell geometry uses the transit time of
the electromagnetic pulse of high frequency transmitted from one antenna to another as
input data, disregard the waveform. The electromagnetic tomographic inversion is ill-posed,
as the most of inverse problems in geophysics exploration. For this reason, we have used
the regularization by derived matrices as mathematical tool in obtaining a feasible solution.
This approach has a constant called regularization parameter (λ), whose choice is also a
problem. To select this constant we have used a technique known as Generalized Cross Val-
idation, which is a method based on statistical considerations. Recovered models show good
agreement with their true model, testifying the applicability of electromagnetic tomography
in the imaging of geological reservoirs.

Key-words: Electromagnetic Tomography; Inversion; Regularization; Reservoir
Characterization; GCV.

I. INTRODUÇÃO

∗Endereço Eletrônico: naipereiraoliveira@gmail.com
†Endereço Eletrônico: bassrei@ufba.br

A tomografia foi incorporada na Geof́ısica
de Exploração de hidrocarbonetos como
método de inversão de dados gerando modelos
de velocidade da subsuperf́ıcie. Na metodolo-
gia de inversão tomográfica eletromagnética em
geometria interpoços (cross-well) utilizamos o

1

mailto:naipereiraoliveira@gmail.com
mailto:bassrei@ufba.br


Naiane P. de Oliveira e Amin Bassrei Sitientibus Série Ciências Fı́sicas 11: 1-10 (2015)

tempo de trânsito do pulso eletromagnético de
alta frequência transmitido de uma antena à
outra como dados de entrada (d), desconsi-
derando a forma da onda. A velocidade de
propagação do pulso depende das propriedades
eletromagnéticas intŕınsecas do meio, ou seja,
a condição de propagação é determinada pela
permeabilidade magnética µ e pela permissivi-
dade elétrica ε.

A inversão tomográfica é classificada como
um problema inverso mal-posto, devido ao fato
das condições de existência, unicidade e esta-
bilidade não serem completamente satisfeitas.
Nesse sentido, algoritmos iterativos de reso-
lução de sistemas lineares com regularização
possuem o compromisso de fornecer soluções
fidedignas.

II. PROBLEMAS INVERSOS E
DECOMPOSIÇÃO POR VALORES

SINGULARES

A inversão é a técnica empregada em pro-
blemas que estimam os parâmetros de um de-
terminado modelo utilizando os dados medidos
como dados de entrada. De forma contrária,
a técnica de modelagem direta resulta em
criar um modelo sintético para a obtenção dos
referidos dados. No processo de resolução do
problema inverso, deve-se realizar uma análise
prévia com relação às questões de existência,
unicidade e estabilidade da solução, se uma
dessas condições falha o problema é dito mal-
posto [1].

A inversa do operador matricial G é a
pseudo-inversa generalizada de Moore-Penrose
G+. O método da Decomposição por Va-
lores Singulares ou SVD, do inglês Singular
Value Decomposition, consiste numa técnica de
obtenção da pseudo-inversa de uma matriz G
onde a matriz original é decomposta, supondo
ser uma matriz retangular M ×N de posto k,
em valores singulares tal como:

G = UΣVT , (1)

onde U é a matriz M ×M que contém os auto-
valores ortonormalizados de GGT , V é a ma-

triz N ×N que contém os autovalores ortonor-
malizados de GTG e Σ é a matriz diagonal que
contém os valores singulares de G colocados
em ordem decrescente. A inversa de Moore-
Penrose é definida por uma matriz dada por:

G+ = VΣ+UT , (2)

onde Σ+ representa a matriz diagonal com os
valores rećıprocos dos valores singulares não-
nulos de Σ.

III. REGULARIZAÇÃO E O MÉTODO
GCV

O emprego da técnica SVD está, via de re-
gra, associada à existência dos pequenos valo-
res singulares, que quando utilizados na cons-
trução da matriz inversa, implicam no com-
prometimento da qualidade da solução. Al-
guns critérios podem ser utilizados para se con-
tornar o problema dos pequenos valores singu-
lares como abordado em [2].

Neste trabalho optamos por técnicas de re-
gularização que são empregadas com o intuito
de tornar a inversão mais estável. No entanto,
ambos os critérios podem ser utilizados, por
exemplo em [3] onde através de um algoritmo
de inversão utilizou-se o SVD com seleção de
valores singulares e regularização.

As técnicas de regularização permitem solu-
cionar não o problema original, mas um pro-
blema equivalente e mais robusto com relação
às variações nos dados de entrada. A solução
pela regularização por matrizes de derivadas,
obtida minimizando a função objetivo Φ(m), é
definida como sendo [4]:

Φ(m) = eTe + λmDT
nDnm , (3)

onde e = d −Gm. No segundo termo, Dn é
normalmente a discretização de um operador
de derivadas impondo alguma suavização na
solução, λ é uma constante, λ > 0, chamada
de parâmetro de regularização que controla a
quantidade de suavização sobre a solução. Para
o caso em que λ = 0 a regularização não é re-
alizada e a inversão se reduz aos Métodos dos
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Mı́nimos Quadrados.

Resolvendo a Eq. (3), obtemos:

mest = (GTG + λDT
nDn)+GTdobs . (4)

Quando n = 0, Dn corresponde à matriz iden-
tidade resultando em uma regularização de or-
dem zero e a solução se reduz ao Método dos
Mı́nimos Quadrados Amortecidos. Para n = 1,
Dn corresponde à matriz de primeira derivada
e a regularização é de primeira ordem. Quando
n = 2 temos a regularização de ordem dois
que culmina no uso da matriz da aproximação
numérica da segunda derivada.

A escolha do parâmetro de regularização (λ)
é de crucial importância na busca de soluções
mais realistas. Na literatura existem várias
técnicas empregadas na escolha de λ, tais
como a curva L e a curva Θ ambas ferra-
mentas gráficas utilizadas de forma anaĺıtica
para escolha do parâmetro de regularização,
usualmente aplicada em problemas inversos em
Geof́ısica como pode ser verificado nos traba-
lhos [5–8].

Escolhemos uma técnica que sido utilizada
por outros pesquisadores para a seleção do
parâmetro de regularização baseada em con-
siderações estat́ısticas, chamada de validação
cruzada generalizada, ou GCV, do inglês Gen-
eralized Cross Validation. A GCV sugere que
um bom valor para o parâmetro de regula-
rização deve prever dados do vetor de tem-
pos de trânsito que estejam faltando ou que
foram retirados. Mais precisamente, se um ele-
mento do vetor de dados for retirado, então a
solução regularizada correspondente deve pre-
ver bem essa falta. Baseado nesse prinćıpio, o
parâmetro de regularização é o valor de λ que
minimiza a função GCV [9]:

GCV (λ) =

∥∥dobs − d(mλ)
∥∥2

{tr[I −A(λ)]}2
, (5)

sendo A(λ) = G(GTG+λDT
nDn)+GT . Na co-

munidade geof́ısica, o critério GCV foi aplicado
na inversão 1-D de dados eletromagnéticos por
C.G. Farquharson e D.W. Oldenburg [10], em
tomografia de difração por E.T.F. Santos e A.
Bassrei [11] e C.J.M.G. Silva [12], e em tomo-

grafia de tempos de trânsito por N.P. Oliveira
e A. Bassrei [13].

IV. MÉTODO DA INVERSÃO
LINEARIZADA

Neste método parte-se de um modelo ini-
cial, m0, que é reformulado sucessivamente,
também conhecido como método de Gauss-
Newton que lineariza o problema não linear
g(m) = d, em torno de uma solução aproxi-
mada. Então, a estimativa do modelo é obtida
de forma iterativa resolvendo-se um sistema de
equações lineares a cada passo do processo i-
terativo. O método convergirá para o mode-
lo associado ao mı́nimo da função custo mais
próoximo de Φ(m0) [1]. Sendo assim, a ex-
pressão para atualizar o modelo corrente é:

mk+1 = [(GTG+λDT
nDn)k]+(GT )k∆dk+mk ,

(6)
onde: [(GTG + λDT

nDn)k]+ a pseudo-inversa
da matriz (GTG +λDT

nDn)k na k-ésima itera-
ção; ∆dk é a diferença entre os dados da itera-
ção k+1 e os dados da k-ésima iteração; mk são
os parâmetros atuais do modelo na k-ésima ite-
ração; mk+1 são os parâmetros estimados para
a iteração k + 1.

V. TOMORAFIA ELETROMAGNÉTICA
DE TEMPOS DE TRÂNSITO

A tomografia é uma técnica de reconstrução
de imagens com muitas aplicações em Geof́ısica
[14]. A tomografia é baseada na ideia de que
um conjunto de dados observados consiste de
integrais ao longo de linhas de alguma quanti-
dade f́ısica:

ti =

∫
Ri

s(x, z)dl = g[s(x, z)] , (7)

sendo ti o tempo de trânsito para o i-ésimo
raio; Ri o raio ao longo do qual é realizada
a integração; dl o elemento de raio; s(x, z) a
vagarosidade do meio no ponto (x, z), em que
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x é a coordenada horizontal e z é a coorde-
nada vertical e g[s(x, z)] representa a variável
g em função da vagarosidade. A Eq. (7) tem
um comportamento não linear por descrever o
percurso do raio em meios não homogêneos e
anisotrópicos.

Uma maneira de parametrização mais sim-
ples para uma distribuição de velocidades é di-
vidir a região de estudo em pequenas células ou
blocos e atribuir valores constantes à vagarosi-
dade (rećıproco da velocidade) em cada célula.
Por sua vez, a propagação da onda pode ser
modelada através de modelagens anaĺıticas ou
numéricas.

Na tomografia eletromagnética interpoços
o pulso eletromagnético de alta frequência é
transmitido por uma antena em um poço e
recebido por uma antena em outro poço. A
velocidade de propagação do pulso depende
das propriedades elétricas intŕınsecas do meio,
ou seja, a condição de propagação é determi-
nada pelas propriedades eletromagnéticas: a
permeabilidade magnética µ e a permissivi-
dade elétrica ε. A permeabilidade magnética
é uma propriedade dos meios materiais que in-
flui no comportamento da propagação da onda
eletromagnética, porque mede a facilidade com
que um corpo se magnetiza sobre a ação de
um campo magnético externo. Expressa como
µ = µ0(1 + χm), onde µ0 é a permeabili-
dade magnética do vácuo (µ0 = 4π × 10−7

H/m) e χm é a suscetibilidade magnética. De
acordo com a referência [15] a permeabilidade
relativa (µr = µ/µ0) raramente é apreciavel-
mente maior que a unidade, com exceção para
poucos minerais magnéticos. Significa que o
parâmetro χm é aproximadamente igual a zero,
ou µ ≈ µ0. Deste modo, variações nas ve-
locidades devem ser devidas às permissividades
elétricas (ε). Essa grandeza representa a facili-
dade com que um meio semi-condutor se pola-
riza sobre a ação de campos elétricos externos.
Essa polarização pode ser eletrônica, iônica ou
molecular. Desta forma, temos para a veloci-
dade a relação:

v =
c
√
εr
, (8)

sendo εr a constante dielétrica e c a velocidade

da onda eletromagnética no vácuo. A constan-
te dielétrica é definida pela razão εr = ε ε0,
onde ε0 é a permissividade elétrica no vácuo
(ε0 = 8, 854× 10−12F/m).

VI. TRAÇADO DO RAIO

Uma maneira mais lógica de analisar o
traçado de raios sem envolver a conceito de
frente de onda é pelo prinćıpio de Fermat.
Vários métodos estão descritos na literatura
para determinar o caminho descrito pelo raio
entre dois pontos. A seguir é descrito o algo-
ritmo numérico proposto por A.H. Andersen e
A.C. Kak [16]. Aplicando o prinćıpio de Fer-
mat e sabendo que a equação de Euler constitui
uma condição necessária para a existência de
um valor extremo da integral

∫ P2

P1
nds, obtemos

a seguinte equação diferencial para um meio he-
terogêneo:

d

ds

(
n
dr

ds

)
= ∇n , (9)

onde n(x, z) é o ı́ndice de refração na posição
(x, z); r é o vetor posição do raio; dr/ds é o
vetor tangente ao raio em (x, z); ds é o ele-
mento de comprimento de trajetória de raio;
∇n ≡ dn/dr é o gradiente do ı́ndice de refração
n(x, z). Esta equação diferencial é denominada
como equação do raio e, para uma certa vizi-
nhança regular (aquela em que o ı́ndice de re-
fração varia suavemente), sua solução represen-
ta uma famı́lia de raios de menor comprimento
acústico [16].

Desenvolvendo a equação do raio, obtém-se:(
∇n · dr

ds

)
dr

ds
+ n

d2r

ds2
= ∇n . (10)

Expandindo o vetor posição em série de Taylor
no ponto s + ∆s, onde ∆s é o incremento do
raio, e considerando somente os três primeiros
termos:

r(s+ ∆s) = r(s) +
dr

ds
∆s+

1

2

d2r

ds2
(∆s)2 . (11)

Isolando o vetor curvatura d2r/ds2 da Eq. (10)
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e substituindo em (11), resulta na seguinte ex-
pressão:

r (s+ ∆s) = r(s) +
dr

ds
∆s+

1

2n

[
∇n

−
(
∇n · dr

ds

)
dr

ds

]
(∆s)2 . (12)

O ponto seguinte do raio é estimado pelas
equações:

xk+1 = xk + cosαk∆s

+
1

2sk
(sk,x − dk cosαk)∆s

2 , (13)

zk+1 = zk + sinαk∆s

+
1

2sk
(sk,z − dk sinαk)∆s

2 , (14)

sendo que sk,x e sk,z são a vagarosidade,
rećıproco da velocidade vk, na direção x e z,
respectivamente. E dk definido como:

dk = sk,x cosαk + sk,z sinαk . (15)

Partindo-se de um determinado ponto inicial
(x0, z0), que corresponde à posição da fonte,
pode-se obter os sucessivos pontos do raio uma
vez que os valores de sinαk e cosαk são facil-
mente calculados. Segundo [16], este método
tem algumas limitações no sentido de que erros
causados na discretização ou transições bruscas
de velocidade podem se tornar acumulativos.
Para minimizar este problema, deve-se adotar
uma malha com resolução suficiente para que
o meio seja amostrado adequadamente, resul-
tando em transições mais suaves de velocidade.
Também podem ser utilizadas suavização do
campo de velocidades e interpolação bilinear
dos ı́ndices de refração e de suas derivadas par-
ciais respectivas [16].

Um problema do traçado de raio consiste em
encontrar as coordenadas do receptor através
do raio que parte da fonte. Para um meio
homogêneo, essa ligação fonte-receptor con-
figura um raio reto tornando o problema tri-
vial, porém considerando um meio heterogêneo
deve-se levar em consideração a curvatura agre-
gada ao raio, neste caso o problema se resume
em predizer o ângulo de lançamento do raio da
fonte para que alcance um determinado recep-

tor. O processo de ligação entre fonte e receptor
é denominado de ray linking. Neste trabalho, a
metodologia adotada para o traçado de raios foi
a mesma descrita por H.A. Schots [17] que im-
plementou computacionalmente em linguagem
Fortran, com o seguinte procedimento:

(i) Calculam-se o ângulo e o tempo de trânsito
para cada raio, utilizando-se o linking
method, tendo como partida o ângulo en-
tre a linha reta que liga a fonte ao re-
ceptor e a horizontal. Existindo uma
forte variação na distribuição de va-
garosidades, vários raios podem não al-
cançar os objetivos após N iterações.
Neste caso, após o traçado de todos os
raios, utiliza-se como partida para os
raios não convergentes os ângulos dos
raios mais próximos que tenham con-
vergido.

(ii) Utilizando o shooting method e con-
siderando um ćırculo de raio dado,
com centro de coordenadas do recep-
tor (xg, zg), qualquer raio que cruzar a
área e terminar neste domı́nio pertencerá
a este receptor. Utiliza-se o método
Newton-Raphson para encontrar o recep-
tor, comparando-se o tempo de trânsito
deste raio com o tempo dado em (i) ou
de um raio anterior. O raio considerado
será aquele de menor tempo, obedecendo
ao prinćıpio de Fermat.

VII. METODOLOGIAS E RESULTADOS

Utilizamos um modelo sintético que repre-
senta uma situação geológica singular para
analisar a metodologia linearizada empregada,
limitado lateralmente por poços com 30 fontes
num poço e 30 receptores no outro pocco, de
modo a se ter 900 raios ou 900 equações. A
discretização do modelo se deu com 800 blo-
cos quadrados com vagarosidade (rećıproco da
velocidade) constante em cada bloco, sendo 20
blocos na horizontal e 40 blocos na vertical.
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FIGURA 1: Modelo verdadeiro: tomograma
eletromagnético. A barra de cores indica as ve-
locidades em m/µs.

A Figura (1) representa tal modelo que, por
sua vez, possui 5 regiões de velocidades di-
ferentes com uma variação que vai de 120 a
200 m/µs. Os diferentes valores de velocidade
para as rochas estão associados às propriedades
elétricas do material rochoso, ou seja, os valo-
res para a constante dielétrica que, conforme
[18, 19], pode ser grande na presença de acu-
mulações de água e pode ser pequeno em am-
biente de reservatório de petróleo.

Empregamos três ordens de regularização:
zero, um e dois e o parâmetro ótimo selecionado
deve estar associado ao mı́nimo de cada curva
da função GCV. Geramos curvas da função
GCV em relação ao parâmetro λ como variável
independente para cada ordem de regulariza-
ção. Como forma de quantificar a precisão da
inversão e também como critério adicional na
seleção do fator λ, o erro RMS relativo foi cal-
culado. Entende-se o erro RMS entre os dados
como erro entre os tempos de trânsito observa-
dos e calculados segundo a equação:

Ed,rms =

√∑M
i=1(t

cal
i − tobsi )2√∑M

i=1(t
obs
i )2

× 100% , (16)

e o erro RMS da velocidade estimada como erro
entre a velocidade verdadeira e estimada se-
gundo a equação:

Ev,rms =

√∑N
i=1(v

est
i − vveri )2√∑N

i=1(v
ver
i )2

× 100% , (17)

este critério tem finalidade de validar o método
de seleção de λ, pois possibilita conhecer o me-
lhor modelo estimado. Na primeira iteração
partiu-se de um modelo inicial de velocidade
eletromagnética constante igual a 150 m/µs
equivalendo ao traçado de raios retos.

Para a regularização de ordem 0, a Figura
(2a) mostra as curvas GCV para as 4 itera-
ções realizadas mostrando um λ ótimo associ-
ado ao mı́nimo em cada iteração. A Figura
(3a) mostra a recuperação tomográfica para a
primeira iteração e a Figura (3b) para a quarta
iteração. Verificou-se convergência e o critério
de parada foi considerado quando a variação
nos valores de velocidades tornou-se mı́nima.
No caso da regularização de ordem 1, a Figura
(2b) mostra as curvas GCV para as 4 iterações
realizadas mostrando um λ ótimo associado ao
mı́nimo em cada iteração.

As Figuras (4a) e (4b) mostram a recu-
peração tomográfica equivalente. Tal qual o
caso anterior verificou-se convergência para a
solução e que 4 iterações são suficientes. Fi-
nalmente, para a regularização de ordem 2, a
Figura (2c) mostra as curvas GCV para as 4
iterações realizadas mostrando um λ ótimo as-
sociado ao mı́nimo em cada iteração.

As Figuras (5a) e (5b) mostram a recu-
peração tomográfica na iteração 1 e 4. Mais
uma vez a solução considerada estável foi a
quarta iteração. Podemos notar que as imagens
obtidas nas iterações finais são mais apuradas,
em particular mais interfaces são reveladas, as-
sim como as camadas estão melhor definidas ou
resolvidas. Um sumário dos resultados pode ser
encontrado na Tabela (I).

VIII. CONCLUSÕES

Neste trabalho avaliou-se o critério GCV
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Relação dos Resultados Obtidos

Iteração Dn λ ótimo Ed,rms (%) Ev,rms (%)

0 102 0,004 0,13
1 1 103 0,44 13,62

2 103 0,46 13,94

0 103 0,004 0,044
2 1 103 0,37 5,1

2 102 0,32 6,88

0 104 0,004 0,006
3 1 104 0,33 0,87

2 102 0,25 4,42

0 104 0,003 0,0035
4 1 105 0,35 0,22

2 103 0,36 3,40

TABELA I: Resultados obtidos para a inversão
tomográfica com traçado de raios curvos, uti-
lizando matrizes de derivadas de ordem 0, 1 e
2 e o método GCV para obtenção do λ ótimo de
regularização.

para a escolha do fator ótimo de regularização
em tomografia eletromagnética interpoços com
um modelo sintético. As inversões tomográficas
delimitaram as interfaces adequadamente e
possibilitaram a visualizção da zona de acu-
mulação de petróleo.

O critério GCV mostrou-se conveniente
para estimativa do λ ótimo na inversão linea-
rizada, assim como a regularização e traçado
de raios mostraram-se adequados ao proble-
ma proposto. Nota-se nos tomogramas es-
timados que as regularizações de ordem um
e dois forneceram melhores resultados, pois
a suavização é efetiva com os operados de
derivadas.

As simulações permitem concluir que para
se adquirir bons resultados é requerido quali-
dade dos dados de entrada além da cobertura,
iluminação do meio pelos raios.
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FIGURA 3: Tomograma estimado para regularização de ordem 0, obtida na (a) primeira iteração;
(b) quarta iteração.

FIGURA 4: Tomograma estimado para regularização de ordem 1, obtida na (a) primeira iteração;
(b) quarta iteração.
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FIGURA 5: Tomograma estimado para regularização de ordem 2, obtida na (a) primeira iteração;
(b) quarta iteração.
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