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Neste trabalho revisitamos a influéncia de um campo externo uniforme, particularmente de um
campo magnético, sobre a energia de Casimir de um campo fermiénico [1, 2]. Recalculamos entao
o efeito Casimir nas condigles citadas utilizando uma forma generalizada para as condi¢bes de
contorno sobre o campo bem como o método da fungdo zeta generalizada [3], o qual permite extrair
um resultado final mais “limpo”, i.e., um com menos termos divergentes espurios.

Palavras-chaves: Efeito Casimir, Fungao Zeta Generalizada, Campo Magnético Ex-
terno, Campo de Dirac.

In this work we review of the influence of an external constant field, particularly a magnetic one,
on the Casimir energy of a fermionic field [1, 2]. We recalculate then the Casimir effect under the
conditions using a generalized form for the boundary conditions imposed on the field as well as the
method of generalized zeta function [3]. The latter allows extracting “cleaner” result, i.e., one with
less spurious divergent terms.
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I. INTRODUCAO

O efeito Casimir tem sido um tema cujo interesse tem se
mantido crescente desde seu surgimento em 1948 com o tra-
balho do fisico holandés que d4 seu nome [4]. Inicialmente
considerado para o campo eletromagnético quantizado en-
tre duas placas condutoras, seu estudo e aplicagao estendeu-
se para outros campos quanticos a exemplo dos campos de
calibre com simetria BRST, do campo de Higgs, dos campos
com supersimetria, da teoria de supergravidade, das super-
cordas, do campo Maxwell-Chern-Simons, da corda rela-
tivistica, da teoria M, nos temas relacionados com cosmolo-
gia, nos relacionados com espacos nao-comutativos, dentre
outros.

De uma forma mais ampla o efeito Casimir, num sentido
lato, pode ser definido [5] como os efeitos que decorrem da
variagao da energia de ponto zero de um campo quantico
relativistico, devido as mudancas de sua variedade de base
A . Sendo assim, podemos realizar uma classificagao livre
do efeito Casimir num conjunto de situagoes como segue:

(i) quando a mudanca na variedade de base ocorre devido
a existéncia de condigoes de contorno - efeito Casimir
devido a condigoes de contorno, que é o caso do efeito
Casimir original [4], onde as placas condutoras mu-
dam a variedade de base de R? para R? x [0, af;

(ii) quando a mudanga na variedade de base ocorre devido
a existéncia de meios materiais - efeito Casimir em
meios materiais [6, 7];
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(iii) quando a mudanga na variedade de base ocorre de-
vido a existéncia de um campo gravitacional - efeito
Casimir em espagos curvos [8];

(iv) quando a mudanga na variedade de base ocorre devido
a alteragoes nas propriedades algébricas das coorde-
nadas do espaco-tempo ou quando a algebra associ-
ada ao grupo de simetria do sistema fisico em questao
sofre uma deformagao. No primeiro caso temos por
exemplo que [x,y] = zy — yx # 0, ou seja, as coor-
denadas tornam-se operadores [9], enquanto que no
segundo caso existe um pardmetro 6 ou k [10] que
deforma a dlgebra de Poincaré usual [11]. Em am-
bos os casos temos o efeito Casimir em estruturas
matematicas deformadas.

O interesse no efeito Casimir reside essencialmente no
fato de que todo campo quantico possui uma energia de
ponto zero, i.e., em seu estado fundamental (estado de
vécuo) todo campo quantico relativistico tem uma energia
dada por

£0 =3 3hon, 1)

onde n enumera os modos normais de oscilagdo do campo
em questao, w, é a freqiiéncia do n-ésimo modo, e a soma
inclui todos os modos normais.

Casimir [4] previu que duas placas condutoras parale-
las, bem préximas e descarregadas, alterariam a energia do
vacuo quantico eletromagnético por uma quantidade &(a)
dada por

E(a) 2
2 72003 @
onde (> = L,L, ¢ a érea de cada uma das placas, su-

postas quadradaé por simplicidade, e a é a separagao entre
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elas (a < ¢) (condicao de pequena separagao), conforme a
Figura 1 abaixo.

L){
+— {1 — \/

Fig. 1 — O efeito Casimir original

A atracao entre corpos neutros nao era novidade quando
Casimir propds o efeito que leva o seu nome. De fato, essa
atracao era conhecida e explicada como efeito das forcas de
van der Waals de dispersao, isto é, forcas eletromagnéticas
oriundas da interacao entre dipolos induzidos mutuamente,
em virtude de flutuagdes quanticas, em &tomos que sao
neutros e despolarizados quando isolados. A originalidade
de Casimir consistiu, por um lado, em atribuir a forca de
atracao entre os corpos neutros a alteracao que eles provo-
cam na energia de ponto zero do vacuo eletromagnético e,
por outro lado, em usar essa idéia para obter a forca de
atracao pelo cédlculo da dita alteragao, um método incom-
paravelmente mais simples do que calcular superposic¢oes de
forcas de van der Waals entre moléculas.

Por sua vez, a energia £(a) dé origem & seguinte pressao
entre as placas

F(a) 2 1 dyn

P(a) = £2 = _th = _0,013

(3)

(a/pm)® em?’

onde o sinal negativo significa que a pressao é atrativa. Esse
efeito de atracao é o efeito Casimir original. Ele foi con-
firmado experimentalmente por Sparnaay em 1958 (apesar
da grande imprecisao experimental) [12] e, mais recente-
mente com grande acurdcia (em torno de 1%), por Lamore-
aux [13] e por Mohideen e Roy [14].

A energia de Casimir referida acima é devida a um campo
quantico bosonico, no caso a do campo de radiagao. Foi
Johnson [15] quem calculou pela primeira vez a energia de
Casimir de um campo de Dirac nao-massivo, considerando
a condicao de fronteira do tipo sacola do M.I.T. na con-
figuracao de confinamento de duas placas paralelas sepa-
radas por uma distancia a. A energia de Casimir encon-
trada por Johnson [15] foi:

E(a) w2
2 = S

(4)

onde £ = 7/4. Como comentamos acima, o efeito Casimir
surge de uma mudanca da variedade de base e nesse caso
do efeito Casimir fermionico esta energia surge da mudanca
do espago R? para o espago R? x [0, a]. A motivagao para o
célculo de Johnson foi entender, usando o efeito Casimir, o

mecanismo de confinamento dos quarks nos hddrons. Claro
estd que um calculo mais realistico para o citado confina-
mento deveria levar em conta a geometria esférica e este
passo s6 foi realizado posteriormente por K. Milton [16] e
mais recentemente por E. Elizalde [17], o qual considera um
campo fermiénico massivo.

A idéia priméria que se coloca neste trabalho é, antes
de tudo, a de uma investigacao das alteragdes que sofrem
as flutuagoes de vacuo de um campo fermidnico carregado
quando sobre o mesmo se impoem condigoes de contorno
e também campo externos, em particular um magnético.
Como mostrado em [2], onde o efeito Casimir fermi6nico
é calculado usando o método de Schwinger, e [18], onde o
céalculo é realizado usando o método de soma de modos, a
presenca de um campo magnético uniforme externo ressalta
o efeito Casimir, um resultado que também confirmaremos
neste trabalho. Cabe frisar que este comportamento esta
em oposicao aquele devido a campo bosonico, para o qual
a energia de Casimir associada é inibida pela presenca do
campo externo, como mostrado em [19].

Como bem observaram M.V. Cougo-Pinto et al. [2],
o resultado para a energia de Casimir de um campo
fermionico nao-massivo sob as condigoes de contorno do
tipo M.I.T., peridédica ou antiperiddica apresentam a
mesma dependéncia com a distancia a®, a excecdo do valor
do fator £ que no caso periédico vale 7 x 4 enquanto que
no antiperiédico vale —8 x 4. Isto significa que a mudanga
de base dada por R? x S, que corresponde a uma compac-
tificacao de uma das dimensoes espaciais num circulo, e a

primeira situacao acima referida, guardam semelhancgas.

Sendo assim, adotaremos as condigoes de contorno
periddica e antiperiédica para uma primeira avaliagao da e-
nergia de Casimir do campo fermiénico. Na realidade, cons-
truiremos uma condi¢ao de contorno generalizada através
de um parametro apropriado, como veremos mais a frente,
de tal maneira que as condigoes de contorno periddica e
antiperiédica surgem como casos particulares em valores
definidos do parametro «, precisamente « = 0 e a = 7
respectivamente.

Neste trabalho revisitamos o efeito Casimir de um campo
fermionico sob a influéncia de um campo magnético uni-
forme, generalizando a forma da condigao de contorno an-
tiperiédica imposta ao campo fermiénico em [2] através de
um parametro apropriado. Calculamos o efeito Casimir
fermionico usando o método da funcao zeta generalizada
para obter um resultado com um minimo de termos diver-
gentes espurios e, por fim, analisamos o resultado e suas
conseqiiéncias comparando com aqueles conhecidos na lite-
ratura.

O artigo encontra-se organizado como segue. Na préxima
segao apresentamos a idéia do método da funcao zeta gene-
ralizada, sua construcao, extensao analitica e o cédlculo de
sua derivada no ponto s = 0. Para tanto devemos resolver o
trago do operador de Dirac, ou mais propriamente, do ope-
rador quadratico correspondente, e isto é conseguido nas 3*
e 4% se¢oes. O passo seguinte na se¢ao 5 é a determinacao do
espectro do citado operador. A construcao da funcao zeta
ocorre na se¢ao 6 enquanto que seu desenvolvimento é reali-
zado nas secoes 7 e 8. Na 9? secao realizamos uma anélise do
resultado obtido na secdo anterior. Apresentamos entao as
conclusoes. No apéndice encontra-se detalhado a obtencao
do fator de degenerescéncia dos niveis de Landau.
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II. O METODO DA FUNCAO ZETA
GENERALIZADA

O ponto de partida é a densidade de lagrangeana do
campo de Dirac:

L=—P(y

onde II,, ¢ dado por

I+ m) e, (5)

1 e
= ;(‘9# —CA#. (6)

O campo magnético neste problema é um campo constante
e uniforme, e sendo assim, pode ser construido a partir do
seguinte potencial

AS () =

" (0,-By,0,0). (7)

As equacodes para os campos 1 e ¥ que resultam da den-

J

= (04]0-), = exp (iW, [A

com a convergéncia da integral sendo garantida pela subs-
tituicao m — m — i€, € > 0. O subscrito « significa que
a integragao funcional se realiza sobre o espaco de fungoes
que satisfazem as seguintes condi¢ées de contorno (c.c)

P (r,0,z=a) = exp(ia)y (r,0,2=0) (11)
¥ (r,0,z2=a) = exp(—ia)y (r,0,z=0). (12)

A integral de Fresnel em (10) pode ser determinada de
acordo com a relagao

/C DEDE exp { —EKE) = det K (13)
portanto,
(0410_), = exp (iWa [A%]) = det[i (7 - T+ m)]
= W,[A°] = —ilndet (y-IT+m). (14)

Em razao da identidade formal det (exp A) = exp (TrA),
observamos também que

se A=InB entao IndetB = TrlnB,

conseqiientemente, vale para a eq.(14) que

W, [A°] —ilndet (y- I+ m)
= —iTrln[p" (v- I+ m)]
= —iTrin[(y-IT+m)]
+ iTrIn[(y- P +m)). (15)
onde o = (77 - P 4+ m) surge em razao de uma normalizacdo

conveniente na defini¢ao do funcional gerador

Wy [A® = 0] =0= Z,[A°] = exp (1W, [A°]) — 1

sidade de lagrangeana em (5) s@o

(v IO+m)yp=0 e Y(-I"+m)=0. (8)
A densidade de energia do vécuo (energia por unidade de
area) do campo fermionico pode ser obtida do conhecimen-
to da amplitude de persisténcia do vacuo.
A amplitude de persisténcia do vacuo na presenca de um
campo externo estd relacionada ao funcional gerador das

fungoes de Green conexas, W, [20]

(04]0-)™" = exp (iW, [A%,7,7])
/ DwaeXp{ /d4 +n¢+¢n]}
9)

Desde que nao estamos interessados nas variagoes do fun-
cional gerador com respeito as fontes 7,7, obtemos entao,
da eq.(9), para o campo de Dirac (igualando as fontes 7 e
7 a zero)

N/ D¢Dwexp{ /d4m/_1(’y-ﬂ+m—ie)1/1}.

(10)

Por outro lado, do método da funcao zeta generalizada [21]
temos a seguinte relagao

det B = exp (=¢' (s = 0)) = Indet B = —" (s = 0), (16)

ou seja, se pudermos calcular a derivada da funcao zeta
associada determinaremos Indet B, e portanto, o determi-
nante de interesse.

O desenvolvimento do trago na eq.(15) ocorrerd no con-
texto do formalismo de 2% ordem.

III. A RESOLUGCAO DO TRAGCO DO OPERADOR
EM (15)

Sabemos que det (m £ v - II) é um escalar de Lorentz, o
que significa que o mesmo nao depende do sinal de ~ - II,
ie.,

det (m + - II) = det (m — - II) . (17)

Com isso, temos que [20]

Indet (m+v-1II) = %(mdet(m—kv-ﬂ)
+Indet (m — v - II))
. %(mn(mﬂ-n)

+Trln (m —~ - 1I))

_ %Trln (m2 — (7~H)2>. (18)

Por outro lado,
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2 v 1 v 1 v v - _uv . v
—(y-I)" = "y, = — (2 7+ 5 My ]) 00, = — (—g"" —ic") LI, = I — ig" 11,11,  (19)

onde a assinatura da métrica vale +2. Mas,

v 1 v 1 v 1 € 1 e 1 € 1 e
o Iylly = ot Wil i) = ot ( (30, —eap) (0, —eat) - (0, et ) (G0, - ey

1 v 1 e 1 e le 7"
50”1 (—ei(?MAl, + iea,,AN) = —550'/ Flﬂ” (20)

onde no caso em questao de campo constante e uniforme resulta

1 1
oMILL I, = —gawsz — ZeBo®. (21)
1

) ?
Com isto a expressao em (18) torna-se
1 2 2\ _ 1 2 2 3
FTrin (m® —(y-10)7) = 5Tun((m +1II?) 14 — eBo”) . (22)
Vamos calcular o trago na eq.(22). Designando por AV, [X], o i-ésimo autovalor do operador X temos

Trln ((m2 + H2) Iy — 630’3) = trytryIn ((m2 + Hz) Iy — 6BO’3)

4 m?+ 12 —eB 0 0 0

. 0 m? +11? + eB 0 0

= o Z: In AV 0 0 m? + 112 — eB 0

= 0 0 0 m? + 112 + eB
= 2tr, [In (m? 4+ 1I° — eB) + In (m® + 11> + eB)] . (23)
[
Substituindo o resultado (23) em (22) conseguimos com
LT in (m? 1)° 2 e 4112

5 Trln (m — (y-10) H, = m®—ie+1I° —eB, (28)
— tr, [In (m? + T — eB) + In (m® + 1% + ¢B)] Hy = m® —ie+1I" +eB, (29)
Hy = m? —ie+ P2 (30)

e usando (18) e (15) temos como resultado

—itry, [1n (m2 + 112 - eB) +In (m2 + 1% + eB)]
= —q [lndetglc (m2 + 112 — eB)

IV. A EUCLIDEANIZAQAO DA EXPRESSAO 27)
+Indet (m2 + 1% + eB)] .

(24)

Um desenvolvimento andlogo a este permite concluir para A passagem da eq.(27) para o espago euclideano traz a

a segunda parte do traco em (15) vantagem de assegurar uma manipulagao com operadores

cujos autovalores sao reais e positivos, condigao que permite

garantir a existéncia e definir de forma matematicamente

correta fungoes zeta generalizadas associadas aqueles opera-

= 2Indet, (m? + p2> ) (25) dores. Para passar ao espaco euclideano fazemos a mudanca
t — —i7. Assim,

%Tr In ((m2 + P2) 14) = 2tr, In (m2 + P2)

Reunindo as contribuigdes (24) e (25) obtemos

W [A?] = —i[lndet, (m*+1I* — eB) exp (W [A7]) = exp (=€ (@) Tp)Ipy oo, (31)
Ind 24+ 1% +eB
+ Indetg (m Tt )} de onde segue que
+ 2ilndet, (m? + P?). (26)
Observando (16), a eq.(26) reescreve-se iWo [AY] = =€ (a) Tg — & (a) = _TLWQ [A°].  (32)
E
W, [A¢] = i¢' (s =0,H;) +i¢ (s =0, Hy)

— 2i¢’ (s =0, Hyp), (27) Também, devemos euclideanizar o seguinte operador pre-
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sente nos termos da eq.(27)

2
1
I :m2+H2:m2+(8—6A>

i

= m2—83—6§+(ﬁ—e,é¥)i, (33)

onde o subscrito L significa que estao envolvidas apenas
as coordenadas 1 e 2 (coordenadas ortogonais a 3) e o po-
tencial, A7, = (0,—By,0,0), é aquele que gera um campo
magnético constante e uniforme, i.e.,

0, se v =20
F,=¢ 0, se v =3 . (34)
B, se p=1v=2

V. DETERMINACAO DO ESPECTRO DO
OPERADOR (m” +11%)

Da eq.(27) podemos escrever
Creg () = C (s, H1) + ¢ (s, Hz2) — 2¢ (s, Ho) . (35)
Lembrando da definigao da fungao zeta generalizada
C(s)=TrA™%, (36)

percebemos que devemos determinar os autovalores do ope-
rador de interesse, neste caso de (m2 + HQ), i.e., devemos
resolver a equagao de autovalor a seguir

N2
(m2 — -0+ (15’— eA)l) X = Bx (37)

Utilizando o método de separagao de varidveis, propomos
entao que x = RT, logo

l 2 92 92 > 2\ 2 _672'T__2
R(m 502 83+(p eA)L R= S = <k

e desta equagao obtemos

T(r)+ k2T (t) = 0
(38)
N2
<m2 + ki —B—05+ (ﬁ—eA)L> R(p,p,2z) = 0.
(39)

Na segunda equagao acima novamente propomos a separa-
cao R = R, Z, assim

1 2 2 = \? 78327 2

e conseqlientemente

Z(2)+k2Z(z) = 0  (40)

N2
(ﬁ— eA)LRL (p,o) + k1R (p,0) = 0 (41)

onde fizemos k% = 8 —m? — k3 — k3. Sobre a varidvel z
impoe-se a condigao de contorno (11),

Z (a) = exp (ia) Z (0) . (42)
A solugio geral da eq.(40) tem a seguinte forma
Z (z) = Cyexp (iksz) + Coexp (—iksz) ,
e tendo em conta a condigdo (42) obtemos

Z (a) = Cyexp (iksa) + Cyexp (—iksa)
exp (ia) (C1 + Ca) = Z (0), (13)

0 que implica em

(C1 + C3) cos (ksa) + i (Cy — C3) sen (ksa)

= (C1 + Cy)cosa+ (C1 + Cs) sena (44)
ou ainda
cos (ksa) = cosaékg,:a—'_%rl7 leZ
a

Por outro lado, a solugdo para a eq.(41) é conhecida, sao
aos niveis de Landau [22]. Estes niveis constituem a solugao
da equagao de autovalor para o problema do elétron sub-
metido a um campo magnético externo uniforme, descrito
pela hamiltoniana

1 N2
He (5o ed)’,
m
e que sao dados de acordo com

1
Enz(n+2)wc, néeN

onde w, = emj ¢é a frequiéncia de ciclotron. Sendo assim, os

autovalores em (41) tem a forma (em u.n.)

k2 =(@2n+1)eB  neN. (46)
Os autovalores (3 sao dados portanto como segue

o+ 27l

2
Broin = m? + kS + ( ) +(@2n+1)eB. (47)

VI. CONSTRUCAO DA FUNCAO ZETA
GENERALIZADA (. (s)

As fungoes zeta generalizadas que queremos determinar
sao aquelas presentes em (35). Observando a definigao (36)
conseguimos
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eBA > dko 9 9 o+ 27\ ?
Hy) = 2neB
¢ (s, Hy) ZZ/ m? k4 (5T g 2ne

—S

l=—00n=0 L
(48)
r —s
eBA > dho | 5 o (a+27l)’
Hy) = k 2 1)eB
C (s, Ho) ZZ/ m? kg ———) +2(n+1)e
(49)
A > —s
2¢ (s, Hy) = 2TE(2“4/ dkod®k [m? + k3 + k3 + k3 + k3] " (50)
7T —0o0
[
O fator efﬂA que aparece nas expressoes (48) e (49) é Para avancarmos no célculo das fungoes zeta generaliza-

o fator de contagem para a degenerescéncia dos niveis de  das dadas em (48) a (50) utilizaremos a seguinte identidade
Landau e surge pelo fato de estarmos considerando o cdlculo  integral [23]
da densidade de energia do campo fermionico sob condigoes

de contorno e na presenca de um campo externo através do 1 o
problema auxiliar para uma particula no mesmo contexto A7 = e / dees ™ exp (—A€). (51)
fisico, uma vez que a equacao do primeiro problema, em (5) oo

uma dada etapa, é precisamente a mesma. A exphcagao
para este fator ¢ dada no apéndice. Em (50) Ty Aa/ (27)*

Este resultado é vdlido quando Re(s) > 0 e Re(A) > 0.
é um fator de normalizacao.

Observamos aqui a importancia do fato, como chamado
a atengao na etapa 3, de trabalharmos com operadores cu-
VII. DESENVOLVIMENTO DA FUNCAO ZETA jos autovalores associados sao reais e positivos, pois estes
GENERALIZADA (reg (5) satisfazem as condigbes acima mencionadas.
Aplicando a identidade (51) nas equagoes (48) a (50)
obtemos para a eq.(35)

Creg (5) = Fl eBa DY Z/ dko/ dges 1{exp

—oo n=0

27l ?
§<m2+k3+<a+ 7T> +2neB>
a

+exp | ¢ <m2+k§+ <a+2ﬂl) +2(n+1)eB> }
a
1 2TgAa [ o
- / dkod?’k/ dé¢sexp [~ (mP + kg + kT + k3 +k3)] (52)
F(S) (271') —o0 0

Desenvolvemos a seguir somente o primeiro conjunto de termos em (52). Podemos escrever

TE cB4 Z/ dk:o/ S 1expl §<m2+k§+(a+2ﬂl>>

Z exp (—2neB¢) + exp (—2 (n + 1) eBE)].

(53)
Agora, utilizando a expressio para a somatoéria da série enquanto que para a segunda segue que
geométrica, a primeira exponencial em (53) resulta em
o)
) -2 1)eB
$° exp(aneie) exp (c5) e
exp (—2ne = = —
oy P 1 —exp(—2eBEf)  2senh (eBf)’ oo
(54) = exp(—2eBE) Y (exp (—2eBE))"
n=0
__exp (—2eB¢) _ exp (—eB¢) (55)
1 —exp(—2eBE¢)  2senh (eBE)’
1 A somatéria da série geométrica é Y.2° ja" = ﬁ, |z| < 1.
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ou seja, agrupando os termos temos

oo

Z [exp (—2neB&) + exp (—2(n + 1) eBE)] =

n=0

Substituindo (56) na eq.(53) resulta

2
Fl eBA _Z / dk’o/ dffg 1COth(eB§)eXp[ €<m2+k8+ (04+a27'l'l) )] .

Aplicamos agora sobre (57) a férmula da somatéria de Pois-
son para resolver a soma em [

i F) = i {/oo exp(Qﬁirx)F(x)da:}.

cosh (eBg)

m = coth (er) .

(57)

(

E imediato calcular a integral em ko na eq.(59), seu resul-
tado é

/ dkg exp [—¢k3] = % (60)
l=—00 r=—oo -0 —o0
Portanto, segue, em particular, que conseqiientemente
Z eXP[ <a+27rl> ]
1
J— m ( 2f Z / de€*~% coth (eBE)
= i /OO exp |2mirz — & (oz—|—27m:>2 dx oo - 2 2
e oo |/ —00 a ’ x/ dx exp [QM'T:U —¢ <m2 + (M) )1 .
oo a
58
(58) (61)
que substituida em (57) fornece
) BA Agora, determinamos a integral
6 s—1
h(eB
Fr Z [ [ st com e } o
oo / dz exp lQm’m‘ —¢ (am;) ] . (62)
) 9 9 o+ 2rx o a
></ dx exp [2mrx—§<m +k0+(> )1
oo a
(59) Realizando a mudanca de varidvel y = %2” temos
J
e’} 2 0o . 2
%exp(—ira) /_Oo dy exp [iray — £y°] (r;) (2) /_OO dy exp [— (\/gy— ;r/ag) 1 ) (63)
Novamente, designando /£y = z segue que
> 27z 2 21
[m dx exp [2772'1"3: —£ <a+a wx) ] = 2\;7?5 exp <—ira - (%) 5) . (64)
Ou seja, a eq.(61), tendo em conta (64), torna-se
Teg eBAa & , /°° 9 ( 5 ra\2 1>
exp (—ira d¢€® = coth (eBE)exp | —m“E—(— ) = |. 65
T an? 2 P [ dee (eBE) exp  —m?¢ (2)f (65)

Desde que, a fungdo de Langevin, L(x) é definida em
termos da funcdo coth x como [20]
(eBE) ™,

L (eB¢) = coth (eBE) — (66)

obtemos da eq.(65)
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1 TpAa ™ _ /°° 4 ( ) ra21>
_— exp (—ira dé€* P exp | —m=€ — (—) -
2o D (i) | dee e (%) ¢
1 eBAa > °° ra\2 1
+—Tr— exp (—ira / de€ 2L (eB€) ex (—m2 — (—) ) .
T %5 gyt 2 (i) [ dse LB e (e~ () g
(67)
Observando a eq.(67) notamos que no primeiro termo o valor r = 0 fornece
1 TgAa /°° _3 9
— de€° 7 exp (—m*€) , 68
L(s)22r)? Jo « ( ) (68)
expressao que é cancelada pelo tltimo termo em (52), pois este
1 2TgA > >
- 2 f/ dk0d3k/ dee*texp [—€ (m® + k§ + kT + k3 + k3)] (69)
F(S) (277) —00 0
usando o resultado em (58) reescreve-se como
1 TEAa /oo _3 2
— d€€° " exp (—Em”=) . 70
T 2207 o £6° =% exp (—¢m?) (70)
Com isto, agrupando (67) e (70), a eq.(52) simplifica-se para
1 TgAa ™ , /°° 3 < 5 ra 21>
reg \8) = exp (—ira déE5 7  ex —m _(7) —
C 9( ) F (8) 2 (271_)2 e p( ) o 55 p 5 2 E
r#0
1 eBAa , /OO 5 ( 5 ra\2 1)
+—Tg—— exp (—ira dé€ "L (eBl)exp | —-m*é—(—) = ).
5 P an? o (i) [ dee L (eBeexp (-t (T) g
(71)
Tendo em conta a representagio integral para a fungao de Bessel modificada de ordem v [23]
K()*l(i)y/oo —vle - —2—2 d lar z|<z Re(2?) >0 (72)
e realizando a mudanca de varidvel n = m2¢, a integral em £ no primeiro termo em (71) é reescrita como
oo 21 %) 2
/ d55573 exp <_m2£ . (E) ) _ m472s/ d7777573 exp | —n — (m'f'a) ) (73)
0 2 3 0 4n
Dessa forma, identificando z = mra e v = 2 — s, segue
/oo dee S exp  —m2e — (T)Q 1) 9o (E)H Koy (mra) (74)
0 2/ ¢ ra = '
Substituindo (74) em (71) temos
1 TgpAa | /2m\*° & 1
re - SN 5 e K _3 —1
Ga ) = m g | () X e e i
r#0
B\ «— > d 21
+ (e2> T;OO exp(—zroz)/o g2iL(eB§)eXp <—m2§ - (%) 5) (75)
[
Por fim, podemos, na segunda integral, realizar a mudanca de variavel
2 an 2
ng:>d§:_<7) do (76)
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conseqiientemente, segue que

 de 21 1 oo . Ba?
/o 5275L(€B§)6Xp (—m2€— (%) 5) - ﬁ/@ doo®L <€ Ua

e assim, a eq.(75) resulta em

) exp (— <g>2 o— (ar:)2> , (77)

1 TpA 2m\° 7 &1 _
Creg (8) = m(QET)g (;n) ; Tzi_sKg_s (mra) exp (—ira)
e
B > Ba? 2 2
o e e e R O

VIII. CALCULO DA DERIVADA DE Creg (s) E A DENSIDADE DE ENERGIA DE CASIMIR

Para calcular (.. (s = 0) utilizamos um artificio comum na literatura [1, 21]

reg

F
Se  Creg (5) = r((j)) entdo (L, (s=0)=F(s=0). (79)
Com isto é imediato determinar que
TpAa | (2m\? & 1 .
Creg (0) = W (a> Z T—QKQ (mra) exp (—ira)
Y0
eB\ , e eBa? 7\ 2 (am)?
+ (W) T;mexp (fzroz)/o daL( 5 >exp < (5) o
(80)
Observando as equacdes (27) e (32) obtemos
1 Aa ) (2m\? &1
&(a,B) = —(..,(0)=—= () — K5 (mra) exp (—ira
(@8) = 7.6 0 =555 (7o) 2 whelmrae(-ira)
r#0
eB s ) e eBa? 7\ 2 (am)?
+ <W> T_z:ooexp(—zra)/o daL( 5 >exp (— (§> o= ,
(81)
ou ainda, dividindo ambos os membros pela area A
& (a,B) (am)® & 1 , eB & , o eBa? r2o (am)?
1 = 53 Z T—QKQ (amr)exp(—zra)—i—&r—za Z exp(—zra)/o doL e | .
0 T
(82)

Vamos analisar a contribuigao para a densidade de energia quando r = 0 no segundo termo

Er—o (a,B) = ;f;z /OOO doL (eB;a2> exp < (m:)2> . (83)

9
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Voltando com a mudanga de varidvel em (76) notamos que

eBAa

g’r’:O (a7 B) = W

/0 h déL (eBE) exp (—m?¢) (84)

ou seja,

gT:O (B) o €B >

Ao " w ) déL (eBE) exp (—m?¢) . (85)

Esta parcela contribui como uma densidade de energia uniforme e constante em todo o espago, e portanto nao tem
importéancia para o efeito Casimir. Com isto a eq.(82) reduz-se a

5(23) = (am? Z T%KQ (amr) exp (—ira) + 8(;% Z exp(—ira)/ doL (eB;a )exp (—T _ (am) ) .

m2a3 o 1o
r=—00 r=—00
r#0 r#0
(86)
[
IX. ANALISE DA EQ.(86) PARA OS VALORES Observamos que o valor para r = 0 estd descartado em
a=0Ea=m7 ambas as somas em (86) e isto ocorre em razao do processo

de renormalizagdo que conduz a energia de Casimir sob
consideragao. Para extrair informagoes do resultado geral

O resultado em (86) é o resultado final de nosso célculo. em (86) vamos considerar a seguir as situagoes limites do
Ele exibe claramente um termo que independe do campo parametro « para os valores 0 e 7.
magnético B e um outro dependente deste. Assim, no Na situacao que a = 0, a exponencial simplifica-se como

primeiro termo existe a influéncia apenas da condicao de segue
contorno, expressa através do parametro «, sobre a energia

de Casimir enquanto que no segundo ha uma mistura das exp (—ira) — 1;
duas influéncias, devida a condicao de contorno e devida ao
campo magnético externo. neste caso, a eq.(82) assume a seguinte forma
& (a,B) 2 (am)® <= 1 eB = [ eBa? 7\ 2 (am)?
= — Ky (amr doL (=5 Jexp (= (5) o= ) 87
A m2a3 ;73 2 ( )+47r2a7;/0 7 o P 2) 7 o (87)

Este é o resultado em que a condi¢ao de contorno periédica se impoe sobre o campo fermionico.
De mais interesse aqui sera detalhar as conseqiiéncias da situagao para o = 7.
Neste caso a exponencial contribui com

exp (—ira) — (—1)" (88)

e com isto, obtemos nesta situacao

£(a,B) 2(am)2§:(_1)“1

A m2q3

(89)
A eq.(89) mostra concordancia com os resultados encon- campo magnético B é governado por uma quadratura, es-
trados nas referéncias [2, 18], onde sdo aplicados diferen- tritamente positiva, que decresce monotonicamente quando

tes métodos de abordagem ao problema, precisamente o de n cresce e tende a zero no limite n — oo [2]. Com isso o
Schwinger, com a representacao de tempo préprio, e o de critério de Leibniz aplicado a série alternante convergente

soma de modos. garante que o campo magnético externo aumenta a energia
Notamos que a primeira contribuigdo em (89) independe de Casimir fermionica.
do campo magnético e tem como expressao limite no caso E interessante obter de (89) sua expressdo limite no

em que m — 0 exatamente (4) com & = 7 X 4 como é regime de fortes campos magnéticos. Nessa situagao, a inte-
esperado. Por outro lado, a contribuicao dependente do gral é governada pela fungao exponencial com valor méximo

10



Sitientibus Série Ciéncias Fisicas 01: 1-12 (2005)

O Efeito Casimir para um Campo Fermidnico na...

dado por exp(—amn) no ponto o = 2am/n e, por sua vez,
a funcdo de Langevin pode ser substituida por 1 — ¢~! no
regime de campo forte. Temos duas situacoes limites neste
regime dadas por:

am < 1
am > 1

|B] > |ol/a?,
Bl > (leol/a®)(2ma/Ac),

(90)
(91)

onde ¢q é o fluxo fundamental 1/e e A¢/27 é 0 comprimento
de onda de Compton 1/m (em unidades naturais). Tendo
em conta uma das representacoes integrais da funcgao de
Bessel modificada [23] obtemos:

&(a, B) eBm
2 r2 Z

n=1

(92)

Do termo principal da série acima e da expansao
assintética da fungdo de Bessel [23] surgem as expressoes
nos limites de massa muito pequena e muito grande, res-
pectivamente:

E(a,B eB
&(a,B am/2)'/%2eB —oam,
(52 ) = _( 7{3/)% 2 (am > 1).
(94)

X. CONCLUSOES

Neste trabalho investigamos tanto a influéncia das
condicoes de contorno quanto a presencga de campos exter-
nos sobre o efeito Casimir. No caso de campos bosonicos
tem sido verificado uma inibicao dessa energia quando cam-
pos magnéticos externos e uniformes estao presentes, ao
passo que quando considera-se campos fermionicos a ener-
gia de Casimir, ao contrario, é ressaltada, tanto quando se
considera campos massivos quanto nao-massivos.

A investigacao da energia de Casimir de um campo
fermionico sob a influéncia de um campo magnético ex-
terno e uniforme e sob as condigoes de contorno generali-
zadas na forma (11) e (12) é realizada usando o método
da funcao zeta generalizada, uma vez que este método per-
mite a obtengao de um resultado com um minimo de termos
espurios, como exemplificado pelo cédlculo efetuado neste
trabalho.

O resultado geral obtido para a energia de Casimir em
(86) ¢é analisado em termos de suas expressoes particulares
para os valores @ = 0 (condigdo de contorno periédica) e
a = 7 (condigdo de contorno antiperiédica). Este tltima
corrobora os resultados conhecidos na literatura [1, 2, 18].

Assim, fica mais uma vez destacado o fato de que sob a pre-
senca de um campo magnético externo a energia de Casimir
fermionica é ressaltada. Ademais, também consideramos as
expressoes limites de (65) tanto para campo fraco quanto
forte, e nesse ultimo caso as expressoes resultantes quando
a massa é muito pequena ou muito grande.
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Desde que consideramos o movimento do elétron limita-
do a uma caixa bidimensional A = L,L, e que sua funcao
de onda depende de x na forma exp (%pacx) vale a condi¢ao
de periodicidade, i.e.,

? 1
€Xp (hpwx> = exp (hpz

ou seja,

1
= —pg L, = 27n,

(z+ L;»)) 5

_ 2mhn = p — 27h

Pz = L, Pz = L.’

com Jp, correspondendo a medida do menor intervalo
possivel para p,. Dessa forma, o niimero de valores de p,
num intervalo Ap, é

Apy Ly
N = - ..
Opa onh P

Agora, os valores admissiveis para p, sao todos aqueles den-
tro da area A. Desde que, yp, o centro da circunferéncia
clédssico, relaciona-se com p, de acordo com

_ D=

Yo = oB

e que seu valor méximo é L, segue que

L,
N = 7A =
21h Pz

L, eBL, eBA eBA
f — .
2rh ¢ 2mhe 2w

(em w.n.)
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