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Neste trabalho revisitamos a influência de um campo externo uniforme, particularmente de um
campo magnético, sobre a energia de Casimir de um campo fermiônico [1, 2]. Recalculamos então
o efeito Casimir nas condições citadas utilizando uma forma generalizada para as condições de
contorno sobre o campo bem como o método da função zeta generalizada [3], o qual permite extrair
um resultado final mais “limpo”, i.e., um com menos termos divergentes espúrios.
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In this work we review of the influence of an external constant field, particularly a magnetic one,
on the Casimir energy of a fermionic field [1, 2]. We recalculate then the Casimir effect under the
conditions using a generalized form for the boundary conditions imposed on the field as well as the
method of generalized zeta function [3]. The latter allows extracting “cleaner” result, i.e., one with
less spurious divergent terms.

Key-words: Casimir Effect, Generalized Zeta Function, External Magnetic Field, Dirac
Field.

I. INTRODUÇÃO

O efeito Casimir tem sido um tema cujo interesse tem se
mantido crescente desde seu surgimento em 1948 com o tra-
balho do f́ısico holandês que dá seu nome [4]. Inicialmente
considerado para o campo eletromagnético quantizado en-
tre duas placas condutoras, seu estudo e aplicação estendeu-
se para outros campos quânticos a exemplo dos campos de
calibre com simetria BRST, do campo de Higgs, dos campos
com supersimetria, da teoria de supergravidade, das super-
cordas, do campo Maxwell-Chern-Simons, da corda rela-
tiv́ıstica, da teoria M, nos temas relacionados com cosmolo-
gia, nos relacionados com espaços não-comutativos, dentre
outros.

De uma forma mais ampla o efeito Casimir, num sentido
lato, pode ser definido [5] como os efeitos que decorrem da
variação da energia de ponto zero de um campo quântico
relativ́ıstico, devido às mudanças de sua variedade de base
M . Sendo assim, podemos realizar uma classificação livre
do efeito Casimir num conjunto de situações como segue:

(i) quando a mudança na variedade de base ocorre devido
a existência de condições de contorno - efeito Casimir
devido a condições de contorno, que é o caso do efeito
Casimir original [4], onde as placas condutoras mu-
dam a variedade de base de R3 para R2 × [0, a];

(ii) quando a mudança na variedade de base ocorre devido
a existência de meios materiais - efeito Casimir em
meios materiais [6, 7];
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(iii) quando a mudança na variedade de base ocorre de-
vido a existência de um campo gravitacional - efeito
Casimir em espaços curvos [8];

(iv) quando a mudança na variedade de base ocorre devido
a alterações nas propriedades algébricas das coorde-
nadas do espaço-tempo ou quando a álgebra associ-
ada ao grupo de simetria do sistema f́ısico em questão
sofre uma deformação. No primeiro caso temos por
exemplo que [x, y] = xy − yx 6= 0, ou seja, as coor-
denadas tornam-se operadores [9], enquanto que no
segundo caso existe um parâmetro θ ou κ [10] que
deforma a álgebra de Poincaré usual [11]. Em am-
bos os casos temos o efeito Casimir em estruturas
matemáticas deformadas.

O interesse no efeito Casimir reside essencialmente no
fato de que todo campo quântico possui uma energia de
ponto zero, i.e., em seu estado fundamental (estado de
vácuo) todo campo quântico relativ́ıstico tem uma energia
dada por

E0 =
∑

n

1
2
~ωn, (1)

onde n enumera os modos normais de oscilação do campo
em questão, ωn é a freqüência do n-ésimo modo, e a soma
inclui todos os modos normais.

Casimir [4] previu que duas placas condutoras parale-
las, bem próximas e descarregadas, alterariam a energia do
vácuo quântico eletromagnético por uma quantidade E(a)
dada por

E(a)
`2

= − π2

720a3
~c, (2)

onde `2 = LxLy é a área de cada uma das placas, su-
postas quadradas por simplicidade, e a é a separação entre
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elas (a ¿ `) (condição de pequena separação), conforme a
Figura 1 abaixo.

Fig. 1 – O efeito Casimir original

A atração entre corpos neutros não era novidade quando
Casimir propôs o efeito que leva o seu nome. De fato, essa
atração era conhecida e explicada como efeito das forças de
van der Waals de dispersão, isto é, forças eletromagnéticas
oriundas da interação entre dipolos induzidos mutuamente,
em virtude de flutuações quânticas, em átomos que são
neutros e despolarizados quando isolados. A originalidade
de Casimir consistiu, por um lado, em atribuir a força de
atração entre os corpos neutros à alteração que eles provo-
cam na energia de ponto zero do vácuo eletromagnético e,
por outro lado, em usar essa idéia para obter a força de
atração pelo cálculo da dita alteração, um método incom-
paravelmente mais simples do que calcular superposições de
forças de van der Waals entre moléculas.

Por sua vez, a energia E(a) dá origem à seguinte pressão
entre as placas

P (a) =
F (a)
`2

= − π2

240a4
~c = −0, 013

1
(a/µm)4

dyn

cm2
, (3)

onde o sinal negativo significa que a pressão é atrativa. Esse
efeito de atração é o efeito Casimir original. Ele foi con-
firmado experimentalmente por Sparnaay em 1958 (apesar
da grande imprecisão experimental) [12] e, mais recente-
mente com grande acurácia (em torno de 1%), por Lamore-
aux [13] e por Mohideen e Roy [14].

A energia de Casimir referida acima é devida a um campo
quântico bosônico, no caso a do campo de radiação. Foi
Johnson [15] quem calculou pela primeira vez a energia de
Casimir de um campo de Dirac não-massivo, considerando
a condição de fronteira do tipo sacola do M.I.T. na con-
figuração de confinamento de duas placas paralelas sepa-
radas por uma distância a. A energia de Casimir encon-
trada por Johnson [15] foi:

E(a)
`2

= −ξ
π2

720a3
~c, (4)

onde ξ = 7/4. Como comentamos acima, o efeito Casimir
surge de uma mudança da variedade de base e nesse caso
do efeito Casimir fermiônico esta energia surge da mudança
do espaço R3 para o espaço R2× [0, a]. A motivação para o
cálculo de Johnson foi entender, usando o efeito Casimir, o

mecanismo de confinamento dos quarks nos hádrons. Claro
está que um cálculo mais reaĺıstico para o citado confina-
mento deveria levar em conta a geometria esférica e este
passo só foi realizado posteriormente por K. Milton [16] e
mais recentemente por E. Elizalde [17], o qual considera um
campo fermiônico massivo.

A idéia primária que se coloca neste trabalho é, antes
de tudo, a de uma investigação das alterações que sofrem
as flutuações de vácuo de um campo fermiônico carregado
quando sobre o mesmo se impõem condições de contorno
e também campo externos, em particular um magnético.
Como mostrado em [2], onde o efeito Casimir fermiônico
é calculado usando o método de Schwinger, e [18], onde o
cálculo é realizado usando o método de soma de modos, a
presença de um campo magnético uniforme externo ressalta
o efeito Casimir, um resultado que também confirmaremos
neste trabalho. Cabe frisar que este comportamento está
em oposição àquele devido a campo bosônico, para o qual
a energia de Casimir associada é inibida pela presença do
campo externo, como mostrado em [19].

Como bem observaram M.V. Cougo-Pinto et al. [2],
o resultado para a energia de Casimir de um campo
fermiônico não-massivo sob as condições de contorno do
tipo M.I.T., periódica ou antiperiódica apresentam a
mesma dependência com a distância a3, a exceção do valor
do fator ξ que no caso periódico vale 7 × 4 enquanto que
no antiperiódico vale −8× 4. Isto significa que a mudança
de base dada por R2×S1, que corresponde a uma compac-
tificação de uma das dimensões espaciais num ćırculo, e a
primeira situação acima referida, guardam semelhanças.

Sendo assim, adotaremos as condições de contorno
periódica e antiperiódica para uma primeira avaliação da e-
nergia de Casimir do campo fermiônico. Na realidade, cons-
truiremos uma condição de contorno generalizada através
de um parâmetro apropriado, como veremos mais a frente,
de tal maneira que as condições de contorno periódica e
antiperiódica surgem como casos particulares em valores
definidos do parâmetro α, precisamente α = 0 e α = π
respectivamente.

Neste trabalho revisitamos o efeito Casimir de um campo
fermiônico sob a influência de um campo magnético uni-
forme, generalizando a forma da condição de contorno an-
tiperiódica imposta ao campo fermiônico em [2] através de
um parâmetro apropriado. Calculamos o efeito Casimir
fermiônico usando o método da função zeta generalizada
para obter um resultado com um mı́nimo de termos diver-
gentes espúrios e, por fim, analisamos o resultado e suas
conseqüências comparando com aqueles conhecidos na lite-
ratura.

O artigo encontra-se organizado como segue. Na próxima
seção apresentamos a idéia do método da função zeta gene-
ralizada, sua construção, extensão anaĺıtica e o cálculo de
sua derivada no ponto s = 0. Para tanto devemos resolver o
traço do operador de Dirac, ou mais propriamente, do ope-
rador quadrático correspondente, e isto é conseguido nas 3a

e 4a seções. O passo seguinte na seção 5 é a determinação do
espectro do citado operador. A construção da função zeta
ocorre na seção 6 enquanto que seu desenvolvimento é reali-
zado nas seções 7 e 8. Na 9a seção realizamos uma análise do
resultado obtido na seção anterior. Apresentamos então as
conclusões. No apêndice encontra-se detalhado a obtenção
do fator de degenerescência dos ńıveis de Landau.
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II. O MÉTODO DA FUNÇÃO ZETA
GENERALIZADA

O ponto de partida é a densidade de lagrangeana do
campo de Dirac:

L = −ψ̄ (γ ·Π + m)ψ, (5)

onde Πµ é dado por

Πµ =
1
i
∂µ − eAe

µ. (6)

O campo magnético neste problema é um campo constante
e uniforme, e sendo assim, pode ser constrúıdo a partir do
seguinte potencial

Ae
µ (x) = (0,−By, 0, 0) . (7)

As equações para os campos ψ e ψ̄ que resultam da den-

sidade de lagrangeana em (5) são

(γ ·Π + m) ψ = 0 e ψ̄ (γ ·Π∗ + m) = 0. (8)

A densidade de energia do vácuo (energia por unidade de
área) do campo fermiônico pode ser obtida do conhecimen-
to da amplitude de persistência do vácuo.

A amplitude de persistência do vácuo na presença de um
campo externo está relacionada ao funcional gerador das
funções de Green conexas, W , [20]

〈0+|0−〉η̄,η
α = exp (iWα [Ae, η̄, η])

=
∫

Cα

Dψ̄Dψ exp
{

i

∫
d4x

[L (x) + η̄ψ + ψ̄η
]}

.

(9)

Desde que não estamos interessados nas variações do fun-
cional gerador com respeito às fontes η̄, η, obtemos então,
da eq.(9), para o campo de Dirac (igualando as fontes η̄ e
η a zero)

Z = 〈0+|0−〉α = exp (iWα [Ae]) = N

∫

Cα

Dψ̄Dψ exp
{
−i

∫
d4xψ̄ (γ ·Π + m− iε)ψ

}
.

(10)

com a convergência da integral sendo garantida pela subs-
tituição m → m − iε, ε > 0. O subscrito α significa que
a integração funcional se realiza sobre o espaço de funções
que satisfazem as seguintes condições de contorno (c.c)

ψ (r, θ, z = a) = exp (iα)ψ (r, θ, z = 0) (11)
ψ̄ (r, θ, z = a) = exp (−iα) ψ̄ (r, θ, z = 0) . (12)

A integral de Fresnel em (10) pode ser determinada de
acordo com a relação

∫

Cα

Dξ̄Dξ exp
{−ξ̄Kξ

}
= detK (13)

portanto,

〈0+|0−〉α = exp (iWα [Ae]) = det [i (γ ·Π + m)]
⇒ Wα [Ae] = −i ln det (γ ·Π + m) . (14)

Em razão da identidade formal det (expA) = exp (TrA),
observamos também que

se A = ln B então ln det B = Tr ln B,

conseqüentemente, vale para a eq.(14) que

Wα [Ae] = −i ln det (γ ·Π + m)
= −iTr ln

[
µ−1 (γ ·Π + m)

]

= −iTr ln [(γ ·Π + m)]
+ iTr ln [(γ · P + m)] , (15)

onde µ = (γ · P + m) surge em razão de uma normalização
conveniente na definição do funcional gerador

Wα [Ae → 0] = 0 ⇒ Zα [Ae] = exp (iWα [Ae]) → 1.

Por outro lado, do método da função zeta generalizada [21]
temos a seguinte relação

detB = exp (−ζ ′ (s = 0)) ⇒ ln det B = −ζ ′ (s = 0) , (16)

ou seja, se pudermos calcular a derivada da função zeta
associada determinaremos ln det B, e portanto, o determi-
nante de interesse.

O desenvolvimento do traço na eq.(15) ocorrerá no con-
texto do formalismo de 2a ordem.

III. A RESOLUÇÃO DO TRAÇO DO OPERADOR
EM (15)

Sabemos que det (m± γ ·Π) é um escalar de Lorentz, o
que significa que o mesmo não depende do sinal de γ · Π,
i.e.,

det (m + γ ·Π) = det (m− γ ·Π) . (17)

Com isso, temos que [20]

ln det (m + γ ·Π) =
1
2

(ln det (m + γ ·Π)

+ ln det (m− γ ·Π))

=
1
2

(Tr ln (m + γ ·Π)

+Tr ln (m− γ ·Π))

=
1
2
Tr ln

(
m2 − (γ ·Π)2

)
. (18)

Por outro lado,
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− (γ ·Π)2 = −γµγνΠµΠν = −
(

1
2
{γµ, γν}+

1
2

[γµ, γν ]
)

ΠµΠν = − (−gµν − iσµν) ΠµΠν = Π2 − iσµνΠµΠν , (19)

onde a assinatura da métrica vale +2. Mas,

σµνΠµΠν =
1
2
σµν (ΠµΠν −ΠνΠµ) =

1
2
σµν

((
1
i
∂µ − eAe

µ

)(
1
i
∂ν − eAe

ν

)
−

(
1
i
∂ν − eAe

ν

)(
1
i
∂µ − eAe

µ

))

=
1
2
σµν

(
−e

1
i
∂µAe

ν +
1
i
e∂νAe

µ

)
= −1

i

e

2
σµνFµν , (20)

onde no caso em questão de campo constante e uniforme resulta

σµνΠµΠν = −1
i

e

2
σµνFµν =

1
i
eBσ3. (21)

Com isto a expressão em (18) torna-se

1
2
Tr ln

(
m2 − (γ ·Π)2

)
=

1
2
Tr ln

((
m2 + Π2

)
I4 − eBσ3

)
. (22)

Vamos calcular o traço na eq.(22). Designando por AVi [X], o i-ésimo autovalor do operador X temos

Tr ln
((

m2 + Π2
)
I4 − eBσ3

)
= trxtrγ ln

((
m2 + Π2

)
I4 − eBσ3

)

= trx

4∑

i=1

ln AVi




m2 + Π2 − eB 0 0 0
0 m2 + Π2 + eB 0 0
0 0 m2 + Π2 − eB 0
0 0 0 m2 + Π2 + eB




= 2trx

[
ln

(
m2 + Π2 − eB

)
+ ln

(
m2 + Π2 + eB

)]
. (23)

Substituindo o resultado (23) em (22) conseguimos

1
2
Tr ln

(
m2 − (γ ·Π)2

)

= trx

[
ln

(
m2 + Π2 − eB

)
+ ln

(
m2 + Π2 + eB

)]

e usando (18) e (15) temos como resultado

−itrx

[
ln

(
m2 + Π2 − eB

)
+ ln

(
m2 + Π2 + eB

)]

= −i
[
ln det x

(
m2 + Π2 − eB

)

+ ln det x

(
m2 + Π2 + eB

)]
.

(24)

Um desenvolvimento análogo a este permite concluir para
a segunda parte do traço em (15)

1
2
Tr ln

((
m2 + P 2

)
I4

)
= 2trx ln

(
m2 + P 2

)

= 2 ln det x

(
m2 + P 2

)
. (25)

Reunindo as contribuições (24) e (25) obtemos

Wα [Ae] = −i
[
ln det x

(
m2 + Π2 − eB

)

+ ln det x

(
m2 + Π2 + eB

)]

+ 2i ln det x

(
m2 + P 2

)
. (26)

Observando (16), a eq.(26) reescreve-se

Wα [Ae] = iζ ′ (s = 0,H1) + iζ ′ (s = 0,H2)
− 2iζ ′ (s = 0,H0) , (27)

com

H1 = m2 − iε + Π2 − eB, (28)
H2 = m2 − iε + Π2 + eB, (29)
H0 = m2 − iε + P 2. (30)

IV. A EUCLIDEANIZAÇÃO DA EXPRESSÃO (27)

A passagem da eq.(27) para o espaço euclideano traz a
vantagem de assegurar uma manipulação com operadores
cujos autovalores são reais e positivos, condição que permite
garantir a existência e definir de forma matematicamente
correta funções zeta generalizadas associadas àqueles opera-
dores. Para passar ao espaço euclideano fazemos a mudança
t → −iτ . Assim,

exp (iWα [Ae]) → exp (−E (a)TE)|TE→∞ , (31)

de onde segue que

iWα [Ae] = −E (a)TE → E (a) = − i

TE
Wα [Ae] . (32)

Também, devemos euclideanizar o seguinte operador pre-
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sente nos termos da eq.(27)

Σ2 : = m2 + Π2 = m2 +
(

1
i
∂ − eA

)2

= m2 +
(

1
i
∂0 − eA0

)2

+
(

1
i
∂3 − eA3

)2

+
2∑

j=1

(
1
i
∂j − eAj

)2

= m2 − ∂2
τ − ∂2

3 +
(
~p− e ~A

)2

⊥
, (33)

onde o subscrito ⊥ significa que estão envolvidas apenas
as coordenadas 1 e 2 (coordenadas ortogonais a 3) e o po-
tencial, Ae

µ = (0,−By, 0, 0), é aquele que gera um campo
magnético constante e uniforme, i.e.,

Fµν =





0, se µ, ν = 0
0, se µ, ν = 3
B, se µ = 1, ν = 2

. (34)

V. DETERMINAÇÃO DO ESPECTRO DO
OPERADOR

(
m2 + Π2

)

Da eq.(27) podemos escrever

ζreg (s) = ζ (s,H1) + ζ (s, H2)− 2ζ (s,H0) . (35)

Lembrando da definição da função zeta generalizada

ζ (s) = TrA−s, (36)

percebemos que devemos determinar os autovalores do ope-
rador de interesse, neste caso de

(
m2 + Π2

)
, i.e., devemos

resolver a equação de autovalor a seguir
(

m2 − ∂2
τ − ∂2

3 +
(
~p− e ~A

)2

⊥

)
χ = βχ. (37)

Utilizando o método de separação de variáveis, propomos
então que χ = RT , logo

1
R

(
m2 − β − ∂2

τ − ∂2
3 +

(
~p− e ~A

)2

⊥

)
R =

∂2
τT

T
= −k2

0

e desta equação obtemos

T̈ (τ) + k2
0T (τ) = 0

(38)(
m2 + k2

0 − β − ∂2
3 +

(
~p− e ~A

)2

⊥

)
R (ρ, ϕ, z) = 0.

(39)

Na segunda equação acima novamente propomos a separa-
ção R = R⊥Z, assim

1
R⊥

(
m2 + k2

0 − β +
(
~p− e ~A

)2

⊥

)
R⊥ =

∂2
3Z

Z
= −k2

3

e conseqüentemente

Z̈ (z) + k2
3Z (z) = 0 (40)

(
~p− e ~A

)2

⊥
R⊥ (ρ, ϕ) + k2

⊥R⊥ (ρ, ϕ) = 0 (41)

onde fizemos k2
⊥ = β − m2 − k2

0 − k2
3. Sobre a variável z

impõe-se a condição de contorno (11),

Z (a) = exp (iα) Z (0) . (42)

A solução geral da eq.(40) tem a seguinte forma

Z (z) = C1 exp (ik3z) + C2 exp (−ik3z) ,

e tendo em conta a condição (42) obtemos

Z (a) = C1 exp (ik3a) + C2 exp (−ik3a)
= exp (iα) (C1 + C2) = Z (0) , (43)

o que implica em

(C1 + C2) cos (k3a) + i (C1 − C2) sen (k3a)
= (C1 + C2) cos α + (C1 + C2) senα (44)

ou ainda

cos (k3a) = cos α ⇒ k3 =
α + 2πl

a
, l ∈ Z

e C2 = 0. (45)

Por outro lado, a solução para a eq.(41) é conhecida, são
aos ńıveis de Landau [22]. Estes ńıveis constituem a solução
da equação de autovalor para o problema do elétron sub-
metido a um campo magnético externo uniforme, descrito
pela hamiltoniana

H =
1

2m

(
~p− e ~A

)2

,

e que são dados de acordo com

En =
(

n +
1
2

)
ωc, n ∈ N

onde ωc = e~B
mc é a freqüência de ćıclotron. Sendo assim, os

autovalores em (41) tem a forma (em u.n.)

k2
⊥ = (2n + 1) eB n ∈ N. (46)

Os autovalores β são dados portanto como segue

βk0,l,n = m2 + k2
0 +

(
α + 2πl

a

)2

+ (2n + 1) eB. (47)

VI. CONSTRUÇÃO DA FUNÇÃO ZETA
GENERALIZADA ζreg (s)

As funções zeta generalizadas que queremos determinar
são aquelas presentes em (35). Observando a definição (36)
conseguimos

5
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ζ (s,H1) = TE
eBA

2π

∞∑

l=−∞

∞∑
n=0

∫ ∞

−∞

dk0

2π

[
m2 + k2

0 +
(

α + 2πl

a

)2

+ 2neB

]−s

(48)

ζ (s,H2) = TE
eBA

2π

∞∑

l=−∞

∞∑
n=0

∫ ∞

−∞

dk0

2π

[
m2 + k2

0 +
(

α + 2πl

a

)2

+ 2 (n + 1) eB

]−s

(49)

2ζ (s,H0) = 2TE
Aa

(2π)4

∫ ∞

−∞
dk0d

3k
[
m2 + k2

0 + k2
1 + k2

2 + k2
3

]−s
. (50)

O fator eBA
2π que aparece nas expressões (48) e (49) é

o fator de contagem para a degenerescência dos ńıveis de
Landau e surge pelo fato de estarmos considerando o cálculo
da densidade de energia do campo fermiônico sob condições
de contorno e na presença de um campo externo através do
problema auxiliar para uma part́ıcula no mesmo contexto
f́ısico, uma vez que a equação do primeiro problema, em
uma dada etapa, é precisamente a mesma. A explicação
para este fator é dada no apêndice. Em (50) TEAa/ (2π)4

é um fator de normalização.

VII. DESENVOLVIMENTO DA FUNÇÃO ZETA
GENERALIZADA ζreg (s)

Para avançarmos no cálculo das funções zeta generaliza-
das dadas em (48) a (50) utilizaremos a seguinte identidade
integral [23]

A−s =
1

Γ (s)

∫ ∞

−∞
dξξs−1 exp (−Aξ) . (51)

Este resultado é válido quando Re(s) > 0 e Re(A) > 0.
Observamos aqui a importância do fato, como chamado

a atenção na etapa 3, de trabalharmos com operadores cu-
jos autovalores associados são reais e positivos, pois estes
satisfazem as condições acima mencionadas.

Aplicando a identidade (51) nas equações (48) a (50)
obtemos para a eq.(35)

ζreg (s) =
1

Γ (s)
TE

eBA

(2π)2

∞∑

l=−∞

∞∑
n=0

∫ ∞

−∞
dk0

∫ ∞

0

dξξs−1

{
exp

[
−ξ

(
m2 + k2

0 +
(

α + 2πl

a

)2

+ 2neB

)]

+ exp

[
−ξ

(
m2 + k2

0 +
(

α + 2πl

a

)2

+ 2 (n + 1) eB

)]}

− 1
Γ (s)

2TEAa

(2π)4

∫ ∞

−∞
dk0d

3k

∫ ∞

0

dξξs−1 exp
[−ξ

(
m2 + k2

0 + k2
1 + k2

2 + k2
3

)]
. (52)

Desenvolvemos a seguir somente o primeiro conjunto de termos em (52). Podemos escrever

TE

Γ (s)
eBA

(2π)2

∞∑

l=−∞

∫ ∞

−∞
dk0

∫ ∞

0

dξξs−1 exp

[
−ξ

(
m2 + k2

0 +
(

α + 2πl

a

)2
)] ∞∑

n=0

[exp (−2neBξ) + exp (−2 (n + 1) eBξ)] .

(53)

Agora, utilizando a expressão para a somatória da série1

geométrica, a primeira exponencial em (53) resulta em

∞∑
n=0

exp (−2neBξ) =
1

1− exp (−2eBξ)
=

exp (eBξ)
2senh (eBξ)

,

(54)

1 A somatória da série geométrica é
∑∞

n=0 xn = 1
1−x

, |x| < 1.

enquanto que para a segunda segue que

∞∑
n=0

exp (−2 (n + 1) eBξ)

= exp (−2eBξ)
∞∑

n=0

(exp (−2eBξ))n

=
exp (−2eBξ)

1− exp (−2eBξ)
=

exp (−eBξ)
2senh (eBξ)

, (55)

6
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ou seja, agrupando os termos temos

∞∑
n=0

[exp (−2neBξ) + exp (−2 (n + 1) eBξ)] =
cosh (eBξ)
senh (eBξ)

= coth (eBξ) . (56)

Substituindo (56) na eq.(53) resulta

1
Γ (s)

TE
eBA

(2π)2

∞∑

l=−∞

∫ ∞

−∞
dk0

∫ ∞

0

dξξs−1 coth (eBξ) exp

[
−ξ

(
m2 + k2

0 +
(

α + 2πl

a

)2
)]

. (57)

Aplicamos agora sobre (57) a fórmula da somatória de Pois-
son para resolver a soma em l

∞∑

l=−∞
F (l) =

∞∑
r=−∞

{∫ ∞

−∞
exp (2πirx)F (x) dx

}
.

Portanto, segue, em particular, que

∞∑

l=−∞
exp

[
−ξ

(
α + 2πl

a

)2
]

=
∞∑

r=−∞

{∫ ∞

−∞
exp

[
2πirx− ξ

(
α + 2πx

a

)2
]

dx

}
,

(58)

que substitúıda em (57) fornece

1
Γ (s)

TE
eBA

(2π)2

∞∑
r=−∞

∫ ∞

−∞
dk0

∫ ∞

0

dξξs−1 coth (eBξ)

×
∫ ∞

−∞
dx exp

[
2πirx− ξ

(
m2 + k2

0 +
(

α + 2πx

a

)2
)]

.

(59)

É imediato calcular a integral em k0 na eq.(59), seu resul-
tado é

∫ ∞

−∞
dk0 exp

[−ξk2
0

]
=

√
π

ξ
, (60)

conseqüentemente,

1
Γ (s)

TE
eBA

(2π)2
√

π

∞∑
r=−∞

∫ ∞

0

dξξs− 3
2 coth (eBξ)

×
∫ ∞

−∞
dx exp

[
2πirx− ξ

(
m2 +

(
α + 2πx

a

)2
)]

.

(61)

Agora, determinamos a integral

∫ ∞

−∞
dx exp

[
2πirx− ξ

(
α + 2πx

a

)2
]

. (62)

Realizando a mudança de variável y = α+2πx
a temos

a

2π
exp (−irα)

∫ ∞

−∞
dy exp

[
iray − ξy2

] (ra

2

)2
(

1
ξ

) ∫ ∞

−∞
dy exp

[
−

(√
ξy − ira

2
√

ξ

)2
]

. (63)

Novamente, designando
√

ξy = z segue que

∫ ∞

−∞
dx exp

[
2πirx− ξ

(
α + 2πx

a

)2
]

=
a

2
√

πξ
exp

(
−irα−

(ra

2

)2 1
ξ

)
. (64)

Ou seja, a eq.(61), tendo em conta (64), torna-se

TE

Γ (s)
eBAa

2 (2π)2

∞∑
r=−∞

exp (−irα)
∫ ∞

0

dξξs−2 coth (eBξ) exp
(
−m2ξ −

(ra

2

)2 1
ξ

)
. (65)

Desde que, a função de Langevin, L (x) é definida em
termos da função coth x como [20]

L (eBξ) = coth (eBξ)− (eBξ)−1
, (66)

obtemos da eq.(65)

7
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1
Γ (s)

TEAa

2 (2π)2

∞∑
r=−∞

exp (−irα)
∫ ∞

0

dξξs−3 exp
(
−m2ξ −

(ra

2

)2 1
ξ

)

+
1

Γ (s)
TE

eBAa

2 (2π)2

∞∑
r=−∞

exp (−irα)
∫ ∞

0

dξξs−2L (eBξ) exp
(
−m2ξ −

(ra

2

)2 1
ξ

)
.

(67)

Observando a eq.(67) notamos que no primeiro termo o valor r = 0 fornece

1
Γ (s)

TEAa

2 (2π)2

∫ ∞

0

dξξs−3 exp
(−m2ξ

)
, (68)

expressão que é cancelada pelo último termo em (52), pois este

− 1
Γ (s)

2TEAa

(2π)4

∫ ∞

−∞
dk0d

3k

∫ ∞

0

dξξs−1 exp
[−ξ

(
m2 + k2

0 + k2
1 + k2

2 + k2
3

)]
, (69)

usando o resultado em (58) reescreve-se como

− 1
Γ (s)

TEAa

2 (2π)2

∫ ∞

0

dξξs−3 exp
(−ξm2

)
. (70)

Com isto, agrupando (67) e (70), a eq.(52) simplifica-se para

ζreg (s) =
1

Γ (s)
TEAa

2 (2π)2

∞∑
r=−∞

r 6=0

exp (−irα)
∫ ∞

0

dξξs−3 exp
(
−m2ξ −

(ra

2

)2 1
ξ

)

+
1

Γ (s)
TE

eBAa

2 (2π)2

∞∑
r=−∞

exp (−irα)
∫ ∞

0

dξξs−2L (eBξ) exp
(
−m2ξ −

(ra

2

)2 1
ξ

)
.

(71)

Tendo em conta a representação integral para a função de Bessel modificada de ordem ν [23]

Kν (z) =
1
2

(z

2

)ν
∫ ∞

0

η−ν−1 exp
(
−η − z2

4η

)
dη, |arg z| < π

2
, Re(z2) > 0, (72)

e realizando a mudança de variável η = m2ξ, a integral em ξ no primeiro termo em (71) é reescrita como

∫ ∞

0

dξξs−3 exp
(
−m2ξ −

(ra

2

)2 1
ξ

)
= m4−2s

∫ ∞

0

dηηs−3 exp

(
−η − (mra)2

4η

)
. (73)

Dessa forma, identificando z = mra e ν = 2− s, segue
∫ ∞

0

dξξs−3 exp
(
−m2ξ −

(ra

2

)2 1
ξ

)
= 23−s

( m

ra

)2−s

K2−s (mra) . (74)

Substituindo (74) em (71) temos

ζreg (s) =
1

Γ (s)
TEAa

(2π)2





(
2m

a

)2−s ∞∑
r=−∞

r 6=0

1
r2−s

K2−s (mra) exp (−irα)

+
(

eB

2

) ∞∑
r=−∞

exp (−irα)
∫ ∞

0

dξ

ξ2−s
L (eBξ) exp

(
−m2ξ −

(ra

2

)2 1
ξ

)




. (75)

Por fim, podemos, na segunda integral, realizar a mudança de variável

ξ =
a2

σ
⇒ dξ = −

( a

σ

)2

dσ (76)

8
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conseqüentemente, segue que

∫ ∞

0

dξ

ξ2−s
L (eBξ) exp

(
−m2ξ −

(ra

2

)2 1
ξ

)
→ 1

a2−2s

∫ ∞

0

dσσsL
(

eBa2

σ

)
exp

(
−

(r

2

)2

σ − (am)2

σ

)
, (77)

e assim, a eq.(75) resulta em

ζreg (s) =
1

Γ (s)
TEAa

(2π)2





(
2m

a

)2−s ∞∑
r=−∞

r 6=0

1
r2−s

K2−s (mra) exp (−irα)

+
eB

2a2−2s

∞∑
r=−∞

exp (−irα)
∫ ∞

0

dσ

σ−s
L

(
eBa2

σ

)
exp

(
−

(r

2

)2

σ − (am)2

σ

)



. (78)

VIII. CÁLCULO DA DERIVADA DE ζreg (s) E A DENSIDADE DE ENERGIA DE CASIMIR

Para calcular ζ ′reg (s = 0) utilizamos um artif́ıcio comum na literatura [1, 21]

Se ζreg (s) =
F (s)
Γ (s)

então ζ ′reg (s = 0) = F (s = 0) . (79)

Com isto é imediato determinar que

ζ ′reg (0) =
TEAa

(2π)2





(
2m

a

)2 ∞∑
r=−∞

r 6=0

1
r2

K2 (mra) exp (−irα)

+
(

eB

2a2

) ∞∑
r=−∞

exp (−irα)
∫ ∞

0

dσL
(

eBa2

σ

)
exp

(
−

(r

2

)2

σ − (am)2

σ

)



.

(80)

Observando as equações (27) e (32) obtemos

E (a,B) =
1

TE
ζ ′reg (0) =

Aa

(2π)2





(
2m

a

)2 ∞∑
r=−∞

r 6=0

1
r2

K2 (mra) exp (−irα)

+
(

eB

2a2

) ∞∑
r=−∞

exp (−irα)
∫ ∞

0

dσL
(

eBa2

σ

)
exp

(
−

(r

2

)2

σ − (am)2

σ

)



,

(81)

ou ainda, dividindo ambos os membros pela área A

E (a, B)
A

=
(am)2

π2a3

∞∑
r=−∞

r 6=0

1
r2

K2 (amr) exp (−irα) +
eB

8π2a

∞∑
r=−∞

exp (−irα)
∫ ∞

0

dσL
(

eBa2

σ

)
exp

(
−r2σ

4
− (am)2

σ

)
.

(82)

Vamos analisar a contribuição para a densidade de energia quando r = 0 no segundo termo

Er=0 (a,B) =
eBA

8π2a

∫ ∞

0

dσL
(

eBa2

σ

)
exp

(
− (am)2

σ

)
. (83)

9
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Voltando com a mudança de variável em (76) notamos que

Er=0 (a,B) =
eBAa

8π2

∫ ∞

0

dξL (eBξ) exp
(−m2ξ

)
(84)

ou seja,

Er=0 (B)
Aa

=
eB

8π2

∫ ∞

0

dξL (eBξ) exp
(−m2ξ

)
. (85)

Esta parcela contribui como uma densidade de energia uniforme e constante em todo o espaço, e portanto não tem
importância para o efeito Casimir. Com isto a eq.(82) reduz-se a

E (a,B)
A

=
(am)2

π2a3

∞∑
r=−∞

r 6=0

1
r2

K2 (amr) exp (−irα) +
eB

8π2a

∞∑
r=−∞

r 6=0

exp (−irα)
∫ ∞

0

dσL
(

eBa2

σ

)
exp

(
−r2σ

4
− (am)2

σ

)
.

(86)

IX. ANÁLISE DA EQ.(86) PARA OS VALORES
α = 0 E α = π

O resultado em (86) é o resultado final de nosso cálculo.
Ele exibe claramente um termo que independe do campo
magnético B e um outro dependente deste. Assim, no
primeiro termo existe a influência apenas da condição de
contorno, expressa através do parâmetro α, sobre a energia
de Casimir enquanto que no segundo há uma mistura das
duas influências, devida a condição de contorno e devida ao
campo magnético externo.

Observamos que o valor para r = 0 está descartado em
ambas as somas em (86) e isto ocorre em razão do processo
de renormalização que conduz à energia de Casimir sob
consideração. Para extrair informações do resultado geral
em (86) vamos considerar a seguir as situações limites do
parâmetro α para os valores 0 e π.

Na situação que α = 0, a exponencial simplifica-se como
segue

exp (−irα) → 1;

neste caso, a eq.(82) assume a seguinte forma

E (a,B)
A

=
2 (am)2

π2a3

∞∑
r=1

1
r2

K2 (amr) +
eB

4π2a

∞∑
r=1

∫ ∞

0

dσL
(

eBa2

σ

)
exp

(
−

(r

2

)2

σ − (am)2

σ

)
. (87)

Este é o resultado em que a condição de contorno periódica se impõe sobre o campo fermiônico.
De mais interesse aqui será detalhar as conseqüências da situação para α = π.
Neste caso a exponencial contribui com

exp (−irα) → (−1)r (88)

e com isto, obtemos nesta situação

E (a,B)
A

= −2 (am)2

π2a3

∞∑
r=1

(−1)r−1

r2
K2 (amr)

− eB

4π2a

∞∑
r=1

(−1)r−1
∫ ∞

0

dσL
(

eBa2

σ

)
exp

(
−

(r

2

)2

σ − (am)2

σ

)
.

(89)

A eq.(89) mostra concordância com os resultados encon-
trados nas referências [2, 18], onde são aplicados diferen-
tes métodos de abordagem ao problema, precisamente o de
Schwinger, com a representação de tempo próprio, e o de
soma de modos.

Notamos que a primeira contribuição em (89) independe
do campo magnético e tem como expressão limite no caso
em que m → 0 exatamente (4) com ξ = 7 × 4 como é
esperado. Por outro lado, a contribuição dependente do

campo magnético B é governado por uma quadratura, es-
tritamente positiva, que decresce monotonicamente quando
n cresce e tende a zero no limite n → ∞ [2]. Com isso o
critério de Leibniz aplicado à série alternante convergente
garante que o campo magnético externo aumenta a energia
de Casimir fermiônica.

É interessante obter de (89) sua expressão limite no
regime de fortes campos magnéticos. Nessa situação, a inte-
gral é governada pela função exponencial com valor máximo

10
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dado por exp(−amn) no ponto σ = 2am/n e, por sua vez,
a função de Langevin pode ser substitúıda por 1 − ξ−1 no
regime de campo forte. Temos duas situações limites neste
regime dadas por:

am ¿ 1 ≡ |B| À |ϕ0|/a2, (90)
am À 1 ≡ |B| À (|ϕ0|/a2)(2πa/λC), (91)

onde φ0 é o fluxo fundamental 1/e e λC/2π é o comprimento
de onda de Compton 1/m (em unidades naturais). Tendo
em conta uma das representações integrais da função de
Bessel modificada [23] obtemos:

E(a,B)
`2

= −eBm

π2

∞∑
n=1

(−1)n−1

n
K1(amn). (92)

Do termo principal da série acima e da expansão
assintótica da função de Bessel [23] surgem as expressões
nos limites de massa muito pequena e muito grande, res-
pectivamente:

E(a,B)
`2

= − eB

12a
(am ¿ 1), (93)

E(a,B)
`2

= − (am/2)1/2eB

π3/2a
e−2am (am À 1).

(94)

X. CONCLUSÕES

Neste trabalho investigamos tanto a influência das
condições de contorno quanto a presença de campos exter-
nos sobre o efeito Casimir. No caso de campos bosônicos
tem sido verificado uma inibição dessa energia quando cam-
pos magnéticos externos e uniformes estão presentes, ao
passo que quando considera-se campos fermiônicos a ener-
gia de Casimir, ao contrário, é ressaltada, tanto quando se
considera campos massivos quanto não-massivos.

A investigação da energia de Casimir de um campo
fermiônico sob a influência de um campo magnético ex-
terno e uniforme e sob as condições de contorno generali-
zadas na forma (11) e (12) é realizada usando o método
da função zeta generalizada, uma vez que este método per-
mite a obtenção de um resultado com um mı́nimo de termos
espúrios, como exemplificado pelo cálculo efetuado neste
trabalho.

O resultado geral obtido para a energia de Casimir em
(86) é analisado em termos de suas expressões particulares
para os valores α = 0 (condição de contorno periódica) e
α = π (condição de contorno antiperiódica). Este última
corrobora os resultados conhecidos na literatura [1, 2, 18].

Assim, fica mais uma vez destacado o fato de que sob a pre-
sença de um campo magnético externo a energia de Casimir
fermiônica é ressaltada. Ademais, também consideramos as
expressões limites de (65) tanto para campo fraco quanto
forte, e nesse último caso as expressões resultantes quando
a massa é muito pequena ou muito grande.
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APÊNDICE – O FATOR DE CONTAGEM DE
DEGENERESCÊNCIA DOS NÍVEIS DE LANDAU

[22]

Desde que consideramos o movimento do elétron limita-
do a uma caixa bidimensional A = LxLy e que sua função
de onda depende de x na forma exp

(
i
~pxx

)
vale a condição

de periodicidade, i.e.,

exp
(

i

~
pxx

)
= exp

(
i

~
px (x + Lx)

)
⇒ 1
~
pxLx = 2πn,

ou seja,

px =
2π~n
Lx

⇒ δpx =
2π~
Lx

,

com δpx correspondendo a medida do menor intervalo
posśıvel para px. Dessa forma, o número de valores de px

num intervalo 4px é

N =
4px

δpx
=

Lx

2π~
4px.

Agora, os valores admisśıveis para px são todos aqueles den-
tro da área A. Desde que, y0, o centro da circunferência
clássico, relaciona-se com px de acordo com

y0 = −cpx

eB

e que seu valor máximo é Ly segue que

N =
Lx

2π~
4px =

Lx

2π~
eBLy

c
=

eBA

2π~c
→ eBA

2π
. (em u.n.)
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