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O presente trabalho determina a pressao de Casimir seguindo as idéias da Eletrodinamica
Quéntica Finita (Finite QED), i.e., construimos uma expressdo para o tensor energia-
momento (E-M) do campo de radiagdo quantizado de maneira a eliminar qualquer pro-
cedimento posterior de renormalizagao na obtencao de resultados finitos para os observéveis
fisicos, em particular, para a energia e o momento. O ponto de partida para este desenvolvi-
mento é uma proposta de produto de operadores a ser utilizada na construcao de observaveis,
para os quais as medidas fisicas sejam sempre resultados finitos. Com esta motivagao, de-
senvolvemos o calculo da pressao Casimir no calibre de Coulomb considerando dois tipos de
condigoes de fronteira: a de Dirichlet e a de Neumann.

Palavras-chaves: Efeito Casimir, QED Finita, Calibre de Coulomb, CC Dirichlet,
CC Neumann.

The present work determines the Casimir pressure by following the ideas of Finite Quantum
Electrodynamics (Finite QED), that is, we propose an expression for the stress tensor of
the quantized radiation field which intends eliminate any renormalization procedure to get
finite results when carry on calculations of physical observables, in this case for energy and
momentum. The starting point for this development is a proposal for the operator product to
be used in the construction of the physical observables for which the physical measurements
always are finite results. Taking this motivation we carry out the calculation of the Casimir
pressure in the Coulomb gauge considering two types of boundary conditions: the Dirichlet
one and the Neumann one.

Key-words: Casimir effect, Finite QED, Coulomb Gauge, Dirichlet BC, Neu-
mann BC.

I. INTRODUCAO

nao sao bem definidos, estaremos sempre en-

Os operadores de campo locais, a exemplo
de A, () sao distribuicoes a valor-operador [I}
2], e uma vez que produtos de distribuigoes em
um mesmo ponto, a exemplo de A, (z)A,(z),
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volvidos com divergéncias associadas as singu-
laridades que surgem desses calculos. Estas
ultimas sdo usualmente referidas na literatura
como as divergéncias ultravioletas.

No caso da energia, e mais geralmente as di-
vergéncias (os valores esperados infinitos para
as quantidades fisicas) sdo tratadas, histori-
camente, de uma forma bastante pragmatica.
Uma vez que apenas diferengas de energia cons-
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tituem elementos mensuraveis o que se faz é
redefinir a magnitude fisica a partir do nivel
Seguindo este ar-
gumento a expressao do operador fisico AF1S
é conseguida apds uma apropriada substracao
de termos, procedimento usualmente designado
por renormalizacao, que elimina o valor de
vacuo infinito

(A7) = (4) = (0w
onde |0s,) € 0 estado quantico fundamental do

sistema livre, i.e., do sistema quando nao exis-
tem quaisquer vinculos (sistema livre).

de referéncia no infinito.

A

osv> Y

Esta idéia de subtracao foi estendida por
H.B.G Casimir [3], em 1948, na determinacao
da parte finita da energia do estado fun-
damental do campo de radiacao confinado,
i.e., quando sob condigoes de fronteira. A
renormalizagdo de Casimir, de um ponto de
vista matemadtico, é um “procedimento es-
tranho”, uma vez que envolve a subtracao da
grandeza fisica calculada em diferentes estados
de véacuo, i.e, em estados pertencentes a dife-
rentes espacos de Fock, e também porque estas
grandezas tém intensidade infinita. Em outras
palavras, no procedimento de renormalizacao
de Casimir tem-se,

<0w AF'S\ ocv>

= (0] 4]0) — (0s,

onde |0.,) significa o estado de vécuo do sis-
tema com vinculos, enquanto que |O4,) significa
o estado de vacuo do sistema sem vinculos.

Aon) . @

Nossa proposta neste trabalho é estabele-
cer uma expressao apropriada para o ten-
sor energia-momento (E-M) do campo eletro-
magnético de forma que consigamos resulta-
dos finitos para as grandezas fisicas sem a ne-
cessidade de qualquer procedimento posterior
de subtragdo (renormalizagao) e trabalhando
todo o tempo no mesmo espaco de Fock. As-
sim, nosso ponto de partida é o procedimento
canonico usual baseado na definicdo do pro-
duto normal, i.e., do produto de Wick. Este
programa foi realizado pela primeira vez para

a densidade energia considerando o campo es-
calar sob o vinculo de Dirichlet [T} [4H9].

Este trabalho [10] estd estruturado em cinco
secoes. O efeito Casimir é discutido na segao
2, quando estabelecemos os vinculos sobre o
campo eletromagnético em todos os casos de
interesse. Na secao 3 introduzimos a proposta
de produto de operador de campo e desenvolve-
mos a idéia do tensor de stress fisico que tem
sua forma independente da realizacao escolhida
(espago de Fock). A secdo 4 contém os de-
senvolvimentos para a pressao de Casimir con-
siderando vinculos sobre dois planos. Na secao
5 colocamos algumas observacdes e as con-
clusoes, bem como uma comparacao dos nossos
resultados com aqueles conhecidos na literatu-
ra. No apéndice A estabelecemos os calculos
para a pressao de Casimir as condigoes de fron-
teira sobre um unico plano, 3 = 0. O apéndice
B apresenta a reescrita das funcoes singulares
D.q, Dpq e Dy, que ocorrem nas situacoes
de vinculos sobre dois planos, necessarias para
os calculos em termos das fungoes parciais de
Jordan-Pauli Dy (z, x).

II. SOBRE O EFEITO CASIMIR

O interesse pelo efeito Casimir tem crescido
desde a sua descoberta, e nas ultimas décadas
este modelo tem sido aplicado em contextos
bastante distintos daquele originalmente des-
coberto (por exemplo: gravitagdo, nanoestru-
turas, geometria ndo-comutativa, entre outros).

De forma geral, as situacoes relacionadas em
Teoria Quantica de Campos com condi¢Ges de
fronteira, campos externos ou modificacoes na
geometria eou topologia do espago-tempo tem
sido usualmente designadas por efeito Casimir
[11, 12]. Neste sentido, o modelo do efeito
Casimir tem sido empregado, por exemplo, na
elucidagao do confinamento quark através do
chamado modelo sacola (Bag model, MIT),
como também na teoria quantica de campos em
espagos-tempos curvos [I3H15], ou seja, em pre-
senca de campos gravitacionais. Mais recente-
mente, o estudo do efeito Casimir tem também
incluido a influéncia da temperatura (7" # 0)
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bem como correcoes devidas a rugosidade e a
condutividade finita dos meios materiais [16].

Estamos interessados na pressao de Casimir
do campo de radiacao quantizado sob condigoes
de fronteira macroscopicas. Para tanto, usa-
remos o tensor T}, (x) construido de maneira
que seja desnecessario qualquer procedimento
posterior de renormalizacdo. A interacdo real,
bastante complexa, entre o campo de radiacao
quantizado e as placas fisicas reais que o con-
finam serd modelada matematicamente por
condigoes de fronteira sobre planos. Assim,
uma placa uniforme e perfeitamente condu-
tora serd modelada, como usualmente [I7],
pela condicao de fronteira de Dirichlet en-
quanto que uma placa uniforme e completa-
mente permedavel serd modelada pela condicao
de fronteira de Neumann.

Consideramos os seguintes vinculos e as res-
pectivas notagoes:

e O campo de radiacao confinado por um
plano perfeitamente condutor:
Vinculo Condutor Simples (CS)

€pvpon’ | =0, (3)

x3=0
e o0 campo de radiagdo confinado por um

plano completamente permeavel:
Vinculo Permedvel Simples (PS)

ew,pgnpﬁ"’” - =0, (4)

e 0 campo de radiagao confinado por dois
planos perfeitamente condutores:
Vinculo Condutor Duplo (CD)

€upo’F7V|, g =0 (5)
€pvpanP FV| =0’

r3=d
e 0 campo de radiag@o confinado por dois

planos completamente permeaveis:
Vinculo Permedvel Duplo (PD)

0 =0
SR (6)
=0

r3=d

€pvpon? F7Y

€uvponP 7Y

e e 0 campo de radiagao confinado por dois

planos, um perfeitamente condutores e o
outro completamente permedvel:

Vinculo Misto (MT)

p oV _
{ €vpeF7| 5 =0

euypanpﬁwzx =0 (7)
r3=d

onde €,,,0 € 0 tensor de Levi-Civita completa-
mente anti-simétrico e

= o o o

¢ um vetor normal unitario aos planos, F7” é
o tensor de campo eletromagnético e Fov —
%e””aﬂFaﬁ seu tensor dual. A dinamica para
o campo eletromagnético é descrita pela La-
grangiana

1 A

L=—"F, F™ — 2 (9,A")%, (8)
4 2

com A sendo o termo fixador do calibre, de

acordo com o procedimento usual de quan-

tizacao em teoria de campo e

(A, (r,t), 0, A, (v, )]

1
= — <guy + Zau ® ay) 5(3) (I' - I'/) ) (9)

com ® indicando o produto tensorial entre os
vetores. Lembramos que o tensor métrico g,
tem assinatura —2. Escolheremos A = 1, i.e.,
o calibre de Feynman que da como equacao
dindmica

0A (z) = 0. (10)

Levamos em conta aqui o procedimento de
Gupta-Bleuler para a métrica indefinida [I8§]
que permite estabelecer o método candnico
usual onde a expansao de A,(x), ou seja,

Au(z) =) D) (). (11)

i=1,2

Uma escolha apropriada para os vetores de

(4)

. ~ 1 /.
polarizacao ¢’ torna-se necessaria de forma
a satisfazer cada uma das condicoes de fron-
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teira acima consideradas. As equagoes
mostram que as condigoes de fronteira atuam
no espago ortogonal aos vetores nf e d, sobre
a(s) superficie(s) z3 = 0 (x3 = d). Uma vez que
a covariancia com respeito ao eixo x3 é que-
brada quando consideramos fronteiras (i.e., a
invariancia de Lorentz é quebrada quando in-
cluimos os planos), a investigacao da influéncia
das fronteiras sobre o campo de radiagao ¢é sim-
plificada com a escolha a seguir

0
RO Ly 1 | 0208
r \/AJ_A;; 8183
0
0 0
NONEE. Oos | s L O
VAIA | 0205 |7 VA 02 |
AN 03
(12)
onde
Ay = 07+ 03, (13)
A =N +N3=07+05+05. (14)
Os vetores de polarizagdo satisfazem as

seguintes propriedades

3
Z Ipq 5;(Lp) Qe =

gHV ’ (15)
p,g=1
2 1 )
> Il 9 = gu+ 10,©0,, (16)
p,q=1

onde o tensor g,, tem assinatura —3

00 0 O
=05 1o | 0D
00 0 -1
e 9, = (0,01, 02,03). Vale também que
) g (@ = 5a) (18)

A simplificagdo mencionada com a escolha dos
vetores de polarizagao em ([12)) refere-se ao es-
tabelecimento de certas relacoes que tornam-se

validas para todos os casos tratados aqui, mas
isto nem sempre serd pssivel com outras esco-
lhas, como veremos nas proximas segoes.

III. O TENSOR ENERGIA-MOMENTO

FiSICO

O tensor de energia-momento (E-M) do

campo eletromagnético ¢ dado por [13] [18-20]
1 oT p

Ty = 19 For P = F* \Fpy  (19)

onde F,, = 9,A, — 0,A,. Para trabalhar-

mos de uma forma matematicamente consis-

tente, empregaremos como um primeiro passo

a técnica de separacao de pontos [1], [3l 4, 1T
13, 14, 18] que permite definir 7}, como

Tuw(z) = lim

' —x

—F? H(LU)Fp,/(JI/)] .

[i G Fr () F7 (2
(20)

Desde que A, (x) é uma funcao do ponto, cada
termo do lado direito da Eq. lé-se

1
{9 For () P77

= A (3207) (Ao (2)Ar(2)  (21)

com
Amm _ %guy (gp/\gO'T _ nggU)\) , (22)
Fi(@)Fp (@) = 4 (0505)) (Ao (@) Ar(2)))
(23)
(&
QT = —gua (gwg” — g™ g”’) &y

—Jua (gapgnr - gaong) 53\
Substituindo e na Eq. obtemos

G| (9508) (Ao(0)Ar(a)),
(25)

(24)

Ty (z) = lim

' —x
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A
onde G7;;°" tem a forma

pAOT
Ghy

A A
= AT+ QT (26)
Um tensor energia-momento matematica-
mente consistente segue quando tomamos o
produto de Wick (procedimento que é equiva-

lente a retirada do infinito)
lim

Jim ] (95057) »
X (: Ag(x)Ar(2') ) .

T;%AT (ZL‘) —
(27)

Vamos considerar as situagoes em que os opera-
dores de campo podem sempre ser covariante-
mente escritos como uma soma de duas partes,
uma de freqiiéncia positiva, a outra, negativa

Aq(z) = Af () + A; (2). (28)

Isto permite-nos reescrever o produto normal

cAg ()AL (2 = As(x)A-(2))

(A7 (2). A7 ()] . (29)

portanto T%AT(x) lé-se

T = (e (o) >

X (Ag(z)A (') — [Af (2), AS

(e

Partindo da expressao , NosSso  passo
seguinte é estabelecer o tensor fisico Tl'f,'/s(x)
que é independente da representagao particu-
lar empregada, e isto é alcangado explicitando
o resultado para o comutador em na repre-
sentacgao associada com o campo livre estendido
a todo o espaco. Neste caso, A,(x) é

>

p=1

3k
Aula) =Y e Ak
1 € / \/m X
X {a(p) (k) exp (—ikx) + a](Lp) (k) exp (zkaﬁ)} ,
(31)

assumindo os vetores de polarizacao dados con-
forme a Eq. . Observando que

[a(p) ()., (k')} = gy 8O (k—K), (32)

10

conseguimos para o segundo comutador no
membro direito de (29)),

(33)

onde D (z — ') é a parcela de frequéncia posi-
tiva da fungdo de Jordan-Pauli Dy(z — ) [1],

d®k

D(J{(:c—x'):i/(zw)%)exp [—ik (z —2")].

(34)

Agora, é necessario conhecermos a atuagao dos

vetores ElT(k) (diferem dos E((,—j ) pois sao derivadas

em ') em (33) sobre a fungdo D (z — 2'), e
como essa atuacao pode ser reescrita em ter-

~ k
mos da atuacgao dos vetores 55 ) sobre a mesma

funcao. Em outras palavras, desejamos substi-
1(k) (k)

tuir a acao dos vetores e’ pelos ¢+ ’. Para
tanto, observamos que

'MW exp (ika') < e exp (—ikz)

'@ exp (ika') < e@ exp (—ika). (35)

Substituindo e na Eq. obtemos

a expressao final para o tensor TE,S

= lim
' —x

—1 <g07 +

Este tensor tem a forma fisicamente re-
querida e exibe a invariancia de Poincaré para
o estado fundamental na auséncia de fronteiras
e/ou vinculos, ou seja,

Th () G| (8507) | Ao(@)Ar(a)

Lo,e a) D (o a:')] .

(36)

(TP@) = 0u] T5()10),, = 0. (37)

com |0g,) sendo o estado fundamental do sis-
tema campo estendido.

Na préxima se¢do determinamos a pressao
de Casimir na presenga de vinculos (Dirichlet
e/ou Neumann) sobre duas fronteiras planas,
paralelas e infinitas, aplicando a Eq. .
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IV. O EFEITO CASIMIR NA
VARIEDADE DE BASE PLANA

Iniciamos a modelagem da interagao real en-
tre o campo de radiacao quantizado e as pla-
cas metalicas grossas (conforme apéndice A),
que do ponto de vista quantico é, sem duvida,
nada trivial, através do modelo de planos sob
a condicao de Dirichlet. Esta modelagem con-
sidera, assim, o campo de radiacao confinado
por dois planos, perfeitamente condutores, pa-
ralelos, infinitos, um em z3 = 0 e o outro em
xr3 = d, com d sendo um numero real posi-
tivo. Em particular, veremos que a condicao
de Dirichlet sobre os dois planos leva a uma
forca atrativa entre os planos que é macrosco-
picamente mensuravel e que ja foi objeto de
medida experimental ja em 1958 [2I] e, mais
tarde na década de 90, medida com bastante
precisao por Lamoreaux e Mohideen [22H24]; é
o efeito Casimir original.

a) para x3 <0,

A. O Vinculo Condutor Duplo (CD)

A solugao em todo o espaco para A, (z) é
uma funcao por partes, definida em dada sub-
regiao, e que respeita o vinculo correspondente.
As solugoes para A, (x) nos semi-espacos infini-
tos foram estabelecidas no apéndice A. Por isto,
focaremos a atencao na determinacao do ope-
rador de campo e, por consequéncia, no valor
esperado de vacuo de T:f;] S (), para a regiao
entre os planos.

As condigoes de fronteira em ([5)) sao aquelas
da se¢ao 1 do Apéndice A em z3 = 0 como
também em x3 = d, logo as fungoes de(j) ()
devem satisfazer

35f< ) ()| es=0 = 0 (j

xr3=d

1,2). (39

A solugao para o operador de campo, A,(z),
em todo o espago é

A solucao é dada pela Eq. (A10);

b) para 0 < z3 <d,

IP

p=1,2 n=1

Ak, 2
21) \/2ko

| &avm

c) para zg > d,

Aula) =) &)

p=1,2

/ d3k
(27‘(‘)3/2 \/%

Na Eq. o indice n é um ndmero inteiro.
A fim de satisfazer a Eq. @D, os operadores de
criacdo, a, e de aniquilacdo, a', devem verificar
as seguintes relagoes:

a) para as regides r3 < 0 and x3 > d vale

as relagoes dadas em (A11)),

cos [ks (3 — d)] [exp (—ZEE) a(p) (k) + exp (z%f) aJ(rp

o8 [2222] [exp (2 gy )+ exp (1) af )]

(39)

(1] . (40)

b) para a regiao 0 < z3 < d,

[G(P)(kJ—’n)v aJ(rq)( lj_am)} - _gpq(snmfs@) (kJ_ - kﬁ_) R

(41)
[a’p(kJ-vn)?a’q( i?m)] =0,
[a;r)(klnn)? CLZ( l?m)] =0 (42)

11
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Podemos escrever o produto A,(z)A;(z') em
funcdo do produto normal relativo & repre-
sentacao associada de A, (x) mais um comu-
tador das parcelas de frequéncias positiva e ne-
gativa do referido operador em analogia ao que
se faz no produto de Wick,

As(2)Ar(2)) = o Ay(x)Ar(2)) 0
+[A7 (2), A7 (2")]

com a notagao ¢ A, (x)A;(z") ¢ representando
o ordenamento normal de operadores relativo
ao estado de vacuo do espaco de Fock sob o
vinculo em questao, i.e., o espaco de estados
para o sistema confinado sob o vinculo ().
Portanto, calculando o comutador obtemos

(43)

=9 Z gﬂegj) & 8;_(1)Dcd (f — f’; xg,:L‘g) .
Jil=1
(44)

A funcao D4 tem a seguinte forma

Deg(T — 7’523, 2%)

Z/ koZOd [nzﬂcz] cos [”Zwé] x
X exp (—ik (55 — 5)) .

A préxima etapa no desenvolvimento é a es-
crita da funcao D.q em termos das funcoes D[T
(uma analogia ao método de imagens da ele-
trostatica, com as multiplas contribuicoes por
reflexdo). Conseguimos este objetivo usando a
férmula da soma de Poisson [10]

Dcd ((i — 57/; xr3, :L’l3)
oo

= Z Dy (z — ) + DY (2 — 24)]

l=—00

(46)

que retoma a dependéncia exponencial nas

varidveis x3 e z%; os detalhes encontram-se no
~ . , // . .

Apéndice B. Os pontos z5,,; e x5, significam

— 21d),
— 21d).

(47)
(48)

! ! ! / /
Toq = (wg, 27, Ty, 75

" ror /
Loyg = (1’0, Ly, Tg, —T3

Com a reescrita de D.; pela Eq. ,
e substituida em , levamos o resultado
em para a expressao do tensor energia-
momento fisico, Eq. , da qual extraimos o
componente 33 como segue,

(50)

(51)

TFIS — 1 FO’T 7)A, /
+ Py +Q(Cd ] : (49)
com chid) e QUTd ) dados por
1. - o0
Pled — <g,,T + 500 @ aT) > D (z—alyy)
(1£0)
2 ' (%s)
QL = i Z gied) @ el Z Dy (z —a34) -
Jl=1 l=—o00
O termo [ = 0, ausente em , foi cance-

lado pela contribuicao oposta que compode a
definicao do tensor energia-momento, TF 1S em

(36)), em particular seu componente TF Is .

Observamos agora o desenvolvimento reali-
zado no Apéndice A, apds a Eq. (Al19)) até a
Eq. (A22), que fornece neste caso,

3 2
i [Z r;”] > gued @)
=1

jl=1
— Ké”’ég) + (ag’agfﬂ :
enquanto que vale aqui também a Eq. (A23])
[(073z) + (e5'05) | D
Logo, a contribuicao em , em razao da Eq.
, ¢é integralmente nula. Resta, entao, a con-

tribuicao que pode ser trabalhada tendo
em conta a relagao

3 1. .
[; I3 ] <ga7' + Zag ® 87—>

=~ (agey’) - % @305) (3605) . (54)

(52)

¢ (z —aby) = 0. (53)
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Tendo em conta as equagoes (H3) e (54)), o
valor esperado de vacuo, associado ao vinculo
condutor duplo, do componente do tensor

energia-momento em (49)), TPEIS(QJ), da
i i
A
— 00
(1£0)

v (0308) ] Di (- o). 9

(T§s>(2))ea = — lim

' —x

0305) (505"

O célculo da expressao acima é facilitado se
observamos o fato a seguir

1 /
- (@30) (9505") D (= — )
= — (%505 ) Df (@ =) . (56)
e sendo assim, a Eq. torna-se
(T4s>(@))e
oo
— 2 (9508") D (& — ala) - (57
el EO:O 505 ) Dy (2 — alyg) - (57)
(1#0)
Para avancarmos, vamos considerar

uma forma mais apropriada para a funcao
D{ (z —ab,;) que é a sua representagio no
espaco de coordenadas [1],

D (a0.%) = 5 [(@o— i) =2 . (58)

4n?

onde x = (x1,x2,x3) é 0 vetor posicao. Reali-
zando as derivagoes em ([57)

- (8§6§') D(J)r (95 - mIQld)

1
= [(xo — ) — i0)2 — (x — X’QM)Q}
2 (z3 — oy + 21d)*

272

2

2 . 213
T [(330 — Xy — 10)2 — (x — X/2ld) }

-2

_l’_

.(59)

e, em seguida, readequando o somatoério e efe-
tuando o limite ' — z conseguimos

(T @))ea = g (;)1214 (60

A série infinita em ¢é a funcao zeta de Rie-

13

mann ¢ (z = 3), cujo valor é 7*/90 conforme
[25]. O resultado final para a Eq. é entao

w2 he

TES(2))ed = — o= =2 61
(T (@))ea = —555 5 (61)
Analisamos agora a pressao de Casimir, que
é a pressao resultante, sobre cada um dos
planos, em 3 = 0 e z3 = d, de acordo as
definicoes estabelecidas em (Al]) e , mas
com o ponto de vista da regiao interior, ou seja,
para o plano x3 = 0,
p(Z,0)

lim [<T3F315 (&, 23 = 0+ 0))
6—0

(TES (7,25 = 0 - 8))]

w2 he

_Tm g ) (62)

enquanto que, para o plano em x3 = d temos,

p(i’,d) <T§3IS (f,l’g = d_6)>

lim
6—0

(TES (7,25 = d + 0))]
_ ke
240 d*

(63)

Obtemos um fluxo de densidade de mo-
mento negativo, ou seja, a pressao ¢ menor
na regiao interior aos planos que na exterior,
entao existe uma forca atrativa ente os mesmos.
Este resultado estd em concordancia com aque-
les conhecidos na literatura [3, [4), 1T], 13, 14, [18].

B. O Vinculo Permedvel Duplo (PD)

A condicao de Neumann sobre dois planos
infinitamente permedveis (magneticamente)
modelam duas placas grossas correspondentes.
Nosso objetivo é determinar a pressao de
Casimir neste confinamento com os planos se-
parados por um distancia d, em analogia a
secao anterior. As condigoes de fronteira em

(6) conduzem aos resultados em (A30) e ,

valendo também para x3 = d,

frd ws=0 =0, para (j=1,2), (64)

r3=d

() ()
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onde o indice pd significa permeével duplo. A, (x), em todo o espaco, para as condicoes de
A expressdao para o operador de campo fronteira em (|64]) é

J

a) para x3 < 0,
A solucao é dada pela Eq. (A32);

b) para 0 < z3 <d,

-y Z (p)/ 2: lyﬁ 2 [%} [exp (—fl%%) a(p)(ki,n) +exp (ZE%) azp)(klvn)} 7

p=1,2n=1
(65)

c) e para r3 > d,

Ay(z) = p) / P 3/2 sen [ks (z3 — d)] {exp (—Z%f) ap) (k) +exp (z%i) a}p) (k)} , (66)
p=1 2 )

observando as relacbes de comutacoes em Precisamos agora reescrever em termos
, e . das fungoes parciais de Jordan-Pauli Dar (x —
2'). E, como ja vimos, a reescrita desejada re-
sulta da aplicacdo da férmula de Poisson na
Eq. , e este desenvolvimento encontra-se
no Apéndice B. Logo,

Focamos a atencao na regiao entre os
planos, pois as contribuicoes a pressao de
Casimir advindas das regioces z3 < 0 e x3 > d
estao determinadas no Apéndice B. O procedi-
mento aqui é analogo ao da secao anterior e o <~ af ’

o , ) ’ Dpa (7 — &' w3, 23)
primeiro passo é a escrita do produto normal -~

de operadores I i, tendo em conta o espago de _ Z [D+ (m _ :E/Zld) _ Dt (1‘ _ mgld)]
)
Fock relativo ao vinculo em questdao. Com isto, 0 0

Ag(x)AT(xl) = iAg(x)AT(xl)i
+ [A: (x), A (»Tl)] . (67) onde os pontos x4, € x4, sdo aqueles em e
. Substituindo em @ e, em seguida,
levando esta para a Eq. , obtemos para o
componente 33 do tensor energia-momento,

l=—00

(70)

O comutador em é

3
=1 Z gjl&‘gj) & Eg.(l)Dpd (5 — f’; xs3, xé) , TFIS( ) = zl/iglx Z quT [iAO'(x)AT(x/)i
Jil=1 i=1
(68) + P 4 } : (71)

com a funcao D,y em sendo
¢ pd (63) onde PUIT’d) e Qor (pd) Sa0

Dpd(.af — f,' xr3, x%)
d .
Z/ d2kJ_ [mm:g} sen [mm:g] y Pé’i ) — (gar ) Z D a: — led)
(l7£0)
X exp (—ik: (f — & )) . (69) (72)
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[e.e]

> Dy

l=—

2
QD = i3 gl el
Jvl:]-

(x - x/Z/ld) ‘
(73)

Notamos que fora o sinal negativo da con-
tribuicao que é o que a difere da expressao
analoga em , por sua vez a contribuicao
em ¢é exatamente a mesma que em (H0)).
Disso decorre que os resultados a partir daqui
sao precisamente os mesmos que os da secao an-
terior, ou seja, temos uma contribui¢ao nula de
, que é resultante da validagao da relacao
de dispersao de energia k% — k% = 0 sobre a
fungao Dy (x — xy,,), enquanto que para a con-
tribuicao temos e, consequentemente,
o rsultado final em .

Portanto, quando passamos ao vinculo
permeével duplo, o que modela o confinamento
do campo de radiagao quantizado por duas pla-
cas magneticamente permedveis, notamos que
nao hé alteragao na magnitude nem no sinal da
pressao de Casimir, ou seja, a forca de Casimir
mantém seu carater atrativo.

Assim, para o presente vinculo as equagoes
, e sao mantidas. Veremos a
seguir, que no caso do vinculo misto, a forga
de Casimir muda seu cardter e torna-se repul-
siva.

- Y [
p=1,2n=0

onde n > 0 é um numero inteiro. Para a regiao
€3 S 07

Au(xz) ¢é dado pela Eq. (A10),
enquanto que para 3 > d,
Au(x) é dado pela Eq. (66).

Os operadores a(,(ki,n) e aJ([p) (ky,n) satis-
fazem as relagoes de comutagao em e .
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C. O Vinculo Misto (MT)

A situag@o que pretendemos modelar agora
¢ o confinamento do campo de radiacdo quan-
tizado por duas placas grossas (no sentido da
discussao colocada na segao 1 do Apéndice A),
uma placa condutora e outra magneticamente
permedvel. A modelagem matematica desse
sistema ¢é realizada com as condigoes de con-
torno mistas, i.e., pela condicao de Dirichlet so-
bre o plano perfeitamente condutor em x3 = 0,
e pela condicdo de Neumann sobre o plano in-
finitamente permeavel em z3 = d. Com isto,
resulta a validacao das equacoes em para
o plano em z3 = 0, enquanto que para o plano
em x3 = d, temos a validacao das equacoes em

(A30), ou seja,
05f™ (jy ()]

x3=0

0, para

(1 =1,2), (74)

(§]
fmt(j) (:U) ‘x3:d =

As fungoes f™ ;) expandem, portanto, A, (z)
na regiao entre os planos. A realizagao de
A, (x), por [10], nesta regiao 0 < x3 < d é

0, para (j

/ m cos Kn + ;) TFdx?’} [exp (—z%f) a@py(ki,n) +exp (z%f) aJ(rp)(kJ_, n)} ;
(76)

As relagbes de comutacao para os operadores
correspondentes as regioes x3 < 0 e z3 > d
encontram-se determinadas na Eq. (A11]).

Do procedimento estabelecido na secao A e
com a expressao para A, (z) em , reescreve-
mos o produto A,(z)A,(z') em funcao do pro-
duto normal de operadores relativo ao espaco
de Fock em questao, x *,

Ag ()AL (2)) = * Ag(z)Ar(2)) %

+[Ag (@), A7 ()], (77)
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onde a notagao * * representa o produto nor-
mal relativo a nova representacao. Calculando
o comutador em para a regiao 0 < x3 < d,
onde A, (x) ¢ dado por (76), obtemos

12915(]

7,l=1
(78)
com a func¢ao D,,; sendo dada por [10],
Dy, (a: — 7 xg,m3)
“ % e 002) 7]
kod 2) d

1 I3 -~
- _. ~_ ~/
X COos Kn—i—z) }exp( Zk(x T

Um desenvolvimento andlogo aos da
subsecoes A e B, como a reescrita de D,,,; em
termos de Dj (z — 2’) e da férmula de Poisson
(Apéndice B) resulta,

D, (JE — i’ a3, xg)
Z (=)' [Df (2 — alyy) + DY (v — 2h4)] -

l=—00

(80)

Substituindo em e em ,
3

i=1

TFIS( )

lim
' —x

[* Ay (2)Ar(2) *

+P{mD 4 Qlm } (81)

mt mt
com os termos PéT ) e Q ) sendo

(| 0:0-
:Z(QUT+ A > Z (_1)1D3_ (x_xéld)a
(1£0)

(82)
ng]la ®EZ)Z x—xgd)
J,l=1

(83)
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O termo [ = 0 que nao aparece em foi
simplificado pelo oposto correspondente na ex-
pressao do componente 33 do tensor energia-
momento, TH°(x), que segue de . Por
outro lado, temos a manutencao das equacoes
, que mostra uma contribuicao nula ad-
vinda de , e , que simplifica o resultado

mt
do produto entre os I'Y" e o termo P(ST ). Dessa
forma, tomando o valor esperado de vacuo, re-
lativo ao vinculo misto, i.e., |0,,:) conseguimos,

(T4 (%)) mt

~2lim " (6§8§') (—1)! DF (2 — ahyg) - (84)

(10)

O célculo das derivadas em segue de perto
aquele realizado entre as equacoes e ,
que neste caso da

< T3F3IS($)>

<0mt ‘ TSF?!S(QU)’ 0mt>

)i 1

- 871'2d4 Z 14

A soma infinita acima é a fungao zeta de Rie-
mann ((4) cujo valor é [25]

_q) %4 _ <;) C(4) = 77T i 1Bal, (86)

mt

. (85)

o0

>

=1

onde By é o numero de Bernoulli de indice 4.
Recuperando as unidades naturais e substitu-

indo em , obtemos

(0, - (il

A pressdo de Casimir em cada um dos
planos, de acordo as definigoes estabelecidas em

(A1) e (A29)), e com o ponto de vista da regiao
interior, é para o plano xz3 = 0,

p(z,0) hm [( TS (F, 23 = 04 6))
H

(Tis° (T, 23 = 0 - 9))

= he
8 ) 240 d* ’

(88)
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enquanto que, para o plano em x3 = d temos,

p(#,d) = lim (TS (@25 = d—9))
— (TES (@, 23 = d+0))

2

<7> 7 ke (89)

8 ) 240 d*
O aspecto interessante e que distingue este dos
casos até agora tratados é o sinal positivo que
surge da contribuicao para a pressao entre os
planos, ou seja, a forga tem agora um cardter
repulsivo. Ademais, a magnitude da pressao
corresponde a uma fragao, precisamente 7/8,
do seu valor absoluto dado por . Mais
uma vez, destacamos a concordancia do resul-
tado encontrado aqui com aqueles obtidos por
outros autores utilizando diferentes métodos de
célculo (3], 4} 111, [13], 14} 18].

O cardter repulsivo da forca de Casimir
para a configuracao de planos mistos remete
ao resultado também conhecido na literatura
para a variedade de base esférica (a geometria
esférica), que exibe também uma forga repul-
siva [16, B3] e frustou uma idéia de H.B.G.
Casimir em justificar a estabilidade do elétron,
enquanto particula carregada, a partir do efeito
que leva hoje seu nome.

V. ALGUMAS CONSIDERACOES

Este trabalho tem destacado que diferen-
tes condicoes de fronteira implicam diferentes
espacos de Fock associados ao campo e que,
mais ainda, estes espagos, em particular, seus
estados de vacuo quanticos respectivos, nao sao
unitariamente equivalentes, portanto, a medida
de um dado observavel fisico pode conduzir
a resultados muito diferentes para diferentes
condigoes de contorno [3], 26l 27]. Este reco-
nhecimento pode ser melhor compreendido se
observarmos que as condigoes de fronteira esta-
belecem um comportamento semelhante aquele
devido aos campos externos, ou seja, no sentido
que as condigoes de fronteira quebram sime-
trias e causam efeitos observaveis devido as flu-
tuagoes quanticas [14].

Sendo assim, devemos observar no céalculo
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do observavel fisico a referéncia a um tnico
espaco de estados (de Fock).  Com isto
apontamos para a necessidade de estabele-
cermos, como ponto de partida, uma ex-
pressao matematicamente consistente para o
observavel fisico, que seja valida independen-
temente da condicao de fronteira considerada
(36) (ou ainda, dizemos das diferentes reali-
zagoes para o campo eletromagnético). As-
sim, com a referéncia a um tunico espaco de
estados, mostramos que o procedimento usual
de renormalizacdo (a subtracdo, ao final, dos
valores esperados do observavel fisico toma-
dos em diferentes estados de vdcuo) torna-se
desnecessario, o observavel fisico produz, ao fi-
nal, um resultado finito.

A aplicacdo do tensor energia-momento
fisico em revelou uma adequada regu-
larizagao da expressao do observavel fisico,
mas embora o método apresentado tenha sido
bem sucedido na determinacao da pressao de
Casimir nas situagoes dos vinculos conside-
rados, cabe atentarmos para alguns pontos.
Primeiro, nao realizamos o procedimento usual
de renormalizagao no calculo do observavel,
pois como mencionamos acima o resultado final
foi finito em todos os casos, mas ocorre natural-
mente uma normalizacao e que esta construida
de modo matematicamente consistente na ex-
pressao do observavel fisico, em particular para
o tensor energia-momento em (36)).

Segundo, a escolha dos vetores de polariza-
¢ao em ([12) nao foi arbitrdria. Mesmo consi-
derando a condigao de transversalidade, existe
ainda certa liberdade na escolha dos vetores e,
infelizmente, algumas delas nao permitem uma
simplificagao tal qual o procedimento estabele-
cido na secdo 1 do Apéndice A e na subsecao
A da secao IV. Isto significa que a escolha dos
vetores é governada pelo produto em caso
a caso de vinculo e, assim, nem sempre sera
possivel garantir, para qualquer conjunto de
vetores de polarizagdo na forma (12]), a sim-
plificagao ocorrida em .

Terceiro, como mencionamos antes, efe-
tuamos uma modelagem simplificada para a
interacao bastante complexa entre o campo
de radiacao quantizado e as placas fisicas,
particularmente quando falamos das condu-
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toras, onde modelamos essas placas fisicas por
planos matemadticos sobre os quais é definida
a condicao de fronteira de Dirichlet. A mode-
lagem que realizamos considera as placas como
grossas [19], i.e., admitimos que os modos do
campo de radiacao que se propagam paralela-
mente as placas nao penetram o condutor, caso
contrario, com as placas sendo finas deveriamos
considerar o fato de que aqueles modos atraves-
sam a placa. Como procedemos, cada lado da
placa foi tratado de maneira independente.

Nosso resultado para a condicao de Dirich-
let sobre os planos 3 = 0 e x3 = d reproduz
aqueles obtidos por Brown e Maclay [32], Bor-
dag, Robaschik e Wieczorek [19], e G. Scharf
e W. F. Wreszinski [I]. Os resultados para
as situagoes permeavel e mista estao em con-
cordancia com aqueles determinados por T.
Boyer pelo método de soma de modos [33].
Estas comparacoes demonstram que o método
utilizado aqui é confidvel, mas nao temos idéia
a respeito da sua aplicabilidade em outras va-
riedades de base, a exemplo do cilindro e da
esfera. O fato que os vetores de polarizacao
na representacao de coordenadas nestas varie-
dades de base dependam das coordenadas es-
paciais pode constituir em um elemento de
maior complexidade na execugao dos calculos
necessarios.
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APENDICE A: O EFEITO CASIMIR
SOBRE UM UNICO PLANO

O efeito Casimir sobre um tnico plano nao
serd tratado como caso limite da situagao de
dois planos embora esta abordagem possa ser
considerada (i.e. terfamos um processo limite
tomado apropriadamente, ou seja, levariamos
um dos planos infinitamente distanciado do
outro). Preferimos deixar explicitos os calculos
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nesses casos, os de vinculo sobre um plano,
em razao do estabelecimento das notacoes,
definigoes e equacOes gerais que, como o0 nome
mesmo se refere, valerao inclusive para as
situacoes com dois planos, nas regides dos semi-
espagos.

Vamos desenvolver os célculos desde o
inicio, pois as expressoes para estes casos sao
necessarias para a determinacao da pressao de
Casimir quando sao envolvidos dois planos, a
exemplo da expressao do operador de campo,
A, (x), em todo o espago. Fazendo desta forma
ficamos envolvidos, nas situagoes de vinculo so-
bre dois planos, com a determinacao da ex-
pressao do operador de campo apenas para a
regiao entre os planos.

O “confinamento” do campo eletro-
magnético por um unico plano infinito, como
é esperado, deve conduzir a um resultado nulo
para a pressao de Casimir, em razao da sime-
tria no espetro dos modos normais de vibracao
produzido pelo vinculo nas duas regices em que
o espago fica divido, i.e., embora discretizado,
o espectro de frequéncias possiveis do campo
eletromagnético é exatamente o mesmo para
cada regiao do semi-espago infinito definido
pela presenca do plano em z3 = 0, com isso a
pressao resultante sobre o plano é nula.

A quantizagdo do campo eletromagnético
considerada aqui admite que as placas fisicas
sao espessas [19], i.e., as placas sdo suficiente-
mente grossas de modo a confinar o campo de
radiagcao na regiao de interesse, portanto nao
consideramos a possibilidade de propagacao do
mesmo através da placa. Isto implica a con-
tagem do modo n = 0 nas fungoes que satis-
fazem a condicao de fronteira 03f;|¢ = 0.

Vamos admitir, portanto, que o vinculo
fisico constituido por uma placa material é
modelada por um plano no qual vale uma das
condicoes de contorno, a de Dirichlet ou
a de Neumann , conforme desejemos mode-
lar uma placa perfeitamente condutora ou uma
infinitamente permedvel, respectivamente. Na
préxima subsecao explicitamos o calculo da
pressao de Casimir para uma fronteira per-
feitamente condutora. O céalculo para a fron-
teira infinitamente permeéavel é desenvolvido na
subsecao seguinte.
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1. O Vinculo Condutor Simples (CS)

O entendimento que adotamos para a
pressao de Casimir é o de que esta pressao seja
a pressao resultante [I9]. Contudo, indepen-
dende do valor encontrado para (T41°(z))e, em
dado semi-espago, ele serd o mesmo na outra
regiao, pois o espaco foi dividido pelo plano, e
a pressao resultante é, portanto, nula

p(z,0) = hm (TS (Z, 25 = 04 6))
~(TES (@23 = 0 )| =0, (A1)

com & = (z9,x1,x2,0). Da Eq. temos

T (@) = lim [GWT} (a;ja;f’) <Aa(az)AT(az’)

—i <§_}m + i(i,(i) D (z — x’)) , (A2)
onde {G’”\UT} (8§8§l) em é
3
Aot (e or
[Gﬂ ] (a a2 ) ;rz : (A3)
com os operadores I'{7, I'9™ e I'Y” sendo
= (570 - 507 ) (5. (A)

% (amaﬂ’) 467 (aga”/) _ g (ama;f’) :
(A5)
= —g7 (505). (A6)

A condigdo de fronteira em para o
vinculo condutor simples torna-se,

Alag,fcs(l)(m) = 0,

x3=0

1
VAL

806183fcs(1)(m) n 6082831‘“(2) (:L’) — 0
VAL AN ’
_8082631“-'5(1)(3:) n 808183fcs(2) (m) — 0
N7 AN T ’

(A7)
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e, uma vez que as fungoes f(;) (z) sdo indepen-
dentes uma das outras resulta,

05f< (:L‘)‘m:o =0, para (j=0,1,2). (A8)
Agora aplicamos a Eq. considerando a
representagao de A, (x) relacionada ao vinculo
de interesse [10]. A solugao de sob a
condicao de fronteira é conseguida uti-
lizando o método de separacao de variaveis,
enquanto que os fatores de normalizacao das
funcoes resultam da condicao de completeza e
ortonormalidade, que se expressa

: 3. - i
;/ T ) ) [lao]fo)(km)(f”)

=60 (k —K), (A9)

onde A [a }B A(8,B) — (8,A) B

Consideramos um plano perfeitamente con-
dutor situado em xz3 = 0 e, portanto, o espaco
fica dividido em duas regioes (desconexas) x5 <
0 e z3 > 0. Para distinguirmos as regioes intro-
duzimos um indice nos operadores de criagao e
aniquilacao, designado por yx, e cujos valores
sao E para a regiao x3 < 0 e D para a regiao
x3 > 0. O operador de campo A, () assume,
entao, a seguinte forma

) &k
=2 | G

X {exp (—Z%f> ap)y (k) + exp <Z%5) aj([/p)x(k)} ’

cos(ksxs) X

Os operadores a(y)y (k) e a](Lp)x(k) satisfazem as
seguintes relacoes de comutacao

|4 ), al,y ()] =

[ (K), agg) (K)] = [azp)x(k)a i)' (k)| =
(All)

_gpqéxx"s(g)(k - k’),

O préximo passo é escrevermos o produto
de operadores A, (x)A,(z') em funcdo do pro-
duto normal relativo & representacao de A, (x)
que estd associada ao espago de Fock gerado
pelo vetor ciclico |0.s), ou seja, seguindo o de-
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senvolvimento estabelecido na secao III, entre
as equagoes (27h30)),

AU(ZL‘)AT(:L‘,) = oAU(x)AT(x/)o
(A12)
Chamamos a atencdo para a notacao “o o”
que representa o produto normal entre ope-
radores associados ao espaco de Fock definido

pelo vinculo condutor simples. Calculando o
comutador obtemos

2
=3 Z gﬂagj) ® ElT(l)D; (E — 7' a3, xg) ,
§l=1
(A13)
com a funcao D;r significando
D;r (.% — 7' x3, x'3)
3k
= i | ——— cos (ksx3) cos (kzzh) x
[ S—
X exp [—{/;3 = i/)} . (A14)

A funcio D5 pode, usando a férmula de Pois-
son [10], ser reescrita

Quando tomamos o valor esperado da Eq.
(A18) no estado de vacuo correspondente, i.e.,
|0cs), conseguimos mais uma simplifica¢do, pois
o primeiro termo da contribui¢ao nula. Por-
tanto, resta s6 o segundo termo,

<T3F§S(x)> — —i lim [23: F;?T] X
i=1

X (55,1) e 42w 5’7(2)) Df (z—2").
(A19)

cs ' —x

O célculo da expressao acima depende do co-
nhecimento da atuagao dos vetores E/T(j ) sobre
a fungdo Dy (z — 2”), numa maneira aniloga
ao que fizemos na secao III, pg. 5, quando
observamos a atuacgao daqueles sobre a funcao
Dg (z —a'). O estudo dessa atuagao nos leva
as seguintes identidades

'™ exp (ika") & — e exp (—ikz)
') exp (ika") & — ) exp (—ikx)

AN .
\/mm exp (—ikx).

(A20)

Com as identidades anteriores obtemos uma
contribuicdo ja encontrada na secao III mais

Dy (j - j/;mi’nﬂ}?’) =Dy (33 - $/) + Dy (x - ﬂ5//) » uma nova contribuicio advinda do ltimo
(A15) termo da segunda identidade em (A20). Por

onde os pontos z’ e 7" sao

x = (l’é,x&,l’é,l‘é)
2 = (LUE),QSII,IEIQ,*I%).
Levamos agora a expressao (A15]) para (A13))
e, em seguida, substituimos (A12) em (A2,
observando a identificacdo em (33). Ocorre
também uma simplificacao para a combinacao
dos vetores de polarizacao que atuam sobre
Dd (x — '), assim,

[OAU (2)Ar(2")o

' —x

3
THS (2) = lim [Z ror

2
+i> gue @ VD§ (z—2")| . (A18)
=1

sua vez, os operadores I'Y" encontram-se

definidos pelas equacgoes (A4)—(A6]). Calcu-

lando os produtos obtemos:

3 1.
- F?T (gUT + 8aa’r>

(e

= (o508 ) +  @3a) (o507

(A21)
enquanto que para a segunda parte
o] (200
2] ()
A / A /
- G () + ¢ (075)

1 T T z qx’ x ax’
—— (0505) (0707 + 0505 ) . (A22)
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Reunindo as contribuigdes (A21)) (A22)

e efetuando as derivacoes sobre a funcao
Dg (x — 2") expressa no espaco dos momentos
alcancamos como resultado

[(0¥38) + (255
A Eq. (A19) simplifica-se, assim, trivialmente

(THP@),, =0

e a pressao de Casimir tem o resultado esperado
como dado pela Eq. (A1)).

D(T (:L' - x”) =0.
(A23)

(A24)

Chamamos a atencdo para o desenvolvi-
mento entre as equacoes e , porque
o resultado em (A23) é geral e, portanto,
aplicavel toda vez que surgir a combinacao en-
tre os I'! _ e os vetores de polarizagao £(@) tal
como encontrada em . Este processo é,
sem duvida, um facilitador, pois simplifica o
célculo das contribuigoes em todos os casos con-

siderados neste trabalho.

Por outro lado, como também considerare-
mos da regido do semi-espaco infinito xz3 > d
definida com o plano em z3 = d, devemos ob-
servar as modificacOes nas expressoes gerais que
ocorrem em funcao desse deslocamento espacial
do plano. Destacamos, entretanto, que nao es-
peramos encontrar qualquer alteragao no resul-
tado final obtido em , uma vez que o re-
sultado fisico, por simetria, deve ser invariante
com respeito a este deslocamento. Em primeiro
lugar, notamos que a Eq. torna-se

[A7 (z), A7 ()]

o T

2
= 3 Z gjlef,j) ® E'T(Z)D;(mOd) (5 — 7' x3, 1"3) ,
=1
(A25)

com a funcao acima dada por

D+(m0d) (x — 7' x3, 1:3)

3
= z/ (27Crl)‘fko cos (k3 (x5 — d)) cos (ks (=

X exp [—ik: (55 — 5/)} .

35— d))

Utilizando a férmula de Poisson (A26)) torna-se

DmOd (x — i xs, 1‘3)

= [D§ (z—2')+ Df (z—aby)], (A27)
com o ponto x4, significando

A reescrita de D; (mod) e quando com-
parada aquela de revela que a diferenca
entre as expressoes é por uma contante, precisa-
mente —2d. Sendo assim, o resultado em (A24))
mantém-se, observando agora que x3 = d, ou
seja,

p(@,d) = lim (TS @25 = d+9))

— (TES (@ 23 =d—0))| =0. (A29)
Portanto, os resultados obtidos para o vinculo
condutor sobre um plano sao os esperados pela
simetria do problema, ou seja, a pressao resul-
tante ¢ igual a zero, seja em x3 = 0 ou z3 = d.

2. O Vinculo Permedvel Simples (PS)

O espaco encontra-se dividido em duas
regides desconexas pelo plano infinitamente
permedvel. E a condicdo de fronteira de Neu-
mann sobre o plano, que segue da Eq. ,

Ay
maofp o) =0
T3=
A A
xr3=0
YA A
———__OfP + —— 05 o (x =0,
NV ") + NN @)( )xS:D
(A30)

e sendo as fungdes, fP°(;) (z) independentes uma
das outras conseguimos

=0, para (j=1,2). (A3l)

P26 (@),

A expressao do campo de radiacao sujeito ao
vinculo (A30) assume, diferenciando as regices

(A26) D e E nas quais o espaco fica dividido através
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do subscrito x, a seguinte forma
d®k
(2m)*” ko

X [exp (—z%f) a(p)y (k) + exp (z%&:’) az

sen (kgxs) X

p)x(k)} '

(A32)

Seguindo o procedimento colocado na segao
anterior, calculamos o primeiro termo entre
parénteses na expressao do tensor em (|A2).
Para o vinculo em questao temos

Ag(2)Ar(2") = oA (x)Ar(2) @

+ [Af(z), A7 ()], (A33)

onde e e na equacgao acima é a notacao para o
produto normal entre operadores com respeito
ao estado de vécuo |0ps). Calculando o comu-

tador em (A33) obtemos
[A7 (x), A7 ()]

(o T

2
iy gue) @ VDE (T - T s, 25)
§i=1
(A34)

onde D (Z — 7’5 x3,2%) é a fungdo

Df (% — 7' a3, mg)
A3k

oo

X exp {—z% (z - ?c")] ,

sen (ksxs) sen (kgmg) X

(A35)

que também pode ser reescrita usando a
férmula de Poisson [10],

Df (:%—50’;3:3,:%3) :Dar (:n—x') —Dar (x—w”),
(A36)

Os proximos passos sao analogos aqueles entre
as equacoes e , exceto que o sinal
da contribuicdo devida a Dg (x — ") é agora
negativo. Entretanto, isto nao altera o resul-

tado em (A23]) e conduz, portanto, & Eq. (A24))

também para este caso

(T (@)

=0.

cS

(A37)

22

Naturalmente, a pressao de Casimir para o caso
do plano infinitamente permeavel mantém o re-
sultado encontrado em .

Vamos detalhar agora as modificagoes resul-
tantes quando deslocamos o plano para x3 = d.

Em lugar de (A34) temos agora

[A7 (z), A7 (2')]
2
=g Z gjlef,j) ® €/T(l)Df(mOd) (E -7 xg,xg) ,
Ji=1
(A38)

(mod) (~

~ + ~ ,
onde a fungao D/ T — 13, 2h) é

+(mod) [~  ~, /
D, (:U—:E,xg,x3)

) / d®k
B B
(2m)° ko

X exp [—z% (E — E’)} .

sen (k3 (z3 — d)) sen (ks (25 — d))
(A39)

Usando a férmula de Poisson (A39) torna-se

Dot (3 — s w3, &3)

(D (v =) = Dy (w = a5q) ] -

(A40)

A pressao de Casimir, que é a pressao resul-
tante sobre o plano x3, naturalmente, mantém

o resultado j& obtido pela Eq. (A29).

APENDICE B: A FORMULA DE
POISSON E AS FUNGOES PARCIAIS DE
JORDAN-PAULI

As fungbes que denominamos parciais de
Jordan-Pauli e consideradas neste trabalho cor-
respondem as parcelas de frequéncia positiva
das fungoes de Jordan-Pauli [I],

Dg (i — i xg,:ig) = DS‘ (m — a:/) + Dy (w — xéd) .
(B1)
A funcao de Green do féton na auséncia de
vinculos Dy, (x — 2’) é escrita, em fungao de
Dg (z — 2'), como segue,
Doy (z — 33/) = —iguw [0 (t — t/) Da'(a: — x/)
— 0(t' —t) Dy (z —a")], (B2)
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com

Dy (x — ') = —Dg (2 — z). (B3)

Na representacao do espago dos momentos, a
fungao de Green em (B2) é [18],

/d4kexp [—ik (z — a')]
k2 +in

Guv

(2m)*

Doy (z — ') = —
(B4)
enquanto que no espaco de coordenadas,

Guuw
4372

Doy (z — ') = {(x - 33/)2 - in} B . (Bb)

J4 a fungio Dy (x—1') no espago dos momentos
tem como expressao

Nosso objetivo é encontrar a escrita das fungoes

, e em termos da fungao (B6|).

Iniciamos com a fungao D.4 em (45)),

d®k
2ko

1

D(J)r(af—ﬂﬂ/) = W

exp [ ik (x — x')] .
(B6)

Dcd(~ — f" xs3, :Eg)

Z/ koﬁL |:
k:od
xexp( zk‘(:n—x))

Sabemos que cos(z) é uma fungao par (z €

R), com isso podemos reescrever o produto de
COSSenos como segue

nmwIs3

d

DCd(% o %/’ zs, ‘Té)
. > d3k o
B Zn;m/ mexp (—zk (7 - x’)) «
X 0 (k?S - (%)) cos (ksws) cos (kszy) . (B8)

A funcao delta na Eq. (B8] torna-se, usando a
férmula de soma de Poisson,

> fenr) = (2”)1-2_:00 / . dk f (k) exp (—ilk)

- (B9)

23

n=—oo

e assim, o somatério das funcoes delta na Eq.

resulta,
) (kg - ( i 3 exp (~2ikyld) .

nm

7))

l=—00

(B10)

O produto de cossenos, lembrando da férmula
de Euler, assume a seguinte forma

cos (kszs) cos (ksafy) = % [A+ B—-C—-D],

(B11)

com os termos A, B, C e D dados por
A = exp (iks (z3 — 24)) , (B12)
B = exp (—iks (z3 — 25)), (B13)
C = exp (iks (w3 + 24) + im), (B14)
D = exp (—iks (x3 + a%) —im). (B15)

Substituindo (B10)) e (B11)) na Eq. (BS]),

Dcd(f — f’; 3, l’é)
[ d®k ~ _

X exp (—2iksld)[A+ B —-C —D]. (B16)
Efetuamos agora a troca do sinal do indice [ —
—I nos termos A e C' e a mudanca do sinal de
ks — —k3 nos termos B e D,

Deg(Z — 7’5 x5, 2%)
_ i(27lf)31: ;Z?’];:exp (~ik (7)) x
x [A-B], (B17)
com
A = exp (iks (x5 — af + 21d)) ,
B = exp (iks (3 + 25 + 2Id)) ,
ou seja, observando a Eq. resulta
Deg( — 7’523, 2%)
= i [Df (z —a})) + D§ (z —3)], (B18)
l=—o00
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com os pontos ' e z”,

zl = (0,2}, 75, 25 — 2ld), (B19)
Passamos agora a funcao D, em ,
Dpd(i — 7’53, 2h)
nm3 nml

- i3 [ s [ e |
Xexp( zk(m—x))

O produto de senos é uma fungao de paridade
par, assim (B21)) torna-se,

E

(B21)

d

Dpq(T
o0 3 N
= inzzoo / 2(2i)12{k0d exp (—z’k: (- 55'))

) (kzg — <%T)> sin (k3x3) sin (k:gxg) . (B22)

~7. /
—T;x3, $3)

Por sua vez, o produto de senos em termos de
exponenciais assume a forma

1
sin (k3z3) sin (k:gxg) =1 [E+F—-G-H],

(B23)

com E, F, G e H dados por,

E = exp (iks (z3 — 25)), (B24)

F = exp (—iks (z3—a%)), (B25)

G = exp (iks (w3 + 25)), (B26)

H = exp (—iks (z3+a3)).  (B27)
Substituindo e na Eq.,
Dpa(T — 7' 23, 2%)

1 d3k T~ ~

7(271_)3 el m exXp <_Zk (w — X ))

x exp (—2iksld) [E+ F -G — H|. (B28)

Em analogia a Eq. (B17)) temos agora,

Dpa(z — 7' w3, xg)
1 d®k ~
= @n)? % exp (—zk: (m - :U')) X
x [E—F], (B29)

24

onde os termos E e F dados por

E = exp (ikg (333 — a:é + 2ld)) ,

F = exp (iks (z3 + 2% + 2Id)) .
Retomando a definicao , a Eq. (B29)
torna-se,

Dpq(z — 7' w3, %)
= > [0 (e —al) - Df (e~ )] (B30
l=—00

Por fim, determinamos a representacao em ter-
mos das Dar para a funcio (79)

Dyi(T — 7’5 23, 2%)
B d’k | 1\ 7z3
Z/ 3)2hd [<”+2> d]

1> 7de3] exp (~ik (7 7).

2
(B31)

X COS [<n+

Seguindo em analogia ao que fizemos anterior-
mente, podemos reescrever (B31|) usando uma
funcao delta apropriada,

Dy (Z — 5’;:63,3:3)

- g ~
) / mp (-ik @ -7))

1
X 0 <k3 - <n + 2) Z) cos (kszs) cos (ksxy) .
(B32)
O produto de cossenos em (B32) desenvolve-se

de acordo com ([B11|) enquanto que a reescrita
da fungao delta na expressao acima segue a Eq.

, ou seja,

(n+53

)

d
— Zexp

l——oo

i (21dks — 71)] . (B33)

O procedimento a seguir é andlogo aquele es-
tabelecido na obtencao das equacoes e
. Com o conjunto de alteragoes 14 especi-
ficado, a representacio da funcio D, (z) em
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termos da fungao Dar assume a forma,

Dy (7 — 35’;3:3,36%)

[13]

[14]

[15]

[16]

o0

> (V'[DF (v =a) + D (@ —a")],

l=—o00

(B34)

com os pontos z’' e 2 sendo aqueles definidos

por (BL2) e (BT,

Completamos assim o estudo de represen-
tacao das fungoes Deg (x — 2”), Dpg (x — 2”), e
Dyt (x — 2") em termos da fungdo parcial de
Jordan-Pauli Dy (x — 2').
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