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INTROLUCCION

La actual teoria de foliaciones se inicié con los tra-
bajos de C. Fhresmann y G. Reeb en la década de 1940, aunque,
como Reeb observd, P, Painlevé (1895), a fines del siglo
pasado sinti6 la necesidad de crear una teoria geométrica
(el de las foliaciones) para la mejor comprensién de los pro-
blemas relativos al estudio de las soluciones de ecuaciones
diferenciales holomorfas en el campo complejo.

Sokrre foliaciones del plano aparecieron los trabajos de
Kaplan [LS] , Kamke [14] y Wazewski [29] . Estos resultados
fueron redemostrados por Haefliger y Reeb [12] . Posterior-
mente aparecieron los trabajos de C. Godpbillon y G. Reeb [11],
C. Godbillon [10] , la tesis doctoral de E. Fedida [8] y la
prepublicacibn de E. Fedida - F. Pluvinage [ﬁ] . Una versibn
sintética de estos resultados aparecen en [26] ,

En este trabajo presentamos el problema de clasificacibn
de las foliaciones del plano v el problema de representacibn
de una foliacibn del plano mediante una recta y semirrectas.
El primer problera, lo estudiamos a través de la clasificacibn:
1, De las variedades topoldgicas de dimensibn uno, con base

enumerable y simplemente conexa,
2, De lLos fibrados sobre tal variedad, localmente triviales

con espacio total de Hausdorff.



Luego se clasifican las estructuras diferenciables
sobre la ramificacidn simple y se estudian las realizaciones
de tales estructuras wmeciante foliaciones del plano.

Para el segundo problera damos una construccidn 1lamacda

representacidén e introducimos su correspondiente topologia.

Para poder presentar los dos problemas fundamentales
de este trabajo, tuvimos cue distripuir los temas ael conte-
nido tal como aparece en la tabla de contenido, partiendo
desde las bases, Tal distribucidn obedece a un orden 1l6gico
y coherente entre los capitulos; puesto gue la naturaleza de
algunos temas lo exigia. FEn ese sentido, podemos observar gue
en el capitulo 1 las secciones m&s sobresalientes para la
afirmacibn de resultados en el capitulo 3 son:

(1.1) Haces Fibrados. Definicién y Ejemplos.

(1.3) Transformaciones de Haces y Equivalencia.

(1.5) Teorema de Existencia y Unicidad de un Haz, dado

un Sistema de Transicidn.

pe (1,1) los puntos m&s sobresalientes son: la definicibn
ade haz fibrado; el haz producto trivial; el grupo estructural
de un haz fibrado.

De (1.3) tenemos, equivalencia de haces; los criterios
de caracterizacibn de equivalencia entre dos haces; el coro-
lario 1,3.2,6,

De (1.5), el teorema de existencia y unicidad de un haz.



La seccifn, Foliaciones, Definiciones y Ejemplos del

capitulo 1, también es fundamental para el desenvolvimiento
ae los temas posteriores. Aqui se da el concepto de folia-
cidn y se presentan mfiltiples ejemplos no solamente para
aclerar el concepto de foliacidn, sino para gue se observen
sus diversas aplicaciones en las matem&ticas,

En cuanto a la interrelacibén de esta seccibn con el
Capitulo 2; lcs puntos m&s sobresalientes son; la definicibn
de una foliacibn ae clase C* y dimensibnn,de una variedad
diferenciable M, de dirensibn m; la proposicitn 1.6.1 (las
placas son subvariedades conexas de dimensifén n y clase c’ de
M); la definicibn 1.6.2, (A los conjuntos de la forma
qf%le {c} ) con ceU2 se les 1laran placas de VU);la definicifr
1.6.3; la definicidn 1.€.4; ejemplo 1.6.4 (campos de vectores
sin singularidades),

Ella tamkién estéd ligada con el capituio 3 mediante el
ejemplo 1,6.2 (Fibraciones),.

De manera anfloga tenemos también gue el capitulo 2
contiene secciones sobresalientes gue son fundamentales para
la presentacion y demostracibn de resultados en el Capitulo 3;
tales como:

(2.1) Propiedades de las variedades de dimensibn uno.

(2.2) Estructuras foliadas del plano.

(2.3) EI1 espacio de hojas de una estructura foliada del

plano.



De (2.1) 1los puntos mids sobresalientes son; la proposi-
cibn 2.1,1.1; el cual constituye un procediriento de construc-
cibn general ae variedades; la definicibn 2,1.1,3 (definicién
ae punto de ramificacidn); la construccidn de ejemplos de
variedades de dimensibén uno; variedades ae dimensibn uno simple-
mente conexas (definicién 2,1.3,3, proposicibn 2.1.2.1, propo-
siciébn 2,1.2.2); variedades provistas de estructuras diferen-
ciables (propiedad 2,1,3.1; Corolario 2.1.3,5),

De (2.2) los puntos ma&s sobresalientes son: definicibn
2,2.1,3, definicidén 2.2.1,4; teorema 2.2.1,4 (Poincaré, Bendixon);
ejemplo 1 de estructuras foliadas del plano.

De (2.3), la proposicion 2.2,2.1,

En el capitulo 3 presentamos los dos problemas fundamen-

tales de clasificacibén de las foliaciones del plano. Para

poder llegar a ese punto Se hacia necesario la presentacibn de

la seccibn 3,1: Propiedades de toda foliaci6bn del plano, la

cual pudo ser abordada gracias a los capitulos 1 y 2.
En este caritulo sobreSale también la seccibn 3.4: La

ramificacibn simple Z. En esta, los puntos mas sobresalientes

son: la proposicién 3.4.1, el cual eS una consecuencia de un
teorema general, cuya demoStracibén estd basada en el capitulo 1
(Grupo estructural de un haz, Teorema de exiStencia y unicidad
de un haz); el Corolario 3.4.2; la proposicibn 3.4.4; la defini-
ci6bn 3.4,1; la proposicibn 3,4,7; teorema 3.4,8 (Godbillon-

Reeb), el cual establece una caracterizacién para la equiva-



lencia entre dos haces fipradgs por rectasTl er sobre Z
por el grupo G+; con espacios totales de Bausdorff.

Esta seccidn es fundamental para el problema de clasifi-
cacién de las foliaciones del plano, puesto Que Como Consecuen
cia de la proposicidn 3,4,7 y del Teorema de Godbillon-Reeb se
tiene una clasificacidén de los fibrados por rectas localmente
triviales sobre la ramificacidén simple con espacio total de
Hausdorff en el sigulente sentido,

2 clases de equivalencia por el grupo c*

1 clase de isomorfismo por el cgrupo G+

1 clase de equlvalencia por el grupo G,

Fn este sentido hemos culminado con una etapa, dandole
respuesta a uno de los problemas planteados.

En el Capfitulo 3 vimos también la necesidad de considerar
el problera de clasificacifn de estructuras diferenciables
sobre Z. Los puntos sobresalientes en esta seccidon son: la
definicién 3,5.1; la definiciebn 3.5,2; la proposicifn 3.5.1,
cuya demostracién est8 basada en el corolario 2.1,3.5; la pro-
posicién 3,5.2. Esta Gltima proposicifn es fundamental, puesto
gque Introduce una relacifn de equivalenciauf sobre DY (RY) vy
trasiada el estudlo de las C'-estructuras sobre Z a las de
Dr(Ff%<P . En esta seccidn sobresale también el teorema
3.5.3 (Fedida) gue establece en qué condiciones las estructu-

ras analiticas no son Cr-equlvalentes; el teorema 3.5,5 el



cual establece la existencia de una estructura analfitica
cl-eguivalente a una CF-estructura S dada sobreZ, con r>1.
Al estudiar las realizaciones de tales estructuras dadas
sobre Z mediante foliaciones del plano, sobresale la propo-
sicibén 3,6.1, cuya demostracidn est& basada en las proposi-
ciones 2,2.2,1 y 3.5.1.
En el Capitulo 4 los puntos mas sobresalientes en la

motivaciédn dada sobre calpos vectoriales y espacios de fase

son: el ejemplo 1,1; el ejemplo 1.2, la proposicién 4.1.1,
puesto que sirven de base para el desarrollo de la seccién

4,2: Separatrices y regiones candnicas,

En esta seccifén los puntos sobresalientes son: la defini-
cion 4,2,1; la definicibén 4.2.3; la observacibn 4,2,2, 1la
definicién 4.2.4, la definicibn 4.2.5 y el tecrema 4.2.1.
(Kaplan-Marcus); que da una caracterizacibén para la equivalen-

Ve

cia topolbgica de dos foliaciones.f'yf};deBQQdefinidas por
campos vectoriales polinomiales.
En el capitulo 5 presentamos el problema fundamental de

repreésentacidon de una foliacidn del planc mediante una recta

y semirrectas. Para poder aberdar este pProblema se hacia

necesario la presentacidn de las seccioness
(5,1) Representacién de dos foliaciones que tienen el

mismo espacio de hojas (cociente),



(5,2) Representacidn de una foliacibn del plano por
medio de una recta y semirrecta del plano,
Para motivar la seccibn (5.1) fueron consideradas dos
foliaciones que tienen el mismo espacio de hojas, pero que
no son topolbgicamente equivalentes. Para comprobar esto se
consideraron sistemas totales de transversales a las folia-
ciones Frr:y '3:2.
Luego pasamos a representar esas dos foliaciones,
mediante una té&cnica que es explicada cuidadosamente en la
seccidn (5.2). Se obtiene en esta seccidn, partir de una trans-

versal C escogida una representacidn no solamente del espacio

cociente sino también de 1a foliacidn.

Se hizo sentir en el desarrollo de la secciébn 5.2, el
concepto de dos trayectorias ae la foliacibn gue son insepara-
bles en el cociente, tratado en el Capitulo 4.

Pasamos después a construir una topologia mediante un

sistema fundamental de vecindades, llamada topologia de una

representaciodn.




CAPITULO I

PRELIMINARES

En este capitulo revisaremos los resultados fundamentales

sobre haces fibrados que utilizaremos en los capitulos

siguientes.

1.1 Haces Fibrados. Definici6n y Ejemplos.

Definici6n 1.1.1. (definicibn provisional de Haz fibrado)

Un haz fibrado §= (E, p, B, F) consta de lo siguiente:
a. Tres espacios topolbégicos E, B y F.

b. Una funcién, continua p de E sobre B.

Ec una coleccibn (U + Pt )o(eA ;: donde {Ud}ch es

un cubrimiento abierto de B, y para cada o €A
‘P°< es un homeomorfismo de p-l(Uo( ) sobre Uy X F,

tal que el diagrama siguiente sea conmutativo:

-1

of

Uy x F PHUL)

1‘\\ /
TTi\'\ /' P
s /
U

~1 — .
o sea pokpo‘ —T—Ti, es decir, para V(x,y)(—:Ud X F

se tiene p o &Puzi(x,y) =X



Observaci6tn 1.1.1

Ademés se tiene la conmutatividad del diagrama

©
Uo( X F — X p-l(Uu()
\\' /"[
T\ /P
A f‘
Uy

o sea TT1°LP°‘= p.
A los espacios E, B y F se les llama respectiva-

mente, el espacio total, la base y la fibra tipo del

haz fibrado § .

A la funcibn p: E—— B se le llama la proyec-
cién y a la coleccién {(U“ r Px )} el atlas de § .

De la condicidn p o (.pd'i(x,y) - X, se obtiene que
la restriccibn de \Pd a Fx = P_l(x ), que denotamos
con LPo(,x + €8 un homeomorfismo de Fy, sobre F.

1

Ap (%) Fx se le llama la fibra sobre X .

En efecto:

-1 -1
Como p o \Pq (x,y) =X , entonces \Po( (X,Y) € Fy
Luego ‘Pd( \Pozi(x,y)) = (x,y) € {x} X F.
Fijando X , sea la aplicacién gt {x} X F——» F
definida por jx(x,y) =vy.
Siendo Y, y j, homeomorfismos; entonces kpo(,x = Je° 9,

es un homeomorfismo.



Ejemplos de Haces Fibrados.

1.1.1 El Haz Producto (B x F, p, B, F):

El espacio total de este haz es BxF y
p: BxF ——> B es la proyeccidén sobre el primer
factor.

El atlas consta de un solo elemento (U,¥);
donde U = By \P= IBxF .

Este haz se conoce como el haz trivial.

1.1.2 E1 Haz Fibrado (s", p; P7, Z,)

. B x n
Consideremos la esfera unitaria S y sea

P = Sn/er donde 22 ={—1,1} ’ Z2 estd provista

de la topoitogia discreta, entonces Pn={[x] = {x,—x}/xe Sn}
es el espacio proyectivo real y sea p:Sn-——>- R
funcibén cociente.
El atlas que consideremos para p" consta de
los elementos (Vi’ LPi); donde ‘Pi: Vi — R", ests
i + -1 +  _+ n

dada por \Pi = Yj;ep donde Lpi E Vi — R donde
+ i
Vi ={x€Sn/x >O}.

bi = “op L, dond " vi —=R"; dond
o bien l.pi— \piop , donde lPi. i ; donde

vi—{xesn/xl< o}.

El atlas del haz fibrado consta de las parejas

' : N
(Vi’ tPi); donde {Vi} i=1, ..., n+1l es un cubrimiento

: + -
abierto de P® , con v, = p(Vi) = p(Vi) y



3 —
"Pi : P & (Vi) —— Vi b4 Z2 el homeomorfismo definido

por
B +

([x] , 1) si X €V,
1 )
X = &

lplx ) .

([x] ,-1) si xev;

Se compruepba f&cilmente que el diagrama

plV; ) = (%)
n

N6tese que el haz fibrado (Sn, p, P, Z2) no es

es conmutativo.

Observacibn 1.1.2.

producto, ya que Prl x Z2 no es conexo y por tanto no

" n
puede ser igual a § que es conexo.

n
1.1.3 El Haz tangente a una variedad (T(M),TT, M, R ) :

S T(M) = T (M).
ean T (M) Up()

PEM

Tp(M) es el espacio tangente a M en p, VPQ M;
donde M es una variedad diferenciable de daimensidn n.
T(M) tiene una estructura de variedad diferen-

ciable que llamaremos variedad tangente.



En efecto,

"[Q"

Sean TT: T(M) M la funcidén dada por

Sea { (Ui' L’Ji)} iea un atlas de M; luego para
U.
i

VieA, L,Ji:

TT(pr Xp) - P
= n
P, Ty ~ [~ definida por

(p, Xp) ~—— (\Pi(p), Ayr eee an)

puesto que X_ tiene la expresibn

n_ 3
X, = Z‘-ai 8xi £
ee (B0

con respecto a la base { ceee —} de T (M)

definida por la carta local (Vi,qﬁ) de M alrededor de

p.

Se comprueba que la coleccifn {( TThuy) . Py )} ieA
es un 2n- atlas, que define una estructura diferen-
ciaple de T(M). (Ver [2 ]).

Es f&cil ver que T (M) es un espacio de Hausdorff
con base numerable. Por lo tanto, T(M) es una
variedad diferenciable.

Un atlas para (T(M),TT, M,HJD) se obtiene de la
Mmanera siguiente.

La imagen de TT-%UI) por Vﬁ'es un abierto de
ﬂJ"xﬂ]"y ademés, este abierto est§ incluido en el
abierto ‘Pi(Ui)XﬂQ? Luego, se tiene la composicibn

(Yt x1)e® , definida como:



.1.4

-
Py Wi x 1
-1 1
T w) — Y;(u.)x R — ~u, x Q"

(p’xp)/\r(Wi(P)’al’ T an)’\r(p,al,...,an)

es decir ' =( Witx ey, s TThu)—u, x R

(Pr Xp)’\-r(P,alr .. ran)

se verifica que el siguiente diagrama es conmutativo

- P
miu) ——=u;xp"

Luego {(Ui’q):{)} jea €S un atlas para (T(M),TT, M, D")

El grupo estructural de un haz fibrado.

Sean ¢= (E, p, B, F) un haz fibrado y (U ,LPQ(),
(Up 0 lPﬁ) dos elementos del atlas de § tales que
De la condicibén p o \p:(x,y) = X se sigue gque

-1
lppolpdes un homeomorfismo que deja fija la primera

componente X de cada (x,y) € (Uy (\Uﬁ ) x F.

En efecto:

sea &pﬁ(tp:(x,y)) = (a,b) € (UyNUp) x F (1)



Como (Ug ,LPO() vy (Uﬁ ,Lpﬁ) son dos elementos del
atlas del haz que satisfacen respectivamente 1la
condicién po \p(;i =TT, yDpe tp;—rl'i; entonces
p “n1°£y p _TT1°‘Pﬁ .

Ahora aplicandoTT,a(l) y simplificando Se

tiene x = a.
-1
TenemoS adem&S que : P~———3= F e5.
R S A
un homeomorfismo. Luego (\pro \g"': ) (y) = b

Por tanto o Gx,¥) = X Up 0P ) (¥)).
Sea ahora Spd\x) = kPP;" ° \P‘,:x
Entonces L&c(ﬂ(“(x,y) = (X, Sp,« (x) (y)) y resulta
que Sﬁo((x) eS un automorfismo de F.
Por consiguiente, la tranSformacién LPPOLP‘:' que

es el cambilo de carta, define de manera natural una

funcidn (jpo(:
SM: x ) Vg ——> A(F)
donde A(F) es el espaCio topol6gico de los homeomor-
fismos de F.
A las funCclonesg 9}30( se leS llama 1las funcilones

de transicidn del haz § .

Sea K ={gﬂd(x)eA(F)/X € Uy 0 Uﬁ +¢}, donde (A(F) ,0)

eS el grupo que llamamoS El Grupo de loS automorfis-

mosS de F.



Sea G el subgrupo de A(F) generado por K. Al
grupo topolbgico (G asociado en forma natural con

el haz % se llama el grupo estructural de § .

Proposicidn 1.1.1

Sean Uy ., UP y US" vecindades del atlas de§,

tales que Uy N Up N Up 4+ ¢ . Entonces para
xe:Udr1L¢(\l)f se satisfacen las siguientes propie-
aades:

(a) g,‘,P (x) gpd(x) = Jpy (x)

-1
() ggp (x) = [9p« (x) ]
(c) I (x) = In
Demostracibn.

Es inmediata utilizando las definiciones. f}

Veamos cual es el grupo estructural de los haces

fibrados en los tres ejemplos anteriores.

En el haz producto (Bx¥, p , B, F), como el atlas
consta de un solo elemento (B, IBxF)’ se comprueba
gue tenemos una sola funcibn g de transicidn de B en
A(F) definida como g(x) = IF’ \7x€:B y por tanto
G = {IF}
n

En el haz (Sn, p, P, ZZ)’ la fibra tipo es Zz— {—1,1 }

Se comprueba que:

A(Zz) = { I,f } ; donde I es la identidad

y f estd definida por f(1) = -1y f(-1) = 1.



Sea la aplicacidn;
P : A(Zz) ————— 22 definida por
(I =1

P(£) -1

Se comprueba que f es un isomorfismo.
Por tanto, podemos identificar A(Zz) con Z,.
Solamente hay dos posibilidades para & ..
G = Z, 8 G = { 1 }
puesto gque los inicos subgrupos de 22 son 22 y {1} c
Concluimos que:
G=1a(z,) 5 G-= {I}
Los subgrupos de A(Zz) son A(Z,) y {I} .
Probaremos a continuacidn qgue:

G = a(z,) = z,
Sean (Ui’(Pi) y (Uj,le) dos elementos cualesquie-
ra del atlas del haz y gji la funcidn determinada por
. -1
P;NP;°-
Supongamos gue [x]eUif\Uj con la condicién,

gue x € (UZ/\ US) (x podria pertenecer a U; N U; o

- - : + +
bien a Uif\ Uj o bien a U; N Uj).

Esto implica gue:
95 | [%x]) = -1€ a(z)
Como (> solamente puede ser z, 6 {1}

Entonces G~= 22
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Con el objeto de calcular el grupo estructural del haz

fibrado tangente de una variedad diferenciable recor-

demos:

(1) Cada carta local (v, q) ) de una varledad diferen-—
ciable M alrededor de p define una base del espa-
clo tangente Tp (M) .

(2) Sean ahora (Vg ch() y (Vg ,L')ﬁ) dos cartas
Llocales dei atlas de M, con Vo((\Vp= ¢ . Para
P € Vy N Vﬁ , la carta local (Vg ,Yy) define una

pase {(-58-; )} de Tp (M) y 1a carta local (VP,l{Jp)

1p
define otra base {(—8— ) de T (M).
8y;/p E
3
Entonces las componentes de X _en la base {(—-—) , Se
p oY;/p

optienen a partir de los componentes de Xp en la base
{(58;1)13} por medlo de la matriz jacobliana del cambio
-1
de coordenadas qu: o L})o( » (Ver [1] ) .
nh

Ahora, en el naz (T(M),TT1, M, @ ) consideremos
dos elementos cualesquiera ( Uo( . \.|J°( ) v (UA')WP) del
atlas de M tales que Uy N Up =+ ¢

] '
Sean (Uy , \Po() y (UP . \PP ) los elementos corres—

pondientes en el atlas del haz fibrado tangente y

{ o) ,,-,,——a—} ' __@__’,__8_} las bases de
RN Oxp Y O Yn

Tp (M) , determinadas por las cartas locales (Uy ,LPO() ,

(Up ’LPP) para cada p € U, N Up -



Si xp € TP(M), entonces se tiene:

n a n a
xp= ;xp(xi)(é_i) 7 Xp= pr(yi)(—évi)

1=1

Se deduce f&aciimente gue la funcadn

Gpu'®) = Bpp ()

actfia de la siguiente manera:

(jﬁu((p) (X (%) p e s X 0x)) = (X Ly ) pee e X Uy

Hemos visto gue esta funcibn es precisamente la dada

por la matriz jacobiana del cambio de coordenadas

-t
LppO\P« *
Luego gpd(p) = (d(\PPo\Po("))

Entonces el grupo estructural de este haz es el
grupo lineal GL(n, B ).

Definici6bn 1.1,2, {definicibn de Haz Fibrado)

Un haz fibrado § = (E, p, B, F, G) consta de lo
siguiente:
a) Tres espacios topolbgicos E, By F.

b) ©Una funcibn continua p de E sobre B,

c) Una coleccién {(Qii,wa)}dende { Uy }deA

un cubrimiento abierto de B y para cada o€ A

es

-1
Lpo(: P (Uxg )—— Uy x F

es un homeomorfismo tal que el siguiente

- 11 -



d)

e)

)

- 12

diagrama.

p(Uy) =

\R* deir
T,
Ux

es conmutativo, es decir poLP;l =TT, , donde TT,
es la primera proyeccidn.
Un grupo topoldgico G y una accidn efectiva por
la izquierda G x F——F.

Sean o(,PeA, tales que Uy N Up+¢. Entonces
para Vx € Ux N U,B , el automorfismo de F,
gﬁa((x) - L‘%,x"\gt:' coincide con un elemento

de G,

Las funciones de transicidn 9P°<

9}’:0(: Ug N UP-————» G

son contlnuas,
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Haces Vectoriales,

Definici6én 1.2.1.

Un haz fibrado § = (E, p, B, F, G) se llama un haz
vectorial si la fibra tipo F, es un espacio vectorial
sobre los complejos o sobre los reales y el grupo G, es
un grupo de transformaciones lineales de F. En este

caso la estructura de espacio vectorial sobre F se puede

trasladar a cada FX = p ~(x) de la manera siguiente:

Sean U;, U, € F_, X € Uy , A, A2€R o C; se

1!
define AU, + AU, por:

AU+ ALY, = LP;'; (ka\Po(,x U + 2 \P,;(,x(uz))

se comprueba que la definicibn es independiente del

elemento (Uy 4 Py ) del atlas, gue se use.
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1.3 Transformaciones de Haces y Equivalencias,

1,3.1

Transformaciones de Haces,

Definicifbn 1.3.1.3.

Sean §' = (E, p, B, F, Gl yNQ = (E', p', B', F, G)

dos haces fibrados con la misma fibra tipo y el

mismo grupo estructural. Denotaremos por (Uy,\, )

y (Up LP;& ) elementos del atlas de § y N res-

pectivamente. Una transformacibn de haces fiprados

h: § ——*Yl es una funcidn continua h: E ——> E'

gue satisface las propiedades siguientes:

a)

b)

c)

Para cada x € B, la restriccibn hX de h a la
fibra FX y €s un homeomorfismo de Fxsobre una
Fo de E', Se sigue de esto gue h induce una
funcibn continua h; B-——>~ B'; tal que
p'o h = hyo p.
H' ) .

Para cada X € Uy NN, (UF’ ) el automorfismo

ij;'x oh oY, x : F—— F con x'=h(x),
coincide con un elemento de G.
La funcibn h/s:x‘ Uk N h:,,1 (U;5 ) — G,
aefinida por:

1 -
hpa (x) = LPPx °hx°iPd"x es continua.

Propociciin A== i,

Ssi h:§————>— Tl y h : T\——-——*— €©-son transformaciones

de haces, entonces he h:%———*e'también es una transfor-

macibn de haces, Aaemas la identidad I:§ - § es una



transformacibébn de haces,

Demostracibn:

De la hipbtesis, utilizando las definiciones se
deduce que h' © h es una transformacién de haces.
Obviamente, I: §-——->§ es una transformaci6n de haces.O

1.3.2 Eguivalencia de Haces.

Sean §= (E, p, B, F, G) yq = (E', p', B,
F, G) dos haces fibrados con la misma base,
fibra tipo y grupo estructural. Como la accibn
de G en F es efectiva, G se 1dentifica con un
subgrupo de A(F). Por lo tanto, cuando se dice
gue dos haces tienen la misma fibra tipo y el
mismo grupo estructural, debe entenderse que la
accibn de G en F es la misma en ambos casos

Definici6én 1.3.2.1.

Dado dos haces % )rTlcon la misma base, fibra

tipo y grupo estructural. Se dice gue § es equivalente
a TLy se escribe %N T\, si existe una transformacibén de

Ty —— = .
haces h % M tal que h = I
Lema 1.3,2.,1

La relacibn nd es una relacidn ae equivalencia
sobre el conjunto de todos los haces fibrados con la

misma base, fibra tipo y grupo estructural.



Demostracidn.

La transitividad y la reflexividad de la relacibn
NJ) sé sigue de la proposicibn 1,3.1.1.
Para la simetria hay que mostrar que: Si § nJ71
entonces Tlru § .
Por hipdtesis:
§ M siy solo si J una transformacién

h de § en Y| tal que hO = Ig

Por demostrar: Y’LN§ O sea 3 g: E'—=E transforma-
cidn del haz M en el haz § tal que g_ = I..
F&cilmente se comprueba gue h es biyectiva.
Demostrdremos gue g = h—l : E'Y—>—E es una transforma-
cibn de haces.
] [ ]
Sean (UP r Pp ) ¥ (Uy + P, ) elementos del atias de
Yy respectivamente; tales que U u'
1 o B
c . 3 ~4 { -1
Para cada x€ Uy N UP , la aplicacién kpo()x ohy °(kPP’x)
. L =1
es claramente la inversa de (ﬂ%x°‘1x°q§x.
Como h es una transformacién de haces, para cada
xe b , la restricciébn hX de h a F, es un homeomorfismo
de F_sobre F_; luego la inversa de h_, que es h_l es
X X X X
un homeomorfismo de Fx sobre Fx.

Ademés h;l - I puesto que h_ = I

BI

_l X
Entonces hO es continua,

16



S

T =1
Por otro lado, como para todo X € U, N Ub s LPp.,x"hxo \Pa(,x

R ~1 -~
coincide con un elemento de G, entonces ‘&(,x"hx °(‘?g'g,x)

coincide con un elemento de G; y puesto que ho(x) - X
se tiene que x = h;l (x),

:,(1}4 : [je' N Uy—>G dada por
h-l ( ) N tp oHl O(LP. )—‘ .
«p X) = Ty x Px px} es continua.

Ahora, la funcién h
Probemos ahora la continuidad de h—l.
La restricclidn de h—1 a (p‘)—l(Uk N 2) la podeémos
répreésentar asi:
n~t(u) X, (h e ()0 Ppx) (u'))
_LPO( ,\4F,x px) (ul)),

donde x = p'(u').

Ahora de x = p'(u') se deduce que:
-1 1 -1 4
u'€ (p') " (x) =Fx§(p) (Uﬁ(\Uq‘).
Sapemos que:
L =)
kpd-p (UgnUp) — U,nUpxF , por lo tanto

l«P;: UdﬂUPuF —_— p"(UdnUP)
Ademas:

hi;F,(X)o qﬁ,x 3 Fx~—ﬁ>-F es un homeéomorfismo.
Como y' € FX, entonces (h—]g,(/& (x) O“Pp,x ) (u')€e F;
-t -t s =
luego ("’(h«{s(’” °Pp, )V ) e pt(Uan Ug)
como u' € (p';”l(ujg N Uy ), entonces h' (u') e p * (UUp) ;
luggo h..l estd bien definida.

1

nt restringida a (p') (Uf'a N Uy) es continua por ser

una composicibn de funcliones continuas.



Como los abiertos (p')Fl

(qk N Uyg ) cubren a E'
y el cubrimiento es abierto, se sigue que h'-l es con-
tinua, por ser una funcidn de pegamento.

Se sigue f&cilmente que h_1 induce una funcidn

continua h;l de B sobre B tal que:
poh_i - h~1

es decir p<>h_1 - p'

Proposicibn 1.,3.2,2.

Sean § y §' dos haces con la misma base, fibra
tipo y grupo estructural y h:f" " f'una equivatencia;

es decir h es una transformacidn de § en §'tal que
hozIB. Sea {(Uq7kpd ,}

' ' el atlas de &'
{(Up1q?)}pex
sea por Gltimo th Uy N U'ﬁ ~ioemdd= G las fun-

el atlas de § y
o EA

ciones dadas por:
1 -1
th (X) _3 th.x o hx ) \‘Py),x
Entonces:
hyg () = @Gy, 00 xe Uy nUpa Uy
(%)

v '
hi’& (x) 9!;}'?‘(’0 hpd (x) X€ Udf‘Upn U N

Demostracibn:

Es inmediata utilizando las definiciones.c}

- 18



A la clase de eguivalencia de un haz § bajo 1la
retacibén ~~ la denotaremos con[§] v a[§] también lo
llamaremos un haz.

veamos algunos criterios de equivalencia en térmi-
nos de vecindades coordenadas.

Proposicibn 1,3.2.3.

Sean§ hY ?' dos haces con la misma base, fibra tipo
Y grupo estructural, Entonces § es equivalente a g' 0

si y solo si existen funciones continuas.

th :Uo({\Ulé- - G
que satisfacen:

ht‘a(()()= hrpﬂx)cjpd(x’ sy XE€ Uﬁ(n Upnulr

hxu(x)=9'tp(x)hpo((x) ’ erdnUP‘hU'x.

Demostracibn,

'
supongamos que g es equivalilente a §

Sean {(Uc( r Py ) }o(eA
{(U'P,LP‘;) }pEA‘ el atlas de §'= (E', p', B, F, G)

el atlas de § = (E, p, B, F, G) y

Por la proposicibén 1.3.2.2. se obtienen las funciones

hpo( con las propiedades dadas.
Supongamos que son dadas las funciones continuas

h/;q tales que:

hpa (x) = hgt (x) Yo (%)

hpd (x) = glpg (x) hyy(x).

19



construiremos una equivalencia f:§ - §' , es
decir una transformacibn f: E —— E' tal que fO = IB.
Consideremos para cada € A y ¥€ A' tales que

Ux N U!'i" = ¢ , la funcidén

2% p Ny ) —> ) T, ooy )

definida por:

-1
£ (u) = (@) (X, hpo (%) (1))
con x = p(u).
Como x = p(u) se tiene que ue p—l(x) = Fxgp—l(UdnU;.) .

htd(x)olPd’x : F_—F es un homeomorfismo, donde

i
htc((X) "kpf,x o h,< o k()‘*'x
Ahora, como X€ Uy (\Uk. Y hgy(x) Py ,x (W) € F;

entonces (X, hyg () Py x (u)) € (Ux N Ugp ) % F;

-1 -
luego (Pp) ~ (x,hpg(x) Py 5 (W) € (') (Uxg N UL )
Asi tenemos que ffd estd bien definida.

f ba sobre la fibra Fx es inyectiva; luego para

¢ =
Vxeuvenuy % prgnuy ) — ) Hgnug )

es biyectiva.

Ahora como:

SN —

1% ()7 e i x Chipg (0 9, ) 0 Uy Fy — (B (U n U

resulta continua, por ser una composicidn de funciones

continuas;



luego VU ep_l(Ug( N Uy ) tal que x = p(u).

ffo( (u) = ((P:()_l(X, Do (%) Wy x (W) es continua,
Como f‘h( es inyectiva; entonces existe la inversa
(fﬁ‘)—1 : (p')—l(Uo( NUg ) ——»—FX gue est8 definida
por:

(£34) "Ly = tp;"x o Mgy (x)o Py (U
Con p' (u') = x.
(ft"()_l es continua para cada x € Uy N Uft. .

L

Luego f es un homeomorfismo que lleva fibras

sobre x en fibras sobre x.

51 Uy N UF’ N Ug_ +* ¢ ; se comprueba ficilmente gue

las funciones ft‘c( y £ ¥ coinciden en su dominio
-1
comn p “(Uy NUp N U ).

Tenemos asi gue para cada miembro p—l(Ud A U;I')
de un cubrimiento de abiertos del espacio E es dado una

funcién ffd continua en el espacio E', tal gue:

/

£

{i‘a( }tP/

(U Up a Uy) ,:MP"'( Ug 0 Up N Uy)

para cada par de miembros p—l(Ud NUY), p—l(Up N Uy )

del cubrimiento de E. Entonces podemos definir una

- 21 -
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funcibn llamada de pegamento.

f: E—— E!
u T~ f(u) = frd(u),uep—l(Udf\Ug. )

Como el cubrimiento es abierto, la funcidn de pega-
mento es continua y como cada ftd es abierta, entonces
f es abierta. Luego f es un homeomorfismo de E-—E"';
es decir, las funciones fr‘x definen un homeomorfismo
t: E——>E' que lleva fibras sobre x en fibras sobre x
e induce la identidad en la base comfin.

Adends para todo x€U, NUgx , el automorfismo

LS -1
'-P&XOF OLPGU‘: F —————» F, fo(x) - X.

coincide con un elemento de G y la funcidn

T -1
I3 3 '

hi.a(:Uc({\Ug. ~—» G, definida por hfﬂ(x)mkpx‘,x o f oLPoL,x es

continua; luego f es una transformacibn de haces, que da

]
una equivalencia entre § y § 0

Proposicibn 1.3.2.4.

Sea § = (E, p, B, F, G) un haz y {(Uc(,\Pd)} su atlas.
Sea {U;',} un refinamiento de {U,,(}, es decir {U’,'3 } es una
cubierta abierta de B, tal gue cada U'P estd contenida
en algln U, . Para cada U'/’ consideremos todos los Uy

vl
gue lo contienen y definamos LpM:p (Ug ) ——>— Uy x F

Sk
como la restriccidn de kf".( ap (U;) ).
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La coleccibn de todas las parejas (U"P 7 LP;;.Q() , de-
finen yn nuevo haz §. con el mismo espacio total, pro-
yeccibn, base, fibra tipo y grupo estryctural gue § .

'
Entonces § es equivalente a § c

Demostracidn.

Inmediata utilizando la proposicidn 1.3.2.3.&

Corolario:
Sean yTLdos haces con la misma base y sean
'
{(Uo(,‘-Po()}y {(Ub,\?P )} losatlasde§y7\
respectivallente.

Los abiertos de la forma Ug N U,'e . son un refina-
miento comin a las cubiertas {Uc‘} y { Up } .

La coleccibn de las parejas (Udf\ Ulﬂ 0 LP"b,ol)
define un nuevo haz (?‘ y la coleccibn de parejas

(Ug N Ub ,LP;P ) define un nuevo hagz Y‘(' .

. § (]
Entonces ?N§ y \‘(N n
) . .
I.os haces § Yy Yl" tienen las Mmismas vecindades

coordenadas { (Ugq N Up )} .

Proposicidn 1.3.2.5.

Sean% y Q dos haces con la misma base, fibra tipo,

grupo estructural y vecindades coordenadas. Sean

{ g/ao( } Yy {g};q } las funciones de transicibn de § yT(
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respectivamente. Entonces § es egquivalente a YL si y

solo si, existen funciones continuas )\d: Uo(———b- G,

tales que:

G (X) = Ap ) gpy () 7\;'( (X), xe Uy N Ug.
Demostracidn:

Sean {(Uo( 3 P )} el atlas deY]. Sea x€ Ug N uy.

Como %&q y<%éd son funciones de transicidn; ademés
'Ap(x) y )\o‘(x) son funciones continuas de F sobre F,

es decir Ao((x), )\P(x) e G.
Entonces A:((x)e G porgue G es un grupo; luego 'x&(x)
es una funcidn de F sobre F, y por la tanto gk“ estd
bien definida.

Supongamos primero gue § es equivalente aTl, vy
sea h:§‘ —b’q una equivalencia. Por la proposicién
1.3.2.3. existen funciones continuas %54 : qxj\ QA——+—G

tales que:

hpo (x) = hpt (x) 0 Gea(x), x€ Up N Uy N Up
hpo (x) = ghp o hgy(x), x€ Up N Up N Uy
Def inamos '}\«: Ug—>G por
Au(x) = hgo(x) = Py ohyo O,
)xo( estéd bien definida, puesto que h es una equivalen-

cla.
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-1
Ahora resulta que A x)o A (x) = g’ X) .
g P(x)oﬁpd()o o (X) = gg (%)
Reciprocamente,
Supongamos ahora gque sonl dadas funCionhes Continuas {kq}

que satisfacCen la igualdad

9lp o (X) = Ap(x) gy (x) Ay (%)

Definamos h* : p—1 (Ug ) —> (p')_l(Uo() por

1

R () = (Qg) " (x) Ag(x) P, (W), x = plu).

Se Comprueba facilmente que h® estd bien definida y

que h™ sobre la fibra FX es biyeCtiva, Como h* es

biyectiva, existe la inversa (h* )—1,
of \ -1 -1 .o
(th™ ) 7 (p") (U )—-—-——>-FX estd definida por
-1 = -1 [ '
(%)) = L e Nylx) e Wy x (u); con
p'(u') = x.

(h°()-_1 es Continua para Cada x € Uy, .

De aqul resulta que h® es un homeomorfismo que
lleva fibras sobre x en fibras sobre x.

Tenemos asi que para cCada miembro p'_1 (U )
de un Cubrimiento de abiertos del espaCio E estd dada
h%

una funciédn continua en el espaCio E', tal que:

'5 .r’F

hd
F'UanUp) /B (Uan Up)
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para cada par de miembros p-l(Ud ), p—l(Up ) del cubri-
miento de E. Entonces podemos definir una funciodon de

pegamento h ,

h : E —~ B!
& -1
u” ~——nh(u) = h™ (u), uep (U }

ComO el cubrimiento es abierto, la funcidén de
pegamentO es continua. COmO cada h* es abierta; enton-
Ces h es abierta.

Luego h es un homeomoOrfismO de E sObre E', es decir
las funciones n* definen un homeomorfismo h: E —= E'
gue envia fibras sObre x en fibras sObre x e induce la
identidad en la base comGn.

Ademis para todo x € U, el automorfismo

O x © n® e Wy F——>F; h, (x) = x.

Coincide con un elemento de G; y la funcidn

hdo(: Uo( ——>» G, definida poOr

' o -
hyo (X)) = l-P‘,(',( ch oW, . es continua.
LuegO h es una transformacidén de haces tal que

h =1

5 B’ es decir la funcidén

h: E(§‘ R —— E'(rp definida por

h -1 = h®  es una equivalencia
p  (Ug)

entre § yTl. o
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Nota: Recordemos gue el haz producto (BxF, pl, B, F)

tiene grupo estructural G = {IF} y el atlas consta de
un solo elemento (B, IBxF) . Este haz lo denotaremos
por:

(BxF, pys, B, F, {IF} )

Corolario 1.3.2.6.

-

Sean §= (E, p, B, F, 6) un haz donde G = {IF} .

Entonces § es equivalente al haz producto (BxF, Py B, F,

{IF} 5

Demostracidn:

Sea T( el haz obtenido a partir de (BxF, p', B, F,
{IF} ) al considerar un nuevo atlas {(Uo( ,\Pd)},doznde
{Ud} son las vecindades coordenadas del atlas de % y
para cada &, Py : p—l(U,,( ) ——— Uy x F es la iden-

tidad. Sabemos que TLN(BxF, p', B, F, {IF })
Por otro lado si definimos >\o(: U . {IF} para
cada & tal que:
-1
gf';q(X) = XF(X)g,BO((x) Ao (X), x€U4 N Up

Por la proposicidn 1.3.2.5, se sigue que §NTL
Por lo tanto %N (BxF, Py B, F, {IF}) por el lema

1.3.2.1.

=5
Y
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Extensifn del Grupo Estructural de un Haz.

Proposicibén 1.4.1.

Sean § = (E, p, B, F, H) un haz fibrado con grupo estruc-

tural H, donde:

H es un subgrupo cerrado del grupo topolbgico G.
Supongamos que P:: GxF »— F es una accibn efec-

tiva tal que la restriccidn
)
M axr = Joi BXF —>F

Si consideramos las funciones de transicidn Ipw
de § , obtenemos un nuevo haz i}- (E, p, B, F, G) gue
difiere de § sblo por el grupo estructural.

Demostraci6n.

Consideremos el atlas {(U“_,q&)} del haz fibrado §
AEA
las funciones de transicibn 3] Up —— H.
y ‘5/5« « N Up

Definamos 9 2 Uy N Up -—('ié:(-»-H -——L—* G por

Fpu~ L ° Gpu
donde i es la inclusibn.

Sean Uy , QF y Ug vecindades del atlas de § p

tales que U“{\UP N Uy = ¢ se comprueba f&cilmente que

para x€U°(f\UP(\Ut- .



s

Se cumple:
C—’r,é’{) - Yeu = G0

gm(x) - I

Tenemos que, como xX€& Uy N Uﬁ con o(,lb € Ay
_gﬁo((}{) € A(F), entonces G es el subgrupo de A(F) gene-
rado por los @ (x).

gpq
_ - v
Por otro lado, como gpd(x) LPP,XO LPo(,x Xe Udn Up

entonces G (¥X) = (Lo SPDK)(X) = i'(gﬁc((x))

P
= Qe YD
es decir gp«(}{) es un automorfismo de F que coincide
con un elemento de G.

Las funciones de transicibén 8 d: Uy N UP — G
son continuas.

Entonces G es el grupo topoldgico asociado en
forma natural con el nuevo haz §G= (E, p, B, F, G).

En este caso se dice que § admite una imagen en

G y el haz §G- se le llama la G-imagen de § 2

Sea T(- (E', p', B, F, K) con la misma base y tibra
tipo que § y donde K es tambi&n un subgrupo cerrado de
G. Claramente tiene tambi&n una imagen en G.

n gen N en G- gy

Definicién 1.4.1.

Se dice que es G-equivalente a si & Y

q § g Ll %G QG .

donde T‘(G— (E', p', B, F, G).
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Definicibén 1.4.2.

Se dice que % = (E, p, B, F, H) es un haz
G-trivial, si § es equivalente a la G-imagen del haz

producto (BxF, Pyr By {IF} ).

Proposicidén 1.4.2.

Sea H un subgrupo cerrado del grupo estructural G
Yy §= (E, p, B, F, H) un haz gque admite una imageng en
G
G. Entonces§ es G-trivial, si y solo si, existen

funciones continuas A : Uy —>G, tales que:
Xp (x) A
Gpu) = Ap () Ay (), x€ U N Up
donde las {Spo(} son las funciones de transicidn de

Demostracibn:

Tenemos por hipbtesis: § = (E, p, B, F, H)
fG': (E, p, B, F, G)
Sabemos gque:

f es G-trivial si y s6lo si §GN a la G-imagen del
haz producto.

Sea'Y\ el haz que se obtiene a partir del haz
producto (BXxF, Pqyr B, F, {IF} ) al considerar un
nuevo atlas {(Uq r P ) }qu donde {U“ } son las
vecindades coordenadas del atlas de § y para cada o,

lPO(: le (Uyg ) —> Uy x F es la identidad. El haz



es (BxF, p;s B, F, {IF} ) . Sabemos gue YlN(BxF, Py

B, F, {IF} ).

{IF} es un subgrupo cerrado de G.

Como G actfa en F por la izguierda de manera efec--
tiva, se tiene la G-imagen deYl ; esta e571G_, donde
e = (BxF, p;, B, F, G).

Como'{qu } son las funciones de transicibn de % g
entonces.{gﬁd}constituyen las funciones de transicidn

donde G =1i-°
de §é , donde 9pd SF“
En el haz producto solamente existe una funcibn de
transicidn 5 : B————r-{IF,}
E1 haz Tl est8 provisto de la misma funcibén de transi-
cibén 9 .
—_— ]
Luego la funcidn de transicibén de YzGes {SP& }
—_— .
{un solo elemento), donde Sﬁ* = L°9 .
o - 9 L
ﬁpo(‘ LeG =y, N UP—-»{IF} ——G

Los haces %G' y YIG tienen la misma base, fibra
tipo y grupo estructural y vecindades coordenadas.

Este caso constituyen un caso particular de la
proposicidn 1.3.2.5.

Entonces

§ ~/ Q si y solo si, existen funciones continuas
G 1
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A

—_— _— dJ
Uy — G tales que: 9/3“:: 1}3 (%) 9P°‘ (x) ?\d (x)

lo que se comprueba fé&cilmente. ;=

4

- 32 -
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Teorema de Existencia y Unicidad de un Haz, dado un

Sistema de Transicidn.

Sistema de Transicidn.

Sea g un haz con atlas {(U )} . Podemos
LA TR AN
considerar que el espacio total El( ? ) estd formado por
piezas Uy x F, pegadas entre si de acuerdo a ciertas
reglas. Estas reglas son precisamente las funciones de

transicibn Uy N Uy —> G.

SPQC

" Vamos a ver gue las {9P°(]' junto con la accidn de G

en F, determinan a [%] W

Definicibn 1,5,1.

Sea B un espacio y G un grupo topoldgico. Se llama

un sistema de transicidn en B con valores en G a una

coleccibn {Uc( ’ ije( }o( Adonde las Uy forman una cubier-
€

ta abierta de B y las g;m( son funciones continuas
9/50(‘ Uy N UP . G
tales que para todo x € Ug N Up N Uy¢ se cumple

5&,&(}() 9p°((x) = Gy )

o(n((x) IF.
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Teorema 1.5.1. (Teorema de Existencia y Unicidad):

Sea {(Uo( 0 99'*)}u;eA un sistema de transicidén en B
con valores en G y supongamos gque G actfa por la izquier-
da y efectivamente en un espacio F. Entonces existe un
haz % , con base B, fibra tipo F, grupo estructural G y
funciones de transicidn {SP‘,\} . Adem&s este haz es

Gnico salvo equivalencia.

Demostracidn:

sea D =\ __JUy x F x{o(} la unidn disjunta de los
X €A
espacios Ug x F x{o(} . Cada uno de estos tiene la
topologia producto.

El conjunto A de indices tiene la topologia discre-

ta. Sabemos que
BxExA =2 Uy x F x{o(}.

Luego Ug X Fx{o(} es abierto en BxFxA.

vamos a proveer a D =°&{U°( x F x {o( }de una topologfia,
de la manera siguiente:

un subconjunto V de D es abierto, si y solo si

V(\ U xe{o(} es abierto en Uy xe{o(}para

Vo(eA.

Ahora definamos en D la siguiente relacibén binaria.

X,y,eL) NV (x',y',F ) si y s6lo si x =x', y' =SP“(X)Y
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Se comprueba que esta relacidn es de equivalencia.

Sea E el espacio cociente de D bajo esta relacibn,
es decir E ~ D/ ¥y q_: D~———E la funcién cociente.
Los puntos de E los denotaremos con {x, vV, £ }
(clases de equivalencia).

Sea p ¢+ E — B, dada por p( {x,y,o(}) = X.

Sea U abierto en B. Como U £ B; entonces
P—l(U) < E; luego q,—'(p—l (U)) € D; de donde

q:'(p—l(U)) = JVnwux x F x{«})
G A€ A -

luegoQ q (p "(U)) es abierto en D, entonces p (U ) es
abierto en E. Y por tanto p es continua.

Ahora Definamos
LPQ( 3 p—l(Uo()——;—Ud x F, por QP«( {x,v,a} ) =(x,y).
Se deduce que P estd bien definida y es biyectiva.
como \Po( es blyectiva, su inversa \PCZ' estd dada por:
W (ey) = {xy, e} =G (xy, o))

La continuidad de \P;. se sigue de la continuidad de

Para la continuidad de t‘Pc( basta probar que si W

es abierto en Uy x F, entonces para toda /6 € A con

U N UP =f=¢ se cumple gque W)b = q_"'( KP: W)) N UPxe{P}

es abierto en Up x Fx{p}.

1 UNIVERSIDAD DE PANAMA

| BIBLIODTECA




Sabemos que:

LPQ( : Uy X F—— p "(Uy J<E

W77 S—— LP;. (W)

=il

q "t E D

a T (@ (w)eD

Ahora bien WP = { (X,Y,P ) / (qudp(x) y)ew }
es precisamente la imagen inversa de W bajo la funcibn

continua.

UgNUp x F xﬁ———»UP x F
(x,y,p) 7 T (x, g(,(’a(x} y)

Luego WP es ablerto en el subespacio Up x F x{f3}

y por lo tanto q'l(tp;RW)) es abierto en D. Entonces
4&%W) es abierto en p—l(Ud ).
Por lo tanto Y, es continua.
Ademds se deduce que p o k?;.(x,y) = X.
Hasta aqui se ha construido el atlas { (U + Q) }ﬁ_
Luego, tenemos que:
&P:(x,y)e p_l(x) = F

Tenemos (Qx restringida a FX.

De la condicidn I)O%&Rx,y) = x, se deduce que la
restricci6n de \P, a F_ = p_l(x) es un homeomorfismo

\.Pd’x: I F.
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Se observa gue \Pp,xc’kpok.x (r) :9)5"( (x)y ; de donde se
sigue que &Pp,x ° ﬁP:x €G , y gue las funciones de
transicidn del haz § ; gue hemos construido, coinciden
con las {9,64} dadas en la hipbtesis.

Finalmente, sea YL otro haz con base B, fibra tipo
F, grupo estructural G y funciones de transicibn {Spc(}

Def inamos Xd: Uo( ——mmm—yps G, DOY:

- 37 -

Aq(x) = IF € G, para toda x€ Uy y para toda o € A.

-1
Luego gpdkx) = 7\/& (x) SPO( (x) ’)\o( (x),

Por tanto §NYZ @
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.6 Foiriaciones. Deriniciones y Ejemplos.

Definicibn 1.6.1.

Sea M una variedad diferenciable de dimensibn m y

clase cf'. Una foliacién de clase crf y aimensifén n de M,

es un atlas maximalij:de clase ¢' en M con las siguiren-—
tes propiedades:
. M3 m-n
a) 8i (U, p)e F entonces \P(U) = U,xU, < R >R donde
m-n
U,;yU, son aiscos de Ry de [d respectivamente.
p) S1 (U, \P) vy W, Y)E }'son tales que uNvV + ¢ entonces
el cambio ae cartas q)°\P-‘:
Yunv)——- WY(UNvV) es de la forma:
-
(*) Yolp (x,y) = (hy (x,y), h, (y))
Decimos tampié&n que M es foliada por :F, o queGF es

una estructura foliada de dimensién n y clase ct

sobre M.
En la figura que sigue ilustramos el aspecto Local de
una variedad de dimensién 2 foliada por una foliaci6n de

dimensién 1.

P 77 e
E 1
1
-v .
3'{:_—-—!-_ | —— J_)
w(W=uxy, v \\
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Observacibn 1.6.1.

Se observa que

n

h,: P (UnVv ) = 1
(x,y) /’\_y hl(x,y)

es la primera proyeccibn

h2 es la funcidbn que manda y € U2 en

h2(y)€ Erh_n ; es decir:

h2 E U2 - - B

Sealgr una foliacién de clase C' y dimensibén n,
o< n<m de una variedad M de dimensién m .
Consideremos una carta (U,P ) de F tal que

n-n m-n

W) =u,xU, € QxE. R

Definicibn 1.6.2.

-
A los conjuntos de la forma @ (U, X {C}) con C € U2

se les liaman placas de U, o también placas de 13;,



Proposicibén 1.6.1.

Las placas son subvariedades conexas de dimensibn

n y clase c’ de M.

Demostracibn:

Fijado c € U la aplicacibn

2 7
o/

£ = U, x {c} : U, x {c}-———#-U

es una inmersibn difeomdrfica de clase Cr.

En efecto:

Sea pE\Pq(Ul x {c} ). Entonces existe

‘P' = ‘p/U' : Ule—> U"c:ﬂ"xlﬂ""" , con peU'
tal que:
@ (@', x fc}rn v =N R"
Luego f(Ul x {c} ) —\P-Qle {c} ) es una subvariedad

diferenciable.

f es un difeomorfismo de clase C .
Por consiguiente, las placas son subvariedades de
clase C'.
Las placas son conexas y de dimensibén n, puesto que
los conjuntos le {c }=w{(x,c) / XE Ul} son conexos, de

dimensidn n y las cartas\p son homeomorfismos .

40 -
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Ademis si o y P son placas de U , entonces

ANp=¢ o A=p o

Definicidén 1.6.3.

(i
Un camino de placas de X es una sucesidn O(l, . °(K

de placas de ¥ tal que o«j NX35.,# ¢ para todo

Fanrand
Como las placas de ¥ cubren a M podemos definir la

siguiente relacibn binaria:

P R g si y s6lo si existe un camino de placas

O(,,.....,O(K conped; yqged.
Se comprueba que R es una relacidn de equivalencia.

Definici®én 1.6.4.

A las clases de equivalencia de la relacidn R

llamamos hojas de ?F.

Recordemos que:
a) Una aplicaci®dn £ M' —— > N" es una submersién
K Y
de clase C si y solo si xe€ M, D (x): TX(M)—a—Ty(N)
es suryectiva.
b) Sea f : M ——>— N una aplicacibén de clase CK , k>1.

Un punto c € N se dice un valor regular de f si,

para cada p € f—l(c), la derivada Df(p): T (M)—»TC(N)
p
es suryectiva.
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Cuando ¢ € N-f(M), o sea f_l(c) = ¢ , entonces
c es Un Valor regular de f£. 8i alglin c € £(M) es valor

reqular de f, entonces dim M > dim N.

Proposicifn 1.6.2:

Sea c € N un valor regular de una aplicacibn
£:M" — > N de clase c¥ (k > 1). Entonces f-l(c) es
vacio, o bien f_rl(c) es Una sUbvariedad de M de dimen-
sién m-n de clase Ck. Adem&s el espacio tangente a
f_l(c) en cada punto p es el nficleo de f' (p) :Tp (M)—-f-TC(N) .

Ver uUna demostracidn en 16 .

Teorema 1.6.3.

Sea f: Mm————>- Nn una sUbmersidn de clase Cr .
Entonces, para VCEN, f_l (c) es vacio o Una suUbvariedad

de M de dimensibn m-n y clase ct.

Demostracidbn:

Sea ce€N. Entonces f_l(c) = ¢ 6 £'(c) ¢
Si f_l(c) = ¢ entonces ¢ es un valor regular de f.
LUuego estamos en condiciones de aplicar la proposicidn
1.6.2.

Supongamos ahora gue f_l(c) + ¢ . Entonces para

vxe f_l(c), Df(x): T. (M) — T (N), con f(x)=c, es
X (

sUryectiva; puesto gue f es Una suUbmersidn.
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Luego ¢ es un valor regular de f.

Como f—l(c) =+ ¢ , aplicamos la proposicidén 1.6.2;
entonces f—l(c) es una subvariedad de M de dimensibn
m-n y de clase ct.

De aquil resulta que la submersibébn f define una
estructura de variedad folilada de clase C° donde las
hojas son las componentes cOnexas de las superficies de

nivel f—l(c) , ce N .|

Ejemplol.6.1. Foliacliones definlidas por Submersiones

Sea f: !]33-———>-|}Q una funcién definida por

2 2 2
f(xl’XZ'X3) = o (r°)e”3, donde r= VXt Xy Y of 'RA—>R

es una funcién C® tal que K(1)=0, K(0) =1y si t>0
entonces '(t) < 0.

Vamos averiguar, sl f es una submersidn.

Ahora, f es una submersibén si rgpf = dim R

Calculando las derivadas parclales de f en el punto

(0,0,0); se Observa que exlste un menOr de orden 1 de

(Bfto,om 0§(0.00) 950,00
ax, ? Ix%, ? 3X3

asoclada al diferencial de f en el punto (0,0,0) gque no

la matriz jacobiana

se anula.

Luego, -rg(0,0,0)f - 1. Entonces f es una submersidn
de clase C%®.

Entonces para vce ﬂ, f—l(c) es vacio o una sub-

variedad de Ra de dimensidn 2 de clase C<°.



Sea :F'la foliacidn de Elacuyas hojas son los
componentes conexas de las subvariedades f—l(c), celR.
Las hojas de?F'en el interior del cilindro s6lido

2 2
C {(Xl'XZ’XB) / Xy + X, 5; l} son todas homeomorfas

a Wlay se pueden parametrizar por

2 &
- —— C
(xl,xz)e D (X, r%,, log ( (rzg), on ¢>0

]
i
|
I .
(W
£
|
]
t
En efecto:

-1 _ 3 -
Sea f " (c) = { (xl,xz,x3)e [/ f(xl,xz,x3) = C }

Se concluye que

f_l(c) es de la forma:

£ 1) = {(xl,x2, log (——— ))}
o (2
(r7)

44



- 45 -

donde f_l(c) puede estar constituida por una o varias
componentes conexas.

El borde de C, EB(: —{(xl,xz,x3)/x1+x2 = 1} es
también una hoja.

Fuera de C, las hojas son todas homeomorfas a
cilindros.

Ljemplo 1.6.2: Fibraciones

Las fibras sobre x, para todo x€B de un haz fibrado
(E,TT, B, F) definen una foliacibén en E, cuyas hojas son
difeomorfas a las componentes conexas de F. El haz fibra-
do (E,TT, B, F) va a consistir de variedades diferenciables
E,B,F, y de una submersibén TT: E—-——> B tales que para

V b €B, existen una vecindad abierta Ub de b vy un difeo-
morfismo qL;I1TRUb)———*—beF de manera que el diagrama

siguiente es conmutativo.

¥
T (U)o UpaF

donde TT, es la proyeccidn en el primer factor. Las

fibras del haz fibrado son las subvariedades'TT—”kﬂ ,b € B
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Un ejemplo importante de esta situacibn est& dado

por el teorema que sigue,

Teorera 1.6.2.1. (de la Vecindad tubular).

sea NcM una subvariedad C' con r > 1. Existen
una vecindad abierta T(N) 2D N y una submersidn Cr,
1T : T(N) ——>— N, tales que TT(g) = g para todog e[N
Si la codimensibén de N es Kk , entonces T(N) puede ser
obtenida de tal forma que (T(N),TT ., N, Bk ) sea un haz

fibrado. (ver 16 ).

Ejemplo 1.6.3: La foliacidn de Reeb de la esfera unita-

. 3
ria & .

Consideremos la submersidén del Ejemplo 1.6.1.

f: D2 x R

2
R , donde D es el disco en el plano, dada

poxr f(xl,xz,x3) = X (r) ex3, desde ahora X (r) es la
funcién,
1
X (r) — exp(-exp ( 5—) )
1-r

/ 2 .
Sea F la foliacidn de D° x [H cuyas hojas son las
componentes conexas de las subvariedades f_l(c),c:eﬂq.

Las hojas de‘37 en el interior del cilindro s6lido

2 2 2
p° x A = { (xl,x?_,x3) /gt x, <1 } se pueden

parametrizar por:
]

(x,,%,) € p? =X Xy, e-r?2+ p); beR
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!
Luego f—l(c) = { (Xl’XZ’ e -T2 1+ b) } , con b = 1ogeC

Es decir, la foliacibdn definida por f tiene como

= exp(——s )+ b,

hojas las grdficas de las funciones x -

3
beR y se extiende a una foliacidn C% ae 033 cuyas

2

hojas en el exterior de D™ x {4 son los cilindros

x] + x5 =r", > 1.

Esto significa que al definir una relacibdn de equiva-
lencia entre los elementos o puntos de las bases o tapas
de un cilindro finito D2 X [0 ’ 1] , la foliacibn es

compatible con la relacibdn de equivalencia.
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En D2 X [0 . l] identificamos los puntos del borde
(de las tapas inferior y superior) de la manera Siguiente:
(X1:%,,0) = (y;,¥,,1) siy s6lo si (x5,x,) = (y;,¥,)

Luego podemos pasar a la variedad cociente

D2 X [O,l] —- + que es difeomorfa a D2 x S' VY como la
2

foliacidén definida en D° x ! es invariante por trasla-
ciones a lo largo del eje x3, ella induce una foliacidén
’3?l de clase C° de D2 x S'. Estd es la llamada folia-
cidn de Reeb (orientable) de D2 x S'. En esta foliacidn
el borde a(szS') = S8'XS' es una hoja. Ademés todas las

otras hojas, en el interior de D2xS' son homeomorfas a
2
R Yy se acumulan en el borde.

En la foliaci®n de Reeb no orientable, se ha definido

el primer lugar una relacidn de equivalencia en sz [0,1]

de la siguiente manera:
(X10%5,0) O (¥, ¥, DD (x,%,) = (¥,-Y,)

Entonces el cociente sz [O,l] /Gu serd una varie-
dad no orientable de dimensidn 3, k3; cuyo borde es

difeomorfo a la botella de Klein:

Como esta identificacidén preserva la foliacidn de
szlﬂ , esta induce una foliacidn R de K> llamada 1la

foliacidén de Reeb no orientable de k3. Las hojas de R

en el interior de K3 son todas homeomorfas a ﬂQa y el
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borde de K3 es una hoja.A partir de dos foliaciones de

2 ..
Reeb de D“xS' podemos obtener una foliacién C® de la
esfera S3 de la manera siguiente: La esfera

4
e 4
ST = > X; =
{(xllx2Ix3lx4) € ﬂ: Z l 1 }

1=

puede considerse como la unidén de dos toros sblidos
Tiw"-iszS' , 1 = 1,2 identificadas a lo largo del borde
por un difeomorfismo que lleva meridianos de o Tlen
paralelos de aTz y viceversa. ver [4]

En la construccibn de la foliacibén de S3, considera-
mos la foliacidn que resulta de unir dos foliaciones de
Reeb de T, v T, donde O T,= 3 T, es una hoja. Asi

3
obtenemos una foliaci®én de S de codimensibébn 1 llamada

foliacibn de Reeb de S3. Esta foliacibn es C y posee

una hoja homeomorfa a T2. Todas las otras hojas son
homeomorfas a IDQ y se acumulan en la hoja compacta.

EjemplO 1.6.4: Campos de Vectores sin singularidades

Definicibn 1.6.4.1: La diferencial.

oo
1. Sea Y : M——> N declaseC , Yy sea m € M.

La diferencial de Y en m es la aplicacidén lineal.

dy : TréM)—_—’- T;ﬁﬂ))

definida de la manera siguiente. Si v € Tm(M) , entonces

dy (V) es el vector tangente a N en Y (m).
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-2 (o] q
2. Sea g una funcidn de clase C en una vecindad de

P (m). Definamos a¥ (v ) (g) por
dy (v)(g) = Vv(goeW )

Proposicibn 1.6.4.1

Sean (U, x /Xa) y (V, Yyre-er¥qy ) sistemas de

l,..- ol

coordenadas alrededor de m y QJ(m) respectivamente.

Entonces
dw(-@— _ i AlYi=y) 3
axj/m) C o 9%y [m 'ayi/W(m)
Demostracibn.

La demostracién se sigue de la parte 2 de la defini-
cidn 1.6.4.1.@

Proposiciftn 1.6.4.2

Sea X un campo vectorial en M. Entonces las siguien-
tes afirmaciones son eguivalentes.

a) X es C®

b) si (Ule,..., X, ) es un sistema de coordenades en M,

y si {ai} es la coleccibn de funciones en U definida

por

entonces a €C°°(U) .



c) Cuando V es abierto en My f € c® (v), entonces

X(f) € Cc»® (V)

Demostracifn: Ver [28] @

Definicibtn 1.6.4.2.

Sea X un campo vectorial en M. Una curva lisa O

en M es una curva integral de X si

O (t) = X(0~(t))
para cada t en el dominio de o~ .

Sea X un campo vectorial c® en M, v sea m € M. Vamos
a considerar ahora la siguiente pregunta. Existird una
curva integral de X que pasa por m, y si es asi, ella
seré (Gnicaz?

Una curva f‘: (a,b) — > M es una curva integral

de X si y solo si

(1) d{(c%r-/{) = x(¥ (&) (te (a,b))

o bien f(t) = (T () (t € (a,b))

Vamos a interpretar estec en coordenadas locales.
Supongamos que 0 € (a,b) y {(0) = m.
Escojamos una carta local (U, § )con funciones coorde-

t e+, X, alrededor de m.

nadas xl,x a

2
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Por la parte (b) de la proposicién 1.6.4.2.
2 =
(2) X/U Z £, 2 B
donde las ‘fi son funciones C%® en U. Ademés,

para cada t tal que t(t) € U,

d
(3) dt(aér—/t)= . d(x1 t“)/t 2 /“t)
Por la Proposicidn l.G.Zil.
De (1), (2) y (3) tenemos
(4) ¢ dxie )| O - 9
(o dr /’c a"i/m) N Z F (F0) 5—"—1/1&“({)

-
asi ¥ es una curva integral de X en t (U) si vy

sdlo si

() “1/ - {- tp({(u L)

-
donde {;= xlo f, i=1,..... . d y'th(U)

La ecuacibn (5) es un sistema de ecuaciones diferen-
ciales ordinarias de primer orden para la cual existen
los teoremas de existencia y unicidad. Estos teoremas,
son trasladados en término de variedades, de la siguien-
te manera.

Teorema 1.6.4.3.

Sea X un campo vectorial C% en una variedad dife-
renciable M. Para cada m€ M existen a(m) y b(m) en

R U{iCD}, y una curva lisa
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(1) ‘tm: (a (m), b(m)) = M
tal que
(a) 0€ (am),bm) y tm(0) = m
(b)‘fnxes una curva integral de X
(c) Si}L : (c,d)———» M @s una curva suave
satisfaciendo las condiciones (a) y (b),

entonces (c,d) C (a(m),b(m)) Y}L= t’%
c,d)

Demostracibn: Ver 28 (}

El teorema de existencia y unicidad garantiza due
bajo ciertas condiciongs en X por todo punto x € M
pasa una 6rbita de X. Cuando X no posee singularidades
(esto es, X(x)# 0 para todo x € M), las 6rbitas de X
son las hojas de una foliacibn de dimensibn 1 en M.

Ejemplo 1.6.5: Acciones de grupos de Lie.

Definicibén 1.6.5.1

Sea G un conjunto sobre el cual estédn definidas, una
estructura de variedad diferenciable chs y una estructu-
ra de grupo. Se dice que las dos estructuras son compa-

tibles si las operaciones de grupo

GxG —» G ; G G
=it
(a,b) © ——— ab a’” ~——a
son de clase C® . En este caso se dice gque G es un

grupo de Lie. NbOtese que todo grupo de Lie €s un grupo

topolbgico.



Una subvariedad inmersa HcC G de clase C® que es

también un subgrupo de G es llamada Subgrupo de Lie de G.

Ejemplos de Grupos de Lie 1.6.5.1.

n
1l.- El grupo aditivo FL_
¥
2.- El grupo q:==q:‘{0}con la multiplicacién de nGmeros
complejos. La circunferencia ' ={ zedﬁh|=l.}

. *
es un subgrupo de Lie de q: -

3.- El toroT'  =8' x .... x S' (n veces) con la multipli-
cacidn (Zl""’zn)(wl""’wn) = (ZlWl,....,Zan).
4.- E1 grupo GL (n,R) de todas las matrices reales nxn

no singulares es un grupo de Lie de dimensibn n2.(*)

Sabemos que GL(n,R ) con la multiplicacidén de matri-

ces es un grupo topol&gico.
Es facil ver que GL(n, H ) es una variedad diferen-
ciable; ver[l]

5.- E1 grupo ortogonal €D(n,m ) que consiste de las
matrices nxn reales A tales que A.At= I es un sub-
grupo de Lie compacto de gL (n,R).

Es facil demostrar que gbkn,ml) es un subgrupo de
GL(n,R).

Vamos a demostrar que g(n,ﬂl‘ ) es cerrado:

En efecto:
Sea S (n,R) el espacio de las matrices simétricas.
Sea f: ¢L(n,AR) ——— S(n,A) la aplicacién

(*) Ver una ademostraci&n en el apéndice.
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definida por:

f(x) = xzxt
Esta aplicaci6n esti bien definida y es de clase C%
como S(n, H ) es un espacio de Hausdorff, {I} € s(n,R)
es cerrado:

Entonces f_l(I) = 9(n,ll_\l) es cerrado.

Ademéas como los elementos de g(n, H) son puntos
no singulares, se verifica que I es un valor regular de
f.

Por consiguiente, B(n,ﬂ) es una subvariedad de
GL (n,H).

Luego @(n,lﬂ) es un subgrupo de Lie de GL(n,R)

Demostraremos ahora que @(n,ﬂ) es compacto.

En efecto:
La funcién X: GL (n,R) x R" —— R
(A,x) 7 T AX.

Define una actuacidn efectiva de GL(n,R) en [Rn
o sea AX = X, VxeR" => a - 1.

Recordemos que GL(n, (A ) se identific® con un sub-
conjunto abierto de Dnay como g(n,lﬂ) es cerrado, basta
ver que es acotado.

Sea A€ @(n,lﬂ ); entonces cada componente aij de A
tiene norma menor igual que uno.
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Supongamos que este no es el caso; entonces existen

i e j tales que |[a..| > 1.
1)

» n
Considérese el elemento x €Ml , x = (0,...,0,1,0,...0),

el 1 en la posicibn j. Entonces la j-&sima componente de

AX es a;5 ¥ por lo tanto " AX ">”aij " > 1.

Ahora bien: "Ax“ = \/<Ax,Ax> >1

>
I

Pero <Ax ; A = x,x>

Resulta que hay una contradiccibn
Luego 9 (n, @ ) es un subgrupo de Lie

Compacto de GL(n,[R)

Definicidn 1.6.5.2.

V<L<x,x> =

1

Una accibn de clase c’ de un grupo de Lie G en una

variedad M es una aplicaci6n @ :G x M —> M de clase

r

C~ tal que:

(a) LP (e,x) = x

(b) P (gy.9,, ¥~ Piag, P lg,x)

Va,9,ec

y X €M
Observacifbn 1.6.5.2.
1.- Fijando g€ G, tenemos la aplicacidn de clase o7

('Pg : M ——» M, definida por:

LPg (x) ”tp (grx ).



Luego tenemos: la famjilia {&Pg }g e
Se comprueba f&cilmente que la familia {LPg}geges

una familia de difeomorfismo.

2.- Fijando x, tenemos la aplicacibn o(x : G— M

de clase C°, definida como:

X (9) = Pg,x)
Estas son las érbitas fijando x . Se tiene asi la

familia {o(x} c
xe M

3.- Sea F = {‘Pg : M —— M }geG
(F,e) es un grupo de difeomorfismo de M.

Vamos a definir \‘J 3 @ —=-— F, como

WYig) =4

Y es un homomorfismo.
De las observaciones (1) y (3) concluimos que:

Una acci6n de clase C* de un grupo de Lie G en una
variedad M equivale a tener una familia {l.Pg }ge G de
difeomorfismos de M.

Adem&s hay un homomorfismo del grupo de Lie en la

familia de difeomorfismos.

Definicibn 1.6.5.3.

La 6rbita de un punto x €M por la accién P es
el subconjunto @X(LP) = {\P(g,x) € M/ gé€aG }
= ol (G)
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Definicib6bn 1.6.5.4.

El grupo de isotropia de X€M es el subgrupo.

GX(KP) ={ geG/ Pig,x) = x}
={ geG/ g, () = x}

Observacibn 1.6.5.3.

abs = Gx(\p) es un subgrupo cerrado de G .
o= Laaplicacidbn O(X: G ———» M dada por
d,x (g) = ?(;glx)
induce la aplicacibn ;(x:G /Gx () — M
definida por c(x('g') =o(x(g) ; donde g = g.Gx(kp)

O(x estd bien definida y es inyectiva. Se demues-
tra que G/Gx(\p) posee una estructura diferenciable

Yy que O(x es una Iinmersidn inyectiva cuya imagen es

gx(kp) 0 Ver[4]

Definici6ébn 1.6.5.5.

Decimos que P : G x M ——— M es una accibn
foliada si para todo x € M el espacio tangente a la Orbita
de P gque pasa por x tiene dimensibn fija k. Cuando K es

la dimensidn de G decimos que LP es localmente libre.

Se demuestra (ver [4] ) que las 6rbitas de una

accibn foliada definen las hojas de una foliacibn.




Observacibn 1.6,5,4,

Dados un grupo de Lie G y un subgrupo de Lie H&G
la aplicacidn qf: Hx G—>»CG, definida como \Qkh,g)=h.g
define una accifén de H en G.

El grupo de isotropia de cada elemento geG, es la
identidad. Luego esta accidbn es localmente libre.

Las 6rbitas definen una foliacién de G cuyas hojas
son todas homeomorfas a H. Las hojas de esta foliacibn
son inmersas difeombrficamente si y s6lo si H es cerrado
en G, Ver [4].

Un ejemplo especifico se obtiene considerando
G =ED(4,El) y H el subgrupo generado por las matrices A

de la forma:

A1 0 -cOSsS sens cost sent
A = ; donde Al = g A2 =
0 A2 -sens coss sent cost

Se prueba que H es isomorto al Toro T2,

Definici6bn 1.6,5. 6.

Una accibn \Q:EIX M———> M (R es el grupo aditivo de
los nfimeros reales) también es llamado flujo en M, Un flujo
Y en M satisface las propiedades:

a) \P(0,x) = x para X€M

b) P (stt,x) = Ps, Yt,x)), s, teR, xeM.
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Observacibn 1.6,5.5

1. Se puede considerar el flujo kp :H %X M——» M como una

familia {o(x} e M de curvas

°<x :[H ——— M, definidas por

K, (t) =P(t,x)

A la curva O(x se le llara linea de flujo o curva

integral que pasa por X. La imageno(x(P) de la linea de

flujo se denomina O6rbita de x.

2, A un flujo Cr(r>l) LP en M es posible asociar un campo
de vectores Cr—l por la fbérmula:
X(x) = dLP/dt (t,x)/t=0

El campo X asi definido es tal queo(x(t) = (t,x) para

VieR es 1a 6rbita de X gue pasa por X.

En efecto, de la definicibén tenemos

d\p/dt(t,x)=de/dt(s+t,x)/S:0 = dq;/dt(s, 9it,x))/ _,
= X(Y(t,x)

Reciprocamente, si X es un campo de vectores Cr en M

cuyas lineas de flujo o curvas integrales estdn definidas
P . r

en [l , existe un Gnico flujo C7, P R x M —+ M, tal que

K

P(o,x) = x. (ver [4] ..

t) = P (t,x) es la brbita de X con condicibn inicial
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Las Hojas.

Proposicibn 1,7,1.

Toda hoja F de una foliaci(’)nlyde clase c* posee una
estructura de variedad diferenciable C' inducida por 1ias

cartas de ¥ , llamada estructura intrinsica de F.

Demostracion:

Esta estructura es construida de la manera siguiente:
Dado PEF, sea (U, ) una carta deFtal que peU y
n__s
p(u) = leUZS AxR , donde Ul y U2 son discos abiertos
n
deR yﬂs respectivamente.Sea o una piaca ae U gue contiene
= . . n
a p. Tomando \ = (QP‘,WQ) ; donde kp. U — R
S — n
kPe : U—> [, definimos P :X ——R, por
B -\
LP ‘/o(
Es claro que L_p :o(——+— Ulglﬂn es un homeomorfismo.

En lo siguiente mostraremos que

q) = { (0(,—\{3)/0( C F es placa de U, con
(U, \p )6'3: } es un atlas de clase Cc© y dimensibén n de F.

Basta verificar que si (& ,P, (p /Y ) estén en q)
y O(ﬂﬁ#‘b entonces -q—)(u(ﬂf’) ym(o(nﬁ ) son abiertos de
P"vlT?oif': P (o(ﬂp ) ——— @ e nﬁ ) es un difeomor-

r
tismo de clase C,
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Ya sabemos que las placas subren a M; por lo tanto
cubren a la hoja F.
Mostraremos primero que o{N\p es abierto en o( y

sean (U,¥W), (V,¥Y)en T tales que $ =\P‘/o( y

Y =M/

Por la condicibn h(x,y) = (h (x,y),h,(y)), (x,y) € R™*R™"
ver |:4] , \Po W', Y (UuNV)— P (UNV) se escribe
como tpoq)—'(x,y) = (hl (x,y), hz(y) ) € ﬂn" Ps ;, €on

(x,y)€ R™<R° .
Es claro que UNV = ¢

En particular, como & (\P’#(b tenemos
-1
* PV (x,b) = (b, (x,b),h, (0)), a).

Yunvnp) = gunnn @ x {p})
\P(Ur\V)f\(Rnx {a} ), de * obtenemos

Como ‘P(ﬁ)(\ U)

N WY (N v
PENU) = Peyiyenw) = YW WwEun N (R'x {p}) <

<Y unvn (R {a}) = @ @Nv)

es decir Y(PNU)C P (A(NV), o sea pNUSKNY

An&logamente o N chﬁU ; luego c(ﬂP =o{\V = 15 N u.

Esto prueba la afirmacibn, es decir o((\F) es abierto

eno(yF .

Como Lp y W son homeomorfismos, obtenemos que

@ (O(HP )y (.TJ(O((\P) son abiertos de R" .



La aplicacién e qJ-': (] (dﬂﬁ)-————-—*— @ (L NP ) es

ot porque \P°W—'(x) = hl (x,b) si x€Y (o('f\ﬁ ).

—_— -1 — — _
Andlogamente W e \p es C‘r, por tanto YeW ' es

C2 difeomorfismo.

Ver

Esto define una estructura intrinseca de F. @

\ &

Puede verificarse que las hojas tienen base enumerable

Observacidbn 1.7.1.

1.

Observemos que la topologia de F asociada al atlas (b
es tal que el conjunto de todas las placas o( de 3:
con o{ C F, constituye una base de abiertos de F. Esta
Topologia en general no coincide con aquellia inducida
naturalmente por la topologia de M. La razbdn es que
la hoja F puede eventualmente interceptar el dominio
U de una carta (U,{p)e€ ,3: en una sucesibn de placas
(o(n)nem, las cuales se acumulan en una placa < F
o sea cualquier vecindad de o{ contiene una infinidad
de placas en F y, por tanto F no es localmente conexa
con la topologia inducida por M en cuanto que en la
topologia intrinseca F es una variedad y por tanto
localmente conexa.

Consideremos ahora la inclusibn canbnica i:F —> M,
i(p) = p, vy F con una estructura intrinseca de varie-

dad. Verificase facilmente que i es una inmersibn
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biunivoca de clase Cr. Cuando i es una inmersibn difeo-
morfica de clase Cr, decimos que F es una hoja inmersa
difeom6brficamente. Esto cocurre si y solamente si la
topologia intrinseca de F coincide con la topologia in-
ducida por la de M.

Resumimos lo anterior de esta seccibn en el siguiente:

Teorema 1.7.2.

Sea M una variedad foliada por una foliacién ?F/
de dimensibn n y clase Cr. Toda hoja F de’;r posee una
estructura de variedad c’ de dimensién n, tal gue los
dominios de las cartas locales son placas de 3:. La
aplicaci6én i : F —— M definida por i(p) = p es una
inmersidbn biunivoca de clase Cr, cuando en F considera-
mos una estructura de variedad intrinseca. Ademés F
es una subvariedad Cr de M si y solo si i es una inmer-

sibn difeombrfica.
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Aplicaciones Distinguidas.

Definici6n 1.8.1.

Una foliacibén F de Codimensibn Sy clase Cr, r>l
de M estd definida por una coleccibdn maximal de pares

(Ui’fi) , donde los U, son abiertos en M y las

ieT
fi2 U, = R® son submersiones satisfaciendo:
(1) U.= M
U
(2) Si U, N Uj + ¢ existe un difeomorfismo local
r
d L tal .= g, f.
gij e clase C al que tl gl] o 3 en
Ui(\Uj.

Las fi son llamadas aplicaciones distinguidas de

F -

Nota:

En esta foliacibn las placas degr en Ul son las

- S
componentes conexas de los conjuntos fil(c ) o c€ R

Proposiciédn 1.8.1.

La definicibn 1.8.1 es equivalente a la definicibn
de foliacidn dada en 1.6.1.
Antes de verificar esta equivalencia, demostraremos

el siguiente Lema.,



Lema 1.8.2.

Sea ? una foliacidn de una variedad M. Existe un
cubrimiento abierto C = { Ui/i€ I } de M por dominios de
cartas locales de ¥ tal que si Ui(\Ujalsd)entonces UiU Uj

Van o
esti contenido en el dominio de una carta local de j" .

Demostracibn:

Siendo un espacio de Hausdorff, localmente compacto,
con base enumerable, M puede ser escrito como reunion
@
enumerable = de co e ue ¥.c i .
able, M }___JlKi mpactos tales g ]{lc int Kl+l
para 1=1,2,..., (Ver [28] )
Para cada n € N , fijemos un cubrimiento de Kn por

dominios de cartas de ’;,{V? /i=1,. .kn}es decir dado

n
xeK , Vx(\Kn#(b

€ .
Tenemos asi gue para VX Knli K'V;I DKn N ; como
n n n e n
K es compacto]{vxl, VXZ, v, }tales que ylvxi ni

o sea dado Kn, existen un cubrimiento finito {V?}lsigKn
de E&l.

lLas variedades son metrizables. (ver [28] ).

Sea 8,., > o0 el nfimrero de Lebesgue de este cubrimiento
con relacidn a alguna métrica fija en M. Como M es
metrizable, entonces M es un espacio métrico. Ahora KnCM

es un espacio métrico con la métrica inducida de la de M.



(*) Tenemos asi Kn’ un espacio métrico compacto y

{VI;} T8, .,.kn un cubrimiento abierto finito de Kn.
Existe entonces el nfimero positivo 8n>0, tal gque
todo subconjunto de Kn de diametro menor que Sn esta
contenido en uno por lo menos de los elementos de
{vll?}i=1,...kn, o sea si Uckn y dim (1< &, .

Entonces 3\7? tal que U& V? .

PodemoOs suponer que la sucesibn (Sn) es decreciente.

Basta ahora considerar una cubierta de Kn por dominios de

cartas de ’3", {U;l/j=1, ..1}1ta1 que el diamétro de U? sea
8 P)
menor que "/2 , para todo j = 1,...,1n.
n n n n n
Es claro que si U; () Uy + (1) entonces U; \J U, €V

TR
para algln }16{1,..., kn}'

En efecto:
n n n n
Sean U © K, vy Uj < X tales que UiﬁUj + q)
n n n n _n
] ) d(U.
Entonces U, v Uj cC }(n y diam. (‘U;L UU;)< (Ul,UJ.)+
+ diam. \Uril)"’diam- (U?) .

. n n . ) n n, _
como Ui N Uj =+ d) implica d(Ui 1 UJ.) = 0.

$a . Sn

. n n ) n . n [
Entonces diam. (Ui v Uj) £ diam U, + diam. Uj < ) >
. n n
Luego diam. (U; y Uj)<5n

Por la proposicibén (*) B}LS{l,.,.,Kn } tal que
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Demostracibn de la Proposicidn 1.8.1.

Vamos a demostrar que la definicidén 1.6.1 implica la

definicitn 1.8.1.

Supongamos ahora que M, posee un atlas i}:l que define
una foliacibn de codimensi®6n s , siguiendo la definici®bn
1.6.1, consideremos un cubrimiento abierto C ={Ui/ie I}
de M por dominios de cartas locales de EFl, como en el
Lema 1.8.2.

Dado un abierto U € ¢, 1i€I, tenemos definida
LPi : U, s ﬂnx[ﬂsen ’3:, tal que \Pi(Ui) = Ui x U;L ,
donde Ui y U; son discos abiertos de ﬂqny lﬂs respectiva-
mente.

Entonces fi= p2o Lpi'. —— ps es una submersibn
(por la forma local de las submersiones) y para todo
cC € Ui, f;l(c) es placa de Ui'

Si Ui N Uj + (1) - Ui U Uj estd contenido en el dominio
ae una carta (v,\p)e '37 con &P (v)y = levz. Por tanto,
siendo X YF placas de Ui y Uj con 0((\F>=,‘=¢, se tiene que
O(UP estd contenido en una placa t de V. Luego PﬂUlCO(
de modo gue fi(ﬁ (\ Ui ) contiene un finico punto.

Esto implica que dado y € fj(Ui(\ Uj)’ ri(fgl(y))
contiene un inico punto gij(y).

Vamos a verificar que:

935 £5(0; A U5 ——= £,(0;NT)



es un difeomorfismo C".
Como gij (y) = fi(f;l(y)) Yy fi es diferenciable, puesto
que £; = Pyo Py
Entonces gij es diferenciable.

Por otro lado gij(y) € fi(fj—.l(y)) y fj(f;l(g:.Lj (y))
Contiene un inico punto gji(gij (y)).

gji es diferenciable, puesto que fj es diferenciable

Ahora se obtiene gij o gji(gij (y)) = gij (y)
Entonces 94 ° 944 (gij (y)) = 955 (y).

Luego 9ij ° gji = Ifj (Ui N Uj)
Andlogamente

gjloglj(y) =y

Entonces gji o gij (y) = vy.

Luego 95i° 935 - Ifi(Ui nu)
En conclusibn 954 = g;;

Vamos a demostrar ahora que la definicién 1.8.1 implica
la definicién 1.6.1.

Supongamos ahora que existe una coleccibn de pares
(Ui’fi) satisfaciendo la definicibén 1.8.1.

Como para Vier, fi: Ui——ﬂR’s es submersibn Cr, por
el teorema de la forma local de las submersiones, dado
discos abiertos de Iﬂny de R®

p € Ui’ existen V., y V

1 2



respectivamente, con V_ 2 < fi(Ui) y una carta local

2
LP : V—-»-V:L X V2 de clase Cr con vVC Ui’ tales que
fi°LP-' : lev2 —-—>-V2 €s una segunhda proyec-
cibn.

1 conjunto de todas las cartas (V, P ) construidas
de esta manera es un atlas C  de una foliacién en M.
pe hecho, si (V, ¥ ) yv (W,¥Y ) son dos cartas como

arriba tales que V(\W:{zq), entonces V& Ui ywec UJ con

i, j e I.
Por otro lado \pe \4)-': WY vNAwW Yvn w
puede escribirse como:
\Poq)"(x,y) = (hl(x,y), hz(x,y), (x,y)€ Iﬂntlﬂs
Por tanto resulita hz(x,y) = P, OLPOW-'(x,y) = gij(y)

Luego hz(x,y) = gij (y) solo depende de y.
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CAPITULO 2

VARIEDADES (NO SEPARADAS) DE DIMENSION UNO

Y ESTRUCTURA FOLIADA DEL PLANO

2.1 Propiedades de las variedades de dimensibn uno.

2.1.1

Definiciones y ejemplos.

Definicibn 2.1.1.1.

Una variedad topolbgica M” de dimensidn n es
un espacio topoldgico donde cada punto admite una
vecindad abierta homeomorfa a R™ .

Se llama carta de Mn en HJ" a un homeomorfis-

mo h de un abierto U C Dflsobre EJ" ; el abierto

U es el dominio de la carta h. El cambio de
cartas asociado a las cartas hi vy hj de M" en gj“con

dominios respectivos Ui y Uj es el homeomorfismo

hfl o h. del abierto h.(U. () U.) sobre el abierto
i 7] i i J

h. (U, U.).
J 1(\ 3)

Okservacibn 2.1.1.1. De acuerdo a la definici6bn anterior,

existe una familia de cartas tal gque sus dominios recubren

n
a la variedad M, A esa familia llamaremos un atlas de

M" sobre n".

Un procedimiento de construccibn general.




Definiciébn 2,1.1.2.

Se dice que una aplicacidn continua p de un espa-
cio topolbgico E en un espacio topolbgico E' es una

identificacidén de E en E' si todo punto x de E admite

una vecindad abierta U tal que la restriccidn de p a U
sea un homeomorfismo sobre un abierto de E'.

Proposicibn 2.1.1.1.

Sea Mn una variedad de dimensidén n y ,seaf una
relacidn de equivalencia abierta en Mn tal gue la res-
triccibn deJo a una vecindad suficientemente peguena
de todo punto x de M" se reduce a la identidad. Enton-
ces el espacio topoldgico cociente M' = Mn/]) de M°
por la relacidn de equivalenciaj) es una variedad de
dimensibtbn n y la aplicacibn candnica p de M sopre
Mn/j) es una identificacién de M" sobre M'".

Demostracibn:

Por hip6tesis, si U es una vecindad abierta de X
tal gue la restriccib6n de P a U sea la identidad,
entonces la restriccibn de p a U es un homeomorfismo
de U sobre un abierto U' = U//) de M'". Ppor otro

u
lado cada punto de M" admite una vecindad homeomorfa a
n =il n
J
R - Entonces p "o P de U/leL = M/f en | es un
homeomorfismo; donde la aplicacibén LP de U sobre ﬁn

es un homeomorfismo.
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Luego M'= %4P es una variedad de dimensid6n n, Ademas
p es una identificacibn, puesto que p/U es un homep=

morfismo, 0

Observacién 2.1.1.2.

si M" es una variedad separada, o de Hausdorff en
general M'n no ser& necCesariamente separada, Como lo
muestran los ejemplos que siguen.

El procedimiento de cConstruccidn de variedades
dado por la proposicibn 2.1.1.1 es general en el sentido
siguiente,

Proposicidébn 2.1.1.2.

Dada una variedad M de dimensibn n , existe una
familia de cartas hi de M" sobre R" , donde los
dominios de las cartas recubren a M" (i perteneCce a una
familia de indices I), entoncCes la variedad M" es isomor-
fa al cociente del espacio I xR" por la relacidn de

eguivalencia asociada a la aplicacibn:
(i,x)’“\‘-a—hzl(x)

de I x B" sobre Mn,

Demostracidn:

Por hipbtesis tenemos la familia {(Ui,h.)}ieI , Con

1
h,: U, M —————— R"ctal que UJu, =m.
i i el 1



Ademds, la suryeccibn H; I xR" ———— M definida por;

. -1 .
H(i,x) = hi (x)

Como b. €S homeomorfismo, para ViEI , es continua.
i

jz es la relacibn correspondiente a H, definida como
sigue:

(i,X)Jﬁ: (j,y) si yv sblo si H(i,x) = H(j,y)

Se tiene el siguiente diagrama de descomposicién

natural:

N
.--""er

,#H#K/
IXIIJ':M HY L H(xE")=M"
e/

= IXBJ7P
H

Ix@" n i i Ian/

R y R son espacios topolbgicos, a L Se
provee de la topologia coclente. ©Por ser H continua y
suryectiva, h es continua y biyectiva.

En las condiciones anteriores las tres afirmaciones
gue siguen son eguivalentes:

a) H es abierta,.

b) p,h,i son abiertas,

é) /8 es abierta, h es homeomorfismo y H(Ix l]:ln) es

abierto en Mn.

ver [ 2] s
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vamos a demostrar que H es abierta,

Sea {1} X U = { (i,x) / xe U‘} un abierto en

I xlﬂn, donde U' es abierto en R Y {i} €s

abierto en I ; donde I estd provista de la topologia
discreta.

Luego H( {i}xU') = h;l(U'). Entonces H es ablerta.
Tenemos entoncesa/z es abierta y h es un: homeomorfismo;
ademés p es abierta. Entonces p es una identificacidn.

Luego IX D/J) es una variedad de dimensién igual
H

dim I + dim mrw

a dim (I xﬂ:ln)
= diml +n

ademés IXIRJ%;%: Mn.

Definicibn 2.1.1.3.

Un punto x de una variedad Mn es un punto de ramifi-
cacibn, si existe un punto z de Mn( Z*2<) gueé no es sepa-
rado de X, es decir, que toda vecindad de x intersecta a
toda vecindad de z

Observacibn 2.1.1.3.

La relacibn " x no es separado de z es simétrica

y reflexiva, mds ella no es transitiva en geéneral,
Ejemplos.

la proposicién 2.,1.1.1 permiteé la construccibén de
una multitud de ejemplos de variedades. Nos limitaremos

ahora a las variedades de dimensidn 1 que satisfacen el
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segundo axioma de numerabilidad.

Ejemplo 2.1.1,1.

Sean R, Y R, dos ejemplares de la recta numérica

1
real R vy sea.E: la suma topoldgica de R, ¥ R,. Consi-
dérese un abierto {1 de H ; la relacién de equivalencia

/0 en Z definida de la siguiente manera:

Identifica los puntos de R, ¥ R, con la misma
abscisa te()
Se reduce a la identidad para los otros puntos.
Jo definida de esa manera satisface la condicibn de la
proposicién 2.1,1.1

En efecto:

X
{ ¢ ’ \ v 3 R
‘I 1 L) I l
: Ix |
: : : i
]
i i
i b f i A \ ' R
) \xa T ) x' ; 2
[}
]
]
]

TRy

W

i

|

[}

]

|

. i

\e ( H

e E
)‘f

= e e L - ———— -
i

5
i

JD es abierta, puesto que p es abierta.
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Sea(«ximq+(mx2m)un abierto de (X ,T) tal que todo
punto def(-xj-)y de(-x;-)pertenecen a Oy xlpzxz.

Luego la imagen por p del abierto (.qqxI“.Q.+(“”.x2_“"9
es el abierto (uu-xluuq y p(xl) = p(xz) = §1 ={xl,x2 };
Xq 3 X,

Entonces p no solamente es una identificacidn; sino
también es un homeomorfismo

Luego el cociente E%éP es una variedad de dimensidbn
AL

Los puntos de ramificacién son aquellos donde la
abscisa es un punto frontera de ) (Las abscisas de los
puntos de ramificacibn x,xl de 2/JO constituyen las
akscisas de los puntos de 2: que son proyectados sobre

X y x' por la aplicacibén canbnica de 2, sobre E%CP ) -
Esto es importante ilustrar en cualquier de los casos
particulares.

a) La rarmificacién simpleZ
Aqui Q es el conjunto de los ntmeros reales
con t <0, Los puntos de la ramificacidén son ague-

lios de abscisa 0.

T T RAT o .
: lTT f"’/
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1
Q es el conjunto de los nfimeros reales t#o. Los

MW L

T

i ﬁ 'w ‘ri




= Igigh =

[a,6]" = [a, a+1/3 (b-a)]|Y[a+2/3 (b-a), b]
es el conjunto obtenido de [a,b] ;, suprimiendo el

intervalo abierto del medio a 4 (b-a), a+4+2(b-a)
] 5 =5 L

Por ejemplo para Ky = [0,1]

Sucesivamente contruimos conjuntos

5= 8 o, 173 W [2/3,]]

I_Brl/él U EZ/9,1/§1 U [2/3,7/9
U9, 1

"

Retirando del intervalo [0,1] la reunidn de todos los

intervalos extraidos obtenemos el conjunto de cantor.

Luego () = (1/3,2/3)y(1/9,2/9)\J (7/9,8/9) Y (1/27,2/27)\.....

4 2 4 2 4 53
e} ... 2 ® __ 3 3 ..9 s __
L2 ale 13 |2 25| 28
27| 27 27| 27 37127 27| 27

Este es {1 en cada copia del intervalo [ 0,1]
Al pasar al cociente del intervalo [0,1] por la rela-

cibn de equivalencia F , este va a ser como en la
figura:

%

{,f
Ly
? D-—f\_—_—h_ﬁ Fan B o YN e
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&)
En una doble copia de [H el cociente ‘P va estar forma-
q e . . Z [0,
do de manera indefinida por cocientes semejantes a 13
Agui el conjunto de los puntos de ramificacién

tiene la potencia del continuo.

Ejemplo 2,1.1.2, E1 Boucle,

Sea.JO la relacién de equivalencia en la recta [H
gque identifica los puntos de abscisa ty -t para v t tal
gue |t|<:l y gque se reduce a la identidad para los
otros puntos.
Aqui = ]-1,1[ .

~/9 definida de esa manera satisface la condicidn de la
proposicibn 2,1.1.,1

En efecto.

Sea

P L L . T

L/D es abierta, puesto gque p es abierta

Sea (...t,..) un abierto de (R,T) tal que todo punto
age (..,,t,..) pertenece a L)L y ty/’ -t.
Luego la imagen por p del abierto (...t...) es el abierto

(... Ctl....) yp(t) =p(-t) = Lt] = {t,—t} , t# -t



kntonces p es una identificacibn, pero localmente

es un homeomorfismo,

Iuego el espacio cuociente, que es el boucle es una

variedad de dimensibdn 1; y los puntos de ramificacidn

son los puntos 1 y -1,

Ejemplo 2.1.1.3.

Sea 2: la suma topoldgica de n ejemplares Rl’RZ""

Rh de la recta numérica.

lencia en Z gue identifica cada punto de abscisa t > 0

La estrella.

Seajo la relacién de equiva-

de R; con el punto de abscisa -t de R, ,(1gign; se

hace Rn+1 = Rl).

u/D definida de esa manera satisface la condicidbn de la

proposicibén 2,1.1.1.

En efecto:

i -t Y o t (]
) p L ; -‘:______;
o == B . t
- __£__,_L—=-._—-__=F_='=:":t_":2}_ /{_.i?_,._. {E}F =
-4 - ca i
e --"_.‘\:;P—_y.o‘ L t AL =
LY L Fl v L] y ry
..... - e v PO e g
_ : ) - of o —
T -.i,:?-r"é &) Fl t L1
e i - v
Q% e’.*
Q-
'?o\
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[t] = {t,—t}
j’ es abierta, puesto que p es abierta.

Sea (...t...) + (...,~t,,..) un abierto de (23;?:3

tal que todo punto de (...,t,...) y de (...,-t,...)

pertenecen a ) ( Q =R-{0}) y tf-t.

lueco la imagen por p del abierto (...,t,...)+
(eesey=t,...) es el abierto (...., Ct] ,...) vy p(t)
p(t) =p-t) = [t] = {~t,e} , t+-c.

Entonces p es una identificacibn, pero iocalmente
es un homeomorfismo,

Luego el espacio cuociente es una variedad de
dimensibn 1 que llamamos una estrella con n ramificaciones

Los puntos de ramificacibn son aqui los puntos de
abscisa 0.

Se puede considerar una estrella con una infinidad
de ramificaciones.

Ejemplo 2.,1,1.4. La pluma.

El ejemplo 2.1.1.,1 (a) muestra de qué manera es
posible injertar al punto t = 0 de una recta [H una
ramificacibn simple. Evidentemente se puede injertar
una tal ramificacibén en un punto cualquiera de [} . Si
en todos los puntos de coordenadas racionates de H se

injerta simult&neamente una ramificacibén simple se



obtiene una vaierdad de dimensiftn 1 que recibe el

nombre de pluma simple,

La recta [ es el soporte o tronco sobre el cual son
injertadas las plumillas o ramas, Aqul los puntos de
ramificacién forman un subconjunto denso en todas partes
de H .

Al injertar una plumilla o rama en cada punto de {H
se obtendr& una variedad de dimensidn 1, que no tiene de
ninglin modo una base numerable,

Ejemplo 2.1.1.5. La pluma completa.

Si en una pluma se reemplaza cada plumiilla por una
nueva pluma, se define asi una variedad de dimensibn, uno

gue se llama pluma doble. En una pluma doble se puede

reemplazar cada plumilla por una simple, obteniéndose

asi, una pluma triple, se procede reiteradamente n veces
y se obtiene una pluma n-uple. Efectuando una sucesidn
numerable de estas operacioneés se obtiene la variedad de

dimensidn 1 que recibe el nombre de la pluma completa.

La pluma completa posee la propiedad notable siguien-
te; EIl conjunto de los puntos de ramificacidn, que es
numerable, es denso en todas partes en el espacio exami-
nado.

Los diversos ejemplos muestran la gran diversifica-
cib6n de variedades de dimensibdn 1, conexas y con base

numerable.



Variedades de dimensidn uno simplemente conexas,

DefiniCién 2 . lv' 2 _-lg

El par (]V,p) formado por un espacio topolbgico
y una aplicacibn continua p de V sobre un espacio

topolbgico V es llamado un espacio de recubrimiento de

V, si todo punto de V posee una vecindad abierta U
tal que pal(U) admite una particibén en subconjuntos
abiertos Ui tales que la restriccidn de p a cada Ui
sea un homeomorfismo sobre U.

Definicién 2.1.2.2.

Un espacio topoldgico V se dice que es simplemente

conexo, sl es conexo y si para todo recubrimiento
~
conexo (V ,p) de V la proyeccibn p es un homeomorf ismo
Pl
de V en V.

Definicibn 2,1.2.3,

Una variedad Vn de dimensidén n , se dice

n
orientable, si existe un atlas A de V sobre H tal que

todo cambio de cartas asociado a dos cartas de A sea
1un homeomorfismo directo, es decir gue conserva la
orientacibn.

Proposicidn 2,1.2,1,

Si existe uha aplicacidn f de una variedad V de
dimensién 1 en la recta numérica R tal que f sea una

identificaci®dn, entonces V es orientable. (Ver‘[ﬁ3])
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Por el contrario, si V es una variedad de dimensidn
1, orientable, la aplicacibén £ de V en [H no tiene que
ser necesariamente una identificacidn, Es suficiente de
considerar el caso de la circunferenciaf?.S'es el compac-
tificado de R' ;, por lo tanto existe una inmersidn
difeombérfica Y de R en S! .

Por lo tanto qf':S'————+-E1 no es una identificacién,

]
sin embargo S' es orientable.

Proposicién 2.1.2.,2.

Sea una variedad V de dimensibén 1, simplemente
conexa y con base numerable. Existe una aplicacidn
continua £ gque es una identificacibn de V en la recta
numérica H .

En las demostraciones utilizaremos el siguiente:

Lema 2.1.2.3.

Si una variedad V de dimensidn 1 es simplemente
conexa, el complementario de un punto cualguiera x de
V tiene dos componentes conexas.

Demostracibn:

Sea U una vecindad de x homeomorfa a un intervalo,
el complemento de x en U tiene dos componentes conexas
Uy y U. . Consideremos también dos ejemplares V' y

V" del complemento de x en V y sean U;, u', U";,U: los



correspondientes de U+, C enV' y V", Completemos el
espacio suma V' + V" con los puntos x' y x" admitiendo
respectivamente las vecindades U' y U" tal que

\
u'Nnv' = U_;_ , UV =u_ , u'tnv" =o', t'"nv" = U_','_ ;

donde vt = uiyvry{xl
g" = U_'_UU_';_U{XH}
Se obtiene asi un espaciofg = (V' + V")k){x'lx"}

que provista de la proyeccidn natural p sobre V, es
un recubrimiento de dos hojas de V; donde p(x')=p(x")=x.
Se comprueba f&cilmente que.; es conexo.

Tenremos asi, por hipbtesis que V es simplemente
conexo, y hemos construido un espacio recubrimiento
conexo ('{7',p) de V., Entonces la proyeccidn p: '\‘;———»V es
un homeomorfismo.

Vamos a suponer que el complemento de x en V seria
conexo; resulta que se llegard a contradecir la hipb6te-
sis de que V es simplemente conexo; en el sentido de que
la proyeccibn natural p no seria un homeomorfismo de v
en V.g%h

Pasaremos ahora a la demostracidén de la proposicidbn
ZElsS A

Es posible de encontrar una familia enumerable de

cartas hy(i = 1,2,...) de Vv en [H , donde los dominios
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?Di recubren V., Como V es conexo se puede suponer que
la numeracidn de los ©j es hecha de tal manera que

n
an H@l sea conexa para cualquier entero n ,
Estableceremos esto por recurrencia.

Supdngase definida sobre Qn una aplicacibén continua
fn de Qn en el intervalo (-n,+n ) que sea una identifica-
cién. Mostraremos que fn puede extenderse a la aplicacién

siguiente fn+1 de Q en el intervalo (-n -1, n+1)

n+l
que sea una identificacidn.

Resulta del lema 2,1.2.3 que Qn O@nﬂ es conexa
porque si no es asi, se puede hallar un punto x tal que
el complemento de x en V sea conexo, lo cual contradice
al lema 2.1.2.3.

Luego hn+1(ﬂnﬂgn+. ) = I es un intervalo de R

’ -t .
y la aplicacidn ‘;,,° m,,'I ,]n,n [es una funcidn continua,

estrictamente mon6tona e inferior en valor absoluto a h;

es decir

-1

ntl (x}< n

fnoh
Ella puede extenderse a una funcidn kp continua sobre R ’
estrictamente mondtona e inferior en valor absoluto a
nt+l, es decir
Y :H— J-n-1, n+1 [

y |p0| < n+1



La aplicacibn e hn+l:9n+;——>]-nv-l,n+l [ si se

restringe a .Q.n ﬂ@rm coincide con la restriccidn de

fn:Qnmm*' (~n,n) a -O.nnem-l

: Q N+l =QnU©n+u—*’(-n—1 ,n+1)

Ahora definimos fn+1

por la condicibn

fn+1/ﬂn= fn
y
f [, 0
n+l
luego fn+l es una funcidn de pegamento. Ademés fn+l es

una identificacibn puesto que fn es una identificacifn,

hn+1

es una identificacibn.

Entonces:
fn :Qn =Q@i — (-n,n)
IR (GN ~ (-n-1,n+1)
fn+2: n+2 (-n-2,n+2)
(e )]
Definimos f£f:V =_1_L)191 — (-0 , +00) = ﬂ:l

como la funcibn de pegamento, de manera que
f/_()_n = fn
Se observa que f es una identificacibn de V que es

conexo e€n D .
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2,1.,3

Variedades provistas de estructuras diferenciables,

Recordemos las nociones cue siguen; de Topologia
Diferencial que utilizaremos,

Definicibn 2.1.3.1,

Una estructura diferenciable de clase Cr, donde

r es un entero positivo & G (respectivamente una
estructura analitica), sobre una variedad topoldgica
v" de dimensifn n es definida mediante un atlas A de
v? tal que, para todo par de cartas hi,hj€7A, el
cambio de cartas h;le hj sea un homeomorfismo diferen-
ciable de clase CT (respectivamente analitica) de un

n n
abierto de H en @ .

Definicibn 2.1.3.2.

. . . 05

Una funcibén diferenciable f de clase C sobre

v es de rango 1 en el punto x € vh, si para una
carta hi cuyo dominio contiene a x, la aplicacidn

f °h;l es una funcibn donde por lo menos una derivada

89

parcial en el punto hi(x) es diferente de cero, es decir

la matriz del diferencial de la funcidn f e h;l es de
orden 1lxn ,

Observacibn 2.1.3.1. 1la definicibébn 2.1.3.2 es eviden-

temente independiente de la carta escogida, hiG: A.

Definicibn 2.1.3.3.

n
Una carta f de v en H se dice compatible con

el atlas 2, si para,\{lle A, los cambios de cartas



he f'-1 Yy f<>hﬁl son dos homeomorfismos diferenciables

. n n
de clase Cr (0 analiticos) de abiertos de R enR .

Observacibn 2.1.3.2,

El conjunto de todas las cartas compatibles con
el atlas A de la definicibn 2.1.3.3 forman un atlas
maximal A generado por A; o sed en A esté&n todas las
cartas de A y las que son compdtibles con las cartas
de A.

Definiciébn 2.1.3.4.

Sean A1 Yy A2 atlas diferenciables sobre X.

Decimos que A1 Yy A, definen la misma estructura diferen-
ciable sobre X sl y solo sl coinciden las atlas maxima-
les El y iz. En particular si; A es un atlas diferen-
ciable sobre X; entonces dos subatlas de 2 definen una
misma estructura diferenciable sobre X.

Proposicién 2,1.3.1.

Sean Al Yy A2 atlas diferenciables sobre X,
A1 y A2 definen la misma estructura diferenciable si y
solo si exlsten un horeomorfismo diferenciable de

clase Cr.

Demostrdcibn:

Sea idx: X = X, que es un homeomorfismo.

o bien idx: (X’Al) ————%»-(X,AZ)

9C -



- 91 -

Se tiene el siguiente diagrama:
Ut = == Uz= Ul
l-d.x

hl h2

. -3
h,(U)) hgotdxe hy > hyluy)
Por hipbtesis (Ul'hi) es compatible con (U2,h2);
luego h,e hll es diferenciable de clase C', Entonces

h, © id_e hll o GRS ST Gl O
Por lo tanto idX es un homeomorfismo diferenciable
de clase Cr

vamos a demostrar ahora la condicibdn suficiente.

Sea Al={(U r by )}
1

A, { }-

Por demostrar : l = 5

I

Sea (U,h)e:'il. Entonces h es compatible con el atlas A,

Sea h1 € Al, entonces los cambios de cartas he hl'-l y
S i
hl o h™' son diferenciables de clase C°.
i
Se tiene el siguiente diagrama
AL | szj“v_u
d % / \ h
& s .
h \hli h/ '*:L'zl
\‘\\ .l'/ \:
hyoh” X P ohgok A
SRR ——-—-—)-
hLUan,) -4°—:.— - h‘i(UnU;O h(UanU) T\'\—- h2 (UQJOU)

"R
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Demostraremos gue h2 o hHl y h e hgl son diferenciables

r J J
de clase C,

Por hipbtesis existe f un homeomorfismo diferen-

ciable de clase C° de (X,Ai) en (X,Az) . Como (Ur\Ul,hl )
i

25

es una carta de (X’AZ) con f(x)e€ U, N U; la composicidn

es una carta de (X,Al) tal que x€ U N U1 Y (U2 NUh_ )
i .

-1 5 . n
hy® f c'h1 es diferenciable de clase C' sobre Q.

Adem&s ((_U2 N U), h) es una carta de (X,Az) con

J -
f(x)e U, (N U. Entonces he foh 1 es diferenciable de

1

J
clase Cr sobre [Dn.

-1 -1 -
Por otro lado: h _oh o he f hl =h2 f°hl

2 . . .
J 1 J 1

Luego h2 °® h’-1 es diferenciable de clase C*

J

Adem&s he foh'l = hehTe n o fop”?!
1 2, 2, 1,

1

=

Entonces he h; es diferenciable de clase C*

J
Luego (U h) € A,. Por tanto ‘Als a,.

La otra inclusibn; AZS A, se obtiene de manera aniloga

Propiedad 2,1,3.1: La ramificacidn simple, asi como el

lazo estrangulado, es una variedad de dimensibn 1 con dos
estructuras de variedades diferenciables de clase C°
no isomorfas o no idénticas,

Dicho de otro modo se puede proveer a la ramificacidn
simple de dos estructuras diferenciables de clase C %

tales gue no existe ningfin homeomorfismo de clase C%® de



Z provista de la primera estructura sobre Z provista de

la segunda estructura.

Al tomar otra vez las notaciones del ejemplo 2,1.1.1,
D,,Da (identificando a sus imdgenes enZ) son dos
abiertos que forman un recubrimiento de Z.

En efecto:
Segfin el ejemplo 2.1,1.1, (a); R, y R,son dos

ejemplares de [H yz su sura topoldgica

Xa Oa

-
e

Z - j_Dt-J

e
- <y
T — g
"\\
\/.’—_\ i
U, TR
Como el espacio Z es un abierto y Z(\D;—-D‘
an ""(D ; entonces son abiertos en los sub-
2 2 1 Y 2
espacios [,y [H, respectivamente,

Ahora U, = TT(R,) v Uj = TT(R,) son dos abiertos

deZ c



- 94

Pongamos gy = Ulr\UZ gue se identifica a (-0, 0).
U1 y U2 son dos abiertos que forman un recubrimiento
de ZZ c

Las restricciones Tﬂ‘—TT%h. y Tlp= TT%&Z son
homeomorfismos y TT,=TT, sobre U .

Las cartas ( Ul,TTf5 y ( U2,TT55 definen sobre £

una estructura diferenciakle que llamaremos estructura

trivial.
El punto de [, (respectivamente de [, ) de abscisa
)

x designaremos pOr x., (respectivamente x

1 2
~ -~
U, f},f”
R
e —
7 [ <_
N — T
T V.

-~

@)
La primera estructura es definida mediante

TTl..'(xl) = X ; TT{%XZ) = X, X, = X

X2=X

A= { (U, T (0, TT7Y } es un atlas de Z .



La segunda estructura es definida por:

hy# Uy R

hl(xl) = x X =X
h2: U2 —.. [

h2(x2) = x3 : X, = X

B = { (Ul’hl)’ (Uz,hé) } es un atlas de Z .

Los atlas A y B, definen cada uno en Z una estruc-
tura diferenciable de clase C® .

Tenemos que (Z, A) y (Z, B) no son homeomorfos,
puesto que los atlas diferenciable A y B sobre Z no
definen la misma estructura diferenciable.

Propiedad 2,1.3.2; FExisten variedades de dimensibn 1

(por ejemplo: la pluma completa) con una estructura dife-
renciable de clase C® tales gue todas las funciones de
clase C! sobre estas variedades se reducen a las constan-
tes,

Observacibn 2,1,3,3: Las propiedades patol6gicas puestas

en evidencia en la propiedad 2.1,3.2 muestra gue es nece-
sario una nocibn de estructura diferenciable con més
restricciones para que no aparezcan como por ejemplo la
propiedad precedente.

Definicif6n 2.1.3.5.

. . r
Una estructura diferenciable de clase C~ sobre una
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variedad V" es llamada regular si para toda funcidn f
diferenciable de clase Cr definida .sobre una vecindad
de x € Vn, existe una funcidn f' diferenciapble de clase
¢’ definida sobre V" tales gue f y f' coinciden sobre
una vecindad de x.

Proposicibn 2.1,3,2,

Toda esgstructura diferenciaple de clase Cr sobre una

variedad separada o de Hausdorff v es regular,

Demostraciodn.

La demostracibn es constructiva.
Sfean la variedad Vn) separada, x un punto de v y U una
vecindad de x,
Sean ademéds f una funcién diferenciable de clase C° definida
sobre U , y un punto de V' tal gque y¢U .

Como V" es separada existen W y W' vecindades de x
e y respectivamente tales que WNVW' = ¢ ,

Supongamos queiﬂq& U , entonces tomamos la vecindad
W = U NWde x.

Definaros ahora una nueva funcibn f£' de la siguiente

maneras:

f' s WrUW' —= R

ﬂ/ W' = cte



Por construccibn f' es diferenciable de clase Cr,

Observacibn 2.1,3,4.

La segunda estructura diferenciable definida sobre

la ramificacibn simple no es regular.

Lema 2,1.3.3.

Sea V una variedad provista de una estructura dife-
Yenciable regular de clase c*. Si una funcibn f diferen-
ciable de clase C' sobre V es de rango 1 en un punto x
de V, ella es igualmente de rango 1 en todo punto y no
separado de x,

Demostracibn.

Para simplificar las notaciones, demostraremos este
lema, en el caso donde V es una variedad de dimensibn
uno, Sean h1 y h2 dos cartas de V en R tales qgue hl(x)=0
y h, (¥1=0.

La aplicacibn h = h2° hil es un homeomorfismo diferen-
ciable de clase C', adem&s también su inversa, que es de
un abierto U; de [} sobre un abierto u, de H ; el origen
0 pertenece a la adherencia de U1 Yy U2.

Sean las funciones f1 = fo h;l Yy f2 = f@h;1 , gue
son diferenciables de clase C- y la derivada fi(O) de fl

en el origen no es pues nula,

Sea tl,t2,...,tn,... una sucesidn de puntos de U1

tales que 1lim t_ = 0.
N = n



Il

Ahora tomamos ?; h(t )i {?;1} es una sucesibn
0]

de puntos de U, Yy también lim En =

2 nio

fi(tn) = fé(Eh) o h'(t ) para vV n

i el 1im £.(E ) = £! (0) fuera nulo, entonces lim h' (t_ )
n+® 2 n 2 h—-0o n
seria infinito,
Pero entonces si g es una funcidn de clase c* sobre
V y de rango 1 en y (una tal funcibn existe siempre en
virtud de la hipbtesis de regularidad)., Con las nota-
ciones correspondientes, lim g! (t_) seria infinito, lo
haoo 1 n
que es imposible, puesto que g es de rango 1 en y.
Entonces f} (0) % 0, para que lim h'(t_ ) exista.
N+ n
La proposicibn 2,1.2,2, de la seccibn 2.1.2 puede ser
precisada de la manera siguiente:

Proposicibén 2.1,3.4,

sobre toda variedad V de dimensibn 1, provista de
una estructura diferenciable regular de clase Cr, simple-
mente conexa y con base enurerable, existe una funcién £
diferenciable de clase Cr, de rango 1 en todo punto de
V.
En la demostracidn utilizaremos el siguiente;

Lema 2,1,3,5,

Sea f(t) una funcibn diferenciable de clase c’ definida
sobre un intervalo I' de la recta numérica R y cuya

derivada es diferente de cero en todo punto de un inter-



valo cerrado I &€ 1I', Entonces la restriccibn de f a I
puede ser extendida a una funcibn diferenciable de clase
c’ sobre R y de derivada no nula en todo punto de R.
wer [9]).

Demostracidn de la proposicibn 2,1.3.4,

Sea A un atlas de V sobre R que define una estruc-
tura diferencilable de clase c* sobre V. EI1 procedimiento
general de la demosStracidn es similar al de la proposiclbn
2,1.2.2 de la seccibn 2.,1,2, Utllizaremos las mismas
notaciones,

Asi tenemos que es poSible encontrar una famllia
enumerable de cartas hi(i =1,2,.,.) de Vv en [}, donde
los dominios 61 recubren V. Supongamos que cada@ies la
pre-imagen de un intervalo abierto I= ] -1,1 [ por un
homeomorfismo hi que se extiende a un homeomorfismo

T

ieA deVenﬂ,

Como V eS coneXo se puede suponer gue la numeracibn
n
de los 91 es hecha de tal manera que ﬂn=ugisea
1=1
conexa.
Supongamos definida sobre {ln una funcibn fn diferen-
ciable de clase Cr, de rango 1 en todo punto y tal que
\ny . . ~1 .
para 1,1 <1KN, 1a funcién fn° hi que es definida
sobre I se extiende a una funcibn diferenciable de clase

c’ sobre R de rango 1 en todo punto.
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Vamos a mostrar que fn puede ser extendida a la

siguiente funcibn f_ , diferenciable de clase c", sobre

1
Qnu con las mismas propiedades.

Como QnNOny ©s conexo, hoqf 0aNOnet) es un
intervalo de R ; supongamos que sea ]tb,gg; luego
fn ° h;il es una funcién diferenciable de clase C' sobre
el intervalo ]to, tl[ contenido en I y con derivada no
nula. Los conjuntos hn+1( 91 n©n+[ ) 1Lign son Iinter-
valos ablertos que recubren a ]to’tl[ ; sea ©K un
abierto tal que hr1+1 (,@K(\@nn) sea un Intervalo de la forma

] t ooty [ con t,  t;. Por la hipStesis de recurrencia,

la funcidn £.° h;{l se extiende sobre [H a una funcién gk
de rango 1 en todo punto,.

Sea té el punto del intervalo ] -1,+1 [ definido
por:
1 ~-1

1= 74 L i 1 = 1
to tJ:_l’.nh hk hn+1(_t) y sea X hk (to)

el

— ]
El punto x = hn+‘1 (to) no es pues separado de x'.
existe una funcibén g diferenciable de clase c’ env que

A r~
coincide con fk ° hk sobre una vecindad de x', porque V

N ™~
es regular, Como g es de rango 1 en x', puesto que fk°hk
es de rango 1 en x', tambi&n es de rango 1 en x por el
lema 2,1.3.3,

~J .
La funcibn que es igual a ge hn+1 sobre el intervalo

:l"°° r o [ y a fn°h;11 sobre ] tor t1 [es diferen-
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ciable de clase C* sobre ] -0o , tl [ . Puesto que las
. o=t o o .

dos funciones ge hi1 ¥ fno hn+1‘ coinciden en el intere

valo Jto’tl [ , la funcién definida por

(~_

goh 1(x) xe] - ’to[

kp(x) =<

i h 1(x) x€] to,tl[

es una funcidn de pegamento,

Al repetir la misma construccidn para t se obtiene

1’
una funcién definida sobre [ de rango 1 sobre el inter-

valo ] to’tl [ y cuya restriccidn a ] to'tl [coincide con

-1
n+l

foh

Por el Lema 2,1.3.5, existe una funcibn %n+l diferen-
clable de clase c’ gue extiende a f h +1 Y que es de
rango 1 en todo punto,

Luego la funcidn buscada fn+1 es la definida por

fn (x) Xenn

Hh>

n+1°hn+1 (x) 2= gn“

Luego f ., es una funcibn diferenciable de clase Cr,
sobre (}n+,, que satisface propledades anélogas a las de

fn’



Tenemos:
h qtBpe— ] 1,41 [

:‘E\n+1: R -———u-] -n-1,n+1 [

Luego ?n+1 ° hn+1:9nﬂ'——"' ] ~n-1,n+l [

La aplicacibn hn+1 si se restringe a Qn ﬂ@m_,
coincide con la restriccibn de £ a O ﬂ@hﬂ

Entonces, por recurrencia;

f :Qn -—*-] -n,n [

n

£ 417 Qne —= ] -n=1,n+1 [

fn+2:ﬂmz ——-»] ‘—n'-z',n+2 [

L
<
.

+

. i oo
Definimos la funcibn de pegamento f de V = k{@l
. 1=

a (oo, +®) = R de manera que

f/ﬂ,,: fn

Luego f es una funcibn diferenciable de clase C' y
de rango 1 en todo punto de V,

Corolario 2,1.3.5,

Todas las estructuras diferenciables sobre la recta

numérica [H son equivalentes,
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Demostracidn;

Sea Fl la recta numérica provista de la estructura
diferenciable ordinaria dada por el atlas {(ﬂ,Id)} Y Fﬂ
recta numérica provista de una estructura diferenciable
de clase C' dada por el atlas {(P,'}T')}. R' es de
dimensibén 1;lﬂ'es regular, puesto que toda estructura
diferenciable de clase CT sobre una variedad separada es
regular;EJ'con la topologfa usual satisface el 22 axioma
de numerabilidad y su base global es;B== { bp (x) / x,f

racionales} ; adem&s es simplemente conexo,

De acuerdo a la proposicibn 2,1.3.4, existe una
aplicacibn diferenciable de clase ¢’ de rango 1 en todo
punto de ﬂ‘ sobre H ,

Sea esta aplicacidn la homotecia siguiente:

Fijamos a#0, aeR' y definimos

{
g, ——— R por
ga(,t) = at
Como esta aplicacibn es biunivoca, ella seré un

) g
isomorfismo de clase ct de B sobre RH ; es decir un

difeomorfismo.

- 103 -
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2.2 Las estructuras foliadas del plano,

2,2.1 Revisi6bn de algunas definiciones y propiedades

cl&sicas,

Definicibn 2,2,1,1,

Una estructura foliada (F) de dimensibn
uno sobre una variedad diferenciable V2 de dimen-
sidn 2 es definida por un atlas A de v® sobre ﬂJQ
tal gue si hi y hj son dos cartas cualesquiera de

2, el cambio de cartas hji = hio hgl es un homeo-

2
morfismo de un abierto Uji de [H sobre un abierto
2
de R gue en la vecindad de todo punto de Uji

est8 expresado por las ecuaciones de la forma:

x' =

(x,v) y' = k.. (y) (1)

951 ji

Ilustramos esta definicibn con el diagrama siguien-

te: e - - T —
7v?

]
L] U1

R,

77 ~h (UNU.)=U |,

77450 11705
l/ // 1:\&:‘."}"’4

2 |\ XA hoohtl = n..

ID Dy' : / X ") Fx

¢ i
LE:::GL-:&L?%
1 p:




donde:
h; (,Uj) = A,*xH,

h, (U

NU,) = U;x0, < R, xRy
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hi (Ui) = B, xR,

h, (Uj NU, )=V, xV,cRxQ,

o h1T(x,y)=hy, (x,9)= ', y")

= (gji (x,y) ,kji (y))

S Dl

(X,Y) /\» gjl (X, Y)

3
ademés hi
dond : U Cllll2
onde, gji P Ugy
kji:U2

C:BQa -_— EJZ

Observacibn 2,.,2.1.1,

RS

Si los cambios de cartas h

son diferenciables de

la estructura foliada (F) es diferenciable de clase

ji
r : ] .
clase C~ (respectivamente analitica), se diri que
c’ (respectivamente analftica).
2.~

Cuando se hace mencibn a la condicibn "Analitica",

se est8 haciendo referencia a funciones analiticas

reales,

Definicibn 2.2,1.2,

JLo=

2
Decimos gue una carta f de v’ en R° es compatible

con A, si para toda carta h€A, el cambio de carta

heo f—.l

hie £ 0 ¢, v)

[

es de la forma (1); es decir:

(x',y")
. (y))

(9j1(x,y), kjl
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(ademfés es diferenciable de clase ct o0 analitica
en los casos en gque (F) sea una estructura diferen-~
ciable de clase Cr o analitica).

2,- El conjunto de todas las cartas compatibles con A
forman el atlas maximal generada por A y definen
sobre V2 la estructura foliada (F),
Supondremos en lo sucesivo, o desde ahora que A es

un atlas maximal,

Observacibn 2.2.1,2,

De acuerdo a la definicifbn 1,6,1 de foliacidn del
Capitulo I, diremos que v? es foliada por A o que A es la

estructura foliada (F) de dimensibn uno. En 1la definicién

2.2.1, no se exige que la foliacibn o la estructura
foliada (F) sea diferenciable de clase Cr, como en la
definicibn 1,6.1,

Se demuestra sin dificultad la

Proposicibn 2.2,1.1,

El conjunto de cartas de A cuyos dominios est&n en
un abierto U forman un atlas de U sobre Ra que define 1la
estructura foliada (Fy) inducida por F sobre U,

Definicién 2.2.1,3,

Si (F) y F') son dos estructuras foliadas sobre

V2 y'VI2 respectivamente, definidas por los atlas A y A',

un isomorfismo de (F) sobre (F') es un homeomorfismo
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de V2 sobre v tal que A' = ( (a) (esto nos dice que
toda carta de A' es de la forma @h, con h€A),.

En los dominios @i de cada carta hieA estd definida
una relacibn de equivalenciaf_)i donde las clases de
equivalencia son.las pre~imdgenes por hi de las rectas

de funciones constantes,

Sea el diagrama

2
H
__..__...___.__:_UlX{c} =Unl
[]
q
4
¥ - -J II o
1ty _
! - ihi (x)—'(tllc)
I h, (y)=(t,,c)

¢

Adem&s xﬁ y si y solo si h,(x), h (y)e 1

La clase x denotada por [x] es de la forma:
[x] = h;l (1) = { ye@i/ yﬁx }

Sea p: @i ——-»9}/)1) , la suryeccidbn canbnica,
i
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Agui también las placas son de la forma;

-1
h,"(U; x {c}) , cE€U,
y en este caso se les llaman placas de @Di O también

placas de la estructura foliada (F),

Proposici6én 2.2.1,2,

Si la estructura foliada (F) es diferenciable de
r
clase C; entonces las placas son subvariedades conexas
de dimensibn 1 y clase c’ de M.

Demostracibn:

Se utiliza un razonamiento anflogo al dado en la

demostracibén de la proposicidn 1.6.1.

Se demuestra con facilidad la siguiente

Proposicibn 2.2.1.3,

De las relaciones (1) resulta gque para todo punto
X € ©). x
E%(\QDJ

Jg 52/? en una vecindad suficientemente pequena de x

, las relaciones de equivalencia inducidas por

coinciden.

Sea f) la relacibn de equivalencia generada por las E .

—

Definici6n 2.2.1.4.

Las clases deJ) en V2 son llamadas las hojas de la
estructura foliada (F), E1l espacio de las hojas llamado
el espacio cociente de V2 por la relacibn de equivalencia
Jp (provisto de la topologia cociente) juega un papel

esencial en lo sucesivo.



Observacibn 2.2,1,3,

Ie=

Observemos que la relacibn de equivalenciaf es
abierta puesto gue es generada por las relaciones

J?L gque son abilertas,

En la definicidn 1.6.1 de foliacidn la relacidn

de equivalencia Q se definif sobre la variedad M;
para dos puntos p vy q cualesqulera; mientras Jue en
la definicibén 2.2.1,1 de foliacidn, la relacidén de
equivalenciaf definida sobre la variedad V2 es
generada pOr ias relaciones de equivalencia‘Pi defini-
da sobre los dominios @i de las cartas hi; donde 1las
clases de equivaléncia por la relaciénJg en cada 91
constituyen caminos de placas en (seglin la defini-
cibn 1,6.1). Estos caminos de placas determinan

una particibn de cada @i,

Las clases de equivalencia en la relacibn R ce
componen de la misma forma gue las clases de eQuiva-
lencia de la relacibnf , En ambOs cOnceptos las
clases de equivalencia reciben el nombre de hojas

de la estructura foliada.

Segin ia definicién 1.6.1, las clases de equivalen-
cia son caminos de placas (cada clase es un camino de
placas) que cubren a la variedad M, ya que las

placas cubren a los abiertos U (dominios de cartas)
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y estos cubren a la variedad. Segfin la definicibn
2,2.1.1, las clases de equivalencia tambié&n son
caminos de placas (cada clase es un camino de cami-
nos de placas).

4,- Los conjuntos abiertos que cubren a los dominios
de cartas de la variedad Vz, con sus respectivas
cartas constituyen atlas de d@ichos dominios de
cartas; definiendo asi la estructura foliada (Fy )
inducida por F sobre cada dominio U ,
Entonces en cada dominio de carta U se estd aplican-
do la definicibn 1,6,1 de foliacibn con la diferen-
cia de que las imflgenes de los conjuntos abiertos
qgue cubren a un aominio de carta U por ejemplo, por
sus respectivas cartas son abiertos b&sicos aé 332
que cubren a R?.

Recordemos ahora, que toao campo de vectores E aefiniao

sobre una varieaad V2 separada que verifica las aos con-

diciones siguientes:

(i) E es direrenciabie de clase C¥ (o analitica)

(ii) E (2)¥0 en todo punto z de V2.
est& asociada una estructura foliada diferenciable
de clase C¥ (o anatitica),

Las hojas son las trayectorias del campo de vecto-

res E.



Reciprocamente; a toaa estructura roliada diteren-
ciable (F) ae ciase ¢’ en V2 se le puede hacer correspon-
der un campo Qe vectores E sobre V2 cuyas trayectorias
son las hojas de (F),

Ejempio: Las curvas gue son soluciones de la ecuacidn

\ 2
diferencial (en coordenaaas polares r y w):dr = r(l-r")

aw
son iLas nojas de una estructura foliada anaiitica del

plano san origen,

La circunferencia r=1 es una hoja, las otras nojas
se enrroilan asaintoticamente alrededor de la circunteren-
cia. (ver [22] )

El espacio cociente de ﬁ:z— ‘{o } por ia relacibn
de equivalenciaJp asociada a la estructura foliada
aamite en este caso una particifn en un subespacio abierto
homeomorfo a dos circunferencias y un punto gue admite
como Gnica vecindad todo el espacio cociente.

pefinicion 2,.2.1,5,

AL par (Eai,fg_) formado por una carta h;€ A y su

dominlogai se le ilama un abierto distinguido de .a

estructura foiiada (F),

Estableceremos los principales resultados relativos

a ias estructuras foliadas del plano,

El teorema 2.2,1.4 gue sigue es clisica; su demostra-

ci1dn se basa en el teorema de Jordan.,

111
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leorema 2,.,2,1,4, (Poincaré&, Bendixon)

Sea (,gi,hl.) un abierto distinguidpo de una estructu-
ra foiiada del plano; la imagen por hi de la interSeccibn
deiai con una hoja cualquiera Se reduce al conjunto
vacio o a una recta 1 de una funcifn conStante 5(t) = cte.

Interpretacibn: Sea la esStructura foliada trivial del

plano EJa.

LIE
I
|
|
'
|
J
M

ES decir; para toda foliacion de dimensidbn uno Se tiene:
") Yy = cNC) =
h,(®incyr=1 6 n(Bine,=¢

Teorema 2.2.1,5, (Kaplan)

Es posible asociar a toda foliacidn continua ael

2
plano una funcibn de valor real continua definida en R



que no aamite maximo ni minime local y que es constante

sobre cada hoja.

Teorema 2.2.1.6, (Kamke)

Sea (F) una estructura foliada ae clase CY¥ del
2 -
plano [H~, sea 1 un avierto acotado del plano,
Existe una funcibn de valor real  definida en {0
y que verifica las propiedades siguientes;

(1) ) es diferenciable de clase c* y el gradiente

de \P) es diferente de cero en todo punto de 0.



ii) (Y es constante sobre las hojas de la estructura

toliada inducida por (F) sobre {1,

3

o o—

/l = \'%‘a‘( AN
A Dy *\
/ 1
N 4 —
1 "_~“'-“fxf“—_*7‘
g s D— (]
) =5 == N /
1 A
\

== — /
4
/

/

/

2
Existe una foliacion ¢ de R~ tal que toaa fun-

Teorema 2.2.1.7. (Wazewsky)

cibn en pa de clase C', constante sobre las hojas, es
constante.

Los teoremas 2.,1.,5, 2,1.6, 2,1.7, fueron ademostrados
por Haefliger y Reeb en [ 12 ] , mediante un
anflisis de los espacios de hojas de foliaciones ael
plano. Ellos opservaron gue el espacio de hojas de una

2

foliacibn de clase c’ de [R® es una variedad en general

no Hausdorff, ae dimensibn uno, simplemente conexa, dae
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clase C°. El teorema de Kaplan se sigue de este hecho y
también ae que spbre unag varieadaad de dimensidn uno,
simplemente conexa (Hausdorf:r o no) siempre existe una
tuncién continua estrictamente monHtona, gl teorema de
Kamke se déduce ael necho de que el espacio de hojas de
57}1 esta érovisto de una estructura de variedad (Hausforff)
de clase C*® ., Finalmente el teorema de Wazewski se
deduce del hecho de existir sobre la pluma completa una
estructura aiferenciable de clase C® tal que toda fun-
cibn de clase C! detinida en ella es necesariamente cons-—
tante,

Ejemplos de estructuras Foliadas del plano,

1.- Las rectas de funciones constantes z(t) = Cte son
evidentemente las hpjas de una estructura foliada
del plano.

2,-~ Sea C una curva de Jordan en el planolne, La es-

tructura foliada precedente induce sobre el abierto
acotado por C y que es homeomorfo a EJQ una es-
tructura foliada analitica.

3.- El complemento U en FQadel conjunto de los puntos

de coordenadas x = 0, Y 2> O es homeomorfo a ‘42.
Las componentes conexas de las curvas dé nivel ae
la funcion @ = x.y son las hojas de una estructura

analitica de U.



El espacio de las hojas de una estructura foliada

del plano,

La proposicidn siguiente es una consecuencla
esenclal del teorema 2.2.1.,4 de 2.2.1,

Proposicibn 2.2.2,1.

Sea (F) una estructura toliada del planolﬂz. El
espacio cociente V de 532 por 1l1a relacibn de equiva-
1enc1adP asociada a la foliacibn (aefinicibn:.2.2.1.4
ae 2.2.1) es una varieaad de dimensibn uno con pase
numerable y simplemente conexa,

S1 (F) es una estructura foiiada diferenciaple
ae ciase C¥ (o analitica), el espacio de las hojas
V estd provisto canbnicamente de una estructura de
variedad de dimensibn uno de clase C* (o analfitica).

Demostracibn:

2 .
como R" es conexo y con base numerable, V es
igualmente conexo y con base numerable, Para mostrar

gque V es una variedaa de dimensibn uno, es suticiente

de verificar que todo punto Z ge V admite una vecindad

apierta nomeomorfa a la recta numérica,.
2
Sea TT la proyeccibn canbnica de [ sopre v; 1la

hoja TT™ z) intersecta por lo menos a un abierto

distinguido i)i . La relacidn de equivalencia inducida

porﬁ en 9'1 €s, por el teorema 2.2.1.4; 1la re‘laci6nJDi
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Luego TT(EDiL que es una vecindad abierta de z,
puesto queJP es una relacidn de equivalencia abierta,

eS homeomorfo a H‘P- es declr a 1la recCta numérica,

1 14
En virtua adel teorema de Joraan, el complemento
de toada hoja (Que eS un Subconjunto Cerrado de Re)
tlene dos compOnentes COnexas; lueg0 el cOmplemento
de todo punto de V tiene lgualmente dos Componentes
conexas. Esta propledad eS equivalente al hecho de que
V eS Simplemente cOnexo (Lema 2.1.2,3)
Sea A un atias aefiniendo sobre IR° ia estructura
foliada diferenclable conSiderada,
SupongamoS que la eStructura folilada del plano R*
Sea la trivial.

2
Sea hi: @i——’“ﬂ una carta del atlas A tal
wFi

reCta x=0 = hi

- recta
Luego h11 ( )C:EDi ; donae

";1;1 (reCta) Bn(:recta) - aeR

\—\_1 (recta)

-1
que hi /

Ahora, Cada punto SObre h1 x=0 es un represen-
tante de su ClaSe; luego 11”='Ts/t—1 (recta) es un
i x=0
homeomorfismoO de h i (iigta) Sobre @D%<P
i

Entonces la familia { (Qﬁdz , hi°TT'4 ) }'
1
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constituye ' n atlas de la variedaa V

Ilustremos con el diagrama siguiente:
i

N
’—F-—-‘i‘_‘:
RS = ——
i :;=,q%r N —
-“j' f! - a
i —
/- " V=
— —. V=1
,Ig]-qJJ fr = X=a f‘j-:’— /\
; m TT(ey= &
=7 , ’\'VQ 0=,
T,

donde: (§,h;), (E%,hj) son

dos cartas del atlas A, 9‘&;;)‘_6}\_)_\

ademés -



donde ﬂl:ﬂrlh{_l (recta) Yy TT* =T]'/rﬁ-.~1 (recta)
i x=0 BT x=0

. _ / i n_
En giﬂ@J TT)=TT*(t), para Viee h, (recta)n hjl(rggga)

x=0

N N -— - LY _‘ v
Luego (hjorr*-')O(hioTT' l) L h oTT*o TTlo h=1
N \f\-‘
= h.oh
J 1

o~ = o~ -1 -
Por lo tanto (thTT*)O(h.loﬁ"l) . es un difeomorfismo de clase

¢’ (o Analitica)

Entonces V esté& provist: de una estructura de variedad de

dimensi®n uno de clase Cr(o Analitica).

= BRI
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CAPITULO 3

FIBRACIONES POR RECTAS Y FOLIACIONES DEL PLANO

3.1 pPropiedades de toda foliacién del plano.

. - . s
Toda folia016n’3: del plano [H” tiene las siguientes
propiedades.

(i) ;X es orientable

El plano ﬂz tiene una orientacibén que es compa-
tible con la orientacibén de las hojas.

Estas hojas est@n compuestas de los caminos de
rlacas gue son orientables.

2
(ii) Cada hoja de ?t'es cerrada en [H v homeomorfa a la

recta [ .

Como los abiertos distinguidos 8'1 constituyen
un cubrimiento del plano [QQ , resulta gque en cada
hoja H; los caminos de placas o(i constituyen un
cubrimiento abierto | de la hoja.

Para cada miembro (camino de placas) del cubrimien-

to abierto [’ es dado un homeomorfismo h; sobre =

h % = h ]

para cada par de miembros 0(-1 '°<.f de [7.

tal que
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Podemos definir una funcibén, llamada de Pegamento,

£:H -~ —— R

tal que 5/ = h
i
%3
Luego f es un homeomorfismo de la hoja HI sobre
R .

(ii1) El espacio de hojas X delg:'es'una’variedad topolbgica

conexa (en general no separada).

Esto es por la proposicién 2.2.2,1.
La suryeccibn canbnica p:ﬂqa-———é— X es una iden-

tificacibn, pero no un homeomorfismo.

2
(iv) La proyeccién p: H ———» X es una fibracién local-

mente trivial.

)
ép'(u)é ) e
F-R ; f Pl X
pl i 1
BEEEMILiNEE
e

\su

Whitney (Ver [10] ) estableci6 la afirmacibn (iv),
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Esto significa que; para \7x€:X existe una vecinaad
abierta U de x tal que; § =(p"1(U), p/p_l(U), u, )
es un haz fibrado equivalente al haz producto (haz
trivial) (U xR , Py u,0, {IQ); ¢s decir el haz
? tiene comro grupo estructural al grupo {Ip}
(Ver corolario 1.3,2,6).
Es bien sapbido que la fibra sobre %, p—l/ppl(U)(x)=qu
es homeomorfa a la fibra tipoﬂQ. Esto coincide con
el hecho de que cada hoja de B;es homeomorfa a H .
Entonces la fibra sobre x , Hy constituys una hoja
de la foliacibn k2 y que a cada punto de esa hoja le
corresponde a ¥ como imagen en el cociente.

Reciprocamente, si X es una variedad topolégica de

dimensién uno con base enumerable y simplemente conexa, y

siyl = (B, p, X,R) es un haz fibrado localmente trivial
en rectas reales sobre X, el espacio total E es una varie-
dad de dimensién dos con base enumerable y contractible,
Si E es de Hausdorff, es homeomorfo al plano R vy las
tibras aeY] determinan una foliacifn del plano.

Ohservaciftn 3.1.,1.

Yl = (E, p, X,H) es un haz fibrado con grupo estructural
G , el grupo de los automorfismos de la recta real H,
provisto de la topologia de la convergencia uniforme

sobre los compactos,
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Demostracibn de la parte reciproca,

E es de dimensibn 2, puesto gue:

i

dim p-l(x) dim E - dim X, para Vxex

1 = X - 1

ksto se debe a que las fibraciones constituyen ejem-
plos de foliaciones y como'q.= (E, p, X,H) es un haz
fibrado localmente trivial, la proyeccién p/b—l(U) es
una submersibén de p_l(U) sobre U, para todo U abierto de
X.
Tenemos que X tiene una base enumerable,
rn efecto:

sSupongamos gue para \fxeix existe un abierto U de la
pase enumerable de X tal que % ={(b—1(U), é/b—l(U),tQM)}
es un haz fibrado equivalente al haz fibrado trivial.
Sabemos que:

1. ‘Rx : P—l(U)————ﬂ~ U xR es un homeomorfismo tal

que el diagrama

™1 (U) Pl e Ux R

-1
U /
p/p (U) / -rrl

es conmutativo,
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Adem&s [H tiene una base global numerable.
Entonces el roducto de U por cada abierto de 1la
base numerabie de [H constituye una base numerable
de uxR.

Como los abiertos U son abiertos de una base
numerable de X, ia famllia {UxF?}ch de ablertos
es numerable; luego la familia{p_l(U)} de

Uc X
abiertos de E es numerable.

Como cada Ux{R contiene una base enumerable,
la familia.~{UxE3}ch va contener una unibn de bases
numerables; luego esta unién es numerable.

Entonces la familia.'{p—l(U)}Uc)<va contener
una unidn de bases numerables.

Por otro lado E tlene una base numerable.

Por otro lado [H es contractible. Entonces
para\fUC:X, UxR es contractible, y como p_l(U) es
hemeomorfo a Ux[H ., es contractible.

Por lo tanto E es contractible.

Tenemos asi que:

E es de dimensibn 2, con base enumerable, contracti-

ble {simplemente conexo),

Todas estas propiedades se conservan bajo homeomor-

fismo, adem&s de la propiedad de ser de Hausdorff.
|y satisface esas propiedades.

2
Luego E es homeomorfismo a [
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Foliaciones Conjugadas o Equivalentes.

Definicibén 3,2,1.

N ~} 2
Dos foliaciones (orientadas) 3t vy de H son

2
conjugadas si existe un homeomorfismo () del plano R

sobre si mismo gque transforma las hojas de una en las

hojas de la otra.

Observacibn 3.2.1.

Se puede exigir que el homeomorfismo § :

1-

2.

Preserve la crientacibtn del -Hlano Ela,

Sea compatible con las orientaciones de las folia-
ciones.

Tenga simulté&neamente las propiedades (1) y (z) que
preceden (esta Gltima situacibn ha sido es:udiada
por Kaplan).

En cada uno de los casos anteriores los espacios
de hojas X y X! de??y'}:l son homeomorfos y los

X' son isomorfos.

fibrados p:R— X vy p': R
Esto (Gltimo es una consecuencia del homeomorfismo

'
entre las hojas de 37§,?T'
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3,3 Clasificacibn de las foliaciones del plano.

El problema de clasificacibn de las foliaciones del

plano se puede dividir en los dos problemas siguientes:

i)

ii)

Clasificar las variedades topolbgicas de dimensibn
una;.

El sentido Ge esto es el siguiente: Cada folia-
cidén determina un espacio de hojas y clasificar las
variedades topolégicas de dimensidn uno con base
numerable y simplemente conexa significa clesificar
las foliaciones del plano.

Clasificar sobre una tal variedad los haces tibrados

por rectas localmente triviales con espacio total

de Hausdorff,

El sentido de esto es el siguiente: Clasificar
los haces fibrados por rectas localmente triviales
sobre variedades de dimensifn uno con base numera-
ble y simplemente conexa con espacio total de
Hausdorff; significa clasificar las foliaciones del

plano,
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La ramificacifbn simple Z ,

Provosicibn 3,4.1.

Dar un haz fibrado por rectas localmente trivial
YL = (E, p,Z,R) sobre Z ec equivalente a dar una
funcién continua 9 -] U en el grupo G de 10% homeomor-

fismos de K .

Demostracidn:

Esta proposicibn es consecuencia de una teorema
general.
Para la condicién neceraria, ver [1.1.4] : Grupo

estructural de un haz.

Para la condicibn suficiente, ver [1.5.1] : Teore-

ra de existencia y unicidad.

Interpretacibn:

Ilustraremos con el diagrama siguilente:

E
e e v —— I——
<A 74 % 3 =
G ' £4§§ 3 3
/ Z 1 - = 1=
f“ _./ 4 -
H e
.//'. 4
/’:.,. {
s
s ‘ “.
#,




Corolario. 3.,4.2.

Los fibrados inducidos sobre los abiertos Ul Y U2
son triviales (es decir son equivalentes al haz producto
respectivo), Dos trivializaciones q} 2 Upx R —-1 = (Ul)
y (b U x[:‘l——-} P (U ) de Yl/U1 y"l/ U, (esto indica
que (Uq, (t)‘ ) v (U, \?) ) constituyen cada uno el atlas
del haz fibrado respectivo) determinan uvna funcién

continua 9 : (-0, 0)j——= G (gue denotaremos con
X TN~ gx‘ ) tal gue
¢' (x1,¥) :Cpa (%, gx(y}) para x1=x2=x<0
Reciprocamente una funcidn continuag de (-0o, 0)

en G permite construir un haz fibradoTL= (E, p, Z,R)

sobre Z 9 determina ademé&s las trivializaciones
¢y d)a de Y‘/Ul y Y(/uz. ver(1,5,1]

Proposicibn 3.4, 3,

'
Considerando lo anterior, sea 9 otra funcidn
continua de (-0 , 0) en G vy seanYl (E',p', Z, R) e1
haz fibrado asociado, CP q) las trivializaciones

correspondientes de r{/U:L y r‘./Uz . Un isomorfismo

F de Tl sobre determina un homeomorfismo f de Z. Si

0, es un punto fijo de f, existen dos funciones contimas

1
yﬁ de Hen ¢ tales que

28 -
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F d% (X1[Y) = ¢| (f (Xl) ! O(x. (Y))
® | ,
P, Uyry) = 4 (Ex,), Py )

la condicibn de compatibilidad se escribe

9;000(,( =Px qx para todo x < 0.

Demostracidn:

Sea F un isomorfismo de I’L sobre .

Como las fibraciones son foliaciones del espacio
total, F es un isomorfismo de la estructura foliada de
E sobre la estructura foliada de E'; pero un tal
isomorfismo es un homeomorfismo de E sobre E'; es decir
las hojas de la foliacibtn de E son homeomorfas a las hojas
de la foliacibn de E'.

Luego se tiene un homeomorfismo f: Z —— 2
ver E3.2.] Los espacios de hojas Z y Z son homeo-
morfos). Definimos o(yﬁ de R en ¢ de tal manera gque

satisfacen (¥).

Vamos a demostrar ahora gque se cumple la condicibn

de compatibilidad.
F [(f)l(xl,y)] =F [Cpa(xz,y)]
=> (£ (xp) Ay (v)) = B (£ 0x,), Py ()
0 . )
={> @ of Gy Gy A= (e By (1)
=:D 9;“; o(x‘(y) =ﬁx2(y) (1)



Ademé&s F [¢| (x,y)] ol [@2(X2,Y)]
=> ¢ (x,,¥) =¢(Xz,y)c[>¢2(xz.gx(y))=q32(x2,y)
=>a (y) =y (2)
De (1) y (2) resulta que:
]
9i(x)° ol =)6>=: °9x para todo x=xl=X2<0

El reciproco lo establecemos en la:

Proposicibn 3.4.4

Dadas dos aplicaciones continuas of yﬁ deRen G y un

homeomorfismo £ de (-©©, 0) que satisface la condicibn
de compatibilidad anterior, se construye un isomorfismo
F de 11 sobre ‘1‘ .

Observacibn 3.4.1.

Si por el contrario f intercambia @,y@z la condicibn

de compatikilidad es

oA x =9'ﬂx,°ﬁx° %x para todo x < 0.

Definici6n 3.4.1.

Los haces fibradcs ¥ yY(' son equivalentes en G si

existe un isomorfismo F para el cual f es la identidad.

Prcposicibén 3.4.5.

Sea ”k = (E, p,Z,H) un haz fibrado sobre Z .

Se puede reducir el grupo estructural deY( al subgrupo

+ . .
G de los homeomorfismo crecientes de R

- 130 -
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Demostracifn:

San\ = (E, p,:Z,EQ, G) ; donde (G,0) es el grupo
de los homeomorfismos de [H sopre | .
Sea (G+,o) el grupo de los homeomorfismos crecientes
deR sorre[{ .
(G+,O) es un subgrupo de (G,o0).

Tenemos asi que; G+€iG vy G esté provista de 1la
topologfia de la convergencia uniforme sobre compactos.

Entonces G+ est8 provista de la topologfa inducida
por la de G.

Por lo tanto G+ es un grupo topolb6gico con la topo-
logfa de la que queda dotada G+ en tanto que subespacio
del espacio G,

Observaci6n 3.4.2,

G+ es un supbconjunto cerrado del espacio topol6-

gico G. (*¥*)

Proposici6n 3.4.6.

Una condici6n necesaria y suficiente para que el

espacio total E sea de Haudorff es que para todo ye[H

se tenga.
ng‘ SX(Y) & (o‘_}_’ign gx(y) =
(Ver [10] ).

(**) Ver una demostracion en el apénaice.



- 132

Ejemplo 1.

Si §: U—— G es la funcidn que asocia a x € (-, 0)

la traslacidn y“ ~~—y + 1/x, el espacio total E del

fibradoY(: E — Z correspondiente a § es de
Hausdorff; o sea dada, la familia {y + 1/x} : donde
Xxcu
vt e U, gx(y) =y + 1/x; resulta que {y + l/x} —_— ]
LAY

do 0; es decir 1li = -
cuan X e eci )(l}ino gx(y)

Observacidbn 3.4.3.

La familia { y + 1/x }xeu' donde cada elemento es
tn homeomorfismo creciente, decrece indefinidamente; ver

la gr&fica siguiente:

Ejemplo 2.

Si g : U——— Ges la funcibn que asocia a
x €(-o0, 0) la traslacidn y ~—~—p-y - 1/x, el espacio

.
total E' del fibrado 1Lf E' Z correspondiente
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a g es de Hausdorff; o sea dada, la familia {y-l/x}
xeuy

donde VXGU, Eixm = y-1/%; resulta que {y-—l,rx} ——+ D
v xeu

—

a . Lol ol
cuando x — 0; es decir )}iygo gx(y) + oo

Observacidn 3.4.4.

La familia {y-—l/x} , donde caca elemento es un
xey
homeomorfismo crecien“e, decrece, indefinidamente; ver

la gr&fica siguiente:

R 4

o e
.//"_.. o
.

Proposicibn 3.4.7.

Considerando los ejemplos 1 y 2, entonces
(i) Tl y Y’(‘ son equivalentes por el grupo G.
(ii) Yl Y "(' no son equivalentes por el grupo G+ .
(iii) T{ v Y'C son isomorfos por el grupo G’ .

Demostracidn:

Sean O( ,/5 dos aplicaciones continuas de Renc

definidos de la siguiente manera:
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rara Vxe U, Ay) =y ¥y jBx(y) = y-2/x.
Hay que encontrar un homeomorfismo f de (-<®, 0} que
satisface la condicién de compatibilidad de la proposi-
cidn 3.4.3, para luego aplicar la proposicién 3.4.4, y
la efinicibn 3.1.1.
Sea gﬁk) X=anx -
pe aqui s2 deduce que f(x) = x 0 sea f es la identidad.
Entonces se tiene un i1somorfismo F deYl enYr .
Por lo tanto los fibrados!l yY[ son equivalentes en G.
vamos a demostrar queYl yYT son isomorfos por el
grupo G+.
Sean yﬁ dos aplicaciones continuas de H en

definidas de las siguientes manera.

Vxeu oA ly) =y + 3/x y f)x(y) =y

Tambi&n hay que encontrar un homeomorfismo de
(-, 0) que satisface la condicibn de compatibilidad de

la proposicibn 3.4.3; para luego aplicar la proposicibn

3.4.4.
sea Q. of,=
€ 9;()()0( ngx
De aqui resulta que f(x) = x/2

]
Entonces se tiene un isomorfismo F defl en Yl por

+
el grupo G .
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Por lo tanto los haces fibrados t’l yl"c son isomorfos
+
por el grupo G .

Supongamos ahora gque:

ﬁx(y) =y + 1/x

(1)
X, (y) =y + 3/x
Entonces como 9§(x)(°("(y” = )x(gx(y)) se deduce que
°('x(Y) =y /6;(y+1/><)=y+l/x—2/x (2)

Es decir las funciones (1) se obtienen de las funciones

(2) de la siguiente manera:

ﬁ:‘(y) /Bx(y) - 3/x%

oy (y) = oly) - 3/%

Il
Il

y - 2/x%

1l

y

Entonces estarfamos demostrando nuevamente que
Y( yrt' son equivalentes por el grupo G.

+
Lu=go rl y Tl' no son equivalentes por el grupo G .

Teorema 3.4.8, (Godbillon-Reeb)

Sean T{ vy rt' dos fibrados por rectas sobre Z
correspondientes a dos funciones contfnuas §y 9' de en
y cuyos espacios totales son de Hausdorff. Una

condicibn necesaria y suficiente para que Y( yrl' sean

+
equivalentes por el grupo G es que para todo y€R

UNIVERSIDAD DE PANAMA

BIBLIDTECA



se tenga:

xl-i-mo 8 X(y)

Demostracibdbn:

)
11
xjfg gx(y)
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) .
Supongamos quelell sean equivalentes por el grupo

+
G .
Como los espacios
entonces
VyeR  1im (y) =
X xX—>»Q gx Y

lim
X~ O

9',( (y)

como Y1}7Yt son equivalentes por el grupo

Entonces no se dan los casos:

+02 (6 lim

yi

+ 0o

gxv)

K- O

(6 1im
X—+ O

g, )

. . '
. = +

L i3e W =y ng G
2. 1i = - 11 )

xto Iy Y Xm0 Ity
Por la proposicibn 3.4.7, (ii)
Por lo tanto

A €G] = i Jx ¥

Para la condicidn suficiente, Ver [10] .

totales deﬂ\y \"C son de

Hausdorff;

-00 )

-m )

= -

= + 0o
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Observacibn 3.4.5.

1.- Los fibrados por rectas localmente triviales sobre
la ramificacién simple con espacio total de

Hausdorff se reparten en:

2 clases de equivalencia por el grupo G+ C

1 clase de isomorfismo por el grupo G+ s

1 clase de equivalencia por el grupo G .
Ejemplo 1:

+
sea 9: U—> G
X~ 9g,: y""—y-1/x

asociada al haz

y 9:u— et
. Y- ¥ x
X’\o—g*: yf\b‘e

asociada al haz

Graficamente tenemos:
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Luego 1im,9,(v) = lim, G, )
kntonces ] y T[' son equivalentes por el grupo e por el

teorema 2.4.8.

Por lo tanto Q'G[Q]
Ejemplo 2:
+
Sea h: U ——— G
X /\th: Y T~ y+1/x
asociada al haz g
+
y h*: U ————= G

x’\,h}'{ : y/\._y3+l/x

[}
asociada al haz %

Graficamente tenemos

Luegoxl_J;Jp) h, (y) = 3_1310 h! (y)
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&
Entonces% Yy § son equivalentes por el grupo G+.
[}
Por lo tanto %E [?]
\'l no es equivalente a § por el grupo Gt

Y'C no es equivalente a ? por el grupo G .

2. El teorema de Godbillon-Reeb establece una caracte-
rizacibn para la equivalencia entre dos haces fibra-

+
dos por rectas Y( y '1' sobre Z por el grupo G . Esta

caracterizacibn estd dada por:

&8, 9,0 = 147, ()

donde 9 y 9' son las funciones de transicibn asocia-
dos respectivamente a Yl y ‘1‘ .

La condicifn (1) es equivalente a decir que rl
Y "L‘ son equivalentes en G+, si existe un isomorfis-
mo F para el cual f es la identidad; donde f satis-
face la condicibtn de compatibilidad.

Utilizaremos esta Gltima caracterizacibn para
verificar que Y\NYI' y §N§'
pefiniremos funciones continuas O(,P :Q—G
en ambos casos, tales que f que satisface la condi-
cibn de compatibilidad sea la identidad

Y

Sea Px(y) = e G o ly) = y.

Y- Yx
Ver gx(y) = y-1/x ; glx‘(y) &



Luego 9;(3(,(=ﬁx Jx . De aqui resulta que

fx) = x
De manera anadloga tenemos:
Sea ﬁx(y) =y ; O(x(y) = yl/3
Ver hx(y) = y+1/x ; h}‘{(y) = y3+1/x

Luego h'f(x)@ix=ﬁxhx y de aqui se obtiene

fix) = x



Clasificacibn de ¥structuras Diferenciables sobre Z,

Definicibén 3,5.1,

Dos estructuras diferenciables de clasec Cr sobre Z

son Cp—gquivalentes (p<r) si existe un difeomortismo de

clase P de 7 provista de una de las estructuras, sobre
Z provista de la otra estructura.

Notaciones.

Pongamos i,j\+= (0,+) .

sea Dr(lﬂ+) el subgrupo de los homeomortismos de f de R
tales que £(0) = 0 y f/IR+ es un C'-difeomorfismo ae R’
D;(ﬂ:l+) es el conjunto de los elementos de Dr(ﬂl+) gue se
extienden a C'-aifeomorfismo de R.

Es un subgrupo de Dr(D+) .

Definicidébn 3.5.2.

. g
Todo elemento feDr(P+) determina una C -estructura

sopre Z, definida por el atlas
-1 -1
Uy, T, (W, o715

y gue llamaremos estructura definida por f sobre Z.

Estructuras diferenciables sobre Z.

Proposicidn 3.5.1.

r
Para toda estructura S de clase C  sobre Z, existe

feDr(ﬂQ+) tal que 8 sea Cr—equivalente a la estructura

definida por f sopbre Z,

141
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Demostracibn:

La demostracifbn no es dificil ya que utiliza el
recho de que todas las ¢’ -estructuras sobre R son equi-
valentes por el corolario 2.1.3.5.

Proposicidn 3.5.2.

Las dos Cr—EStructuras sobre Z , respectlivamente
definidas por los elementos fl y f, de D' ([}f) son
Cs—equivalentES (sg< r) si vy solo si existe un par
(dl’dz) de elementos de D;(P+) tal que se verifican una
de las igualdades siguientes:

+ = + + _ -1, 4+
(£ fRN0d) = dolE, /) & (f/R)od; = dolf,” /R
Demostracibn:

Supongamos que (Z ,Siél) es Cs—equivalente a (Z,sz ).
Tenemos por hipb6tesis:
f1 /ﬂ;l" es Cr—difeomorfismo de ﬂt
d1 es Cr-difeomorfismo de [R*'
Entonces fl/[]:l+ o d; :[Fl+~——>- ﬂ:\’+es un ¢’ -difeomorfismo.
De manera an&loga resulta que:
d2°( £, /ﬁ'\") 8 Pf“’"‘ P+ES c* -difeomorfismo.

Y d20( f;l/R+) g 33+-—> ﬁ:l+es Cr—difeomorfismo.

Como (£ ,5¢ ) €s Cs—equivalente a (Z, Sf). Enton-
1 3
s
ces existe un difeomorfismo h de clase C (sgr) de

(Z,sf) sobre (Z, S¢). Todo homeomorfismo de Z sobre
1 2
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Z © bien deja Ul y U2 globalmente invariante, o bien
cambia U1 Yy U2.

Supongamos gue h intercambia a U2 Y Ul; es decir

h(U,) = U, vy h(U) =u,
Considérese el siguiente diagrama:
FZ)Sfl)

sea xeR' = U,~Uu{o}; luego dl(x)e‘-lﬂ+
. oy . + = 17
Resulta f&cil verificar que: [(fl/ﬂ )o d, ](x) (%)
+ =
Sea d,(f,/R*) (x) a, (£, o+ (x))
Es claro que h(U2-U) = Ul—U

-1
Entonces es fécil verificar que: (d,0 fz/g;ﬁ) (x)= TT, (xl)

+ - +
Por lo tanto (fl/m ) o d1 dzofz/Fl
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De manera andloga, considerando la composicibn

d2 ° (f;l/ﬂ'\'+ ) se verifica que

=il
(£, /ﬁ:\’+)°d1 = d,e(f, /a*)

vamos a demostrar ahora que la condicién suficiente:

Considérese el siguiente diagrama:

R, & . Yo X R,
2. ol >
4 [Ra

R v

o o

|
sea 1:2,—> 2., definida por
X si x€ (-%», 0)
lx)=<0 six =0

(fl/R’od.) (x) si x€ (0, +)



SeaRyR' las relaciones de equivalencia definidas
sobre 25 y Z' respectivamente para obtener el espacio de
ramificacibén simple Z . Se verifica f&cilmente que
es compatible con® y R .
Luego existe 1: Z —=Z tal que el diagrama es conmuta-
tivo.

Se comprueba f&cilmente, gracias a la conmutatividad

del diagrama, que 1 es un difeomorfismo de clase C°.

Observaci6tn 3.5.1.

(i) La proposicién 3.5.2 introduce una relacibn de
equivalenciaJo sobre Dr(ﬂ.T") y traslada el estudio de
les C -estructuras sobreZ a las de Dr(p"')/JJ .

(ii) La estructura definida por f eDr(ﬂ+) es determinada,

+
salvo una equivalencia, dada la restriccibn def aR

Teorema 3.5.3. (Fedida)

SiO(yﬁ son dos nfimeros reales tales que 1<¢f <F>
existe un entero r , tal que las estructuras analiticas
definidas respectivamente, salvo una equivalencia, por

£(x) = x° y gix) = xP , x>0

r .
no son C —-equivalentes.
En la demostracibn se utiliza el lema siguiente.

Lema 3.5.4.

Sean a y b dos nfimeros reales Yy r un entero tales que

1La<rLb. Las dos estructuras sobre Z , respectivamen-
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te definida por
fl(X) = x° y fz(x) = xP , x>0
no son Cr—equivaLentes.

Demostracibn:

Supongamos que las dos estructuras son equivalentes.
- . r + r _+
Por la proposicidn 3.5.2, existe el par (hl,hz)enp([R )xDp(ﬂ?)
tal que
1

(1) flhl=h2f2 o) (2) f1h1=h2f2

Resulta que (1) es imposible, puesto que:
(1) es equivalente con[hl(x)Ja = h2(xl/b), para x>0, de

donde a[hl (x)] a_lhi(x) = 1/b xl/b—lh",2 (xl/b) para x>0

Entonces cuando x tiende a cero, el primer miembro tiende
a un limite finito y el segundo a +0o .

De a<rgb resulta imposible la igualdad (2); puesto
que :

: a b

(2) es equivalente con[hl(xﬂ = h,(x"), para x>0.
y se comprueba con facilidad que:

r r
lim g——[hl(x)]=00 y lim o

ax” dx

[hz(xb)] =1,]1 finito

r

Demostracidn del teorema 3.5.3.

Como 1<o(</8 existe un nmero racional r/s tal que

A<r/s< P



Si las dos estructuras definidas respectivamente,
salvo una equivalencia, por
f(x) = xd g(x) = xﬁ , x>0.
fuesen C* equivalentes; se mostraria que las dos estruc-
turas definidas por:
s s
kl(x) = x? = x% y k,(x) = xb = xP
2

serfan también Cr—equivalentes; lo que es imposible por

el lema 3.5.4, ya que 1a<r<Lb.

Teorema 3.5.5.

Para toda C ~estructura S sobre Z (r>1) existe una
estructura analitica T tal queSy T son C'-equivalentes.

Demostracibn:

En la demostracidn esencialmente se utiliza la
propiedad siguiente: El conjunto de las funciones anali-
ticas sobre [0, +™) es denso en el espacio de funciones
continuas sobre [0, +%) con la topologia de Whitney,
ver [16]

considerese el diagrama siguiente:

(z,T)

/
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Sea h, aplicacidn de (Z, T) sobre (2Z, ) definida por:

T ,  xeU-U
h (x G *TT(x) ,  X€U,-U
b 4 o xeU

* -l .
donde T1; y goﬁa'son funciones analiticas sobre [o0,+%)
Podemos observar gue las funciones 'y 'Fo'IT;' son
diferenciables de clase CT.

Luego existen gy &' tales que:
¥ =i -1
l Thx) - (x| <E&(x)

| gemhix) o | <E'(x)

Por lo tanto |h(x) - T'(x)|<&(x) y |hix)- £ x) |<5‘(x)
Entonces he€W' (W', &) y he w! (-FoTT;',,E')
Tenemos asi que:
h es analitica y como heW' ([o,+*) Lo,+>))
Entonces h es de clase C'.
Como *TT.-', 9 °TT9", I, tienen una inversa analitica cada
una; entonces h tiene una inversa analitica.
Luego h es un difeomorfismo indefinidamente derivable

de (Z, T) sobre (Z, 8).



Realizacidbn de una estructura dada sobre Z por una

foliacibn del plano.

sea feD' (RY). Cconsideremos dos ejemplares 9, vy 92 del

2
plano R foliadas por las horizontales (yl=Cte y y2=Cte)

- Y
E:Jl d ‘ , @2 Ya
i
L
. AR A CY)
. a
7
’{t
£
{x'Y)
£ s Bo
Y, /4 ll 5 Xz

i :

Fah I

7

0 = X,
£ T "r
£
£
£
7
7

En el espacio topolbgico suma @,.“.82 definimos la siguien-

te relacibn binaria

. . 1
l,yl)f‘J(xz,yZ) si y solo si x,=x + §I’ v,= £y );

para yl:>U que identifica los puntos (xl,yl) y (x2,y2);

(x

es decir para un Y, fijo se tiene una traslacibn

+ 2 que intersecta a la constante y, en el punto

*1
(xi,yi). Este punto se identifica con el punto (xi+ é—,
1
1
f(yl)); donde x2=xi+ T vy y2=f(yl)-

i



Se comprueba que esta relacibfn es de equivalencia.

Ademé@s se reduce a la identidad para los puntos tales
qgue yl<;0 o yl<;0 Y que sea compatible con las folia-
ciones de 9, Yy 92

Ejemplo:

vVamos a definir a f para yl:>0 de la siguiente manera:

f(yl) = y3 (1)

1

Para cada yl:>0 tenemos explicitado un homeomorfis-

. N 1
mo creciente, ngxl) = xl+ vy (2)

Vamos a encontrar ahora los puntos degly gaque se

identifican por medio de las relaciones (1) y (2).
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Sea Yy, = 2. Entonces se tiene la traslacibn
xl+l/2. '
gz(xl) = x; + 1/2
Resolviendo el sistema
Yy = 2
Resulta que x, = 3/2. Entonces se tiene el punto (3/2,2)

1

en ©,

Luego Xy ~ 2.

Ademas Yy = £(2) =270 =8



Por lo tanto se tiene el punto (2,8) en h -

Y %

A &
s (2,8)
7 .
6
5 r\ 3
A Y=Y
3
2
1

- — P

Toda la discusifn anterior resumimos en la siguiente:

Proposicién 3,6.1,

El espacio cociente de la suma topolégica deea yﬁDz
por esta relacibn de equivalencila provisto de la folla-
c16n 1nducida por las de EDl y @)2, es el plano provisto
de la foliacién diferenclable, que induce sobre su espacio
cociente que es la ramificacidén simple, una estructura
diferencliable (ver prop. 2.2.2.1) equivalente a la defini-

da por f sobre esta ramificacién simple,



Observacibn 3.6.1,

Como <0 es compatible con las foliaciones de 9
yl\ ]
y92 se tiene que al encontrarse el punto (xl,yl) en una

) eng, al

hallar Y, Por medio de la relacibn y2=f(yl) , Se va a

hoja de B‘ , el punto correspondiente (x2,y2

encontrar también en una hoja.
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SUNIRSTS

CAPITULO 4

FOLIACIONES DEL PLANO DETERMINADAS POR FLUJOS

Campos vectoriales y Espacios de Fase.

Consideremos campos vectoriales X determinados por
ecuaciones diferenciales polinomiales de grado a lo m&s
m, sin puntos criticos en el plano real, que llamaremos

campos vectoriales polinomiales.

Definici6tn 4.1.1.

2
Dos campos vectoriales polinomiales X e Y sobre R

son topol6gicamente equivalente si y sb6lo si existe un

. 2 2 .
homeomorf ismo ¢:R — [ tal que lleva las trayectorias
de X sobre las trayectorias de ¥, y gque preserva las
orientaciones.

Observacitn 4.1.1.

1. Bajo ¢ la imagen de los puntos criticos (puntos de
egquilibrio, estacionario o puntos singulares) de X
son puntos criticos de Y ; la imagen de 6rbitas
periodicas (6rbitas cerradas, soluciones peribdicas)
de X son 6rbitas periddicas de Y .

Tampién la imagen de @~1imite de la 6rbita @x(p)
por (bes el w-1imite de DY(h(p)); andlogamente para

el o -limite. (Ver 24] .



2
2, En el plano R cada 6rbita de X separa el plano

exactamente en dos regiones,

3, La familia de 6rbitas del campo vectorial polinomial

2
X define una foliacién?F'deﬁQ ; v la equivalencia

2
topol6gica entre estas foliaciones del plano [H se

—~ 154

define como en la definicibn 4.1.1. (Ver también 3.2.1)

2
Sea j) (m) el conjunto de todos lLos campos vectoriales

determinados por:

x = f£(x)

donde cada componente de f(x) es un polinomio de grado a

2
lo m8s m y sin puntos criticos en [H~ . Denotamos con
B2(m) el cardinal del conjunto (conjunto cociente) de
todas las clases de equivalencia topol6gica en;)z(m).

Ejemplo 1.

. 2
consideremos en R°.

Il

% x(x-1) (x-2) ... (z=k)

(1.1) v

1

(x-1/2) (x-3/2) ... (x-k+L1/2)
para enteros k >1.

Cada una de las rectis verticales x=0, x~L,...,x=k
son trayectorias y ellas determinan k franjas o

regiones.
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Cada una de las franjas se llenan con trayectorias
de la forma /N\o \v/ dependiendo del signo de la deriva-
da x en esas franja.

Observacitbn 4.1.2.

1. Observamos que la descripcifn anterior de familia de
trayectorias utiliza invariantes topolbgices.
2. Cada una de las trayectorias x=0, x=1, ..., x=k es

una separatriz, es decir, en el espacio cociente de

orbitas cada una de estas k+l1l b6rbitas determinan un
elemento que es inseparable mediante conjuntos abier-
tos de algﬁn otro elemento, Esto es, son elementos

no Hausdorff del espacio de O6rbitas.



3. Claramente estas kt+l rectas son las finicas separatri-
ces del campo polinomial, porque cualquier trayectoria
S gue no sea separatriz tiene trayectorias vecinas
S1 y 52 tal que S1 Yy 52 constituyen la frontera de
una franja tcpolbgica cerrada [Sl,SZj] que contiene
a S y no contiene ternas ciclicas de trayectorias
(tres trayectorias distintas slempre estan dispuesta
de manera que una separa a las otras dos en el plano
0 ninguna separa a las otras dos, en tal caso decimos
que las tres trayectorias constituyen una terna cicli-
ca).

4, El1 nGmero de separatrices de un campo polinomial es
un invariante topolbgico del campo.
Ahora consideremos el campo polinomial en.WQ%

x(x—l)d'(x—2)x2.....(x-k+2#"ﬂ\x-K+l)K"(x—k)d“

X
(1.2) v = (x-1/2) (x=3/2)....(x-k+5/2) (x-k+1/2)
para enteros k>3 y enterose;= 1 6 2.
Aqui tambié&n cada una de las rectas verticales x=0,
x=1, x=2,....., Xx=k-1, x=k son trayectorias y determinan

k regiones.



Las primeras k-3 regiones se llenan con\~/ (e} /ﬁ\

dependiendo del signo de x en aguella franja, esto es,
dependiendo de las elecciones det*j= 156 2.

Asf el espacio fase consiste de k+1 trayectorias

que determinan k franjas; las primeras k- regiones se
llenan de una manera cficlica (ciclica con las dos
trayectorias frontales) y las filtimas tres regiones con
dos regiones ciclicas y del otro lado de una regidn sin
conjunto ciclico de trayectorias (afin en la cerradura de
la regidn).

Observacibn 4.1.2,

1. También observamos que la descripcibn anterior del

espacio fase es esencialmente topolbgica.

I
-
b
a4
b
e
N
I
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4. Cada una de las trayectorias x=0Q, x=1, ... x=k es
una separatriz y &stas son las @inicas separatrices,
Asi topol6gicamente se distinguen las k+l separatri-
ces, junto con las k+2 regiones llamadas regiones
canbnicas que ellas determinan en el plano. Tambié&n
son topolb6bgicamente distinguidas las k-1 regiones
canbnicas, cada una de las cuales, contiene una terna
ciclica de trayectorias en la regibn cerrada.

Proposicibn 4.1.1.

Dados campos vectoriales polinomiales de la forma
(1.2). Entonces para varias elecciones decijellos deter-
minan al menos 2k—1/4 tipos topoldgicos de campos polino-
miales ean (2k ).

Demostracibn.

Fijemos k >4 y consideremos dos campos polinomiales
Xee ¥ X& para o = (X, 4q, ..., ’k-2,°(1(-l, P(k) y
d: (Jl’da’ ""o-(—K-?.pa(—K-lgaK)

51 Xy es topolbgicamente equivalente a XR entonces

las K+1 separatrices de ambos se corresponden y en el

orden lineal (o su inverso), Supondremos que el homeomor-

fismo Q) , que lleva X, sobre Xz preserva la orienta-
cibn delR2 de manera que las ternas ciclicas positivas
de trayectorias de X, tienen por imagenes bajo ¢ ternas

ciclicas positivas de Xa . (Ver observacibn 3.2.1).
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Ahora observamos que sl o(K = 1 entonces x en X
carbia de signo en x = k; luego las tres trayectorias
x =k , x=k~-1 y la trayectoria de la regifn canbnica
que estas dos separatrices determinan, forman una terna

ciclica que vamos a denominar terna ciclica positiva.

S1 o= 2 entonces X en Xyno cambia de signo en x=k,
asi la correspondience terna ciclica la denominaremos

terna ciclica negativa.

Como hemos supuesto que X,y Xz soOn topologicamen-
te equivalentes bajo un homeomorfismo Cb que preserva
la orientacibn concluimos que o, = JK . De manera ané-
loga probamos que 0—(3 od; para j =1,2,3,...., k-2.

Desde que son 2k_1 elecciones de los exponentes o
hemos construrdo Zk'_l diferentes campos polinomiales
todos de grado a 1o m&s m=2(k-1)+2 = 2k. Sin emoargo,d)
puede intercambiar el orden de las separatrices de Xy ,

i . 2
o0 invertir la orientacidén de ﬂ-\‘ ; podemos asegurarnos de

- 2
solo 2K 1/4 clases topolbgicamente distintas en P (2k) .
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Pero la regidbn aistinguida entre x=k-1 y x=k podria ubicar-

se en una de las k-t regiones (para t=1, ..., k-2) inter-
medias entre la primera y la Gltima franja; asi construi-

mos (k—t)2k_1/4 campos polinomiales topol&gicamente

2
distintos de P (2k).
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Ejemplio 2,
. : : 2 .
Consideremos el conjuntop (w) de campos analfticos
2
reales sin puntos criticos en R
Sean los campos vectoriales Xy de la forma:

x=E (x) x (x+1)°“ (x+2)°(2 e (‘x+k)°(" .....

v=E (X) (x+1/2) (x+3/2) (X+5/2) +veurunn.

aonae E(x) es un exponencial conveniente para garantizar
que los productos infinitos convergan a funciones enteras.
El pardmetro ® = (of,,Xg ,..... ) es una sucesibn de

A= 16 2.

Las (inicas separatrices de Xo SOn x=0, x=-1,

Estas separatrices determinan un conjunto enumera-
ble de regiones canbnicas que contienen trayectorias
Ué m segin el signo de X o el valor de o . Utilizando
los argumentos del ejemplo anterior se demuestre que X
es topolbgicamente equivalente a X g si y s6lo si of = o
Como el conjunto de sucesiones A = (o(, yoe ,....) tiene

la cardinalidad del continuo concluimos que

szw) es N, (aleph. 1).
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Separatrices y equivalencia topologica de campos vecto-

riales en el plano.

Consideremos el campo vectorial X.

(*) x=£f(x,y) , y=g&,v¥)
con £(x,y) v g(x,y) de clase C1 en Elay sin puntos cri-
ticos.

Estudiaremos la foliacibn'g:(espac1o fase) definida
por X vy llamaremos hoias de'37a.las trayvectorias u orpbi-
tas de X.

Definicibn 4.2.1.

Sean S tres hojas distintas de‘3:, diremos

1752153
que S, separa S1 y S3 y escribiremos Sll S2 lS3 6
S3|SZ|Sl cuando S1 Yy 53 se encuentran en diferentes com-
ponentes de R- 52. Si ninguna de estas tres hojas

separa las otras aos diremos que 81,82,83 forman una

terna ciclica y denotamos con Isl,sz,s3 .

Definicibn 4.2.2,

Un conjunto de hojas tal que cada terna de sus

elementos es ciclica llamamos conjunto ciclico.

Opservacibn 4.2.1,

Kaplan y Markus han estudiado foliaciones del plano

determinadas por un campo vectorial.
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Han establecido que:

1, Un conjunto ciclico es finito o enumerable y cons-
tituye la frontera de una regitn simplemente
conexa.

2. Para un conjunto ciclico enumerable,las hojas tienden
uniformemente al infinito, es decir, solo un ntmero
finito de las trayectorias pueden cortar cualquier
conjunto compacto dado de U;‘Q.

Ahora en la restriccién de F al disco unitario
ablerto (que es difeomorfo aﬂlz) cada hoja deGF‘tiende

a la circunferencia unitaria (no necesariamente como un

punto limite) con ambos extremos. Por consigulente las

hojas de F en el disco aGn satistacen las propiedades

de separacibn correspondientes a 81|52|53 y ISlSZS3 i

Como las cuerdas de la circunferencia también satisfacen

propiedades similares Kaplan llama un sistema cordal a

la foliacibn ?F'cuando enfatiza las relaciones de sepa-
racibn.

Utilizando las trayectorias de?F'(espacio fase)
definimos el espacio de O6rbitas Q}%{ como el espacio
cociente de ﬂe'por la relacibn de equivalencia de puntos

que estén sobre la misma trayectoria de 3: , (confrontar

2
capitulo 2). Se demuestra que el espacio de hojas QAF

es conexo, tiene una base enumerable Yy €s un qiespacioo
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El espacio m/?‘ no necesariamente es T2,[ver. 3.1.]

Detinicidbn 4.2,3,

Dos trayectorias Sl y S degr son inseparables en

2
eé#cuando todo par de vecindades abiertas de S Yy S

2en

R
/3; se intersectan.

Observacibn 4.2.2.

Si dos trayectorias S y S no pueden separarse por dos
conjuntos abiertos en Béﬁ entonces cada par de puntos
PE€S y Pe’ tienen vecinaades arbitrariamente pequefias en

2
R gue se unen por alguna otra trayectoria @ de ?: que
A — A -
estd en [S,S], Como S| S| S es falso, resulta que S,S,S

. A -
forman una terna ciclica; es decir se da IS S Sl

Definicibn 4.2.4.

Una trayectoria S de?: es una separatriz cuando esta

en la cerraduras del conjunto de elementos inseparables
2

ae m/?

Nota:

A veces nos referimos a un elemento inseparable de

M/Gicomo una separatriz ordinaria y a las otras separa-

trices como separatrices limites.
Consideremos ahora el conjunto de todas las separa-

trices limites, que vamos a denotar por 2 . Entonces

2
resulta que & es un conjunto cerrado en R°~ y a las

? .
componentes de [R-% llamamos regiones canbnicas de?:.

La frontera de cada regibn canfénica es un conjunto ciclico

(vacio, finito o enumerable) de hojas separatrices. Por
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consiguiente, cada regibn canbnica es una regién simple-
mente conexa del plano.

Definicibn 4.2.5.

Dada una hoja S, (separatriz ordinaria) en cada

regidn candnica Ry . La configuracifn separatriz S¥ de

']7 consiste de ¥ y todas las hojas S« Cconjuntamente con
las dos relaciones; bl | 52 |S3 Y lSISZS3| entre ternas
SL’SZ’S3 distintas.

Teorema 4.2.1. (Kaplan-Marcus).

Sean’.}.'; y 3';f01iaciones de ﬂqdefinidas por campos
vectoriales del tipo (%), Z.y 21, conjuntos separatrices
y SZ,, SX,configuraciones separatrices respectivamente.
Entonces existe una equivalencia topolbgica d) de las
foliaciones ’Jiy'}g_ si y solo si existe un isomorfismo §
de s,y ST ,tal que { se restringe a un isomorfismo de
2,vZ,.

Demostracibn:

Sea ¢ una equivalencia topolfgica de las foliaciones
F oy JF, . Entonces el campo vectorial X, sobre R? getermi-
nado por fl(x,y) =X, 94 (,x,y)=§/, que detine la foliacibn
?". es topolbgicamente equivalente al campo vectoriail X2

sobre IR?' determinado por fz(x,y)=;{, g, (x,Y)=§, que define

ia foliacibn '3" r
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Luego ® es un homeomorfismo de R’sobre A2 tal que
lleva Orbitas de Xy (nojasckegz) en bHrbitas de X, (hojas
de'y;) preservando la orientaci®n.

Por 1o tanto(b es una biyeccifn del corjunto de
hojas S, de las foliaciones ﬁy; sobre el conjunto de
hojas s; de 1l: fo_liaci(‘)ng;:Z tal que ¢(S°( ) =S'y .

Como la equivalencia($ lleva puntos criticos en

puntos criticos, definamos para todo punto critico x la

funcién h por:

h: {x}xﬂ———)—{q’(*)}xﬂq
(Px), v)
= (P, I(y)) VYetFl

h es una biyeccibn para todo x punto critico, que lleva

i

hix,y)

separatrices limites de Z'. en separatrices limites de
S
Definamos entonces
@ : SE, — SL, por
Wiy = P (54
(.p[(x,y)] = h(x,y) para todo x punto
critico.

() es una biyeccidn
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Vamos a demostrar ahora que (p preserva las relaciones
de separacibn,

Sean (x,v), (x',y)ez, Y Sy una separatriz ordina-
ria tal que (x,y), Sy . (x',y) constituyen un conjunto
ciclico; luego satistacen la relacibn I(x,y) Se¢ (x' ,y)l

Puesto que ) es una biyecclbdn que lleva separatri-
ces ordinarias en sepiratrices ordinarias, separatrices
limites en separatrices limites y puesto que las separa-
trices limites se corresponden en el orden lineal (o su
inverso) resulta que (p(so() no separa a (p(x,y) yq)(x‘,y)
luego Lpl(x,y) S« (x',y) I =|(.|)(x,y) (p(so(‘) W (x' ,y)l.

supongamos ahora que (x,y), (x',y), (x",y)e X,

Son tales que (X,YV) l(x' ,y)| (x",y); es decir (x',y) separa
a (x,y) v (x",y).

Por las mismas razones presentadas en el caso ante-

rior, resulta que @(x',y) separa a(|)(x,y) y (p(x",y);

luego @ ((x,y) EI A NES ,y)) = P, NP, V]|PE",y)

Para el reciproco ver [ 17 ]-
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CAPITULO 5

REPREZSENTACION DE UNA FOLIACION DEL PLZNO

Representaciones de dos foliaciones gue tienen el mismo

espacio de hojas (cociente).

Consideremos los d. nramas siguientes:

Ca2) [CRe) v (OO ($ix'n,Y) (¢ xm,Y)
Sz S3
Fig.la (Foliacién '3{ ) Fic, 1b (Foliacibn 'IZ )

Estas figuras representan dos foliaciones?‘:y'};
no topolbgicamente equivalentes, puesto que se observa
gue el homeomorfismo Cb de RQ sobre quue lleva hojas
de ‘3i en hojas de }'2 no preserva la orientacidn. Por
lo tanto no se satisface el Teorema de Marcus-Kaplan.
Sin embargo las dos foliaciones ?': y’3:2 tienen el mismo

espacio cociente.

Otra forma de comprobar que las foliaciones :ﬁ' y ’:F?_

no son topoldgicamente equivalente, se deduce de:
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Definicidén 5.1.1.: Un sistema total de transversales

a una foliacibn, es ung familia de transversales que
cortan todas las hojas.

Ejemplo:

Fig. 2
Figura 2: ©Una foliacibn del plano.

Trazos continuos: Separatrices.
Trazos discontinuos: Sistema total de
transversales.
Consideremos ahora sistemas totales de transversa-
les a las foliaciones 3;‘ vy '372 tal como se ilustra en los

diagramas sigulentes:
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En el diagrama de la figura 3a cada una de las
transversales delimita una regidn del planpo que contiene
las otras dos transversales, mientras que en el diagrama
de.la figura 3b una de las transversales delimita dos
regiones cada una de las cuales contiene una de las otras
dos transversales.

Ahora veamos schre las tiguras siguientes las repre-

sentaciones respectivas de estas dos foliaciones.

\

Fig. 4a /
Nota:

Fig. 4b

Los dos trazos gque unen ciertos puntos no tienen

significacifbn puntual. Ellos indican lLos puntos no sepa-

rados.
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Representacidn de una foliacibn del plano por medio de

una recta v semirrectas del plano,

Orientemos el plano, Sea?F‘una foliacibn del plano.
Sabemos que es orientable y transversalmente orientable.
Con una hipbtesis de diferenciabilidad una hoja y una
transversalt:, orientadas, definen en un punto un refe-
rencial de vectores tangentes E;yfﬁk respectivamente.
Cambiando si es necesario una de las dos orlentaciones
podemos suponher que el referencial (6% ’ ﬁ} ) es directo.

Ahora consideremos un homeomorfismo directo del
plano sobre el plano (0xy) que lleva a ‘C sobre el eje
Ox con su orientacibtn. En el cociente, con respecto a
los puntos no separados de los puntos de T , podremos
distinguir aquellos que son enviados en el semiplano
superior de aquellos que son enviados en el semiplano
inferior determinados por el eje 0x, a una distancia ar-
bitraria pero respetando su posicidn con respecto a 0x
(arriba o abajo) y uniremos por dos trazos para indicar
su no separacidn (ver figura 5), recordando que estos
dobles trazos no tienen significado puntual en la repre-

sentacibn,




Considerese ahora el sigulente diagrama:

— - - 9 —‘\\

/, k\._h C I
hojas inseparables

Fig. 6 en el cociente.

Si1 se consideran tal como en la tigura & las vecin-
dades saturadas respectivas de dos separatrices (corres-
pondientes a los puntos del cociente no separados), donde
una corta la transversal t: ; estas vecindades siempre
contienen una hoja Y , en su interseccibn. Para los

homeomérfismosdirectos del plano que llievan ( orientado

sobre Ox orientado, existe al menos uno que envia Pp

sopre una paralela a Oy, (ver Fig, 7).

M A
l

o -

A imagen de .

Fig. 7

.-.._._....._o.____..__

imagen de q)



Observacién 5,2.1.

1.

Se observa que A y B son los puntos gue corresponden
a los dos puntos inseparables considerados.

Si se conviene gue una semitransversal sea representa

da por una semirrecta de origen B, esta semirrecta no

deber& cortar ni la imagen de(P , mi 0x. Excluyendo

172

los casos limites, se asigna en definitiva a esta semi-

recta de origen B (excluido B) un cuadrante del plano
abierto, delimitado por una paralela a 0x y gu perpen-
dicular en B. Esta semirrecta es orientada por la

orientacién de la semitransversal correspondiente.

Prosiguiendo asi paso a paso a partir de la trans-

versallt: escogida, se obtiene una representacifn, no

solamente del espacio cociente sino también de la folia-

cibn,
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Topologia de una representacidn.

Vamos a introducir una topologila mediante un
sistema fundamental de vecindades:
1. En todo punto gue no sea origen de una semirrecta
consideramos la base de vecindades de la topologia
inducida por la del plano.

2. En el siguiente diagrama:

b

T Ny
>

e
k

Fig, 8
Sea A origen de una semirrecta 8 . Por A pasa
un doble trazo cuya recta soporte designamos con D, Sea
d la perpendicular en A a D y que no contiene 8 . DYy

d determinan cuatro cuadrantes en el plano.
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Sea Q el cuadrante opuesto al que contiene 8 o
También sea /\ 1la unibn de las semirrectas incluidas en
la representacibn, que tienen un origen sobre el doble
trazo y que corta Q en una vecindad de este origen.

Se puede afirmar que A no es vacio. Una de estas semi-
rectas gque designamos con | se representa sobre la figu
ra 8.

Se obtiene un sistema fundamental de vecindades de
A de la siguiente manera: se parte de un segmento abier-
to 1IJ de d gque contiene A, se levanta AJ , incluido

A, sobre 8 e IA (excluido A) sobre A Yy que llamaremos

levantamiento de la proyeccibn ortogonal sobre d .

Congiderese ahora para v A origen de una semi=-
recta (punto no separado de puntos de t) una familia
2
de partes de H , denotada W (a) y que definiremos como

sigue:

W(n) = { WSPa/BV(levantamiento de la pro-
yeccibn ortogonal sobre d)ef) Ve W }
Nota:
P es base de vecindades restringida a los puntos no
separados de los puntos de S .

Es facil demostrar que W(A) verifica las siguientes

propiedades:
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(1) Vw, Vuewwa): woaw implica W' eW(a)

@) 51 W W, ..., W_eW'(A) entonces Nw,eW(A)
1 2 n ix| i

(1ii) Para cada WeWXA) se tliene A€W .

iv) Vwewam , 3wewWa : Vvew we Wiy).

Tenemos asi gque en el plano lﬂza cada xeﬂ-\’ase le ha
asociado una famiiia de partes de [QQ', W (x) con las
propiedades (i), (ii), (i1i), (iv).

2
Entonces existe una finica topologia tp soktre H" tal

que para VxeR® , Wix) =V(X,Cn)

Definicibén 5.3.1. A la topologia arriba construida se

le llama topologia de una representacifn.

Observacibn 5.3.1. En resumen, toda foliaci6n del plano

isdmite una representacidn por medio de una recta y semli-
rectas del plano. Esta representacidn permite distinguir
los puntos inseparables del espacio de hojas, ademés,

estd provista de una topologia.



CONCLUSIONES



Establecemos a continuacibn como hemos utilizado las re-
ferencias bibliogréficas, asf como las modificaciones que hi-
cimos para los resultados de nuestro trabajo.

Capfitulo 1: Preliminares.

Para este capitulo hemos utilizado las referencias [l],
(3], (4], [23), [25], [26], [27] v [28].

Iniciamos con la definicibn 1.1.2 de Haz fibrado. En
el conjunto de todos los haces con la misma base, fibra tipo
y grupo estructural se introduce una relacibn binaria (defini-
ci6bn 1.3.2.1) y en el lema 1.3.2.1 demostramos que esta rela-
cibn binaria es de equivalencia.

En la proposicibn 1.3.2.2 se establece una relacibn en-
tre las funciones de transicifn. Luego se da una condicibn ne-
cesaria y suficiente, proposicién 1.3.2.4, para que Gos haces
con la misma base, fibra tipo, grupo estructural y vecindades
coordenadas sean equivalentes.

El teorema 1.5.1 establece la existencia y unicidad de
un haz fibrado, dado un sistema de transicién.

Introducimos el concepto de foliacién (def. 1.6.1), da-
mos ejemplos de foliaciones determ nadas por submersiones
(1.6.1), por fibraciones (1.6.2), por campos vectoriales sin
singusingularidades (1.6.4), por acciones de grupo de Lie
(1.6.5.5)y la foliacién de Reeb de la esfera unitaria S3

En la proposicibn 1.7.1 se establece la estructura in-

trinseca de toda hoja de uvna foliacién.
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Damos una nueva definicién de fcliacién (definicibn
1.8.1) y en la proposicibén 1.8.1 se establece la equivalencia
entre las definiciones 1.8.1 y 1.6.1.

Capitulo 2: Variadades de dimensifn uno y Estructuras Folia-

das del Plano.

Para este capfitulc fundamentalmente hemos utilizado las
referencias [12], [14], [JS], [27], [29] y como complementa-
rias [2], [4]., [°], [26], [18], [22]. [23], [24], [25]-

Hemos realizado algunas modificaciones para las demes-
traciones de los resultados siguientes.

En la proposicibn 2.1.1.1 se da una construccibn gene-
ral de una variedad topol86gica a partir de una dada con una
relacibn de equivalencia abierta tal que su restriccibn a una
vecindad suficientemente pequeha de cada punto se reduce a la
identidad.

Se introduce el concepto de punto de ramificacibén (def.
2.1.1.2), se dan algunos ejemplos de variedades de dimensibn
1 v de puntos de ramificacibn.

La proposicién 2.1.2.2 establece la existencia de una
funcibn de valor real sobre una variedad de dimensi6én 1, sim-
plemente conexa y con base enumerable que resulta una identi-
ficacién.

La propiedad 2.1.3.1 establece dos estructuras diferen-

. oo . . e . .
ciables de clase C no icomorfas sobre la ramificacibén simple

La propiedad 2.1.3.2 da la existencia de variedades di-
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ferenciables de clase C™ y ae dimensifn uno sobre las cuales
todas las funciocnes de clase C1 son constantes.

Luego se define una variedad regular (def.2.1.3.5) y se
demuestra (proposici6n 2.1.3.2) en forma constructiva que to-
da estructura diferenciable de clase C' sobre una variedad to-
pol6gica de Hausdorff es regular.

Después de recordar la definici6n de rango de una fun-
ci6én diferenciable en un punto, se demuestra (proposicibn
2.1.3.4) que scbre toda variedad diferenciable de clase Cr,
de dimensi6n uno, regular, simplemente conexa y con base enu-
merable existe una funcibén diferenciable de clase Cr, de ran-
go uno en todo punto.

Luego se introduce la noci6én de estructura foliada de
dimensién uno sobre una variedad diferenciable de dimensién 2
(def. 2.2.1.1), isomorfismo entre dos estructuras foliadas
(def. 2.2.1.3) y se demuestra la proposicién 2.2.1.2, que en
una estructura foliada diferenciable de clase C¥ 1las placas
son submersiones conexas de dimensifén uno y clase cr.

Finalmente se recuerdan los teoremas de Kaplan (Teore-
ma 2.2.1.5); Kamke (Teoremez 2.2.1.6); Wazewsky (Teorema 2.2.
1.7), se comenta la redemostracibén dada por Haefliger y Reeb
y se demuestra que (proposicibén 2.2.2.1) dada una estructura
foliada del plano, el espacio cociente por la relacibén de equi-
valencia asociada a la foliacifn es una variedad de dimensibn

uno con base enumerable y simplemente conexa. Si la estruc-
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tura foliada es diferenciable Ge clase CcT (o analftica), en-
tonces el espacio de las hojas esté& provista canfnicamente de
una estructura de clase C (o analfitica).

Capitulo 3: Fibraciones por rectas y foliaciones del plano.

Hemos utilizado las referencias fundamentales [j} [8],
[10], [11], [26] y la complementaria [16], e introducimos al-
gunas modificaciones para mayor coherencia l6gica.

Iniciamcs estableciendc las cuatros propiedades de toda
foliaciones conjugadas (def. 3.2.1). Analizamos en 3.3 dos
prokblemas fundamentales que aparecen en el problema ce clasi-
ficaci6bn de las foliaciones del plano.

Se recuerda la definicibn de haces equivalentes (def.
3.4.1) y se demuestra la condicibn necesaria dada por el Teo-
rema de Godbillon-Reeb (Teorema 3.4.8) utilizando las proposi-
ciones 3.4.7,3.4.1 y 3.4.4. 3.4.6.

Se recuerda también cuvandc dos estructuras diferenciables
de clase C' sobre la ramificaci6n simple son Cp-equivalentes
(def. 3.5.1) y se demuestra la proporcién 3.5.2. Luego se de-
muestra el importante Teorema de Fedida(Teorema 3.5.3) utili-
zando el lema 3.5.4; asi como el teorema 3.5.5 que establece
que dada vuna cf-estructura sobre la ramificacién csimple, exis-
te una estructura analitica Cl-equivalente a ella.

Finalmente se analiza en 3.6 la realizacibén de una es-
tructura dada sokre la ramificacién simple por una foliaci®n

del planc utilizando la propecrsi6n 3.5.1.



Capftulo 4: Foliaciones determinadas por flujos.

En este capftulo hemos utilizado fundamentalmente las
referencias [17] y [Zé} realizando algunas modificaciones.

Iniciamos con una motivacién a través de los ejemplos
1.1 y 1.2, luego demostramos la proposici6én 4.1.1.

Se definen separacibn entre tres hojas de una foliacibn
y terraciclica (def. 4.2.1), conjunto ciclico (def. 4.2.2),
trayectorias inseparables (def. 4.2.3), separatriz (def.4.2.4)
configuracién separatriz (def. 4.2.5).

Concluimcs el capfitulo demostrando la condicibn necesa-
ria dada pcr el Teorema de Kaplan-Marcus (Teorema 4.2.1).

Capftulo 5: Representacifén de una foliaci6n del plano.

En este capfitulo ampliamos los resultados contenidos en
las referencias [?] y [25].

Iniciamos con una motivacién consideranco dos foliacio-
nes no-equivalentes topol6gicamente para definir un sistema
total de transversales a una foliaci6én (def. 5.1.1). Discu-
timos algunos ejemplos.

Con el objeto de distinguir los puntos inseparables del
espacio de hojas de una foliaci6n del plano damos una repre-
sentacién por medio de una recta y semirrectas del plano (ver
5,2). Finalmente introducimos para esta representacién una
topclogfia (ver 5.3) utilizando un sisteme fundamental de ve-

cindades.
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Un ejemplo desarrollado de grupo de Lie.

El grupo GL(n,[R ) de todas las matrices nxn no
singulares es un grupo de Lie de dimensibn n2.
En efecto:

2
Sea la aplicacibén f: M(n,R)——> Rn definida por

fla,,)) = (a

i3 1 ,...,a2,...;a Jeeerd@_ )

r oo 7a13a2
n

1 1

Es claro que f es una biyeccién.
2
Como ﬂ;Jn es una variedad diferenciable, conside-
ramos en M(n,R ) la estructura diferenciable tal que £

sea un difeomorfismo.

Ademds, como la funcibn determinante,

det: M(n,R)}—— R
es continua, se tilene que GL(n, ;) es un subconjunto

abierto de M(n, IR).

Luego GL(n,[H) es una variedad diferenciable de clase

Sea ahora M una variedad diferenciakle y sea

\V/lsi,j sn la aplicaci6n aij: M F
t /-\—?al] (t)
Se tiene entonces la aplicacibn ‘-P : M—>» GL(n, {)

definida por t/‘\-)(ai:j (£))
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Observacibn: Es claro que(P es C® - diferenciable si y solo

si cada funcibn aij (t) es ¢ -diferenciable.

Sean < : Rn.__). R v i uqn > Rn dos endomorfismos y
; (b sus correspondientes matrices.

(@35 )ﬁi,jsn ij higijen

Lu_egoﬁoo(‘: U.'\:In____> Pn es un endomorfismo de Rn, cuya matriz

(Cij belsgn es el producto de las matrices ;
H d = *
@ishejen ¥ Pighejen onde Cy; gialkb“j o

De la observacibén anterior y de la fbérmula (*) se sigue

que el producto de matrices
(a5 (&) (bij (t)) = (cij (t))

es una funcibn diferenciable de clase c*

Adem&s si (a:.L € GL (n,[R) es diferenciaple

;851 ¢4,5¢n
de clase C* , Los coeficientes bij (t) de la matriz inversa
-1 ] . Py
(a. . (t)) sondiferenciables de clase C
1) T14d,5¢n
Por la observacibn anterior la matriz

-1
(aij (t))

es una funcidn diferenciabie de clase C~ .

Iwego las aplicaciones:

GL(n,R )xGL(n, Q) GL(n, R)
..l . /_\_,_—? P ..
((alj) (blj)) (alj) (blj)

GL(n,[H) » GL(n,R)
-1

(ayy) —m (&)

Son diferenciaples de clase C7 .
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Demostracibén de que: G , conjunto de los automorfismos

crecientesde [R es un subconjunto cerrado de G, conjunto

de los automorfismos de [R.

En efecto:

+
Sea f€ G
Luego existe una sucesidn, {fn} de homeomorfismos
crecientes de[H sobre[};l tal que“l_%{.rl fn = f. Esto signi-

fica que;

\7Ik compacto,kCR,VE)O, 3N> O:n=2 N implica 'fn (x)-—f(x)[(E’

Vxe K.

Por demostrar; £ es creciente; es decir

VX, x'e[l , x€x' se tiene que f(x) £ f(x').
Sean x,x'e[Hd tal que x £ x'. Como \V/n’ fn es creciente;
. ' 0 g ’ q v
entonces Vn' fn(x) kY fn(x ):D“_l__%onolfn(x) S,\i,lﬂfn(x )
= £(x) £ £(x")

Luego f € G+ .

T

+
Por consliguiente G = G



