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INTRODUcCION 

La actual teorla de foliaciones se inició con los tra-

bajos cle C. Ehresmann y G. Reeb en la década de 1940, aunque, 

como Reeb observó, P. Painlevé (1895), a fines del siglo 

pasado sintió la necesidad de crear una teoría geométrica 

(el de las foliaciones) para la mejor comprensión de los pro-

blemas relativos al estudio de las soluciones de ecuaciones 

diferenciales holomorfas en el campo complejo. 

Sobre foliaciones del plano aparecieron los trabajos de 

Kaplan [1_5] , Kamke [14] y Wazewski [29] . Estos resultados 

fueron redemostrados por Haefliger y Reeb [12] 	Posterior- 

mente aparecieron los trabajos de C. Godbillon y G. Reeb [11], 

C. Godbillon [10] , la tesis doctoral cie E. Fedida [8] y la 

prepublicación de E. Fedida - F. Pluvinage [6] . Una versión 

sintética de estos resultados aparecen en [26] , 

En este trabajo presentamos el problema de clasificación 

de las foliaciones del plano y el problema de representación 

de una foliación del plano mediante una recta y semírrectas. 

El primer problema, lo estudiamos a través de la clasificación: 

1, De las variedades topológicas de dimensión uno, con base 

enumerable y simplemente conexa, 

2. De los Librados sobre tal variedad, localmente triviales 

con espacio total de Hausdorff. 



Luego se clasifican las estructuras diferenciables 

sobre la ramificación simple y se estudian las realizaciones 

de tales estructuras reciante foliaciones cel plano. 

Para el segundo problema damos una construcción llamada 

representación e introducj.nlos su correspondiente topología. 

Para poder presentar los dos problemas fundamentales 

de este trabajo, tuvimos que distribuir los temas cel conte-

nido tal como aparece en la tabla de contenido, partiendo 

desde las bases. Tal distribución obedece a un orden lógico 

y coherente entre los capítulos; puesto que la naturaleza de 

algunos temas lo exigía. En ese sentido, podemos observar que 

en el capitulo 1 las secciones más sobresalientes para la 

afirmación de resultados en el capítulo 3 son: 

(1.11 Haces Fibrados. Definición y Ejemplos. 

0_3) Transformaciones de Haces y Equivalencia. 

(1.5) Teorema de Existencia y Unicidad de un Haz, dado 

un Sistema de Transición. 

De (1.1) los puntos mas sobresalientes son: la definición 

ce haz fibrado; el haz producto trivial; el grupo estructural 

de un .haz fibrado. 

De (1.3) tenemos, equivalencia de haces; los criterios 

de caracterización de equivalencia entre dos haces; el coro- 

lario 1.3.2,6. 

De (1.5), el teorema de existencia y unicidad de un haz. 



La sección, Foliaciones. Definiciones y Ejemplos del 

capitulo 1, también es fundamental para el desenvolvimiento 

de los temas posteriores. Aquí se da el concepto de folia-

ción y se presentan mGltiples ejemplos no solamente para 

aclarar el concepto de foliación, sino para que se observen 

sus diversas aplicaciones en las matemáticas. 

En cuanto a la interrelación de esta sección con el 

Capitulo 27 los puntos mas sobresalientes son; la definición 

de una foliación de clase Cr y dimensiónn,de una variedad 

diferenciable M, de dimensión m; la proposición 1.6.1 (las 

placas son subvariedades conexas de dimensión n y clase Cr  de 

m); la definición 1.62, Gla, los conjuntos de la forma 

11)(131x (c ) con ceu2  se les llaman placas de U);la definición 

1.6.3; la definición 1.6.47 ejemplo 1.6.4 (campos de vectores 

sin singularidades), 

Ella también está ligada con el capítulo 3 mediante el 

ejemplo 1.6.2 (Fibraciones). 

De manera análoga tenemos también que el capítulo 2 

contiene secciones sobresalientes que son fundamentales para 

la presentación y demostración de resultados en el Capítulo 3; 

tales como: 

(2.1) Propiedades de las variedades de dimensión uno. 

(2.2) Estructuras foliadas del plano. 

(2.3) El espacio de hojas de una estructura foliada del 

plano. 



De (2.1)_ los puntos frás sobresalientes son; la proposi-

ci6n 2.1.1.1; el cual constituye un procedimiento de construc-

ción general de variedades; la definición 2,1.1,3 (definición 

de punto de ramificación); la construcción de ejemplos de 

variedades de dimensión uno; variedades de dimensión uno simple-

mente conexas (definición 2.1.3,3, proposición 2.1.2.1, propo-

sición 2.1.2.2); variedades provistas de estructuras diferen-

ciables (propiedad 2,1,3.1; Corolario 2.1.3.5). 

De (2.2) los puntos más sobresalientes son: definición 

2,2,1,3, definición 2.2.1,4; teorema 2.2.1.4 (Poincaré, Bendíxon); 

ejemplo 1 de estructuras foliadas del plano. 

De (2.3), la proposición 2.2,2.1. 

En el capitulo 3 presentamos los dos problemas fundamen-

tales de clasificación de las foliaciones del plano. Para 

poder llegar a ese punto se hacia necesario la presentaci6n de 

la sección 3,1: Propledades de toda foliaci6n del plano, la 

cual pudo ser abordada gracias a los capítuios 1 y 2. 

En este capitulo sobresale tambien la sección 3.4: La 

ramificación simple Z. En esta, los puntos más sobresalientes 

son: la proposición 3.4.1, el cual es una consecuencia de un 

teorema general, cuya demostración está basada en el capítulo 1 

(Grupo estructural de un haz, Teorema de existencia y unicidad 

de un haz); el Corolario 3.4,2; la proposición 3.4.4; la defini-

ción 3.4,1; la proposición 3,4,7; teorema 3.4,8 (Godbillon-

Reeb), el cual establece una caracterización para la equiva- 



lencia entre dos haces fiDradgs por rectas11 y 	sobreiZ 

por el grupo G1- ; con espacios totales de Hausdorff. 

Esta sección es fundamental para el problema de clasifi-

cación de las foliaciones del plano, puesto que como consecuen 

cia de la proposición 3,4,7 y del Teorema de Godbillon-Reeb se 

tiene una clasificación de los fibrados por rectas localmente 

triviales sobre la ramificación simple con espacio total de 

Hausdorff en el siguiente sentido. 

2 clases ce equivalencia por el grupo G+ 

1 clase de isomorfismo por el grupo G+ 

1 clase de equivalencia por el grupo G, 

En este sentido hemos culminado con una etapa, dándole 

respuesta a uno de los problemas planteados. 

En el Capítulo 3 vimos también la necesidad de considerar 

el problema de clasificación de estructuras diferenciables 

sobre Z. Los puntos sobresalientes en esta sección son: la 

definición 3.5.1; la definición 3.5,2; la proposición 3.5.1, 

cuya demostración está basada en el corolario 2.1.3.5; la pro-

posición 3,5.2. Esta última proposición es fundamental, puesto 

que Introduce una relación de equivalenciaf sobre Dr+) y 

traslada el estudio de las Cr-estructuras sobre Z a las de 

Dr  IV? 	En esta sección sobresale también el teorema 

3.5.3 (Fedida) que establece en qué condiciones las estructu-

ras analíticas no son Cr-equivalentes; el teorema 3.5.5 el 



cual establece 14 existencia de una estructura analítica 

Ci-equivalente a una Cr-estructura S dada sobre2r, con r .:;?...1. 

Al estudiar las realizaciones de tales estructuras dadas 

soDreZ meeiante foliaciones del plano, sobresale la propo-

sición 3,6.1, cuya demostración está basada en las proposi-

ciones 2,2.2,1 y 3.5.1. 

En el Capítulo 4 los puntos más sobresalientes en la 

motivación dada sobre campos vectoriales y espacios de fase  

son: el ejemplo 1,1; el ejemplo 1.2, la proposición 4.1.1, 

puesto que sirven de base para el desarrollo de la sección 

4,2: Separatrices y regiones canónicas. 

En esta sección los puntos sobresalientes son: la defini-

ción 4,2.1; la definición 4.2.3; la observación 4,2.2, la 

definición 4.2.4, la definición 4.2.5 y el teorema 4.2.1. 

(Kaplan-Marcus); que da una caracterización para la equivalen-

cia topológica de dos foliaciones:111  y J'e dePdefinidas por 

campos vectoriales polinomiales. 

En el capítulo 5 presentamos el problema fundamental de 

representación de una foliacien del plano mediante una recta  

y semirrectas. Para poder abordar este problema se haca 

necesario la presentación de las secciones: 

(5,1) Representación de dos foliaciones que tienen el 

mismo espacio de hojas (cociente), 



(5,2) RepresentacOn de 'una f0,1-1.Cg.T1 del plano por 

medio de una recta y semirrecta del plano, 

Para motivar la sección (5.1) fueron consideradas dos 

foliaciones que tienen el mismo espacio de hojas, pero que 

no son topológicamente equivalentes. Para comprobar esto se 

consideraron sistemas totales de transversales a las folia-

ciones 3:17 

Luego pasamos a representar esas dos foliaciones, 

mediante una técnica que es explicada cuidadosamente en la 

sección (5.2). Se obtiene en esta sección, partir de una trans-

versale escogida una representación no solamente del espacio 

cociente sino también de la foliación. 

Se hizo sentir en el desarrollo de la sección 5.2, el 

concepto de dos trayectorias ce la foliación que son insepara-

bles en el cociente, tratado en el Capítulo 4. 

Pasamos después a construir una topología mediante un 

sistema fundamental de vecindaces, llamada topología ce una  

representación. 



CAPITULO I 

PRELIMINARES 

En este capitulo revisaremos los resultados fundawentales 

sobre haces fibrados que utilizaremos en los capítulos 

siguientes. 

1.1 Haces Fibrados. Definición y Ejemplos. 

Definición 1.1.1. (definición provisional de Haz fibrado) 

Un haz fibrado 	= (E, p, B, F) consta de lo siguiente: 

a. Tres espacios topológicos E, B y F. 

b. Una función, continua p de E sobre B. 

c. una colección 	 donde /U 1 	es {Ue< , 	)0( e  A  ; 	{U4 (CA  

un cubrimiento abierto de B, y para cada o(EA 

es un homeomorfismo de p-1(U«  ) sobre U«  X F, 

-cal que el diagrama siguiente sea conmutativo: 

	 p(u0) 

P  
« 

o sea poyo(  --T1-1, es decir, para V(x,y)CUc< XF 

se tiene p o , 	(x,y) = X . 0(-1  

x F 
	yo(-1  



Observación 1.1.1  

Además se tiene la conmutatividad del diagrama 

U,,t  x F < 	P°(  

 

p —1( u 

 

2 

/p 

o sea TT10 4,  = p. o( 

A los espacios E, B y F se les llama respectiva-

mente, el espacio total, la base y la fibra tipo del 

haz fibrado 	. 

A la función p: E 	B se le llama la proyec- 

ción y a la colección {(1151  ,41x )} el atlas de 

De la condición p 	(0 -1(x,y) 	x, se obtiene que 
-1 la restricción de le a Fx  = P (X ) , que denotamos « 

con 19,40x , es un homeomorfismo de Fx  sobre F. 

A p-1(x) 	5x  se le llama la fibra sobre X  . 

En efecto: 
310(  Como 	p o p 	X' c(-1(x,y) = 	, entonces 4 -1(x,y) 6 F  

Luego (1( 4 o71(x,y)) = (x,y) e {X}X F. 

Fijando X , sea la aplicación jx : {)c} x F 	*-F 

definida por jx(x,Y) = Y. 

Siendo le  y jx  homeomorfismos; entonces (Pc<ix = ix 
es un homeomorfismo. 

o Pcx 



para Pn consta de 
está 

II Hl" donde 

iRn 

Eje 1.2_22...119.__Lia.2112r..á.£1.2 s. 

	

1.1.1 	El Haz Producto (B x F, p, B, F): 

El espacio total de este haz es BxF y 

p: BxF---).-B es la proyección sobre el primer 

factor. 

El atlas consta de un solo elemento (U,4?); 

donde U = B y T= IBxF • 
Este haz se conoce como el haz trivial. 

	

1.1.2 	El Haz Fibrado (Sn, p; Pn, Z2): 

Consideremos la esfera unitaria Sn y sea 
= 5n/Z2' donde Z 2 ={-1,1} 	, Z2  está provista 

de la topologia discreta, entonces Pn={[X]= tx,-X}/x e s 

es el espacio proyectivo real y sea p:Sn---)-Pn  la 

3 

función cociente. 

El atlas que consideremos 

los elementos (y. 	i) ; donde 
+ -1 dada por pi  = 	o p ; donde 

+V{- = x eSn / xi >o } 
- o bien UPP 	til.op-1  , donde si 

V . { X e sn  / x1  < O . 
El atlas del haz fibrado 

- - 
W.. : V. l 	1 

consta de las parejas 

IRA ; donde 

(V .9 	donde pi 	 es un } 1.1, 	n+1  

abierto de pn  , con Vi  = p(V1) = p(V1) y 

cubrimiento 



-1 P(Vi)------3.-V.xZ2  el homeomorfismo definido 

por 

( 	, 1) si 

( [x] ,-1) si x eVI  

Se comprueba fácilmente que el diagrama 

(4); ) 
-1 

13-1( )  1 2 

es conmutativo. 

Observación 1.1.2. 

Nótese que el haz fibrado (Sr!,  p, Pn, Z2 ) no es 

producto, ya que Pn x Z2  no es conexo y por tanto no 

puede ser igual a Sn  que es conexo. 

1.1.3 El Haz tangente a una variedad (T(M) ,1T, M, P"): 

Sean T(M) = 	T(M). 
pCM 

T(M) es el espacio tangente a M en p, ViDeM; 

donde M es una variedad diferenciable de dimensión n. 

T(M) tiene una estructura de variedad diferen-

ciable que llamaremos variedad tangente. 

4 



En efecto. 

Sea 	(Ui, 	iCA un atlas de M; luego para 

W i: U. 
T ll " 

Sean TT: T(M) 	M la función dada por 

TT(p, x) 	p 

	

l.Ç : TT-1(ti1) 	 definida por 

	

(p, xp) 	( yi(p) , al, ... , an) 

puesto que X tiene la expresión 

X = >--la 1 

9 	Z con respecto a la base {. --1  P de T (M) 

definida por la carta local (vi,W de M alrededor de 

P- 

Se comprueba que la coleccien t(Tfi(ui),Yi. )) iek  
es un 2n- atlas, que define una estructura diferen-

cianle de T(M). (Ver [2 j). 
Es fácil ver que T(M) es un espacio de Hausdorff 

con base numerable. Por lo tanto, T(M) es una 

variedad diferenciable. 

Un atlas para (T(M),TT, M, g1) se obtiene de la 

manera siguiente. 

La imagen de TT-1(U/) por yi  es un abierto de 

PnxEry además, este abierto está incluido en el 

abierto Yi(Iji)X[Pn. Luego, se tiene la composición 

( 	 clefinida como: 

5 



T1 1  (u1) 

 

yiwi) x ff:j " 

 

x 1. 	u x n 

  

, 

es decir 	= 	 : -r-r-1(ui) 	Ui  x tjfi x 1) o pi  

(p, X 

se verifica que el siguiente diagrama es conmutativo 

Pi  n-kui  ) 9:1"- • x ui  

TT \ 

Ui 

Luego { (Ui, y; ) i€A  es un atlas para (T(M),TT, M, 	) 

1.1.4 	El grupo estructural de un haz fibrado. 

Sean f= (E, p, B, F) un haz fibrado y (1.10(  

Up 	Pft ) dos elementos del atlas de 	tales que 

uel 	unp  = 

De la condici6n p o 4o(-1(x,y) 	se sigue que 
-1 kloyoc es un nomeomorfismo que deja fija la primera 

componente X de cada (x,y) e (Uoc  ()Up ) x F. 

En efecto: 

Sea p.15 (ipc<-1  (x,y)) = (a,b) E (U0(  ()uf, ) x F 	(1) 

(p Xp ) 	 yi  (P) , 	I • 



Como (U0( 	) y (Uf!, ,tp.0) son dos elementos del 

atlas del haz que satisfacen respectivamente la 

condición p o kpo:1  =TTI  y p e (IV - TTi  ; entonces 
p - TT,olp y p -TTI  o T1(1)1  . 

Ahora aplicando Tlia (1) y simplificando se 

tiene x = a. 

Tenemos además que kr, o 	: F 	F es. 
Vs.cg -1 un homeomorfismo. Luego (kpp,x  o 	) (y) = b 

Por tanto 	LPp ole<-1(x,Y) - (x, ltpj3,xoket,x ) (y) ) . 
-1 Sea ahora 

J 
tx) - 	o Ifix,x  

P`I 
Entonces 110(1--(x,y) = (X, gpmx  ( ) (y) ) y resulta 

que Siflo((x) es un automorfismo de F. 

Por consiguiente, la transformación kp o 	que 
91  o( 

es el cambio de carta, define de manera natural una 

función 

U ñ Ua 	A (F) 

donde A(F) es el espacio topológico de los homeomor-

fismos de F. 

A las funciones 9Pc1 se les llama las funciones  

de transición del naz  

Sea K ={ 9p,x(x) e A(F)/x e u.<  (-) 	#0}; donde (A(F),o) 

es el grupo que llamamos El Grupo de los automorfis-

moS de F. 



Sea G el subgrupo de A(F) generado por K. Al 

grupo topológico &asociado en forma natural con 

el haz 	se llama el grupo estructural de 1 

Proposición 1.1.1 

Sean U«  , Up y Ut  vecindades del atlas del , 

tales que gx  (") Up (1 Ut 	0 	Entonces para 

x e ttic  nUpn 	se satisfacen las siguientes propie- 

aades: 

(a) g 	(x) g13 .1  (x) = gt,c(  (x) 

(b) gclp  (x) = [gp,x  (x)] -1 

(c) g0(c< (x) = IF 

Demostración. 

Es inmediata utilizando las definiciones. 

Veamos cual es el grupo estructural de los haces  

fibrados en los tres ejemplos anteriores. 

En el haz producto (BxF, p , B, F), como el atlas 

consta de un solo elemento (B, IBxF),  se comprueba 

que tenemos una sola función g de transición de B en 

A(F) definida como g(x) = IF, Vxe B y por tanto 

G = {IF  

En el haz (Sn, p, Pn, Z 2), la fibra tipo es Z2- -1,1 

Se comprueba que: 

A(Z 2) = 	I,f I ; donde I es la identidad 

y f está definida por f(1) = -1 y f(-1) = 1. 



Sea la aplicación: 

: A(Z2 ) 

y (I) = 1 

(9(f)  = -1 

 

Z 2 definida por 

 

Se comprueba que y es un isomorfismo. 

Por tanto, podemos identificar A(Z2) con Z2' 
Solamente hay dos posibilidades para G.- 

puesto que los únicos subgrupos de Z2 son Z2 y ji J  

Concluimos que: 

G- = A(Z2) 	= { I } 

Los subgrupos de A(Z2) son A(Z2) y {1 } 

Probaremos a continuación que: 

= A(Z2) = Z2 
Sean (Ui,(1101) y (111,k!) ) dos elementos cualesquie-

radelatlasdelhazygii la función determinada por 

ir);  niP;1  
Supongamos que [x]e u. nu. con la condición, i 3 

- 	 _ 	+ que Ye e MI (N U) (x podría pertenecer a 1.1. (1 IJ . o 
7 	 1 	7 _ - 	 + 	+ bien aU . 11 U. o bien a U. (-1 U.). l 	7 	 1 	3 

Esto implica que: 

[x] ) = 	e A(Z2) 

Como & solamente puede ser Z2 6 { 1 } 
g • • 3 1 

Entonces 	= z 2  



- 10 - 

Con el objeto de calcular ei grupo estructural del haz 

fibrado tangente de una variedad diferenciable recor-

demos: 

(1) Cada carta local (V, 	) de una variedad diferen- 

ciable M alrededor de p define una base del espa-

cio tangente T (M) . 

(2) Sean ahora (V«  , 	) y (VA ,4)/3) dos cartas 

locales del atlas de M, con Voe  nvp= 95 . Para 

P e V0( 	vp 	la carta local (Vc<  , yo() define una 

rase I (-a— 1 de T (m) y la carta local  X• / J p 
define otra base {(--9  ) 1de T (M) . 

In p 
Entonces las componentes de X en la base tai)p}  , se 

obtienen a partir de los componentes de X en la base 

por medio de la matriz jacoblana del cambio 

de coordenadas yis  o yo( 	(Ver [1] ) 

Ahora, en el naz (T(M), TT , r, ph  ) consideremos 

dos elementos cualesquiera ( U 7  (4)« ) Y (1/4 ,4)p ) del 

atlas de M tales que U« (1 Up 

Sean (U0‹  , 	) y (Up 	kpfl  ) los elementos corres- 

pondientes en el atlas del haz fibrado tangente y 
a 

I • 	
} 	 las bases de Prt 

Dx1 	x„ 	 I 

(m) determinadas por las cartas locales (U0( 	4)x ) 

(Up , 	) para cada p e uc< 	. 



Si X e T (M), entonces se tiene: 

X  = 	E x (xi)(-1--) 	; X = E X (y. 
hl 	P 	a xi 	 p 	)(A.) 

Se deduce fácilmente que la función 

SpoP)  = (Ppli  o (Vic.f)--1  
actúa de la siguiente manera: 

54p) (Xp (x1)„..,Xp (xn)) = (XpLy"),...,Xp(yn ) 

Hemos visto que esta función es precisamente la daca 

por la matriz jacobiana del cambio de coordenadas 

4)13  o 4,01-  • 
Luego 	(p) = (d ( kl)f, o 	) 

Entonces el grupo estructural de este haz es el 

grupo lineal GL(n, I ). 

Definición 1.1,2, (definición de Haz Fibrado) 

Un haz fibrado 	= (E, p, B, F, G) consta de lo 

siguiente: 

a)  

b)  

c)  

Tres espacios topológicos 

Una función continua 

Una colección 

E, B y F. 

p de E sobre B. 

( U(141« )} 	donde 
deA 	

{ u ol  o(c.  es 

un cubrimiento abierto de B y para cada to(e A 

-1, : p 	kija(  ) 	U0(  x F 

es un homeomorfismo tal que el siguiente 
Yo(  
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diagrama. 
-§ 

p-I(U4) -‹ 141°1 	Uot x F 

\r\41 
/TI 

es conmutativo, es decir pop-1T1  , donde TFI  
es la primera proyecci6n. 

d) Un grupo topolbgico G y una acción efectiva por 

la izquierdaGxF---)-- F. 
e) Sean al,peAlt, tales que Uo(  r) up # 0. Entonces 

para Vx U0( ( 	el automorfismo de F, 
(„-i 9 (X) -5,x 0 Ifict,x , coincide con un elemento 

de G. 

f) Las funciones de transici6n 15« 

: u ñu cc G cic 	r-- 
son continuas. 
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1.2 Haces Vectoriales, 

Definici6n 1.2.1. 

  

 

Un haz fibrado 

 

(E, p, B, F, G) se llama un haz  

     

vectorial si la fibra tipo F, es un espacio vectorial 

sobre los complejos o sobre los reales y el grupo G, es 

un grupo de transformaciones lineales de F. En este 

caso la estructura de espacio vectorial sobre F se puede 

trasladar a cada Fx = p-1(x) de la manera siguiente: 

Sean U1, U2 € Fx, XC Uo(  , Xíl7l 2  EP o e; se 

define :MI + Xzlia por: 

+ X2U2  = W (xikpoc,x (u,) + 
e comprueba que la definici6n es independiente del 

elemento (U«  yo(  ) del atlas, que se use. 
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1.3 Transformaciones de Haces y Equivalencias. 

1,3.1 Transformaciones de Haces. 

Definición 1.3.1.3. 

sean 	= (E, p, B, F, G) y 11= (E', p', B', F, G) 

dos haces fibrados con la misma fibra tipo y el 

mismo grupo estructural. Denotaremos por (14( 7 411 ) 

y (UVI  , 11);,, ) elementos del atlas de 	y yi  res- 

pectivamente. Una transformación de haces fiDrados 

h: 	es una función continua h: E 	E' 

que satisface las propiedades siguientes: 

a) Para cada x e B, la restricción hx  de h a la 

fibra F x es un homeomorfismo de Fx sobre una 

' de E'. Se sigue de esto que h induce una x 
función continua h: B 	B'; tal que o 
p' o h = ho o p. 

b) Para cada x e u r) 11-1  « 	o  (U p ) el automorfismo 

tpf3ix  o hx  o 	: F 	F con 	xl=holx) 

coincide con un elemento de G. 

c) La función hipo(  : Uoc  r) h-01  (Usp 

definida por: 

hp« 	(x) - 411p,x o h 1P4,
-1 

 x es continua. 

Proposici6n 

Si h:5 _3— 11 y 11 : 	-e-son transformaciones 

de haces, entonces hoh:5----3.--e- también es una transfor- 

maciEln de haces. Además la identidad 1:5 	5  es una 



transformación de haces, 

Demostración: 

De la hipótesis, utilizando las definiciones se 

deduce que hi  o h es una transformación de haces. 

Obviamente, 1: 5-, Ç es una transformación de haces. 

i.3.2 Equivalencia de Haces. 

Sean 	= (E, p, B, F, G) y Ti = (E ' , p', B, 

F, G) dos haces fibrados con la misma base, 

fibra tipo y grupo estructural. Como la acción 

de G en F es efectiva, G se identifica con un 

subgrupo de A(F). Por lo tanto, cuando se dice 

que dos haces tienen la misma fibra tipo y el 

mismo grupo estructural, debe entenderse que la 

acción de G en F es la misma en ambos casos 

Definición 1.3.2.1.  

Dado dos haces 	n con la misma base, fibra 

tipo y grupo estructural. Se dice que 5  es equivalente  

a ky se escribe sev•R, si existe una transformación de 

haces h: 11-----)s- A.  tal que  

Lema 1.3,2.1  

La relación nJ es una relación de equivalencia 

sobre el conjunto de todos los haces fibrados con la 

misma base, fibra tipo y grupo estructural. 
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Demostración.  

La transitividad y la reflexividad de la relación 

ru se sigue de la proposición 1.3.1.1. 

Para la simetría hay que mostrar que: Si Ç ru 

entonces Ttru 

Por hipótesis: 

§ cull si y solo si 13 una transformación 

h de 1 en 1-1.  tal que ho  

Por demostrar: Ylrv 1 o sea 13 g: 	transforma- 

ción del haz 11.  en el haz 	tal que go = IB 
Fácilmente se comprueba que h es biyectiva. 

Demostraremos que g = h-1  : 	es una transforma- 

ción de haces. 

Sean kg , 	) y kucx  , yck  ) elementos del atlas de 

11. Y 1 respectivamente; tales que U0(  ñ U'i3 	95 

Para cada x e u<1(  ñ u 	, la aplicación tgx,x  e 111 e ( 

es claramente la inversa de (P(5,x 	°n),. 

Como h es una transformación de haces, para cada 

xe 	, la restricción hx de h a Fx es un homeomorfismo 
-1 de Fxsobre Fx; luego la inversa de hx , que es hx es 

un homeomorfismo de Fx sobre Fx . 

Además ho
-1  - IB, puesto que ho = IB. 

-1 Entonces ho es continua. 
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i 
,x 	1) 1.  

g Por otro lado, corno para todo x e ud n Wis 1  (Pp °I1 x 1 C, x  

coincide con un elemento de G, entonces lo( o h«;ic p  (Ti3,)cri  

coincide con un elemento de G; y puesto que ho (x) - x 
- se tiene que x = h 1
o (x). 

Probemos ahora la continuidad de h-1. 

La restricción de h-1 a (p )
-1 

(9 ( U) la podemos 

representar así: 

h 	(U' ) -  

donde x = p' (u' ) . 

Ahora de x = 	(U') se deduce que: 

u,  e (19 1  ) 	(x) = Fx 	(p') 	(U (") U 	)• 

Sanemos que: 

(uo(n U p) 	Uu(n Up, x F , por lo tanto 

4e(-1: Ucx n Upx F 	151(U,k n Up) 

-1 h c(p (x) o45,x : 	F es un homeomorfismo. 

Como u'C Fx , entonces (h-17, (x) o yx  ) (u' ) e F ; 

luego kfck-I  (x 7  (11-«1  is(x) o kpp,x)(U1)) p-` (ua  n Up) 

uomo u' e (ID' ) -1(51 (1 u« ), entonces h' (u' ) e p-1(uc/r151); 

luego h-1 está bien definida. 

h-1 restringida a (p') ' (Uf; n U«) es continua por ser 

una composición de funciones continuas. 

Ahora, la función h-1
is : 	n U --->-G dada por oc 

h-1r) 	
e -I (x) 	tkx o tlx ° (1Pp,x) es continua. c< 

Ademas: 



- Como los abiertos (p'„) 1  (U', (1 Ue(  ) cubren a E' 

y el cubrimiento es abierto, se sigue que h es con-

tinua, por ser una función de pegamento. 

Se sigue fácilmente que 2i-1 induce una función 
-1 continua ho de B sobre B tal que: 

es decir 

- p o h-1  = h 1o  o p' 

p o h-1  - p' 

Proposición 1.3.2.2. 

Sean 1 y 	dos haces con la misma base, fibra 

tipo y grupo estructural y h:1 	runa equivalencia 

es decir h es una transformación de en S'tal que 

ho  = 113 . Sea { (U« 7 41(
L 	

el atlas de 	Y 
EA 

((&17 4)11)}13cr atlas de kg  

sea por último h 	: U (1 U' - 	G las fun- ot 
ciones dadas por: 

hc<fs (x)  
Entonces: 

lito(  (x) = hvil(x)9134. (xl 	X e U0(  n 	n U ii- 

(*) 
h 	(x) = 9 45(x) 1.15?), (x) 	x€ U 	' 

Demos tr a ciEin  

Es inmediata utilizando las definiciones. 
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A la clase de equivalencia de un haz 	bajo la 

relación r•-0 la denotaremos con[5] y a[ y] también lo 

llamaremos un haz. 

veamos algunos criterios de equivalencia en térmi-

nos de vecindades coordenadas. 

Proposición 1.3.2.3.  

Sean 5  y y dos haces con la misma base, fibra tipo 

y grupo estructural. Entonces 	es equivalente a e 
si y solo si existen funciones continuas. 

que satisfacen: 

hmt  : 

	

h toco() = h tr, cx1 5 poL ()o 	xe tic(  n Up n 

	

(x) =910(x)hfrd,(x) 	x 	n 	rl 

Demostración. 

supongamos que 5 es equivalente a VI  
Sean {(1.1,( ,1pc1 )}el atlas de 1 = (E, p, B, F r  G) y 

o(eA 
{( 1q, Yes  ) }peAi el atlas de /I 	(E', p', B, F, G) 

Por la proposición 1.3.2.2. se obtienen las funciones 

hfi « con las propiedades dadas. 

Supongamos que son dadas las funciones continuas 

hfr« tales que: 

hpot (x) = hpt- (x) 

hpck (x) = g» (x) hte,( (x) . 
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, Construiremos una equivalencia f: 	 es  

decir una transformaci6n f: E 	E' tal que fo  = TB. 

Consideremos para cada o(e A y te A' tales que 

U 	(1 U ' = (i) , la función t 

« 	 -1 f.1  : p-1  (1.1,4  (1 	) 	> (p' ) 	(Ucx 	) 

definida por: 

§ f 	(u) = (Tt.) -1  (x, h 	(x) -ki (x(11) ) 

con x = p (u) . 

Como x - p (u) se tiene que ue p-1(x) = Fxcp-1  (1.1.( flUilr) , 

ht,x (x)olkx  : 	 es un homeomorfismo, donde 
-o 

ht« (x) -(Pi.̀›x 	h x 	t-pc.1 tx  

Ahora, como xe U ñu' « t y hpc (x) Toux  (u) 	F; 

entonces (x, h toc  (x) 4cx (u) ) e cuc<  n 	) x F; 

luego ((pri ) -1  (x, h t,x (x) 	(u)) e (p' ) 	(U ("iU'r ) 

Así tenemos que f 	está bien definida. 
t'o( sobre la fibra Fx es inyectiva; luego para 

ord 	 -1 f 	: 	p ( Uot, (\U )  

f "- 	o id x Ch t.(  (x) 3 kP) o 1.-)1(  : F 	(13')-1(U«nUit) 

resulta continua, por ser una composición de funciones 

x u nut.' 

es biyectiva. 

Ahora como: 

continuas; 



luego VU e p'  (U n tJ ) tal que x = p(u). 
to( 

f 	(u) 	( 	)
-1 

 (x, h -o( (x) Ifict„x (u/) 

Como f 	es inyectiva; entonces existe la inversa 
-1 (f 	) 	(p' ) -1 (U0/  () Ul ) 	Fx  que está definida 

por: 
-1 tot  — 	, (f 	) 1  (u ) — 	o h to(  (x) o Vtx(Ut) 

Con p' (u') - x. 

11'0( N  -1 
(f 	/ 	es continua para cada x e Uck (1 U. • 

Luego f IN es un homeomorfismo que lleva fibras 

sobre x en fibras sobre x. 

Si 	(\ U, 	+ 	, se comprueba fácilmente que 
to( las funciones f 	Y f 	coinciden en su dominio 

-1 común p (Ucx ( up  n U ) . 

Tenemos así que para cada miembro p-1(U0(  n wr ) 

de un cubrimiento de abiertos del espacio E es dado una 

funci6n f t'0( continua en el espacio E', tal que: 

es continua. 

PIU,/  n U n 't.) 	15-1(uo(  n Uf, n uit) 

para cada par de miembros p-1 (u,/  nutt ), p-1(Up n utte  ) 

del cubrimiento de E. Entonces podemos definir una 
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función llamada de pegamento. 

	

f: E 	E' 

	

u 	f (u) = f tc't(u) ,uep-1(% 	) 
Como el cubrimiento es abierto, la función de pega-

mento es continua y como cada ft  es abierta, entonces 

f es abierta. Luego f es un homeomorfismo de E --o -E' ; 

es decir, las funciones f 	definen un homeomorfismo 

t : E ----*-E' que lleva fibras sobre x en fibras sobre x 

e induce la identidad en la base común. 

Además para todo xeq,( (14 , el automorfismo 

td -1 
IP 	o f o IP ot,X 

F 	F, f(x) - x. 

coincide con un elemento de G y la función 

h :U r‘14. ---*-G, definida por ht.((x) - 4 0 t 'Inix  es td 
continua; luego f es una transformación de haces, que da 

una equivalencia entre 1 y 1 .0 

Proposición 1.3.2.4. 

Sea 1 = (E, p, B, F, G) un haz y ((13.0k%)} su atlas. 

Sea (5} un refinamiento de (13,4 }, es decir {5} es una 

cubierta abierta de B, tal que cada U'e está contenida 

en algún U 	Para cada U'A  consideremos todos los Uo(  o( 
que lo contienen y definamos (p-1(Will ) 	 x F 

p-1(Wp como la restricción del( a 	).  
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La colección de todas las parejas (11:11  ,, de-

finen un nuevo haz S e  con el mismo espacio total, pro- 

yección, base, fibra tipo y grupo estructural que 	- 
Entonces 	es equivalente a 1 . 

Demostración. 

Inmediata utilizando la proposición 1.3.2.3.1› 

Corolario: 

Sean 	y 11.  dos haces con 
e t (U0(  , 	y 	{ (15, TI  ) 

la misma base y sean 

los atlas de 5  y 11 

respectivamente. 

Los abiertos de la forma uocrtu,  . son un refina-

miento común a las cubiertas {14( } y 

La colección de las parejas mei  n wis 4rp,c0 
define un nuevo haz 1 y la colección de parejas 

(U,‹ (\ U 	) define un nuevo ha fl. 

Entonces Srjlí Y 111-`) 
A Los haces 1 y 11: tienen las mismas vecindades 

coordenadas { (14(  (N 193 )} 

Proposición 1.3.2.5. 

Sean y ri dos haces con la misma base, fibra tipo, 

grupo estructural y vecindades coordenadas. Sean 

Y (50( } las funciones de transición de 5 y 11 
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respectivamente. Entonces 	es equivalente a Y1 si y 

Solo si, existen funciones continuas 	U 	 G 

tales que: 

(x) = ).p (x) 	 -§ 530(  (x) 	o( 	, x e uck  n U. 

Demostración: 

Sean 	(U« ,kpoc  ) el atlas der. Sea X e 	n u.

Como gp 	y g)3°( son funciones de transición; además 

?tp(x) y X0((x) son funciones continuas de F sobre F 

es decir k,((x), X(x) e G. 

Entonces X(x) G porque G es un grupo; luego )Z-0(1  (x) 

es una función de F sobre Fp y por lo tanto giscx  está 

bien definida. 

Supongamos primero que 5 es equivalente a n, y 

sea h: 	una equivalencia. Por la proposición 

1.3.2.3. existen funciones continuas hpe<  : U n U' 

	

o( 	fi 
tales que: 

hi3,‹  (x) = hp (x) o gieck(x), x e ut, 	uo(  n 

(x) = g, 	(x) o hro( (x) , x e up,' 	n yo, 
r 

Definamos )1/4GI: Ucx 	G por 

k((x) = h 	(x) — 	o 1-1), o (-P.Zix  

está bien definida, puesto que h es una equivalen- 

cia. 
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Ahora resulta que .X.p(x) o po, (x) o 	(x) = 	(x) . 

ReCiprocamente, 

Supongamos ahora que son dadas funciones continuas (Xesk 

que satisfacen la igualdad 

g'p o(  (x) = )p(x) g"(x) )1 /40(  (x) 

hu(  : p-1  (uol 	(p') -1(13,) Definamos 	 por 

he 	4)  ( (u) = (0(t ) -1(x, X(x) lpoLx  (u)), x = P(u). 

Se comprueba fácilmente que he(  está bien definida y 

que ha<  sobre la fibra Fx es biyectiva, como ho( es 
« biyectiva, existe la inversa (h ) -1  , 

(he<  ) -1: (p') -1 
 

(U« ) ------›-Fx  está definida por 

(hc<  ) -1(u') . 	 ni 
Tekx  Ac<(x) 9 yoG x  (u'); con 

p' (u') = x. 

es continua para cada x € u,/  
• 

De aquí resulta que he( es un homeomorfismo que 

lleva fibras sobre x en fibras sobre x. 

Tenernos así que para cada miembro p-1 (U«  ) 

de un cubrimiento de abiertos del espacio E está dada 

una función continua hci( en el espacio E', tal que: 

13  
7 — 

plucx  n Up) 	(PlUoc n 1-3P) 
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para cada par de miembros p-1  (U« ), p-1 
 (Up ) del cubri-

miento de E. Entonces podemos definir una función de 

pegamento h , 

	

h : E 	- E' 

= hcl (u), ulIp-1(1.1.( ) 

Como el cubrimiento es abierto, la función de 

pegamento es continua. Como cada h°(  es abierta; enton-

ces h es abierta. 

Luego h es un homeomorfismo de E sobre E', es decir 
o( las funciones h definen un homeomorfismo h: E 	E' 

que envia fibras sobre x en fibras sobre x e induce la 

identidad en la base común. 

Además para todo x C U, el automorfism0 
^ - t 

x ° h • 0 	x  F 	> F; h 	(x) = x. 

Coincide con un elemento de G; y la función 

h 	• • U 	 definida por do(  c< 

h 	< (x) = Tatix  e n • a  WcK,  x 	es continua. coco 
Luego h es una transformación de haces tal que 

h = I13' es decir la función o 

h: E(1 	 definida por 

= h°1  es una equivalencia 
p-1(1101) 

entre y111. 
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Nota: 	Recordemos que el haz producto 	(BxF, pl, B, F) 

tiene grupo estructural G = IF } 	y el atlas consta de 

un solo elemento 	(B, 

por: 
IBxF).  Este haz lo denotaremos 

(BxF, p1, B, F, IF ) ) 

Corolario 1.3.2.6. 

Sean 	(E, 	p, B, F, G) un haz donde G = tIF 	. 

Entonces 5 es equivalente al haz producto (BxF, pl, B, F, 

Demostraci6n: 

de 

del 

U«  

U o( 

(x), 

que 

lja) 

{(13 0(  

F,  

(BxF, 

atlas 

x F es 

xeUe< 

Irv)1. 
por 

,q9cx )),donde 

p', 	B, 	F, 

de 5 y 

la iden- 

para 

Up 

el lema 

IF) 
Ucx } 

para 

tidad. 

cada« 

Por la 

Por lo 

Sea ',lel haz obtenido a partir 

) 	al considerar un nuevo atlas 

son las vecindades coordenadas 
-1 >- cada 0.( 	y 	, p 	(U«) r 	- 

Sabemos que Rr\-1(BxF, 	pi, 	B, 

Por otro lado si definimos 	X: 0( 

tal que: 

	

giho((x) 	= Xp(x)gp«(x) 	?Col 

proposici6n 1.3.2.5, 	se sigue 

tanto 	(V (BxF, p1, 	B, F, 

1.3.2.1. 



1.4 Extensión del Grupo Estructural de un Haz. 

Proposición 1.4.1. 

Sean 5 . (E, p, B, F, H) un haz fibrado con grupo estruc-

tural H, donde: 

H es un subgrupo cerrado del grupo topológico G. 
a Supongamos quer., : GxF 

tiva tal que la restricción 

›---F es una acción efec- 

114 f 
MIXF = JL: HxF 

Si consideramos las funciones de transición gpw  

de 5 , obtenemos un nuevo haz 1 - (E, p, B, F, G) que 

difiere de 1 sólo por el grupo estructural. 

Demostración. 

Consideremos el atlas 	,4) }del 

y las funciones de transición q :14 Jp« 

c(eitx 
Uft 

haz fibrado 

St< Definamos 	9 : u Up 	H 	G por 

donde i es la inclusión. 

Sean 1.J«  , Up y Ut,  vecindades del atlas de 

tales que Uoc ()Up (1 	= 96 se comprueba fácilmente que 

para x 1.10z  Up (1 Ut . 



IF 

se cumple: 

Tenemos que, como xeu« 	uft  con o(,f, 	A y 

gilc (x) e A(F), entonces G es el subgrupo de A(F) gene- 

rado por los q (x). 
Pe< 

Por otro lado, como 9(x) 
entonces 	

Pe( 
 (x) = (Lo scf,)(x) = L(gpo( (x)) 

es decir q (X) es un automorfismo de F que coincide Jpot 
con un elemento de G. 

Las funciones de transición 
Jp

: U ñ 	G 
0( 

son continuas. 

Entonces G es el grupo topológico asociado en 

forma natural con el nuevo haz 	= (E, p, B, F, G). 

En este caso se dice que 1 admite una imagen en  

G y el haz 1 se le llama la G-imagen de  5  

Sea )1-  (E', p', B, F, K) con la misma base y tibra 

tipo que 5  y donde K es también un subgrupo cerrado de 

G. 	Claramente)1 tiene también una imagen ncl.  en G.0 
Definición 1.4.1.  

Se dice que 5  es G-equivalente a 	si 
Gr‘j 11  

donde 	- (E', p', B, F, G). 



Definición 1.4.2. 

Se dice que 5 = (E, p, B, F, H) es un haz 

G-trivial, si y es equivalente a la G-imagen del haz G- 
producto (BxF, pl, B, {IF} 1 ,. 

Proposición 1.4.2.  

Sea H un subgrupo cerrado del grupo estructural G 

y 5 = (E, p, B, F, H) un haz que admite una imagen k en 

G. Entonces 5 es G-trivial, si y solo si, existen 

funciones continuas X0( :li./ ---3-G, tales que: 
-a 

g(x) = Xp (x) 	c(  (x), x€ 14(  n Up 

donde las { spt< } son las funciones de transición de 

Demostración: 

Tenemos por hipótesis: (E, 

(E, 

Pr B, F, H) 

B, F, G) 

Sabemos que: 

1 es G-trivial si y snlo si ya  rv a la G-imagen del 

haz producto. 

Sea II.  el haz que se obtiene a partir del haz 

producto (BxF, p1, B, F, (IF I ) al considerar un 

nuevo atlas 	(U«  , 49«  ) I 	dondecleA 	 U0(  } son las 

vecindades coordenadas del atlas de 5 y para cada 0(, 
-1 

(Poc :  pl (U  ) 	tja< x F es la identidad. El haz 



es (BxF, pl, B, F, {I} ). Sabemos que nr,-"(BxF, pl, 

B, F, 	IF  

{ F es un subgrupo cerrado de G. 

Como G actúa en F por la izquierda de manera efec--

tiva, se tiene la G-imagen deY1 ; esta es 1G. , donde 

n.Q.= (BxF, p1, B, F, G). 

Como {9 	son las funciones de transición de y ; 
entonces 

{ 
-5,}constituyen las funciones de transición 

de 1G. , donde Asas= 19  5p0( 

En el haz producto solamente existe una función de 

transición 5 B 	IF  

El haz 'fl.  está provisto de la misma función de transi-

ción 9 . 
Luego la función de transición de Yes 

--t 
(un solo elemento), donde 911,,, = 109 

= uo/ n Up 	 F } G 

Los haces 1G y 
 11G, tienen la misma base, fibra 

tipo y grupo estructural y vecindades coordenadas. 

Este caso constituyen un caso particular de la 

proposición 1.3.2.5. 

Entonces 

si y solo si, existen funciones continuas 



— a 	— 	, —a 
X 	• U --4.-- G tales que: y:1= "tis (x) 9150(  (x) A cx (x) o( • 	oc 

lo que se comprueba fácilmente. 
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1.5 Teorema de Existencia y Unicidad de un Haz, dado un 

Sistema de Transición. 

Sistema de Transición. 

Sea y un haz con atlas {(170( ,1p0( ) 	Podemos 

considerar que el espacio total E( 	) está formado por 

piezas Uo< x F, pegadas entre si de acuerdo a ciertas 

reglas. Estas reglas son precisamente las funciones de 

transición Spok: U nu-3.- G. p 

" Vamos a ver que las 	 , junto con la acción de G 

en F, determinan a [5] 

Definición 1.5.1. 

Sea B un espacio y G un grupo topológico. Se llama 

un sistema de transición en B con valores en G a una 

colección (U« 9pc< 10(eAdonde las U« forman una cubier-

ta abierta de B y las giscx  son funciones continuas 

Spel: Ijot r\ 5 

tales que para todo x e u« 	Up 	se cumple 

q (x) 	(x) = leoz (x) 
mlis 	Po( 

(x) = 1F. 
00( 
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Teorema 1.5.1. (Teorema de Existencia y Unicidad): 

Seal(Uc< , gpo( ) )0m1  un sistema de transici6n en B 

con valores en G y supongamos que G actúa por la izquier-

da y efectivamente en un espacio F. Entonces existe un 

haz 1 , con base B, fibra tipo F, grupo estructural G y 

funciones de transici6n 1g } 
PC( 	

Además este haz es 

único salvo equivalencia. 

Demostración:  

Sea D = 	 ) 17 x F (o<1 la uni6n disjunta de los 
«CA 

espacios Uok  x F x•to( .1 . Cada uno de estos tiene la 

topología producto. 

El conjunto A de indices tiene la topología discre-

ta. Sabemos que 

BxFxA 	U0(  x F x(oCI. 

Luego U«  x Fx1oles abierto en BxFxA. 

VamosaproveeraD=L_JUoil xFx/cx 1de una topologia, 
deA 

de la manera siguiente: 

un subconjunto V de D es abierto, si y solo si 

V (N Uo(  x F x 1.0( 	es abierto en Uo<  x F x 
	

} para 

d(CA. 

Ahora definamos en D la siguiente relación binaria. 

) si y sólo si x = x' 	y' =Spfx(x)Y 



Se comprueba que esta relación es de equivalencia. 

Sea E el espacio cociente de D bajo esta relación, 

es decir E - DAm y 9.: 	 la función cociente. 

Los puntos de E los denotaremos con x, y, « 

(clases de equivalencia). 

Sea p : E 	B, dada por p( 	x,37,0( 	= x. 

Sea U abierto en B. Como U S. B; entonces 
-1 -1 P (u) 	E; luego sq. (p 	(u)) 	D; de donde 

-1 --1 c4. (p (u) ) - L 	)vn(u„, x F X lo( } ) 
akeA -i -1 	 -1 luego 	q (p (U)) es abierto en D, entonces P ( U ) es  

abierto en E. Y por tanto p es continua. 

Ahora Definamos 

-1, p 	kti« 	Uoc  x F, por yo(  ( 	) 

Se deduce que kp está bien definida y es biyectiva. 

COMO Yo( 
- es blyectiva, su inversa T ac, está dada por: 

{ x /Yrt<} = 	ex,y, 	)) 

La continuidad de 4D-1  se sigue de la continuidad de 

q• 

Para la continuidad de (P« basta probar que si W 

es abierto en U0(  x F, entonces para toda )3 e A con 

U n up  +0 se cumple que 19)  o( 	 l 	 = 9:-  ( 	(w)) 	Up x F x 1p } 

es abierto en Up x Fx10. 
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Sabemos que: 

i n-4 
"Ye< 

-1 , : Uc<  x F 	p 	(1.10(  )e E 

1/57 	 (w) 

-1 q: E 	D 

-1 	-§ 
q 	(4,0, (W))€ D 

Ahora bien We - ( (x,y,p ) / (x,9.45 (x) y) €W 

es precisamente la imagen inversa de W bajo la función 

continua. 

Ua( ()Up x Fx 	UxF 

) 	 (x, gucp(x) y) 

Luego Wp es abierto en el subespacio Up X F X{f3} 

y por lo tanto q -1( „(W)) es abierto en D. Entonces 
-4 vw) es abierto en p-1(Uo(). 

Por lo tanto 4), es continua. 

Ademas se deduce que p o tfol (x,y) = x. 

Hasta aqui se ha construido el atlas 	(110(  , 90(  ) 

Luego, tenemos que: 
-4 	-1 (x) = F 

Tenemos 91, restringida a Fx. 
-11 

De la condición pok11041(x,y) = x, se deduce que la 
-1 restricción de U10 aFx = p (x) es un homeomorfismo 

T : FX 	• 
oGx 
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Se observa que Pp,x ° ToC,X (Y )  = gpc< (X) y ; de donde se 

sigue que 4)(3.x  a k 	eG , y que las funciones de 

transición del haz 5  , que hemos construido, coinciden 

con las 9p,< } dadas en la hipótesis. 

Finalmente, sea 1.  otro haz con base B, fibra tipo 

F, grupo estructural G y funciones de transición f9p4}. 

Definamos?: U 	G, por: 0< 

y para toda « e A. 

N'i Luego 	pgc  kx) = Xfr (x) spo,(x) A o(  (x), 

x uo, Up 

Por tanto 

cr((x) - 	e G, para toda x EU« 



dimensión 1. 
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1.6 Foliaciones. Detiniciones y Ejemplos. 

Definición 1.6.1. 

Sea M una variedad diferenciable de dimensibn m y 

clase cr . Una foliación de clase Cr  y aimensión n de M, 

es un atlas maximal 	de clase Cr  en M con las siguien- 

tes propiedades: 

a) 	Si (U, y ) E y entonces 'f(U) - u1xu2  
rn-ri 

U1yU2 son aiscos de [1:1 y de 	respectivamente. 

n) 	Si (U, y) y (V,4)) E 3.  son tales que urV+c  entonces 

el camnio ae cartas  

y) (u nv)----). yurt v) es de la forma: 

(*) 	otp (x,y) = chi  (x, y) , h2 (y)) 

Decimos tamnién que M es foliada por Y, o que 'Y es 

una estructura foliada de dimensión n y clase cr  

sobre M. 

En la figura que sigue ilustramos el aspecto Local de 

una variedad de dimensión 2 foliada por una foliación de 
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Observación 1.6.1. 

Se observa que 

: 	UnV ) 

(x,y) 	 h1(x'y) 

es la primera proyección 

h2 es la función que manda y e U2  en 
wv-ri h2 (y) e p 	; es decir: 

h : U2 2 

y 	 h2  (y) 

Sea 3«.*  una foliación de clase C 	y dimensión n, 

o< n4( m de una variedad M de dimensión m . 

Consideremos una carta (u,q)) de Y tal que 

( 	) 	u, x 132  C n 	11.1-n 
x IP fl — 

TM Ue 3114. 

	 1 
1 

Definición 1.6.2. 
-1 

A los conjuntos de la forma y (IJ, X1c} ) con CE U2 
se les llaman placas  de U, o también placas de 



Proposición 1.6.1. 

Las placas son subvariedades conexas de dimensión 

n y clase Cr de M. 

Demostración: 

Fijado c E U2' la aplicación 

f = YA1  x 	: U1  x 	 u 

es una inmersión difeomórfica de clase Cr. 

En efecto: 

Sea pe knui  x 	} ) . Entonces existe 

- 	: u"cp"xtpt"-" , con peU' 

tal que: 

.4? (krul  x 	)(1 U') = U"(1 

Luego f(171  x  {c'S ) -14)-1(U1x {cls  ) es una subvariedad 

diferenciable. 

f es un difeomorfismo de clase Cr. 

Por consiguiente, las placas son subvariedades de 

clase Cr . 

Las placas son conexas y de dimensión n, puesto que 

los conjuntos Ulx tc 3.= (x,c) / xe Uil son conexos, de 

dimensión n y las cartas y son homeomorfismos 
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Además si o( y f3 son placas de , entonces 

o(np-0 o o( 

Definición 1.6.3.  

Un camino de placas de J.( es una sucesión 	1et ts  

de placas de < zf tal que c{á (10(i+1 	para todo 

e t 1, 	, K-1 	. 

Como las placas de lc cubren a M podemos definir la 

siguiente relación binaria: 

p R q si y sólo si existe un camino de placas 

r 	 0(},1 con p OZ 1 	y geo( K  

Se comprueba que R es una relación de equivalencia. 

Definición 1.6.4.  

A las clases de equivalencia de la relación R 

llamamos hojas de 70 • 

Recordemos que: 

a) Una aplicación Ç : Mm -----30- N es una submersión 

de clase C si y solo si 

es suryectiva. 

V x  e m, Df (x): T (M) 	(N) X 	Y 

b) Sea f : M 	N una aplicación de clase CK , 

Un punto c N se dice un valor regular de f si, 

para cada p e f -1  (c), la derivada Df(p): T (M)--P-Tc (N) 

es suryectiva. 
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Cuando c e N-f(M), o sea f -1  (c) = 95 , entonces 

c es un valor regular de f. Si algen c e f(M) es valor 

regular de f, entonces dim M 	dim N. 

Proposición 1.6.2: 

Sea c e N un valor regular de una aplicación 

f:Mm 	N de clase Ck 	1). Entonces f -1  (c) es 

vacío, o bien f(c) es una subvariedad de M de dimen-

sión m-n de clase Ck. Ademas el espacio tangente a 
-1 f 	(c) en cada punto p es el necleo de f'(p):T c (N). 

Ver una demostración en 16 . 

Teorema 1.6.3. 

Sea f: Mm 	Nn  una submersión de clase Cr  . 

Entonces, para \I c E N, f-1  (c) es vacío o Una subvariedad 

de M de dimensión m-n y clase Cr. 

Demostración: 

Sea c e N. Entonces f 1  (c)= (1) 	6 f' (c) 

Si f-1(c) = entonces c es un valor regular de f. 

Luego estamos en condiciones de aplicar la proposición 

1.6.2. 

Supongamos ahora que f -1  (c)# 95 . Entonces para 
-1 x e f 	(c), Df(x): Tx 	Tc (N), con f(x)=c, es 

suryectiva; puesto que f es una submersión. 
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Luego c es un valor regular de E. 

Como f-1 (c) 	95  ' aplicamos la proposición 1.6.2; 

entonces f -1(c) es una subvariedad de M de dimensión 

m-n y de clase Cr. 

De aquí resulta que la submersión f define una 

estructura de variedad foliada de clase Cr donde las 

hojas son las componentes conexas de las superficies de 

nivel f -1(c), c e 14 . 

Ejemplo1.6.1. Foliaciones definidas por Submersiones  

Sea f:1P3 ----›-p una función definida por 

f(x1,x2,x3 ) = 0((r 2  )ex, donde r= 2 	2 1  
1 + x2 y o( 

 

 

es una función Cc°  tal que c((1)=0, o((0) = 1 y si t>0 

entonces o(i(t) < O. 

Vamos averiguar, si f es una submersión. 

Ahora, f es una submersión si rgpf = dim 

Calculando las derivadas parciales de f en el punto 

(0,0,0); se observa que existe un menor de orden 1 de 
(aft0,0.0) al(0.0,0) a4-(0,0.0)) la matriz jacoblana ax, 	ax2 	ax3  

asociada al diferencial de f en el punto (0,0,0) que no 

se anula. 

Luego, rg (0,0,0) f - 1. Entonces f es una submersión 

de clase C. 

Entonces para V ce L1, f -1(c) es vacío o una sub-

variedad de R3 de dimensión 2 de clase C. 



Sea jr la foliación de fi:j 3cuyas hojas son los 

componentes conexas de las subvariedades f -1(c) , c e IR. 

Las hojas de fl en el interior del cilindro sólido 
2 _ C - { (x1,x2,x3) / x

2 + x.G._ 1} son todas homeomorfas 

a P2  y se pueden parametrizar por 

. 	2 	 c (x1,x 2)e D 	— (x11 x2 ' log (— ) ) con c> O 
ok(r 2 ) ' 

En efecto: 

Sea f -1  (c) = { (x11x21x3 ) e EP3/ f (xi,x2,x3) = c } 

Se concluye que 

f -1(c) es de la forma: 

-1 f (c) = 	(x11x2, log( 	c 	)) 
«ft2) 
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donde f -1  (c) puede estar constituida por una o varias 

componentes conexas. 

El borde de C, 	BC. ={(x1,x2,x3)/x+xl = 1} es 

también una hoja. 

Fuera de C, las hojas son todas homeomorfas a 

cilindros. 

Ejemplo 1.6.2: Fibraciones  

Las fibras sobre x, para todo x eB de un haz fibrado 

(E,TT, B, F) definen una foliación en E, cuyas hojas son 

difeomorfas a las componentes conexas de F. El haz fibra-

do (E,TT, B, F) va a consistir de variedades diferenciables 

E,B,F, y de una submersión -Fr: E-----0- B tales que para 

V b EB, existen una vecindad abierta Ub de b y un 
-i 	

difeo- 

morfismo (fri) ;TT (Ub)----a-UbxF de manera que el diagrama 

siguiente es conmutativo. 

Pb  rri (ub) 

\ 
	TTI  

Ub 

donde TT es la proyección en el primer factor. Las 
% fibras del haz fibrado son las subvariedades TT (bi b E B 
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Un ejemp10 ,importante de esta situaci6n está dado 

por el teoreMa que sigue. 

Teorema 1.6.2.1. (de la Vecindad tubular). 

Isea Nc:.M una subvariedad Cr  con r 	1. Existen 

una vecindad abierta T(N) 	N y una submersión Cr, 

11- : T(N) 	N, tales que TT( q) = 	para todo q e N 
Si la codimensión de N es k , entonces T(N) puede ser 

obtenida de tal forma que (T(N),TT , N, Bk ) sea un haz 

fibrado. (ver 16 ). 

Ejemplo 1.6.3: La foliación de Reeb de la esfera unita-

ria S3 . 

Consideremos la submersión del Ejemplo 1.6.1. 
N-1 f: D2 x a-‹ 

 

IR , donde D2es el disco en el plano, dada 

 

por f(x1,x2,x3)= 0((r) ex3, desde ahora 0((r) es la 

función, 

1  0¿(r) - exp(-exp ( 	2  )) 
1-r 

Sea '11K la foliación de D2 x IP cuyas hojas son las 

componentes conexas de las subvariedades f -1(c), cc 

izas las hojas de 1/..  en el interior del cilindro sólido 
2 	2 D2 x ffq = 	(x1,x2,x3) / x1 + x2 	1 } se pueden 

parametrizar por: 

(x1,x2 ) e D2 	(x11x2, e'+ b) ; b€ rj 



/ 
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-1 Luego f (c) = 	(x ,x 1 2' el-ri + b) 	, con b = logeC 

Es decir, la foliación definida por f tiene como 

hojas las gráficas de las funciones x3= exp( 	2 )+ b, 

be 11 y se extiende a una foliación C.:1° de tp 	cuyas 

hojas en el exterior de D2 x 	son los cilindros 
2 	2 xl  + x2  = r2, r>  1. 

Esto significa que al definir una relación de equiva-

lencia entre los elementos o puntos de las bases o tapas 

de un cilindro finito D2 x [0 , 1] , la foliación es 

compatible con la relación de equivalencia. 
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En D2 x [O , 1] identificamos los puntos del borde 

(de las tapas inferior y superior) de la manera siguiente: 

(x1,x2,0) z1"-- (y1,y2,1) si y sólo si (x1,x2) = (YvY2)  

Luego podemos pasar a la variedad cociente 

D2 x [0,1]/=  , que es difeomorfa a D2 x S y como la 

foliación definida en D2 x 

ciones a lo largo del eje x3 , ella induce una foliación 

de clase C°°  de D2 x S'. Esta es la llamada folia-

ción de Reeb (orientable) de D2 x S'. En esta foliación 

el borde 1)(D2xS') = S'S' es una hoja. Además todas las 

otras hojas, en el interior de D2xS' son homeomorfas a 

1/ 2  y se acumulan en el borde. 

En la foliación de Reeb no orientable, se ha definido 

en primer lugar una relación de equivalencia en D2x [0,1] 

de la siguiente manera: 

(x1,x2 ,0) r•-/ (y1,y2,1)<)==>(x1,x2) = (y1,-y2 ) 

r EntOnces el cociente D2  x L0,1] /r‘  será una varie-

dad no orientable de dimensión 3, k3 ; cuyo borde es 

difeomorfo a la botella de Klein:  

Como esta identificación preserva la foliación de 
2 rm D x w< , esta induce una foliación R de K3 llamada la 

foliación de Reeb no orientable de k3 . Las hojas de R 

en el interior de K3 son todas homeomorfas a mn2  11-4 y el 

es invariante por trasla- 
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borde de K3 es una hoja.A partir de dos foliaciones de 

Reeb de D2xS' podemos obtener una foliación C c9  de la 

esfera S3 de la manera siguiente: La esfera 

3= ((x11x21x31x 4 ) e Eiq 4 : 

puede considerse como la unión de dos toros sólidos 

Ti D2xP, i = 1,2 identificadas a lo largo del borde 

por un difeomorfismo que lleva meridianos de a T1en 

paralelos de aT2 y viceversa. ver [4] 

En la construcción de la foliación de S3 , considera-

mos la foliación que resulta de unir dos foliaciones de 

Reeb de T1  y T2  dondea T1= aT2  es una hoja. Así 

obtenemos una foliación de S3 de codimensión 1 llamada 

foliación de Reeb de S3. Esta foliación es C c»  y posee 

una hoja homeomorfa a T2. Todas las otras hojas son 

homeomorfas a pl2 y se acumulan en la hoja compacta. 

EjeMpl0 1.6.4: Campos de Vectores sin singularidades  

Definición 1.6.4.1: La diferencial. 
on 

1. Sea 	: M 	N de clase C 	, y sea m e M. 

La diferencial de y) en m es la aplicación lineal. 

dy : 	 T(N) 
wort) 

definida de la manera siguiente. Si y E Tm  (M), entonces 

dy (y) es el vector tangente a N en 4)(m). 
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2. Sea g una función de clase C (1°  en una vecindad de 

4J (M) . Definamos d4J ( V ) (g) por 

dy(v) (g) = v (g o 	) 

Proposición 1.6.4.1  

Sean (U, 	 y (V, yi,...,y, ) sistemas de 

coordenadas alrededor de m y 41 (M) respectivamente. 

Entonces 

dw(-jbn) = 

Demostración. 

a(Yi°10)  / 	9   / 
Bxá trn a (4)(m) - 

   

La demostración se sigue de la parte 2 de la defini-

ción 1.6.4.1.9 

Proposición 1.6.4.2 

Sea X un campo vectorial en M. Entonces las siguien-

tes afirmaciones son equivalentes. 

a) X es C c°  

b) si (U2x/,..., xn ) es un sistema de coordenadas en M, 

y si la. 1 es la colección de funciones en U definida 

por 
X/ 	>

ck  
1 

/ 	 Xi 
entonces a€Cw(9). 
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c) 	Cuando V es abierto en My fe C c»  (V), entonces 

X(f) e C »  (V) 

Demostración: Ver [28] 

Definición 1.6.4.2.  

Sea X un campo vectorial en M. Una curva lisa cr-
en M es una curva integral de X si 

(t) - X(0-- (t)) 

para cada t en el dominio deo- . 

Sea X un campo vectorial C c°  en M, y sea m 6 M. Vamos 

a considerar ahora la siguiente pregunta. Existirá una 

curva integral de X que pasa por m, y si es así, ella 

será Cnica? 

Una curva 	 M es una curva integral 

de X si y solo si 

(1) 
17^ 	

= X( (t)) 	 (t€ (a,b) ) 

o bien 	(t) 	x 	t » 	(t e (a,b)) 

Vamos a interpretar esto en coordenaaas locales. 

Supongamos que OC(a,b) y It(0) = m. 

Escojamos una carta local (U,T)con funciones coorde-

nadas x11x21...,xd  alrededor de m. 
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Por la parte (b) de la proposición 1.6.4.2. 
a 

çi 
donde las fi son funciones C c°  en U. Ademas, 

para cada t tal que 	t(t) e U,  

(3) dl(ddr  it) d    (dXri  ° 	
1 /11-1) 

It X• 
1=1 

Por la Proposición 1.6.4.1. 

De (1), (2) y (3) tenemos 
d. (4) > d d(xio 	a 	> 	Cm))  	dr 	ft )(á. I t'u) 	 a X/(4) 
i=1 	 i=1 

Así ij  es una curva integral de X en 	(U) si y 

sólo si 

(5) 
d / 
dr a fi  o  

donde x o ir, 1=1, 	 ,d y te0J) 

La ecuación (5) es un sistema de ecuaciones diferen-

ciales ordinarias de primer orden para la cual existen 

los teoremas de existencia y unicidad. Estos teoremas, 

son trasladados en término de variedades, de la siguien-

te manera. 

Teorema 1.6.4.3. 

Sea X un campo vectorial C c°  en una variedad dife-

renciable M. Para cada me M existen a(m) y b(m) en 

Pil){±c0}, Y una curva lisa 
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(1) 	711 
	(a (m) , b (m) ) 	M 

tal que 

(a) 0 e (a(m),b(m)) y 'en(0) - m 

(b) t'm es una curva integral de X 

(c) (c,d) 	M es una curva suave 

satisfaciendo las condiciones (a) y (D). 

entonces (c,d) C: (a(m),b(m)) y 11= ",d) 

Demostración: Ver 28 

El teorema de existencia y unicidad garantiza que 

bajo ciertas condiciones en X por todo punto x 	M 

pasa una órbita de X. Cuando X no posee singularidades 

(esto es, X(x) .k O para todo x€ M), las órbitas de X 

son las hojas de una foliación de dimensión 1 en M. 

Ejemplo 1.6.5: Acciones de grupos de Lie. 

Definición 1.6.5.1 

Sea G un conjunto sobre el cual están definidas, una 

estructura de variedad diferenciable C a" y una estructu-

ra de grupo. se dice que las dos estructuras son compa-

tibles si las operaciones de grupo 

GxG 	 G 

(a,b) 	 ab 	 a 

son de clase C m' . En este caso se dice que G 	es un 

grupo de Lie. Nótese que todo grupo de Lie es un grupo 

topológico. 



- 54 - 

Una subvariedad inmersa HG de clase C c°  que es 

también un subgrupo de G es llamada Subgrupo de Lie de G. 

Ejemplos de Grupos de Lie 1.6.5.1. 

nn  n 
1.- El grupo aditivo II-1 

2.- El grupo „-\* = C-{0} con la multiplicación de números 

complejos. La circunferencia S*  ={ ze 0:IZI =1 } 

es un subgrupo de Lie de e*  . 

3.- El toro Tn = S x 	x S' (n veces) con la multipli- 

cación (Z 	 n . 1"Z 	) (W n 	• 'W) = (Z 1W l' 	• 'Z nW n)  
4.- El grupo GL (n, IR ) de todas las matrices reales nxn 

no singulares es un grupo de Lie de dimensión n2 .(*) 

Sabemos que GL(n,r2 ) con la multiplicación de matri-

ces es un grupo topológico. 

Es facil ver que GL (n, 11J ) es una variedad diferen-

ciable; ver[1] 

5.- El grupo ortogonal 	(n'IR ) que consiste de las 

matrices nxn reales A tales que A.At= I es un sub-

grupo de Lie compacto de Gx,(n,ip) . 

Es fácil demostrar que 	(n, ) es un subgrupo de 

GL (n, p ) . 

Vamos a demostrar que D(n,P ) es cerrado: 

En efecto: 

Sea 5  (n, (A ) el espacio de las matrices simétricas. 

Sea f: GL (n, ) 	 S (n,GQ) 	la aplicación 

(*) Ver una demostración en el apéndice. 



definida por: 

f (x) = x.x t 

Esta aplicaci6n está bien definida y es de clase Cclh  

Como S (h, 111 ) es un espacio de Hausdorff, {I} CS(n1R) 

es cerrado: 

Entonces f -1(1) = E) (n, IP  ) es cerrado. 

Además como los elementos de 1)(n, 11) son puntos 

no singulares, se verifica que I es un valor regular de 

f. 

Por consiguiente, E) (n, Fj ) es una subvariedad de 

GL (n, 1J ) 

Luego 1)(h, PZ ) es un subgrupo de Lie de GL(n, ) 

Demostraremos ahora que 	(n,IJ ) es compacto.  

En efecto: 

La funci6n O(: GL (n, gl ) x ffl n 	 EPZ 

(A, x ) 
Define una actuación efectiva de GL (n, (IQ ) en 

o sea AX = X, VX IR" 	t> A = I. 

Recordemos que GL(n, tJ ) se identificó con un sub- 
n2 

conjunto abierto de fl y como 9 (n,fn ) es cerrado, basta 

ver que es acotado. 

S 	 A 

tiene norma menor igual que uno. 



Supongamos que este no es el caso; entonces existen 

i e j tales que la..1 > 1. 

Considérese el elemento 	x e , 	x 	= 	(0,...,0,1,0,...0), 

el 1 en la posición j. 	Entonces la j-ésima componente de 

AX es, aii  y por lo tanto II AX 11>11  aii 	> 1. 

Ahora bien: 	II Ax  II = V<AxiAx>1 >1  
liX11 = V<x,x>I  = 1 

Pero <Ax , Ax> = <x,x> 

Resulta que hay una contradicción 

Luego 0(n, I1 ) es un subgrupo de Lie 

Compacto de GL(n,P) 

Definición 1.6.5.2. 

Una acción de clase Cr  de un grupo de Lie G en una 

variedad M es una aplicación t.Ç : G x M 	M de clase 

Cr tal que: 

(a) (e,x) = x 

(b) (grg2,  x) 	Yugl, I4 (g2,x))  

gi'g2 e G 

Y 	x E M 

Observación 1.6.5.2. 

1.- Fijando ge G, tenemos la aplicación de clase Cr 

(P 
	M 	M, definida por: 

(x) -- 	(g,x ). 
g 



{Pg .)' g 	G 
Se comprueba fácilmente que la familia 14:99€Gr es 

una familia de difeomorfismo. 

2.- Fijando x, tenemos la aplicación 

de clase Cr, definida como: 

o(x(g ) = 1)(g,x) 

Estas son las órbitas fijando x . Se tiene así la 

familia tc}xe 
3.- SeaF-{T geG 

(F,o) es un grupo de difeomorfismo de M. 

Vamos a definir 	: G 	F, como 

es un homomorfismo. 

De las observaciones (1) y (3) concluimos que: 

Una acción de clase Cr  de un grupo de Líe G en una 

variedad M equivale a tener una familia Ilpg 1g€ G de 

difeomorfismos de M. 

Además hay un homomorfismo del grupo de Líe en la 

familia de difeomorfismos. 

Definición 1.6.5.3. 

La órbita de un punto x Cm por la acción y 	es 

el subconjunto g 	(4)(g,x)e. M/geG1 x (4) = 
o<(G) 

Luego tenemos: la familia 

G 	M 
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Definición 1.6.5.4. 

El grupo de isotropia de xeM es el subgrupo. _ 

Gx (9P) -{geG/yug,x) = -J 

glEG/(11(X) =X.} 

Observación 1.6.5.3. 

1.- Gx(P ) 
	es un subgrupo cerrado de G . 

2.- Laaplicación O(x : G 	dada por 

o(x(g) =k10(g,x) 
induce la aplicación ¿Zx :G ifGx(10  

aefinida por() 	=0(,(g) 	; donde 	= g.Gx ( ) 

oÇ está bien definida y es inyectiva. Se demues-

tra que 9,G(W)  posee una estructura diferenciable 

y que diZx  es una inmersión inyectiva cuya imagen es 

Ver [4 

Definición 1.6.5.5. 

Decimos qué y G x M 	M es una acción  

foliada si para todo x C M el espacio tangente a la órbita 

de yp que pasa por x tiene dimensión fija k. Cuando K es 

la dimensión de G decimos que yp es localmente libre. 

Se demuestra 	(ver [4] ) que las órbitas de una  

acción foliada definen las hojas de una foliación. 
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Observación 1. 6 , 5 4  , 

Dados un grupo de Líe G y un subgrupo de Líe HcG 

la aplicación 91: H x G-----zpG, definida como 1151(h,g)=h.g 

define una acción de H en G. 

El grupo de isotropía de cada elemento gEG, es la 

identidad. Luego esta acción es localmente libre. 

Las 6rbj_tas definen una foliación de G cuyas hojas 

son todas homeomorfas a H. Las hojas de esta foliación 

son inmersas difeomórficamente si y s6lo si H es cerrado 

en G. Ver [4 . 

Un ejemplo específico se obtiene considerando 

G =9(441) y H el subgrupo generado por las matrices A 

de la forma: 

      

[ii 

cost sent 

sent cost 

 

A = ; 
-coss sens 

donde A1 = 
-sens coas 

• A ' 	2 

 

       

Se prueba que H es isomorfo al Toro T2 , 

Definici6n 1.6.5. 6. 

Una acci6n 1/49:5:1X 	 ( [IR es el grupo aditivo de 

los números reales) también es llamado flujo en M. Un flujo 

y en M satisface las propiedades: 

a) (0,x) = x para 	xE M 

b) (s+t,x) = 	(s, 54(t,x)), s,ten xe m. 



Observación 1.6.5.5  

1. Se puede considerar el flujo To 	 M como una 

familia {c<} 	de curvas xxeM 

definidas por 

ei(x(t) = 410(t,X) 

A la curva 001(x se le llama linea de flujo o curva  

integral que pasa por x. La imagenCIG(P ) de la linea de 

flujo se denomina 6r1"ita de x. 

2. A un flujo Cr (r>1) yen m es posible asociar un campo 

de vectores Cr-1 por la fórmula: 

X(x) = (wat (t,x)dit.0  

El campo X así definido es tal que(t) = kp(t,x) para 

Vte P=1 es la órbita de 'X que pasa por x. 

En efecto, de la definición tenemos 

dV?idt(t,x)=dtf/dt(s+t,x)/5=0  = dW/dt(s, 119(t,x) )/ s=o 
= x (up (t , x) 

Recíprocamente, si X es un campo de vectores Cr  en M 

cuyas líneas qe flujo o curvas integrales están definidas 

en IR , existe un único flujo Cr, p : FI x m 	M, tal que 

CI( x(t) = y (t,x) es la órbita ge X con condición inicial 

( o, x) = x. (Ver [4] ). 

x 
	 m , 
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1.7 Las Hojas. 

Proposición 1.7.1.  

Toda hoja F de una foliación 'Y de clase Cr  posee una 

estructura cie variedad diferenciable Cr  inducida por las 

cartas de J't , llamada estructura intrinsica  de F. 

Demostración:  

Esta estructura es construida ae la manera siguiente: 

Dado pe F, sea (U,t4) ) una carta de'S tal que pe U y 
,n S 

(U) = U1x132 g-11-(xP , donde U1 y 132 son discos abiertos 
n 5  

deP yg:j respectivamente.Sea o< una placa ae U que contiene 
„mn a p. Tomandof = (kpow2.) ; donde lpi  : U 

u?›2  : 	ps, definimos Ç : 

1*--15  .̀= 4)1/0„, 
Es claro que UP : 	131511:111  

En lo siguiente mostraremos que 

(u, 	) e 	} 
Basta verificar que si (0( kp 	(p. kT) ) están en 4) 

y o(niSM) entonces 1-45 (c01?) y tP(c(np ) son abiertos de 

Tryllolifl: (4-3 ( np ) 	culi?) ) es un difeomor- 

tismo de clase cr. 

es un homeomorfismo. 

{ (o( ,ZP )/0( 	F es placa de U, con 

es un atlas de clase Cr y dimensión n de F. 
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Ya sabemos que las placas subren a M; por lo tanto 

cubren a la hoja F. 

Mostraremos primero que o(np es abierto en o( y p 
bean (U, kP ) , (V, y ) en 7 tales que 4' = wic< y 

Por la condición h(x, y) = (hl (x,y) ,h2 (y) 	(x,y) e pnx pm-n  

[4] 	, yo lir': 4) (u nv) 	y (un V) se escribe 
n s  

como 	potp 	= (hi  (x, y) , h2  (y) )eLcIxtp , con 

(x, y) e IR nx 

Es claro que U(1V = (1) 

En particular, como c< P (1) 

-s 
* 	(x, b) = (hl  (x,b) 	(b)), a). 

Como 4) (f) n u) = 	(unv n 	= (t) (unv)n (Pnx {b1 
y 	(0(n v) = 	(unv) (n" x {al ) , de * obtenemos 

(j1 n u) = 	4)-4(4)(pn u) ) - 	V.'ckinu (1 y) 	( Pnx 	) 

cu(w) n Pnx 	) = 	(cnv) 

es decir 4) (13 U)C L (t)(nV ) , o sea f3 nucc<nv 

Análogamente o( (1 Vcp 	; luego C% =omv =)? (1 U. 

Esto prueba la afirmación, es decir c((113 es abierto 

Como cp y lT) son homeomorfismos, obtenemos que 

k-171  (cm? ) y P oñp ) son abiertos de Lqn 

ver 

tenemos 

en 
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La aplicación LT) o 17)-1: i (r 	) 	k4 (0( (vi ) es 

Cr porque kp y-i(x) = hi(x,b) si 	( f\13. ). 

Análogamente y ° 	es Cr, por tanto z--pOcp-i es 

e2 difeomorfismo. 

Esto define una estructura intrínseca de F. 

Puede verificarse que las hojas tienen base enumerable 

Ver 

Observación 1.7.1.  

1. Observemos que la topología de F asociada al atlas 

es tal que el conjunto de todas las placas c< de 

con c(c F, constituye una base de abiertos de F. Esta 

Topología en general no coincide con aquella inducida 

naturalmente por la topología de M. La razón es que 

la hoja F puede eventualmente interceptar el dominio 

U de una carta (u,y)e 9R' en una sucesión de placas 

(o(n) neIN, las cuales se acumulan en una placa «CE-

o sea cualquier vecindad de o< contiene una infinidad 

de placas en F y, por tanto F no es localmente conexa 

con la topología inducida por M en cuanto que en la 

topología intrínseca F es una variedad y por tanto 

localmente conexa. 

2. Consideremos ahora la inclusión canónica 	 M, 

i(p) = p, y F con una estructura intrínseca de varie-

dad. Verificase fácilmente que i es una inmersión 
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biunívoca de clase C . Cuando i es una inmersión difeo-

morfica de clase Cr, decimos que F es una hoja inmersa 

difeombrficamente. Esto ocurre si y solamente si la 

topología intrínseca de F coincide con la topología in-

ducida por la de M. 

Resumimos lo anterior de esta sección en el siguiente: 

Teorema 1.7.2. 

Sea M una variedad foliada por una foliación 

de dimensión n y clase Cr . Toda hoja F de 	posee una 

estructura de variedad Cr de dimensión n, tal que los 

dominios de las cartas locales son placas de 	La 

aplicacióni:F---o-Mdefinida por i(p) =pes una 

inmersión biunivoca de clase Cr, cuando en F considera-

mos una estructura de variedad intrínseca. Además F 

es una subvariedad Cr de M si y solo si i es una inmer-

sión difeombrfica. 
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1.8 Aplicaciones Distinguidas. 

Definición 1.8.1. 

Una foliación 	de Codimensión S y clase Cr, r 

de M está definida por una colección maximal de pares 

(U.,f.) 	, donde los U. son abiertos en M y las 1 
"s  1-4 son submersiones satisfaciendo: 

(1) U U.= M ie I 1  

(2) Si U. (11  U. 	0 existe un difeomorfismo local 1 
o  f. en g.. de clase Cr tal que t = g.. 

Ui() Ui  

Las fi son llamadas aplicaciones distinguidas de 

- 
Nota: 

En esta foliación las placas de 3-  en U son las 1 
-1, 	, 	e PS 

componentes conexas de los conjuntos f i (C ) 1  „7.• c 

Proposición 1.8.1. 

La definición 1.8.1 es equivalente a la definición 

de foliación dada en 1.6.1. 

Antes de verificar esta equivalencia, demostraremos 

el siguiente Lema. 

f.: U. 1 	1 
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Lema 1.8.2. 

Sea .5 una foliación de una variedad M. Existe un 

cubrimiento abierto C = U./i€ ) de M por dominios de 

cartas locales de 3-  tal que si U.W.d.05entonces U.UU. 3 
está contenido en el dominio de una carta local de J1  . 

Demostraci6n: 

Siendo un espacio de Eausdorff, localmente compacto, 

con base enumerable, M puede ser escrito como reunión 
CD 

enumerable, M =UK. de compactos tales que X.c int Ki 1-1 1 	 1 	+1  
para í = 1,2,..., (Ver [28] 	). 

Para cada n e 1N , fijemos un cubrimiento de Kn por 

dominios de cartas de r 7  {.V1  /1=1,..knles decir dado 

x Kn, yxn n Kn  (I) 
Tenemos as i que para VX e Kn , xYKVn Xn  D K 	; como 

§a n Kn es compactollt7xl, Vx2,...Vn 	tales quek)Vx =›1‹ ; 
xkn. n 

o sea dado Kn' existen un cubrimiento finito {V 1, 	I<  
de él. 

Las variedades son metrizables. (ver [28] ). 

Sea 	> o ei nnmero de Lebesgue de este cubrimiento 

con relación a alguna métrica fija en M. Como M es 

metrizable, entonces M es un espacio métrico. Ahora KM 

es un espacio métrico con la métrica inducida de la de M. 
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(*) Tenemos así Kn, 

...kn 

un espacio métrico compacto y 

un cubrimiento abierto finito de Kn. 

Existe entonces el número positivo Gr.1  >O, tal que 

todo subconjunto de Kn de diámetro menor que (Sn está 

contenido en uno por lo menos de los elementos de 

Vn. 1 =1,...kn, o sea si U= Kn y dim (U)< Sn • 

Entonces 3 Vn  tal que U 	. 

Podemos suponer que la sucesión (45n ) es decreciente. 

Basta ahora considerar una cubierta de Kn por dominios de 

ca 	 jrtas de 3,{Un./ =1, 

menor que 6n/2 	, para todo 

Es claro que si U 	fl  U 

para algún pe {1, ..., kn}. 

En efecto: 

Sean Un C. Kn 	y Uri  , 1 	 J 

que el diamétro de Un sea 

j =  
n 	n 4 	entonces Uc•V 

)•1 

C Kn 	tales que UninU3n. + (10 
n Entonces Un U u . C Kn  1 	3  

•+ diam. (Uril)+clia•m• (uní. ) 
Como Un  . () uni  ÷ 0 	implica d (Un ' . 	un.) = O. 1 	 i 	j 

n 	Sn 	'En Entonces diam. (Un u un) < ciiam Un + diam. U. < 	4- 1 	3 	 1 	 3 	2 	e 
Luego ciiam. (Uni ) Uni)< Sri  

(*) 3f1-€  (1' • ' • '% I 

:tjr.1  n  trl  c V 

Por la proposición tal que 

e 
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Demostración de la Proposición 1.8.1. 

Vamos a demostrar que la definición 1.6.1 implica la 

definición 1.8.1. 

Supongamos ahora que M, posee un atlas J1  que define 

una foliación de codimensión s , siguiendo la definición 

1.6.1, consideremos un cubrimiento abierto C =[1..Ti/iE I} 

de M por dominios de cartas locales de 3 , como en el 

Lema 1.8.2. 

DadounabiertoU.C-C , le', tenemos definida 1 
: u. 	 Plsen 	, tal que = Ui  x U2  , 

1 conde U1. y U2 son discos abiertos de Pny 1/ 5  respectiva- 

mente. 
S Entonces 	fi= p2 o4pi: 	IP es una submersión 

(por la forma local de las submersiones) y para todo 

C e U2, f 1(  c) es placa de ui. 

si U. dr) U. 	d  , 1  U. U U. está contenido en el dominio 1 	3  
de una carta (V, 9) e 3-  con y(v) - v1xv2' Por tanto, 

siendo o( Y /3 placas de Ui  y U j  con ocnis # , se tiene que 

o( l)15 está contenido en una placa t.  de V. Luego13()1ICI0< 

de modo que fi  95 («) Ui ) contiene un único punto. 
-1 Esto implica que dado y E f j  (U. ñ U), ti(fj (Y)) 

contiene un único punto gii(Y). 

Vamos a verificar que: 

f.(U .(U n u ) 13 	3 	. n U.) 	f1 1 	3 



es un difeomorfismo Cr. 

Como gij(y) = fi(f-1j  (y)) y fi  es diferenciable, puesto 

que fi  = 1D2  o qpi  

Entoncesg..es diferenciable. 13 
-1 Por otro lado g..  (y) e f (f -1j (y)) Y f (f 	(g- (Y)) j 	ij 

Contiene un único punto gii(gij(y)). 

gji  es diferenciable, puesto que fi  es diferenciable 

Ahora se obtiene gij  o gii(gii  (y) ) = g1 (y) 

Entoncesgijo~=g..(y). 13 
Luego 

Análogamente 

gj-i 	si j- 
= 1f . (U1  n U) 3 

gji 	gij (y)  = 

Entonces 	gij (y)  = y.  

Luego 	si j- ° 	
= 1f . (u. ( 	. ) 

-1 En conclusión 	g.. 31 	gij 

Vamos a demostrar ahora que la definición 1.8.1 implica 

la definición 1.6.1. 

Supongamos ahora que existe una colección de pares 

(U.,f.) satisfaciendo la definición 1.8.1. 

Como para V I I, fi: Ui:-->r GO es submersión Cr, por 

el teorema de la forma local de las submersiones, dado 
„n 	„S p 	Ui, existen V1 y V2 discos abiertos de U-¿ y de 114 



respectivamente, con V2 	f .(U.) y una carta local 

: 

	

	 V2  de clase Cr con V C Ui, tales que 

v1xv22 es una segunda proyec-

ción. 

tl conjunto de todas las cartas (V, 4  ) construidas 

de esta manera es un atlas Cr de una foliación en M. 

De hecho, si (V, (.Ç ) y (147,4) 
	son dos cartas como 

Warriba tales que V()W#O, entonces V c U. y CU con 

e 1. 

Por otro lado kpo 	:4)(v( 147) --a—kpcv ('. v7) 

puede escribirse como: 

P°41-i(x,Y) = (h (x,v) h ( 	
II 	S 

(x,y)e 

Por tanto resulta h2 (x,y) = P2 ot.P° 14)  (x,Y) = g .. (y) 

Luego 1-12  (x,y) = g.. (y) solo depende de y. 



CAPITULO 2 

VARIEDADES (NO SEPARADAS) DE DIMENSION UNO 

Y ESTRUCTURA FOLIADA DEL PLANO 

2.1 Propiedades de las variedades de dimensi6n uno. 

2.1.1 Definiciones y ejemplos. 

Definici6n 2.1.1.1. 

Una variedad topol6gica Mn  de dimensión n es 

un espacio topológico donde cada punto admite una 

vecindad abierta homeomorfa a nn 
Se llama carta de Mn  en In" a un homeomorfis- 

mo h de un abierto U C: Mn sobre 	; el abierto 

U es el dominio de la carta h. El cambio de 

cartas asociado a las cartas h y h de Mn en pri con 

dominios respectivos U yU es el homeomorfismo j  
-1 h. 0 h. del abierto hi(Ui( u.) sobre el abierto 1 

hj (Ui( Uj). 

Observación 2.1.1.1. De acuerdo a la definición anterior, 

existe una familia de cartas tal que sus dominios recubren 

a la variedad Mn. A esa familia llamaremos un atlas de 

Mn sobre ER . 

Un procedimiento de construcción general. 
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Definición 2 1.1, 2 . 

Se dice que una aplicación continua p de un espa-

cio topológico E en un espacio topológico E' es una 

identificación de E en E' si todo punto x de E admite 

una vecindad abierta U tal que la restricción de p a U 

sea un homeomorfismo sobre un abierto de E / . 

Proposición 2.1.1.1.  

Sea Mn una variedad de dimensión n y seaf una 

relación de equivalencia abierta en Mn tal que la res-

fricción de/ a una vecindad suficientemente peaueña 

de todo punto x de Mn  se reduce a la identidad. Enton-

ces el espacio topológico cociente M'n= Mn,:12 de  

por la relación de equivalencia .? es una variedad de 

dimensión n y la aplicación canónica p de Mn sonre 

my" es una identificación de Mn  sobre M'n. 

Demostración: 

Por hipótesis, si U es una vecindad abierta de x 

tal gue la restricción del° a U sea la identidad, 

entonces la restricción de p a U es un homeomorfismo 

de U sobre un abierto U' = LV) 	de M''1. Por otro u 
lado cada punto de Mn  admite una vecindad homeomorfa a 

. Entonces p-1o y de u/p c= 	en es un 

homeomorfismo; donde la aplicación y de U sobre 

es un homeomorfismo. 
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Luego M'= noo es una variedad de dimensión n. Actepas 

p es una identificación, puesto que p/U es un bomeo-

morfismo, 

Observación 2.1.1.2. 

Si Mn  es una variedad separada, o de Hausdorff en 

general M'n  no será necesariamente separada, como lo 

muestran los ejemplos que siguen. 

El procedimiento de construcción de variedades 

dado por la proposición 2.1.1.1 es general en el sentido 

siguiente. 

Proposición 2.1.1.2. 

Dada una variedad Mn  de dimensión Ti , existe una 

familia de cartas hi de Mn sobre R , donde los 
. dominios de las cartas recurren a Mn  (1 pertenece a una 

familia de Indices I), entonces la variedad Mn  es isomor-

fa al cociente del espacio I Ir por la relación de 

equivalencia asociada a la aplicación: 

(i,x) 	hli  (x) 

de I x n  sobre Mn, 

Demostración: 

Por hipótesis tenemos la familia I(Ui,hi)} ei  , con 

h.: U.Mn  1 1 

 

ll 	tal que UU. = M. 
iel 

 



Además, la suryección H; 1 xign  --)--Mdefínida por; 

H(i,x) = h. (x) 

Como h. es homeomorfismo, para Vi CI , es continua. 

fH es la relación correspondiente a H, definida como 

sigue: 

(j,y) si y sólo si H(i,x) = H(jrY) 

Se tiene el siguiente diagrama de descomposición 

natural: 

 

ivr 

 

n 
x P 	 

 

> 	H (IxtRn  ) m 

  

13- 

x son espacios topológicos, a 
Ix1R/

40se  .4.4  

provee de la topologia cociente. Por ser H continua y 

suryectiva, h es continua y biyectiva. 

En las condiciones anteriores las tres afirmaciones 

que siguen son equivalentes: 

a) H es abierta. 

b) p r h,i son abiertas, 

e) 	es abierta, h es homeomorfismo y H(I.x Pln) es 

abierto en Mn. 

Ver [2 ]  
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Vamos a demostrar que H es abierta, 

X 13' 	(i, ) 	xe U') un abierto en 

donde U' es abierto en nn  y { i) es 

en I ; donde I está provista de la topología abierto 

discreta. 

Luego H( { } x13' ) = h11(U'). Entonces H es abierta. 

Tenemos entonces:f es abierta y h es un homeomorfismo; 

además p es abierta. Entonces p es una identificación. 

Luego 	 es una variedad de dimensión igual 
J14 

a dim (I x 	= dim I + dim 

además 

= dim 
n j0.4 =M . 

n 

Definición 2.1.1.3. 

Un punto x de una variedad Mn  es un p2atójl_e_naztjjl-
cación, si existe un punto z de Mn ( z + X) que no es sepa- 

rado de x, es decir, que 

toda vecindad de z . 

Observación 2.1.1.3. 

toda vecindad de x intersecta a 

   

La relación " x no es separado de z " es simétrica 

y reflexiva, más ella 

Ejemplos. 

La proposición 2.1.1.1 

una multitud de ejemplos de  

permite la construcción de 

variedades. Nos limitaremos 

no es transitiva en general. 

ahora a las variedades de dimensión 1 que satisfacen el 



>  

segundo axioma de numerabilidad. 

Ejemplo 2.1.1.1. 

Sean R1  y R2  dos ejemplares de la recta numérica 

real tp y sea> la suma topológica de Rl  y R2 . Consi-

dérese un abierto fi de EQ ; la relación de equivalencia 

.1)  en 	definida de la siguiente manera: 

Identifica los puntos de R1  y R2  con la misma 

abscisa ten. 
Se reduce a la identidad para los otros puntos. 

JO definida de esa manera satisface la condición de la 

proposición 2.1.1.1 

En efecto: 

>H 

 
1 x 

a a 
t 

... 	.1 	 R 
X2 2  ' 	 )x, 	e 	 

I 	

1 11 	

I 
I 1 	
I 

'--. -....! 

I I : 

1 
I 	....;) 

, 	 (
I 
 ) )5N.,,N,  

jp es abierta, puesto que p es abierta. 
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Sea(.Hx1-)+(—x2 	)un abierto de (E,r) tal que todo 

punto de(---Lxi•-)y de(—x2-)pertenecen a n y xl.D ) x2. 
Luego la imagen por p del abierto (-„x1 	)4.(.. x2 	 

es el abierto (......x1-...) y p(x1) = p(x2) = Ri 	x 	• 

x1  4 x2' 
Entonces p no solamente es una identificación; sino 

también es un homeomorfismo 

Luego el cociente 	 ) es una variedad de dimensión 

1. 
Los puntos de ramificación son aquellos donde la 

abscisa es un punto frontera de Si (Las abscisas de los 

puntos de ramificación x,x1  de 2)9 constituyen las 

abscisas de los puntos de 2] que son proyectados sobre 

x y x' por la aplicaci6n canónica de 5] sobre 171p). 

Esto es importante ilustrar en cualquier de los casos 

particulares. 

a) La ramificación simpleZ. 

Aquí fi es el conjunto de los números reales 

con t <0. Los puntos de la ramificación son aque-

llos de abscisa O. 
.).0  

11 O 	R2 o 
Irr 	_____------ . 	,----- 

---- -7 

1-1'111 

      

ti 

  

        

        

        

  

Pli 

     

        

    

Iz 

   

       

       

           



b) El lazo. 

Aqui n. = (_ 02 _a) U DI  1_00 ) 

Los puntos de ramificación son los puntos de abscisa 

o y -1. 

1.1i1 1 ... ____ 

' 

l _ 

I 

11 ' 

r 

1 
l • I-, 

I 

* 

I 

11 

 

1 TT 

  

El lazo estrangulado: 

es el conjunto de los números reales t410. Los 

puntos de la ramificación son los de abscisa o. 

o 
, 

                                    

1 

+ 

 

                           

I 

         

                                    

                                    

                                     

                                     

                                     

                                     

                                     

                                     

                                     

                                     

                                     

                                     

                                     

                                     

                                     

                                     

                                     

                                     

                                     

                                     

                                      

1 
01 

R1 

.(21. es el complementario del conjunto perfecto de  

Cantor, 

sabemos que para cualquier intervalo [a,b] en p 
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[ a, b 	[a, a+1/3 (b-a)] [a+2/3 (b-a) ID] 

es el conjunto obtenido de [ar b] 	suprimiendo el 

intervalo abierto del medio Ja 4. (b-a), a +2 (b-al [ 
3 

Por ejemplo para Ko  = [ 0,1 ] 

Sucesivamente contruimos conjuntos 

	

* 	r 

	

K1 = KO 	12 4/11 ki P/3 4j 

	

* 	r: 	71  „ 17_ 
K2 = K1 = ly,1/n kj [-.2/9,1/ kj . /3,7/ 
. 	. , • U@/9r1 . 	* 1C ' = k n+1 	n 

Retirando del intervalo [o,1] la reunión de todos los 

intervalos extraidos obtenemos el conjunto de cantor. 

Luego n = (1/3,2/3) V (1/9 ,2/9) V (7/9,8/9) V (1/27,2/27)V..... 

2 

	

¡sao 	25 

	

Vi 	1-1 27 

fi 

Este es n en cada copia del intervalo [ 0,1] 

Al pasar al cociente del intervalo [0,1] por la rela-

ción de equivalencia f , este va a ser como en la 

figura: 

72 

7  1> 	
er1h 	  r•—• 	- 	or—No ir`""•• 

fI 	a 2 5  



ll 

• ' ; 
\ • r \ • \ 
	  P/s, 

O R]/, 
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En una doble copia de ll  el cociente ELP va estar forza-

do de manera indefinida por cocientes semejantes a 231'"Vjp 
Aqui el conjunto de los puntos de ramificación 

tiene 1a potencia del continuo. 

Ejemplo 2,1.1.2. El Boucle. 

Sea jo la relación de equivalencia en 1a recta IP 
que identifica los puntos de abscisa ty-t para V t tal 

que Itl<Z1 y que se reduce a 1a identidad para los 

otros puntos. 

Aquí n =] -1,1 E. 
)1)  definida de esa manera satisface la condición de la 

proposición 2.1.1.1 

En efecto. 

Sea 

,I)  es abierta, puesto que p es abierta 

Sea (...t...) un abierto de (P 113) tal aue todo punto 

de (..„t,..) pertenece a 11. y t hr -t. 

Luego la imagen por p del atierto (...t...) es el abierto 

( 	t 	. . „ ) y p(t) = p( -t) = 	t 	= 	t,-t 	, 	-t 



-t 	o 
( 	 

O 

t 
[t] 

Q-% 

Entonces p es una identificación, pero localmente 

es un homeomorfismo. 

Luego el espacio cuociente, que es el boucle es una 

variedad de dimensión 1; y los puntos de ramificación 

son los puntos 1 y -1. 

Ejemplo 2.1.1.3. La estrella. 

Sea E la suma topológica de n ejemplares R11R2'.. 

n de la recta numérica. Sea/ la relación de equiva-

lencia en E que identifica cada punto de abscisa t > O 

de Ri  con el punto de abscisa -t de Ri+1(11‘n; se 

hace Rn+1 = R1). 

y definida de esa manera satisface la condición de la 

proposición 2.1.1.1. 

En efecto: 
R1  

R2 

R3 

Rn-1 
Rn 
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[ t 

jp es abierta, puesto que p es abierta. 

Sea 	 + (...,-t,,.,) un abierto de (Erea ) 

tal que todo punto de (...,t,...) y de 

pertenecen a n. ( ri = 	—{ o } ) y tj)-t. 

Luego la imagen por p del abierto (...,t,...)+ 

(...,-t,...) es el abierto (...., Et 	,...) y p(t) 

p(t) = p(-t) = Et] = 	-t,t} , t$ -t. 

Entonces p es una identificación, pero localmente 

es un homeomorfismo. 

Luego el espacio cuociente es una variedad de 

dimensión 1 que llamamos una estrella con n ramificaciones 

Los puntos de ramificación son aquí los puntos de 

abscisa O. 

se puede considerar una estrella con una infinidad 

de ramificaciones. 

Ejemplo 2.1,1.4. La pluma. 

El ejemplo 2.1.1.1 (a) muestra de qué manera es 

posible injertar al punto t = O de una rectalliq una 

ramificación simple. Evidentemente se puede injertar 

una tal ramificación en un punto cualquiera de IR . Si 

en todos los puntos de coordenadas racionales de IR se 

injerta simultáneamente una ramificación simple se 
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obtiene una vaierdad de dimensión 1 que recibe el 

nombre de pluma simple, 

La recta í4 es el soporte o tronco sobre el cual son 

injertadas las plumillas o ramas!  Aquí los puntos de 

ramificación forman un subConjunto denso en todas partes 

de p. 

Al injertar una plumilla o rama en cada punto de [4 
se obtendrá una variedad de dimensión 1, que no tiene de 

ningCn modo una base numerable. 

Ejemplo 2.1.1.5. La pluma completa. 

Si en una pluma se reemplaza cada plumilla por una 

nueva pluma, se define así una variedad de dimensión, uno 

que se llama pluma doble. En una pluma doble se puede 

reemplazar cada plumilla por una simple, obteniéndose 

así, una pluma triple, se procede reiteradamente n veces 

y se obtiene una pluma n-uple. Efectuando una sucesión 

numerable de estas operaciones se obtiene la variedad de 

dimensión 1 que recibe el nombre de la pluma completa. 

La pluma completa posee la propiedad notable siguien-

te; El conjunto de los puntos de ramificación, que es 

numerable, es denso en todas partes en el espacio exami-

nado. 

Los diversos ejemplos muestran la gran diversifica-

ción de variedades de dimensión 1, conexas y con base 

numerable. 
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2.1,2 Variedades de dimensión uno simplemente conexas, 

DefiniciOn 2.1,2.1. 

El par ( 11,p) formado por un espacio topológico 

y una aplicación continua p de V sobre un espacio 

topológico V es llamado un espacio de recubrimiento de 

V, si todo punto de V posee una vecindad abierta U 

tal que p-1(U) admite una partición en subconjuntos 

abiertos U. tales que la restricción de p a cada U. 

sea un homeomorfismo sobre U. 

Definición 2.1.2,2. 

Un espacio topológico V se dice que es simplemente  

conexo, si es conexo y si para todo recubrimiento 

conexo (V ,p) de V la proyección p es un homeomorfismo 

de 7 en y. 

Definición 2.1.2.3. 

Una variedad Vn de dimensión p se dice 

orientable, si existe un atlas A de V sobre 14 tal que 

todo cambio de cartas asociado a dos cartas de A sea 

un homeomorfismo directo, es decir que conserva la 

orientación. 

Proposición 2,1.2,1, 

Si existe una aplicación f de una variedad V de 

dimensión 1 en la recta numérica In tal que f sea una 

identificación, entonces V es orientable. (Ver [ 3 ]) 
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Por el contrario, si V es una variedad de dimensión 

1, orientable, la aplicación f de V en p no tiene que 

ser necesariamente una identificación, Es suficiente de 

considerar el caso de la circunferencia SI. Sies el compac-

tificado de Pi  , por lo tanto existe una inmersión 
ca difeomórfica y de in en u 

-1 st Por lo tanto yp • S] no es una identificación, 

sin embargo 	es orientable. 

Proposición 2.1.2.2. 

Sea una variedad V de dimensión 1, simplemente 

conexa y con base numerable. Existe una aplicación 

continua f que es una identificación de V en la recta 

numérica . 

En las demostraciones utilizaremos el siguiente: 

Lema 2.1.2.3.  

Si una variedad V de dimensión 1 es simplemente 

conexa, el complementario de un punto cualquiera x de 

V tiene dos componentes conexas. 

Demostración: 

Sea U una vecindad de x homeomorfa a un intervalo, 

el complemento de x en U tiene dos componentes conexas 

U+ y U_ 	Consideremos también dos ejemplares V' y 

V" del complemento de x en V y sean U, U', U":4.,U" los 



correspondientes de u I  U en Y' y V", CompJ,etemos el + - 
espacio suma Y' + V" con los puntos xl y x" admitiendo 

respectivamente las vecindades U' y U" tal que 

= u' 	U" ñ 	= U_ , U (1 V" = U" , U" ñ V" = U.; ; 

donde 	u' =  

u" = 	u+" tx"1 

Se obtiene así un espacio V = (V' + V")0{x',x"} 

que provista de la proyección natural p sobre V, es 

un rectibrimiento de dos hojas de V; donde p(x')=p(x")=x. 

Se comprueba fácilmente que V es conexo. 

Tenemos así, por hipótesis que V es simplemente 

conexo, y hemos construido un espacio recubrimiento 

conexo (V,p) de V. Entonces la proyección p: V 	V es 

un homeomorfismo. 

Vamos a suponer que el complemento de x en V sería 

conexo; resulta que se llegará a contradecir la hipóte-

sis de que V es simplemente conexo; en el sentido de que 

la proyección natural p no sería un homeomorfismo de V 

en V. 

Pasaremos ahora a la demostración de la proposición 

2.1,2.2. 

Es posible de encontrar una familia enumerable de 

cartas h1Çi = 	de V enP , donde los dominios 
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111)i recubren V. COMO y es conexo se puede suponer aue 

la numeración de los Di es hecha de tal maneza que 

Cin=Lrei sea conexa para cualquier entero n . 1=1 
Estableceremos esto por recurrencia. 

Supóngase definida sobre nn  una aplicaci6n continua 

fn de Qn  en el intervalo (-nl+n ) que sea una identifica-

ci6n. Mostraremos que fn  puede extenderse a la aplicación 

siguiente fn+1  de Qn+1 en el intervalo (-n -1, n+1) 

que sea una identificación. 

Resulta del lema 2.1.2.3 que nn(Ven+1 es conexa 
porque si no es así, se puede hallar un punto x tal que 

el complemento de x en V sea conexo, lo cual contradice 

al lema 2.1.2.3. 

Luego hn+1(.17./nngni.1  ) = 1 es un intervalo de gl 

y la aplicaci6n fn°11-ns.b.i:I'In'n  [es una función continua, 

estrictamente mon6tona e inferior en valor absoluto a n; 

es decir 

if n oWn+1 -1  ( )I< n 

Ella puede extenderse a una funcifinte continua sobre 14 
estrictamente monótona e inferior en valor absoluto a 

n+1 es decir 

y ]-n-i, n+1 

Y 	I T(X) I < n+1 



fn 

f 	.171 n+1 	n+1 

fn+2: Q  n+2 

(-n,n) 

	›- (-n-1,n+1) 

(-n-2,n+2) 

:0 =U9 1.1  
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La aplicación T. 	 n-1,n+1[ si se 

restringe a nn()Dnil coincide con la restricción de 

fn: 	(-n,n) a rinnervit  

Ahora definimos 
	

rin+I =OnUgn477-4-( -n-1,n+1) 

por la condición 

Y 

f 	=f n+1 nn  n 

luego fn+1 es una función de pegamento. Además fn+1 es 

una identificación puesto que fn  es una identificación, 

hn+1 es una identificación de gno--1- 1F1 y 40:1P--.] 
es una identificación. 

Entonces: 

co 

Definimos 	f : V =L) 	 ( co 
1-1 

como la función de pegamento, de manera que 

fi" = f  1Ln n 
Se observa que f es una identificación de V que es 

conexo en P1 . 

+03) 
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2.1.3 Variedades provistas de estructuras diferenciables, _ _ 

Recordemos las nociones aue siguenl de Topología 

Diferencial que utilizaremos. 

Definición 2.1.3.1. 

Una estructura diferenciable de clase Cr, donde 

r es un entero positivo ó Op (respectivamente una 

estructura analítica), sobre una variedad topológica 

Vn de dimensión n es definida mediante un atlas A de 

Vn tal que, para todo par de cartas h.,h.eA, el 3 
cambiodecartash-.10 h. sea un homeomorfismo diferen- 

ciable de clase Cr (respectivamente 

abierto de O-4 en Prt 

Definición 2.1.3.2. 

analítica) de un 

    

Una función diferenciable f de clase Cr sobre 

V 	es de rango 1 en el punto x e vn, si para una 

carta h- cuyo dominio contiene a x, la aplicación 

f h 1  esuna función donde por lo menos una derivada 

parcialenelpuntoh.(x) es diferente de cero, es decir 

lamatrizdeldiferencialdela es de 

orden lxn , 

Observación 2.1.3.1. La definición 2.1.3.2 es eviden-

temente independiente de la carta escogida, hiC A. 

Definición 2.1.3.3. 
„n Una carta f de Vn en 14 se dice compatible con  

el atlas A, si para \// h e A, los cambios de cartas 
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,1 hof 	yfoh 	son dos homeomorfismos dá.ferenc5,ables 
„n 

de clase Cr  (o analíticos) de abiertos de 	en lq 

Observación 2.1.3.2. 

El conjunto de todas las cartas compatibles con 

el atlas A de la definición 2.1.3.3 forman un atlas 

maximal A generado por A; o sea en I están todas las 

cartas de A y las que son compatibles con las cartas 

de A. 

Definici6n 2.1.3.4. 

Sean Al y A2 atlas diferenciables sobre X. 

Decimos que Al  y A2  definen la misma estructura diferen-

ciable sobre X si y solo si coinciden las atlas maxima-

les Ri  y R2 . En particular si; A es un atlas diferen-

clable sobre X; entonces dos subatlas de R definen una 

misma estructura diferenciable sobre X. 

Proposición 2.1.3.1. 

Sean Al  y A2 atlas diferenciables sobre X. 

A/  y A2  definen la misma estructura diferenciable si Y 

solo si existen un homeomorfismo diferenciable de 

clase Cr. 

f: (XIA/ ) 	 (X, A2 ) 

DemostraCirm: 

Sea id: X 	X, que es un homeomorfismo. 

o bien id:  (X,A1) — 	(X,A2) 
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Se tiene el siguiente diagrama: 

hil 	

1112 
11AUI)  hzo Ld.x. ti:  3, h2(U2) 

Por hipótesis (Uvhi) es compatible con (U h )- 2' 2 ' 
-1 luego h2 0 hl  es diferenciable de clase Cr. Entonces 

h2 o idx o h-11 es diferenciable de clase Cr. 

Por lo tanto idx es un homeomorfismo diferenciable 

de clase Cr 

Vamos a demostrar ahora la condición suficiente. 

Sea A1 = { (u1 , h1 )  } ic 

	

A 2 = 1(U2' h2  ) '!. 	. 

	

3 	3 

Por demostrar : 11 = 12 
Sea (U h) e TI . Entonces h es compatible con el atlas A1 

-1 Sea h1.C  A1' entonces los cambios de cartas h o h1. 	Y 
-1 son diferenciables de clase Cr  h1 0  h 	 . .  

Se tiene el siguiente diagrama 

unuil  

 

UziAU 

 

\ 1-, 

heti' 
h(unuli) 	kii(UnUi) 

k • i-;•11 

h
/  

112. 

h(Ua jn U) 

 

ej 

$12 j(U2in U) 
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- Demostraremos que h2  o h-1 y Ji e h12. son diferenciables 

de clase Cr, 

Por hipótesis existe f un homeomorfismo diferen- 

ciable de clase Cr de (X,A'1) en (X,A2). Como (U(U„hi  ) "i  
es una carta de (X,A1) tal que xeUn U, y (U2  r) U, h2  ) 

es una carta de (X,A2) con f(x)C U2  () U; la composición 
-1 	 j r h2 e f *h1  es diferenciable de clase C sobre ti-¿ . 

Además ((U2  n U), h) es una carta de (X,A2) con - 	. 
-1 f (x) U2  () U. Entonces he f hl  es diferenciable de 

„ n clase Cri sobre 11-4 . 

Por otro lado: h2  e  h-1* h fo h 1 	h2. * 	h-1 
1. 

Luego h2.15 h-1 es diferenciable de clase Cr  

= Además he fo 1111 	h ° h-1 	h 	f h-1  

	

2. 	2. 	1. 

- Entonces ha h 1
2. es  diferenciable de clase Cr. 

Luego (17,11)6 12 . Por tanto 	A2. 

La otra inclusión; A2  c= A1  se obtiene de manera análoga 

Propiedad 2.1,3.1: La ramificación simple, así como el 

lazo estrangulado, es una variedad de dimensión 1 con dos 

estructuras de variedades diferenciables de clase C c°  

no isomorfas o no idénticas. 

Dicho de otro modo se puede proveer a la ramificación 

simple de dos estructuras diferenciables de clase C c»  

tales que no existe ningún homeomorfismo de clase Cc»  de 



Z provista de la primera estructura sobre Z provista de 

la segunda estructura. 

Al tornar otra vez las notaciones del ejemplo 2.1.1.1, 

IQ 1  E:1 2  (identificando a sus imágenes enZ) son dos 

abiertos que forman un recubrimiento de Z. 

En efecto: 

Según el ejemplo 2.1.1.1, (a); Pi  y IP 2  son dos 

ejemplares de n y E su supra topoleigica 

XI  

z 
X2 	 02.  

9:12  

  

U2  
Como el espacio E es un abierto y EMP=11:1 

D1P2=  Pa  ; entonces Fj, y I] 2  son abiertos en los sub- 

espacios 	y P 	respectivamente. 

Ahora Ul = TT (Pi ) y U2 = TT(P2 ) son dos abiertos 

de Z 



U2  
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Pongamos u = u1()U2 
	que se identifica a (-011), o). 

U1  y U2  son dos abiertos que forman un recubrimiento 

de Z . 

Las restricciones U' _ 1T/ Pi s  Y 72= TT/ 
,n2 son 

homeomorfismos y TTI=TT2 	sobre U . 

Las cartas ( U1" TT-1) y ( u 2' TT-5 definen sobre 21 2  
una estructura diferenciable que llamaremos estructura  

trivial. 

El punto de PI  (respectivamente de 5:12  ) de abscisa 

designaremos por xl  (respectivamente x2 ) 

U a  

o 
La primera estructura es definida mediante 

( 	) 	= x; TT;I( x 2  ) = X X1  =x 

X2  = X 

es un atlas de Z • A = 	{ (U1'TV')• (u2'  r 2r -') 
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La segunda estructura es definida por: 

h1: U1 

; X1  = X 

ll 

h2 : U2 

h2  (x2) = x3 ; 	x2 = x 

B = 
	

(U1  ,h1), (U2 ,11.2)) 	es un atlas de 2r 
• 

Los atlas A y B, definen cada uno en Z una estruc-

tura diferenciable de clase Cc' . 

Tenemos que (27_, A) y (2:, B) no son homeomorfos, 

puesto que los atlas diferenciable A y B sobreZ no 

definen la misma estructura diferenciable. 

Propiedad 2.1.3.2; Existen variedades de dimensión 1 

(por ejemplo; la pluma completa) con una estructura dife-

renciable de clase C c°  tales aue todas las funciones de 

clase C1  sobre estas variedades se reducen a las constan-

tes. 

Observación 2.1,3,3: Las propiedades patológicas puestas 

en evidencia en la propiedad 2.1,3.2 muestra que es nece-

sario una noción de estructura diferenciable con más 

restricciones para que no aparezcan como por ejemplo la 

propiedad precedente. 

Definición 2.1.3.5. 

Una estructura diferenciable de clase Cr sobre una 
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variedad Vn  es llamada regular si para toda función f 

diferenciable de clase Cr  deda .sobre una vecindad 

de x Vn, existe una función f' diferenciable de clase 

Cr definida sobre Vn tales que f y f' coinciden sobre 

una vecindad de x. 

Proposición 2.1.3.2. 

Toda estructura diferenciable de clase Cr  sobre una 

variedad separada o de Hausdorff Vn  es regular. 

Demostración. 

La demostración es constructiva. 

Sean la variedad Vn, separada, x un punto de Vn  y u una 

vecindad de x. 

Sean además f una función diferenciable de clase Cr definida 

sobre U , y un punto de Vn  tal que y sb u . 
Como Vn es separada existen W y W' vecindades de x 

e y respectivamente tales que Wr1W1  = , 

Supongamos que W 	U , entonces tomamos la vecindad 

W* = u rlINT de x. 

Definamos ahora una nueva función f' de la siguiente 

manera: 

f ; W*UWI 	 1:1 

fli w* = f 

W' = cte 
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Por construcción fl es diferenciable de clase Cr, 

Observación 2.1.3,4. 

La segunda estructura diferenciable definida sobre 

la ramificación simple no es regular. 

Lema 2 ,l. 3 . 3 . 

Sea y una variedad provista de una estructura dife-

renciable regular de clase Cr. Si una funci6n f diferen-

ciable de clase Cr  sobre V es de rango 1 en un punto x 

de V, ella es igualmente de rango 1 en todo punto y no 

separado de x. 

Demostración. 

Para simplificar las notaciones, demostraremos este 

lema, en el caso donde y es una variedad de dimensión 

uno, Sean hl  y h2  dos cartas de V en P tales que h1(x)=0 

y h2 (Y)=0. 
- La aplicación h = h2 o h 1
l es un homeomorfismo diferen- 

ciable de clase Cr , además también su inversa, que es de 

un abierto U1 de IP sobre un abierto U2 den ; el origen 

O pertenece a la adherencia de Ul  y U2 . 
-1 Sean las funciones f1 = fo h-1 

1 	Y f2 	f  °h2 , que  
son diferenciables de clase Cr  y la derivada fi(0) de fl  

en el origen no es pues nula. 

Sea tl,t21...,tn,... una sucesión de puntos de U1  

tales que lim t = O. n 	n 
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Ahora tomamos tn = h(t ); 11- 	es una sucesión - n - 	n 
. - de puntos de u2  .y también hm t = O 

n-h.c0 n 

(t ) = f(E ) o hl (t) para V TI 1 n 	2 n 	n  

- Si el hm f (t ) = fo 2 (0) fuera nulo, entonces hm h'(t) 
in -4> CO 2 n 	 n  

sería infinito. 

Pero entonces si g es una función de clase Cr  sobre 

V y de rango 1 en y (una tal función existe siempre en 

virtud de la hipótesis de xegularidad), Con las nota- 

ciones correspondientes, hm gl (t ) seria infinito, lo 
.J. 	n 

que es imposible, puesto que g es de rango 1 en y. 

Entonces f(0) + O, para que hm h'(tn) exista. 
rt-•-c» 

La proposición 2,1,2,2, de la sección 2.1.2 puede ser 

precisada de la manera siguiente: 

Proposición 2.1,3.4,  

Sobre toda variedad V de dimensión 1, provista de 

una estructura diferenciable regular de clase Cr, simple- 

mente conexa y con base enumerable, existe una función f 

diferenciable de clase Cr, de rango 1 en todo punto de 

V, 

En la demostraci6n utilizaremos el siguiente; 

Lema 2.1,3,5, 

Sea f(t) una función diferenciable de clase Cr definida 

sobre un intervalo I' de la recta numérica 	y cuya 

derivada es diferente de cero en todo punto de un inter- 
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valo cerrado Ic= 	Entonces la restricci6n de f a I 

puede ser extendida a una función diferenciable de clase 

Cr sobre El y de derivada no nula en todo punto de 

(Ver [9J). 

Demostración de la propoSiCibn  

Sea A un atlas de V sobre 0:1 que define una estruc-

tura díferenciable de clase Cr  sobre V. El procedimiento 

general de la demostración es similar al de la proposición 

2.1,2.2 de la sección 2.1.2. Utilizaremos las mismas 

notaciones. 

Así tenemos que es posible encontrar una familia 

enumerabledecartash.(i = 1,2,...) de V en gq , donde 

los dominios N, recubren V. Supongamos que cadagies la 

pre-imagen de un intervalo abierto 1 = ] -1,1 E por un 

homeomorfismo hi que se extiende a un homeomorfismo 

1-11e A de V en n , 

Como V es conexo se puede suponer que la numeracibn 
h C\ 

de los 91 es hecha de tal manera que _an=U. C.)isea 
1=1 

conexa. 

Supongamos definida sobrelin una función fn diferen-

ciable de clase Cr, de rango 1 en todo punto y tal que 

para Vgj , 1 <i‘n, la función fil‹,  h11  que es definida 

sobre I se extiende a una función diferenciable de clase 

Cr sobre X] de rango 1 en todo punto. 



Vamos a mostrar que fn  puede ser extendida a la 

siguiente función fn+1 diferenCiable de clase Cr sobre 

-Cln+1 con las mismas propiedades. 

Como fin nen,'  es conexo, h +1( 	(N1/144 ) es un 

intervalo de n ; supongamos que sea 1 t04; luego 

f oh-1  es una función diferenciable de clase Cr  sobre n n+1 
el intervalo ito, ti  [ contenido en 1 y con derivada no 

nula. Los conjuntos hni_1( Oj. (Ign+t) 1.11i4n son inter-

valos abiertos que recubren a ]t07 t1[ ; seal)K un 

abierto tal que hn4_1(91/(19:144)  sea un intervalo de la forma 

t0,t2  [ con t2 ,<,  ti. Por la hipótesis de recurrencia, 
- la función fn* h 1
k se extiende sobre IP a una función fk 

de rango 1 en todo punto. 

Sea t el punto del intervalo ] -1,+1 [ definido o 
por: 

"-1 t' = hin h h-1  (t) y sea x' t 	k 	n+ 1 	 h (t1 ) o k o 

El punto x = hn+1 (to) no es pues separado de x'. 

Existe una función g diferenciable de clase Cr en V que 
r•-• 

coincide con fk 0 hk sobre una vecindad de x', porque V 
A e"' 

es regular. Como g es de rango 1 en x', puesto que fk*hk  

es de rango 1 en x', también es de rango 1 en x por el 

lema 2,1.3.3, 

La función que es igual a e 1;1+1 a 	sobre el intervalo -  
to  [ y a fri c'hri-+11  sobre ] to, ti  [es diferen- 



ciable de clase Cr  sobre ] 	f ti  E . Puesto que las 
-1 dos funciones g a hn+1 y fn  o bni.j.  coinciden en el inter- 

valo 	to, 	, la función definida por 

gDhn+1( x )  x C] - ea , to  

* -1 h 	(x) n n+1 

(x) 

es una función de pegamento. 

Al repetir la rlsma construcci6n para tl, se obtiene 

una función definida sobre ffl de rango 1 sobre el inter-

valo ] tolti  [ y cuya restricción a ] to,ti  [coincide con 

f oh-1  
n n+1 

Por el Lema 2,1.3.5, existe una función fn+1 diferen- 

ciable de clase Cr que extiende a f oh-1 
n n+1 

rango 1 en todo punto. 

y que es de 

Luego la función buscada f 	es la definida por 

fn(o 	Xenn 

fn+1( ) 
A 
f n+1ohn+1(x) 	x e gn.4.1  

Luego fnil.  es  una función diferenciable de clase Cr 

sobre Qn+1  , que satisface propiedades análogas a las de 



Tenemos: 

hn+1 gn+1 

fn+1:  

 

-n-1,n+1 

 

Luego fn+1 o h 	.1) n+1' n+1 

La aplicación hnn  si se restringe a n ()9 11+1 

coincide con la restricción de fn a Cln  nZnts 

Entonces, por recurrencia; 

f 	: fln 	-n,n 

fn+1:f)"" 
	-n-1,n+1 

fn+2 n+1 
 -n-2,n+2 

Definimos la func16n de pegamento f de V  
1-1 

a (- r 03 +00) 	P de manera que .  

Luego f es una función diferenciable de clase Cr y 

de rango 1 en todo punto de V, 

Corolario 2,1.3.5. 

Todas las estructuras dj.ferenciables sobre la recta 

numérica p son equivalentes, 



Demostración: 

Sea fl la recta numérica provista de la estructura 

diferenciable ordinaria dada por el atlas t(P,Id)) Y gi  
recta numérica provista de una estructura diferenciable 

de clase Cr dada por el atlas {cp ,•x1)}. PI  es de 

dimensión 1;ígies regular, puesto que toda estructura 

diferenciable de clase Cr  sobre una variedad separada es 
rrli regular; i1-4 con la topología usual satisface el 22  axioma 

de numerabilidad y su base global es3= { by (x) / x,f 

racionales 	; además es simplemente conexo, 
) 

De acuerdo a la proposición 2.1.3.4, existe una 

aplicación diferenciable de clase Cr de rango 1 en todo 

punto de u-¿ sobre PI , 

Sea esta aplicación la homotecia siguiente: 

Fijamos a 	a 	y definimos 

11 por 

g(t) = at 

Como esta aplicación es biunivoca, ella será un 

isomorfismo de clase Cr  de 	sobre IP ; es decir un 

difeomorfismo. 



te: 
U 

777/ ,(.71  113  WinU i) =U3 i  it 

.5A  
1 	/ / 	• ' 

ny 
D 
i  V 

PI: _ 

n2  
ri ‘1 

h.oh-1  = h.. 1 j 	7/ 
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2.2 Las estructuras foliadas del plano. 

2.2.1 RevisOn de algunas definicioneS y propiedades 

clásicas, 

Definición 2.2.1,1, 

Una estructura foliada (F) de dimensión 

uno sobre una variedad diferenciable V2 de dimen-

sión 2 es definida por un atlas A de V2 sobre 11-4 

tal pala !si 11. y 11 son dos cartas cualesquiera de 

P., el Cambio de cartas :h.. = h.c,  h.-1  es un horneo- 

morfismodeuriabiertou..de IP sobre un abierto • 3 
„2 de 14 que en la vecindad de todo punto de U.. 

Ji 
está expresado por las- ecuaciones de la forma: 

x' 	= 	71 
	y 	k . . ( y ) 	(1) 

Ilustramos esta definicibn con el diagrama siguien- 



donde: 

h(U 	= 	 h. (u 	xigia  

h. (u r) u) 	u xu2 	Inz 	hi(ui 	 p1xp2  3 3  
-1 además 	ha h. (x 	Cx,y)= (x' 	) 

= 

donde, 	 ,2. 	
1:1 

(x,y) 	 gii  (x, Y) 

ki1:D2C:Pe 	 [J2 

Y 	 kji(Y) 

Observación 2 2 .1.1. 

1.- Siloscambiosdecartash..son diferenciables de 
71  

clase Cr (respectivamente analítica), se dirá que 

la estructura foliada (F) es diferenciable de clase 

Cr (respectivamente analítica). 

2.- 	Cuando se hace mención a la condición "Analítica", 

se está haciendo referencia a funciones analíticas 

reales, 

Definición 2.2.1.2, 

1.- 	Decimos que una carta f de V2  en P2  es compatible  

con A, si para toda carta heA, el cambio de carta 

ho f-1 es de la forma (1); es decir: 

h o f 	(x,y) 	(x y') 

= 	(g. (x '  y), k..(y)) 3i 	31 
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(ademas es diferenciable de clase Cr  o analitica 

en los casos en que (F) sea una estructura diferenr 

ciable de clase Cr o analitica). 

2,- 	El conjunto de todas las cartas compatibles con A 

forman el atlas maximal generada por A y definen 

sobre V2 la estructura foliada (F), 

Supondremos en lo sucesivo, o desde ahora que A es 

un atlas maximal. 

Observación 2.2.1.2. 

De acuerdo a la definición 1.6.1 de foliación del 

Capitulo I, diremos que V2 es foliada por A o que A es la 

estructura foliada (F) de dimensión uno. En la definición 

2.2.1. no se exige que la foliación o la estructura 

foliada (F) sea diferenciable de clase Cr, como en la 

definición 1.6.1. 

Se demuestra sin dificultad la 

Proposición 2.2,1.1. 

El conjunto de cartas de A cuyos dominios están en 

un abierto U forman un atlas de U sobre IR 2 que define la 

estructura foliada (FU ) inducida por F sobre U, 

Definición 2.2.1,3. 

Si (F) y F') son dos estructuras foliadas sobre 

V2 y VI2  respectivamente, definidas por los atlas A y A' 

un isomorfismo de (F) sobre (F") es un homeomorfismo y 



1 
'i(Y) 	1 h. (x )=(t. ,c) 	1  

donde : 

U = U1><U2 
h. 	= 

hi/fyi  = 

	 h1(y)=(t2,c) 

h 1  (u x{c} 

	4 
U
1
>tic) =un' 

u, 
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de V2 sobre V.4  tal que A' 	9)(A)(esto nos dice que 

toda carta de A' es de 10. fonna (ph, con hcA). 

En losdminiosgidecadacartalLeA está definida 

una relación de equivalenciaf  donde las clases de 
equivalenciasonAaspre_imagenespor iL de  las rectas 

de funciones constantes. 

Sea el diagrama 

Aderrilsxilysiysolosillib0,11.(y)e 1 

La clase x denotada por [x] es de la forma: 

[x] =h71-  (.1) - y e Di / 57,11x 

 

 

   

Sea p:1)i-----15Yjni  , la zuryección canónica. 



quT también las placas son de la forma: 

h.1(111  X 1C)) 	r 	ceu2 
y en este caso se les llaman placas de gi o también 

placas de la estructura foliada (F), 

Proposici6n 2.2.1.2. 

Si la estructura foliada (F) es diferenciable de 

clase Cr; entonces las placas son subvariedades conexas 

de dimensión 1 y clase Cr de M. 

Demostración:  

Se utiliza un razonamiento análogo al dado en la 

demostración de la proposición 1.6.1. 

Se demuestra con facilidad la siguiente 

Proposición 2.2.1.3,  

De las relaciones (1) resulta que para todo punto 
XEging, 	las relaciones de equivalencia inducidas por 

51i en una vecindad suficientemente pequeña de x 

coinciden. 

Seaf)  la relación de_equivalencia generada por 1  sji .  
Definición 2.2.1.4.  

Las clases de" en V 2 son llamadas las hojas de la 

   

estructura foliada (F), El espacio de las hojas llamado 

el espacio cociente de V2 por la relación de equivalencia 

jj  (provisto de la topología cociente) juega un papel 

esencial en lo sucesivo. 
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Observación 2.2,1,3, 

1.- Observemos que la relación de equivalencia" es 

abierta puesto que es generada por las relaciones 

j? que son abiertas, 

2.- En la definición 1.6.1 de foliación la relación 

de equivalencia 	se definió sobre la variedad M; 

para dos puntos p y q cualesquiera; mientras que en 

la definición 2,2;1,1 de foliación, la relación de 

equivalencia! definida sobre la variedad V2 es 

generada por ,Las relaciones de equivalenciay defini-

da sobre los dominios gide las cartas hi; donde las 

clases de equivaléncia por la relación en cada ei 

constituyen caminos de placas en 	(según la defini- 

ción 1,6.1). Estos caminos de placas determinan 

una partición de Ladagi. 

3,- 	Las clases de equivalencia en la relación R se 

componen de la misma forma que las clases de equiva- 

lencia de la relaciónf 	En ambos conceptos las 

clases de equivalencia reciben el nombre de hojas  

de la estructura foliada. 

4.- 	Según la definición 1.6.1, las clases de equivalen- 

cia son caminos de placas (cada clase es un camino de 

placas) que cubren a la variedad M, ya que las 

placas cubren a los abiertos U (dominios de cartas) 
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y estos cubren a la variedad. Según la definición 

2,2.1.1, las cl4ses de equivalencia tambi&n son 

caminos de placas (cada clase es un camino de cami-

nos de placas). 

4,- 	Los conjuntos abiertos que cubren a los dominios 

de cartas de la variedad V2 , con sus respectivas 

cartas constituyen atlas de dichos dominios de 

cartas; definiendo así la estructura foliada (F u  ) 

inducida por F sobre cada dominio U . 

Entonces en cada dominio de carta U se está aplican-

do la definición 1,6.1 de foliaciOn con la diferen-

cia ae que las imágenes de los conjuntos abiertos 

que cubren a un aominio de carta U por ejemplo, por 

sus respectivas cartas son aniertos básicos ae p2  
.que cubren a p2 . 

Recordemos ahora, que toao campo de vectores E aefiniao 

sobre una varieaad V2 separada que verifica las aos con-

diciones siguientes: 

(j-) 	E es direrenciabie de clase Cr  (o analítica) 

kii) E (z)*0 en toao punto z de V2 , 

está asociada una estructura foliada diferenciable 

de clase Cr (o analítica). 

Las hojas son las trayectorias del campo de vecto-

res E. 



Recíprocamente; a toaa estructura roliada direren-

ciaDle Cg) de clase Cr en V2 se le puede hacer correspon-

der un campo ae vectores E sobre V2 cuyas trayectorias 

son las hojas de lF). 

Ejemplo: Las curvas que son soluciones de ,La ecuación 
dr 2 diferencial (en coordenaaas polares r y ):-- = r(1-r) 
dW 

son las flojas de una estructura foliada analítica del 

plano sin origen. 

La circunferencia r=1 es una hoja, las otras flojas 

se enrrollan asintoticamente a.Lrededor de la circunteren-

cia.(Ver [22] ) 

El espacio cociente de ER2- lo 	por la relación 

de equivalencia/ asociada a la estructura foliaaa 

aamite en este caso una partición en un subespacio abierto 

homeomotfo a dos circunferencias y un punto que admite 

como Cnica vecindad todo el espacio cociente. 

Definicibn 2.2.1,5,  

Alpar(gillli)formadoporunacartah.eA y su 

dominio 	se le llama un abierto distinguido de ,La 

estructura foliadla (F), 

Estableceremos los principales resultados relativos  

a las estructuras foliadas del plano. 

El teorema 2.2.1.4 que sigue es clásica; su demostra-

ción se basa en el teorema de Jordan. 
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Teorema 2.2,1.4, (Poincare, Bendixon) 

Sea (gil/1i) un abierto distinguldo de una estructu-

ra foliaca del plano; la imagen por hi  ce la intersección 

degi con una hoja cualquiera se reduce al conjunto 

vaclo o a una recta 1 ce una funci6n constante z (t) 	cte. 

Interpretaci6n: sea la estructura foliada trivial del 

plano w< . 

V I", 

C .r. N,  N 
N 
, 

{ 
—U- 
1 Fh  

r 	, 
r 

--- e 
s 

p 2 

3 

O 

ES cecirl para toca foliación ce dimensión uno se tiene: 

h1( () =1 6 hi(e¡n = 

Teorema 2.2,1,5, (Kaplan) 

Es posible asociar a toda foliación continua cel 
r12  plano una funci6n de valor real continua definida en W‹ 



que no acmite maximo ni mInxmo 4.0oal y que es constante 

sobre caca hoja. 

2 

a 

Teorema 2,2.1.6. (Kamke) 

Sea (F) una estructura foliada ce clase Cr  del 
„2 plano 11-4 , Sea n un anierto acotado del plano. 

Existe una función ce valor real y definida en n 

y que verifica las propiecades siguientes; 

Y es diferenciable de clase Cr  y el gradiente 

de 	es diferente de cero en toco punto de 11 



ii) y es constante sobre las hojas de la estructura 

toliada incucida por (Y1 Sobre 

........... - 	....„ ....:- n, „L , _ 
___, 	. 

I 
r lit 	 /  ; - - .1 . _ -7-  -- 1 

k. \ c _,....- -' ---: -7.--.---- 

- -- - 

Teorema 2.2.1.7. (Wazewsky) 
m2  Existe una foliación C e°  de ly-‹ tal que toca fun- 

ción en 13-4 de clase C', constante sobre las hojas, es 

constante. 

Los teoremas 2.1.5, 2,1.6, 2,1.7, fueron cemostrados 

por Haef1iger y Reeb en 	E 12 ] 	, mediante un 

análisis ce los espacios de hojas de foliaciones cel 

plano. Ellos observaron que el espacio ce hojas de una 
„2 foliación de clase Cr  de 14 es una variedad en general 

no Hausdorff, ce dimensión uno, simplemente conexa, ce 
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clase Cr. El teorema de Kapian se sigue de este hecho 

también de que sobre una variedad de dimensión uno, 

simplemente conexa (Hausdorft o no) siempre existe una 

función continua estrictamente monótona, El teorema de 

Kamke se déduce ael hecho de que el espacio de hojas de 

F/ está provisto de una estructura de variedad (Hausforff) 

de clase Ca° 	Finalmente el teorema de Wazewski se 

deduce del hecho de existir sobre la pluma completa una 

estructura aiferenciable de clase Cc°  tal que toda fun-

ción de clase C1  definida en ella es necesariamente cons-

tante. 

Ejemplos de estructuras Foliadas del.  piano, 

1.- Las rectas de funciones constantes z(t) = Cte son 

evidentemente las hojas de una estructura foliada 

del plano. 
rm2 2.- Sea C una curva de Jordan en el plano W4 p La es-

tructura foliada precedente induce sobre el abierto 

acotado por C y que es homeomorfo 	a IP una es- 

tructura foliada analítica. 

3, 	 P2  de El complemento U en 	del conjunto de ,Los puntos 
2 de coordenadas x = o, y o es homeomorfo 

Las componentes conexas de las curvas de nivel de 

la función 9) = x.y son las hojas de una estructura 

analítica de U. 



2.2.2 El espacio de las hojas de una estructura foliada  

6e1 plano. 

La proposición siguiente es una consecuencia 

esencial del teorema 2.2;1,4 ce 2.2.1. 

Proposición 2.2.2.1, 
n  Sea (y') una estructura foliada 	 ff2 plano . El 

ff-t2 espacio cociente V de ti-‹ por la relación de equiva-

lenciaf asociada a la foliación (aefinici5n, 2,2.1.4 

ae 2.2.1) es una varieaad ce dimensión uno con pase 

numerable y simplemente conexa. 

Si CF) es una estructura foliaca diferencianle 

ae ciase Cr (o analítica), el espacio de las hojas 

V está provisto canónicamente de una estructura de 

variedad de dimensión uno de clase cr Co analítica). 

Demostración: 
tr,2 Como 1-¿ es conexo y con base numerable, V es 

igualmente conexo y con base numerable. Para mostrar 

que V es una variedac de címensión uno, es suficiente 

de verificar que todo punto Z ae V admite una vecindad 

anierta nomeomorfa a la recta numerica. 

Sea TT la proyección canónica de 14 2 sobre VI la 

hoja TT1 z) intersecta por lo menos a un abierto 

distinguido 91. 	La relación ce equivalencia inducida 

porp enei  es, por el teorema 2.2.1.4; la relaci6nil 
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Luego TT(_9¡)_ que el un A vecindad alperta de z, 

puesto quef es una relación ae equivalencia abierta, vp  es nomeomorfo a 	ji  , es decir a la recta numlrica, 

En virtud ael teorema de Joraan, el complemento 

de toca hoja (que es un subconjunto cerraco de Pe ) 

tiene dos componentes conexas; ;niego el complemento 

ce todo punto de V tiene igualmente dos componentes 

conexas. ESta propiedad es equivalente al hecho de gue 

V es Simplemente conexo (Lema  
IT-12 Sea A un atlas cefiniendo sobre 14 la estructura 

foliada diferenciable considerada, 

Supongamos que la estructura foliada del plano 

Sea la trivial. 
fr-12 Sea h1:Z. ----4- U‹ una carta ael atlas A tal 1 

que h. / 	= . 1 recta x=0 hl 
....- 

 
/rectal 

Luego h 1i  kx=0 ) kJi ; oonce 

hl  
(rectal  = 	rl  (rectal 
kx= o )Dj x=a / con 	a e IR 

uN_I.  /recta\ 
Ahora, cada punto sobre h Vx=0 

tante de su clase; luego Tr s= TTth'-1/rectal es un 
k-x=0 / 

nomeomorf ismo de 1;71  lx=0 
(recta) sobre IV p 

Ji 
Entonces la familia { (9449 , h. u-n-1-1  ) 

ie 

es un represen- 



Y 

donde: Ihi), (51b,ly son 

dos cartas del atlas A. 

además 

1-10T-T*-1  

01-• 

--- 

constituye - n atlas de la variedad V 

Ilustremos con el diagrama siguiente: 
1 

I 
r ,̀  

—..- _r_7:-J:.  ..... 	_..• 

It"---C,Z.•";,' ........; 

i 
_____77/_______ 

....--/ 
i 

E i r ,1 

ri 

i 	 . f 

,v=9; 

rr 7.  /177(9/5 eff.  

11-•(.0jr:-:/%3 



donde TTI=Tyr-  -1 (recta) 	y TT * -.=-174,1 (recta) 
1 	x=0 	 ' - j 	x=0 

En gjDed 	-eu=r-r * (t) , para teTi -n 	 (recta)()E-71  (recta) x=0 	x=u 
* 

-1  -1 	
1 

Luego 111.01711-50(rorri  ) 	— h.orToTT o h1 

= h.oh. ' 3 	1 

P 	 n ) Por lo tanto (.111.0 -1'-' 
i-1) -1  es un difeomorfismo de clase 7 

Cr (o Analítica) 

Entonces V está provist: de una estructura de variedad de 

dimensión uno de clase Cr (o Analítica). 
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CAPITULO 3 

FIBRACIONES POR RECTAS Y FOLIACIONES DEL PLANO 

3.1 Propiedades de toda foliación del plano. 
er-12 Toda fo1iación3-  del plano 11--< tiene las siguientes 

propiedades. 

(i) es orientable  

Ir-12  El plano 1-‹ tiene una orientación que es compa- 

tible con la orientación de las hojas. 

Estas hojas están compuestas de los caminos de 

placas que son orientables. 
„2  (ii) Cada hoja de r es cerrada en 11-4 y homeomorfa a la  

recta  1J 
Como los abiertos distinguidos% constituyen 

un cubrimiento del plano 2
, resulta que en cada 

hoja Hi  los caminos de placas o(i  constituyen un 

cubrimiento abierto r- de la hoja. 

Para cada miembro (camino de placas) del cubrimien-

toabiertoresdadounhomeomorfismoh.sobre IP 
tal que 

h 
1/1 	jI 

Ainc< á 

para cada par de miembros c<ip(t de 	. 



(U) 

F= IR 

o 

e 	 k 
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Podemos definir una función, llamada de Pegamento. 

f : H. 

 

IP 

 

tal que 	 h/  
"71/4 2. 

Luego f es un homeomorfismo de la hoja H sobre 

(iii) El espacio de hojas X de 	es una variedad topológico  

de dimensión uno con base enumerable y simplemente  

conexa (en general no s.epáradá). 

Esto es por la proposici6n 2.2.2.1. 

La suryecci6n con6nica p:in2 	X es una iden- 

tificación, pero no un homeomorfismo. 
2 

(iv) La proyecci6n p: P 	es una fibración local- 

mente trivial.  

\ull 11 IR 

Whitney (Ver [10] ) estableció la afirmación (iv). 
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Ésto significa que; para Vx e X existe una vecindad 

abierta U de x tal que; 	=4p-1(11), /-1 (ti), U, q) 
es un haz fibrado equivalente al haz producto (haz 

trivial) (U x P 	pl, U, V1 , {Ipl); cs decir el haz 

tiene coro grupo estructural al grupo {in} 

(Ver corolario 1.3,2.6). 

Es bien sanido que la fibra sobre >x, p-1 /p 1  (U) (x)  - 	= 

es homeororfa a la fibra tipon. Esto coincide con 

el hecho de que cada hoja de S es homeomorfa a ll. 

Entonces la fibra sobre x , 1Rx  constituye una hoja 

de la foliaci6n S y que a cada punto de esa hoja le 

corresponde a x como imagen en el cociente. 

Reclprocament , si X es una variedad topológica de 

dimensi6n uno con base enumerable y simplemente conexa, y 

sil] = (E, p, X,1/) es un haz fibrado localmente trivial 

en rectas reales sobre X, el espacio total E es una varie-

dad de dimensi6n dos con base enumerable y contractible, 

Si E es de Hausdorff, es homeomorfo al plano EP y las 

fibras dell determinan una foliaci6n del plano. 

Observaci6n 3.1.1.  

(E, p, X,F1) es un haz fibrado con grupo estructural 

G , el grupo de los automorfismos de la recta real V/ 

provisto de la topología de la convergencia uniforme 

sobre los compactos. 
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Demostración de la parte rec5„proca, 

E es de dimensibn 21  puesto que: 

dim p-1(x) = dim E - dim X, para Vx e X 

1 = x 	1 

Esto se debe a que las fibraciones constituyen ejem- 

plos de foliaciones y cc- ao 	= (E, p, X, ) es un haz 

fibrado localmente triviai, la proyecci6n 'p 1  (ü) es 

una submersibn de p-1  (U) sobre U, para todo U abierto de 

X. 

Tenernos que X tiene una base enumerable. 

En efecto: 

supongamos que para Vx e X existe un abierto U de la 

base enumerabie de X tal que 	.{(p-i(u), pip-i (u)  ,u,n)) 
es un haz fibrado equivalente al haz fibrado trivial. 

Sabemos que: 

1. 	: P-1 (U) 	U x fp es un homeomorfismo tal 

que el diagrama 

P-1  (U) 	IP« 	Ux (4 

p/p-1 ( ) 

U 

es conmutativo. 
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2. Además P tiene una base global numerable. 

Entonces el roducto de U por cada abierto de la 

base numerable de P constituye una base numerable 

Ux 	. 

Como los abiertos U son abiertos de una base 

numerable de X, ia familia (Uxgq}ucx  de abiertos 

es numerable; luego la familia{p-1(U)} 	de 
t/X 

abiertos de E es numerable. 

Como cada UxR contiene una base enumerable, 

la familia {UxP} va contener una unión de bases Uc X 
numerables; luego esta unión es numerable. 

-1 Entonces la familia {p (U)} 	va contener 
UcX 

una unión de bases numerables. 

Por otro lado E tiene una base numerable. 

Por otro lado IR es contractible. Entonces 

paraVU X, Ux0q es contractible, y como p-1(U) es 

homeomorfp 	a Uxig , es contractible, 

Por lo tanto E es contractible. 

Tenemos así que: 

E es de dimensión 2, con base enumerable, contracti- 

ble (simplemente conexo). 

Todas estas propiedades se conservan bajo homeomor- 

fismo, además de la propiedad de ser de Hausdorff. 
frna satisface esas propiedades. 

„2 
Luego E es homeomorfismo a 1-? . 

de 
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3.2 Foliaciones Conjugadas o Equivalentes. 

Defiñición 3,2,1. 

Dos foliaciones (orientada) 3-  y If ide E-4 son 

conjugadas si existe un homeomorfismo4)del plano 

sobre si mismo que transforma las hojas de una en las 

hojas de la otra. 

Observaci6n 3.2.1. 

Se puede exigir que el homeomorfismo 	; 

1. Preserve la crientaci6n del n1ano 112 

2. Sea compatible con las orientaciones de las folia-

ciones. 

3. Tenga simultáneamente las propiedades (1) y ('L) que 

preceden (esta última situaci6n ha sido es._aidiada 

por Kaplan). 

4. En cada uno de los casos anteriores los espacios 
-,, 

de hojas X y XI de 31  y di son homeomorfos y los 

fibrados p:P1----9— X y p';P---3—x' son isomorfos. 

Esto eltimo es una consecuencia del homeomorfismo 

entre las hojas de yV 
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3,3 Clasificación de las foliaciones del Rlano. 

El problema de clasificación de las foliaciones del 

plano se puede dividir en los dos problemas siguientes: 

Clasificar las Variedades topológicas de dimensión  

unas. 

El sentido ce esto es el siguiente: Cada folia-

ción determina un espacio de hojas y clasificar las 

variedades topológicas de dimensión uno con base 

numerable y simplemente conexa significa clssificar 

las foliaciones del plano. 

ji) Clasificar sobre una tal variedad  los haces tibrados  

por rectas localmente triviales con espacio total  

de Hausdorff. 

El sentido de esto es el siguiente: Clasificar 

los haces fibrados por rectas localmente triviales 

sobre variedades de dimensión uno con base numera-

ble y Simplemente conexa con espacio total de 

Hausdorff7 significa clasificar las foliaciones del 

plano, 



t 1 

E 

- 127 - 

3,4 La ramificación simple Z , 

Proposición 3,4.1. 

Dar un haz fibrado por rectas localmente trivial 

Y1= (E, p,Z,P) sobre 2: es equivalente a dar una 

función continua O 
	

U en el grupo G de los homeomor- 

fismos de P . 

Demostración: 

Esta proposición es consecuencia de una teorema 

general. 

Para la condición necesaria, ver [1.1.4] : Grupo  

estructural de 'un haz. 

Para la condición suficiente, ver [1.5.1] : Teore- 

na cte existencia y unicidad. 

Interpretacin: 

Ilustraremos con el diagrama siguiente: 
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Corolario 3,4.2. 

Los fibrados inducidos sobre los abiertos Ui  y U2  

son triviales (es decir son equivalentes al haz producto 
-1 respectivo), Dos trivializaciones 1g) : Uixn 

y (1): u.,
z
x p 	p7-1 (u7) de Yibi  y n/ U2  (esto indica 

que (U1, (1)-1  ) y (U2, 	constituyen cada uno el atlas 

ctel haz fibrado respectivo) determinan una función 

continua g 	 G (que denotaremos con 

x 	9, ) tal que 

(tot  (xi,y) -7* ft (x 2, 9.(y) ) para x1=x 2=x<0 

Recíprocamente una función contínua g de (-c», Q) 

en G permite construir un haz fibrado 1.1 = (E, 	Z 	) 

sobre Z ; 9 determina adem&s las trivializaciones 

4),y 41 de "l/U1  y 	U2 . Ver Cl , 5 ,1] 

Proposición 3.4.3, 

Considerando lo anterlo 	
r

r, sea otra función 

continua de (-0o , 0) en G y seanlls  = (E' ,p' ,Z,E:Z) el 

haz fibrado asociado, y y CP las trivializaciones 2 
I 

y rti  U 	Un isomorfismo correspondientes de 
n%

/ U 1 - 	/ 2 ' 
de rt sobre re determina un homeomorfismo f de Z. Si 

01 es un punto fijo de f, existen dos funciones continuas 

yfr de IR en G tales que 
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í

F (I),  (X1  r  y) = 4): (f (1X1) f c(, a  (y)) 

la condición de compatibilidad se escribe 

ni 
J3-(x)C"x =x '3x 	Para todo x <O. 

Demostración: 

Sea F un isomorfismo de 1-1 sobre 

Como las fibraciones son foliaciones del espacio 

total, F es un isomorfismo de la estructura foliada de 

E sobre la estructura foliada de E'; pero un tal 

isomorfismo es un homeomorfismo de E sobre E'; es decir 

las hojas de la foliación de E son homeomorfas a las hojas 

de la foliación de E'. 

Luego se tiene un homeomorfismo f:27. 	21 
ver 	[3.2.] Los espacios de hojas 21 y 2: son homeo- 

morfos). Definimos o(yp de ffl en G de tal manera que 

satisfacen (*). 
Vamos a demostrar ahora que se cumple la condición 

de compatibilidad. 

F [(1)1(x11y)] = F 	Oe(x2 ,Y)] 

= 021  (f (x2 ) Px2  (y) ) 
1, 

====> 	yetf (x2 ,9jc<x(i)»= 92 (f (x2) 	(y) ) 

jcIxt( Y )  =ftx,(y) 	(1) 

GO 
F 	(-)12'Y  = gaz (f (x'» px2 (51) 



Ademas F [ 	(x,Y)] - F [02(x2IY)] 

-1> 	04) (xi,  Y) =4( 

De (1) y (2) resulta que: 

,y)*4),(x2,sx(y))=42(x2,y) 

gx (Y) = y 	(2) 

9 booo = frx *gx 	para todo x=x1=x2<0 

El recíproco lo establecemos en la: 

Proposición 3.4.4  

Dadas dos aplicaciones continuas o( y)1 deRen G y un 

homeomorfismo f de (-00, O) que satisface la condición 

de compatibilidad anterior, se construye un isomorfismo 

F de 1 sobreTt . 

Observaci6n 3.4.1. 

Si por el contrario f intercambia91 y92 la condición 

de compatibilidad es 

13<x = j+(x) 	x° 9x  para todo x <O. 

Definición 3.4.1. 

Los haces fibradesq.  yq son equivalentes en G si 

existe un isomorfismo F para el cual f es la identidad. 

Proposición 3.4.5. 

Sea' = (E, p,2:,P) un haz fibrado sobre -2Z 

Se puede reducir el grupo estructural de Y1  al subgrupo 

G+ de los homeomorfismo crecientes deR. 
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Demostración: 

Sean= (E, p,21,, G); donde (G,o) es el grupo 

de los homeomorfismos deER sobrefiR . 

Sea (G+,o) el grupo de los homeomorfismos crecientes 

de P sobreP 

(G ,o) es un subgrupo de (G,o). 

Tenemos as I que; G+ ..1G y G está provista de la 

topología de la convergencia uniforme sobre compactos. 

Entonces G+ está provista de la topología inducida 

por la de G. 

Por lo tanto G+ es un grupo topológico con la topo- 

logia de la que queda dotada G+ en tanto que subespacio 

del espacio G, 

Observación 3 . 4  .2 , 

G+ es un subconjunto cerrado del espacio topoló-

gico G. (**) 

PropoSIci6n.3',4.6. 

Una condición necesaria y suficiente para que el 

espacio total E sea de Haudorff es que para todo yeIR 

se tenga. 

xlIT 9x 	= - 

(Ver [10] ) . 

iim 9 (y) = 03 ) x 

(**) Ver una demostración en el apéndice. 



Ejemplo 1. 

Si 9: T,J--?--- G es la función que asocia a ,x' e (-cc , o) 

la traslación y P-------4-- y + 1/x, el espacio total E del. 

fibracioYt: 

Hausdorff; 

x e u, 

-1-- E -P  Z 	correspondiente 

la familiay + 1/x t 

1/x; resulta que { 

a 

y 

9 es de 

x 	
; 

}cu 
+ 1/x} 

donde o sea dada, 

gx(y) = y + ---).-
:eU 

cuando x-1-0; es decir hm 
X•••••6. 9x(Y) = 

Observación 3.4.3. 

La familia y + 1/x ) , donde cada elemento es x£W 
homeomorfismo creciente, decrece indefinidamente; ver 

la gráfica siguiente: 

Ejemplo 2. 

Si g : 	G es la función que asocia a 

x (-, O) la traslación y 	y - 1/x, el espacio 

total E' del fibrado 	- E' 
	Z correspondiente 
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_. a g es de Hausdorff ; o sea dada, la familia { y-1/x } 
x e u 

donde \f x II U,(y) = y-1/x; resulta que  ,x 	- xeU 
cuando x ---1,- O; es decir hm k (y) = +o x---c:, 
Observación 3.4.4. 

La familia y-1/x } 	, donde ca¿la elemento es un 
xeU 

homeomorfismo creciente, decrece, indefinidamente, ver 

la gráfica siguiente: 

)1~ 

Proposición 3.4.7. 

Considerando los ejemplos 1 y 2, entonces 

(i) 11 y 111  son equivalentes por el grupo G. 

(fi) Yi y II no son equivalentes por el grupo G+ 

rt y rt son isomorfos por el grupo G+ . 

Demostración: 

Sean C( , )10 dos aplicaciones continuas de tJ en G 

definidos de la siguiente manera: 
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Para V xe U, 	c<(y) 	y Y Px( Y) 	y-2/x• 

Hay que encontrar un homeomorfismo f de (-Co, O) que 

satisface la condición de compatibilidad de la proposi-

cibn 3.4.3, para luego aplicar la proposición 3.4.4, y 

la efinición 3.1.1. 

Sea 9  0(x = 	x fou 
De aqui Ee deduce que f(x) = x o sea f es la identidad. 

Entonces Je tiene un isomorfismo F del enYt . 
Por lo tanto los fibradosll y 	son equivalentes en G. 

vamos a demostrar que r(y son isomorfos por el 

grupo G+ . 

Sean C‹ 411  dos aplicaciones continuas de P en 

definidas de las siguientes manera. 

VxeU 	°x(Y)  = Y I- 3/x 	Y 	px(y) = Y 

También hay que encontrar un homeomorfismo de 

(-do, O) que satisface la condición de compatibilidad de 

la proposición 3.4.3; para luego aplicar la proposición 

3.4.4. 

Sea 	91000( Px 9 x 
De aquí resulta que f(x) = x/2 

Entonces se tiene un isomorfismo F del en 

el grupo G
+ 

por 
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Por lo tanto los haces fibrados 11 y rt son isomorfos 

por el grupo G+  

supongamos ahora que: 

Entonces como 

Px(Y) = y + 1/x 
(1) 

C<x(Y) 	y + 3/x I 

gf(x1C( x(y) ) px( 9 x  (y) ) se deduce que 

cex(y) - Y Y px(Y+1/x)=y+1/x-2/x (2) 

Es decir las funciones (1) se obtienen de las funciones 

(2) de la siguiente manera: 

poxi(y) = A(y) - 3/x = y - 2/x 

c<xi  (y) = c<x(y) - 3/x = y 

Entonces estaríamos demostrando nuevamente que 

rt y tt son equivalentes por el grupo G. 

Luego rt y rl no son equivalentes por el grupo G
+ . 

Teorema 3.4.8.  (Godbillon-Reeb) 

Sean iq y r./ dos fibrados por rectas sobre Z 

correspondientes a dos funciones continuas 9 y 
91 de en 

y cuyos espacios totales son de Hausdorff. Una 

condición necesaria y suficiente para que Y y rt sean 

equivalentes por el grupo G+es que para todo yeP 

1 
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se tenga: 

a xlimo  3 x(y) 	2.imo  9.(y) 

Demostración: 

Supongamos quelly11 sean equivalentes por el grupo 

G. 
a Como los espacios totales delly 11 son de Hausdorff; 

entonces 

\lyeíRimo 91(y) ;= +00 (6 hm 0111x(y) 	00 ) 

Y 

hm 91  (y) = +02 (6 hm 91 (y) = -Co x—*o 	 x-0.0  x 

Como '117 
	son equivalentes por el grupo TE  

Entonces no se dan los casos: 

1. 	hm 	(3 (y)= +00 	Y 	hm 	Six( Y)  = 

2. hm 	qx (y) = - 3D 	y 	hm x—o-o 	 x—r-o 

Por la proposición 3.4.7, (ii) 

Por lo tanto 

»Inc. 9x(Y) 	hm  3 (Y) x 
Para la condición suficiente, Ver [10] 

Cla i  (Y) JX 
= +0 
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Observación 3.4.5. 

1.- Los fibrados por rectas localmente triviales sobre 

la ramificación simple con espacio total de 

Hausdorff se reparten en: 

2 clases de equivalencia por el grupo G 

1 clase de isomorfismo por el grupo G+ . 

1 clase de equivalencia por el grupo G . 

Ejemplo 1: 

Sea 9: 13----> G+ 

x 	: 	y-1/x 

asociada al haz 

Y 	9 : U  

x'—.: y 	e 

asociada al haz 

Graficamente tenemos: 



Graficamente tenemos 

), IR 
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Luego ITI.mogx(y) = 2-210 9x (y) 
Entonces rt y Yr son equivalentes por el grupoG por el 

teorema 2 4.8. 

Por lo tanto 	e[rt] 

Ejemplo 2: 

Sea h: U 

x 	hx: y 	y+1/x 

asociada al haz 

y 	111 :U 

: y 	y3+1/x 

asociada al haz 5  

Luego xlincl)  h (  Y) = 2.imo 	h)c' (y) 
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Entonces 	y 
5 

son equivalentes por el grupo G+. 

Por lo tanto 
	

[ Vi 
11 no es equivalente a 5 por el grupo G

+
. 

Vt no es equivalente a 5 por el grupo G+. 

2. El teorema de Godbillon-Reeb establece una caracte-

rización para la equivalencia entre dos haces fibra-

dos por rectas)/ y111.  sobre 27. por el grupo G+. Esta 

caracterización está dada por: 

hm Ok (y) - hm 1011 (y) 	(1) 
JX 	 JX 

donde 9 y 	son las funciones de transición asocia- 

dos respectivamente art y 	. 

La condición (1) es equivalente a decir que rl 
y 	son equivalentes en G

+
, si existe ún isomorfis- 

mo F para el cual f es la identidad; donde f satis-

face la condición de compatibilidad. 

Utilizaremos esta última caracterización para 

verificar que nrivis y INT 

Definiremos funciones continuas 

en ambos casos, tales que f que satisface la condi-

ción de compatibilidad sea la identidad 

Sea jimx(y) 	e 	0(((Y) = y. 
Y- v. 

xeu gx(y) = y-1/x ; 	glx.( y)  = e 



Luego fog<x-fix9x • De aquí resulta que 

f(x) = x 

De manera análoga tenemos: 

Sea 0(x(y)  . y1/3 

V xeU hx (y) = y+1/x ; h(  y) = y3+1/x 

Luego h'f(x) 	=pxkl< 	y de aquí se obtiene 
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3,5 Clasifcaci6n de jstructuras D,iferencables sobre 21, 

Definicifin 3.5.1, 

DOS estructuras diferenciables de clasc Cr  sobre 2r.  

son CP-equivalentes (jr) si existe un difeomortismo de 

clase CP  dc Z provista de una de las estructuras, sobre 

2:provista de la otra estructura. 

Notaciones. 

Pongamos 	(0,+co). 

bea Dr clul+) el subgrupo de los homeomortismos de f de IP 
tales que f(0) = O y f/+ es un Cr-difeomorfismo ce + 
r D (H) es el conjunto de los elementos de Dr(11)que se 

extienden a Cr  -cifeomorfismo de R. 
r u-1+ Es un sungrupo ce D (L-4 ). 

Definición 3.5.2.  

Todo elemento f e Dr ( ij-i ) determina una Cr-estructura 

sonreZ, definida por el atlas 

cu 	fon.' ) lr 	r 	2' 	2 
y que llamaremos estructura definida por f sobre Z. 

Estructuras diferenciables sobre Z. 

Proposición 3.5.1.  

Para toda estructura S ce clase Cr sobre Z, existe 
r wn4 feD (Hl tal que S sea Cr-equivalente a la estructura 

definida por f sobre Z. 
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Demostraci6n: 

La demostración no es diflcil ya que utiliza el 

recho de que todas las Cr-estructuras sobre 	son equi- 

valentes por el corolario 2.1.3.5. 

Proposici6n 3.5.2. 

Las dos Cr-estructuras sobre 2: , respectivamente 

definidas por los elementos f1 y f 2 de Dr  (Fr) son 

Cs-equivalentes (s11 r) si y solo si existe un par 

(d1,d2) de elementos de Ds (g) tal que se verifican una 

de las igualdades siguientes: 

(fi/iR4)odi  = d2o(f2/R+) 6 (fim+)odi  =  
Demostraci6n: 

Supongamos que (Z,SO es C5-equivalente 

Tenemos por hipftesis: 

Cr -difeomorfismo deP, 
r 	. es C -difeomorfismo de Fl+ 

: 	 Er< es un 

que: 

: 	vi+es Cr-difeomorfismo. 

: P 	fR+e s Cr-difeomorfismo. 

Como (Z ,Sf ) es Cs-equivalente a (Z, S r ). Enton-
1 

ces existe un difeomorfismo h de clase C5 (5$.1r) de 

(Z,Sf) sobre (25 si). 
1 	 2 

Todo homeomorfismo de Z sobre 

d1 
Entonces f1 + o d1 sz 
De manera análoga resulta 

d2 0( f 2 /V) 

Y 	 d2  0(f-1,/h:1) 2 

a ( Z ,Sf2  

Cr -difeomorfismo. 



o 

d, 

( z,5,2) 
u, 

/". 

- 143 - 

Z o bien deja U1 y U2 globalmente invariante, o bien 

cambia U1  y U2. 

Supongamos que h intercambia a U2 y Ul; es decir 

h(U2) = U1 y h(U1) = U2 
Considérese el siguiente diagrama: 

(Z)Sfi) 

R 

(ido) o rt 

Sea x e IP = U2-U u (°1;  luegp d1  (x)z rp+  
Resulta fácil verificar que: dl](x)= 1-1-1-1(x1) 

Sea d2 (f 2/11:14")(x) = d2 (f 21p+ (x)) 

ES claro que h(U2-U) = U1-U 

Entonces es fácil verificar que: (d2of 2/10(x)= 

Por lo tanto (f1/14+) o d1  = d2of24+ 



Y, xs  14, 

pa 	 

O 

o 

>  
IR2 

o 
v d, 1  f ol 

Pa  

[x) 

1 	1 Y O 
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De manera análoga, considerando la composición 

d2  o (f -1/11+ ) se verifica que 2 

( fi /le)  ° 	= d2 *( f 2-141" 

Vamos a demostrar ahora que la condici6n suficiente: 

Considérese el siguiente diagrama: 

sea 1: 2111  ---*-L„ definida por 

si x (- 	o o3 

1(x)= {0 	si x = O 

(fi/iRl'odd (x) si x e (o, +0) 



Seall
in  y sjí las relaciones de equivalencia definidas 

sobreE y 2: respectivamente para obtener el espacio de 

ramificación simple Z 	Se verifica fácilmente que 

es compatible conl/ yyt • 

Luego existe I: Z 	Z tal que el diagrama es conmuta- 

tivo. 

Se comprueba fácilmente, gracias a la conmutatividad 

del diagrama, que 1 es un difeomorfismo de clase Cs. 

Observación 3.5.1. 

(i) La proposición 3.5.2 introduce una relación de 

equivalencialsobre Dr (P)+  y traslada el estudio de 

las Cr-estructuras sobre Z a las de Dr (W)/y 

(ji) La estructura definida por f e Dr (p) es determinada, 

salvo una equivalencia, dada la restricción de f aIR 

Teorema 3.5.3. 	(Fedida)  

Sio(y, son dos nemeros reales tales que  

existe un entero r , tal que las estructuras analíticas 

definidas respectivamente, salvo una equivalencia, por 

f(x) 

no son Cr-equivalentes. 

Y 	g(x) = x" 	x>0 

En la demostración se utiliza el lema siguiente. 

Lema 3.5.4.  

Sean a y b dos números reales y r un entero tales que 

14.1a<r‹.b. Las dos estructuras sobre Z , respectivamen- 
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te definida por 

a  b  f1(x) = 
x  Y f 2 (x) 	' x> O 

no son Cr-equivalentes. 

Demostración: 

Supongamos que las dos estructuras son equivalentes. 

Por la proposición 3.5.2, existe el par (h1'  h2  )eDr(ifil)xDr(04-) p 
tal que 

(1) f1h1=h2f
-
2
1 	6 	(2) f1h1=h2f 2 

Resulta que (1) es imposible, puesto que: 

(1) es equivalente con[hi  (x)]a = h2  (xl/b) , para x >O, de 

	

donde a[hi  (x)] a-1hi (x) = 	x b ht2  (x 	) para x> O 

Entonces cuando x tiende a cero, el primer miembro tiende 

a un limite finito y el segundo a + 

De a< r«.,..<b resulta imposible la igualdad (2) ; puesto 

que 
a 

(2) es equivalente con[hi  (x)] = h2  (xb) , para x >O. 

y se comprueba con facilidad que: 

dr l dr
i r 
m 	[h., (x)] - 	y hm 	[h2 b 	= 1 J. finito 

dx  dxr  

Demostración del teorema 3 . 5 . 3.  

Como 1‘cit.0 existe un ntunero racional r/s tal que 

ot<r/s ‘p 



( Z ,S) ( Z 	) 

'.. 

194.5911.111-1 
n 

"N, 	 o 
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Si las dos estructuras definidas respectivamente, 

salvo una equivalencia, por 

g(x) = xfib  , x>0. 

fuesen Cr equivalentes; se mostraría que las dos estruc-

turas definidas por: 

k1 (x) = xa 	y 	k2 (x) = xb  = xP5  

serian también Cr-equivalentes; lo que es imposible por 

el lema 3.5.4, ya que 141:a<r41'..b. 

Teorema 3.5.5.  

Para toda Cr-estructura S sobre Z (r"1.1) existe una 

estructura analítica T tal que S y T son C'-equivalentes. 

Demostración:  

En la demostración esencialmente se utiliza la 

propiedad siguiente: El conjunto de las funciones analí-

ticas sobre [O, +00) es denso en el espacio de funciones 

continuas sobre [O, +0D) con la topología de Whitney, 

ver [16] 

considerese el diagrama siguiente: 



- 148 - 

Sea h, aplicaci6n de ( Z, T) sobre ( Z, ) definida por: 

* -1 TTi  (x) 

h(x) : 9a1T2(x) 

X E U
1  -

U 

X e U2-U 

xeU 

  

   

c1onde*TTIy 9 oTT2-Ison funciones analíticas sobre [ 01+00) 

Podemos observai aue las funciones Trily f*Tril  son 

diferenciables de clase Cr. 

Luego existen ey e tales que: 

1 wro ) - Tr7e(x)i<c(x) 

I 9-u-21(x) 	01T2Ix) I < (x) 

Por lo tanto I h (x) - ni-1(x) <6(x) y I h (x) - f 	 (x) I <61(x) 

Entonces h e W' 	E) y he 10 	e ri¡i, e') 

Tenemos así que: 

h es analítica y como h e W' ([o,+), [ol4c0)) 

Entonces h es de clase Cl . 

Como * n-, , 9 Hfa r 1o tienen una inversa analítica cada 

una; entonces h tiene una inversa analítica. 

Luego h es un difeomorfismo indefinidamente derivable 

de (Z, T) sobre ( Z, S). 



Y2.  

JI X2  

x 
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3.6 Realizaci6n de una estructura dada sobre Z por una  

foliaci6n del plano. 

sea f e Dr  ( IR+)  . Consideremos dos ejemplares 01  y (92  del 

planoP2foliadas por las horizontales (y1=Cte y y2=Cte) 

• 
, 

/ 

, 
/ 

/ 
/ 

/ 
/ 

YI II  
/ 1  

r 	i 
/ ! 

/ 
Ye: / 1 > 

/ 
/ 

/ 
I  

r 

En el espacio topol6gico suma AJID/adefinimos la siguien-

te relaci6n binaria 

(x11171)"-)(x21y2) si y solo si x2= 
1

x,+ 1-, y2= f(y1); 
Y1 

para y1>0 que identifica los puntos (x11y1) y (x21y2 ); 

es decir para un yl  fijo se tiene una traslación 

que intersecta a la constante 171  en el punto 
, Y1 (xl'y1). Este punto se identifica con el punto (x1 + 1 

, donde x2=x1+ 57 2=f(371).  

Y. 
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Se comprueba que esta relación es de equivalencia. 

Además se reduce a la identidad para los puntos tales 

que y1 0 o yl  <O y que sea compatible con las folia-

ciones de gi  y 92 

Ej emplo : 

Vamos a definir a f para y1>0 de la siguiente manera: 

3 f(y1) = y1 (1) 

Para cada y1>0 tenemos explicitado un homeomorfis- 

mo creciente, 9ye(x1) = x1
+ 1 	

(2) 

Vamos a encontrar ahora los puntos deqy(D2gue se 

identifican por medio de las relaciones (1) y (2). 

Sea yl  = 2. Entonces se tiene la traslación 

Resolviendo el sistema 

x1+1/2. 	

11 

92(xl) 	= x1  + 1/2 

Y1 = 2 

Resulta que x1  = 3/2. Entonces se tiene el punto (3/2,2) 

en i  

Luego x2  - 2, 

Ademas y2  = f(2) = 23  = 8 



Y.. 
Por lo tanto se tiene el punto (2,8) en ea  . 

Toda la Ciscusión anterior resumimos en la siguiente: 

Proposición  

El espacio cociente de la suma topológica degk 1792  

por esta relación de equivalencia provisto de la folia-

ción inducida por las de I)1 y 1)2, es el plano provisto 

de la foliación diferenciabie, que induce sobre su espacio 

cociente que es la ramificación simple, una estructura 

diferenciable (ver prop. 2.2.2.1) equivalente a la defini-

da por f sobre esta ramificación simple. 



Observación 3.6.1.  

Como 171.) es compatible con las foliaciones de 91  

yg2  se tiene que al encontrarse el punto (x11171) en una 

hoja de 	, el punto correspondiente (x21y2) enq, al 

hallar y2  por medio de la relación y2=f(y1), se va a 

encontrar también en una hoja. 



CAPITULO 4 

FOLIACIONES DEL PLANO DETERMINADAS POR FLUJOS 

4.1 Campos vectoriales y Espacios de Fase. 

Consideremos campos vectoriales X determinados por 

ecuaciones diferenciales poiinomiales de grado a lo mas 

m, sin puntos críticos en el plano real, que llamaremos 

campos vectoriales polinomiales. 

Definición 4.1.1. 

Dos campos vectoriales polinomiales X e Y sobre ll 

son topolpoicmente_equiyalente si y sólo si existe un 
2 

homeomorfismo (4):P 	gq 2 tal que lleva las trayectorias 

de X sobre las trayectorias de Y, y que preserva las 

orientaciones. 

Observación 4.1.1. 

1. Bajo (I) la imagen de los puntos críticos (puntos de 

equilibrio, estacionario o puntos singulares) de X 

son puntos críticos de Y ; la imagen de órbitas 

periodicas (órbltas cerradas, soluciones periódicas) 

de X son órbitas periódicas de Y 

También la imagen de w-límite de la órbita 	(P) 

por 4) es el co-límite de gy(h(p)); analogamente para 

el o(-11mite. (Ver [24] ) . 

2 
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„2  2. En el plano 11-1 cada órbita de X separa el plano 

exactamente en dos regiones. 

3. La familia de órbitas del campo vectorial polinomial 

X define una foliaci6n3'  de IR2 ; y la equivalencia 
„I topológica entre estas foliaciones del piano 1-1 se 

define como en la definición 4.1.1. (Ver también 3.2.1) 

Sea J-1  (m) el conjunto de todos los campos vectoriales 

determinados por: 

donde cada componente de f(x) es un polinomio de grado a 
„ lo más m y sin puntos críticos en 11 2-4 . Denotamos con 

B2 (m) el cardinal del conjunto (conjunto cociente) de 
TN todas las clases de equivalencia topológica en 2y (m). 

Ejemplo 1. 

Consideremos en P2  

X = x(x-1) (x-2) ... (x-k) 

(1.1) 	= (x-1/2)(x-3/2) 	(x-k+i/2) 

para enteros k;>,..1. 

Cada una de las rectas verticales x=0, x=i,...lx=k 

son trayectorias y ellas determinan k franjas o 

regiones. 



n 
o 

u 
I 

n 
1 . 

2 3 	 ki K 

Cada una de las franjas se llenan con trayectorias 

de la forma no U dependiendo del signo de la deriva-

da X en esas franja. 

Observación 4.1.2. 

1. Observamos que la descripci6n anterior de familia de 

trayectorias utiliza invariantes topológicos. 

2. Cada una de las trayectorias x=0, x=1, 	x=k es 

una separatriz, es decir, en el espacio cociente de 

orbitas cada una de estas k+1 órbitas determinan un 

elemento que es inseparable mediante conjuntos abier-

tos de algún otro elemento. Esto es, son elementos 

no Hausdorff del espacio de 6rbitas. 



3. Claramente estas k+1 rectas son las únicas separatri-

ces del campo polinomial, porque cualquier trayectoria 

S que no sea separatriz tiene trayectorias vecinas 

S1 y S2 tal que S1 y S2 constituyen la frontera de 

una franja tepoi6gica cerrada [S12  ,S. 	que contiene 

a S y no contiene ternas cíclicas de trayectorias 

(tres trayectorias distintas siempre están dispuesta 

de manera que una separa a las otras dos en el plano 

o ninguna separa a las otras dos, en tal caso decimos 

que las tres trayectorias constituyen una terna cícli-

ca). 

4. El número de separatrices de un campo polinomial es 

un invariante topológico del campo. 

"2  Ahora consideremos el campo polinomial en H. 
c<2.  

X = x(x-1) 	(x-2)   (x-k+2) 	(x-x+1 K-4) 	(x-k)«hl 

(1.2) 	r = (x-1/2)(x-3/2)....(x-k+5/2)(x-k+1/2 ) 

para enteros k.3 y enteros c4(j= 1 6 2. 

Aquí también cada una de las rectas verticales x=0, 

x=1, x=2, 	, x=k-1, x=k son trayectorias y determinan 

k regiones. 



               

               

               

               

               

               

               

               

               

               

               

         

K-2 

     

           

K-I 	K 

           

               

               

                

Las primeras k-3 regiones se llenan conkJ o 

dependiendo del signo de x en aquella franja, esto es, 

dependiendo de las elecciones de c(j= 1 O 2. 

Así el espacio fase consiste de k+1 trayectorias 

que determinan k franjas; las primeras k-; regiones se 

llenan de una manera cíclica (cíclica con las dos 

trayectorias frontales) y las últimas tres regiones con 

dos regiones cíclicas y del otro lado de una región sin 

conjunto cíclico de trayectorias (aún en la cerradura de 

la región). 

Observación 4.1.2.  

1. También observamos que la descripción anterior del 

espacio fase es esencialmente topológica. 



2. Cada una de las trayectorias x=0, x=1, 	x=k es 

una separatriz y estas son las únicas separatrices. 

Así topológicamente se distinguen las k+1 separatri-

ces, junto con las k+2 regiones llamadas regiones  

canbnicas que ellas determinan en el plano. También 

son topológicamente distinguidas las k-1 regiones 

canbnicas, cada una de las cuales, contiene una terna 

cíclica de trayectorias en la regibn cerrada. 

Proposici6n 4.1.1. 

Dados campos vectoriales polinomiales de la forma 

Entonces para varias elecciones deo(lellos deter-

minan al menos 2k-.1/ 4  tipos topológicos de campos polino-

miales en1)2 (2k ). 

Demostraci6n. 

Fijemos k>,.4 y consideremos dos campos polinomiales 

X 0(  y XI para 401(= (0<I,0( 2, 	.k-2, c¿X-1, :::<k) y 

c:71= G1-4 /01- 2, / • • • / 976‹.-2,c7K-a • ';--‹ 
Si X 0(  es topológicamente equivaiente a X1  entonces 

las K+1 separatrices de ambos se corresponden y en el 

orden lineal (o su inverso). Supondremos que el bomeomor-

±ismo 0 , que lleva Xoc  sobre XR preserva la orienta-

ción de IR2 de manera que las ternas cíclicas positivas 

de trayectorias de X ot  tienen por imágenes bajo Oternas 

cíclicas positivas de Xjt  . (Ver observaci6n 3.2.1). 
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Aflora observamos que si o(K  = 1 entonces ;c en X«  

cambia ce signo en x = k; luego las tres trayectorias 

x k , x=k-1 y la trayectpria de la regidn canónica 

que estas dos separatrices determinan, forman una terna 

cíclica que vamos a denominar terna cíclica positiva. 

Sic<k= 2 entonces ;c en Xclno cambia de signo en x=k, 

así la correspondienLe terna cíclica la denominaremos 

terna cíclica negativa. 

Como hemos supuesto que Xo(  y Xj1  son topológicamen- 

te equivalentes bajo un homeomorfismo 	que preserva 

la orientación concluimos que 0(k = CZK  . De manera aná-

loga probamos que ¿li  0(1  para j = 1,2,3,...., k-2. 

Desde que son 2k-1 elecciones de los exponentes 
k- hemos construido 2 1  diferentes campos polinomiales 

todos de grado a lo más m=2(k-1)+2 = 2k. Sin empargo,(1 

puede intercambiar el orden de las separatrices de 
w-12 o invertir la orientación de I< ; podemos asegurarnos de 

n-N2  
solo 2K-1/4  clases topoldgicamente distintas en J-J(2k). 

Pero la región distinguida entre 'x=k-1 y x=k podría ubicar- 

se en una de las k-t regiones (para t=1, 	k-2) inter- 

medias entre la primera y la última franja; así construi-

mos (k-t)21-Y4 campos polinomiales topoldgicamente 

distintos ce 1-1(2k). 
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Ejemplo 2. 
*71 2 Consideremos el conjuntoj-0 (0) de campos anaifticos 
„..,2 

reales sin puntos críticos en I< . 

Sean los campos vectoriales X ot  de la forma: 

X=E (x) x (x+1)els  (x+2)°12 	 (x+k)Ilk 	 

y=E (x) (x+1/2) (x+3/2) (x+5/2) 	 

donde Ex) es un exponencial conveniente para garantizar 

que los productos infinitos convergan a funciones enteras. 

11 parámetro 	- (0(1,0(2 	 ) es una sucesión de 

OCK = 1 6 2. 

Las únicas separatrices de X 0(  son x=0, x=-1, 

x=-2, 	  x 	-k. 

Estas separatrices determinan un conjunto enumera-

ble de regiones canónicas que contienen trayectorias 

Uó n según el signo de X o el valor de o( . Utilizando 

los argumentos del ejemplo anterior se demuestre que X« 

es topológicamente equivalente a X (5.4 si y sólo si c< 

Como el conjunto de sucesiones o(= (c(1  ,c 2 	) tiene 

la cardinalidact del continuo concluimos que 

B2 .C'.) ) es Ni  (aleph. 1) . 
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4.2 Separatrices y equivalencia topológica de campos vecto-

riales en el plano. 

Consideremos el campo vectorial X. 

(*) 	x = f (x, y) 
	y = g (x, y) 

" con f(x,y) y g(x,y) de clase Ci  en 1 24 y sin puntos crí-

ticos. 

Estudiaremos la foliación ' (espacio fase) definida 

por X y llamaremos bolas de 3-  a las trayectorias u orbi- 

tas de X. 

Definición 4.2.1. 

Sean S1'2'3  S S tres hojas distintas de -1'  diremos 

que S2  separa Si  y S3  y escribiremos Sil S2  IS3  6 

53 1S2 ISI  cuando Si  y S3  se encuentran en diferentes com-

ponentes de P2- S 2. Si ninguna de estas tres hojas 

separa las otras aos diremos que S1,S2'S3 toman una 

terna cíclica y denotamos con IS1,S2 ,53  1 . 

Definici6n 4.2.2. 

Un conjunto de hojas tal que cada terna ae sus 

elementos es cíclica llamamos conjunto cíclico. 

Onservaci6n 4.2.1. 

Kaplan y Markus han estudiado foliaciones del plano 

determinadas por un campo vectorial. 
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Han establecido que: 

1. Un conjunto cíclico es finito o enumerable y cons-

tituye la frontera-de una regi6n simplemente 

conexa. 

2. Para un conjunto cíclico enumerable,las hojas tienden 

uniformemente al infinito, es decir, solo un numero 

finito de las trayectorias pueden cortar cualquier 

conjunto compacto dado de [11 . 

Ahora en la restricción de'.5 al disco unitario 

abierto (que es difeomorfo al22) cada hoja de3-  tiende 

a la circunferencia unitaria (no necesariamente como un 

punto limite) con ambos extremos. Por consiguiente las 

hojas deen el disco adn satisfacen las propiedades 

de separaci6n correspondientes a S1 lS2 1S3  y IS1S2S31 . 

Como las cuerdas de la circunferencia también satisfacen 

propiedades similares Kaplan llama un sistema cordal a 

la foliaci6n 'Y cuando enfatiza las relaciones de sepa-

ración. 

Utilizando las trayectorias deg.  (espacio fase) 

definimos el espacio de 6rbitas hyy como el espacio 

cociente de 	por la relación de equivalencia de puntos 

que están sobre la misma trayectoria de 131«.  , (confrontar 
r-12  

capítulo 2). Se demuestra que el espacio de hojas '1/2  

es conexo, tiene una base enumerable y es un Ti-espacio. 
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2 P/ El espacio i3 no necesariamente es T21[ver 3.1.] 

Detinición 4,2.3. 

Dos trayectorias S1  y S2  de 'l-  son inseparables en 
0% 
7"Icuando todo par de vecindades abiertas de S1 y S2 en 
Py„ STse intersectan. 

Observación 4.2.2. 

Si dos trayectofias S y g no pueden separarse por dos 
1 

conjuntos abiertos en 5,/-1, entonces cada par de puntos 

peS y Peg tienen vecindades arbitrariamente pequeñas en 
„2  
W‹ que se unen por alguna otra trayectoria 1 de 3T  que 

Al - 	 A - está en [S,S]. Como SI SI S es falso, resulta que 

forman una terna cíclica; es decir se da 1S S Si . 

Definición 4.2.4. 

Una trayectoria S de '  F es una separatriz cuando esta 

en la cerraduras del conjunto de elementos inseparables 

ce 

Nota: 

A veces nos referimos a un elemento inseparable de 
IP /'como una separatriz ordinaria y a las otras separa- 

trices como separatrices límites. 

Consideremos ahora el conjunto de todas las separa-

trices límites, que vamos a denotar por /3 . Entonces 
ff92 resulta que E es un conjunto cerrado en tH y a las 

componentes de 110- E llamamos regiones canónicas der. 

La frontera ce cada región canónica es un conjunto cíclico 

(vacío, finito o enumerable) de hojas separatrices. Por 
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consiguiente, cada región canónica es una región simple-

mente conexa del plano. 

Definición 4.t.5. 

Dada una hoja Scge  (separatriz ordinaria) en cada 

región canónica fk«  . La configuración separatriz  SE de 

consiste de 22 y todas las hojas So(  conjuntamente con 

las dos relaciones; S I S2 I S3 y IS1S2S3 1 entre ternas 

SI,S2,S3  distintas. 

Teorema 4.2.1. (Kaplan-Marcus). 

Sean 3: y 'n. foliaciones de tp definidas por campos 

vectoriales del tipo ( ),Et y E2  conjuntos separatrices 

y SE t  , SE2configuraciones separatrices respectivamente. 

Entonces existe una equivalencia topológica 4) de las 

foliaciones y72.  si  y solo si existe un isomorfismo Y 

de 5111 y SE 2tal que () se restringe a un isomorfismo de 

yEa. 

Demostración:  

Sea 4)  una equivalencia topológica de las foliaciones 
frie Entonces el campo vectorial X1  sobre p.< determi- 

nado por fi(x,y);=I, gi(x,y)=Y, que define la foliación 

3n es topológicamente equivalente al campo vectorial X2  

sobre 11:12  determinado por f 2 (x,y)=x, g2 (x,y)=y, que define 

la foliación "1-2  . 



Luego es un homeomorfismo de sobre Wl 2  tal que 

lleva órbitas de X1  (hojas de 3-  ) en órbitas ce X2 (hojas e 

de 3- ) preservando la orientación. 2 

Por lo tanto OC) es una biyecci6n del corjunto ce 

hojas Sci(  de las foliaciones 	sobre eI conjunto de 

hojas Sj(  de l¿ fwiación 3; tal que cp(s ) =s1 	. 

Como la equivalencia 11 lleva puntos críticos en 

puntos críticos, definamos para todo punto crítico x la 

función h por: 

h: tx x 	{(1) (I) }x 

h(x,y) = ((h(x), Y) 

= (41)(x), I(y)) 	Vy€11:1 

h es una biyección para todo x punto critico, que lleva 

separatrices limites de 12, en separatrices límites de 

Ea. 

Definamos entonces 

: SE1 ----)- SE2 	por 

(scio = (1) (s 
= h(x,y) para todo x punto 

critico. 

y es una blyecciOn 
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Vamos a demostrar ahora 4:Juey preerva las relaciones 

de separación, 

Sean (x,y), (x',y)E2:1  y So/  una separatriz ordina-

ria tal que (x,y), So/  , (x',y) constituyen un conjunto 

cíclico; luego satistacen la relación 1(x,y) So(  (x' ,y) 

Puesto que 4) es una biyección que lleva separatri-

ces ordinarias en se,ratrices ordinarias, separatrices 

límites en separatrices límites y puesto que las separa-

trices limites se corresponden en el orcen lineal (o su 

inverso) resulta que (p(so( ) no separa a 9)(x,y) yy(x',y) 

luego 	I (x, y) S o(  (x' , y) I 	= I (1)(x, y) y (s ) y (xi , y) . 

Supongamos ahora que (x,y), (x1 ,y), (x",y)ejE, 

Son tales que (x,y) 1(xr ,y)I (x",y); es decir (x,y) separa 

a (x,y) y (x",y). 

Por las mismas razones presentadas en el caso ante-

rior, resulta que (4)(x',y) separa ay(x,y) y 4)(x",y); 

luego(pex,y) 1(x',y)I (x",y)) =(p(x,y)14)(x1 ,y)14)(x",y) 

Para el recíproco ver [17 
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CAPITULO 5 

REPRESENTACION DE UNA FOLIACION DEL PLANO 

5.1 Representaciones de dos foliaciones que tienen el mismo  

espacio de hojas (cociente). 

Consideremos los dL_ 7ramas siguientes; 

(xX) 	(x'.Y) 	 (»V) 	(4)(1)." 	Ulohc4M 	 (41(j01),Y) 

If(t»,11»2. \\..1.11011 
Fig.la (Fo1iaci6n ) 	 Fi, lb (Foliación T2 ) 

Estas figuras representan dos foliaciones 	y I; 

no topológicamente equivalentes, puesto que se observa 
2 	Tr12 que el homeomorfismo Ct) de IP sobre 1,-‹ due lleva hojas 

de 'Y, en hojas de T2.  no preserva la orientación. Por 

lo tanto no se satisface el Teorema de Marcus-Kaplan. 

Sin embargo las dos foliaciones 1: y 'I; tienen el mismo 

espacio cociente. 

Otra forma de comprobar que las foliaciones 	y 3;2  
no son topológicamente equivalente, se deduce de: 



e 
G. 

Definicibn 5.1.1.: Un sistema total de transversales 

a una foliación, es un A familia de transversales que 

cortan todas las hojas. 

Ejemplo: 

Fig. 2 
Figura 2: Una foliación del plano. 

Trazos continuos: Separatrices. 

Trazos discontinuos: Sistema total de 

transversales. 

Consideremos ahora sistemas totales de transversa-

les a las foliaciones 1, y 3.2  tal como se ilustra en los 

diagramas siguientes: 

Fig. 3a 	 Fig. 3b 
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En el diagrama de la figura 3a cada una de las 

transversales delimita una x'e9ión del plano que contiene 

las otras dos transversales, mientras que en el diagrama 

de_la figura 3b una de las transversales delimita dos 

regiones cada una de las cuales contiene una de las otras 

dos transversales. 

Aflora veamos shre las figuras siguientes las repre-

sentaciones respectivas de estas dos foliaciones. 

Fig. 4a 
Nota: Fig. 4b 

Los dos trazos que unen ciertos puntos no tienen 

  

significación puntual. Ellos indican los puntos no sepa-

rados. 



5.2 Representación de una foliación del plano por medio de  

una recta y Semirrectas del plano. 

Orientemos el plano. Seai una foliación del plano. 

Sabemos que es orientable y transversalmente orientable. 

Con una hipótesis de diferenciabilidad una hoja y una 

transversal t , orientadas, definen en un punto un refe- 

rencial de vectores tangentes Uf y Uy respectivamente. 

Cambiando si es necesario una de las dos orientaciones 

podemos suponer que el referencial (Uz  , Uf  ) es directo. 

Ahora consideremos un homeomorfismo directo del 

plano sobre el plano (Pxy) que lleva a 15 sobre el eje 

Ox con su orientación. En el cociente, con respecto a 

los puntos no separados de los puntos de r , podremos 

distinguir aquellos que son enviados en el semiplano 

superior de aquellos que son enviados en el semiplano 

inferior determinados por el eje Ox, a una distancia ar-

bitrarla pero respetando su posición con respecto a Ox 

(arriba o abajo) y uniremos por dos trazos para indicar 

su no separación (ver figura 5), recordando que estos 

dobles trazos no tienen significado puntual en la repre-

sentación. 

Fig. 5 



Considrese ahora el siguiente diagrama: 

   

   

   

   

hojas inseparables 
Fig, 6 en el cociente. 

Si se consideran tal como en la rigura 6 las vecin-

dades saturadas respectivas de dos separatrices (corres-

pondientes a los puntos del cociente no separados), donde 

una corta la transversal re.: ; estas vecindades siempre 

contienen una hoja y , en su intersecci6n. Para los 

homeomórfismosdirectos del plano que llevan 25 orientado 
sobre Ox Orientado, existe al menos uno que envia 

sobre una paralela a Oy, (ver Fig. 7). 

1 

o 
>  x 

A 	 imagen dee. 

Fig. 7 
imagen de Y 



- i72 - 

Observación 5.2.1. 

1. Se observa que A y B son los puntos que corresponden 

a los dos puntos inseparables considerados. 

2. Si se conviene que una semitransversal sea representa 

da por una semirrecta de origen B, esta semirrecta no  

deberá cortar ni la imagen de 	, ni Ox. Excluyendo 

los casos límites, se asigna en definitiva a esta semi-

recta de origen B (excluido B) un cuadrante del plano 

abierto, delimitado por una paralela a Ox y su perpen-

dicular en B. Esta semirrecta es orientada por la 

orientación de la semitransversal correspondiente. 

Prosiguiendo as i paso a paso a partir de la trans-

versal t escogida, se obtiene una representación, no 

solamente ael espacio cociente sino también de la folia-

ci6n. 
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5.3 Topología de una representaci6n. 

Vamos a introducir una topologta mediante un 

sistema fundamental de vecindades: 

1. En todo punto que no sea origen de una semirrecta 

consideramos la base de vecindades de la topología 

inducida por la del plano. 

2. En el siguiente diagrama: 

FJ.g, 8 

Sea A origen de una semirrecta S . Por A pasa 

un doble trazo cuya recta soporte designamos con D. Sea 

d la perpendicular enAaDyque no contiene 	.Dy 

d determinan cuatro cuadrantes en el plano. 
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Sea Q el cuadrante opuesto al que contiene g 

También sea A la uni6n de las semirrectas incluidas en 

la representaci6n, que tienen un origen sobre el doble 

trazo y que corta Q en una vecindad de este origen. 

Se puede afirmar que A no es vacío. una de estas semi- 

rectas que designamos con 	se representa sobre la figu 

ra 

Se obtiene un sistema fundamental de vecindades de 

A de la siguiente manera: se parte de un segmento abier-

to 1J de d que contiene A, se levanta AJ , incluido 

A, sobre Se 1A (excluido A) sobre A y que llamaremos 

levantamiento de la proyeccibn ortogonal sobre d  . 

Considerese ahora para VA origen de una semi-

recta (punto no separado de puntos de r) una familia 
„2  de partes de IH , denotada A#1(A) y que definiremos como 

sigue: 

<11)(A) rz, 	WSIR2/3 V (levantamiento ce la pro- 

yección ortogonal sobre d)01  :VQIAT 

Nota: 

)5 es base de vecindades restringida a los puntos no 

separados de los puntos de t 

Es fácil demostrar que ive(A) verifica las siguientes 

propiedades: 
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(1) 	V , 	w 	: 	2 w 	pLica W' ervr(A) 

(11) 	 W 	 W
n 

e 4W)(150 entonces Awiesyr(A) 2' 	 1.1 
(iii) Para cada Weld)(A) se tiene Aew . 

(iv) VT e APO(A) , :htsr 	11.1Jr)(A) : V ye W' VJ e 14V) . 
IV" 2 	 frI2 Tenemos asi que en el plano 	a cada xeu-‹ se le ha 

asociado una familia ce partes de W11, IW(x) con las 

propiedades (i), (ii), (iii), (iv). 
2 

	

Entonces existe una única topologia t¡q sobre 	tal 

que para Vx 	2 1145  ( X ) y (x,t,) 

Definición 5.3.1. A la topología arriba construida se 

le llama topología ce una representación. 

Observación 5.3.1. En resumen, toda foliación del plano 

,dmite una representación por medio de una recta y semi-

rectas del plano. Esta representación permite distinguir 

los puntos inseparables del espacio de hojas, además, 

está provista de una topologia. 



CONCLUSIONES 
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Establecemos a continuación como hemos utilizado las re-

ferencias bibliográficas, así como las modificaciones que hi-

cimos para los resultados de nuestro trabajo. 

Capitulo 1: Preliminares. 

Para este capitulo hemos utilizado las referencias [1] , 

[1, [4], [13], [15] , [16], [27] y [28]. 

Iniciamos con la definición 1.1.2 de Haz fibrado. En 

el conjunto de todos los haces con la misma base, fibra tipo 

y grupo estructural se introduce una relación binaria (defini-

ción 1.3.2.1) y en el lema 1.3.2.1 demostramos que esta rela-

ción binaria es de equivalencia. 

En la proposición 1.3.2.2 se establece una relación en-

tre las funciones de transición. Luego se da una condición ne-

cesaria y suficiente, proposición 1.3.2.4, para que dos haces 

con la misma base, fibra tipo, grupo estructural y vecindades 

coordenadas sean equivalentes. 

El teorema 1.5.1 establece la existencia y unicidad de 

un haz fibrado, dado un sistema de transici6n. 

Introducimos el concepto de foliación (def. 1.6.1), da-

mos ejemplos de foliaciones determ'nadas por submersiones 

(1.6.1), por fibraciones (1.6.2), por campos vectoriales sin 

singusingularidades (1.6.4), por acciones de grupo de Lie 

(1.6.5.5)y la foliación de Reeb de la esfera unitaria S3 

En la proposici6n 1.7.1 se establece la estructura in-

trínseca de toda hoja de una foliación. 



Damos una nueva definición de foliación (definición 

1.8.1) y en la proposición 1.8.1 se establece la equivalencia 

entre las definiciones 1.8.1 y 1.6.1. 

Capítulo 2: Variadades de dimensión uno y Estructuras Folia-

das del Plano. 

Para este capítulo fundamentalmente hemos utilizado las 

referencias [12], [14], 1151, [27], [29] y como complementa- 

rias [2], [4], [9], [16], [18], [22], [23], [24], [25]. 

Hemos realizado algunas modificaciones para las demos-

traciones de los resultados siguientes. 

En la proposición 2.1.1.1 se da una construcción gene-

ral de una variedad topológica a partir de una dada con una 

relación de equivalencia abierta tal que su restricción a una 

vecindad suficientemente pequeña de cada punto se reduce a la 

identidad. 

Se introduce el concepto de punto de ramificación (def. 

2.1.1.2), se dan algunos ejemplos de variedades de dimensión 

1 y de puntos de ramificación. 

La proposición 2.1.2.2 establece la existencia de una 

función de valor real sobre una variedad de dimensión 1, sim-

plemente conexa y con base enumerable que resulta una identi-

ficación. 

La propiedad 2.1.3.1 establece dos estructuras diferen-

ciables de clase C°°  no isomorfas sobre la ramificación simple. 

La propiedad 2.1.3.2 da la existencia de variedades di- 



ferenciables de clase C-- y de dimensión uno sobre las cuales 

todas las funciones de clase C1 son constantes. 

Luego se define una variedad regular (def.2.1.3.5) y se 

demuestra (proposición 2.1.3.2) en forma constructiva que to-

da estructura diferenciable de clase Cr  sobre una variedad to-

pol6gica de Hausdorff es regular. 

Después de recordar la definición de rango de una fun-

ción diferenciable en un punto, se demuestra (proposición 

2.1.3.4) que sobre toda variedad diferenciable de clase Cr, 

de dimensión uno, regular, simplemente conexa y con base enu-

merable existe una función diferenciable de clase Cr, de ran-

go uno en todo punto. 

Luego se introduce la noción de estructura foliada de 

dimensión uno sobre una variedad diferenciable de dimensión 2 

(def. 2.2.1.1), isomorfismo entre dos estructuras foliadas 

(def. 2.2.1.3) y se demuestra la proposición 2.2.1.2, que en 

una estructura foliada diferenciable de clase Cr  las placas 

son submersiones conexas de dimensión uno y clase Cr. 

Finalmente se recuerdan los teoremas de Kaplan (Teore-

ma 2.2.1.5); Kamke (Teorema 2.2.1.6); Wazewsky (Teorema 2.2. 

1.7), se comenta la redemostración dada por Haefliger y Reeb 

y se demuestra que (proposición 2.2.2.1) dada una estructura 

foliada del plano, el espacio cociente por la relación de equi-

valencia asociada a la foliación es una variedad de dimensión 

uno con base enumerable y simplemente conexa. Si la estruc- 



tura foliada es diferenciable de clase Cr  (o analítica), en-

tonces el espacio de las hojas esta provista canónicamente de 

una estructura de clase C (o analítica). 

Capítulo 3: Fibraciones  por rectas y foliaciones del plano. 

Hemos utilizado las referencias fundamentales P1 [8], 

[10], [11], [26] y la complementaria [16], e introducimos al-

gunas modificaciones para mayor coherencia lógica. 

Iniciamos estableciendo las cuatros propiedades de toda 

foliaciones conjugadas (def. 3.2.1). Analizamos en 3.3 dos 

problemas fundamentales que aparecen en el problema de clasi-

ficación de las foliaciones del plano. 

Se recuerda la definición de haces equivalentes (def. 

3.4.1) y se demuestra la condición necesaria dada por el Teo-

rema de Godbillon-Reeb (Teorema 3.4.8) utilizando las proposi-

ciones 3.4.7,3.4.1 y 3.4.4. 3.4.6. 

Se recuerda también cuando dos estructuras diferenciables 

de clase Cr  sobre la ramificación simple son CP-equivalentes 

(def. 3.5.1) y se demuestra la proporción 3.5.2. Luego se de-

muestra el importante Teorema de Fedida(Teorema 3.5.3) utili-

zando el lema 3.5.4; así como el teorema 3.5.5 que establece 

que dada una Cr-estructura sobre la ramificación simple, exis-

te una estructura analítica C1-equivalente a ella. 

Finalmente se analiza en 3.6 la realización de una es-

tructura dada sobre la ramificación simple por una foliación 

del plano utilizando la proporsión 3.5.1. 



Capitulo 4: Foliaciones determinadas por flujos. 

En este capitulo hemos utilizado fundamentalmente las 

referencias [17] y [26], realizando algunas modificaciones. 

Iniciamos con una motivaci6n a través de los ejemplos 

1.1 y 1.2, luego demostramos la proposici6n 4.1.1. 

Se definen separaci6n entre tres hojas de una foliación 

y ternaciclica (def. 4.2.1), conjunto cíclico (def. 4.2.2), 

trayectorias inseparables (def. 4.2.3), separatriz (def.4.2.4) 

configuraci6n separatriz (def. 4.2.5). 

Concluimos el capitulo demostrando la condición necesa-

ria dada por el Teorema de Kaplan-Marcus (Teorema 4.2.1). 

Capitulo 5: Representaci6n de una foliaci6n del plano. 

En este capitulo ampliamos los resultados contenidos en 

las referencias [6] y [26]. 

Iniciamos con una motivaci6n considerando dos foliacio-

nes no-equivalentes topol6gicamente para definir un sistema 

total de transversales a una foliaci6n (def. 5.1.1). Discu-

timos algunos ejemplos. 

Con el objeto de distinguir los puntos inseparables del 

espacio de hojas de una foliaci6n del plano damos una repre-

sentaci6n por medio de una recta y semirrectas del plano (ver 

5,2). Finalmente introducimos para esta representaci6n una 

topología (ver 5.3) utilizando un sistema fundamental de ve-

cindades. 
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(*) Un ejemplo desarrollado de grupo de Lie. 

El grupo GL(n,p ) de todas las matrices nxn no 

singulares es un grupo dé Líe de dimensión n2. 

En efecto: 
2 

Sea la aplicaci6n f: M(nAR)...---->pn  definida por 

f(a. )) = (al  ,..lal:a2  ,...,a2  ;...;an  ,...,an  ) íj 1 	n 	n 	1 

Es claro que f es una biyecci6n. 
2 

Como TPn es una variedad diferenciable, conside- 

ramos en M(n,g1) la estructura diferenciable tal que f 

sea un dífeomorfismo. 

Además, como la funci6n determinante, 

det: M(n,p )-4. IR , 

es continua, se tiene que GL(n,R) es un subconjunto 

abierto de M(n,P). 

Luego GL(n,P) es una variedad diferenciable de clase 

Sea anora M una variedad diferencíable y sea 

Vii, jn la aplicaci6n 1 
t 13 

.R Se tiene entonces la aplicación y : DI--4GL(n, )  

definida por 1.3 

0:Z) 
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Observación: Es claro que ( es C' - diferenciab1e si y solo 

si cada función aij(t) es Ce' -d1ferenciab1e. 

Sean of : 	pn  y 	: n dos endomorfismos Y 

   

(a..) 13 a$msn ; (b.1  i1 sus correspondientes matrices. 

Luegoi: 	n > 11? es un endomorfismo de Fln, cuya matriz 

(c..14;,. - 
(a . . ) 	. 13J-4,J10 

es el producto de las matrices 

y 	(b..) 	; donde C,. 	b 	(*) 1304.41111 	 13 	1 x= 	x. 1. k 3  

De la observación anterior y de la f6rmu1a (7c) se sigue 

que el producto de matrices 

	

(t)). (b 	t = (c13  (t. )) 

es una función diferenciable de clase C' 

Además si (a.. (t)) 	nEGL(n,p) es diferenciarle 13 
de clase C'' , los coeficientes b.. (t) de la matriz inversa 1J 
(a.. (t)) 1  sandiferenciables de clase C' 13 	- 

Por la observación anterior la matriz 

(aii  (t)) 

es una función diferenciable de clase C. 

Luego las aplicaciones: 

GL(n,p)xGL(n,F1) 	• GL(n,p) 

((a..),(b .)) 

	

13 	r (a .)-(b..) iJ 	 13 	13 

GL(n,p) 	  GL(n4R) 
-1 (aij) 	 (a J 13 

Son diferenciarles de clase C'.. 
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Demostración de que: G+, conjunto de Los automotfismos  

crecientes de Res un subconjunto Cerrado de G, conjunto  

de los automorfismos de p. 

En efecto: 
—+ Sea  

Luego existe una sucesión, {- f .1 de homeomorfismos 

vh--->co 	n crecientes de P sobre IP tal que hm f = f. Esto signi-

fica que; 

\i/k compacto, kCR, VE>0 , 31\1> O :n N implica  

\ix E R. 
Por demostrar; f es creciente; es decir 

x'e 	, “x/ se tiene que f (x) 	f (x' ) . 

Sean x,x'€Q tal que x x' . Cornon' n  f es creciente; 
entonces \yn n 	n , f(k) 	f (x') 	 limf (x) 	limf (x`) n 	n 

f (x) 	f (x' ) 

Luego f E G+. 

Por consiguiente G+ = G 


