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gl o PROBLEMAS ABORDABLES MEDIANTE METODOS VARIACIONALES.
El estudio de la ecuacidn

i) = 0 (1)
Siendo f una funcidén no lineal, definida en cierto sub-
conjunto de un espacio de funciones y con valores en otro
espacio de funciones constituye la teoria conocida como Ana-
lisis Funcional no Lineal.
Consideremos H un expacio de Hilbert real y sea
J : H—— R una funcidén de clase C'; o sea que para

cada ue H existe una funcional lineal continua,

_Q (o) 2HH === "R tal gue:
1im J(u”r‘;)"”“) = n_(u){v) K i

=50
y tal que.ﬁ (u) depende continuamente de u.
Denotemos mediante <7 J(u) al dnico elemento de H gue satis-

face:
D(u)(v) = <vJ(u),v> para tods voe H,

donde <: ,:} es el producto interno en H. Notemos que
N J es una funcidon en H con valores en H.

El calculo variacional, en Andlisis Funcional no Lineal
estudia la ecuacidn (I) en el caso particular que £ tome la
forma N_/J. Asl pues, encontrar las soluciones de (I) se
reduce a encontrar los puntos criticos de J.

La ecuacidn (1) comprende diferentes tipos de problemas
gue aparecen en las Ecuaciones Diferenciales e Integrales.

Para concretar, estamos interesados en la existencia de so-



luciones del problema
O>u + g (x,u) =0 en f1 (II)

Con u(x) = 0 en b 11 donde Jﬁ.C:Rn es una regidén aco-

tada, hb.fl la frontera y

n
Yo N
dge £l xR —3 R % 240 = L 5 -
i=1 Ox’
A,
La ecuacidtn I1 es conocida como una Ecuacidn Eliptica
no lineal con condicicnes de frontera y las técnicas que usa-
remos para resolver esta ecuacidn seran los métodos variacio-
nales.
Mas adelante nos dedicaresmos a dar condiciones para
encontrar soluciones de (II).
Pasaremos a dar ejemplos de algunas ecuaciones reduci-

bles a la forma (1).

Ejemplo # 1 Sea Jl. una regidn acotada en R" b Cé{ll) el

conjunto de todas las funciones u :_Il——*ﬁ R
de clase C' tales gue la adherencia de {)(E fl :u(x)#{)}
esta contenido en.fl :

En Cé(fl) definimos

n
<u\V> = j_nil-VJr ; (Bu/axi)(éwbxi)

se puede comprobar que <:, :> define un producto interno en

Cé . Al espacio de Hilbert resultante de completar(té,<:,>>)

o
lo denotaremos H*(Jl).
Si.{uk} es una sucesion de Cauchy en (Cé, <i,> ) enton-

ces {ug} es una sucesidn de Cauchy en L2(IL), lo mismo gue


















(para algin r > 0)

= > ' =
£1x) f(xo) 2 £ (xol(x xo) entonces £ es D.L.S.C, en Xy

Demostracidén: Sea {xnﬁ C'B(xo,r) tal que X — X -

Como f'{xo) es un funcional lineal continua entonces

im EVe )(xn—xo) = lim f'(xo)(xn—xo) = 0
n—scwo Nn— @
' _—
como f(xn):z i (xo)(x xo) + f(xo) entonces
lim £(x_ ) 2 lim £(x ) = £(x_|
nn—»aod n — oo
Luego £leg DPiles:Cy e L

Teorema # 2. Sea E un espacio de Banach y £ : E— R.

Supongamos gue f es dos veces diferenciable en E(O,r) tal gque
£ (%)} h, m) = D

Entonces f es B,L.5,.C. 'en E(O,r).

Demostraci6én: Por el teorema del valor medio tenemos:

f(x) - f(xo) = f'(xo+t(x—xo)) (x-xo) O fheas

Como

f(x)-f(xo) f'(xo](x—xo)+f'(x0+t(x—xo))(x—xo)-f'(xo)(x—xo)

f'(xo)(x-x0)+f"(xo+t(x-x0)) [x-xo, x—xO]

entonces de la hipotesis del teorema tenemos:

f(x) - f(xo):é f'(xo)(x-xo). Luego por el teorema 1

£ a5 D:L+5-€C an E(O,r).
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Teorema # 3. Sea £ : H— R. f debilmente semi con-
tinuoa. H un espacio de Hilbert. ©Sea A C H cerrado acotado
]
Yy convexo. Sea X, € A entonces para cada € > 0 existe

) e aA tal que

I£(x,) - £(a)l < &

Demostracidn: Sea {xn} & H tall gue IIxn!l a Il ¥y

X ! (canverge debilmente). Consideremos las rectas

2 < =
Xo+txn 2 0 v sSea Etn}_ IR

tal que R ® trl X € BA. Como A es acotado entonces

{tn} es acotado por lo tanto tn X ——>% (0 (debilmente).
Como £ es debilmente continua f(xo+tnxn) — f(xo).
Luego dado &> 0 existe ne N tal que a = x0+tnxn€ B A

gque cumple
|f(xo) - f(a)|< &
Puntos extremos de un Funcional.
Sea £ : E —» IR E un espacio de Banach. Decimos gue

x € E es un punto extremo de £ si existe una vecindad de

o
X U(xo) tal gue:

flx) = £x) & E(x) £ Blx ) Vxe\f(xo;.

Teorema # 4. Sea £ : E ——> R diferenciable. 3 L <

O

es un punto extremo de £ entonces f'(xo) =ik Cver 6]



Teorema # 5. Sea E un espacio de Banach reflexivo vy
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f D.I.8.C. Sea AC E cerrado y acotado. Entonces f alcanza

en A un minimo.

[Ver 6]

Teorema # 6. Sea £ : E — R, E un espacio de Banach

Reflexivo. Supongase gue f es dos veces diferenciable y

satisface:

2
£"(x) (h,h) 2 Jhl ¥ (1h]) ¥
Donde 1§ es una funcidn no negativa definida para

248 Eal gus

1im P (t) = +00
t —

Entonces f tiene un minimo relativo.

Demostracidn: Por el Teorema # 2 f es D.I.S.C en

cada bola de E. Como E es reflexivo cada g(x,r) es debil-
mente compacta. Luego por Teorema # 5 f alcanza un minimo
en E}x,r).

Veamos gque existe B(0,R) tal que el minimo de f se en-
cuentra en su interior. FEn dicho punto f' es cero.

Consideremos

d

gt Lltx) = L7 (tx)(x)

Integrando de 0 a 1 tenemos
[

f(x) - £(0) = ~S EVEx)ix)dt
O

Analogamente

]
EY(x) = EV(O)ix) & S;f"[tx)(x,x)dt e
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Luego de * y *¥* gbtenemos

£'(x)(x) > £'(0)(x) + Ixi ¥ (Ix]) *ox
Por consiguiente
Sf'(tx)(tx) %—dt = £(x) - £(0), para |xj = R
0
Tenemos
]
f(x) - £(0) > £'(0)x + |x|j ¥ (t)x])dt
1 o
= EV){=x) = E S (i Rydy 2
0
R(-1£'(0)1 + (' f(tryat)
o
como b (tR)— @ si R —» 00 entonces para R suficien-
temente grande f£(x) > £(0) en |x] = R, Esto dice que el

minimo de £ en E(O,R) se encuentra en B(0,R). El teorema

queda demostrado.

Teorema # 7. Sea F : H — H un operador potencial

(E'(x) = F(x)) tal que Vx.he H

* {F'(x)(h),n> 2> Clhl2 para algun C > 0.

Entonces cualgquiera que sea y € H la ecuacién

F(x) = y tiene solucibn.
Demostracidn: Sea f : H — B tal gue E£'(x) = F(x)
suponiendo que £(0) = 0 tenemos que
1
£(x) = S(F(tx),x> dt
o
Consideremos \D () = £(x) = (x,¥> luego

)

EHfae) = =1 )

\P'(X)

P "(x)(h,h)

0}

BV (x)h, b
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9]

: |0 = 1
L Zosue { £lx), x€ X, Ixf 2 r ]

2. b, = sup { £(x), x € %X, |x

i

¢, = Inf{f(¥): ¥ & ¥ lyl ¢ r,}

Entonces f{ tiene un punto critico.

Teorema # 11. Sea E un espacio de Banach real separable

¥y sea £ : E =™ IR una funcidn de clase C' que satisface
(P-S). Si f esta acotada inferiormente entonces f tiene un

punto minimo.

Demostracién: Sea ¢ = inf{f(y): y € Y}

5i no existiera y ¢ E tal que f(y) = ¢ por el teocrema # 8
existirian
WL: [0,1]x E —> E continua y d > 0 tales que
ql(l'fc+d) < fc—d' pero esto es una contradiccidén a la de-
finicién de e, ya que £_ . F ¢ vy o = ¢. Luego el

teorema queda demostrado.
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Entonces el problema
HSu(x) + g(x,u(x)) = 0 tiene por lo menos

una solucidén débil.

Demostracidén: Primero veamos que J es un funcional de

clase C'., (J definido en pag. 2)

Como

(1) <J(u), V>‘ = <U.V>‘ + <f(u)' V>. i J'pv

Q
Donde f (u) es el “idnico elemento de H'(f) tal que

(2) e vy == Sf(u) v
De la expresidn (1) vemos que es suficiente probar que

e
f es un operador continuo.

o
Supongamos que By =% W 2D H'(f1 ) luego por el Tecrema

B 32 4. =—s @ B8h LS(Jl). Luego por el Lema 4

f(u ) — £f(u) en Lopinsa T4 )a

De la expresiodon (2) S(f(uk) = F(u)y)yy — @
Luego J es de clase C' y en particular f es continua.
4]
Por el Teorema # 12 la inclusién de H'(Jl) en LS(Il)

es compacta se puede comprobar con argumento parecido al si-

guiente que f es un operador compacto: si s = gé% f no
es compacto puestoc que iHi c— L %25 no es compacto

el P 2n .

1HO — L 15 < oy5 Si es compacto.

Ahora veremos gque J esta acotado inferiormente.

f(u)

Como 1lim Sup( -

= ﬂ()\, existe M > 0 tal que

ity

si Julz M Elu)u £ >

luego para u 2 0
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u (A q+eu? 4 s &
(3) Fu) = Sf(s)ds_{- 5 - ( ?\-l+f’)(-§)ds— f(s)ds
5 4—(7—1+P) EE (o) o
— ?—l+f}u2
- — + kg

En forma similar obtenemos una expresidn para ug 0.
Resumiento estas dos expresiones obtenemos la existencia de

ke R tal que

(}l+f)u2
(4) FAl) & e=—m———— W u € R
luego
J(u) ¥ jul? - x medida (1) - ¥ g u? - Iply lul,

como S( NP, R Ay > ll j-uz obtenemos

(5) J(u) 2 (L= 2 +¥)/an, )lul;/2 - k medida (fL)-Ipl lul,/5

Luego J esta acotada inferiormente
=]
Demostraremos que J satisface (P-S). Sea {un\ c H' (L)

tal que {J(un)} este acotado y VJ(u_ ) — 0.

De la expresidén (5) tenemos que-{un} esta acotada .
A
Como f es compacta existe una subsucesiodn ‘{unj} tal que

N
f(unj) converge.

De (2) tenemos que (7J(unj) = unj + f(unj) + p = 0

e (=]
donde <ip,v> = S pv para toda v g H'((1) entonces
unj converge. Luego J satisface (P-S5), como J es de clase

C' y esta acotada inferiormente por el Teorema # 11 tenemos

gque J tiene un punto critico/ Luego el teorema esta demostrado.
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Teorema # 15. Si1i existe un entero positivo N tal que

A (min{lim =L G EL“_).}
~ u u
u—.0o u - 00
. £(u) : f(u)}
< max{llm —— lim s £ }'n+l
u 5.t u —+@

Entonces la ecuacidn 11 tiene por lo menos una solucidn

débil.
; : AL o a
Demostracidn: Denotaremos lim - = Fli®) ¥
u -y
fag TOM) fr'(-0)
u—=-0

y supongamos que f'(o )> f(-®). FEs claro gque la hipotesis
nos indica que J es de clase C'. Ahora comprobaremos gue f
satisface una condicién de crecimiento de la forma
|f(u)|< alul + b
Esto se puede comprobar tomando a = 2 f'(o0) v b = max lf(u)]
Demostraremos que J satisface P-S5. Sea X el subespacio

de i?l'(ﬂ) generado por { ng, lpz,... (in‘ y Y el subespa-

(s
cio cerrado de H'([1 ) generado por {q)n+l"" v 5 }

[=]
Supongamos gque {uk} & H'[JLY 8 tal gus {J(uk)}
es acotada y que <7J(uk) —3 0. Denotemos por X la pro-
yeccidén ortogonal de uy sobre X y por Yk la proyeccidédn orto-

gonal de u, sobre Y. Es evidente que u, = x, +

k % A
Como i = Yly, = Ix, # Y| tenemos

REdtu Y 8. = ¥}
<i K n k :> 3 0
i

I, + v I

o





















claro que dicho minimo depende de x € X gque hemos fijado.
seat T ¢« X—= ¥ %al gque Ti{x) 28 &l dnico punto de

minimo de g o sea g(T(x))< gl(y) E’y € Y, esto es

f(x,T(x)) = min f(x+vy)
yey

y ademas para h € Y

{PE(x,T(x)),h ) =0 *

33

Para comprobar que T : X —2 Y es de clase C' tendre-

mos que apoyarnos en el teorema de la funcidén implicita
Consideremos
G35 X —= R
G(x) = £(x,T(x))

Tomando el desarrollo de Taylor hasta el orden 2 tenemos

1 2
G(x) < £(x) < £(0) + £ ()=l - 35 mlllel
Se puede comprobar gue G(x) — - &0 cuando |x| — 0O
Como Dim X < 0D existe x, € X punto de maximo de G o
sea
G' =0
(XO)

Tomando la expresién * tenemos

- v B
0 = <\/G(x0),h> - S tm ekl ., YhE %
= < Vil +Tix 15, & + T'(xo)h>
g = <\7f(x0+T(xO)), h >
Luego tenemos \V w € H w = h + k h € X ke ¥

Il
=

<_ <7f(xO+T(x0), W oY
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L0 gue comprueba gque X, * T(xo) es un punto critico de f.

Luego f(xD+T(x0)) = max . min g f(x+y)
X € y €

Teorema # 17. Supongamos gque

X g 3 Nl xR —» R es de clase C' en N xR y continua

en AL x R
2. Existen N € IN F., B.€R A tales que

d b 2 ok 2
d g(x,u)
K& ¥y & e 4 Ny & s

donde P.S N A N+1 son dos valores propios consecutivos
del operador & . Entonces el problema

II AU + g(x,u) =0

en (L U(x) = 0 en bjl .

Tiene una Unica solucién débil.

Demostracion. E1 funcional asociado a I1I es

1 2 s
f(u) = 5 Iull - j- g g(x,s)ds dx.
fn

o

Haciendco algunos célculos tenemos

g¥ f(u+tv)|t=0 = £f'{u)N = (11nr2 - ‘Sng(x.ujv.
También
.- 1 £' (u+tv) | = f"(v,w) = (wv) - S é-g (x,u)wv
at t=0 : %y aou ’

Con estas derivadas en el sentido de Gatuaux debemos

verificar que son continuas con respecto a la variable u.
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para comprobar gue son derivadas en el sentido de Frechet se
utiliza la condicidén 1 y compreobamos que f € C2.
Sea X el subespacio generado por { @]f wz,..., @IJ ¥

Y el generado por {¢)n+l 5@ L ‘¢}n+k"" }

Consideremos x € X

i

2
w 3 <z =
f'"(u)(x,x) = ml"X"l con m

: 2 ;
y £ (u)(y,y) 2 mylylj con m, =1- Y & Y.

Luego se cumplen las condiciones del Teorema 16 y entonces la
ecuacidén I1 tiene una solucién débil.
2 ALGUNQOS TEOREMAS DE APLICACION DEL METODO DE LIAPUNOV -

SCHMIDT.

Ahora presentamcs otros teoremas aplicables a las ecua-
ciones diferenciales donde la técnica mencionada es parte

principal de la demostracidn.

Teorema # 18. Sea H un espacio de Hilbert, con H = X(@® Y.

f : H — H un operador completamente continuo y de clase
€Y. Bea o S B70 tal que
. - 2' =
1. a) K flxty), v¥>¢E Ix1= @ Ivi =€
rS
b) < flx+y), x> &p yle g Ix] =p
-9 Yuen iy & ¥ con |yl = 1

el 4 33 1=

Entonces f{ tiene un punto fijo.

BIBLIOTECA
UNIVERSIBAD DE PANAMA

e
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Demostracién Sea x_€ X con onﬂé 2 . La funcién

sz(x0+ )]t ¥ — Y es completamente continua.

De la condicidén la
2
(P flx 2910 9 5 ¢ & para |yl =€

Luego por el teorema de funto fijo de Kranosselski
sz(xo+ tiene un punto fijo en B(O, £ N Y que lo llama-
remos "

emos y
Sea 2 X8Y —3 %
o]

Q(x,y) = Pz(f(x+y)) - . 3 Entonces Q(xo,yo) = 0

De la definicién de Q@ tenemos

DY O(x+ ) = Dszf(x+ Y~ Lf¥=

Como D f(x+ ) es completamente continua y ademas Dy

L
¥
es inyectiva entonces Dy es sobre.

Utilizando el teorema de la funcion implicita tenemos

gue existe %ﬂxs\c X tal que g(xO] - donde
g :‘\on) = S
Luego g(x) = sz(x+g(x)} para todo X e'beo)

Como g se puede extender continuamente a Vixo) para

cada x € \A;&” C B(0,p ) podemos construilr una g,

d
unica que satisface g(x) = Pz(f(x,g(x)) \/x € fod }
Luego 9 (xg ) = glzxy ) 1o que indica gue podemos exien-

der a g continuamente por fuera de Vﬁxo) manteniendo su de-

finicion.
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Se puede extender g continuamente hasta un punto
x. € B(O,) ) X won X, + x_ . Luego existe
g : B(O,p)N X — Y continua tal que
* g(x) € B(0, € ) N Y. Como P,E(x+g(x))=g(x) Vxe B(O,p)Nx
sea 6 : X\ B(O,p) — X G(x) = PE(x+g(x])
De la definicidn de g vemos que es completamente continua,

por lo tanto G es completamente continua.

De la condicién 1b tenemos

|
## {G(x), xp&p =] < B
Por el teorema de Kranosselski G tiene un punto fijo.
* * % = =
Luego de y obtenemos f(xo+g(xo)) xo+g(xo) lo cual de

muestra el teorema.

Teorema # 19. Sea H un espacio. Sean X, Y dos subespa-

cios cerrados tal que H = X(@ Y y Dim X <00 .+ Sean P, y

Psy las proyecciones sobre X e Y respectivamente.

Consideremos £ : H —3 H completamente continuo. Conside-
remos € , B > 0 tal que x € X con |x]<p v &Y

con |¥X]<E tal que se verifica:

a) P, © fx+ ) ' ¥ — Y es una contraccidn, |yl <&

x € X fijo.
b) iPy fix+y)l<p can & & & z Ju] 2B

Entonces f tiene un punto fijo.

Demostracién Sea X, € X un valor fijo. Consideremos
voe ¥z fe]le y la funcién P, © f(xo+ | - e Y
por a. P, o f(x+ ) es una contraccién en B(0, € ). Como H

2
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es un espacio de Hilbert = H es un espacio completo.
Por el teorema de contraccién de Banach tenemos

P2 of’(x0+ ) tiene un Gnico punto fijo que llamaremos

Construiremos ahora la funcidén

IR e s AR, gue cumpla:

X, € X ¢ Ixolcﬁ =9 T(x,)

Y, Uunico punto fijo de _pzf(x0+

X, € b ﬂXOHcP = Ti=x ¥y unico punto fijo de péfhﬁf

La funcién T esta bien definida, por lo tanto probaremos gue

T es continua.

Consideremos la sucesidn { xg} X e X : |xn|¢:ﬁ
con la condicidn X, — Xg. . Qo
IT(x )-T(x )] = IP,E(x +y ) - PoE(x +yJl

= IP,E(x +y ) - PE(x _+y ) + Py(x _ty ) - . v I
< P, E(x +y ) = Pof(x ty M+IP,E(x ty )= PyE(x ty )i

< len-xo| + Klyn~y0;

Kix -x_| + KIT(x ) - T(y,)I

Luego
K
IT(x,) - T(x5)] 1-K e P eOn Xy~ Xg deg>o0
K ;
= “ - B
IT(xn) T(xo)l < & (l_K) luego T es continua.
Como T es continua entonces £ +T ) es continua.

Consideremos la funcién

G(x) = Plf(x+T(x)) con x €& X @ |x]<p
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G: B0, )N x — x.
Comprobaremos que G es completamente continua.
Como f es continua y Pl es continua entonces P! of es con-

tinua, luego G es continua.

Sea AC B(U, p )f\ X Por la condicidn b
QPlf(x+y)H<[3 cuando ﬂxuc.p ., entonces \/x e Xtjr|l <P
ﬂPlf(x+T(x))H<.p lo que indica gue G aplica B(0, £) N X

En si misma. Luego G(A)C B(O,f )] X es acotada.
Ya que f es completamente continua, f£(A+T(A)) es rela-

tivamente compacto luego P.E(A+T(A))} es relativamente compac-

1
to y por lo tanto G es completamente continua.
Por el teorema de punto fijo de Schauder existe por lo

menos un x, € B(O, P) N x tal qgue

Plf{xk+T(xk))= ¥ g

Recordando la definicién de T obtenemos

f(xk+T(xk)) = xk + yk

Es un punto fijo de f.
A continuacidn presentaremos un teorema gque aparece en el
Journal de Ecuaciones Direrenciales en 1978 escrito por Anto-
nio Ambroseti y Giovanni Mancini, En su articulo "Existence
and Multiplicity Results For Nonlinear Elliptic Problems
with Linear Part at Resonance. The case of the Simple Eigen
Value".

La referencia inicial para este articulo es el trabajo

de la Landesman y Lazer donde demuestran condicidén necesaria
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Para esto consideremos
¢t = Lk(w) + PyF(tv, +w) te€ IR Fido.

Ademas usaremos los siguientes conceptos.

Sean X,Y dos espacios de Banach. UC X
abierto y ¢ : U—> Y una funcién continuamente diferencia-
ble segin Frechet, e iUt
¢ se dice localmente invertible en u € U si ¢ induce un

difecomorfismo de clase € ! de una vecindad u € U en una

vecindad de V = {(u) € Y.

¢ : X — Y se dice una aplicacién pro-

; ; -1
pia si para cada compacto K< Y, ¢ (K) es un compacto en X.

5i p€ C'(X,Y) es localmente invertible en ue U

induce que ¢'(u) € X (X,Y) es invertible

si e C'(X,Y), § localmente invertible y
propio. Entonces ¢ es un difeomorfismo global de X en Y.
Ahora presentaremos el teorema de Ambroseti - Mancini

donde la técnica de demostracién es la de Liapunov -Schmidt.

Teorema # 20. Consideremos que las condiciones 1 al 5 se

cumplen. Entonces ‘/t € IR ¢t es un difeomorfismo global

i : ;
de V en si mismo.

Demostracién Comprobaremos qgue ¢t es localmente inver-

tible en cada punto w € vl Yy que ¢t es propio.
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1

Consideremos ¢£(w) i1z — L .2 + P2F'(tvk+w)z z € 'V

k
Probaremos que la ecuacién ¢%(w)z = 0 tiene una Gnica solu-

cién, la solucidn cero.

" & 2
El conjunto V = W. @ W con W, =L+v;] i2 k + 1
1 2 i i
W, =Cv.1 i & k= 1
2 i
= + V'L £ ¥ T T
z =2z, Z5 z € z; iy LA

Consideremos N 1 la proyeccidén sobre Wi de

Lkz + PZF'(tvk+w)z =0

donde obtenemos

i
o

[]
Lkzl + “-l P2F (tvk+w)z

]
(=

L.z +w)z

‘n’ )
Kk + 2 B E* L tv

2 2 k
De estas dos ultimas expresiones obtenemos:

2 2
((22122)) F ((zl'zl)} > ?“k“Zz“O & lk'zllo

' 2 = 2
j;f (tvk+w)z2 - g.f (tvk+w)zl

fn
Utilizando 4 en la expresidn anterior, para algdn G20
((25,2,)1=(085:2,00 % Ay 1120248 Jz,12- Ry (12,12
7 i T k-1""2% 2%0 k+1'%1%0
2
al“'lu

Por la caracterizacidn variacional de A k Y como
(Zi,v.) = [ pire A=l.Z, ..k tenemos

2 2
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Reemplazando estas dos expresiones en la desigualdad

anterior obtenemos 8ﬂzlo < 0 luego ||z|iO = 0

y obtenemos

L.z + P.F'(tv,+w)z = 0 solo tiene la soluciédn

k 2 k

z = 0. Luego por el Lema 1 ¢t es localmente invertible.

Para probar gque ¢t es propia observemos gque Lk tiene
. 5 . 1 :
una aplicacidén inversa acotada T en V . Aplicando T a la

expresidn

Lk(e) + PzF(tvk+w) = Pzg obtenemos

w = TP2(g—F(tvk+wn

S1i g pertenece a un conjunto compacto en E, como f es
acotada entonces F es acotada. Luego w pertenece a un con-
junto compacto en E. Esto comprueba gue ¢ es propia lo cual

concluye la demostracidn.
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PROBLEMAS DE APLICACION

Soluciones periddicas de la Ecuacion
x"(t) + £(x(t)) = pl(t) (1)

Donde P : IR — R, 2W periddica p € L2 [0, 28]
f:R — IR, fecl

Sea H el espacio de las funciones u 2-T - peridédicas

u € L2 [0,27] tal que wu'(t), la derivada generalizada de
u pertenece a L2 L0,2"] . El producte interno esta defi-

nido asi:

n P

LanwDy = gou(t) v(t)dt + Sou'(t) v {EJdE,
Consideremos X € H constituido por las funciones cons-
tantes, Y H el subespacio de H consituido por la funciones
de promedio cero.

Esto es y € Y si
1l

¥ = 35 go y(t)dt = 0
Se puede comprobar que
a) H=-X®vY
by XLE
Ademas se cumple la desigualdad

m Tl
c) S(Y(t))zdt < ‘((y'(t))z at.
o

0

Ver (Adams "Sobolev-Spaces").

Decimos que u € H es una solucidn débil de (I) si u es

un punto critico del funcional

Jd g R
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1

- jL {y*z - f(x+y)z + p.z} dz (2)

También para y,z,w € Y

2 d
(D" I ylz,w > = &< Za (yrez),

Utilizando (2) obtenemos

A
< Dsz(y)z,w > = S; z'w' - f£'(x+y)zw (3)

De la desigualdad c se deduce gue la norma en Y es equivalen-

te a:

1

1l /2

2
1zt =« § (2%
2]
De (3),la desigualdad (c) y la condicidn (b) del teorema te-

nemos que
D Jd (')Z ¥4 :_,. (l-b)][zl! (4)
< = y ' >

De la desigualdad (4) se obtiene que Jx tiene un minimo.
o

(Ver [51] pég. 79-80).
Ahora

< S, lyyl- P, 1930 ¥y - ¥

2
D JxD(y2 Sy -y ) (¥ -y, ¥y - ¥y, > 2

2
(1-b) ly; - ¥,l (5)

De (5) se deduce gque el punto de minimo de Jx es unico.
(o}

Ahora 3 Sea T : X — Y tal que T(xo) es 21 Unico punto
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de minimo de Jx -
o)

3, (T(x)) £ J_ (y) (6)
o O

Cualquiera gue sea y € Y.

También <Jx0(y). z> =0 (7)

Vazeyvy Bf % gold &1 & = D).

Haciendo uso del teorema de la funcidén implicita se com-

prueba gque T ¢+ X —3 Y es at,
Sea ahora
G : X — R definida asi:
G(xo) = J(xO+T(xO)

Es claro que G € Cc'. De 1la desigualdad 6 se obtiene

< =
G(XO) = J, (0) J(XO) (8)
o)

pero

J(xo)=2‘ﬂ P oax = 2N Fix)
De (9) vy la propiedad b) J(xo)-—é -0 cuando
IxO[__,OO . De (8) obtenemos gue G(x5) — -
cuando ]xol——a 0 . Como Dim X = 1 entonces G tie-
ne un maximo X1 e X per lo tanto G'(xl) = 0

Luego se puede comprobar usando la definicidn de 6 gue

X, + T(xl) €s un punto critico de J o sea:
Q?J(xl + T(xl)) = 0

y %, + T(xl) es la solucidon débil buscada.

4



CONCLUSIONES
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