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INTRODUCCION



Una parte considerable de los espacios utilizados en
la solucibén de importantes problemas del anadlisis son espacios
de funciones. El orden'usual en estos esp;cios hace de ellos
espacios arquimedianos, este hecho entre otros justifica el in-
terés por el estudio de estos espacios.

En este trabajo se exponen las ideas principales que han
servido para clasificar los espacios arquimedianos. Dicha clasi-
ficacién se ha realizado, basicamente ateniéndose a Propiedades
de Proyecc1dn y a Propiedades de Completitud.

Zaanen y Luxemburg hacen una clasificacidén estricta en
[:4] y la misma relaciona los distintos tipos de espacios arqui-
medianos. Con posterioridad, Aliprantis y Langford [1] e in-
dependientemente Quinn [5] introducen un nuevo tipo de espacio
y se amplia el diagrama de inclusién principal.

i

En este trabajo se introduce una nueva propiedad de pro-
yeccidn y se verifica que la misma define una clase estricta de
espacios arquimedianos, y se la ubica dentro del esquema de inclu-
s1én principal.

El esquema que hemos seguido es el siguiente:

En el Capitulo I, presentamos las propiedades basicas de

los espacios de Riesz., En el Capitulo II estudiamos a los sub-
espacios que gozan de cierta estabilidad, y se introducen los es-
pacios arquimedianos. En el tercer capitulo se demuestra el Teo-

rema de Inclusiédn Principal. Ademés, se caracterizan los espacios
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A0~ - DC sin utilizar los d-completamientos, resolviendo un
problema planteado en [Z] » ejercicio 19, pag. 32. Finalmente,
se introduce un nuevo tipo de espacio que modifica sustancial-
mente el diagrama de inclusidn principal.

El trabajo incluye un apéndice en el que se demuestra el
Teorema Espectral de Freudenthal, utilizado para probar una de
las implicaciones del Teorema de Inclusidn Principal. La intro-
ducci6én de este importante resultado se justifica mis que nada por
razones de autocontenimiento; por el volumen del trabajo preli-
minar, no directamente relacionado con el objetivo de esta tésis,

nos indujeron a presentar este material en forma de apéndice.



CAP)1ULO |

PROP-LEDADES BASTCAS: DE LOS LSPACIOS DE RLESZ



En este capitulo presentaremos las propiedades basicas de
los espacios de Riesz.
En éste y en los capitulos posteriores, denotaremos por R
LA + ’
el conjunto de los nimeros reales, por R al conjunto de los ni-
meros reales mayores o 1guales a cero, y por © al vector nulo en

el espacio vectorial.
1.1 ESPACIOS VECTORIALES ORDENADOS

Definicibén 1.1. Un espacio vectorial ordenado es un cuadruple
(E, +, ., € ), donde (E, +, .) es un espacio
vectorial real y £ es una relacibn de orden
parcial sobre b tal que:

1) u ¢ v entonces u + WV +w para todo UV yw enE,
2) u € V entonces u £ «V para todo U, Ven E, x>0

en R.

Proposic16n 1.1, Sea E un espacio vectorial ordenado, y
P = {ueE: uze}. Entonces:
) PAC(-P) = {e},donde—P={-ueE:uep}
2) P +P ¢ P, donde P+P={u+v tu, v eP}
3) Para todo & € lR+, odP & P, donde P ={°(u :ueP}.
Reciprocamente, s1 P & E tiene las propiedades (1), (2) y (3),
la relacibn
ugv st, y sblo s1, v - u €P,

es una relacibén de orden parcial en E, y (E, € ) es un espacio vec-

torral ordenado en el cual P es el cono positivo.



Demostracién:

( =P ) (1) Sea ueP (N (-P)<==Du €P yu € (-P)
F=Pu 26y -u=06
P> u =90 O

2 Sean u,v €P,u>08 =Su+v380+Vv=vV3280

=u+ v € P'D
P Sea ueP, KEeR :ud0 =D>ou > «6 = 6=Pou 8
(G= ) 1?2 £ es una relacién de orden en E,
(a) Reflexivaidad: para todo u € L, yw-u =6 € P, enton-
ces u g para Ltodo o € l:,u
(b) AntisimbéLiica Seannu, v Ch, ugvyvegou
D v-ut ! yuvel! =>v-uce€elby

v-u & (‘—l’)

= v-u€ P N(P)=sxDv-u=29
@ v = U-D
(¢) Transitividad: Sean u, v, w € E, u gvyv g w

=>v-u € Pyw-vepPl
=> (v-u) + (W-v)€ P+ PEC Pe=Dw-ucP
=D>u S w.nq

22  Compatibilidad
Sean v, v, w € E, y supongamos que u g v.
(a) ugve=PSv-u€eP =H(v+w -(u+w) =v-ucecbP=
u+w<v+wl:l
(b) Sea o eR y seaugv
u € vePpv-ue€elP = «(v-u) e (P & P

=D AV - Xu € P=Dxu £ ov



Asi pues (E, € ) es un espacio vectorial ordenado.

+
Ademis, E ={ueE:u>G}={ueE:u-e (-:P}
= {u €¢E :uepbP } = P,

o sea, P es el cono positivo de E.

Definicibén 1.2. Sea E un espacio vectorial ordenado, el con-
+
junto E = { uéeE:u 280 } se llama cono
+
positivo de E, Los elementos de E se llaman

elementos positivos.

Lema 1.1, Sea E un espacio vectorial ordenado, u € E, Ay B
partes no vacias de B, Entonces.

(1) sup (u + A) = u + supA, si alguno de los dos miembros existe

(2) sup (-A) =-anfA, s1 alguno de los dos miembros existe

(3) sup (A + B) = supA + supB, s1 el miembro derecho existe

(4) s1 o€ R+, sup( & A) = o supA, s1 el miembro derecho

existe.

Demostracidn:

(1) Supongamos que existe u + supA. Entonces, u +Vv € u+ A
para todo v € Ay u+ v  u + supA, luego u + supA es una cota su-
perior de u + A. Sea m € E una cota superior de u + A, entonces
u+v  m para todo v € A, por lo tanto v ¢ m - u para todo v € A.
Luego m - u es una cota superior de A, esto implica que supA £ m - u,

entonces u + supA £ m. Por consiguiente sup(u + A) = u + supA.

(2) Supongamos que existe sup (-A). Entonces, -v £ sup(-A)

para todo v € A, por lo tanto - sup{-A) g v para todo v € A, luego



- sup(~A) es una cota inferior de A. Sea m € E una cota inferior
df_ A, entonces m v para todo v € A, por lo tanto - v £ -m para
todo v € A, luego -m es una cota superior de {-A). Por consiguiente
sup(-A) £ -m, entonces m < =-sup(-A), lo que prueba que -sup(-A) =1nfA
Luego sup (-A) =-ian.D

(3) Supongamos que: existen supA y supB.

Probaremos primero que: supA + supB es cota superior de
A + B,

En efecto, seaw € A + B, entonces existen a ¢ Ay b € B tal
que w = a + b; pero, a € A = a aupA]

=pw = a+b < supA + sup B,
beB =Db < supB

Luego w L supA + supB para todo w € A + B.

Probaremos ahora que: supA + supB es la menor cota superior de
A + B,

En efecto, sea m € E una cota superior de A + B, entonces
a+b g m para todoa €A, b € B, Sea a € A, arbitrario dado, en-
tonces a + b < m para todo b € B, luego b ¢ m~a para todo b € B.
Por consiguiente, dado a € A, m~a es cota superior de B, por lo tanto
supp < m-a para todo a € A, o equivalentemente, a < m - supB
para todo a € A, Luego m - supB es cota superior deA, y por consi-
guiente supA ¢ m - supB, o equivalentemente, supA + supB < mn.

Asi, hemos probado que supA + supB = sup (A + B).

(4) Supongamos que existe supA enE, y sea 0 < & € R. En-

tonces si w € & A, existe a € A: w = o a, luego o w = agsupa,

entonces w = oL a £ A supA. Luego ofsupA es una cota superior de



XA,

Sea ahora, m una cota superior de oA, entonces «a < m

para todo a € A, por lo tanto a < xf]m para todo a € A, Luego

_l , . _l
& 'm es una cota superior de A, por consiguiente supA { & m,

entonces o{supA € m. Luego sup{ o A) = o{supA para todo &« > 0

en R,

Observacidén 1.1. Las proposicionesanilogas respecto de infimo
son verdaderas, o sea:
(1) 1nf(u + A) = u + 1nfA, s1 alguno de los miembros existe.
(2) 1nf(-A) = - supA, si cualquiera de los miembros existe
(3) 1nf(A + B) = 1nfA + infB si el miembro derecho existe.
(4) Si &« 2 0en R, inf( o A) = o 1nfA, s1 el miembro
derecho existe,
1.2 ESPACIOS DE RIESZ

Definicidn 1.3. Un espacio de Riesz es un espacio vectorial

ordenado (E, < ) tal que existe
sup {u, v}= uvyv

Para todo u, v € E.

Definicién 1.4. Sea E un espacio de Riesz y u € L, se defi-

(1
(2)

(3)

nen los vectores:
"médulo de u", como: [u| = uv(-u)

+
"parte positiva de u", como: u = u v 6

+
-

"parte negativa de u", como: u =-u v 8



Proposicidn 1.2. Sea E un espacio vectorial ordenado, en-
tonces las siguientes afirmaciones son equi-
valentes:

(1) E es un espacio de Riesz

(2) Existe inf {u,v } u A v para todou, v € E

+

(3) Existe u uVve para todo u € E

Demostracibn.

(1) = (2) En efecto, s1 u, v € E entonces -u, -v € E, por
lo tanto existe sup {-u, -V}= -u V -v. Lucgo cxiste
wnf { u, v} = —sup {—u, -v i

(2) =D (1) En clecto, s1 u, v € bk entonces -u, ~v € L

b

por lo tanto existe ainf{ {—u, -v } = -u A -v. Luego exis-
te inf {_—u, -v } = - sup { u, v }

(1) ={> (3) Es obvio.

(3) =>» (1) En efecto, s1 u, v € E entonces v - u € E, por lo
tanto existe sup { v- u, 6‘} € E. Luego existe
u + sup { v-u 6 } . Sea A = {v - u, 9} , se tiene
que existe u + supA. Luego existe sup (u+A) = u + supA.
Pero

u+A=u+ { v-u,#8 } = {u +(v -u), u+86 } = {‘v, u i:

{v v}

Por consiguiente, existe sup &11, v } € E.

Pr9p051c16n 1.3. Sea E un espacio de Riesz, y sean u, v, w € E,

Entonces:



(1) u v, entoncesuvw £ vVvwyuaw v A w

(2) (uvvivw=uv(vvw

(3) (UuAvV)Aw =uAN(v Aw).

Demostracifn:

(1) ugvyuawu, entonces u Anw < V.

u Awg VvV yunw  w, entonces u Aw § v A W,

En forma anfdloga se prueba que u vw € v v w.

(2) a) uvvvw) 2vvw, vvw 2 vyvvw 2 w, entonces

uviivvw 2vyuviuvw > w.
b) uv(ivvw)>u yuvi(vwvyw >v, entonces
uVvViivvw)2uvy

Aduv(vvw)2uvvyuvVvi(vvw) > w, entonces

uvivvuw 2(uvv)vuw,

Por otro lado, (d) (Uvv)vw 2uvv,uvv 2uyuvvyyv,

entonces (uvv) vw 2uy (uvvivw >v.

(e) (uvvivw 2wy (uvv)vw > v, entonces

luvv)vw 2 vvw
(f) (uvv) vw 2uy (uvv) vw > v vw, entonces
(uvv)ve 2uv(vvw.

Por (c) y (f) se deduce que (uv v) vw=uv(vvuw.
(3) Se demuestra en forma aniloga a (2).
Proposicidén 1.4. Sean A y B subconjuntos no vacios de un

espacio de Riesz E, tales que existen

supA y supB. Entonces,



supA/\supB=sup{u/\v:u€A,v € B}

Demostracidn.

u N v g supA N supB para todo u € A, v € B; luego

{u A viue€eA v € B } esta acotado superiormente. Sea w
otra cota superior de este conjunto, entonces w 2> u AN v para
todoue A, ve€B; perouAv=u+v-uvwvv., Por lo tanto
wW+uVvVv > u+ v, entonces w + SupA V supB > u + v para
todo u € A, v € B, Luego w + supA V supB > sup(A + B) =
SupA + supB.

Por consiguiente w > supA + supB - supA v supB = supA A supB.

Asi hemos probado que supA A supB = sup u Av: u€ A, v €B

Corolario 1.1, Sean A y B subconjuntos no vacios de un espacio
de Riesz E tales que existen 1nfA e 1infB.
Entonces,

infA v 1nfB = 1inf {uvv:ueA,v € B}

Demostracidn.

infA v infB = - [ -(znfA v 1nfB) ] = = [ -1nfA A -1nfB ]

- [sup(-—A) A sup(-B\]
—eup{-u N -v*' u€AiA v € B}

1nf{— (_-u/\-v]:ueA,v € B}

inf {UVV2U€A,V€B}



Corolario 1.2. Sean A y B subconjuntos no vacios de un espa-
ci1o de Riesz E tales que existen supA e 1infB.
Entonces:

(1) supA A u

sup { VA U:IVE A} para todo u € E

(2) infB V u

inf {v vu:v e B}para todo u € E
Demostracidn.

(1) Es una consecuencia inmediata de la Proposicidn 1.4

(2) Es una consecuencia inmediata del Corolario 1.1.

Corolario 1.3. Sea E un espacio de Riesz. Entonces:

(1) (uvv) A w=(uAwv(vAa w) para todo u, v, w € E

(u vw) AN (v vw) para todo u, v, w € E

2 (unv) vw

Demostracidn.

(1) Es una consecuencia inmediata del Corolario 1.2.

(2) Es una consecuencia inmediata del Corolario 1.2.

Se tiene el siguiente resultado que proporciona una serie de

1dentidades y desigualdades biasicas.

Proposicidén 1.5. Sean u, v, w € E, y E un espacio de Riesz.
Se tiene:
(Du+v=uvv+uAav
(2) u = ut - y 't AU =9
+ +
(3uwvv=(u=-v) +v=(v-u) +u
(4) |u | =u o+ y lul = 0d=pu = 0
(5)“u|- Ivl' < Ju+v] g |ul + |v| (desigualdad

triangular)

10 -



(é) U+ VvVvw

(7) A(u vv)

(8) "Aul=‘7\|‘u|

(9) u-vAw=(u-vVIV(u-wyu-v Vvuw

(u+vV)V@+wyu+rvaws=(u+v)N(u+w

Au v Avy A(uAav) =2univ si XA 20

para todo A€ R

{u=-v)A{u-w

(10) [u=~v] =uvv-uAv

(1) Juvw=-vvw| + JuAw=-vAw]| = |u=~v|(identidad
de “Birkhoff's)-

(12) Juvuw-vvw]| € |u-v]| vy Juau=-v A ufcfu-v]

(desigualdades de Birkhoff's)

(13) S1 u, v,w€E+:(u+v)/\wgu AW+V AW

Demostracibn.

Solamente probaremos (1), (2), (4), (5), (10), (11) y (13), Las

demis 1dentidades y desigualdades se deducen facilmente.

(1) Probaremos que u + v-unAnvs=uvyv,

En efecto, u + v-uAw

(2) Probaremos que (a) u + u =u

En efecto, u + u

u+v+ (muwv -v)

(u+rv-u) VvV (u+rv-v)

uvVv v

+

u+ (kuve)=(u+ (-u)) V{(+9)

=0 V u= U+
o + -
Ahora probaremos que u A u = 8
En efecto, 8 =~ u +u = ~-(-uv @) +u
=uAB +u

fl



+ -
(4) Probemos que |u| =u +u

(u =(-u))t - 4

En efecto, |u| =u VvV -u

(2u)* - u=2u -u

+ -
2u - (u+ - u )

[}

= ot s u
Ahora probaremos que [u]| = 6<=pu = 6
(=>) Supongamos que |u| = @
Como u < |u] =é y -u < |u] =86, entonces ugoy
u >0, por lo tanto u = 8
(=) es trivial.
(5) Primero probaremos que |u + v| < |u| + |[v]
En efecto, u § |u]y v < |v| , entonces u+ v <|u] + |v]
Por otfo lado -u  [u| y -v £ |v| entonces
-u) + (-v) = =(u+v) < |u] + |v|

Luego |ul + |v| es una cota superior de {u + v, =(u + v) }

[}

por lo tanto Iu + Vv | (u+v) v -(u+ v 'ul + Ivl , en-

- 1z -

tonces [u + v| & [u] + |v]
Ahora probaremos que [[u] - [vl]< fu+ v
En efecto, |u| = [u+ v+ (-] € |u+ v| + |v] , entonces
[ul = dvi< e+ vl
|v| =|v+us(-w|g|v+u| + |uf , entonces
vl = ful< o+ v]
Luego |u + v| es una cota superior de {[u] = |v| , -  [u] - [v])}
por lo tanto [|uf - lvll = Ju}] = |v]dv=Clu] - |vphglu+v|,

entonces |‘u| - |v|l< Iu + vl



(1) uvv-uanAav=(uvv-u)viiuvyv-yv

® V (v-u)v.(u-v)vae)

((u-vIve)v (-(u-v)vVv e

w-wr"v w-w~

(u-w's (u-v) - [(u - v)+f\ (u- v) ]

(u-w' + (u-=-v)

|u-v]

an |qu-vvw| +IU/\W_V/\«.WI=

(uvw)v {vvw) - [(uvw)/\(vvw)] + (uAw) v(vaw) -[(urxw; /\(V/\w)]

wvluvy) - [w VuAav) ] + wAalvvu) - w A (UAv)

[wv(uvv) +w/\(vvu)] —[wv(u/\v) + w/\(u/\v)]

[w + (u v v)] - [w + (V/\u)]

Uvv-vau = 'u—vl
(13) Seanu, v, w € E¥

(u + v)h>u=i>(u + V)Aw > unAnweDO K(u+ V)Aw-uAw
Luego (u+v)/\w-qu=|(u+v)/\w—u/\wlglu+v—ul= [v] = v

Por otro lado (u+ V)V A w-uAw ¢ (u+ v)Aww. Por lo

tanto (u + VJAw - uAw £ VAW,

Definicidn 1.5. Sea E un espacio de Riesz, y sean u, v € E.
Entonces, se dice que u y v son ortogonales o
disjuntos s1 y sdlo s1 |u| A|v| =8 ; y se
denota por u L v.

Si A y B son disjuntos, entonces u l v para todo u ¢ A, v € B,

y se denota por A 1 B.



Proposicidén 1.6, Sea E un espacio de Riesz, y sean
u, v, w € E. Entonces:

(1) stulv y |w|§|u| entonces w.l v,

(2) Ssiulv y A€eR, entonces Au 1 v,

(3) si ulvywdlv, entonces (u + w) 1L v,

+ -~
(4) udlvsi,ysblosi, u L. v yu L v.

Demostracibn.

(1) Es claro que 8 < |w| A |v|

Como [w|g [u] , entonces |w| A |v]|u] A|v] =8, luego

|w| A [v]=8

(2) Primero observemos que s1 ul v y A€ R, entonces

Au L Av.

Ahora, s1 u lv es equivalente a |u| | |v]|, y también

C 1Al + 1) Iul L s+ ) |v| para todo A€R. Puesto que
[Au] = |a]]u] € (A1 + 1) fu[ , y por (1) tenemos que
Aul (1AL + 1) v

Como |v| LAl + 1) lvl , entonces A\u L wv.

- 14 -

(3) lu +w| |u| + |w| , entonces |u +w| A Ivlg(lul + lwl)/\(vl

NEESM LG

Luego (u + w) L v.
+ + +
(4) Puesto que, |u l =u [u[ y u_l v, entonces u L v
En forma aniloga se prueba que u L v,
. + - + -
Reciprocamente, s1 u Ll v yu 1 v, entonces {(u + u ) L v,

por lo tanto |u| L v , luego u L.



Proposicién 1.7. Sea E un espacio de Riesz, y sean

u, v, w € E. Entonces:
(1) u Lv, ul w, entonces
u..l_(%v+}.n,w), para todo A, p €R.

(2) St u .l v, entonces
|u + v|= ‘u - v|= |u|+ ivl =“u| - |VH= Iulv |v|
(3) st lu + v' = [u - vl , entonces u v

Demostracidn.

(1) S1 ulv y \ € R, entonces ul Av.

ulw y PeR, entonces ul pew, luego ul( AV + w)

(2) &) Jul v fvl=u] + |v|
En clfecto, ful + |v| = |u| Vv |v| + |u|/\|vl = Iulvlvl

0 ol v vl finl - vl
En efecto, |u| v, |v| =—;—[|u| + |v| + “ul - [v”]

|
=5 Oel v ofvl o+ flu) - iv]]
Por lo tanto 2 [Iul V) |v|]— ( Iui v lvl) =“u| - [v”.
luego ‘u‘ v v} = “ul - |v” , ¥y también “u| - |VH= |u| + {v]|
¢) |lu % v|= lul + Iv'

En efecto, sabemos que |u + v| < |u| + |v]
Ahora probaremos que [u]| + [v]| < Ju+ v]
Como [lu| - |v]|g |u + v| , entonces |u| + |v|g{u + v|, luego
[u+v]=Ju|+ |v]
d fu+vj=|u-v]
En efecto, |u =~ v|=[u+ (- V)| =|u]t{-v] = [ul+ [v],

luego [u+v|=|u—v|

_15_
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(3) Supongamos que lu +v]| =]u- v |
1
Lol Avl=7 [lu]+ 1ol - Jlo] - 1v]]]
]
=5 Clel+ Ivl= o]+ {vlf]
]
=3 [le] + {vl- € Ju] + {v ] ]
=8
Luego u 1L v
Proposicién 1.8. (Teorema de descomposicidn de Riesz).

Supongamos que en el espacio de Riesz E
resulta:

+ L. . k we » :
lul < IvI vee + vnl Entonces, existen

u,...,u € E Iull < lvll (1 = 1,2, ..,n)
y u=u, +...+u1. S1 u es positivo, los u, pucden seleccionarse
T

positivos.

Demostracidn. (Por induccidn)

Si1 n = 1, entonces se toma u] = u,

Ahora, verifiquemos el resultado para n = 2 Supongamos que
|ul< Ivl + v2| , yseau, = (u VvV - lv]| ) A l vll, entonces

I
u; ‘vll y -4, (-u A lvll )V—lvll < lvll , luego lullglvli
Ahora, pongamos u,

[}

LI}
c

- U, entonces

uy, = u - U u+(—ux/\ 'vl’)v—lvll

(u+ (ku A lvll)‘V (u - |V||)

L}

8 A (u+ |vPDviu- lvll)
Pero |ul] < |Vy] * |Vv2| » entomces v | -|vyl< ug|Y| * Vo]

luego - ivzl = (- IVZP NE g (u+ ,v],) "o u, LBV (u- 'vll)glvzl



Por consiguiente luzl < !vzl

Finalmente, supongamos que u € E

u
= u/\vlgu.

Luego 6 € u g u.

1

| [u V(—v])] A vy con vy >0

Como u_ =u - u,, entonces u > S.

2 2

Con este preliminar, la demostracidén es inmediata.

Definicidén 1.6. (1)

(a) € es reflexiva

(b) < es transitiva

Se dice que el par (D, € ) es un conjun-

to dirigido si:

(c) para todo «,) ¢D, existe §eD: A< y P < o

(2)

Una red en un conjunto parciralmente orde-
nado es una aplicacibén de un conjunto

dirigido (D, £ ) en X

u: (D, ) — X

o 1T — u(x) = Uy

y que anotamos {Uq }otﬁ D

o simplemente { U }

(3) Una red { x}a(e p se dice creclen-
te (resp. decreciente), y se denota por
u,,(/ (resp. u, \ ) si:
Para todo °<’P €D :o((\f) =D u, < up (resp.o((p::DuP < uu\).

Observacidén 1.2. (1) La notacidn uu]( € u significa que

u,, f ¥ u es una cota superior de { o }u £ D

(2) La notacién u, f u significa que



u‘ify u = sup{ Uu(:o(eD}

(3) La notacibn uo(\ u significa que u,\ yu = 1nf{u¢x:qe D}

P ci1b 9. S , d d
roposicidn 1.9 ean {uo(}qu y {VP}}CD' os redes en

un espacio de Riesz E, y u, v € E, A€R.

Entonces

n uc(fu, entonces—u«\—u yu—ud\e

(22 uy f u, A 20, cntonces )\ uqf?\u

(3) Ug f v f v, entonces g+ v ]‘ u+ v

) Uy f ", v,,f ST Vp f ok v, enlonces v’.‘f v
Demo ) e thn,

(1)  Son obvias
(3) Sean {u“ }qu y {VP}PED,, dos redes
en un espacio de Riesz E. Consideremos
el conjunto dirigido producto
D xD' ={(J,p) iq€D pep’ } ,
donde (« ,p) < (' 3) s1, y sblo si,
<y Py
(a) Demostraremos primero que Uy + VP f
En efecto, supongamos que (fx,F) < (o(',]b‘ ) con
(X ,F), (f ,p ) €D x D', entonces « €’ ﬁ{FL , luego
uc(gud_- y. Vngpu,porlot,anto u,t vpg ue Vv
Asi pues Ug *+ Vg f
(b) sup { u, + Vﬁ,’NED ﬁeD'}= sup{u‘xzo(e D}+ sup{vp.FeD' }

= u+v



Asi hemos probado que U, o+ v‘5 /‘ u + v.

(2) Sea {ue( }\(e b una red en un espacio de Riesz E

Es claro que Augy f . Por otra parte

sup {'AUXH’( GD} = A sup{uc(:e( €D}=}u para todo A >0
Luego Aug £ Au.

(4) Sean {uo( }0(6 b ¥ {v,5 }}aeD' dos redes en un espa-

cio de Riesz E, y u, v € E.

Sea P € D', es claro que u, + VP € u + v para todo

o €D, entonces ve € {(u-uy) + v, por lo tanto
(Z o

~N

v

p

vﬁs 6 + v

£ inf {u —u, L € D} + v, por consigulente

v. Asi hemos probado que v es una
cota superior de {v
P pipe v
Supongamos ahora que vf, £ h para todo p € D', entonces
Vp Uy KU * h para todo X €D, por lo tanto
sup {ud+vF i o €D, p eD'} < sup{ud+h : oy €D}
=" Ssup {ud\: J\GD}+h
= u + h,

luego u + v £ u + h, entonces v £ h. Asi pues VP / v.

Proposicidén 1.10. Sean {ug< }qu y {vﬁ}peD' dos

-

redes en un espacio de Riesz E, y u, v € E

tales que uv(fu y fo v.

Entonces

n u%vvr,f u vV v
(2) u‘*/\vpfu/\v
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En particular se tiene: s1 uqfu, entonces u, VvV / uv vy

y U\,(Avquv.

Demostracidn.

Sea D x D' el conjunto dirigido producto, y sean
(L ,f), (X' ,p ) € DxD'.

(1) sea(a,p )< («,p ), entonces X L’
tanto u“( u. y v

y
o« ﬂ< Var luego quvpgu, v V..

Asl pues U A% VP/

Ahora probaremos que u vV v o= sup {uu( vV v o € D,F) €D’ }
Lo clecto, “Ca) Uy € u puitodo K€D, yvy < Vv pard
€D', ent v, £ n Vv  uvyv
todo f» , CnLtoncos Uy V P < VP y u Vv VP <

para todo €D, pen’

Luego u, v Vv, < u V v para todo X €D, PGD'.

(b) Sea w cota superior de {“u( v v

3 : o €D, PeD'},

entonces

ue(gu‘vaﬁ,gwvaQU vagw para

o
todo o €D, peDd' . Por lotanto u KW y Vv KW,

luego u Vv € w. Asi hemos probado que

uv v = sup {“o(v v’b : o €D, PE:D'}

(2) Sea(O(,‘b)é(u(',Pl ), entonces o(éo('yPgF',por

lo tanto

Uy S Uyt y vpgvps,para todo o, ' € D ; P,F,' € D',

Luego Uy A vp € u A vpl , para todo

= o

o ,x' € D; P ,F € D'. Por consiguiente u, A\ VF/



Por otro lado

sup{uq/\vpzdeD,PeD'}= sup{u«:o(eD}/\sup{ P€D‘l

(n
(2)

(3)

(4)

(5)

(1)

= u A V.

Asi hemos probado que Uy /\vpf u A v

Definicibn 1.7. Una red {u« ko((-:D en un espaclo de Riesz E,

se dice convergente en orden a u € E, y se

denota por u_, —<l~uy, s1 existe una

red {vq }u( ep en E tal que

- u| < v. para todo d €D con vu\\ )

(ambas condiciones se denotan |uq— ul < v*\ 8)

Proposicidn J.11.  Sean Ilu‘x }o(e DY {VP }P cp' dos redes en

un espacio de Riesz E, ¥y u, v € E, Enton-

ces

(o) (o) -
S1 u, —=u y uo(———p-v, entonces u = v

(o)
u u u, entonces u,_, ——Uu
L4 \ u o *® / ’ ¢ &

S1 u‘xf o) u\ s Y uq—(—‘?—»u, entonces uv(/u o u‘{/u

respectivamente.

Si uy T y VP o v, entonces

(a) kuq+ 2 P(“’ﬁ') — Au + Jv para todo ?\,).LelR.

‘l

JAN
(b) U“V VP—-@(—P-T’-U \' vyua( P—————’-U N v
@ T e - ©
(e) Uy ~——>=U, U, ——>u y (ul

Si uq..(i..u, yu, < w para todo of, £ X , entonces u g W

Demostrac1bn

Sean u, v € E, vy {u“ }q ep una red en E.
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)
u,—*u, entonces existe v,‘\ 6 en E tal que luq- ul < v o

uo(-—“—’->v, entonces existe vai \\ © en E tal que luq_- v' <v'
Ahora |u - v| = |[(uy - us + (v - u )| < |u o~ ul + |u4— v|

£ V.+ v!
\1 l(’

. v
Por lo tanto existe Ve *t Vg = wo(\ 8 en E tal que

6<|u-v|<wd, entonces

6<lu-vl<inf wq=6, 1uego|u—v] =0 , Asi pues u =y

(2) Sea {um }-J(GZD una red en E, y u € E,

Supongamos que u /u, entonces u - u, \ 0, luego existe
una red w = u-ud\e en E tal que Iu‘x-ulgw‘x . Asi
hemos probado que u LT

En forma andloga se demuestra para uq\ u.

(3) Sea {ua\ deD una red en E, u € E.

Supongamos que ug(f y u“-(i’a,-u. Probaremos que Uy / u.
En efecto, uL —‘i,-u, entonces existe Ve \ ® en E tal que
H
u, - ul < v, para todo o €D.
Pero |u°(— ul vq si, y so6lo si, -vu( \<u~x—u yu‘x— ugvu(

para todo o € D, por lo tanto u - u < 0 para todo o € D,

luego 6 es cota superior de {uq— u }

Sea v' cota superior de {u“ - u } . Como A £ u, " u £v'
para todo o € D, entonces v' es cota superior de {-vq}.
Pero sup{- vq:o(eD}=—inf{vq :0(€D}=6, luego 8 < v'.

Por lo tanto 6 sup{uo(-u:0(€D§=sup{u°(+(—u) .O(GD}
=sup{uq: 0(€D§+(-u),

luego u = sup {u‘x: o(eD}. Asi pues uo(/ u.



En forma andloga se prueba que s1 u,\ y u, —u,
entonces u, \ u.
(4) Sean {ux }o(eD y {Vp}pe pt » dos redes en E, u, v €E
y A , € R. Ademis sea D x D' el conjunto dirigido produc-—
to, v ( ,p ) ¢ DxD'.
Supongamos que:

u _(_°’_>.u, entonces existe v, \ 8 en E tal que Iu“- u|g VoY

«
vp——(-‘-”—r-v, entonces existe vs; \ 8 en E tal que lvp— vl < vp
(a) Probaremos que 7\“«+ }va %‘;’r?\u + v,
En efecto,
l('f\u“+ pvp) - (Au +).Lv)|<l9\(u«— ud = (v = v|=
= 2] [u-u]+ l}-‘-l [v’5 - v|<[)\|vq + IPI va
luego existe wg = Illv“ + lle vf:\ 8 en E:
l(?\uo(+);vﬁ)—(')\u+!_;v)| < wg con § = (« ;) €D xD'
(b) Es claro que Iu:( - u+lslu0(— u| y |u; - u—l < |uy - u|para
todo «® € D.
Probaremos que u, V Ve -ﬂ»u VvV v,
En efecto, qu V vg-u V vi|= |(uu( - vb)++ Vs ~[u - vt v]|=

= I[(u“\— Vp)+ —u-w] s (v, = v) |
< | (uy - V5)+-(u-v)+|+|v6-v|
< I(u“—vg)-(u—v)|+ lvﬁ—v|
< qu—u|+ 2|v},‘—v|<v‘*+2vé,

luego existe Wp =V,

d+2v';\6 en E con8=(a(,fl)erD'

tal que luuLV v - (uvv)| < v

()
Ahora probaremos que Uy N v, —u Nv.

£

~d



En efeéto,

Uy A V= U A v|=|u, + VeT U vy (Ut v - u v
= | Cu + vp) = {u+ v) + {uvv - u, Vv )|

N

[Cug - w) + (v, = W) +'lu“vvp— u Vvl

n

Iu.k —u|+|vr‘—v|+|ud\/vﬁ—uvv|

n

|
vt v o+ ws\ 6 en.E,

(o)

luego u; /\VP—-—>-U/\V.

(5)

(n
(2)

(n

<«

(¢) Son inmediatas

Sea {u&}de p una red en un espacio de Riesz E; u, w € E,

Supongamos que Uy LU u, entonces existe w, \ 0 en E

tal que lud— u| < W, Ppara todo &« € D. Como Uy < W pardg
todo L 2, ¥y - W, < uy - u entonces W, S u-u £ w-u

para todo X 2, , luego 8 < w - u. Asi hemos probado que

u £ w.

Proposicibén 1.12. Sea {uu‘}o(e p una red en un espacio de

Riesz E, yu, v € E, Entonces

. (o)
Si uq_Lv y u, —— u, entonces u 1 v

Si u\xf U ¥y uyl v, entonces ul v

Demostracibn.

Supongamos que, u, L v, entonces fug | A |v|= 6 para todo

X €D; y uo(—(—")—r- u, entonces existe v, \ 6 en E tal que

|u°‘-u| < % para todo o €D,
Por otro lado |u| = |-u] =|u*-u+(-u,x)|

g‘ua~u| +|uu'

< v, qul



luego [u| < vy * l udl , entonces 8 < |u] Av] € Gy + fuypav

o«
€ Wy A """lu\xl /\[v]
Por lo tanto © | u ] A [ v |=; v Alv I < v, luego
eg|u|l Alv]|<e.
Asi pues |u | A | vl =86, o sea, u L v.

(2) Es inmediato.

Lema 1.2. Sea (E, € ) un espacio de Riesz y A E. Entonces
(1) Existe d E tal A‘;{ , y ade-
) X una re {uP } en al que upf y UP} y ade
mis, Ay {uP}poseen las mismas cotas SUpPeriores.

(2)  Sea {up} una red en E con upf y s1 up es un elemento

o

cualquiera de {UP : e € D'}, entonces {ut5 : uF >'UB }. Ademas
)

{UP} y {UP : up ).uﬁ

}poseen las mismas cotas superiores.
En particular {UP} posee supremo si, y sdlo si,

+
u - u ! up > u }tlene supremo en E
{P potoUp 2 Uy P

Demostracién.

Existe n -€ N, y sean CEPRERY a, € A,

(1) Sea D = {P :F =={al,..., an}} ( todos los subconjuntos fini-
tos de A).

Consideremos en D, la relacidn < = . Es claro que

(D, &< ) es un conjunto dirigido. Sea la red de E definida

por: uf‘: D——E

P = {al,“.,an} . up

esta relacidn esti bien definida puesto que E es de Riesz.



S1 F= {a}con a € A, entonces u = sup{a} = a, luego
u? = a, Por consiguiente A_C—{UP }F‘e D’ Ademéas, s1 p1 < £,
entonces f)l t_Z_F 2 Por lo tanto SUPPI < SUPFZ » luego up]gu?z.
Por consiguiente ufof

Ademéds s1 h es cota superior de A, entonces para todo

P ={al,...,an} : a g h, por lo tanto supf‘o € h. Luego h es

una cota superior de {UF}f’ eD Reciprocamente, s1 h es una cota
superior de )\UP}F’S ps entonces ug__,, & h, para todo rJ ¢ D, Por
lo tanto a € h para todo a4 € A, luego h ¢s cota superior de A
(2)  Sca {uﬁ}/ en E oy “]"o ‘. {u‘;}

(a)  Probaremos que { up Poup > up, }f

En efecto, sea D' ={P eb : uP > uP

}, es claro que D' es un
o

conjunto dirigido y la escribiremos {up }Pe p' Sea ahora
F ,P' € D', FSP' , entonces up < uP., luego {UP: u‘3 >’uf:;}f
(b) Probemos que {up }pe p Y {up: ug > uﬁo} poseen las
mlismas cotas superiores. Sea h cota superior de {uf)},
entonces uP € h, para todo }b € D, por lo tanto uP £ h,
para todo P € D',
Luego h es cota superior de {u? : P € D'}
Sea u cota superior de {up : up < upo} . Sea

UP € { UF: ‘5 € D}, luego existe ’52 € D tal que Plg P?. Y b, <f)2

Como la red es creciente, uﬁ < up y uP < ug entonces
° e

2
u u, : u <u} or lo tanto u,  u, luego up, £ u. Asi
poe{uprop < ybe b S 8o g S
pues u es cota superior de {ur):f; € D}

sup {UP ip € D}@Ds = sup {uP: uﬁ_>up°}q=(>
sup {up— up, ¢ up P upo} + uPo

Ademas s

Q={>S

_26_
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Ejemplo 1.1 (Los espacios de Riesz).
(1) Sean X#q), F(X) ={f /] f: X—=R, f func16n},
con (f + g)(x) = f(x) + g(x), para todo f, g € F{X), x € X,
(A £)(x) = \ f(x), para todo f € F(X), x € X, A€R.
f € 'g, s1, y sblo s1, f(x) € g(x) para todo f, g€F(X), x € X
Entonces, (F (X), +, ., £ ) es un espacio de Riész.

(2). Sea E = R . EnE definimos el orden lexicografico £ , por

(O(QE)Q({ , §) s1, y sblo s1, (XS ) V (oA=§ /\F,<&)

2
Entonces { R € ) os un espacto de Riesz.
] y X

(3) Sca (X,_()_ ,}-L ) un espacto de medida 11jo, 0 < p<w, y sca
XP().-. ) = {f . fe€ ﬂl y | ] P‘"{ } Lntonces

(ch ( e ), +, ., £ ) es un espacio de Riesz.
4



CAPITULO II
IDEALES Y BANDAS

ESPACIOS, DE RIESZ ARQUIMED IANOS
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2.1 SUBESPACIOS DE RIESZ, IDEALES Y BANDAS

Definicibén 2.] Sea E un espacio de Riesz y S &< E. 8§ se
dice:
(1) sélido si1: para todou, v€Eju€es, [v|g |ul, en-
tonces Vv € §
(2) Equilibrado si: u € S, entonces Au € § para todo
A eR con |A}J< |
De la definicién anterior se deduce facilmente la siguiente

proposiclén:

Proposicién 2.1 Sea S un conjunto sbélido en un espacio de
Riesz E. Entonces:
(1 juj, u+, u € S para todo u € S
(2) S es equilibrado.
Definicién 2.2 Sea E un espacio de Riesz y K un subespacio
vectorial de E. Entonces:
(1) K es un subespacio de Riesz s1 para cada par u, v € K,
supE(u, v) € K.
(2) K es un 1deal de E si K es sélido
(3) K es una banda de E s1 K es un 1deal de E y 51 para todo
A S K, A # 0, existe supA € E, entonces supA € K.
(4) K se denomina ¢~ - 1deal s1 K es un 1deal de E y s1
para toda { fn }112 !g; K, existe f = 2gflf en E, enton-
ces f €K

Proposicibén 2.2 En un espacio de Riesz., se verifican sola-

mente las siguientes implicaciones



banda => 0~ - 1deal ==={> 1deal ={> subespacio de Riesz.
Demostracibn.
Las implicaciones, banda =%>75 -1deal ={>ideal, son consecuen-
cias inmediatas de la definici6n anterior.
La implicacidén, i1deal ={> subespacio de Riesz, es una conse-
cuencia de la proposicidn 2.1 (1).
Ejemplo 2.1 Los siguientes ejemplos garantizan que las inclu-
siones de la proposicibén 2,2 son propias:
(1) (Un subespacio de Riesz que no es ideal)
Sean X # ¢. (X, T ) un espacio topoldgico. Consideremos
el siguiente conjunto H(X) = { f- X —R, f funcidn }.
Entonces el conjunto §&{X) = {f € T(X): { es contlnua}
es un subespacio de Riesz, pero en general no es un 1ideal
de F(X).

(2) (Un 1deal que no es o -ideal).

- Ju -

Sea el siguiente conjunto &( [o, 1]= {f: (o,1]—R, f continua }

Entonces el conjunto E = {fiii( [o, 1J): £(0) =0 } es un
ideal, pero no es 0 -ideal de &([0, 1]).
(3) (Un 5~ -ideal que no es banda).

Consideremos el siguiente conjunto

E = L( o, 1}1) ={ f: [0, 1}J——R, f Lebesgue 1integrable }

Entonces el conjunto N = {ft?o?:‘( (o,1]1): £=0 C.T.P}
es un 0”"-ideal, pero no es banda.

Proposiciédn 2.3, Sean E un espacio de Riesz y K un subespacio

de Riesz de E, son equivalentes.
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(1) K es un ideal.
(2) para todou, veE: ©®gvgu, ucek, entonces v € K
Demostracidn,
(1)=>(2) Es inmediato, puesto que K es un sbdlido.
(2)=>(1) Probaremos que K es sbélido.

En efecto, sean u, v € E : |[v|<Jul, uekK. Como

K es un subespacro de Riesz, tenemos que |u]eK.

Luego se tiene 8 < v' £ lv]g|u ] entonces v+€ K, y
8< v < [v}<|u] entonces v €K,
por lo tanto v=v' - v ¢ K, Luego K es un
i1deal .
Proposicidn 2.4. Sea E un espacio de Riesz y K un 1deal de

E. Entonces son equivalentes

(1) K es una banda de E
(2) = para toda red {u‘x }ué‘D; K, 8 < uy f u en E, entonces
u € K.
Demostracidn,
(1)=>(2). Es inmediato, puesto que K es una banda.
(2)=2>(1). Sea ® # A =K tal que existe supA en E. Como
K es un 1deal, K es un espacio de Riesz. Luego

por el lema 1.2, existe una red {ua'}en K

tales que { u“}deD y A poseen las mismas cotas

superiores, entonces supA = supu . Sea
w
« €D
Uuo € { U«}KGD , entonces

{uw ‘€D uy P uo(}}f y tiene las mismas cotas su-



periores que

{U\x }O(GD s luego sup{uu\.o(eD,uq >u°<°}= :gptk: SupA.

Sup {ud;o(en 5 Uy }udo}a- sup{u‘*- %(O: uxzu’*c
- - . N,

pero 8 u, ungsup{ud 4, Y Y, } Como

u - u._¢© K, entonces por (2)

sup{uq Tou Uy }uqukeE, por lo tanto

sup{ u, - ou U > ud°} € K. Luego

supA = sup { U= uyrou ;tudo}+ u,, € K.

Asi, hemos probado que K es una banda.

Proposicidn 2.5, Sean E un espacio de Riesz y (Sl)1e:1y
una familia de partes de E. Entonces:

(1) 82 S es subespacio de Riesz de E, para todo 1€Jy,

S.
entonces . i es subespacio de Riesz,

1 €Y

(2) si S1 es 1deal, para todo 1€Jy, entonces (\\S. es 1deal

Sy

(3) Si1 S:; es banda para todo ieJ y, entonces (A)S es banda

1 1
1ed

Demostracién:
Son consecuencias 1nmediatas de las definiciones.
Proposicién 2.6. Sea E un espacio de Riesz, y sea A & E
Consideremos los siguientes conjuntos.
1={Bc_: E:ACB, B es ideal}
J={D<;E : AS D, Desbanda}
entonces: (1) {)I es 1deal
(2) ) J es banda
Ademas, [)I (resp. () J) es el menor i1deal (resp. banda)

que contiene el conjunto A,

s



Demostracibn.
Se deduce de la proposicidén 2.5
Definicidén 2.3. Seqn E un espacio de Riesz, y AS E. Los
conjuntos I(A) =f‘{B &S E:ASB, B 1dea1}
b(a) =D = E : ASD, D banda)
se llaman ideal (resp. banda) generado por el conjunto A.
Si A consiste de un solo elemento u, el ideal (resp. banda)
generado por u, se llama ideal (resp. banda) principal, y lo denotare-
mos por I(u)(resp. b(u)).

Proposici6n 2.7. Sean E un espacio de Riesz y A & E.

Entonces
3ul“.”uneA n
= 2z
I(A)—{u €eE =IUISZ'1|J1'
Fx s 20 -~

Es particular, si u € E, entonces I(u) ={v € ElHAzO:lwsAu}
Demostracidn.
(a) I(a) # §, puesto que 8 ¢ I(A).

n
En efecto, sea 31= ... =)h = 0, entonces IQIQZS L3 |u1|
1=

(b) I(A) es un subespacio vectorial de E.
En efecto, sean v, w € I1(A), entonces existen n, me€ N;
existen VisenesVy c A,y Wisees, W € A, ademas existen

7\1...., An 2 0,y P-l,..}xm 2 0 tales que

- m
Iv|<z 31 vl s IWIQZZ\j|wJ|, entonces
1=1 =1
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n m
[vewlKvi+ i S A vt D7 By vy
1=} 1=1
reordenando se tiene el resultado, o0 sea, v + w € I(A).
Sea A€R, u € I(A), entonces existen Upseeesu € A, y
n
9\],...')\n > 0 tal que lulgz Ai fu | - Sea ahora |2wuf=|A}ju]|

i=1

n n
< IAl 257 1] enconces |aul < 2 JIXICA D u ), conlAI(X ) >0
i=1 1=1
luego 2Au € I(A).
Asi hemos probado que I(A) es un subespacio vectorial de E.

(c¢) Claramente I(A) es un sdlido, asi pues I(A) es un 1deal

(d) A < 1(A). En efecto, sea a € A, luego existe n = |,
Ay= 1 lalgi')‘l |2 | = ]2a|,entonces a € I(A).
1=]
Ahora, sea C otro 1deal tal que A © C. Probaremos que

n
I(A) S C.  En efecto, u € 1(A) =Dlul< 37 A, 9y com

1=

Upseesrly € A; ’Al,..., kn > 0, luego Upseeest € C, entonces

n
A luil € C. Como C es sblido, se tiene que u € C,.
1

1=

Asi I(A) = C
Proposicidén 2.8, Sea F un ideal de un espacio de Riesz E.

Sea

H={u€E/ existe una red {uu(}‘“:gF :9<uo\fu},

entonces:
(1) Para todo u cE :u € H si, y solo s1, u=sup{w€F: 9(w<u}



(2) Db(F) =H

Demostracidn.

(1) Sean B ={u ¢ E existe una red {ud} 0 <
y, C ={u € E+: u = sup{w €EF: O w( u}}

Probaremos que B = C

En efecto, sea u € B, entonces existe

c .
{uq ..(e,_DF 20 < uy f u. Es clarc que el conjunto

{w €EF :0  wgu } esta acotado superiormente por u, Sea v
otra cota superior del conJunto{w eF:0¢ wu } , entonces

para todoye{w € F.09 < w g u}. y ¢ v. Ahora

0 < uo(fu, {UW}C_——:F, meluaqucuo(e{weF 9<w<u}

entonces u.x\< v pdara todo o, por lo tanto u g v Asl pues

u = sup { w €l B8 g w( uk‘-( , cotonces B =L
Ahora probaremos que ¢ & B.
En efecto, sca u € ( , c¢ntonces u € E @ u = qup{we}‘:9\<wsu}
Sea A ={w eF : 8 w L u}. claramente (A, { ) es un conjun-

to dirigido, pucsto que F cs un 1deal.

S1 w,, W, € A, cntonces 8 ¢ w_ U yenggu, luego

1’ 2 1
A.
Géwlv Wy L UY W VY, €
Consideremos la red

(A, € ) —= A

W T~ ww=W

luego tenemos que 6 < W f u, entonces u € B,

Asi, hemos probado que B = C

UNIVEBSIDAu DE PANAMA

BIBLIDTECA




(2)

v

(a) H'es sblido.
En efecto, sea v e E, u €H, |v] £ |u| entonces
lul Alvi=lv]
u € H, entonces existe una red
{uu\hg_: F:0 < uqf [u], por lo tanto
6 < u‘x/\lvlﬂul/\lvl . Pero |uul/\|v|<|ual= uo(eF,
como F es sblido, entonces u A |v|]eF para todo
Luego existe una red
{uo(/\lv]}g_F : 0K u*/\lvlflvl , entonces
v € H,
Asi hemos probado que H c¢s sdlido.
(b) H es un subespacio vectorial de E,
(b.1) Sean u, v € H, entonces existen dos redes
{uo(}gF y{v‘(}GF tal que
GSu'_‘Nul y 6K V%flvl por lo tanto
0 u,+ v“flul + Jv] con {u“ + vﬂ}gF,
luegofjuf + |v)] € H.
Perofju + v]gfu) + |v), y como H es sblido,
se tiene que u + v € H,
(b.2) Sea A€R, u € H. Probaremos que du € H.
‘En efecto, sea u € H, entonces existe una
red
{u*}gF 1 e g ka' u|, luego Oglkllt‘lxlfl’/\u]
Por lo tanto existe una red
{]A]uq“gF : Gsl'}\lu*/‘ {2ul,

luego \u € H.



Asi pues H es un subespacio vectorial de E. De
(a) y (b) tenemos que H es un 1deal.
(c) Ahora probaremos que F & H
Sea u € F, entonces |u|}€F, luego existe una
red {uqigF : 0 < uqf]u}, con y =luj ,
por conslguiente u € H.
Asi pues F CH,
(d) Ahora probaremos que para toda red
{u“«‘;;;DH : 0 K uo(fu en E, entonces u € H.
Sean C ={Hx: oA €D }
y E={ver/Ixen:o< vg um}
Claramente D # Q
(d.1) Cy E poseen las mismas cotas superiores
En efecto, sea h una cota superior de C,enton-
ces u\x< h para todo & € D, Sea v € E, en-
tonces existe O € D:8 { v £ 4 » por lo tanto
v £ h, luego h es cota superior de E.
Sea ahora w una cota superior de E sea &€ D,
entonces existe O <~\@ f uy, » Por lo tanto

X,

es una cota supeior de C. Asi pues

v € E, luego u, ¢ w. Lo cual prueba que w

u=sup C = sup E. Por consiguiente existe una
red {ZP}Q_F : 0 K zp f u =|u}] , entonces
u € H. Asi pues H es una banda que contiene aF.

(e)Finalmente, probaremos que H es 1la menor banda que
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contiene a F.

En efecto, supongamos que G es otra banda que contie-
ne a F. Sea u € H, entonces existe una red {u“} Z F : 08 uﬂf|u|,
lo cual implica que existe {llm } & G, por lo tanto Ju]| € G,
luego u € G. Asi pues H & G.

Todo lo anterior, prueba que H = b(F).

Proposicidén 2.9, Sea E un espacio de Riesz y A € E.

S1 T=ﬂ{n C E: ACB, B banda}
entonces T = b (I(A))

Demostracibn.

Como T es una banda, entonces T es un 1deal y ademds A € T,
por lo tanto I(A) € T. Pero b{I(A)) es la menor banda que con-
tiene a I{(A), luego b(I(A)) & T. Por otro lado, como
A S I(A) < b(I(A)), entonces b(I(A)) es una banda que contiene
a A, pero como T es la menor banda que contiene A, se tiene que
T &< b(I(A)).

Asi, hemos probado que T = b(I(A)).

Proposicidn 2.10. Sea E un espacio de Riesz, y sean Ay B

1deales en E, Entonces A + B es un 1deal

Demostracidn,

(a) Claramente A + B es un subespacio vectorial de E.

(b) Probemos que A + B es sblido.

En efecto, sean u € E, ve A + B tal que (ujg|v] Como
v € A+ B, existen a€ A, be B : v =a + b, asi tenemos que

fujg|a+ bl , por 1a proposicién 1.8 existen
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Pero A y B son sblidos, por lo tanto u € Ay u € B;

b
luego u=kua+ub € A+ B,
Asi, hemos probado que A + B es un ideal.
Proposicibén 2.11}. Todo 1deal de un espacio de Riesz, fi-
nitamente generado es principal,
Demostracibn
Sea E un espacio de Riesz, y u, v € E.
(a) Primero probdremos que I(u) = I(jul).
En efecto, claramente u € I( {ul ), luego
I(u) & I(C{ul) Sea ahora v € I( {u] ), cntonces
existe A 20 tal que [v] ¢ Nlul, por lo tanto
v € I(u).
Asi, hemos probado que I(u) = I( jul).
(b) Afirmamos que I(u) + I(v) = I( {u, vi) = I(u| viv]
En efecto, sean u, v € I(u) + I(v), entonces
Ju] A {v]eI(u) + I(v), luego
ICiu)] v 1vDE I(u) + 1(v).
Ahora, sea z € I(u) + I(v), entonces existen
z, € I(u), z, € I(v) tal que z = 2, + Z. Por
la proposicidn 2.7, existen
ALK 0 |z | Ay S EMES A\'|v) , entonces
lzl=|z, +2,|< Alult A KA+ A (Jul Vv,
Por lo tanto z €I( u v v ).

Asi, hemos probado que I(u) + I(v) = I( |u] v |v].



S1 ul’...’ u

Ahora probaremos que I( { u, v } ) = I(Ju} vivh
En efecto, como u, v € I({ll, v}), entonces

lut, Iv) e 1({u, v}), por lo tanto
jujwviviel( {li, v ), luego

I(ful v v E1( {u, v

En forma andloga se prueba que

I({u, v}) S I( |u} vIvI).
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Asi pues I(u) + I(v) = I( {u, v} ) = I(ul v [v}]).

Ahora facilmente se prueba por induccibén que

n
€ E, entonces I( {"1”"’ un}) =I(vV lUlP, lo que
1=}

prueba la proposicidn.

De la proposicibdn anterior se deduce facilmente el sigurente

corolario:

Corolario 2.1. Toda banda de un espacio de Riesz, finita-

mente generada es principal.

2.2, HOMOMORFISMOS DE RIESZ.

Definicién 2.4, Sean E y M espacios de Riesz, y

TT: E —M

una aplicacibén lineal, TT es un

(1) Homomorfismo de Riesz; s1 u Av = 8 en E, entonces

TT(u) ATIi(v) = © en M,

(2) O - homomorfismo de Riesz; st [ Tes un homomorfismo de

)
Riesz y uy —132—»-9 en E, entonces TT(un)‘—‘g—)"e en M

(3) Homomorfismo normal de Riesz; si [[es un homomorfismo



de Riesz y u, o), 9 en E, entonces TT(uu)_J.O_l,.B en ii,

(4) Isomorfismo de Riesz; s1T[ es un homomorfismo de Riesz
y TTes biyectiva.
Proposicién 2.12. Sean E y M espacios de Riesz y
TT: E—=M
una aplicacidén lineal. Entonces las
siguientes afirmaciones son equivalentes.
(1) TT es un homomorfismo de Riesz.
(2) TT(unAv) =TT(u) A TT(v) para todo u, v ¢ E
(3) TT(uwv v) =TT(u) v TT(v) para todo u, v € E
@) TTwH = [TTw]" yTTw) = TT] " para todo uek
(5) TT(ju) ) =|TT(u)| para todo u € E.
Demostracién.
(1) =>(2). Seanu, v €E. Pongamos w = u A v, entonces
(u=-wW)Ar(v-w)=(u=uAvIN(v - uAav) =
(- vw-DIalv-wviv-wn]
=fev-wlalev-(u-w]
=u-wTA@W-v =0
Por hipbtesis tenemos que T u - w) A Ti(v - w) =98
Ahora TT(u) =TT w + (w = w)] =TT + TT(u - w)
TT(w) =TT[w+ (v=-w] =TT + TT(v - w)
luego, TT(W) ATT(v) =[TT(w) + TT(u - W] ~{TT(w) +TTv - w)]
=TT +[TTw - w) ATT(v - ©)]=TT(w) =TTu A v)
(2) ={>(3) Obsérvese que u v v = u + v - uAv para todo

u, v CE,



e

Ahora TT(u v v) = TT(u + v) =TT(u A v) ={:T—T(u)+T_T(v)]~[T-T(u)/\TT(v)]
=[TTw +THw) -TIw ] v [TTw +THy) -TTw ]
= THv) v TT(w) = TT(u) v TT(v)

(3) => (4) Es trivial, puesto que rT(u+) =TT(uve)y
TT(u-) = TT(-u v o).

(4) == (5) En efecto, TT( jul) = TT(u '+ u) = TT(u") + TT()
[T ] " +[TTw]”

[ TT(w | , para todo u ek

(5) ={>(1). En clecto, supongamos que u A v = 0, con u, veE.

Como u A v = 0, entoilces u v+ v=o0u v V.
Por otio lado u A v = uvv - |u vi=n + v=|{u-vl|, lugpo
TTWATT() =TTu) +TTw) - [T = T | = TTCusv)-| TTeu - v) |

=Mu+v) - TTClu-vP)=TTu+ v=tu-=-vwv})
=TTu Av) =TT(®) = ®
Definicién 2.5. Se dice que dos espdcios de Riessz L y M son
1somorfos s1 existe un 1somorfismo de Riesz
entre L y M.
Proposicién 2,13, Sea Tl: L — > M un homomorfismo de Riesz,
y sea S & L, s1 S es sélido, entonces [1(S)
es un sb6lido de M.
Demostracibn.
Sean u, v € L 'lTT(u)Ing7Kv)l con v € S, entonces
TT(v)eTI(s). AhoralTﬁKu)]{]rT(v)l s1, y sblo sz,
- [T < T < | T |

Pongamos w = [(- fvi )Vu] A|v] € L, obsérvese que



|w|lv ], entonces w € S, por lo tanto T1(w)elT(s).
Ademas TIw) = [-[THw) | v. TTw) ] A|TT(w|
v TTw) € = | TTR  vTT(w) = TT(w)
* TT(u) < - |TT(v)| VTT(u), entonces TT(wA|TT(v)| TT(w)
Pero TT(u) = TTWu) A|TT(v)| € TT(w). Luego por (¥) y (%)
tenemos que TT(w) = TT(u) € TT(S).

Asi, hemos probado que TT(S) es sdlido.
2.3 COMPLEMENTO DISJUNTO

Definicidn 2.6. Sea E un espacio de Riesz, y sea
$ # D S E. El conjunto
d
D" = {u €E . ulv para todoveD },
se denomina el complemento disjunto de D
d
El conjunto (Dd) lo denotaremos por Ddd.
Proposicidn 2.14. Sea E un espacio de Riesz y D un subcon-
junto no vacio de E. Entonces.
d
(1) D es una banda en E
d d
2 pnol=¢ o pno’-={e}
(3) D& pdd
d d
(4) D &< B, entonces B &< D con B & E.
(5) D =D
d d
(6) p° = [ b(D) ]
Demostracidn,

d .
(1) (a) D es un subespacio vectorial de E.

d
En efecto, sean u, v € D, entonces ulw yviw

)



para todo w € D, por lo tanto (u + v) L w para todo
d
w € D, luegou+v € D,
d
Ahora sea A€ R, y sea u € D, entonces u 1 w para
todo w € D, por lo tanto Au L w para todo w € D,
d
luego Au €D,
s d
Asl, hemos probado que D es un subespacio vectorial
de E.
d 2
(b) D es sbdlido.
En efecto, sean u, v ¢ E tal que |ujg|v| con
d
veb .,
d
Como v « D | centonces v L w parg todo w ¢ D,
lucego w Lw para todo w « D, por lo tanto u € D
d
Por (a) y (D), D ¢s un rdeal de B,
(¢) Finalmente, probaremos que para toda red

d . d
{uu}(;D 0 udfu en E, centonces u € D,

d
En efecto, sea {u\x}f-__-D : 8K u‘xf u en E.

d
Como © uqu , entonces O uu/\lwlfu/\lwl

para todo w € D,
Pero ua(/\lw] = 8 para todo w € D, por lo tanto
u Alw] =6 para todo w €D, luego u € Dd.
Asi, hemos probado que Dd es una banda en E.
(2) Supongamos que D N p¢ # @, entonces existe
web ﬁDd, por lo tanto weD y w € Dd, luego w L w,
o sea, |w|A|{w) = 8. Por consiguiente DN p? - {9}

dd
(3) Supongamos que u € D y u¢D



dd . d
u ¢ D7, entonces existe v ¢ D :|u] A|v]|>08. Pero
d
u€D y v eD, implica que |u|A|v] =0, lo que es una

. .y dd
contradiceibn, por lo tanto u €D .

Asi,hemos probado que D EDdd.
(4) Sean D y B subconjuntos del espacio de Riesz E tal que
D &B.
d
Sea u € B, entonces u L v para todo ve€B, por lo tanto
u_l v para todo v € D, luego u € Dd.
d d
Asi pues B & D
(5) Se deduce facilmente de (3) y (4).

(6) Como D & b(D), entonces [b(D)J d = Dd

Ahora, D ngd y D € b(D), entonces b(D) & Ddd, por
lo tanto %44 . Dd = [ b(D)] d. Luego Dcl = [b(D)]d
Proposicibén 2.15. Sea E un espacio de Riesz, y sean A, B
y D subconjuntos no vacios de E. Si1
(1) A< B, entonces A_LBCl
(2) D L E, entonces pdd o Edd
(3) A L B, entonces b(A) _L b(B)
Demostracidn.
(1) SeaucA, yve Bd, entonces w | v para todo w € B,
Como u € B, entonces u .Lv, por lo tanto A 1 B':l
(2) (a) Afirmamos que si D I E, entonces D C_.Ed.

En efecto, sea u €D, entonces u .l v para todo v ¢ E,

d d
luego u € E'. Asi pues D S E, luego por (1) tenemos
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que p L g%,

d

s

sipl Edd, entonces Edd,L D, por lo tanto Eddgzl)
luego £%9 1 0%,
(3) (a) Afirmamos que s1 A L B, entonces A 1 I(B).
En efecto, sean ucA y v & I(B).
¢ I(B), entonces existen v ,...,V, € By

v

n
Xl,...,?\n>0 tal que lvng |’ll v,
=1

=

n

n
Ahora, [u|A{V ||yl A lel Vi< T uiA v ],

1=1 1=1

por hipdtesis, tenemos que
lu IA.rkl vl|= e (r=1, 2,...,n).
Luego, 8 £ |u}A|v]|<©, entonces ju] A jv]= ©.
(b) Ahora probaremos que A L b(B).

En efecto, sean u C Ay veb(B).

v € b(B) = b(I(B)), entonces existe una red

C .
{vq} S I(B) : 6K v\xflvl, por lo tanto

u.i.vk y kalvl para todo X, entonces
ul [v], luego ulv,
Asi, hemos probado que A L b(B).
(¢) Finalmente, probaremos que b(A) L b(B).

Es una consecuencia inmediata de la parte (b).

2.4 SUBESPACIOS DE ORDEN DENSO Y SUPER ORDEN DENSO.

Definicién 2.7, Sea E un espacio de Riesz y K un subespacio
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de Riesz en E. Se dice que K es:
(1) Orden denso en E, s1 para todo u € E: 6 < u, existe
v €K con 6< v u.
(2) Super orden denso en E, si para todo u € E: 6 < u,
existe {un}C_TK con 6 € u f u en E.

(3) Lleno, s1 para todo u€E, existe veK con |u < v.

Proposicidn 2.16. Sea E un espacio de Riesz, y sea A un 1deal

en E, entonces A es orden denso en Add.

Es particular A es orden denso en E s1, y sdlo s1, Ad = {9 }

Demostracidn.

Sea A un 1deal de E. Supongamos que A no es orden denso en
Add. Entonces, existe u € Add con u>6 tal que para todo v ¢« A
no se verifica 6 < v { u.

Como A es un 1deal, [Vv] Au = lIvl Au Iglvlcon v € A,
entonces |v|Au € A para todo v € A, luego |v|Au = 6 para todo
v € A, por lo tanto u € Ad.

Ahora, u € Ad y ueAdd 1mplica que ueAd N Add ={9} » luego
u =6 1lo que es una contradiccidn.
Asi, hemos probado que A es orden denso en Add.
Probemos que si A es orden denso en E, entonces Ad =-{9}.
En efecto, sea u eAd, y supongamos que u> 9,
Entonces u L v para todo v € A, por lo tanto {ujA|v| = 9 para todo VeA.
Como A es orden denso en E, existew € A tal que 9 < w g u,

d
entonces w ANu = w > 0, Pero u € A  yw €A, mmplica que uAw = 6,

lo cual es una contradiccidén. Luego u = 8.



p | d
Reciprocamente, si1 A ={e} , entonces A es orden denso en

En efecto, A & E, entonces Edg{e} , luego Ed ={9}.

Ed = {9 } , entonces Edd = {9 }d, por lo tanto E E{B}d » luego

E = {9 }d, por consiguiente E = Add.
Asi, hemos probado que A es orden denso en E.
Proposicidén 2 17. Para cada i1deal A de un cspacio de Riesz
E, el 1deal A G;Ad es orden denso en E
Demostracidn,
Sea A un 1ideal de E.

A§A®Ad y Ad = A®Ad, entonces (A ® Ad)d < Ad y

“t ® Ad)dgAdd
d.d , . ., d
(A ®A ) ={9 } . Asi, por la proposicibén 2.16, (A®@ A ) es orden

denso en E.
2.5 ESPACIOS DE RIESZ ARQUIMEDIANOS

DEfinicidn 2.8. Un espacio de Riesz E es arquimediano, si,
y sblo si, para todou, ve€E :nvgu, (n=1, 2,...), enton-
ces v 8.
Proposicibén 2.18. Sea E un espacio de Riesz. Las siguientes
afirmaciones son equivalentes.
(1) E es arquimediano

+
(2) para todou, v €E :nvgu(n=1, 2,...), entonces v =
(3) irxf{;l u:n 2 l}= 6 para todo uck’

Demostracidon., (1) = (2) Es obvio.

, luego (A @Ad)d < Ad N add ={9 } , por lo tanto

a

(2]
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(2)=D>(3), Seau € E+, entonces 6 < %u, para todo n > 1, luego

. ]
© es cota inferior del conjunto A = {-5 > 1 lr Sea w otra
u

cota inferior de A, entonces w H para todo n > 1, por lo

tanto n w  u para todon 2|,

+
Si1w € E, entonces w =6 (por (2)).

+
” u =

+ j +
Si1wéE, w € U, entonces w < u, puesto que

5=

1

n
+

u €E .,

+ +
Por lo tanto nw < u, para todo n 2|, entonces w = 8.

+ -
Luego w = w = -w , entonces -w € E , por lo tanto w < 9,

Asi pues © 1nf{-—u:neﬂl}

(3)=P> (1) Sea u, v €E tales que nv  u, para todo n » |. Enton-

+ + + I+
ces nv € u, por lo tanto v g 5 U para todo n 2»I. Luego
+ 1 +
v ( inf = u:in >I = © , entonces v O, por lo tanto
+ s
v =6, Asl tenemos que v £ 8.

Corolario 2.2. Todo subespacio de Riesz de un espacio arqui-
mediano, es también arquimediano.
Demostracibén., Obvio,
Ejemplo 2.2.
(1) Sea FX) = { f: X —= R/ f es una funcién }con el orden pun-—
tual .
Cualquier subespacio de Riesz de F(X) es arquimediano.
En -efécto, sea S un subespacio de Riesz de J(X).
Sea f, g € st :nf £ g para todo n 21, entonces

< n f(x) € g(x) para todo x € X. Luego f(x) = O para todo
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°
x € X, puesto que R es arquimediano, entonces f = O,

(2) Sea E = RZ provisto del orden lexicogréfico, entonces ( R2,<)
es un espacio de Riesz no arquimediano,
En efecto, para x = (0, 1) y,y = (1, 0) tenemos que n x ¢ y
para todo n > 1, sin embargo x >(0,0). Luego E no es arquimediano.
Proposicién 2.19. Sea K un subespacio de Riesz, de un espacio
arquimediano E. Entonces las siguientes afir-
maciones son equivalentes,
(1) K es orden denso en E.
(2) para todo u€E+, u = sup{v €EK:0gvgu }
Demostracidén. (1) => (2). Sea © <u € E, y supongamos que
no se cumple que u = sup {v €Kt O vg u}. Esto significa que
existe ©< w €E tal que v €Ky ® € v ¢ u, entonces v g u-w.
Escojamos x € K tal que 8 < xg w, y obsérvese que
x & (u-w)+w=u., Repitiendo el mismo argumento, implica que
2x = x+ x g (u-w) +w=u, y2xu-w., Por induccién, tene-

mos que ® < nx { u para todo n > 1, lo que contradice que E es ar-
quimediano.
(2)={> (1) Es obvio.
Proposicién 2.20. Sea E un espacio de Riesz arquimediano y
sea u € E+. Sea A un subconjunto no
va;io de R, acotado superiormente (resp.
inferiormente).

Entonces

(1) (SupA)u = sup {o'\u : X €A }



(2) (InfA)u = inf {o(u: Lca }

Demostracidén., (1) Sea w = (supA)u, luego w es cota superior
de B ={:>(u : a(eA}

Para todo o €A, ¥ ( supA, entonces (SupA - X) > 0, por lo
tanto(supA- ®)u >0, puesto que ueE+, luego (supA)u >Xu para
todo X€A.,

Sea y otra cota superior de B

Probaremos que n(w-y) < u para todo n 2> 1,

‘ r
a (J(n £ supA,

En efecto, para todo n > 1, existe O(n € A: suphA -
entonces 0<0(n—(supA—?]l-), por lo tanto (-)<otnu - (supA - nl Ju, para
todo n 21, uek’.

Luego (supA - ni)u £ o&nu £ y, entonces (supA - %)ug y, por
lo tanto n(supA)u - u £ ny, por consiguiente n [(supA)u—y:‘ <u, para
todo n > 1. Asi pues n(w - y) £ u para todo n > 1,

Como n [(supA)u - y]g u para todo n 2!, entonces
(supA)u -~ y £ 0, puesto que E es arquimediano, entonces (supA)u £ y.

Asi hemos probado que (supA)u = sup {o(u: XeA }

En forma andloga se prueba para el infimo.

Proposicibén 2.21. Sea E un espacio de Riesz arquimediano,

y sea A un subconjunto no vacio de E.

Entonces b(A) = Add.

Demostracidn.

d
(a) Supongamos que A es banda, probaremos que A = Ad .

d
En efecto, sabemos que ACS A d.
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luego u = sup([pe, u]ﬂA) para todo ueAdd+

.+ dd +
Por 1lo tanto,:si u , u € A | entonces u , u € A,

. . + dd
Asi, hemos probado que si u = u-u € A, entonces

dd
ueA, osea, A & A,

(b) Supongamos ahora que A es un subconjunto no vacio de E.

d d
Sabemos que A [b(A)J , entonces

Add

[bca) ] = ba) por (a).

dd
Reciprocamente, como A es un 1deal, es orden denso en A
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CAPITULO III

COMPLETITUD SEGUN EL ORDEN

Y

PROPIEDADES DE PROYECCION



3.1

COMPLETITUD SEGUN EL ORDEN

Definicidn 3.1.

Definicibn 3.2.

Sea E un espacio de Riesz. Sean

u, v €E con u v, se llama 1ntervalo
de orden de extremos u y v, al subcon-
junto de E, denotado [u, v] y definido
por:

[u, v] ={w€E:ugwgv}

Un espacio de Riesz E es:

(1) Dedekind completo (DC) s1 todo subconjunto no vacio

dacotado superiormente, posec supremo.

(2) 0~ -Dedekind completo (O~ - DC) s1 todo subconjunto

contable acotado superiormente, posee sSupremo.

(3) Casi G~ - Dedekind completo (AG~ - DC) si1 es 1somorfo

a un subespacio de Riesz super orden denso en un

0" - DC.

Definicibén 3.3.

Definicidn 3.4.

Se dice que un espacio de Riesz E tiene
la propiedad contable del supremo s1 para
todo subconjunto S provisto de supremo,
existe un subconjunto contable de S con
el mismo supremo.

Un espacio de Riesz E es super Dedekind
completo (S D C) s1 es Dedekind comple-
to y tiene la propiedad contable del

supremo.
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Observacién 3.1. Es 1nmediato que
SpCc =Dbpc=>o-DC =>Aas>-DC
Proposicién 3.1. Sea E un espacio de Riesz O -D C.
Entonces, E es arquimediano.
Demostracidn:
Sean u, Vv €E con @ € nu v para todo n 2> I.
Entonces, existe w = sup {qu' n ).l}. Ahora bien:
nu = (n+l)u-u g w-u, entonces w  w-u, por lo tanto u (86,
luego u = 6,
Observacibn 3.2. Como todo subespacio de Riesz de un
espaci0 arquimediano, es arqulmediano,

los espacios Ag— - I[(C son arquimedia-

nos.
Definicibén 3.5, Un espacio de Riesz Dedekind completo
E® se llama d - completamiento de un

espacio de Riesz E, s1 se verifica
las siguientes condiclones:
(1) Existe un subespacio de Riesz Eo de E® tal que
Ey Eo son isomorfos,
(2) Eo es lleno y orden denso en ES .
Identificando E con el subespacio Eo podemos escribir,
con abuso del lenguaje E & Es.

Obsérvese que cada subespacio de Riesz de un Dedekind com-

pleto, es arquimediano; y también un espacio de Riesz E posee



d-completamiento, solamente si E es arquimediano (ver [4], p.191).

Definicién 3.6. El 0"- d- completamiento EY de un espacio
de Riesz arquimediano se define de la si-
ES

guiente manera: es la interseccidn de

la familia de todos los subespacios de

)

Riesz entre E y E¥ , que son O -Dedekind
completo.

Como E& es 07— Dc, la familia de los subespacios de Riesz
E' 07-Dc tales que EE E'ES ESeq no vacia, y por lo tanto
EY estd bien definida.
Claramente L% ¢s o°= De.
Obsérvese que s1 E es casi O - Dedekind completo, entonces
E es super orden denso en E¥ .

Proposicidn 3.2. Sea E un espacio de Riesz A6~ - D¢

+
Sea Ec_su g —-d-completamiento y u € 7 -

Entonces existen dos sucesiones

xn} y{yn}enE:egxnf u, yn\u.

Demostracién,
E es super orden denso en E9, entonces existe
{xn}enE:9\<xnf u en E ,
Como E es orden denso y lleno en E7 existen p, q € E+;
o+
p<u<gq. Luego -g £-u -p, por lo tanto O $q-u € ET |
Por consiguiente existe {z } en E: 8 € z f q-u.
n n
Ahora bien: ¢q-u = Supzn, entonces
= g-¢ = inf(q- - o sea,
u = g-supz_ = in (q zn) y ¢z ¢ ea

existe {yn} = {q—zn} en E: y_ y ou.
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Proposicidén 3.3. Sea E un espacio de Riesz. Entonces,
son equivalentes,
(1) E es AG- - DC

(2) Para toda 8 < u |\ en E, existe 6 <vnf tal que v, Su

para todon, m 21y url - vn\ 8.
Demostracibn,
(=) Sea E Ac”- Dc y E  su o-- d- completamiento.
Dado 6 ¢ un\, en E, como E7 es ¢ -Dc, existe
inf {un: n >,l}= u €E%y como E es Ag - Dc, existe
8 < v f u en E7 . Entonces, v Lug u_ para todo m, n > I;
es decir v £ u yu - vnl, 8.
(<= ) Probaremos directamente que E es Ao - Dc.
En efecto,
(a) Para toda {xn}t_:. E tal que existe a € E: a ( xn\ , €X1S-—
te {yn}gE:ynf Py e
(1) y, € x  para todo n, m
(11) x - yn\ 8

En efecto, sea {xn} tal que para un a € E resulta: a £ x |

2, f
n

N

para todo n. Entonces, 8 < X, = a\ ; luego existe {zu} : 8

e - —3)-
tal quez g x -—ay (x -a) zn\ 8, por lo tanto z + a <X

-para todon, my z + af ademas x -{a + z ) \ 8. Luego basta
n n n

tomar y =z + a.
n n

Obsérvese que en cualquier caso {yn} es acotada superior-—

mente, por ejemplo por xl.



(b) Sea/$,={{xn} CE: existe a€E : ag xn\‘}.

En /&,deflnamos las siguientes operaciones
tak *{2n} =% * %}

Afnf - {n ) 200

Se verifica que estas son operaciones éen /ﬂ, en el sentido

{xn} * {yn},k{xn}eA,9\20=D{xn * yn}’ {’xxn} €A‘

Las operaciones son asociativas, conmutativas. La sucesién

constante x = 6 es un "neutro" de (+). La multiplicacidén y la
suma son distributivas.
Ademds: para toda {xn}q/L, existe {x'n}q/&: inf {xn i x’ﬂ}: )
En efecto, dada {xn}gzal, existe a: a xn\ » por (a)

existe {yn} SE :y f y X =y, \ 6, para todo n, m y, € x

S1 ponemos: x' = -y , entonces x' \ y -x. £ x' para todo
n n n 1 n

n.

L ' } /&, o t art + x' = -

uego{x a € Yy por otra parte xn n X yn \ e

(c) Definase en /ﬁ; la relacibn

{xn}cg{x'n}<kq>{xn} y {x'n} tienen las mismas cotas in-

feriores.

c.] & Es evidentemente una relacién de equivalencia en/&.

c.2 &~ Es compatible con las operaciones, es decir:
{x} = {='0} '={(> A U
{va} = {'a} M b o ifx

c.3 Sea X =x € E para todo n.



(d)

S1 {x' }g/&y {x' }nu{x } , entonces x = 1inf x'
n ny —11n n
reciprocamente.
En efecto, x es cota inferior de {xn} y como {x'n}
tiene las mismas cotas inferiores de {xn} . En par-
ticular x <’x‘n para todo n. Si1 y es cota infe-
rior de {x'n } también lo es de {xn§ , luego y ¢ x,
entonces 1inf x' = x.
n
Reciprocamente, s1: inf x' = x € E, entonces
n

)
{x }gz{x } donde x = x para todo n.

n n n
Esto origina que en /3’/2 , Se pucda dar una estruc-
tura cocicente.

Pongamos A= E".

E' es un espacio vectorial real con las operacio-

nes:

x+y= {x+y §. Ax= {Ax ] 230, donde
* = )l—;r:}’y={yn}°

d.l Obviamente {3}-es el neutro de (E', +).

d.2 Existencia de opuestos.

Para todo x = {xn} , existe x' = {x'n} tal que

X+ x' = {xn + x'n}= {6}- = 8, puesto que

inf {xn + x‘n} = 8. 0 sea que {x'n}= - {xn}

d.3 Multiplicacibdn por escalares negativos.

Si A <0, ponemos Ax = (- A)(-x) con x €E'
Asi en (E', +,.) tenemos una estructura de espacio

vectorial.

y
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(e)

Orden en E'.
Definamos en A : {xn})9<}=(>xn > 8
Obviamente si {x'n} ~ {xn} {x'n} > 8.

——

para todo n.

En E' definamos ( como sigue:

x> 6<=Dx = Tn'} (x>

1] — — t.
El conjunto E'+ = {x —{xn} €E': xn>8 para todo n}

es un cono, por lo tanto induce en E' una estructura de espacio

vectoriral ordenado.

(£)

El orden x { y<=>y - x € E'™ hace de E' un espacio

de Riesz.
En efeclo, sea x € L', x = {x }
n
Como x¥* =x VvV 8 yx \ , entonces x* | . Ademds
n n n n

para todo n x"n\/ 6 > 6, entonces u = {an 9} }6

Por otra parte: para todo n x > X v 68, entonces

x £ u.

Sea ahora v € E'" : x L v yv-= {v }, entonces
n

+

para todo n X < v » por lo tanto xt* < v~ para todo n, luego

v 2 u.

(g)

n

Asi hemos probado que existe xt = x VvV 8,

(E', +,.) es o -Dc.

g.l. Observamos que si x = {xn} , entonces x = inf x .

En efecto, X 2 X para todo n,

1
S1 para todo n x'n < xn’ entonces {x n}< x. Luego

X = 1nfx
n



g.2. Dado un conjunto numerable A es posible cons-

truir una sucesién {un} decreciente tal que

a es cota inferior de A si, y sblo si,u > a
n

para todo n.

En efecto, sea A =.{xk} Yy pongase

S1 a es cota inferior de los X cntoncees

n
/\ X, > a, luego u > 4 para todo n.

h= 1
n

> xk>a,

Reciprocamente, si un> a, entonces x
k=1

n
luego x > a para todo n.
g.3. Considerese una sucesidn {zn} decreciente tal

que ella tiene las mismas cotas inferiores que

{xn,k: k, n €N xn= {xn,k}}

y sea z = {Zn} , entonces z = inf Zn’ luego

Z

inf x .
n
Asi, hemos probado que E' es 6~Dc.

(h) E es super orden denso en E',

En efecto, sea 8 u = {un}e E', luego existe
[ g .
{un} =E 'un\u
Por lo tanto existe {yn}QEEi
8 < ynf s ym< u para todon, m > 1 vy u - Y, y 8.

Como 8 Y, £ u, para todo n, entonces u, < Y, Y —yn\ ,
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por lo tanto {‘yn} G/SJ Luego podemos considerar

y' = {—yn} € E', por lo tanto y' = 1inf { ~yn§ = = sup {Yn}’

luego sup {yn}

* Probaremos que u

En efecto, 8

luego u =

-y

'

_y "

1

—y R

- an {u, 7y}

|}

~ sup {yn - un}
= —[sup { yn}+ sup {—unk]

== [y + (0]

=y' + u,

Asi, hemos probado que E es super orden densoenB'.

3.2 PROPIEDADES DE PROYECCIONES

Definici1én 3.7.

Definicién 3.8.

Definicidn 3.9.

Sea E unespacio de Riesz. El elemento

v € E se llama componente de u > 8

si v A(u - v) =8.

Una banda A en un espacio de Riesz E es
una banda de proyeccién si, y sbélo si,

E=A®Ad. S1 u € E es tal que

u=u, +u. conu € Ay u, € Ad, au, yu

1 2 1 ] 2

se le denomina los componentes de u en A y A
respectivamente,
Sea A una banda de proeyccidén de un espacio

de Riesz E, las proyecciones:

P :E A@Ad-———>-A

A

d: E
PA

d

Al

A @Ad-——>-A



definidas por PA(u) =u_ y PA d(u) = u,

1

donde u = y, + u, conu, € Ayu, € Ad,

1 2 1 2
se denominan proyeccidn de bandas.
Proposicidén 3.4 Toda proyeccidédn de bzrda es un homomorfismo
de Riesz.
Demostracibn.

Sea A una banda de Proyeccibén en un espacio de Riesz E. Clara-

mente P es un homomorfismo. Para todo u € E, u = u, + u, con

A 1 2
uy €Ay u, € Ad, se tiene |u] = [u) + u, |- Como u, € Ayu, € a8
entonces ‘ul‘ /\luzl = 8, por Jo tanto |u1 + u2]= |u1 + uz‘, luego
lul = ‘U1|+luzl,l01|€3A yluzlé?Ad; por consigulente PA(|ul) =lu1'=lPA(u)‘

Esto prueba que P

A es un homomorfismo de Riesz.

En forma analoga se prueba para PAd'
Proposicidn 3.5 Sea A una banda en un espacio de Riesz E.
Entonces A es una banda de proyeccidn si, 5

sdlo s1, existe u, = sup [9, u]{\ A para

+
todo u € E .

Ademis, si A es una banda de proyeccibn, entonces

PA(u) = u, para todc v € ET

1

Demostraciébn,

Supongamos que A es una banda de proyeccibén, entonces

+ .
d. Sea u € E', entonces existen u

o]
"

A®A €Ayu2€Ad tal que

1
= U+ ou,, Como‘u1= uy PA(U) = u,, entonces PA(iul) = u;. Como
P, es un homomorfismo de Riesz y[ul)f), entonces P, (lul)),e, luego

A
u, 2 8.

1



De igual manera PAd(u) = u,, entonces PAd(lul) = u,, luego u, > 6.

2° 2
Como u = u, + u,, entonces 8 < Uy £ u, luego u, € [6, u] ) A. Ahora

probemos que u; = sup [9, u]ﬂA. En efecto, sea v e[e,u] N A, en-
tonces 8vuy v € A; como u ~ v > 6, implica que

6u~v = u_ +u_-vs= (ul— v)#u, con u € Ad. Luego

1 2 2 2

GgPA(u - v) = u; - v, entonces vgu,, asi u; es cota superior de

1-v€A, u

[6, u]ﬂA, yu € [6, u]ﬁA, luego u; = sup [e,u]ﬁA.
Reciprocamente, supongamos que para todo u € E+, existe

u, = sup [e,u]ﬂA. Sea u€eE, como u = ut - u-, basta considerar

los elementos positivos. Ademis como A () Ad = { 6} basta probar

que E = A + Ad. Sea u ¢ E+, por hipdtesis existe u; = sup [B,UJOA.

> 8.

£ u, entonces u

Sea U, =u -y, claramente u; <

2

Como [e,u]ﬂ A & A y A es una banda, entonces uy

sup [G,u:lﬂAe A,
d d
Probemos que u, € A". En efecto, s1 u, ¢ A", entonces existe
v € A: w =[u2|/\|v|= uy A IVI >0, por lo tanto 8 w < [vl . Como
v € Ay A es banda, entonces w € A, Ahora 8 <w \<u:Z =u - ulg u,
por lo tanto 6 < w + uy L u, luego w + ule[e,u] . Como w, ule AyA

es banda, entonces w + u, € A. Asi pues w + u1€ [9, u]ﬂA, entonces

1

6 € w + uy < u;, por lo tanto w = 8, 1lo cual es una contradiccidn.

eAd para todo u € E

Asi hemos probado que u = uj uy con u € Ay u,
Sea u € E, entonces u = u+ - u—, por lo anterior existen
u, u, € E', tal que u = u'; + u; con u'{ € Ay u; e ad
u-=u1+u; conuI€Ayu;€Ad,
Por lo tanto u = u* - 4~ . u; + u; - (UI + u; ), luego
u = (u.{- uI)+(u; - u;)con u'{ - uIeA y u; - u; € Ad, puesto que
d

Ay Ad son bandas, entonces u € A + A", Asi pues E = A + A‘:1 y A es
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una banda de proyeccién.

s 2 s +
Proposicidn 3.6. Sea E un espacio de Riesz, u € E vy
A = b(u).
u
Entonces Au es banda de proyeccibn, s1
y sblo s1, existe sup{v A nu) = v para

todo v € E+_

Ademas, si Au es una banda de proyeccibdn, entonces Pu(v)=v1

para todo v € E+, donde Pu es la proyeccién de banda determina-
do por Au.

Demostracién.

Por 1la proposicidn danterior sabemos que Au ¢s una banda
de proyeccidn, s1 y sb6lo s1, existe vy = sup [6, v] N Au pdara
todo v € E*. Luego basta probar que sup [8, v]("\b(u) = sup(vAnuj.
Por consigulente basta probar que [e,v](Wb(u) y
C = {v Anu:n 2| } poseen las mismas cotas superiores.

(a) ¢ < [o, v]N bw.

En efecto, sea w € (, entonces w = v A nu con n 21,
por lo tanto 8 {wg Vv y 8  wg nu. Como nu € b(u), entonces
w € b(u), luego we:[e, v]fﬂ b(u). Por consiguiente, toda cota su-—
perior de [e,v] N b(u) 1o es de C.

(b) Sea z una cota superior de C Probaremos que z es
una cota superior de [6, v] M b(u).

En efecto, sea y € [6, v] N b(u), entonces
86y € v ey € b(u)., Por lo tanto existe una red

{v.} = 1w: 8 <y, fy, luego 8< y, < v.



Ahora bien: Yo € I(u), entonces para todo & , existe
Aqgo tal que ye( < ')\qu. Como R es arquimediano, existe
n, € IN: ->\°‘< nwluego y“ < nq u para todo o .

Asi para todo ¢ , existe | < n, € N : Y € ny u, entonces

Y,

o‘g VAn, ug z, luego yokgz para todo o .

Como 6 g xx f y vy xx

z es una cota superior de [9, v] N b(u). Por consiguiente

£ 2, entonces y g 2z, por lo tanto

Cy [9, v] () b(u) poseen las mismas cotas superiores.

Asi, Au = b(u) es una banda de proyeccidn si, y sblo s1,

existe vy = sup [9, v:]f]b(u) pdara todo v € Ef 51l y sOlo s1,
existe v, = sup(v A nu) pdara todo v € E+
d - P
Ademas vy lu(v).

Definicidén 3.10 Un espacio de Riesz E se dice que tiene
(1) La propiedad de proyecc16n (PP), s1 toda banda de E
es una banda de proyeccién.
(2) La propiedad praincipal de proyeccibén (PPP), s1 cada
banda principal de E es una banda de proyeccién.
(3) Mucha banda de proyeccidén (SHMP) si cada banda no nula
de E, contiene una banda de proyeccidn no nula.
Proposicibén 3.7. Sea E un espacio de Riesz. Se tiene
(1) oc =B pp =D PPP => sup
(2) ¢ - bc =D ppPP
Demostracibn.
(1.a) (DC=> PP). Sea A una banda de E. Como el conjunto

[9, u] M A es siempre acotado superiormente por u,



- o/ -

y como E es DC, entonces existe sup [e,u]n A, luego
A es una banda de proyeccidn.

(1.b) (PP ={>PPP). Es obvio.

(1.c) (PPP={>SMP). En efecto, sea A una banda no nula de E,
entonces A contiene un elemento u # 0. Sea Bu la ban-
da principal generada por u, entonces {B} # BUQA.
Por hipdtesis Bu es una banda de proyeccidén. Por lo
tanto E es SMP. Asi hemos probado que PP={>PPP ={> SMP.

(2) ( - DG =D PPP). En efecto, sea B, una banda princi-
pal de E, generada por u € E. Scan v € E+, y el conjun-
to C={vl\nu.u€h‘.+,n>l},

C es contable y acotado superiormente. Como E es
J -DC, existe bup{v A nu. u € E+, n 21 }, luego BL1
es una banda de proyeccién.

Proposicion 3.8. Sea E un espacio de Riesz. Sean u, v € g
con 8 £ nv L uln = 1,2,...). Sea Bv una
banda generada por v. Entonces
lwl £ u para todo w € By,

Demostraci6n.

Primero observemos que

B, = b(I(v)) ={w € E: existe {ud}(_:_I(v): IRY udﬂwl}

Seaw € B, entonces existe «{uod SI(v): 8 & ug f |w] . Coro
u, © I(v), entonces existe A\0: u\x< AV para todo - Como
R es arquimediano, existe n € N: %\ <n, luego Av <nv  u.

Pero lw, £ A v, por lo tanto w] < u.



Proposicién 3.9. Sea E un espacio de Riesz con la propie-
dad SMP, entonces E es arquimediano.
Demostracin.
. +
Supongamos que E tiene la propiedad SMP. Sean u, v € E
tal que 8  nv  u para todo n > |. Probaremos que v = 8.
En efecto, supongamos que v # 6 (v> 8) Sea B, la banda
generada por v, entonces por hipdtesis existe una banda de proyec-
+
5 (o . ., s u=
c16n B # {6} tal que B & Bv Luego para todo u € E uul+u2
conu, € Byu, € Bd sC sdalisfdce u, = sup [G,U] A B.
L 2 ’ |
+ -
(4) Alora probemos que: B = [e,ujfﬁls
4
Claramente [B,uJ (8BS B . ,ca diora, w € B+, enton-
tes B w CB Bv, por lo tanto w € Bv, lucgo 8 {w u, por
consiguiente w € [G,UJIWB. Asi, hemos probado que
+
B = [S,u] (V) B. Por lo tanto u; = supB*,
(b) Probemos que u; = sup 28",
+ + + +
En efecto, como 2B & B, entonces sup 2B < supB .
Por otra parte, u  2u para todo u € B+, entonces

supB+ < sup2B+. Asi, hemos probado que supB+

eup2B+= uy -

Luego u, 2ul entonces u, = 8, por lo tanto z

@ para todo
z € B+, por consiguiente B = {6 }, lo cual es una contradiccidn.
Proposicidén 3.10. Sea E un espacio de Riesz arquimediano.
Las siguientes afirmaciones son equiva-
lentes:
(1) E posee PP

(2) Seanv ¢ ES y u€ E con v A (u-v) = 8, entonces v € E



Demostracién.

(1= (2). Supongamos que v € Es con v A (u-v) = 8 para
algln u € E. Sea Bv la banda generada por v en Es,
entonces B = Bv } E es una banda en E, y por hipdtesis
B es una banda de proyeccidn en E, Luego existe

u, = sup [e,u} (] B con u= up + u2, y u1 c B, uzein.

(a) Probaremos que u, A V=20

En efecto, sea pe€ E : 8§ £p VA uy-

Claramente p € Bv, luego p € B. Ademas

86gp \<~u2 £ u, entonces p € [G,u] (1 B, por lo tan-
top £ u . Asi pues p K U AUy, = 6, por consi-
guiente p = 0. Como E es orden denso en Es , en—
tonces vV A u,~ 0.

(b) Ahora probaremos que v = uy
En efecto, v = vAUu = V A (u1 + u2)

\<v/\u1+V/\u2

=VAYy
\<u1

Por otro lado u; = sup [e,u] N B sup [(6,u] N B, =V
Luego up = v € E.
(2 ={> (1) Sea B una banda de E y u € EY. Sea
u*=sup {v BB:egvgu} enEs.
L% #
Siu A (u-1u)>86, entonces existe w € E con

e w L u*¥ A (u - u).

Probaremos que w € B,



los xn(n = 1,2,...) al ideal de E7 generado por x

*
En efecto, 8 {wgu, w€eE.
Para todo v e[e, u] N B, 6 {wA VvV, entonces
WAV €B,

E3
wnAnu =w € E,

Por otra parte en ES: sup(w A v)
Como B es banda en E, entonces w ¢ B. Pero entonces
%
W+ u =sup{w+v: veB: Bgvg u}. Como B es
una banda, y w, v € B, entonces 8 { w + v € B,
* *
Como v £ u‘—_-Dv-!-wgu +wgu
. *
={>v + w gu
*
e >sup(v + w) L u
* *
={>w +u  u
|::DW < e,
To cual es una contradiccibn.
% * )
Esto prueba que u A (u-u ) = 6, luego por hipd-
%
tesis, u € E.
Asi hemos probado que B es una banda de proyeccidn.
Proposicidn 3.11 Sea E un espacio de Riesz., Si E es PP,
entonces E es A0~ - DC,
Demostracidn.
Sea EPP y 8 < xn\ en E.

Sea x = inf x en E',’vx) 8. x pertenece, junto con todos
n2l

1

x €EY : x = |x|<|x1| = %,

0.x, { x < 1.%
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Dada una suces1idn de particiones de [O,IJ conTT C 1T, .4

y lim rrrn|= 0, como todos los componentes de x, estln en

0N —®

1

E AaT, 0 ek, A,(Wn,x) f x (r.8.7.)

Luego E es Ag- -DC.

La siguiente proposicidn que se refiere a la clasificacién

de espacios arquimedianos, se llama Teorema de inlcusibén princi-

pal.

Proposicidn 3.12

(Teorema de i1nclusidn principal). Supon-
gamos que los espaciros de Riess poseen las
sigurentes propredades:  super Dedekind
completo (5DC), Dedekin completo {(DC),

Q ~-Dedekin completo(o~= DC), casi

G- Dedekind completo (AS -DC), la pro-
predad de proyeccidn (PP), la propiedad
principal de proyeccidén (PPP), (SMP),

y la propiedad arquimediana (arq.).

Entonces, se verifica solamente las

siguientes implicaciones:

o-DCc =—==> Ag-- DC

spc ==> Dcﬁ

\\ P >Arq.

PP «:‘/-(}PPP ==> SsMP
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Demostracidn.
Esta proposicién, ha sido demostrado en observacién 3.1, pro-
posicién 3.1, obs. 3.2, prop. 3.7, pro.3.9, prop.3.11l.
Ejemplo 3.1 Los siguientes ejemplos garantizan que las in-
clusiones del Teorema de inlcusidén principal
son propias
1. (Un espacio de Riesz Dedekind completo que no es Super Dedekind
completo).
Sea X un conjunto no contable, y consideremos el siguiente

conjunto
E = {f:X——>—1R, ffunclén}

Claramente E es un espacio de Riesz Dedekind completo.

A s S = ) el conjunto de las funciones carac-

hora sea (j({a} - 3

teristicas de los conjuntos unitarios {a} acx Obsérvese

que S tiene como supremo a la funcibn caracteristlca)(x , Sin em-—

bargo ninguna parte contable de S tiene como supremo esta funcidn.
fect 1A < ontab = resulta

En efecto, s X es contable y S, (’):{a} )a c A

supSA =')(A¥)(x. Asi, hemos probado que E no es Super Dedekind

completo,

2. (Espacio de Riesz O~ - DC que no es DC, ni PP).
Sea L = { A :\[0,1] —> R, A Lebesgue-mesurable }
L es un espacio de Riesz con el orden 2> dado por u }v s1,

y sblo s1  u(x) ;} v(x) para todo u,v € E, x ¢ [0,1] .
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Sea E & [0,1] no mesurable, y Sea'{'x;x} la red de funcio-
nes caracteristicas de los subconjuntos finitos de E. Entonces,
8 ')Lc(f< e donde e(x) =1 para todo x € [0,1] .

* Probaremos que {3Qx} no tiene supremo en L.
En efecto, sea u cota superior de {)Q(} en L, luego

[1, + [) es un conjunto mesurable, y E u-l( [1, + 00 [);
4

puesto que para todo t € E u (t) 223((t) = 1, por lo tanto
([1 +cn[) 1t e ul( [1+m[)—1-:1afun—

c16n u' defintda por u (L) _.{"(l) ol L # to
=L()
es mesurable y u' < u, pues u' ¢ u y u' # u, yd que u'(to) =
mientras que u(t ) > L.
u' también es cota superior de {j(«“}, luego no existe cota supe-
rior minima de la familia.

Asi, hemos probado que L no es DC.
%% Ahora probaremos que L es O~ DC.

En efecto, sea9<un, £ u en L, obsérvese que
v(x) = sup { un(x): n=1, 2,...} < o para todo x < [0,1] .
entonces v € L,
**% Finalmente probemos que L no es PP,

En efecto, consideremos el siguiente conjunto

B, = { uel:u(x) =0 para todo x ¢ E }
(i) Claramente BE es una banda en L.

(1) Ahora probaremos que B_ no es una banda de proyeccibn.

E



En efecto, sea M = [G,X[o 1]] ﬂ B, y sea w cota supe-
’
X

rior de M. "Para todo t € [0,1] - E ) € M, luego

1 =’X{tix) £ w(x) para todo t € [0,1] - E
Ahora bien: w_l({ o} ) & w_l( [0,1 [) C E, luego existe
#

X € E: w (xb) > 0, La funcibén w' definida por
w(x) six # %
W'(X) = 1
—w(x ) s1 x = x
2 [o] [o]

es mesurable y w' < w, pues w' wyw' # w; ya que w'(xo) < w(xo).
Pero w' es también cota superior de M, luego M no tiene cota supe-

rior minima, por lo tanto B_ no es una banda de proyeccidn.

E

Asi, hemos probado que L no es PP,

3. (Un espacio de Riesz con PP que no es O"- DC, n1i DC).

Sea X =<{1, 2,...} ,» ¥ sea

L= { f: X—> R, f acotado y f(X) finito}- con el orden puntual.

(i) L tiene PP

En efecto, sea A una banda arbitraria en L, y sea el conjunto
X, = { x € X: f(x) # 0 por lo menos par; un f € A},
y X2 =X - Xl' Entonces Ad = { feL : f(x) = 0, para todo
xexl} yA=Add={feL:f(x)=0 para todoxexz}

Sea f € L, es claro que

X, € A, £X, € ad
X, X,

Asi, hemos probado que L tiene PP.

y f= f)(xl + fxxz , luego L = A@® A9,



(1i) Ahora probaremos que L no es ¢~ - DC

La sucesién u, = {1. 0,0,... }

\ {1, %—, o,...}

[~
]

1 1
u = { e o,...}

esta acotado superiormente por u_ = { 1,1, 1,...} , Pero no tiene
supremo en L.

En efecto, sea w = {“1’ Woseoes W ,...} cota superior de los

n
1
u . Entontes w > u o para todo n, luego W Z2 = .
1 n
Como w e€s de ranpo limtto, cexiste ", > | tal que
= 1 . ) !
infw,_ =w_ > = . Si1n >n y — <= K v
n n n 0 n n_+ 1
n>1 o o n, o+ I o o

definimos:

W sin# n +1
w' - n o
n 1 sin= n +1
| °
o

| ) 1 ] . 1
Luego w' = wl, w2 yeses wn,... } = { wl, wz,..., wn Syl PRI
o) o
es cota superior de los un yw < w. Por lo tanto no existe cota

superior minima de la sucesién J[u
P nfn>l,

(111) Como L tiene PP y no es O - DC, entonces L no es DC;

ver (4] p.280.

4, (Un espacio de Riesz Ao~ - DC y PPP, perb que no es
0~- DC, ni PP),

Sea L el espacio de Riesz de todas las sucesiones constantes a



partir de cirerto indice con el orden puntual.
(i) Es obvio que L es Ag~ - DC y PPP,
(ii) L no es 0= DC
Se prueba en forma andloga al ejemplo 3 (ii).
(iii) L no es PP,
En efecto, sea B = { {un} €L : u = 0 para todo n par}
Claramente B es un subespacio vectorial de L.
Probaremos que B es sblido.
En efecto, scan u, v ¢ L : [v] < |u| con ue B. Entonces
!vn!‘< !unl para todo n. S1 1 cs par tenemos que
!un|= 0, entouces lvnl < 0, por lo tunto v o= 0, luego v & B,
Ahora probaremos que parae Loda red {u‘&}'; B:ou, f u en L,
entonces u € B,
En efecto, para todo n u n f un. S1 N es par u =0

Xy &, N

para todo o/, luego u, = 0.

Asi, 'hemos probado que u € B, luego B es una banda.
Finalmente, probaremos que B no es una banda de proyeccién,
En efecto, el vector e = {1, 1, 1,...} no se puede descomponer

respecto a B y Bd = { {xn} € L: x = 0 para todo n impar }.

5. (Un espacio de Riesz A> - DC y SMP, pero que no es PPP).

Sea L un espacio de Riesz de todas las sucesiones reales conver-
gentes con el orden puntual.

L es A0~ - DC, puesto que es super orden denso en L m.

Obsérvese que L es SMP; pero L no tiene PPP, puesto que la
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banda Bu = { {vn}

por u = {1, 0, %3 o,

L : v, = 0 para todo n par } generada

€
%a 0,...} , N0 es una banda de proyeccién,

ya que el vector e = {1, 1, 1,...} no se puede descomponer respec-

to a Bu'
d
B = 2 € L =
y u { { n} z 0 para todo n impar }

6. (Un espacio de Riesz con PPP, pero que no es A3 - DC)

Sea L = { f:R— R, f funcidn } con la sigulente propiedad.
existe una sucesibn {xn} nel real con .... x_1~< X < X) < eee
tal que X, —m® ¥y x_n -—~ —® Cuando n —» ®, y f es constan-

te en cada 1intervalo abierto (xl, x1+1) Le 2

Obsérvese que L es un espacio de Riesz con el orden puntual. El
espacio L no tiene la propiedad de proyeccidn, puesto que la banda
B ={_u € L : u(x) =0 para todo irracional x } no es una banda
de proyeccidn. Es claro que L tiene la propiedad principal de pro-
yeccibén, pues s1 v € L, entonces la banda generada por v es

B, = {u €L :u(x) =0 siempre que v(x) =0 }, ésta es una

banda de proyeccidén. Obsérvese que L no es A 0" - DC.

7. (Un espacio de Riesz A5~ - DC, pero que no posee la propiedad
SMP).

Sea L = C; [0,1] , el espacio de Riesz de funciones continuas
a valores reales sobre [0,1] , con el orden puntual,

ObServese que L no tiene SMP, pero satisface la propiedad de
supremo contable, puesto que

1
P : ¢ [0,1]—-+IR , Plu) = u(x)dx, es un operador estric-
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tamente positivo (ver [2] s T. 26), por lo tanto L es super

orden denso en su d-completamiento, asi pues L es A G~ - DC.
3.3 MODIFICACION DEL TEOREMA DE INCLUSION PRINCIPAL

+
Sea E un espacio de Riesz. S1 Ups UpseeeyU € E, 1a banda

generada por A = { ul,..., un } es principal. En efecto, si
n

u = u resulta b U, U 5...,U } ) = b(u). S1 el espacio
VY, ab( {up, u,een,u (u) el esp

1=1
es PPP, resulta que toda banda Tinstamente generada ¢s de proycccidn,

por scr principal,

S1 en lugar de considerar conjuntos gencradores f1nitos, tomd-
mos en cuentd los conjuntos numcrables, lu banda generada no necesa-
riamente resulta principal, y por lo tanto, a(n en los espacios PPP,
estas bandas pueden no ser de proyeccidn. Consideramos asi, la si-

guiente definicién.

Definicidn 3.11 (Espacio O - PP). Sea E un espacio de Riesz,

Se dice que E es O - PP s1 toda banda generada
por una parte numerable de E, es banda de proyec-
cibn.

Observacibédn 3.3 Es inmediato que
PP ={> 0"-PP =={> PPP

Proposicién 3,1.3. Sea E un espacio de Riesz. Si E es g -DC,

entonces E es 0°- PP.

Demostracidn,

Sea {xn} CC E una parte numerable de E, y sea B la
n >l
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banda generada por {xn}
n>l

(a) Como E es PPP, toda banda finitamente generada es banda
de proyeccidn, pues es banda principal.

(b) SeaB =Db ( { X seeey X } ), entonces B & B para todo
n 1 n n

n}l.
@

Cl nt B deal.
aramente U n es un idea

n=1
®
(¢) Probaremos que B = b( { xn} ) = b( U Bn)
n >1 n=1

En efecto, B & B, entonces U Bn < B, luego

@
b( U Bn ) & B. Por otra parte,

=1

n | o
{xn},n>lc.—_:. B y {xn}n>1—-— kn=Jl Bn’ entonces
b { %, ) ) = BB

n>1l

®
Asi, hemos probado que B = b( U Bn)
n=1

(d) Seau e E+, entonces existe sup ( [9, u] M Bn) =u

Como 8 £ un £ para todo n, luego por h1p6te51s existe

u
sup {u :n €N }
(e) Finalmente, probaremos que u, = sup ( [9, u:] M B).

En efecto, es claro que u, € B.

Como u es cota superior de los u tenemos que 6 ( uo < u.
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Asi, hemos probado que u  C [9, u] N\ B.
Ahora probemos que u, es cota superior de [:6, u]ﬂ B.
En efecto, sea x € [9, uJﬂB, entonces x € B, por lo tanto

existe F O B : supF = x (prop. 2.8).

n
n=1
Ahora, sea 8 €y € F, entonces existe ny: y € Bn .

Ademas 8 y  x  u, luego y € [9, uJ M BnY, entonces

y £ £ u,s por lo tanto uo es cota superior de F, por consigulen-—

u
My
te x Cu_- Asi tenemos que u  es cota superior de [9, u] N By
como u, € [9, u] (ﬁ B, entonces u = sup( [6, u] (Y B), luego B
es una banda de proyeccidn.
Asi, hemos probado que E es 0 -PP,
Para ubicar correctamente el espacio 5 -PP; veremos tres ejemplos.
El primero es de un espacio PPP que no es G- PP, el segundo de un
O -PP que no es PP, y el tercero de un O-PP que no es 5 -DC.
Ejemplo 3.2
(1) Sea X un conjunto no vacio. Seaéz_un ani1llo de partes de
X, ordenado por la inclusién, Sea SQﬂ) la coleccibén de todas las
combinaciones lineales finitas de las funciones caracteristicas de
los elementos de}ﬂ. Entonces, es claro que S(Q) es un espacio de
Riesz,
Definicidn: Sea £ & S((), se define
stf) = {x e X: fx)# ole.

Sea Qun anillo de conjuntos que no sea O - anillo. En este caso,
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e

existe Anf en 1 tal que A = U A ¢ /Q En S(Q)

n=]

Consideremos la banda generada por la n familia . ) . Entonces,
nn>l

es claro que B = { f e Sﬂ.): s(f) & A} es una banda generada
por (xAn)n > 1

Probaremos que B no es una banda de proyeccién. Para ello pro-
baremos que no existe  sup [9, 'Xx:' (1 B. En efecto, si
Al eg_y A' © A, entonces

(PA' e[e,'xx_] B, Si P es cota superior, entonces

(PA, < (P para todo A'& A.

En particular para todo n kPA < ¢ , entonces para todo

n @
c
n S( (PAn) A & S(¢P ), por lo tanto }5{ An S S(P) & A,
luego S(p ) =A ¢/Q

n
Por lo tanto 8(9) es no O - PP, pero claramente S(a) es PPP,

(2) E1 ejemplo 3.1 (2) es un ejemplo de un espacio J -PP
que no es PP,
(3) El ejemplo 3.1 (3) proporciona un espacio G -PP que no

es GO -DC.



CONCLUSIONES



Vs

1, Los O -PP constituyen una nueva clase de Espacios Arqui-
medianos que amplia los PP y G- DC.
2, El diagrama de inclusién principal queda de la siguiente

forma:

arq.

3. El autor de este trabajo esta convencido de que vale también

la implicacidn.

o- PP ==> A0~ - DC

Sin embargo los esfuerzos en esta direccidén no han fructifi-

cado hasta la fecha,
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TEOREMA ESPECTRAL DE FREUDENTHAL'S

A, SISTEMA ESPECTRAL

En esta seccidn, supondremos que E es un espacio de Riesz

con la propiedad principal de proyeccibdn (PPP),

da por f € E, la denotaremos por Bf,

denotaremos por Pg.

y la proyeccidén en B

£ la

+
Ademis, consideraremos a e, como un elemento no nulo de E .

Lema A. Un elemento p e L ¢s un componcnte de e si, y

’ ¥
s0lo s1, existe ve B tal que p = 2 (e)

Ademds, cada componente p de ¢ sdalisiace 8< pg e.

Demostracidn.

Es claro que 8 { p  e.

+
Probaremos que existe v € E tal que p = Pv(e). En efecto,

sean e >0 y p en E tal que p | (e-p). Luego existe

d
6 peB;y0e-pe€ Bp :e=p+e-p, por lo tanto Pp(e)

1%

L.a banda genera-

Reciprocamente, sea Bf la banda principal generada por f, en-

tonces B, es una banda de proyeccién, y e = Pf(e) + (e—Pf(e)) con

d
P;(e) € B, e-P.(e) € B,

Pf(e) es un componente de e.

luego Pf(e) 1 (e-Pf(e)), por lo tanto

Sea f € Be, yseao€ Rcon - o< o < ®.

Sea u“

remos por B« » la proyeccién en B, por P

e en B, por P » asipues p = Py (e).

(Xe - f)+, la banda generada por u

o v 13 denota-

» ¥ el componente de
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Obsérvese que Bp = By » ver [4] p. 182.
53
Lema A.2 Se verifica lo siguiente,

_m<o(<?, <m=={>uu(guB=DB ng)::Dp‘)‘(\(p

* ]
Demostracidn.
(a)o(<‘|_, =Do(e < bev.:Dd\e + (-f) € e + (-£)
=D u, £ ug
(b) Como ug € By y By es un 1deal, entonces uquP ,

luego B, & Bp
(c) Ahora probaremos que p‘& rY P,
Como B < By, entonces [6, eJ Ns, < [B, c_l (i B, ,
por lo tanto sup [8, ¢] N B, < sup (e, <JNOB ,

lucgo p,< P

f
Lema A.3. S1 -0 << p K ¥LS , entonces

Py = L P
Demostracidn.
En efecto, 8 < pp— po( < pﬂ (ps yr =e- ps_[_ps, entonces
P 4.
En forma andloga se pruebd que pp - p;_j_rs
Luego pp -~ pa(_Lrt_- rg = Ps - Py
Proposicién A.1. (1) Pq(f )<up“ para todo  ; en par-
ticular P, ( £)€<6 para O
(2) (e - Py )L £ - P ( f)para todo ¢ ; en particular,
P, (£)<f para « > 0.

(3) Si-co<<x\<f,<co, entonces

X(p, = B) < (B - P DBy - ).
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(4) Si 0(/!5 , entonces By /be y p“/ Ps
Ademis, tenemos que
(a) S1 Y- o, entonces P«(v)\ 8 para todo v > 6,
(b) S1 & foo , entonces Py (v) f v para todo v>80
con veB.
e
En particular, si :x\ - o, entonces p‘k\ 0, y s1
X} ® entonces Py f e.
Demostracidn.

g > e.

(1) Sabemos que Pg+ (8)
Escogiendo g = ¢ - [, obtenemos Py (o e - f) 2> 8.
Como I, es fincal, tenemos que
Py (xe - 0) = X P, (e) - P, (f) 28, entonces
Py (f)\<0(Po‘(e), luego Py (£) < o(pq para todo X .
Es claro que s1 X< 0, entonces Py (f) < 6.
(2) Obsérvese que g - Pg+ (g) =g - 8+ = '8_< 8.
Pongamos g = & e - f, luego
e - f-B, (xe-f) =ae - £-[ B e - P (D)]g8,
entonces e - o(Po((e) - f+ Po\(f) < 6, por lo tanto
X(e = Pye)< £ Py (£).
Asi, hemos probado que (e - Py ) £ - Po((f) para todo
Es claro que si >0, entonces Pq(f)< f.
(3) Obsérvese que s1 - ® < & < F> < @, entonces
By S Bp, y B Bg=By By =P, ver [4] p. 171
Aplicando PF a ambos lados de la desigualdad

A (e - pq)< f - Po((f), se tiene
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Pb(s((e-l)‘x)) < Pp(f-Pq(f)).
entonces .'.)((pf,s - Py ) (P?,- RI(E).

Ahora bien: (B - B )(f)

PPPF' f-Po(PPf

(Pp - Py ) (Bp F)
Pero, por (1) tenemos que Ppf g PPP para todo p, luego
(Bp = Py )(Pp £) € (Pp - Py ) (P Pe )
f’(l’p (pp ) = Py (py) )
P Pp = P )

Ast, huomos probado que

(Pp =P ) (1) = (Pp - 1Y) (l'ra, D < (Pp = Py )((', Py) =p (pﬂ— p\,\)
(4) Primero probaremos que si "(/P , entonces
xe - D' f(pe-n*
Claramente ( X e - f)+/
Ahora probemos que (P e - £) = sup{(c(e - f)+:o(c R }
En efecto, como okf{»} , el conjunto
A= {o( : o(€tR} S R, esta acotado superiormente, y
P= supA en R. Luego, por prop. 2.20, tenemos que
Pe = (supA)e = qup{o(e :o(GA}en E, entonces

Pe + (-f)

sup{o(e 1A €A }+ (-f)

sup{o{e + (-f) 1 e A}

Afirmamos que (Pe -0t = sup {(O(e - et :o(eA}
En efecto, como P= supA, entonces o(\<f3 para todo o C 4,

luego (X e - f)+< (,‘9 e -f)* para todo o € A, por lo tanto
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(}b e - )7 es una cota superior del conjunto
{(e-D": xea}=n
Sea w una cota superior de M, entonces
8 £ (xe - f)+< w para todo o € A. Como (K e - f) € (Xe - f)+,
entonces e - f € w, por lo tanto sup {o(e - f: o(CA}=pe - gw,
+ + ) + B
luego ( F» e~-f) € u =u. Asi pues (pe - £) = sup{(o(e-f)"':o(rA}
Asi, hemos probado que (X e - £)* 7( (e - 0t
Como B’5={a\1<1(5 Bo(} » luego BP es el supremo del conjunto {B‘_&:a(qb}
por lo tanto B, f Bf" . También se verifica que
P, /l pp , ver [4] p. 175
Ahora probaremos que si 0(\- ® , entonces P«(V)\ 6 para todo
v > 8.
Para demostrar lo anterior, es suficiente probar que
QB ={o}
En efecto, sea 8 € we( ) By » entonces we  para todo

[
Como ({ e - £) L (e - £)*, entonces (xe - £)- L BQ( .

En particular, wi (xe - f) . Ahora bien, (o e - £)” = ~(xe-f)Vve

(f —xe)Ve

I}

(f -~0(e)+
Si o« 6, entonces (f --3(e)+ = (f + |o(| e)+, luego
w L (f + || e)’ para todo A< 6, y ademas w L (e +i0\i-lf)+ para
todo o[ < 6.
Por demostrar w L e.
En efecto, tomemos X = - n, entonce&.io(, = n, por lo tanto
1 =1

o =

1
n



Como -f lft , entonces - 'f' £ £, por lo tanto

f, luego e - ;1— lfl g (e + % £)*. Por otro lado

1
n
(e + = )Y £ (e + — £7). Por comsiguiente

) - e g f+<nl lfi,por lo tanto

1
n
| e+ = f) - eI < (;ll |f| )\ 8, puesto que E es arquimediano.
Luego |(e + nl £)7- el = 6, entonces (e + nlf)+ = e. Asi,
hemos probado que w _L e.
Por otra parte, w € B, entonces w € BB= Bf— = B'f'= B gBe’
lucgo w € Be'

Por demostrar w = 6.

En electo, w C Bo’ centonces extsle und red

{xq}g'.__l (e) . 8 ¢ X f w, por lo tanto 8 g X AW f w pdra todoX.

Para todo X, x , € I(e), entonces existe A 260 ¢ x < Aqe para

« a

todo o , por consiguiente existe '1“ >0 : 9<'A°(AW < Agenvw =8
para todo o , luego X AV = 8. Asi pues w = Sol(lp { X I\W}= sup{G}

Por demostrar F,(v)\®

En efecto, sea u una cota inferior de {P‘*(v) }o(<0
Supongamos que u2>8, entonces 8 u < Po((v) € B,, por lo tanto
u € B, para todo « , luego u € Q B, = {6} s, por consiguiente
u =86, En este caso, tenemos que Pb((v)\ 8.

A i ta inferior d {P

hora supongamos que existe L'l cota inferior de “‘(V)}q<0

no comparable con 8. Entonces u = u V8 es una cota 1inferior,

+ .
y 8  wv 0 =w, lo cual es una contradiccidn.
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Finalmente, probaremos que si1 ﬁ @ , entonces Po((v) /“v
para todo v26,

Para demostrar lo anterior, basta probar que QR.)( ={9},
donde R, es la banda genersda por e - Py + En efecto, como
e=Pue+e-P“e;conPtx(e)€B“ ,e-Pb((e)eBi,
luego e - Pa( (e) L Ps(e), entonces Rq_LB«.

Seaw € Ro(, yw .LBQ(, enotnces wl (e - £)* para todo o(,
y también wl (e - o(—lf)+ para todo X >0.

En forma analoga, concluimos que w = 6. Por lo tanto
Py (V) f v.

Corolario A. 1. Sea E un espac1o de Riesz con PPP. Sea

f € I(e), y s1 existen a, b € R tal que

ae f b e, entonces P.= 6 para todo

Ad<a, y po( = e para todo & > b.
Demostracibn.

(a) ae f, 1mplica que e - f ¢ Xe — a e = (& -a)e,

Como &  a, entonces X e { a e, por lo tanto

(x—- a) e 8. Asi pues (e - f £ 8, luego Uy = (xe - f)+= e.

Esto prueba que B\x = {e} , por lo tanto Py = 8 para todoy < a.

(b) Ahora probaremos que Py = e para todo o > b,

En efecto, £<b e, entonces o{e - f 2 Xe-b e = (¥ - b)e
Como K > b, entonces (e > b e, por lo tanto (X- b)e > 8,
luego (o(e - f) > 6. Asi, tenemos que

uy = (e - )Y = (e - )2 (x-b) e > O

Afirmamos que e € Ba(
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Como (e - £)° 2 (X- b)e > 8, entonces L _(Xe-D">e

X-b
Pero e = |e| &J:'E(D(e-f)+ = —R—:l——g(a(e—f)", luego

e € Bo( .
Ahora bien, P (e) = sup [6, e] N By
Como e € [6, e_] y e € By , entonces e € [6, e] N Bq .

Ademas e es cota superior del conjunto [6, e_] N B, , luego

p\x= e para todo X > b,

El conjunto {pq P -mo <y < cn} de los componentes de e
se denomina el sistema especlral de los elementos de f respecto

al elemento fijo e,
B. SUCESIONES UNIFORMES DE CAUCHY

Sea E un espacio de Riesz, y sca e € E con e> 8.

Definicién B. 1. La sucesibn {fn tn=1, 2,...} en E,
se dice que es e-uniformemente convergente
a un elemento f ¢ E, s1 para todo £>0,

existe un nlmero natural no(E)tal que

lf-fnlgﬁ,e para todo n }no

Definicién B.2. Una sucesibn {fn: n=1, 2....} en E
se llama’sucesi1én e - uniforme de Cauchy,

si para cada & > 0, existe un nimero na-

tural n = “1( &€ ) tal que

£ - f

0 n|<£e para todom,n}n

]

- e —
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Proposicién B. 1. Toda sucesibén e- uniformemente conver-

gente en un espacio de Riesz E, es una
sucesi6n e-uniforme de Cauchy.
Demostracibn.
Sea {fn tn=1, 2,... } una sucesidn e-uniformemente con-
vergente en E, entonces para cada & >0, existe no(b JCN tal
&
e -1 - e ara todo n n (&),
qu [£-1 <3 P 20 (&)
Ahora If -1 I = lf - I+ f{-rT |< ‘f - fl + lf - f I
m n m nlx m n
S1 m, n > n (& ), tenemos que f{ -7 | < Loe s & e =& e,
’ Z "o ’ l m nils 77 2
Proposicién B. 2. Toda sucesién ¢ — unilorme de Cauchy en
un espdero de Riess E, es acotado.
Demostraciébn.
Sea { fn tn=1, 2,...} una sucesidn e-uniforme de Cauchy

en E, entonces dado § = ], existe un nlmero natural nl tal que

Ifn - fn1|.< e para todo n, n] gzn]. Como ‘fnl - lfnﬁ $‘fn- fnl
entonces |fn|<§ e + lfn]' para todo n > n, por lo tanto
]fnl-g'e + sup( ‘fl! . leI s lfn }) para todo n.
Proposicién B.3. S1 E es arquimediano, y si1 la sucesién
{ fnt n=1, 2,... } tiene limite e-unifor-
me, entonces es {nico.
Demostracibdn,
Supongamos que la sucesibn {fn} . converge e-uniforme-

mente a £ y g, entonces dado & > 0 existen n;, n'"  tal que:
o

¢
' - ——
n 2 n', entonces If fI < 5 €



<
n }ng , entonces lfn - glg_i.e_

Sea n = max { né, n'c;}' Entonces para todo n )no.
It -el- |£ - B ¥ fn_glslf Y |fa™ g‘gg—e +-§-’—e =te.

Asi lf—g‘gge para todo & > 0.

Como E es arquimediano, se tiene que lf - gl = B, luego f=g.

Lema B.1. Sea {fn } NSl es una sucesioOn creciente y e—uni-
forme de Cauchy en un espacio de Riesz arquimedia-
no E.
{ £ } es e-—uniformcmente couvergeute a un elemento f de E
n{n3l
i s6 ] L n S .
sl, y s0lo s1, {fn S n> lene un supremo y es 1gual a £
En forma anidloga se tiene para succsiones decreclentes
En particular, en el espacio 6= DC, cada sucesidén mondtona
e-uniforme de Cauchy, es e-uniformemente convergente.
Demostracidn.
S es crecient - t
upongamos que {fn }n > s creciente, y e-uniformemente
convergente a £f. Sea n fijo, ¥y m > n, entonces fmj> fn’ por lo
£ =mf{f £ L.
tanto n n’ n }
Por la desigualdad de Birkhoff's, tenemos que
[fn - inf {f, fn}|= inf {fn" fn}- inf {f, fn}
Sea &> 6, entonces por hipdtesis, tenemos que
Ifn - fnf { £, fn}

se tiene |fn- inf {f, fn} |= e, eqtonces fn= inf {f, fn} » POT

gIfm_ fl'

\<|fm - f |\<£e. Como E es arquimediano,

lo tanto fn g f para todo n, luego 6  f - fn < te.

>



Asi pues f - f \ ©, entonces f = sup f .

Reciprocamente, sea {fn }n S| tal que fn f f, y e~uniforme
de Cauchy, entonces, dado &>0, existe n (& ) tal que
8 < f -1 te param pn >n (&).

Por lo tanto (fm - fn) z (f - fn)’ entonces 8 £ f - fngee

para todo n PRI luego {f converge e-uniformemente a f.

n; n >j

Pefinicién B,.3. Un espacio de Riesz E se llama e-uniforme-
mente completo, s1i cada sucesidén e-unifor-
memente Cauchy, ticne un limite e-uniforme

Proposicién B.4. S1 E es arquimediano, entonces E es e-uni-
formemente completo s1, y s81lo si, cada
suces16n mondtona, e-uniforme de Cauchy,
tiene un limite e~uniforme.

Demostracidn,

(==>) Es obvio, por definicién.

Reciprocamente, sea {fn: n=1, 2,...} una sucesidn arbitra-

'

ria, e-uniforme de Cauchy, en un espacio arquimediano E.

Entonces, existe una subsucesidn fn R fn yeo. tal que
- i 2
n; <ny, < ...< ¥ fn - fn £ 2 e, para k = 1,2,...
k+1 k
Las sumas parciales de las series
£ (g, - £ v - £ )N
nl 2 1 3 2
£+ (f - f ) 4+ (s -£f )
+...
n, R I N4 1,

forman sucesiones crecientes, e-uniformes de Cauchy.



+ +
En efecto, sean g ., = £ + (f - £ ) +...+(f - f )
k+p o, 2 M Ueeprl  Ckep
+ + +
g = £ + (£ - £ ) +,..+(f -£ ),
k o, 2 M Tl P
+
luego (g - g <_|(f - f W e 4| £ - f )
k+p kI X Mey2 Dy Ogaprl  Ckap

< 2_(k+l)e +.. '+2—(k+p)e

27D ot (e Dy

Como la serie © ]
1 ———=— = 2, luego
P!

p=1

2-(k+l) . -k .

gk+p_ gkl < 2 =2

En.forma aniloga se prueba para

£ o+ (f - £ )Y 4,..4 (f - f ) 4.,
nl n2 nl 3 n2

Por hipdtesis, las sucesiones anteriores tienen limites
e-uniformes g, Y 8 respectivamente. Por lo tanto las sumas par-

ciales de

f =f +(f£ -f )+ (f -f )+ ..., parak = 1,2,...
k0 By T By 0,

Convergen e-uniformemente a g

£ = [f+ + (£s = £ )V a 4 (f
nl n n

g,” 8y puesto quc

k+1 k

o+ ( f f]—[%—+(f = £ )4 4+ (F. £
2 M kel Tk By 0y oy M1 7



En otras palabras, fn convergen e-uniformemente a g cuando
k

k — v,
Finalmente, probaremos que fn converge e-unlformemente a g.

En efecto, consideremos
fo-glg|f - £ | +(f -g],.
p I‘lp npl [np l’

Como fn es e-unlforme de Cauchy, dado & >0, existe

. - &
n](E) : pr fgl<Te para todon}nl(ﬁ).

Como f; — g c-uniformenente, existe nz( £ ).
p

I',, Y
|)

Ser (g ) - max { nl(f. ). nz(t )} , entoncgs

\

< -%-— ¢ para todo p > n‘)( G o,

para todo p, g 2 n(&)

lfp_g|\< —g'\(—z ¢ + —— 0 = € ¢, es decir

lfp— |npl * l |np

fp — g e—-uniformemente.
C. TEOREMA ESPECTRAL DE FREUDENTHAL'S(T.E.F.).

Sea E un espacio de Riesz con PPP, y sean e € E'con e >e8,
f € I(e). Sean a y b dos nimeros reales tal que, para un conve-
niente €£> 0, se tiene
aef <®- &)e.
S1 {pq —o< A < o } es el sistema espectral de f con
respecto a e, se tiene por el Corolario A.], que px = § para
A ay pch = e para o »>b.

Denotaremos por Ti= Tl‘(o(o, X ,...,o(p), donde

]
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a = °(o<°‘l & eue <o(n = b, la particibén del intervalo cerrado
[a,b] ; y por

[T7}= max (o, "% |t 0K k<0 = D),

la mixima longitud del subintervalo en la particién 7T .
Dada la particién TTI’ TT2 de [a, b], escribiremos

TTlSTTZ » Para indicar queTT, es mas fino que TTl, o sea,TTlLZWZ.

El conjunto de todas las particiones de [a, b] es parcialmente
ordenado.

Para cada particaén TT(X , 5.+, 0(,) de [a,b], intro-
ducimos ahora los elementos s(TT; f) y t(0T: f) en E, definidos

por s(IT; £)

n ( )
P - P
O(k‘ I Xg  Kg—

n
:(rr;f>=Zd(p—p )
e T

s (TT: £) se 1lama suma inferior y t(TT: £) suma superior de f
con respecto a TT.
En el siguiente lema, se tiene algunos resultados pre-limi-
nares acerca de suma inferior e superior.
Lema C.l. (1) Para toda particibn ™ TT , se tiene
s(TTl: £) £ e (T )

(2) Si TT,KTT,, entonces
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s(ﬂ’l’; £) € s(TT,: £) £ e(TT,: £ K t(TT,: ).

(3) Siaegf, f, (b -E)e para convenientes

1 2

nimeros reales a, b, y para algin ¢ >0, en-



tonces
s (TT; £7) < s(TT5 £,) y t(T; £)<e(TT; £,)
para cada particibén TT de [a, b]
(4) se tiene B8 < f - s(TT; f)glrrle,
8 < t(m; H-f<|rTe
En particular, se tiene
0 £ t(T'Tl; M- s (T'th < (Tl'l +TT2 de
para todo particibn TTl Tl'z de [—a, b]
Demostracién,
(1) Es sulicrente probar que para toda particidn
1T = T’l’(o(o,...,o(n), se ticne s{T; £)<I<e(dT: £).
En efecto, de Pb =P - Pa = HZ(Pdk_ qu—l),

k=1

n
resulta que £ = P, f = Z(P -P ), (o(kgb; k=1,2,...n)
b o( X
k=1 - k=1

y por la proposicidén A,.1(3) se tiene
11}

k -1

n
%
s(TT; 5 S (e -p )<f\<z k(p, =B, D=t (TT; £).

Por lo anterior, tenemos que
s( W1= f)fSt (TTZ’ £).
(2) SeaTTl = TT(D(O"”’O(n) y sea TTZ otra particién
que contiene un punto fD mas que ]Tl.

Supongamos que entre d(k_»] y‘,)(k se tiene

A ey SP<He
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Para probar s(TT,; f) < s(7T,* £), basta demostrar que

x, (p -p
e Xy

cual es evidente. Luego s(TTl; f) € s(TTZ: £).

k-1 ), lo

)gdk-l(pﬁ - po(k—])"' P (pdk' PP

En forms aniloga se prueba que
t(TT2=f) € (T D).
(3) Primero supongamos que f satisface a e f (b-¢§&)e,
y sea el conjunto {pOk - o< <+ oo} el sistema espectral
de f. Dada la particién T'r(o(o,...,o(n) de [a,b:| , ¥ los nimeros

0« Pl £ ...< P”, constderemos la suma

n

¢ :Z: %k(pq B Qx

k=] k h~1

Introducimos para cada nimero real A, el elemento

T, =e- Rx , Y obsérvese que
P - P =r - r ’
£ X of
e(k k-1 k-1 k

y ry = e para X a, ¥ 1, = @ para

Obsérvese también que todos los términos en
P, -p )-Z?u -, ),
Z T e T S Bt

por lema A.3, son otorgonales y positivos.

Por lo tanto

u {F’k . ak)}<, \j“ﬁgr{f’k o)

= 1luu -



Por otra parte

Fk ro(

k-1

1=k %= % e R
todo k = 1,.,.,n.
Luego sup ﬁk T <u
1€k<n k-1
Asi,hemos probado que
u = sup Pk T
1€k €n k-1
Asi pues
n n
e Ve 4o = oA, _(p, —P )- 4 (p, - P
s(TT: £) a,c—Z el A S, E oy "(k-i

=1 k=1

n
Z(o(k—l- a)(pdk T Py
k=1

[}
4]
[

©

(X, - a)r }
|\<k<n{ k-1 °<k—1

Finalmente supongamos que se tlene,
a e\<f1<f2 £(b -¢&)e
para apropiados nlmeros reales a, b y para algin &£>0
Sean (p;( it~ w)y (P'& : - << ™), el sistema

espectral de fl y f2 respectivamente.
\
+
Puesto que ( X e - fz) < (ofe - f])+ para todod, la

banda generada por (X e - f'2)+ estd contenido en la banda genera-

da por (X e - fl)+ .  También se tiene que



P P’ yr, Lty paratodo X
De todo lo anterior, se sigue que

sup {(o( _,~a) r! }
| <k gn k=1 -1

s(TT: fl)- ae

"
/7]
o]

<~

I <k <n {( dk"—a)r""(k-l }

s(TT: fz)— ae

Asi pues s(TT: fl) < (7T : £)
En forma andloga se prueba que

t(rTy: ll)< L(TT" 'z)

(1V).5¢ trene

06 £ F - s(TT: 1) € tOT: 1)- o(TT: I)
n

(X, -, _Mp - p, )
A

k=1

n
< hﬂZ(p -p )
- X Ky~

=ITT|e

En forma an&loga, se prueba que 6 £ t(TT: f)—f{[TTle.

La siguiente proposicidén es una consecuencia inmediata del
lema anterior, y de la observacién sobre la convergencia e~uni-
forme de las sucesiones mondtonas de la seccién B

Proposicién C.!. (Teorema Espectral de Freudenthal's)
Sea E un espacio de Riesz con ppp, ¥

sea e € E con e > 6 un puntc fijo. Para
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cada f elemento del 1deal generado
por e, y para cada partici6n TT del
intervalo [a, b], donde los nimeros
reales a y b son tales que
aefL(b- €)e para algln £ >0.
Sea s(TT: f) y t(TT: f) suma inferior
y superior respecto a T . Eutonces

sup (7T f)=t =anf t(TT: f)
Mas precisamente, sl{TTn: n=1,2,. .}
es ung suces1On de particiones de [a, b]

tal que ’
i TlHF| ¢s mas fina que TTh

para cada n y tal queITThl \ 0, entonces
S(T_: £) fey car: /s

e-uniformemente.

PRV



BIBLIOGRAFIA



[2.]

(4]

[5.]

Aliprantis,

Aliprantas,

Fremlin, D.

C. D. and E. Langford. Almost -Dedekind
Complete Riesz Spaces and the main inclusion

Theorem, Proc. Amer. Math. Soc. 44 (1974),

421-426.

C. D. and O. Burkins Haw. Locally solid Riesz

spaces, Academic Press, Inc., (1978).

H. "Topological Ricsz spaces and Measure

Theory", Cambridge Univ. Press, London y New

York, (1974).

Luxemburg, W. A. J., and A.C. Zaanen. '"Riesz spaces I",

Quinn, J.

North-Holland Publ, Amsterdam (1971).

Intermediate Riesz spaces, Pacific J. Math. 56

(1975), 225-263.

- 105 -



