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INTRODUCCTION

Los espacios localmente convexos constituyen la genera-
lizacidn de los espacios normados.

Es bien conocido que si f: E-——>IK, lineal, con E nor-
mado, entonces f es continua si y sbélo si f es acotada, es
decir si f transforma las partes acotadas de E en partes a-
cotadas de IK.

La clase de los espacios bornoldégicos justamente resuel-
ve la generalizacion del problema: Cudles son los espacios
localmente convexos para los cuales el problema anterior tie-
ne respuesta positiva?

Es evidente que el conocimiento de las propiedades de
tales espacios es de gran interés, ya que es frecuente en
anadlisis la presencia de funcionales gue no son continuos
pero si acotados. Asi si E es bornolbégico, todo funcional
acotado es automaticamente continuo.

Es claro también que la clase de los espacios localmen-
te convexos bornoldgicos, si bien es rica en propiedades, es
yva bastante general en relacidn al punto de partida que lo
constituyen los espacios normados.

Por otra parte, todo espacio bornoldgico es limite in-

ductivo de espacios narmados; esto sugiere de inmediato con-
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siderar los espacios localmente convexos gque sean limite in-
ductivo de espacios de Banach. En esta forma se llega de
una manera natural a una nueva clase de espacios localmente
convexos denominados "Espacios Ultrabornolégicos" y cuyas
propiedades estaran mas prdéximas a aquellas de los espacios
de Banach, Esto justifica el estudio de dichos espacios.

Es claro también gque todo espacio ultrabornoldgico es
bornolbégico. Naturalmente gue el reciproco es falso.

Durante muchas décadas el estudio del espacio de las
funciones continuas é&x), sobre un espacio completamente
regular, provisto de su topologia natural (compacta-abierta)
ha sido la fuente de inspiracidén de numerosas investigacio-
nes. En particular, siendo este espacio localmente convexo,
&1 ha sido objeto de numerosas clasificaciones segin fuesen
las propiedades gue se asignen a X.

El problema planteado por Jean Dieudonné: Existen es-
pacios tonelados que no sean bornoldgicos? Inspird indepen-
dientemente a Nachbin y Shirota para demostrar gque Zﬁ(x) es
bornoldégico si y sbélo si X es un Q-espacio.

Una de las preguntas naturales gue surge entonces es:
Qué condiciones debe verificar X para que Zf(x) sea un es-
pacio ultrabornoldgico? La respuesta a esta pregunta fue

resuelta por De Wilde y ella es: Z?(X) es ultrabornoldgico
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si y sblo si ﬁf(x) es bornolbgico. Es decir si y sblo si X
es un O-espacio.

El objeto de este trabajo es desarrollar este problema
resuelto por De Wilde.

El esguema seguido es el siguiente:

En el primer capitulo se caracterizan los espacios bor-
nolégicos y se estudian algunas propiedades relacionadas con
limites inductivos. También se presenta el concepto de
"convergencia de Mackey".

El segundo capitulo est&8 consagrado a la caracteriza-
cién de los espacios ultrabornoldgicos y su relacidédn con las
sucesiones "fast-convergentes" basindonos en el articulo de
De Wilde "Ultrabornological Spaces and the Closed Graph".

En el cual hemos debilitado las hipbtesis de la proposicidn
6 v hemos llegado a la misma conclusién en la proposicién
2.3.

En el tercer capitulo se desarrolld el articulo de De
Wilde "Caractérisation des espaces Zﬁkx) ultrabornologiques”.
Una vez introducida la topologia compacta-abierta se demues-
tra el resultado fundamental para CZ(X) gque da su caracter
bornolbégico o ultrabornolégico.

Sefialemos aqui, finalmente que, la demostracibén presen-

tada recoge numerosas ideas encontradas en los articulos de
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Nachbin y Shirota. Se ha hecho una acentuacidn en el aspec-
to didictico de la demostracién al presentarla bajo una se-

rie de proposiciones previas que permiten una asimilacidn

més rapida del resultado final.

ix.



CAPITULO 1

ESPACIOS BORNOLOGICOS

En este capitulo damos una interesante caracterizacién

de los espacios bornolégicos.
El teorema 1.1 lo hemos formulado para este trabajo.

Y el teorema 1.2 es una variacibén de la proposicibén 7.1 de

[s}

Ubicamos aqui los espacios ultrabornolbégicos dentro de

los espacios bornolégicos y los espacios tonelados.

1. DEFINICION Y EJEMPLOS.

Definicién 1.1 Un espacio (E, & ) localmente convexo es bor-

nolbégico si todo disco bornivoro es vecindad

de cero.

Ejemplo 1.1 Todo espacio normado es bornolégico.

En efecto sea (E,” 1)y, un espacio normado y D
un disco bornivoro. Como B1 = {x E E / Hxll< 1-3’es acotada
en (E,Il || ), tenemos que existe «> 0 tal que 31§Ea<n, con lo

cual 1/ B, <= D 6VN/?L,!I‘\).

1



Ejemplo 1.2. El espacio de las funciones continuas defini-
das en IR, 22?(|R), con la topologia determi-

nada por las semi normas py : zg(lR)-—?lR tal que

P (£) = sup | £(x)},
x €K

donde K es un compacto de /R, con la topologia usual de IR.
Este espacio de funciones continuas es bornolbgico pe-
ro no normado.

2. CONVERGENCIA SEGUN MACKEY

Definicibén 1.2. Sea (E,%) un espacio localmente convexo y

Hausdorff. Una sucesidn (xn)nz.l <~ E es

Mackey-convergente a xOE:E, si existe un disco acotado,

DS E tal que X, converge a X, en el espacio normado

(o]

(Ep, S p)-

Donde ED es la envoltura lineal de D, Y %3D= Ep— IR,
el calibrador de D. El cual en este caso resulta ser una

norma, proposicibébn 6, pégina 207 de[b] .



. . M
Indicaremos esta convergencia como X, —— Xq

Proposicién 1.1 Sea (E, &) un espacio localmente convexo

y Hausdorff. (xn)n‘7lCE es Mackey-conver-
gente a cero si y sblo si existe una sucesidn de nlmeros es-
trictamente positivos ( A n)n>l convergente a + 0o tal que

A X%, converge a 0 en (E, G).

M
Demostraciédn.d» ) Sea V va, © ), disqueada. Como x, — 0,

existe un disco acotado D, tal Qque <§5D(xn) converge a 0 en

IR. Sea

—~

1/\/6D(xn) para x, # 0

4

An

(An)p=1 es una sucesidén de nlmeros estrictamente positi-

vos tal que A , converge a + ©© . Ahora
An g D(xn) = \/SD(xn) para X £ 0
n %D(xn) =

6])( A xy) =

o

para x, = 0



De esta forma QD(/\nxn) converge a 0 en |R,

Como D es acotado en (E, @G ), existe 70 tal que para

toda n> 1
SV( A nxn) = ng()‘ nxn)“—> 0

De tal manera que existe m =2 1 tal que para n2Z m

Anxn € V.
Luego ( }‘nxn)n 51 converge a cero en (E, G).

L=) Como (Anxn)nz | converge a cero en (E, &), tenemos

que

es acotada en (E, ©). Por consiguiente [ (A) es un disco
acotado en (E, ®) y tal que para n=1 '\nxn € r(A). Por

tanto xne 1/A n a). Ast por definicibébn del calibrador de

(a) tenemos:

gl’(A) (%)ﬁ 1/ n—'-? 0.



De esta forma X, converge a 0 en (E fYA)" gijA))°
3. CARACTERIZACION DE LOS ESPACIOS BORNOLOGICOS

Como vimos en la seccidén 1, los espacios bornoldbgicos
generalizan a los espacios normados.

Si dotamos a un espacio localmente convexo de una topo-
logfa Hausdorff, obtenemos una interesante equivalencia que

veremos a continuacibn.

Teorema 1.1. Sea (E, &) un espacio localmente convexo y

Hausdorff. Son equivalentes las siguientes a-

firmaciones:

(1) (E, ©T) es bornolbgico.
(2) (E,C) es limite inductivo de espacios normados.
(3) Todo disco Qque absorbe las sucesiones Mackey-con-

vergentes a cero es vecindad del origen.

Demostracibén. (1) =7 (2) Sea (Ai)ie ; la familia de los dis-

cos acotados en (E, G ). E; = EAi' il = 5Ai' Zi la to-
pologia en E; determinada por‘\“i.

En estas condiciones ((Ei,a; i))i eI es una familia



de espacios normados.

Si £; EiC-yE es la inmersién candénica, resulta que

. . En —:' El = L]
ie€ Ifl( 1) 191 i E

Vamos a demostrar que (E, &) es limite inductivo de

) £.)

1 ’

((r;, & i'ier

Para ello demostraremos que si (' es la topologia lo-
calmente convexa final respecto a las fi entonces &~ & °'.

En efecto si ve"‘\[()o, G') disqueada, entonces f'i'l(v) =
VfWEi es vecindad de cero en (Ej, 6 i) para cada i€ I. Lue-
go para cada i€l existe 0(i70 tal que O(iAiCV. Por con-
siguiente V absorbe A; para toda i€I. Lo cual equivale a
que ve’\/(‘o,G), va que (E, %) es bornolégico. Asi G'<(.

Veamos el otro sentido de la desigualdad. Si VG”WO,—C),
disqueada, entonces para cada ieI existe Ui >0 tal que
YSiAigv, por ser los A; acotados en (E, ). Con lo cual

]SiAigffll(V) para cada i€ I. De alli que fz l(V)(-'.-\‘\((\O,zi)

para cada i €I y por consiguiente V GWO, c').

(2) > (1). Sea U un disco bornivoro de (E, & ) vy



(B, 11l D0fyy e

una familia de espacios normados con sus respectivas aplica-
ciones lineales tal que (E, & ) es su limite inductivo.

Para cada E;, su bola unitaria B; es acotada en (Ei' zi).
Luego f;(B;) es acotada en (E, G ) para cada i€ I, por ser
las £, Z;i-z continuas. Y asi existe para cada i€1I K;7>0
tal que O(ifi(Bi)CU. Con lo cual O(iBinIl(U) para cada
1€ I. Como los D(iBi son elementos basales en cada (Ei,z i)'

resulta gue para cada i€ I,fi—l(U)e (O,Ci). Con lo cual

Ue"WO,‘G) y de esta forma (E, & ) es bornolégico.

(1) 1#) (3). Sea D un disco gue absorbe las sucesiones Mac-
key-convergentes a cero, entonces D absorbe los discos aco-
tados.

Supongamos lo contrario, entonces existe un disco aco-
tado K, tal que D no absorbe K. O sea existe para cada

n2l x_ &€ K tal que xn¢n3D.

n

La sucesién (xn/nz)nz.l es Mackey-convergente a cero.
En efecto gK(xn/nz) = l/nz——-) 0 en [R. Con lo cual
(xn/nz)n »1 converge a 0 en el espacio normado (Eg, 51() .

Esto implica que existe m21 tal que para nzm xn/n



2
€ nD porque D absorbe (xn/n )n7 1+ Lo cual contradice el
hecho que xn¢ n3D para todo n>21,
Concluimos gque D es un disco bornivoro y por lo tanto

vecindad de cero, por ser (E,U) bornolbgico.

(3) &2 (1). Sea D un disco bornivoro, por demostrar,
De‘Wo.Z).

Sea (xn)nz_l una sucesidn Mackey-convergente a cero.
Existe entonces un disco acotado,A, tal que X converge a 0
en (EA, SA). Asi (xn)n21 es acotada en (E,, 63\)' Lo
cual equivale a gque A absorbe (xn)n2>l y como D absorbe A,

entonces D absorbe (x n>1 por ser Ay D discos. Asi re-

n)

sulta D€ | (0,C) por hipdtesis.

Teorema 1.2 Sea (X,T) un espacio localmente convexo, enton-
ces son equivalentes las afirmaciones siguien-

tes:

(1) (X,7) es bornolbgico.
(2) Para todo espacio lineal normado, (E, I W), y para
toda aplicacibén lineal f ; X—7E tenemos:

f acotada implica f continua.



Demostracidén. (1) ® (2) Sea f: X—»E una aplicacién lineal

y acotada. Sea V 6"\(20, Wiy, disqueada y A un conjunto
acotado en (X, ;) entonces f(A) es acotado en (E,Il l) por
hipbétesis. Con lo cual existe {10 tal que f(3)C XV, esto
es ACO(f_l(V). Lo que implica que f_l(v) es un disco bor-
nivoro y por tanto f'l(V)e\'\((‘O,-G), por ser (X, &) borno-

lé6gico.

(2)9 (1) Sea U un disco bornivoro en (X,}). Vamos a demos-
trar que Ue"\[\(o,z) .
(X'SU) es un espacio semi-normado, ya que U es disco

absorbente.
S . _1
Sea (XU, %U) el espacio normado tal que Xy - x/gu ({0)).

Y SU : xu——-? IR se define como

SU(X) -=Y:[en’_fE %U(y)

Observemos que si y,z € X entonces y—z%—é(lok) . Por

tanto

0 f‘gu(y) - 6"(2)‘ < gU(y—Z) =0
Luego gU(Y) *‘611(2)' Asi (5()()?) - QU(X).



10.-

Tenemos entonces que la suryeccibén candnica f : X"‘?XU
es una aplicaciébn lineal y acotada. En efecto sabemos que
f es lineal y si A es acotado en (X, ) entonces existe Ay O
tal que 2 €AU, con lo cual ﬁu(x).é)\ para todo x € A,de es-
ta forma f(A)C AU con lo cual resulta f(A) acotado en
(xu, %U) y por nuestra suposicidédn f es continua.

sea B, la bola abierta unitaria de (X, gu) y B; la bo-

la unitaria abierta de (X, gu) . Entonces

wi
Y

L= Lrexy 7 § (¢ 1}
LRex; /7 G <y

= f(Bl)
Luego
a) f-l(l;l) [ (0, &) por ser f continua
b) £ (B = £ '(£(B)))
- -1
= B, + 6 o (o'}
- B1

Luego Ble“‘(zo, G). Por lo tanto SU es continua lo cual

equivale a queXJedV?O:C).

Proposicién 1.2. Sea (E,G) bornoldgico, Hausdorff y casi-

completo entonces (E, &) es limite inducti-



vo de espacios de Banach.

Demostracidn. Sea (Ai) la familia de los discos cerra-

ieI

dos y acotados en (E,G). A; es disco completo para cada
ie 1, por ser (E,G) casi-completo. De lo cual resulta por

la proposicidén 6, pégina 207 de Cs) , que (Ei,ll ] i)ie I

11.-

una familia de espacios de Banach. Donde E; = By rll Hly= 51-\-1,
i

el calibrador de A;, vy sea f;: E;<7E, la inmersién natural.
Por demostrar que ( -=Z', topologia localmente convexa final
respecto a las fi'
z'2%G . En efecto si Ve “\ﬁ?}, '), disqueada, entonces pa-
ra todo ie I existe Ni>0 tal queﬁ(iAi_C_ le(v) = Eiﬂv, por
lo tanto para cada i€l existeb(iP 0 tal que™;A;c V. Por
ello V es un disco bornivoro y asi ve“\/(\o,‘c) por ser (E,G)
bornoldgico.
<% siveV (0,0, disqueada, entonces para cada i€ I
existe °(i7 0 tal que °(iAi_C__U por ser A; acotado en (E/G).
Asi para cada i€ I existe °(i > 0 tal que O(iAiE-_ f'i’l(U).
Con lo cual para cada i€ 1, f;]‘(U)év\(()O, i ”i)' Por consi-
guiente u@\ﬁo, G').

De esta forma concluimos que (E,Z) es limite inductivo

de una familia de espacios de Banach.
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4. RELACION ENTRE ESPACIOS BORNOLOGICOS Y ULTRABORNOLOGICOS

Veamos ahora los espacios en los cuales obtenemos la e-
gquivalencia en la proposicibén 1.2. Los cuales generalizan
a los espacios de Banach y estédn contenidos dentro de los

espacios tonelados.

Definicidén 1.3. (E,%) es un espacio ultrabornolbgico si

(E,6) es limite inductivo de espacios de

Banach.

corolario 1l.1. Todo espacio localmente convexo, bornolbgico,

Hausdorff y casi-completo es ultrabornoldgi-

CO.

Proposicidén 1.3. (E,&G) ultrabornolbgico implica (E,Z) borno-

l6gico y tonelado.

Demostracién. Es inmediato que (E,%) es bornoldgico. Para

demostrar que (E,z) es tonelado utilizamos una

familia ((Ei'“ ”i)'fi)iérl de la cual (E,&) es su limite in-

ductivo.

como todo Banach es tonelado, (E,G). donde & es la to-



pologia localmente convexa final de los (Ei'“ " i) con las

respectivas f;, es tonelado.

De esta forma hemos demostrado que los espacios ultra-
bornoldégicos son parte de la interseccibdn de los espacios
bornolégicos y de los espacios tonelados.

Sin embargo, esto no guiere decir gue los espacios ul-
trabornolbgicos constituyan dicha interseccibén, ya que en la
pdgina 43 de[11] se menciona que si al espacio de las distri-
buciones definidas en un abierto,{?, de an,iBl L2y, se
le dota de una topologia @, menos fina que la original, re-
sulta ser bornolégico, tonelado pero no ultrabornolégico.
Este ejemplo, que se indica sblo a titulo de referencia, lo

desarrolla ampliamente el doctor Manuel Valdivia en: "The

13.-

space of distributions @' ({2) is not Br-complete”. Publicado

por Mathematische Annalen, 211, 145-149 (1974). Ver apendice A,

Podemos concluir con las siguientes relaciones:

NORMADO =) BORNOLOGICO

1 T

BANACH @ ULTRABORNOLOGICO ':'...") TONELADO



CAPITULDO 2

ESPACTIOS ULTRABORNOLOGICOS

En algunas ocasiones resulta diffcil comprobar que un

espacio es ultrabornolégico utilizando su definicibén. En

este capitulo veremos otros caminos para demostrar que un

espacio es ultrabornoldgico.

1. CONVERGENCIA RAPIDA

Definicibén 2.1 Sea (E, ) un espacio localmente convexo y

Hausdorff. Una sucesidn (x_) < E es
nn>1

fast-convergente a x, € E (converge r&pido) si existe un

disco compacto K< E tal que x, converge a x  en el espacio

de Banach (EK,%K) .

Indicaremos esta convergencia como X,

>xo.

2

Ejemplo 2.1 Sea E - /R® con la topologia euclideana.

X, = (1-1/n,0). (xn)n > 1 es fast-convergente

a (1,0).

. . 2
En efecto, si K = B,y, bola unitaria cerrada de /R te-

nemos que:



1/n Gf g, (100

4 1/n —>0 cuando n—coo

531"% - (1,0))

Proposicidon 2.1 Sea (E, &) un espacio localmente convexo y

Hausdorff. Sea (xm)m> 1 < E fast-conver-

gente a x Entonces existe una sucesidn de nGimeros positi-

o-
vos (A p)pe 1 Que convergen a + oo tal que (A RYEES 0 B U

es fast-convergente a O.

Demostracibdn. Por ser (’ﬁn)m> ; fast-convergente a x, exis-
f [}

te un disco compacto KSE tal que 5K(Xm'xo) converge a O
en (R,

Definimos:

VG Ko 58 5 4 7o

Am =

m s‘1xm-=xo

resultando ({m)m > 1 una sucesidn de nGmeros positivos que

convergen a +c© ., Ademés

8K(>\m(:g“-xo)) = i\/gK(xm—xo) si xp 7 Xq
0

81 xm = Xo

15.



Con lo cual obtenemos que (Am(xm-xo))mzl es fast-

convergente a O.

Proposicibébn 2.2. Sea (E,ZC) un espacio localmente convexo,

Hausdorff, metrizable y completo. Enton-

ces para toda (xn)n7 1 < E tenemos:

& . . f
X, 0 si y sblo si x,~———0

Demostracién. = ) Sea (Vi) » 1 una base numerable de vecin-

dades disqueadas del origen tal que V ., ; & Vye.

Para cada m> 1 existe n tal que si n= n, entonces:

ml

xné 1/m Vi - Podemos suponer n < np +) para todo mz 1.
Asumamos A, = m para np£n<ng 7. Tenemos entonces

AN

que Apl oo . BAsi para nzn, x, € 1/A, V. Luego

N ok, 250

n*n V-
A= Opxy) = 1Ui03 es compacto en (E,Z). Luego

[(n) es disco compacto por ser (E,t) completo (proposicibn

4,3, pégina 50 de [9]). cCon lo cual tenemos A, x. € [(A) pa-

ranzl. Yasix €1l/in [ (aA) para nx 1.

16.-~

por definicidn de gr(A) tenemos que gr(A_) (x,)< 1/An—0

en IR, Luego X, converge a 0 en (E F(A),%TF(A))' Por con-

siguiente x—r'—f.—-;« 0.
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&) Sea Ve ’\/(’O.E) disqueada. Como xn_f,) 0, existe un dis-

co compacto K, tal que X, convergde a 0 en (EK”% K) . Luego

existe X >0 tal que K< X V por ser K acotado. Luego para

toda nz1

6&v(xn)5 6 k%)

porgque (xn)n > 1 & Eg. Por tanto

%V(Xn)éd.% K(x )—> 0

en [R. Asi existe mz 1 tal que para n=m

%V(xn) <1

Con lo cual resulta x, €V para toda nzm,

Proposicién 2.3 Sea (E,5) un espacio localmente convexo y

Hausdorff. DCZE un disco. Son equivalen-

tes las siguientes condiciones:

(1) D absorbe los discos compactos

(2) D absorbe las sucesiones fast-convergentes.



Demostracién. (1) = (2) Sea D un disco que absorbe los

discos compactos y sea (x.) < E fast-convergente a x,.

nz1

Entonces existe un disco compacto KCE tal que x, converge

a x, en (EK'SK). De esta forma resulta A = (xn)nle{xok

acotado en (E:K %K) . Con lo cual K absorbe A por ser los
’

elementos basales de V\[(‘)O,% k) de la forma (X K. Asi resul-

ta que D absorbe A porque D absorbe K por ser disco compac-
to. Resultando asi gue D absorbe (xn)n?_ 1.

(2) (1) Sea D un disco que absorbe las sucesiones fast-
convergentes. Vamos a demostrar que D absorbe necesaria-

mente los discos compactos.
En efecto si existe un disco compacto, K, tal que D no

absorbe a K entonces para todo nZzZ1l existe Xp € K tal que

Xn é n2D.

Luego existe
(xn)n21:~ KQEK
tal que para todo n=z1 xnén?‘D. Esto es para todo n21
xn/nex v xn/nan.

Ahora como %K(xn) < 1/n—>0 vy como O¢e€ Ey, tenemos que

18.-
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xn/n —flao

Luego, por hipbdtesis (xn/“)n.zl es absorbida por D. Con lo

cual existe m'>1 tal que para todo mzm'

Y asi xné'n2 D para n>m’. Lo cual contradice nuestra su-

posicién.
2. CARACTERIZACION DE LOS ESPACIOS ULTRABORNOLOGICOS

Teorema 2.1 Sea (E, & ) un espacio localmente convexo y

Hausdorff. Son equivalentes:

(i) (E, G ) es ultrabornolégico.
(ii) Todo disco que absorbe los discos compactos es
vecindad de cero.
(ii‘}) (E, & ) es limite inductivo de (EK'% K)'iK)KeX,
donde ¢ = iKg—E /K es disco compacto en (E, & )}
e iK: Ex 5E es la inmesibén natural.
(iv) Todo disco '‘que absorbe cualquier sucesidn fast-

convergente es vecindad de cero.
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Demostracidn, (i) = (ii) Sea ((Eiﬁlu i))i€I, una familia

de espacios de Banach y para cada ie€lI, £; Ei—-?E, aplica-
cidén lineal. Si Bi es la bola unitaria de E;, £ (Bi) es a-
cotada en (E,G), ya que por ser el limite inductivo de di-
cha familia, resultan continuas las fi'

Vamos a demostrar que si DCE es un disco que absorbe
los discos compactos también absorbe £, (Bi).

Supongamos que D no absorbe f;(Bi). Fsto implica gue

para cada n >1 existe bnE-Bi tal que
2
£.(b,) ¢ n?D (1)

como (bp)p, 5 lC::'Bi tenemos que b_/n converge a 0 en

(Ei'" ti). Por tanto como (l/nbn)nz_lc;Ei tenemos que
r(l/nbn)nZ 1U{0}) es un compacto por ser (1/nbn)n2 1\))0&
un compacto dentro de un Banach (proposicidn 4.3, pdgina

s0 de[ 9J ). Ppor consiguiente existe >0 tal que para todo

[Nz o

fi(r((l/nbn)nzl&){Ok))CAD por tanto fi(bn)enXD para to-

2

da n>21l. Tenemos entonces gque para n2a , fi(bn)e'n D. Lo

cual contradice (l1). Por consiguiente D absorbe fi(Bi).

Resultando asi gue existe ol70 tal que B;SdD. Con lo cual

D Gv\/(\o,'é) )



(ii) = (iii). Si %' es la topologia localmente convexa final
de la familia ((EK, % K), iK)KG)’(J ; vamos a demostrar que
G =6,

G '4% . En efecto si VG%O, &') disqueada, entonces
-1 -
e NV = izt (v)e \/zo,% )

para toda Ke )\/J con lo cual existe d¥0 tal quedK < V,
de esta forma V absorbe K para cada K € ¥,. Con lo cual re-
sulta V un disco que absorbe los discos compactos y por hi-

pbétesis Vv e\WO,C) .

CeT'. Sea Ue%O,‘é) disqueada., Para cada K¢ Xy existe
d70 tal que A K< U por ser K acotado en (E,G), con lo cual

AK = i,;l(o(K)_C_;_ iEl(U)e“ (0,8}(). Con lo cual resulta

Uc "\ﬂ‘O,To' )

(iii)=y(iv). Sea D un disco gue absorbe las sucesiones
fast-convergentes. Entonces D absorbe K para todo K& »o
(proposicibén 2.3). Asi para cada K& o existe A»0 tal que

dK € p. De esta forma

Ak =D/ E = ifl (D),

21.-



de lo cual resulta para cada K € N>
, -1
it e W0, G .

Por consiguiente D& V (0,G).

(iv) = (i) Sea (Ci) la familia de todos los discos com-

iel

pactos de (E,G). Para cada iel (Eci, Cca Ci)
es un espacio de Banach, ya que Ci es completo por ser Ci
compacto,

Para cada ieI fy: Ecic_ys la inmersibébn natural y G°*,
la topologia localmente convexa final respecto a las £;.
Probaremos que & = &',

Sea Uc (0,7') disqueada, entonces para todo ie I.

U f\Eci = le(u) C—\'\/)(O,gci) por ser las f; continuas.
Luego existe o; 7 0 tal que Xi Ci<U /\Eci por ser o/; Cj un
elemento basal de V (0, gci). Entonces C;S 1/q ;U.

Por tanto U absorbe todos los discos compactos y por
consiguiente las sucesiones fast-convergentes (proposicién
2.3). Podemos afirmar entonces que U €¢\/ZO,\G) por hipbte-
sis. Asi resulta $°<£(.

Reciprocamente si VE'\/.)(O,‘G) disqueada, como cada com-

pacto es acotado tenemos que para toda i€ I, existe Oli7 0

22-"



tal que C;C o jV. Por tanto para cada i €I existeod ;> O tal

que:
| c -1

Vg €3 = £1(1el 5 c)SE7 (V) €Y\ (0, Tep).

Por consiguiente V e“\p(o,z'). Y asi & & é' .

3. LOS ESPACIOS ULTRABORNOLOGICOS Y EL TEOREMA DE GRAFICO

CERRADO.

Definicibén 2.2 Sea (E, & ) v (F, & ') dos espacios lo-

calmente convexos y Hausdorff. h: E-—»F una

aplicacibén lineal. El gri&fico de h es fast-secuencialmente

23.-

cerrado en EXF si:
xm-—£;>x \ h(xm)-_£+ y implica h(x) = y. Donde

(X*m)m>1S E Y X €E.

Teorema 2.2 Si (E, & ) es un espacio ultrabornolbégico y
(F,H 11 ) es un espacio de Banach, cualguier aplicacidén 1li-
neal de E en F cuyo gr&fico es fast-secuencialmente cerrado

en EXF es coritinua.

Demostracién. Por ser (E, & ) ultrabornolégico, (E, & )
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es limite inductivo de ((EK'%QK), iglke ¥ (tecorema 2.1).

Sea h: E—>F, una aplicacidn lineal cuyo gréfico es

fast-secuencialmente cerrado en EXF.

Como & es la topologia localmente convexa final en E,

respecto a las iK tenemos que :

E . h_ = hoi_, :E,~—F

Ko ik K K° 7K
.% h U iK(EK) = U EK =« E
.C—C// E———>F Ked, K&,

By e

hy es la restricciébn de h sobre Ey. Tenemos entonces
que:

h es continua si y sbélo si hK:EK —>F es continua
para toda K& > .

Por demostrar: h, es continua para toda K€ ¥o.

K

Como E, y F son espacios de Banach por el teorema clé-
sico del grafico cerrado bastard con gque demostremos que el
grafico de hy, Gy, es cerrado en Ex X F.

Sea (x,y)E€ Ek, entonces existe una sucesidén
(xn.hK(xn))nz_l en Gy tal qﬁe (xn'hK(xn))~—é(x,y). 0 sea

que existe (x;)j, 3 S Eg tal que x, converge a x en (EK,%a K)

v h (xn) converge a y en (F,lll). Es decir existe una sucesién,



(xn)n?_lc;E, fast-convergente a X€ E y (h(xn))nZ 1< F, fast-
convergente a y &€ F (proposicién 2.2). Ahora como h tiene el
gréfico fast-secuencialmente cerrado entonces h(x) = y, con
lo cual (x,y)eGg.

De esta forma hemos demostrado que el grafico de hy es

cerrado en Ep x F por tanto hy resulta continua.

Teorema 2.3 Sea (E, & ) un espacio localmente convexo,
Hausdorff tal gue para cualguier espacio nor-

mado (F,Il I ) y para toda f:E—>F lineal tal que el gréfico

de f fast-secuencialmente-cerrado implica que f sea continua.

Entonces (E, (- ) es ultrabornolbgico.

Demostracién. Sea U un disco gue absorbe los discos compac-

tos. Entonces U es absorbente y luego
e - \Uivu - B,
A>0

Por consiguiente gqu —>|R es una semi-norma.

Sea F = E/Eaal(io}), el espacio cociente el cual resul-
~S %
ta normado con (X} = Inf (x) .
%3U xex UU

~
Sealp: E—~F tal que V(x) =X. %’tiene el gr&fico fast-

secuencialmente cerrado. En efecto sea (xn)n7 1SE, tal que
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(xp) ft,x vy \P(xn)_f__,y. Queremos demostrar que
Yx) =Y.

Como (x,) . 1 es fast-convergente a x entonces existe
una sucesidn de nimeros positivos tal que limAm = +co

m-> oo

Yy )\m(xm—x)_-f—eo (proposicidén 2.1).

Con lo cual existe un disco compacto K< E tal que
)\m(xm—x) converge a 0 en el espacio de Banach (Ex,g K) .

Por ser K disco compacto, existe >0 tal que KCU y

en consecuencia 80LU £ 8K 0 sea 1/« 6 U £ % K

Luego

1 S g Ontigm0) £ G ¢ Oyt

Por tanto existe N>1: 1/4 A n{XgxX)e U si mzN.
Lo que eguivale a que X -X € o /A U para m=N. Luego
%U(xn-x)id//\n. O sea 6U(xn-x)—’>o en |R.

Pero %U(”x'm—?'c)f._ _gu(xn-x)' Por tanto %U(’:\(ﬂ?&)——#o

en IR. As{ ¥ =\V(x). Esto implica que p es continua

(G - é y — continua).

Consideremos el diagrama:

= ioPp donde T es el completa-
—3 =129

\p
i/7 miento de F.

26.
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' A\ -I! P - . .
j es .continua, B; eiﬂz;g_ f‘/z = lim Xm . Existe N =1: .
3 m-e
G ylxn) <1 para n2 Nl

Tenenmos .enhtonces gue j—l(ﬁl) e VWQ:&S')s . Donde

- A A
37HBY ) = {x eB/i00) € By
~ .o~ ~ )
= rix(: E/X = lim X, “xn = x, 3 N2 1,

nZN implica % U(xn) = Cé U‘(rx‘)f_;-l
j"-l(é) - {xe E/ %U(x%l} Cu éVW(O, G ).



CAPITULO 3

ESPACIOS DE FUNCIONES CONTINUAS

Taira Shirota en [10] y Leopoldo Nachbin en( 7] dan una
caracterizacibédn de los espacios de funciones continuas bor-
nolbégicos y tonelados. Una década despvués De Wilde y
Schmets enl 2J dan una caracterizacidn para los espacios de
funciones continuvas ultrabornolégicos.

vamos aqui a profundizar sobre estos conocimientos.
1. TOPOLOGIA COMPACTA ABIERTA

Indicaremos con Yéix) el espacio de las funciones con-
tinuas definidas en X con valores en el conjunto de los n-
meros reales, IR. Donde |R estd dotado de la topologia u-

sual o euclideana,?Zu.

Definicién 3.1 Sea (X,Z) un espacio topolbégico KCX y UCIR,

Definimos:

TKU) = { fe Gix)/ £(K) <]



Proposiciébn 3.1 Sea (X,%Z) un espacio topolbgico. Entonces

B = {T(K.]' E,Ef) [ é(x)/K compacto y~£aog

es una pre-base para las vecindades de cero de una topologia

localmente convexa y Hausdorff sobre GI(X)..

Demostraciédn. Para ello vamos a demostrar que para todo

compacto K < X y para todo£70 se cumple:

a) T(K,1-¢,¢eL) es disco.

En efecto si.c, ¥ son dos escalares tales que ldi +1¥i21

y f,ge T(K,]-£,€Ll) tenemos entonces que para toda x€ K

JAE+¥g) (& [l 1 £+ 1¥]] g
< ldle  *+ l¥le

= £

Asi para todo |« + ¥/ <1,f,g ¢T(K,]~2,€L) hemos obteni-

do que df+ ¥ g€ (K, -£,¢0).

b) T(K,1-<, L) es absorbente en \'G(X)

29.
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como T(K,]l- ¢ ,el) es disco basta con demostrar Que pa-
ra cada feé‘(x) existe §>0 tal que fe%T(K,j‘E,EY).

Si fFeC(X) v f/x = O entonces es evidente que 5-1 ya
gue feT(K, J-¢,e[ ). Pero si f/K # O entonces existe &70 tal

que{ = sup|f(x)] por ser K compacto y f continua. De esta
xeK
forma para toda Xe K

E/+1) | £(x)] < E
Asi nuestro 9= (e +1)/£, 0 con lo cual feST(K,JI-&,el).
c) Existeo?0 tal que T(K,1-%ol) + T(K,J-+ L) < 1(kIed)
Sea o = £/2> 0 entonces si fe T(K,J-8/2, €/20) +

T(K, J-£/2, €&/20) tenemos que existe g, he T(K, 1~ £/2, £/2] )

tal que £f = g + h, con lo cual para toda x & K

LE(x)) £ [gx)! + |(nx) <« ¢

Por consiquiente f ¢ T(K,J-Z,£1).

Como \@(x) es un espacio lineal con las operaciones
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wlz ﬁ(x)x\é(x)—?ﬁx) tal gque Ll.)l((f.g)) - f+g

\4)2: IRX G (X)— ‘6(){) tal queUrJZ((k,f)) = kf

entonces existe una Gnica topologia, G, localmente convexa

tal que Bes su pre-base, corolario V-3, plgina 54 de Csl .
d) ( (2(X), %) es Hausdorff.

Por ser (> una topologia lineal es suficiente mostrar
que para todo ge¢ Zf(x) g A 0 existe una vecindad de cero tal
dque g no pertenece a ella.

En efecto si ge¢ C(x) tal gue g # 0 entonces existe

X, € X tal que g(x,) # 0. Luego

g# T {x5y, 1= latxx)l o [g(xx)|)

Definicidén 3.2 sSea (X, %) un espacio topoldgico. Se deno-

mina topologia compacta-abierta la determi-

nada en lﬁ(x) por la coleccidn

{T(K,U)C %(X)/K es compacto y U es abierto} . La cual

denotaremos Zc-a

Corolario 3.1 Sea (X, & ) un espacio topolégico. Entonces



(Z(X), & ,_,) es un espacio localmente con-

vexo y Hausdorff.

Para garantizar que % (X) no estd formado unicamente
por funciones constantes daremos a X una topologia completa-

mente regqular.

Definicidén 3.3 (X,%) es un espacio completamente reqular si

es Hausdorff y para cada cerrado F & X y ca-

da xc X\ F, existe una funcién fel(X) tal que f(x) = 1vy

£(F) -{ol.
Ejemplo 3.1 ( IR, Gu) es completamente regular.

Podemos dotar al espacio {Z(X) de un orden parcial.

Definicidén 3.4 Sean f,g¢ (G(X) se dice que f££2 g si para to-

da x e X, f(x)= g(x).

Ejemplo 3.2 Sea X = (0,1 con 1a topologia inducida por
( IR, Gu)

£: [0,1)]——» R definida por £(x) = X y

g: [O, 1] —> IR definida pér g(x) = x + 1,

Evidentemente f%£ g.

32.
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Hay funciones de € (X) gue no pueden ser comparadas
por dicha relacién.

Ejemplo 3.3 Sean f: |R—>/R dada por f(x) = x? y g: JR—IR

dada por g(x) = x3.
Si x41 f(x)=g(x), pero si x>1 entonces f(x)=<g(x).

Por tanto f y g no pueden ser comparadas por esta relacibn

de orden,

Definicién 3.5 Sean (X,;) un espacio completamente regular

y f,ge'@(x) tal que f<g. Definimos

Lf,gd -~ {neBx)/£2nzg}

el cual llamaremos segmento de G (x).

Proposicién 3,2 Sea (X,&) un espacio topolbégico. Para to-

da £, geZZ(x) tal gque f < g tenemos que [f,g]

es acotado para la topologia compacta abierta.

Demostracidn. Sea K < X compacto. Por demostrar:

Existe oly0 tal que [f,glC aT(X, 1 -1,1[)



Sea he [f;,g—'fll y. sea o' = max {sup/f(x)/, sup/g(ix)l}. El cual
X ¢ K X &€ K
sabemos que -existe porque K es compacto y £, g€ G(X) .

Como para toda xe X f(x)< h(x)< g(x). Entonces
sup |h(x)| < &*+1., Sea ol = ck*+1 entonces sup h(x)<o . Por
xeK x € K

tanto he AT(K,J1-1,10 ).
De esta forma hemos demostrado que [f,g] es acotado

en (G(X), G._,)-

Proposicidn 3.3 Sea (X,%) un espacio topolégico, f € (‘g(x),

f 20. Entonces [:f,a es. un disce acotado

en (EI(X), G y)-

Demostracién. <a) [-f,f] es disco. En efecto si lotl +1gl£1

vy g,he E—f,‘f]’. Entonces para cada x € X

(g + Bh) (%) < ldllg(x)] + ]@I‘l h(x)\

Zldle(x) + |Bl E(x) & £(x)

con lo cual |d g+ ﬁh) £ fy asi

Ag+ Bhe L-f£].

b) [-sf, f;“] es zc—a ~ acotado.

34,
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Por la proposicién 3.2.

Definicidén 3.6 Sea A & ﬁ(x) . Decimos que A es acotado se-

gin el orden si existe h € lg(x), h=0 tal

que [fl £ h para todo f € A,

Corolario 3.1 A < ¥(X) es acotado segiin el orden si y sblo

si existe h € &(X), h=z 0 tal que A < [-h,h].

Ejemplo 3.4 Sea f ¢ @(X),fzo. Entonces [—f,f] es acota-

do segin el orden.

Proposicidn 3.4 Sea A S €(x), acotado seg(Gn el orden. En-

tonces A es acotado para la topologia com-

pacta-abierta.

Demostracién. Sea A < ¥(X) acotado segiin el orden. Para

demostrar que A es acotado para la topologia compacta abier-
ta basta con mostrar gque para cada compacto K<X, existe un
d >0 tal que A=T(K,J-o& ,4L ).

Sea K un compacto de X, por ser A acotado segin el orden
existe un he ﬁ(x), h>0 tal que A & U-h,h1].

Sea d~= 1+ sup h{(x) > 0. Entonces si fe A para todo
x € K

UNIVERSIDAD DE PANAMA
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xe K

[£(x)) £ sup h(x) <
x & K

Por tanto f(K)C 3 -°(,a(t con lo cual fET(K']—Ol'd[ ).

Definicién 3.7. Un funcional lineal, T: g (X)— IR se dice

acotado segn el orden si para todo A < B(x),

acotado segin el orden sup lT(g)! ¢ 0O
ge A

Ejemplo 3.5. Sea xg €X. Definimos
Txo* G(X)—> IR como Txo(f)ﬁf(xo)

para toda fe;fg(X). Este funcional lineal es acotado segin
el orden.

En efecto es evidente Que Txo es lineal. Veamos Que
es acotado segiin el orden. Sea A SE_CT(X) acotado segin el

orden, entonces existe g € G (X) gz0 tal que:

A = E—g,g]
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Luego
Txo(A) 9_.. TXO( E"g g] )

Y asi sup fooxh)l < sup [Txo(h)l = sup |h(xo0)| £ g(xo)

h€a h € [-qg,49] he[-g,9]
Luego Txo es acotada segin el orden.

Proposicidén 3.5. Sea T: fZ(X)—~a IR un funcional lineal.

Entonces:
T es acotado segin el orden si y sbdlo si para todo

feX(X), £20 sup IT (g)l<®
g € [_f'fj

Demostraciﬁn.:j) Sea f € B(X) tal que f>0. Entonces como

[-£,£] es acotado segGn el orden
sup \T(g)i&oo por definicién de funcional acotado segtn el

g €el-f£, £]
orden.

=) Sea A < “(5(X) acotado segfin el orden. Entonces exis-

te £, € @(x), fa = 0 tal que:



< -
A< -f,,f]

Luego

sup | T(g)l¢ sup IT(g)) < oo
geA gé[-f 'fA-]

2. DISCOS DE BANACH

Definicidén 3.8 Sea (F,%) un espacio localmente convexo y

Hausdorff. Un disco acotado D<E se denomi-

na disco de Banach si el espacio (ED, 80) es un espacio de

Banach y si D = &x éE/SD(x)ils .

Ejemplo 3.6 El intervalo real [-1,1] es un disco de Banach

en (IR, Cu).

Proposicién 3.6 Sea (X,Z) un espacio completamente regular.

Para toda f ¢ G (X), f 2 0 tenemos gue:

) ro g () = sup | g(x)| /£(x)

para toda g € & (X)":ﬁ_,f £]
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Demostracibn. Para toda ge ﬁ(x) [-f, £1
8[_5, £(g) = Inf {Av0 / ge Al-£,£11
= Inf \)\"0 /igl ﬁ/\f} Por definicidn de inter-
valo.

Si g = 0 es inmediato que se cumple la igualdad

g[-—f, gfg) = 0 - sup | g(x)|  /£(x)
f(x) # 0

Si g # 0 entonces o = suplg(x) | /£(x) > 0.
f(x) £ 0
Sea A -~ 5/\ 20/ lgl&aAx f}. Vamos a demostrar Quede A.

Con lo cual resulta

g[—f, £19) = sup lg(x)| /£(x)
f(x) # 0

En efecto por definicién del supremo lg(x) | /£(x)4&
para toda f(x) # O. De lo cual obtenemos lg(x)l £ o f(x)
para toda f(x) # O.

Si f(x) = 0 como ge G (X) [-£, f1existen A0 y he E_f' £]
tal que g = Ah. Con lo cual |g(x)| £ A f(x) para toda xeX.
En particular para f(x) = O resulta ig(x)} = 0 con lo cual
obtenemos para toda x tal que f(x) = 0, lg(x)| & o £(x). A-

si para toda x€ X se cumple:



Jg(x)l £ o f£(x) para oy 0
Por consiguiente como o\70 y I gl % o f tenemos que o €A.
Veamos ahora el otro sentido de la desigualdad. Para
todo Ae &, lg(x)| £« A f(x) para toda xeX. Por tanto para

toda AeA |g(x)| /£(x) <A para f(x) # 0. Asi

sup 1g(x) | /€(x) <A
f(x) # 0

por la propiedad del supremo. Y luego obtenemos

suplg(x)| /£(x) 2 Inf {AeAS

f(x) £ 0
’g[_f'f] (9)

Lema 3.1 Sea (X,7) un espacio completamente regular,

f eG(X), £20. Entonces [-f,£} es un disco de

Banach.

Demostracién. Para que [-f,f] sea un disco de Banach debe

cumplirse:

a) (€ [-£, £] g{:—f g1 ) es un espacio de Banach.

) (-££1 ={ geG/ G g (@%1]

Veamos la demostracién de a) y b)
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a) En efecto sea (fp) ,,; una sucesibn -de Cauchy en

( C:(X) E-fff] , ESC;f,f])' Debemos probar due (fm)mz,l es
convergente en.{ (X) [ -, g]° Para ello es suficiente con de-

mostrar que existe una subsucesidén de (fp)y > ] Que es con-

vergente.

C°m°’(€m)mz_1 es de Cauchy para k> 1, existe mg 2 1 tal

que:

g‘ g g) (Fm-fmg) £ 1/2%

para cada m > m . En particular

k
G (Fp . -E. )& 172K
(-6 £10 My, Ty —
pues podemos suponer my< my<  Am Sm oo,
Ademas:

k .
fmkﬂ—fmkre 1720 [ -f,£1]

Es decir para cada Kz1l, existe g€ [-ﬁ,f] tal que

k
f ~f = 2
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Consideremos la subsucesién (fp,  .)k > 1 de (fmdm=> 1-

Para cada n21l tenemos que:

n
f = f + f - £
Mpel my Z: 1 ( Ml “‘k)

= £  + i. gk/2k

my k = 1
Y asi:
lim fm'n = £+ lim._t gy /2 k
n oo +1 1 N k =1

Luego bastari con demostrar que existe

n
1im S g, /2
n-=eo =
w -
. . E_ k
es decir que la serie - 3 gk/z es convergente en

( 5(}() -f, £1 gf-_f, fl.

k
Sea Sk = Zm =1 gm/zm

Para cada xe€ X, tenemos

e

(s ~s )t | =1 2 g, (x) /2" |

m-=%k + 1
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< lg_(x)| /2™
% k+1 m
e
Z E f(x)/2m—-)0 cuando k— oo
- m=k + 1

Luego (sk(x))k> 1 s de Cauchy en |R para todo xe X.

Con lo cual existe

o0

lim sy (x) 1:4___ 1 gm(x)/Zm
k=00

o0
Definamos g(x) -=Z L gm(x)/Zm
m —=

ii) ge ‘6()(). Sea x € X y £€70. Como f es continua

en X5, existe V€ “W(xo.z) tal que sup f(x) = & <o,
XevV

Como ;i 1/2k-% 0 cuando m — 0O.

= m

Esto equivale a que

(=2
sup| > gm(x)/zm‘ﬁo cuando k -y oo.
xeV m=k

Luego existe M>1 tal que
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[« 0]
supl == | an() /2" | = €
x €'V o

Consideremos la funcidén h = Z ] gm/z‘“ es claro que h

k = 1
es continua y por tanto continua en X, cOn lo cual existe
V'e "'\p(xo‘@) , V&S V tal que para toda x € V'
14

|h(X) = h(xo)’f‘. 6/2
Es decir

M
sup|Z gm(x) /2™ =27 g (x,) /2" & £/2
XEV! =1 k =-1

Pero entonces

a0’

w Q
sup 1g(x)-glxgy)| - sup | > gm(x)/Zm-z gy (%) /2" |
xe V' xe V' m =1 m=1"

(-]

coup | > g, (x) /2 +Z Sn() /2" f: (%) /2 -Zug;“’(xovzl'“/

X e V' m=1

£ sup l:E:: I (X) /2 —jz; gm(x ) /2 ' + sup’vm gm(w)/zml

x € v' m=1 X €
>
+ supl m_M+1gm(x )/2 \

x € V'

$€2 + E/4 + &4 = E



Es decir sup | g(x)-g(x,)/£ &
xe V!

Por consiguiente g es continua en Xo+ Con lo cual g

es continua o sea g e‘@(x).

iii) ge U-f,f]. Para cada x ¢ X,

| >

[9(x) | n= 1 gm(x)/2ml

oo

m -

In

(<]

m
2:—1 1 £(x) /2

(A

I N

f(x)

Luego g € [—f,f] .

RO
iV) Z

== gp/2™ —> g en (Zoo(X)E_f'fJ’ g[-f. L

Para cada x¢€ X

M co M
| gtx)-2_ gntx) /2" | =‘§t“;lgm(x)/2m -2 gm(x)/z“"

m=
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4

2]
- 9. (x) /2"« 2 lg_ ()] 2™

m=M+1 m—=M+1

« = ™ s "

m=M+1

Luego para toda x tal que f(x) # O

M
| 9e0-2 g /2" | /e 2 27
m-=

Por consiguiente

M m M
sup | g(x)- 2 g (x) /2" l/g(x)% 2

f(x) 40 m=1

De lo cual se sigue por proposicién 3.6
(g- > g /2™ < 27M 0 cuando M—> c©
e, 61 (97 8y W= 2T '

[22]
lt..\.usagoz1 gm/Zm - g
me-=

b) Sea g € 6(}() tal queic_f' fng. Entonces exis-
te 0241 :gc A [ —f,f]. Por tanto existe
02els 1 : ge [ -uf, o £] SL-1, £].

Ahora si g € t—f, £] tenemos |g| ¢ f. Esto equivale a

que lg(x)] 4 f£(x) para todo x¢ X y asi % [-£, £1 (g) £ 1.
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3. ESPACIOS BORNOLOGICOS Y ULTRABORNOLOGICOS

Si ( E, ) es localmente convexo y Hausdorff. Entonces.

(E, &) ultrabornolégico implica (E, % ). bornolégico. La re-
ciproca no necesariamente es vdlida. Sin:embargo ( 75 (X),
E:c-a) es un espacio localmente convexo y Hausdorff y

( ‘(?(x), Zc_a) bornolbégico implica (??(x), Zc_?) es ultra-

bornolégico.

Proposicién 3.7 Sea (X, ) un espacio completamente regu-

lar. Las siguientes condiciones son equi-
valentes:

(1) X es completo para la estructura uniforme menos
fina que hace uniformemente continuas las funcio-
nes numéricas continuas y finitas, definidas en X.

(2) Para todo elemento t de [3(XIN X ([3(X) es el
compactificado de Stone-Cech de X), existe una
sucesidn de vecindades de t, en fBUO, cuya inter-
seccibdn es disjunta de X.

(3) Para todo elemento t € (3(x)\\x,v¢xiste una fun-
cibébn continua f: B(xi% {-00, @] tal que

f(t) = +@ pero la restriccién a X es finita.
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Demostracidn. Ver pé&gina 57‘de[_ l:l .

Definicidn 3.9 (X,% ) completamente regular es Q-espacio

si una de las condiciones de la proposicibn

3.7 se cumple.

Definicién 3.10. Sea V un disco de 75 (X), se dice que

K C O(X) es un apoyo de V si K es un ce-
rrado (y luego compacto) tal que si una funcidn f e'ﬁf(XT.

verifica la propiedad:

si f*(K) ='! O} entonces feV

Donde f* designa la inica extensién continua de f.a B(x‘)

y con valores en [ -oo, 0o] .

Observese que dado V & 7(X) disco, siempre existe un
apoyo de V. En efecto ﬁ(x) es ‘un compacto y luego para
toda f € ‘@(X): si f"S(B(X) = {0y . Entonces f* = 0. Con

lo cual £ = 0y asi fevV,.

Lema 3.2. Sea V ='¢ (X) disco, que absorbe los segmentos:y
sea K & G(X) cerrado; entonces K es apoyo de V

si y sblo si para .toda vecindad U de K en O(X) y para toda
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fe G (X): £*(U) = {0} implica fe v,

Demostracién, =y ) Sea U vecindad de K en (}(x) y fe 5 (X)

tal que f*(U) ={‘0X . Entonces f€ V porgque f*(K) = fof Yy K

es apoyo de V por hipdtesis.

&) Sea K < ﬂ(x) cerrado tal que para toda vecindad U de
K en G(x) y para toda f € G(X): f£*(U) = {0} implica feV

Demostraremos que para toda f € G (X): £*(K) —.;oj impli-

Sea h € @ (X) tal que h*(K) =] 0§ . Como V absorbe los
segmentos existe &> 0 tal que [-1,1le « V. Luego
[—l/o( 0 1/o<] € V. Es decir existe 5-: 1/4 7 0 tal que
[- 5,31 < V. Entonces U = s X e B(X)/‘) h*(x)I< 5/2}
es un abierto de ﬁ(x) por ser h* continua, Ademds como

h*(K) = 303 tenemos que K€ U. Luego U es vecindad abierta

de K. Y por tanto para toda £ €€ (X):
£*(U) =4 o} implica fev.
Sea g = hv 5/2 + h A (- 3/2), entonces g ¢ “6_.()() Yy

g* = h*V §/2°+ h* A (- §/2) y g*(u) = fo}.

En efecto para toda x€ U. se cumple
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- 3/2 < h*(x) & 9/2

entonces

h*(x)V 8/2 = 8/2 y h*(x) N (- 8/2) = - §/2

por tanto g*(x) = 0. Luego tenemos que (2qg)*(U) = Zg*(U)zioi

Y asf 2geV. Pero también 2(h-g) € V. En efecto sea xeX

entonces si h(x)< - 5/2:

hx)V 8/2 = S/2 y hix) A (- §/2) = h(x).

Por tanto g(x) = & /2 + h(x) y asi 2(h-g)(x) = -5
si -5/2 « h(x)« S /2 entonces h(x)V & /2 = 8§/2 y
hxXIA (- §/2) = -8 /2. Por lo tanto g(x) = 0 luego

2(h-g) (x) = 2h(x) = S

Si‘h(x) > &/2 entonces h(x)Vv & /2 = h(x) y

h(x)A~ (-8/2)='~-§/2 por tanto g(x) = h(x)- §/2 y asi
2(h-g) (x) = §.

Con lo cual 2(h-g)e [-g,,éj < v,

Luego h = 1/2 2 2(h-g) + 'Zg}é_ V por ser V convexo.
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Con lo cual hemos demostrado que K es un apoyo de V.
Vamos ahora a demostrar que la interseccibdn de todos
los apoyos de V es un apoyo de V, el cual llamaremos Sopor-

te de V. Sea
@ = {_K = B(X)/K es apoyo de V §

1) @ Z @ ya que G(X) e (’J Todos los elementos de @
son no vacios por definicién de apoyo de V.
2) Si Ky, Kye€ % entonces K; N Ky E(%. En efecto, sea
K = K,mxz v fe Zg(x) tal que f*(U) = §0} para toda
U vecindad abierta de K. Debemos probar por el Lema
3.2 que feV.
Es claro que K, m(xz\ U) = @ y que Ky » K\ U son
cerrados en [3(X).
Luego existe (.P}: B(x)———? [0, 1] continua tal que
WYiky) = 113, Yiky\v) =10} . Entonces k) < wy =
Y-1(32/3,10) y i\ U S w, = Y~1( Lo, 1/3L ) donde
W1/\ W, = #. Luego W} y W son dos abiertos con adhe-
rencia disjuntas, luego son normalmente separados. O
sea que existe g*: B(x)—%[o, 1l1tal que g*(Wy) = 11) vy
g*(W,) = {0} y ademds K1 W, y KA\U S W,.

En estas condiciones
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3)

i) (2fg)*(U Uwz) = { 0} ya que £*(u) =foly
g*(W,) ={0}. Adem&s U \_U W, es vecindad abier-
ta de K, en B(X) con lo cual 2fge V porque
K, € A .

i1)  (2f + 2£g)* (UUwy) = 2£%(1-g) *(U U W)
=}ol
En efecto £*(uU) = {03 y (1-g)*(w;) = 503 .
Ahora como U UW; es vecindad abierta de K; en
D(X) tenemos que 2f - 2fg € V pues K, € %.
Luego f = 1/2 (2fg + 2f - 2fg)e V por ser V
convexo. Con lo cual Ke @
K(v) =Mk e
Ke I
En efecto en primer lugar observemos que por
2) : GA es una familia de cerrados con la propiedad de

la interseccibdn finita. Luego
K(V) - ars $ 2
Ke

pues B(x) es compacto.

A fin de mostrar que K(V)e @ , Sea U una vecindad

abierta de K(V) y £ E\é(x) tal que £ € V. En efecto

existe una familia J # 4, JcQ/, finita: /-\K SU. Ya
KeT Qﬁ\\

que en caso contrario para cada J ¥ £ , JcY , (ﬂ K)Yu#d.
Ke J
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Ahora B(x)\U es cerrado en B(x) por tanto
B(x)\U es compacto y asi /\GAK f\( B(X)\ U) # g. Con-

Ke
trario a la hipbtesis de que K& U.

Existe entonces @ # Js_?d, finita tal que mKE U.
KeéJ
Como esta interseccibédn esté& en GA tenemos que f*(U) = §0§

implica f* (K/\JK) = {01 y asi feV. Luego K(V)e QJ
€
Teorema 3.1 (Nachbin-Shirota). Sea (X,% ) un espacio com-

pletamente regular. Son equivalentes las si-

guientes condiciones:

(1) (X, &) es Q-espacio

(2) (‘é(X), G c-a) s bornolbgico.

Demostracidn.(1)3(2) Sea V€ 7Z (X) un disco bornivoro, debemos

probar gque V € v\/(\O,'é c-a) .

como V es disco bornivoro entonces V absorbe los seg-
mentos. Existe entonces S0 tal que[ -° ,%] < v (ya que
VvV absorbe [-1, 1],

Sea K(V) < B(x) el soporte de V.

Probaremos en primer lugar que K(V)S X. Es decir si

t e B(X)\ X entonces td K(V).
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Como X es un Q-espacio, tenemos que para cada
t e D(X)\ X existe una sucesibn (V,), . ; S"‘\(;t, ZB(X))

que podemos suponer decreciente tal que:

/\an\x—.ﬂ

nz1l
Pero para cada nz1l existe wne "\ﬁt, GB(X)) abierta
tal que w, < v,. Asi (Qlwn)/\x = 4.
Probaremos que existe ny 2 1 tal que B(X)\ wno es un

apoyo de V. Si no es asi entonces para toda nz 1l existe

£ e“@(x) tal que:

£ [3oNwy = Jol vy ¢ v (1)
Sea g = \/1 nlg | . para toda m=z1
n —=
m
g/(x\'v'v'm) = :/=n1 ’ fn ‘

En efecto fuu1(X\Wp,y) S £, (X\Wpyq)

= 501

Pero Wp,; < W, luego X\Wp & X\W ., por tanto

£ (x\W ) ={0} .



Andlogamente f .5, ... son nulos sobre X\Wm. Asi para
todo n2>1 tenemos:
a) g/x \W, ©S continua
b) X\ﬁn = xMN( B(x)\ Wn) es un abierto de X
c) X = x\ (N Wn) y por tanto X ¥ U(X\Wn)
nz 1l nz1l .-
Luego por a), b) y c) obtenemos g € & (X).

Es claro que g> 0 y como V absorbe los segmentos, V ab-

sorbe [ -g,g] . Con lo cual existe 470 tal que {-g,g] Sdv.

o«
Ahora como g = V

| £
n=l 7
n21l, Asi nfné A V para toda n=z1l. Por ser V disco,para

tenemos -g4 nl_fnlé_ g para toda

toda n2d4 fne v, contrario a (1). De esta manera existe
n 21 tal que D(X)\ W, es un apoyo.de V. Por tanto
o

KIS 3\ W, yasi £ & K(V).

Probaremos ahora que

T(k(V), [-8/2, 8/,2) )< v.

En efecto sea f& T (K(v), [-8/2, 6/2] ) entonces
[f(x)] & S /2 para toda x e K(V).

Sea g = fv&8/2 + £ (- & /2). Entonces para toda
x € K(V): £(x)V8/2 =85/2 vy £(x)A (-&/2) = -8 /2. Por
tanto g(x) = 0 para toda x-€ K(V). O sea 2g(k(V)) ={0}

por tanto.2ge¢ V por ser K(V) soporte de V.
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Por otro lado tenemos que 2(f-g)e V. En efecto sea

X € X. Entonces :

1) Si £(x)< -§8/2, g(x) = /2 + £(x) por tanto
2(f-g)(x) = -%

2) si-8/2£f£(x)2 & /2, g(x) = 0y asi 2 (f-g)(x) = 2£(x)
por tanto -8 £ 2(f-g)(x)<$

3) si f(x) > S/2 tenemos g(x) = £(x)-&/2 con lo cual

2(£-q) (x) =9

De esta forma 2(f-q)e [ -5, 9]lcv
Luego f = 1/2 { 2g-2(f-g)} & V por .ser V convexo. Con

lo cual obtenemos T(K(V), [-9/2, §,2]1 )€ Vy ast

v e\ (o, Gava)

(2) & (1) vamos a demostrar su equivalente. Si X no es
Q-espacio entonces Zpo(X‘) no es bornolbgico.

Si X no es Q-espacio entonces por proposicidédn 3.7-(3)
existe un t € B(X)\x,tal gue f*(t) es finita para toda
£ e GIX).

Sea L}Jt: \6(2(@.)»-——? IR, funcional lineal definida por
\th(f) = f*(t). Entonces (1) Wt es discontinua.

En efecto si V)t fuera continua tendria un soporte com-
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pacto CcX (lema 1, pagina 47 del 1] ) tal gue si f(C) =30\
entonces QJt(f) = 0. Como C es cerrado en[}(x) existe una
funcién continua h: (3(x)——%'[0,1j tal que h(C) =} 0y y

h(t) = 1 con la cual obtenemos:

a) qjt(h) = 0 por ser C soporte de QJt y h(C) =} O}

B) Yo = o) - 1.

Con lo cual nuestro supuesto de continuidad de q)t es

falso.
(2) wt es un funcional lineal acotado en (05 (X), @oca)

Solo nos falta demostrar que v/t lleva acotados en a-

cotados.
Sea Y g;ii(x) acotado. Si gjt(Y) no fuera acotado
podriamos obtener una sucesién (f, ), >7 en Y tal que la su-

cesidn de ntmeros

(fn(t))n?_ 1 —> ©O cudndo N—eo

sea W, = x e (3007 €1 (017 | £4 ()] -1% 1la cual

es vecindad abierta de t. Y tal que:
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x(N(Nwy # 2
n=1
porgque (X, G ) no es Q-espacio (proposicibén 3.7-(2)).
Asi resulta que existe xj e X N (N Wn) tal que

nz 1l
]fn(xo)} > | £% (t)]- 1 para toda n21. Con lo cual

£ (x) | — + o

Contrario a que Y sea acotado. Por tanto QJt(Y) es a-
cotado. Lo cual nos dice que q}t es un funcional lineal a-
cotado y q/t no es continua. Por tanto ri(x) no es bornolbdé-
gico.

Resultado equivalente a que (If(x),?Zc_a) bornolbégico

implique (X, ). Q-espacio.

Proposicibén 3.8 Sea E un espacio lineal sobre |K y p: E —> R

una semi-norma. Sea E* el dual algebraico

(.94“' if e E*/ Jf(x)| £ p(x), para toda x¢€ E}

Entonces para toda x¢E
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p(x) = sup lf(x)!
fe st

Demostracidn. v‘4’;§ g pues £ = 0€ }<L Sea x, € E, es cla-

ro que

sup ‘f(xo)\ £ plxg)
fe
Por definicibén de J‘"
Si p(xo) = 0 se obtiene la igualdad.
Si p(x,) # 0. Consideremos el sub-espacio de E, F =
(%) = K X,. Y sea h: F—> IK tal que para y = Mo,

h(y) =) p(xg). Entonces h es lineal.

En efecto, sea Yy Yo & F entonces existen kl' kzé IK

tal que Yy = klxo Y Yy = k2x° por tanto

(k1+k2) p(xo)

klp(xo) + kzp(xo)

i

h(yl) + h(Y2)

b) Sea N € K entonces
h()\yl) = h(/\ klxo)

= )\klp(xo)=>\'h(71)
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Ahora para todo yeé F

| hiy)|

i

| hix x)
IA\ p(xo}

= plAxy)

= ply)
Por el teorema de Hahn-Banach existe h € E*: —h/F =hy
Inal 2 pix)
Para toda x€E. En particuiar he 94’

Ahora p(x - 'h(xo)

o)

| Bxg)]

£ sup | £(xy) |

fé.ﬂ{'.

Proposicidn 3.9 Sea (X, %) completamente regular. Para

que (E(X), Zc_a) sea ultrabornolégico es
suficiente que todo’ disco D < G (X) que absorbe [-f, f] para

todo £ € ¥2(X) f£'Z 0 sea una vecindad del origen en

(G(X), Gog) -
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Demostracién. Para que (¥ (X), T._,) sea ultrabornolégico

es suficiente que ( €(X), G c-a) sea limite inductivo de los

espacios de Banach

((@(X) (-£,£] "’ 3[—& f‘})f?_ 0

Para cada f € l‘f(x), f2 0 consideremos la inmersidn ca-

nbénica

igr GXog, g T 0

Sea Y;'La topologia localmente convexa final respecto
a las ig.

]
Demostraremos que G._, =G

Si U €& ”’\/\(O,'G') disqueada entonces
. -1 v\/j -

ig T (We N, §g gl
Luego existe A> 0 tal que:

Al-£,£]1 < u!

Lo cual equivale a que existe ol-—--'k 7’0 tal que
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[-f,fl CduU

Por hipbtesis entonces

U eW/(O,C c-a) -

!

L
As{ resulta G £ Zc-a‘

Ahora si V € \'\/EOJ’GC_a) disqueada entonces para todo
f € Zf(x), fZO,[-f,f] es acotado en ( ‘f(x), Zc-a) por pro-
posicibébn 3.3. Luego existe para cada f£2 0, df70 tal que:
[-f,f£]1s dp v
|
Lo que equivale a que existe /\f = &_1.-"7 0 tal que:
Por consiguiente

if-l(V) - v N Zf(x)[-f,f] é'((‘oo g [-£, £3 )

para toda f 2 0.
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1
Asi concluimos gue V é"JVYCL ¢) con lo cual se obtiene
que a c-a é.. Zl'
Ahora como para toda g € Z‘;(X),lgl € € (X) entonces

ge [~1gl , Igﬂ y asi g ¢ Zf(X)[ con 1o cual

"‘g"'g,]

Gix) € flio?f(x) £, £] = fLJi( G (X)[g,£1)

z 0f

Por tanto (zf(x),Zc_a) es limite inductivo de los es-

pacios de Banach

Teorema 3.2 (De Wilde-Schmels). Sea (X,% ) un espacio com-
pletamente regular. Son equivalentes las si-

guientes condiciones:
(1) (X, ¢ ) es N-espacio
2y (G, Zc-a) es ultrabornolégico

(3) (L), Cc_a) »s bornolégico.

Demostraciébn. (1) @ (2). Por la proposicidn 3.9 es sufi-

~iente con demostrar que si D es un fAisco enf(x\ que absor-

be los intervalos L-f,f] para fe€ G (x', £20. vntonces



De"\((ﬁO.E ).

c-a
D es absorbente en ?g (X) ya que para toda g € g(X).

existe d > 0 tal que g € r_—lg‘, ,glj_C_e(D-

De esta forma % p €S una semi-norma en Z;(X). En-

tonces por la proposicibédn 3.8 para cada g ¢ ZZ(x)

%Du;) = o | T(a)]

Donde

x)4’ = {T € ‘é(x)*/ IT(g)\ggn(g) para toda g & ?:(X)}

Como todo T‘GJ¢¢ es funcional lineal acotado seg(n el
orden en @(X) y como (X, &) es Q-espacio entonces T es con-

tinua (teorema 22 pagina 179 de [4] , ver apéndice C).

4 c G, T, .

Luego

Sea

Bz lfeBm/Gpne 1}
= {f ¢ Bx)/sup fT(e)1%1}

T
n'r"l (B

)
Tesh 1

donde B1 es la bola unitaria cerrada de JR. Entonces

(a) B es disco cerrado por ser interseccidn de cerra-

64 .~
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dos (cada TGA’ es continua y Bl es cerrada).

(b) B es absorbente. En efecto sea g € 6 (X), enton-
ces existe o » 0 tal que g¢ [—|g|,-|gI]C_o(D. Por
tanto (&D(g/d)f_a( . Y asi g/t & B con lo cual
g e.\B.

Por (a) y’ (b) B es un tonel. Como (X, &) es O-espacio
entonces ( @(X), G c-a) es tonelado (teorema 1, pagina 294
de [:10'\’, ver apénd'ice B. Asi Beg W’O, zc-a) . Por tanto co-
mo B es la bola unitaria para gD Resulta- que.gD es Zc_,a

continua y necesariamente entonces D¢ "’\(1(0,' E c-a) .

(2) =Y (3) Proposicidén 1.5

(3) =7 (1) Teorema 3.1
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2)

CONCLUSIONES

‘C;(X) es no bornolbgico y no ultrabornolégico si'X no
es un Q-espacio.

Luego para dar un ejemplo en el cual Cf(x) no es borno-
16gico ni ultrabornolégico basta encontrar un espacio

completamente regular que no _sea un Q-espacio.

Los espacios bornolégicos han sido generalizados por
Snipe: Un espacio localmente convexo es s-bornolbgico
si toda semi-norma localmente acotada sobre E, es conti-
nua. Un espvacio localmente convexo es C - secuencidl si
toda semi-norma secuencialmente continua sobre E, es con-
tinua. La interseccidn de estas dos familias es exacta-
mente la clase de los espacios bornolégicos.
Los siguientes problemas relativos a tg(x), surgen de
manera natural:
a) Bajo qué condiciones de X, G (X) es s-bornolbgico?
b) Bajo qué condiciones de X, B (X) es ¢ - secuencial?
¢) Existen espacios s-bornolégicos que no sean tonela-
dos?
d) Existen espacios C - secuenciales que no sean tone-

lados?



3)

En la proposicién 3.4 se demuestra que todo conjunto a-
cotado segGn el orden en zﬁ(x) es acotado para la topo-
logia compacta-abierta.

Esto nos dice que la estructura de espacio de Riesz de
t;(x) (con el orden usual) juega un papel fundamental
en la teoria desarrollada.

Seria interesante entonces examinar en forma detenida
las propiedades de zf(x) inherentes a esta estructura.
En forma m&s general, si (E,& ) es un espacio de Riesz
localmente s6lido (es decir & es una topologia lineal
tal que 'la aplicaciébn E X E—E: (x,y)—> x vy es u-—
niformemente continua), seria de mucho interés examinar
las propiedades del espacio G (X, E) = { £/ x——j;E
continua} , es decir, examinar bajo qué condiciones és—
te espacio, provisto de la topologia compacta-abierta,
es bornolégico, o tonelado, etc.

En un articulo reciente de Schmets se demuestra gue si
5 (X, E) (provisto de la topologia compacta-abierta)
es tonelado, entonces E es tonelado.

Surgen los siguientes problemas:

a) Si ZZ(X, E). es bornolégico, es E bornolbégico?

b) Si kax; E) es s-bornolégico, es E s-bornolégico?

c) Si tZ(x, E) es C - secuencial, es E C - secuencial?

67.



A PENDTITCE

El espacio de las distribuciones: 56)'(17).sea-f2g R",

un abierto.

l.€£> 0(2) es el espacio vectorial de todas las funcio-

nes definidas en-fz tales que:

a) Las derivadas parciales de cualguier orden exis-
ten y son continuas.
b) Sus soportes estén contenidas en algin subconjun-

to compacto de [2.

2. si k€L les compacto, definimos p@(K) como el sub-
espacio lineal decf>(17) formade por las funciones

cuyo soporte estd contenido en K.

oa(x) = {fé JQ)(-Q)/sop(f)E K_S

donde sop(f)= { x/f(x)# 0} .

La topologia §§K en iD(K) estd definida por la
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familia de seminormas (qp) donde

q (£) max
(pl.p2, ...Pn) xekK Fpl"92+...Pn £(x)
sX pyoxy Py, %4

donde P e IN

Indicaremos porV(p1 p,) el conjunto:

= & £
p,) {_f @(K)/q(Pl,Pz (£) 1}

Pn

De esta forma (@ (K).éK) es un espacio Fréchet
por ser éK una topologia definida por una familia

numerable de semi-normas y por ser Hausdorff.

@(n) = U @ (K) , K compacto

KC (2

Topologia de a@(n) .
Dotaremos a 0@((2) con la topologia local-

mete convexa final &, respecto a los espacios

(0@( K), aK)' y las inyecciones naturales

i, @(K) < —> @ €2)
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(& ({2),% ) es completo
Si K< K* entonces 0@(1() < B (K').
ﬁ(K') induce sobre o@(K) su propia topologia.
Sea (Kn)n > 1 una sucesidn creciente de sub-
(2 ’
conjuntos compactos de tal que K, < K

da compacto de 2 estd contenido en algin K.

Entonces B (x,) <= 0@(K
U P (x ).
n=1

069(12):

n+1)) nz17Y

El espacio @ (Kn) es completo para n= 1

y por tanto cerrado en @(Knﬂ_). Y asi a@(Q)
es completo y Hausdorff e induce sobre cada o@ (K)

su propia topologia.

(o® ({2),C) es tonelado.

Cada 0@ (K) es tonelado por ser Fréchet.
Luego @(.Q) es tonelado por ser limite inductivo

de tonelados.

( «:8 (L) ’ C ) es bornolbgico.

Cada o@(K) es bornolbégico por ser localmente



convexo y metrizable. Luego aé) ((2) es bornolé-

gico.

'
B0
El espacio ¢€9~(1)) es el dual topolégico de

55(12) con la topologia fuerte, determinada por

BR ), Ruy).

a) fﬁ ' ({)) es completo por ser XS 0(2) bornoldégi -
co y estar dotado de la topologia fuerte.

b) ﬁD'(IZ) es tonelado y bornolbégico porque cada
jE)(K) es metrizable y distinguido luego jﬁ(JQ)
es metrizable y distinguido y asi R () con

la topologia fuerte es tonelado y bornolégico.

8. (ﬁ9 '((0) es ultrabornoldgico.

Por ser(ﬁﬁ ' (()) bornolégico y completo enton-

ces j§'(f?) es ultrabornolégico.

Si dotamos entonces al espacio 23'(12) de una to-
pologia menos fina resulta bornolégico, tonelado y

no-ultrabornolégico.
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Teorema 1 (Taira Shirota)
Para dque ﬁg(x) sea un espacio tonelado es necesa-
rio y suficiente que X satisfaga la condicién Ql'

Q, ¢ Cualquier subconjunto cerrado y relativamente pre-

1

compacto de X es compacto.

Proposicibédn A.1 Sea (X,7 ) un espacio completamente

regular. Si (X, %) es Q-espacio en-

tonces (X, &) satisface la condicién Q,.

Demostraciédn. Sea A < X un cerrado y relativamente

pre~compacto. Vamos a demostrar que A

es compacto.
— x —
Sea A /3( ) la clausura de A en‘/3(x) Yy Ax la clau-

: . -X . = [AX)

sura de A en X. Es inmediato que A" & A . Luego

para demostrar que A es compacto bastar& con demostrar

la igualdad de estas dos clausuras de A ya que como
_p(x)

/3(X) es compacto y A cerrado en B(X) tenemos

— G(x)

gue A es compacto. Para ello basta con demostrar
- X
que A /3( )‘2 X.
. - B(x)
Supongamos que existe t € A \ X entonces
t € @(X)\ X v luego existe f : ﬁ(x)*ﬁf-w,*”]conti—

nua tal que f(t)= +ooc y f(X) < IR.
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- (3(X)
Ahora t & A implica que existe una red

(a‘*)d €A tal que a4—> t. Como f es continua
€D

tenemos que f(ax )—> f(t)= + oo . Luego

sup | f(a o )} = n para todo neiN. Pero como A es rela-

A€ D

tivamente pre-compacto > sup |f(a)l = sup I f(a,l)lz n
a€e Al AED

para toda ne IN. Luego obtenemos una contradiccién.

— (X)
Por consiguiente A 3 < X con lo cual A es compacto

—_—

en . X.

Teorema 22 (Hewit)

Si X es un Q-espacio entonces un funcional lineal
en (G (X), & o_3) es continuo si y sblo si este es aco-

tado.
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