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INTRODUCCION 

Los espacios localmente convexos constituyen la genera-

lización de los espacios normados. 

Es bien conocido que si f: E---->1K, lineal, con E nor-

mado, entonces f es continua si y sólo si f es acotada, es 

decir si f transforma las partes acotadas de E en partes a-

cotadas de 1K. 

La clase de los espacios bornológicos justamente resuel-

ve la generalización del problema: Cuáles son los espacios 

localmente convexos para los cuales el problema anterior tie-

ne respuesta positiva? 

Es evidente que el conocimiento de las propiedades de 

tales espacios es de gran interés, ya que es frecuente en 

análisis la presencia de funcionales que no son continuos 

pero si acotados. Así si E es bornológico, todo funcional 

acotado es automáticamente continuo. 

Es claro también que la clase de los espacios localmen-

te convexos bornológicos, si bien es rica en propiedades, es 

ya bastante general en relación al punto de partida que lo 

constituyen los espacios normados. 

Por otra parte, todo espacio bornológico es límite in-

ductivo de espacios normados; esto sugiere de inmediato con- 



siderar los espacios localmente convexos que sean límite in-

ductivo de espacios de Banach. En esta forma se llega de 

una manera natural a una nueva clase de espacios localmente 

convexos denominados "Espacios Ultrabornológicos" y cuyas 

propiedades estarán más próximas a aquellas de los espacios 

de Banach. Esto justifica el estudio de dichos espacios. 

Es claro también que todo espacio ultrabornológico es 

bornológico. Naturalmente que el recíproco es falso. 

Durante muchas décadas el estudio del espacio de las 

funciones continuas /1(X), sobre un espacio completamente 

regular, provisto de su topología natural (compacta-abierta) 

ha sido la fuente de inspiración de numerosas investigacio-

nes. En particular, siendo este espacio localmente convexo, 

él ha sido objeto de numerosas clasificaciones según fuesen 

las propiedades que se asignen a X. 

El problema planteado por Jean Dieudonné: Existen es-

pacios toneladas que no sean bornológicos? Inspiró indepen- 

dientemente a Nachbin y Shirota para demostrar que 	(X) es 

bornológico si y sólo si X es un Q-espacio. 

Una de las preguntas naturales que surge entonces es: 

Qué condiciones debe verificar X para que tl(X) sea un es-

pacio ultrabornológico? La respuesta a esta pregunta fue 

resuelta por De Wilde y ella es: r;(X) es ultrabornológico 



si y sólo si 	(X) es bornológico. Es decir si y sólo si X 

es un 0-espacio. 

El objeto de este trabajo es desarrollar este problema 

resuelto por De Wilde. 

El esquema seguido es el siguiente: 

En el primer capítulo se caracterizan los espacios bor-

nológicos y se estudian algunas propiedades relacionadas con 

límites inductivos. También se presenta el concepto de 

"convergencia de Mackey". 

El segundo capítulo está consagrado a la caracteriza-

ción de los espacios ultrabornológicos y su relación con las 

sucesiones "fast-convergentes" basándonos en el artículo de 

De Wilde "Ultrabornological Spaces and the Closed Graph". 

En el cual hemos debilitado las hipótesis de la proposición 

6 y hemos llegado a la misma conclusión en la proposición 

2.3. 

En el tercer capítulo se desarrolló el artículo de De 

Wilde "Caractérisation des espaces sl(X) ultrabornologiques". 

Una vez introducida la topología compacta-abierta se demues-

tra el resultado fundamental para I(X) que da su caracter 

bornológico o ultrabornológico. 

Señalemos aquí, finalmente que, la demostración presen-

tada recoge numerosas ideas encontradas en los artículos de 



Nachbin y Shirota. Se ha hecho una acentuación en el aspec-

to didáctico de la demostración al presentarla bajo una se-

rie de proposiciones previas que permiten una asimilación 

más rápida del resultado final. 



CAPITULO 1 

ESPACIOS BORNOLOGICOS 

En este capítulo damos una interesante caracterización 

de los espacios bornológicos. 

El teorema 1.1 lo hemos formulado para este trabajo. 

Y el teorema 1.2 es una variación de la proposición 7.1 de 

[5] 

Ubicamos aquí los espacios ultrabornológicos dentro de 

los espacios bornológicos y los espacios tonelados. 

1. DEFINICION Y EJEMPLOS. 

Definición 1.1 Un espacio (E, "¿S ) localmente convexo es bor-

nológico si todo disco bornivoro es vecindad 

de cero. 

Ejemplo 1.1 Todo espacio normado es bornológico. 

En efecto sea (E,11 fi ) , un espacio normado y D 

un disco bornívoro. Como B1  I,  Ex E E / 11)0( les acotada 

en 	(E, ( I 11 ) , tenemos que existe ok> O tal que B1
c=  — o(D, con lo 

cual 1/9. B1SE D 	(O, II il ). 



Ejemplo 1.2. El espacio de las funciones continuas defini- 

das en IR, 	( IR), con la topologia determi- 

nada por las semi normas Pk : 	22(IR) -----)'IR tal que 

sup  
x 6 K 

donde K es un compacto de IR, con la topología usual de IR. 

Este espacio de funciones continuas es bornológico pe-

ro no normado. 

2. CONVERGENCIA SEGUN MACKEY 

Definición 1.2. Sea (E3;) un espacio localmente convexo y 

Hausdorff. Una sucesión (xn)n 1  :--. E es 

Mackey-convergente a x0 € E, si existe un disco acotado, 

DG. E tal que xn  converge a xo  en el espacio normado 

(ED, g D). 

Donde ED  es la envoltura lineal de D. Y  

el calibrador de D. El cual en este caso resulta ser una 

norma, proposición 6, página 207 deS] . 



Indicaremos esta convergencia como 

Proposición 1.1 Sea (E, G) un espacio localmente convexo 

y Hausdorff. (xn)n1(=E  es Mackey-conver-

gente a cero si y sólo si existe una sucesión de números es-

trictamente positivos ( A ) n n 1 convergente a + 00 tal que 

Á nxn converge a O en (E:1). 

Demostración 	) Sea V e -"Nrc 	, disqueada . Como xn 	O, 

existe un disco acotado D, tal que 	D(xn) converge a O en 

. Sea 

3.- 

n 

para xn 	O 

para xn 	O 

( 	n ) n 	es una sucesión de números estrictamente positi- 

vos tal que A converge a + 00  . Ahora 

n ( xn ) 	\f5  D( xn) para xn 	0 

1) ( 	nx n )  

, O 	para xn 	0 



De esta forma g , A D 	x) converge a O en IR. n n 

Como D es acotado en (E, 	), existe 0(70 tal que para 

toda n > 1 

Sv( )N  nxn) L. 15(  D( A  nxn)—> O  

De tal manera que existe m 2:. 1 tal que para n a m 

Á nxn € V. 

Luego ( ) nxn) n  ., 1  converge a cero en (E, '1) . 

Como (,\nxn)n> 1 converge a cero en (E,'«  ), tenemos 

que 

A -  

es acotada en (E, .1). Por consiguiente ni%) es un disco 

acotado en (E, "G.) y tal que para n> 1 ›Inxn  E r(A) . Por 

tanto xne 1/A n  r(A) . Así por definición del calibrador de 

r«-  (A) tenemos: 

9 nA) (s)..1.. 1/A n--4 O. 



De esta forma xn converge a O en (E r(A) ,  Ir(A) )• 

3. CARACTERIZACION DE LOS ESPACIOS BORNOLOGICOS 

Como vimos en la sección 1, los espacios bornológicos 

generalizan a los espacios normados. 

Si dotamos a un espacio localmente convexo de una topo-

logía Hausdorff, obtenemos una interesante equivalencia que 

veremos a continuación. 

Teorema 1.1. Sea (E,I) un espacio localmente convexo y 

Hausdorff. Son equivalentes las siguientes a- 

firmaciones: 

(1) (E,Z) es bornológico. 

(2) (E,r) es limite inductivo de espacios normados. 

(3) Todo disco que absorbe las sucesiones Mackey-con-

vergentes a cero es vecindad del origen. 

Demostración. (1) 	(2) Sea (Ai) ie  1  la familia de los dis- 

cos acotados en (E,I). Ei  ---, EA., ti  ni  ,JAi, 1.i.  la to-

pología en Ei  determinada por II O i. 

En estas condiciones ((Ei, 1; 1. )) 1. 	1  es una familia 



de espacios normados. 

Si f1  : E• c--9•E es la inmersión canónica, resulta que i 

U f. (E.) - . U E. -, E. i. E I 2. 1 	id I 	1 

Vamos a demostrar que (E, ) es límite inductivo de 

"Ei° 	i) ,fi) iE I 

	

Para ello demostraremos que si 	* es la topología lo- 

calmente convexa final respecto a las fi  entonces  
-1 En efecto si V e"\(?0, "j,' ) disqueada, entonces fi  (V) -, 

V r)E. es vecindad de cero en (Ei, i para cada i E I . Lue- 

go para cada 1 e I existe N i )' O tal que NiAiCV. Por con-

siguiente V absorbe Ai  para toda i E I. Lo cual equivale a 

que V EV(10, 1), ya que (E, -4) es bornolágico. Así 

Veamos el otro sentido de la desigualdad. Si  

disqueada, entonces para cada i e 1 existe Ii  > O tal que 

(Ii.lkig..V, por ser los Ai acotados en (E, /, ) . Con lo cual 
1 XC • 1A.f71(V) para cada ¡el. De allí que fi  ui — i 

para cada iEI y por consiguiente y ena0, r ' ) . 

6.- 

(2) ---,) (1). Sea u un disco bornívoro de (E, 1,  ) y 



7.- 

una familia de espacios normados con sus respectivas aplica-

ciones lineales tal que (E, ‘G ) es su límite inductivo. 

Para cada E. su bola unitaria B. es acotada en (Ei, 	i) 11 	 • 

Luego fi  (Bi) es acotada en (E, r ) para cada i I, por ser 

las fi  Ji- .1 continuas. Y así existe para cada i El Ce( i> O 

tal que D‹ ifi(Bi) CU. Con lo cual 0(iBiCfil(U) para cada 

i 1. Como los eXiBi  son elementos basales en cada 

resulta que para cada i E I, f. -1(U) E •Vs(0, 	. Con lo cual 

U 6 -\((-)08  ) y de esta forma (E, 	) es bornológico. 

(1) 	( 3) . Sea ID un disco que absorbe las sucesiones Mac- 

key-convergentes a cero, entonces D absorbe los discos aco-

tados. 

Supongamos lo contrario, entonces existe un disco aco-

tado K, tal que D no absorbe K. O sea existe para cada 

n> 1 xn G K tal que xnln3D. 

La sucesión (xn/n2 )n 1 es Mackey-convergente a cero. 

En efecto 9 K (xn/n2 ).....1/n2 	O en IR. Con lo cual 

1"n/ 
/1.12• 

	

) n  .71  converge a O en el espacio normado (EK' 	K) 

Esto implica que existe m",1 tal que para n-7 m xn/n2 



E nD porque D absorbe (xn/n2  ) n7 1. Lo cual contradice el 

hecho que xn1 n3D para todo n> 1. 

Concluimos que D es un disco bornívoro y por lo tanto 

vecindad de cero, por ser (E,'5) bornológico. 

(3) (1). Sea D un disco bornívoro, por demostrar, 

Sea (xn) n7  una sucesión Mackey-convergente a cero. 

Existe entonces un disco acotado,A, tal que xn  converge a O 

en (EA,9 A ) . Así (xn)n7 1  es acotada en (EA, g‘ A ). Lo 

cual equivale a que A absorbe (xn)n 	y como D absorbe A, 

entonces D absorbe (xn)n7  por ser A y D discos. Así re-

sulta D G (0,I) por hipótesis. 

Teorema 1.2 Sea (X,t) un espacio localmente convexo, enton-

ces son equivalentes las afirmaciones siguien-

tes: 

(1) (c,r) es bornológico. 

(2) Para todo espacio lineal normado, (E,H II ), y para 

toda aplicación lineal f 7 X--->E tenemos: 

f acotada implica f continua. 



Demostración. (1) -> (2) Sea f: X----)E una aplicación lineal 

y acotada. Sea V E <10, II II ), 	disqueada y A un conjunto 

acotado en (X, ) entonces f(A) es acotado en (E ,II U) por 

hipótesis. Con lo cual existe D<10 tal que f(A)C sZ)(V, esto 

es Ac Ci( f-1  (V) . Lo que implica que f-1(V) es un disco bor-

nívoro y por tanto f-1(V)e‹7o,T)), por ser (X,-6 ) borno-

lógico. 

(2). 	(1) Sea U un disco bornívoro en (X,t). Vamos a demos- 

trar que  

(x, u) es un espacio semi-normado, ya que U es disco 

absorbente. 
-1 Sea (X.u, 	u) el espacio normado tal que X -I  X/Iu  (1*. U 

: Xu---/ (Ft se define como Y  9U 

— 

	

Inf 	(y) u 	y e  3-c 	u 

-1 I i Observemos que si y, z E 7 entonces y-z€.5 u  (I OT) . Por 

tanto 

o1uz 	(y) _ c (Z) -9 (y-z) -- O 

«.•~, 

9.- 

Luego 5u (y) (z), Así 



Tenemos entonces que la suryecci6n canónica f : X-->Xu  

es una aplicación lineal y acotada. En efecto sabemos que 

f es lineal y si A es acotado en (X,n ) entonces existe ,O 

tal que .1.1, con lo cual 	u(x)1/.... 	para todo x e A, de es- 

ta forma f(A)CAU con lo cual resulta f(A) acotado en 

y por nuestra suposición f es continua. 

Sea 551 la bola abierta unitaria de (Xu, 	) y Bi  la bo- 

la unitaria abierta de (X, s )  • Entonces 

t lEXU /  

= f(B1) 

Luego 
-1 - a) f (El) E 	(0,1) por ser f continua 

b) f-1 1) = 	f-1  (f(B1  )) 

B1 + 	51(105) 

B1 

Luego B1l"f(0, "G . Por lo tanto 9u  es continua lo cual 

equivale a que U E-V)(0,-U) . 

Proposición 1.2. Sea (Ei/) bornológico, Hausdorff y casi-

completo entonces (E,-,G) es límite inducti- 



yo de espacios de Banach. 

Demostración. Sea (A,) 	la familia de los discos cerra- 

dos 
	I 

y acotados en (E;5). Ai  es disco completo para cada 

ie I, por ser (E,Z) casi-completo. De lo cual resulta por 

la proposición 6, página 207 de S , que (Ei,11 II i)ic I 
una  familia de espacios  de Banach. Donde 	EA II 	A. .'•  
el calibrador de Ai, y sea fi: Eic-4'E, la inmersión natural. 

Por demostrar que ./; 	topología localmente convexa final 

respecto a las f.. 1 

. 	En efecto si VE ''1 sG 1 ), disqueada, entonces pa- 

ra todo i E I existe U > O tal que0Z.iAie fil(V) 	EinV, por 

lo tanto para cada i é I existe Z5(i P. O tal quee.(iAic: V. Por 

ello 1.7 es un disco bornívoro y así VE-\r(0,t) por ser (E,) 

borno lógico. 

ZH5J; '  Si ue-\r(o,Z), disqueada, entonces para cada ie 

existe 0(i, O tal que 0( iAi5RU por ser Ai  acotado en (EX). 

Así para cada ie I existe 0( i 	O tal que 	 . 

Con lo cual para cada iE I;  fil(u)e 	(O, II pi). Por consi- 

guiente U 	 ) • 

De esta forma concluimos que (E,n) es límite inductivo 

de una familia de espacios de Banach. 
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4. RELACION ENTRE ESPACIOS BORNOLOGICOS Y ULTRABORNOLOGICOS 

Veamos ahora los espacios en los cuales obtenemos la e-

quivalencia en la proposición 1.2. Los cuales generalizan 

a los espacios de Banach y están contenidos dentro de los 

espacios tonelados. 

Definición 1.3. (E,I) es un espacio ultrabornológico si 

(E,Z) es limite inductivo de espacios de 

Banach. 

Corolario 1.1. Todo espacio localmente convexo, bornológico, 

Hausdorff y casi-completo es ultrabornológi- 

co. 

Proposición 1.3. (E,-15) ultrabornológico implica (E,C;) borno- 

lógico y tonelado. 

Demostración. Es inmediato que (EM es bornológico. Para 

demostrar que (EZ) es tonelado utilizamos una 

familia ((Ei,Il ili), fi) je 	de la cual (E,/,) es su límite in- 

ductivo. 

Como todo Banach es tonelado, (E,Z), donde Z es la to- 
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pología localmente convexa final de los (Ei, il 11 i) con las 

respectivas fi, es tonelado. 

De esta forma hemos demostrado que los espacios ultra-

bornológicos son parte de la intersección de los espacios 

bornológicos y de los espacios tonelados. 

Sin embargo, esto no quiere decir que los espacios ul-

trabornológicos constituyan dicha intersección, ya que en la 

página 43 de[111se menciona que si al espacio de las distri-

buciones definidas en un abierto,!?, de 10,11)1  (11), se 

le dota de una topología I, menos fina que la original, re-

sulta ser bornológico, tonelado pero no ultrabornológico. 

Este ejemplo, que se indica sólo a título de referencia, lo 

desarrolla ampliamente el doctor Manuel Valdivia en: "he 

space of distributions/)1 (.(2) is not Br-complete". Publicado 

por Mathematische Annalen, 211, 145-149 (1974). Ver apendice A. 

Podemos concluir con las siguientes relaciones: 

NORMADO .r.> BORNOLOGICO 

ft 	It 
BANACH --> ULTRA BORNOLOGICO --) TONELADO 



CAPITULO 2 

ESPACIOS ULTRABORNOLOGICOS 

En algunas ocasiones resulta dificil comprobar que un 

espacio es ultrabornológico utilizando su definición. En 

este capítulo veremos otros caminos para demostrar que un 

espacio es ultrabornológico. 

1. CONVERGENCIA RAPIDA 

Definición 2.1 Sea (EiZ,) un espacio localmente convexo y 

Hausdorff. Una sucesión (xn)n > 1 5„, E es 

fast-convergente a xo E E (converge rápido) si existe un 

disco compacto K5.1.. E tal que xn converge a xo en el espacio 

de Banach (E4 K). 
f Indicaremos esta convergencia como xn 	xo. 

Ejemplo 2.1 Sea E -, IR2  con la topología euclideana. 

xn --, (1-1/n,0). (xn)n 	1  es fast-convergente 

a (1,0). 

En efecto, si K - B1, bola unitaria cerrada de IR2 te- 

nemos que: 



(x 	_ (1,0)) 	l/n g B1( (1,0) ) 
Bl n  

1/n—,0 cuando n--4c0 

Proposición 2.1 Sea (E,Z;) un espacio localmente convexo y 

Hausdorff. Sea (xm) m7 	E fast-conver- 

gente a xo. Entonces existe una sucesión de números positi-

vos (A ni)m->  que convergen a +co tal que  

es fast-convergente a 0. 

Demostración. Por ser (xm)m> 1 fast-convergente a xo,  exis- 

te un disco compacto KS.:.E tal que 	(xm-xo) converge a O 

en IR. 

Definimos: 

resultando ()m)m > 1 una sucesión de números positivos que 

convergen a +co . Además 

5 	 Si x x  m 

0 	si x 	x m o 
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Con lo cual obtenemos que Vi m(xrn-xo ))m 1  es fast-

convergente a O. 

Proposición 2.2. Sea (E,Z) un espacio localmente convexo, 

Hausdorff, metrizable y completo. Enton-

ces para toda (xn )n, 1  C E tenemos: 

-1- 	 f x--?O si y sólo si  

Demostración. 	) Sea (Vm)m  > 1  una base numerable de vecin- 

dades disqueadas del origen tal que Vm 4.  iC. V. 

Para cada m71 existe nm, tal que si na. nm  entonces: 

xn  E 1/m Vm . Podemos suponer nm < nm 4.1  para todo m_I 1. 

Asumamos A n  ---, m para nm ._ n 5nm +1, Tenemos entonces 

que I\ n t co . Así para rl_nm,  xn  e 1/A n Vm. Luego 

A 
A --: Vk nxn)  !Ir_ 1 U 1 (30 	es compacto en (EZ" ) . Luego 

F(A) es disco compacto por ser (EiG) completo (proposición 

4,3, página 50 de [9)). Con lo cual tenemos )5 nxn  E r(A) pa-

ra TI> 1. Y así xnE 1/Án r (A) para n.?_ 1. 

Por definición de 	1-(A) tenemos que 9-roki(xn)._ 1/,In—K) 

en IR. Luego xn  converge a O en ( E r(A), 	F(A))* Por con- 

siguiente xr f  ----7 O. 



4F.) Sea IIG .4,-1,) disqueada. Como xn 	O, existe un dis- 

co compacto K, tal que xn  converge a O en (EK, 	K). Luego 

existe D<>0 tal que KC i9(y por ser K acotado. Luego para 

toda n2t1 

porque (xrdn 	C_ EK. Por tanto 

Sv(xnk O 

en R. Así existe rril'_1 tal que para n2: m 

Con lo cual resulta >ene V para toda n-z-m. 

Proposición 2.3 Sea (E,-G) un espacio localmente convexo y 

Hausdorff. DE un disco. Son equivalen-

tes las siguientes condiciones: 

(1) D absorbe los discos compactos 

(2) D absorbe las sucesiones fast-convergentes. 



Demostración. (1) 	(2) Sea D un disco que absorbe los 

discos compactos y sea (xn) n7 1C- E fast-convergente a xo. 

Entonces existe un disco compacto KCE tal que xn  converge 

a xo  en (EK,K). De esta forma resulta A  

acotado en (EK.  5  K ) . Con lo cual K absorbe A por ser los 

elementos basales de 	(0,9 K) de la forma p< K. Así resul- 

ta que D absorbe A porque D absorbe K por ser disco compac-

to. Resultando así que D absorbe (xr )n> 1. 

(2) ,,--1)(1) Sea D un disco que absorbe las sucesiones fast-

convergentes. Vamos a demostrar que D absorbe necesaria-

mente los discos compactos. 

En efecto si existe un disco compacto, K, tal que D no 

absorbe a K entonces para todo n Z.1 existe xn E K tal que 

xn 51 n2  D. 

Luego existe 

(X ) 	C KC-  E, 
n n Z.1 — 	/` 

tal que para todo n z. 1 xn  1 n2D. Esto es para todo n.?- 1 

xn/n E K y xn/n nD. 

Ahora como f(x)  :5... 1/n -4 0 y como O e EK, tenemos que 



xn/n -1-30 

Luego, por hipótesis (xn/n)n >1  es absorbida por D. Con lo 

cual existe m' >1 tal que para todo mm' 

D. 

Y así xne n2  D para n> m° . Lo cual contradice.nuestra su-

posición. 

2. CARACTERIZACION DE LOS ESPACIOS ULTRABORNOLOGICOS 

Teorema 2.1 Sea (E, Z; ) un espacio localmente convexo y 

Hausdorff. Son equivalentes: 

(i) (E, .1; ) es ultrabornológico. 

(ii) Todo disco que absorbe los discos compactos es 

vecindad de cero. 

(iii) (E, j›.  ) es límite inductivo de (EK,9 )) K• 	K• Ke- K 
donde 	1._KcE /K es disco compacto en (E, 	)1 

e iK- : EK  c"--4E es la inmesión natural. 

(iv) Todo disco 'que absorbe cualquier sucesión fast-

convergente es vecindad de cero. 
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Demostración. (i) ..,.P (ii) 	Sea ((E ,11 II ¡))iel, una familia 

de espacios de Banach y para cada ieI, fi  : Ei-=>E, aplica-

ción lineal. Si Bi es la bola unitaria de E. f  f. (Bi) es a-

cotada en (E,Z), ya que por ser el limite inductivo de di-

cha familia, resultan continuas las fi. 

Vamos a demostrar que si DcE es un disco que absorbe 

los discos compactos tambjén absorbe fi(Bi). 

Supongamos que D no absorbe fi(Bi). Fsto implica que 

para cada n >1 existe bne Bi tal que 

fi(bn) (1. n2D 	 (1) 

Como (bn) n., 1  C., Bi  tenemos que bn/n converge a O en 

(Ei,11 li). Por tanto como (1/nbn)n7  ic:Ei tenemos que 

r(l/nbn)n.› ik..itOD es un compacto por ser  

un compacto dentro de un Banach (proposición 4.3, página 

50 de [9] ). Por consiguiente existe 0(70 tal que para todo 

1X1.>..01 

por tanto f.(b )enXD para to-

da n> 1. Tenemos entonces que para no  t , fi(bn) E n2D. Lo 

cual contradice (1). Por consiguiente D absorbe fi(Bi). 

Resultando así que existe or70 tal que BiGA.D. Con lo cual 

D 



(ji) 4 (iii) . Si 	es la topología localmente convexa final 

de la familia HEK, 	K), iK)KE)<, ; vamos a demostrar que 

"7--- - . En efecto si V '/ O,') disqueada, entonces 

EKnV k-1(v)e -Nr(o, K) 

para toda K€ )¿). Con lo cual existe ce70 tal quee/K E.  V, 

de esta forma V absorbe K para cada K e 	Con lo cual re- 

sulta V un disco que absorbe los discos compactos y por hi-

pótesis V a‘.1-(104) . 

`G • Sea U G\((-0,Z) disqueada. Para cada K G K.9 existe 

0/70 tal que (:),KU por ser K acotado en (E,t), con lo cual 

okK 	 i.11(U)E -\nO, K ) . Con lo cual resulta 

U 

(iii) (iv). Sea D ur disco que absorbe las sucesiones 

fast-convergentes. Entonces D absorbe K para todo K 

(proposición 2.3). Así para cada K ')"6 existe ck70 tal que 

ckK 	D. De esta forma 

-1 .0‹ c.. n EKk (D), 



de lo cual resulta para cada K 

- 

	

ikl(D) E 	 (0, 

Por consiguiente DE-<)(0,tp) . 

(iv) =5 (i) Sea (Ci) i E. I la familia de todos los discos com- 

pactos de (EiG). Para cada i e I (E 	) ci, 	ci 

es un espacio de Banach, ya que Ci es completo por ser Ci 

compacto. 

Para cada i E I f' . E .c4E la inmersión natural y 11;', 

	

3.* 	c 1 
la topología localmente convexa final respecto a las fi. 

Probaremos que 

Sea Ue-\n0,-G,*) disqueada, entonces para todo id. 

U n E 	-r. f71(U) E ci 	1 	(0,5c. ) por ser las fi continuas. 3. 
Luegoexistec3(i7Otalquec(inicu('s.Ec .porser0.ci  un 1 1 
elemento basal de'4\r(0, 	.). Entonces Cig.1/0(iU. 

Por tanto U absorbe todos los discos compactos y por 

consiguiente las sucesiones fast-convergentes (proposición 

2.3). Podemos afirmar entonces que U E-\r(0;-&) por hipóte-

sis. Así resulta;o; ;•   

Recíprocamente si 'S/C\r (0,1) disqueada, como cada com-

pacto es acotado tenemos que para toda i E I, existecki> O 



tal que CiCo(iV. Por tanto para cada i I existe di> O tal 

que: 

-1 	 1 l/cti  Ci 	fi  (1/el ± C.)clf -. (V) E — 

Por consiguiente V ‘--\r(0,-C,'). Y así  

3. LOS ESPACIOS ULTRABORNOLOGICOS Y EL TEOREMA DE GRAFICO 

CERRADO. 

Definición 2.2 Sea (E, 	) y (F, 	') dos espacios lo- 

calmente convexos y Hausdorff. h: 	una 

aplicación lineal. El gráfico de h es fast-secuencialmente  

cerrado en EXF si: 

xm  —f----> x y h(xm).-1.--> y implica h(x) -= y. Donde 

(xm) rn ,lc. E y x€E. 

Teorema 2.2 Si (E, 	) es un espacio ultrabornológico y 

(F,fl II ) es un espacio de Banach, cualquier aplicación li-

neal de E en F cuyo gráfico es fast-secuencialmente cerrado 

en EXF es continua. 

Demostración. Por ser (E, 	) ultrabornológico, (E, 'a ) 



24.- 

es límite inductivo de ((EK, 5 K), iK) Ke k (teorema 2.1). 

Sea h: E 	una aplicación lineal cuyo gráfico es 

fast-secuencialmente cerrado en EXF. 

Como Z.70 es la topología localmente convexa final en E, 

respecto a las iK  tenemos que: 

EK 	 hK hoiK:EK  >F 

ti 	 U iK (EK) 	S.JEK "5  
E----,F 	K e .1,6 	 Kek, 

E K' 

hK es la restricci6n de h sobre EK . Tenemos entonces 

que: 

11 es continua si y sólo si 	hK:EK 	es continua 

para toda }<a 

Por demostrar: hK es continua para toda K 

Como EK y F son espacios de Banach por el teorema clá-

sico del gráfico cerrado bastará con que demostremos que el 

gráfico de hK, GK, es cerrado en EK  X F. 

Sea (x,y)E GK,  entonces existe una sucesión 

(xna hK (xn) )n 	en GK  tal que (xn,11K (xn))--(x,y). O sea 

que existe (xn) n, 1 5:.EK  tal que xn  converge a x en (EK,J 

y h (xn) converge a y en (F,I111). Es decir existe una sucesión, 

E 

K' 



(xn) n.> lczE, fast-convergente a XE E y (h(xn))11› i c-1. F, fast-

convergente a y e F (proposición 2.2). Ahora como h tiene el 

gráfico fast-secuencialmente cerrado entonces h(x) -, y, con 

lo cual (x,y)eGK. 

De esta forma hemos demostrado que el gráfico de hK  es 

cerrado en EK  x F por tanto hK  resulta continua. 

Teorema 2.3 Sea (E, Z1 ) un espacio localmente convexo, 

Hausdorff tal que para cualquier espacio nor-

mado (F,Il II ) y para toda f:E---->F lineal tal que el gráfico 

de f fast-secuencialmente-cerrado implica que f sea continua. 

Entonces (E, -^¿" ) es ultrabornológico. 

Demostración. Sea U un disco que absorbe los discos compac- 

tos. Entonces U es absorbente y luego 

E --2 U/15 U 
), o 

Por consiguiente 	:E -->IR es una semi-norma. 

-1 Sea F.--2. E/5 (10fl, el espacio cociente el cual resul- 

ta normado con -3.  (1) .= Inf 	U  (x). U  xe .Z.  
Sea 4) : E —, F tal que ki)(x) -31: Y tiene el gráfico fa st-

secuencialmente cerrado. En efecto sea (xn) n, 1.11E, tal que 



(x) --x y 	431 (xn)____-->y. Queremos demostrar que 

Y(x) 

Como (xn) 115  1 es fast-convergente a x entonces existe 

una sucesión de números positivos tal que limA m 	+0D  
m-vco 

y )\m(xm-x).---f---->0 (proposición 2.1). 

Con lo cual existe un disco compacto K<=-E tal que 

ffi(xm-x) converge a O en el espacio de BanachE (-K,g K) * 

Por ser K disco compacto, existe c(>0 tal que KC 0(U y 

en consecuencia13 	 O sea 1/x 	g cLu 	 u 	K. 

Luego 

1, 5 (x _x)) m rn 

Por tanto existe N > 1: 1/9, 2\ mm_ 	U si mN. 

Lo que equivale a que xm-x e 0.¿//A m  U para m>N. Luego 

(x U n - -- x)z 01/An. O sea 	 (xn-x)----0 en IR. 

Pero 	u(5.-¿rn-ridc) 	u(xn-x). Por tanto  u n 

en IR. ASÍ. 	 Esto implica que 	es continua 

(Z- 	- continua). 

Consideremos el diagrama: 

lf) 

A donde F es el completa-

miento de F. 



PX, 
X 	 X g • n, n 

un)  - 	uoc).511  
(xy. c u E 	) x E E/ 

x E/ié lim 

n,?.. N implica 

es .continua, 	z• E_ F/z 	hm xrn  

,(xn) 1 para 	N F. 

Exi-ste N 1; , 

.-1 A Tenemos .entonces que  Doríde 

-1 A,  E E/j, (x) 

i-1  
(B) 



CAPITULO 3 

ESPACIOS DE FUNCIONES CONTINUAS 

Taira Shirota en rld2 y Leopoldo Nachbin en E 71 dan una 

caracterización de los espacios de funciones continuas bor-

nológicos y tonelados. Una década después De Wilde y 

Schmets en[ 2J dan una caracterización para los espacios de 

funciones continuas ultrabornológicos. 

Vamos aquí a profundizar sobre estos conocimientos. 

1. TOPOLOGIA COMPACTA ABIERTA 

Indicaremos con t12(X) el espacio de las funciones con-

tinuas definidas en X con valores en el conjunto de los nú-

meros reales, R. Donde IR está dotado de la topología u-

sual o euclideana,(74ju. 

Definición 3.1 Sea (X,Z) un espacio topológico KCX y UcIR. 

Definimos: 

T(K 	[ f e 'a(x)/ 	f(K) c U1 



Proposición 3.1 Sea (X,Z) un espacio topológico. Entonces 

T(Kj- E 	) C 	 compacto y -E,7cD 

es una pre-base para las vecindades de cero de una topología 

localmente convexa y Hausdorff sobre -. (X) . 

Demostración. Para silo vamos a demostrar que para todo 

compacto K C. X y para todo £70 se cumple: 

a) T(K,J-E,EC) es disco. 

En efecto si .0(,.1( son dos escalares tales que tal + 123'15 1 

y f, g T(K,]-£.,E.L) tenemos entonces que para toda x K 

Y'sg) 	 1 f(x)I 	+ I Xl g(x)I 

	

101.1E 	11)£ 

=E. 

	

Así para todo I cW1 + 1211 	, f, g T(K, -E, 	) hemos obteni- 

do que okf+  

b) 	 £[)b  es absorbente en 



Como T(K,J - E ,E.C) es disco basta con demostrar que pa-

ra cada fG I (X) existe G 7 o tal que  

Si f E'''(X) y f/K  --, O entonces es evidente que 5-a. ya 

que fET(K, j-e,,£E ) . Pero si f/K 11 O entonces existe g..0 tal 

que 4 -,-- suplf(x)1 por ser 1c compacto y f continua. De esta 
xK 

forma para toda xe K 

E/(01 +1) 1 f(x)i Z E 

Así nuestro 5-,  (.( +i)/¿ 7 O con lo cual f E IT(K,2-1,E,E). 

e) 	Existe d'O tal que T(K,1-011) + T(K,3-ek ,ett ) 5_ T(K,7-8)€L) 

Sea o( -  ¿/2 > o entonces si f E T(K,] --E/2, E/2[) + 

T(K, J-E/2, E/2£) tenemos que existe g, 1.1 T(K, ]-- E/2, E/2t ) 

tal que f --, g + 11, con lo cual para toda x 	K 

+ 	ih(x)( z- £ 

Por consiguiente f e T(K,7- ¿,€-T.-) . 

Como '--e (X) es un espacio lineal con las operaciones 

30. 



L.J 1 : P'(X)X ,(X)--4X) tal que U1((f,g)) --: f+g 

4)2: flUCtI(X)-- t1(X) tal que L 2 ((k,f)) 

entonces existe una única topología,', localmente convexa 

tal que r3es su pre-base, corolario V-3, página 54 de [.81 . 

d) 	( .;(X),2,- ) es Hausdorff. 

Por ser Z; una topología lineal es suficiente mostrar 

que para todo gGf(X) g 7( O existe una vecindad de cero tal 

que g no pertenece a ella. 

En efecto si gEe(X) tal que g ?‘ O entonces existe 

x0 G X tal que g(x0) 	O. Luego 

g q T( [ x0 , ]-- ig(xo)j , I g(xo)1E ) 

Definición 3.2 Sea (X, t. ) un espacio topológico. Se deno-

mina topología compacta-abierta la determi-

nada en ZI(X) por la colección : 

[T(K,U)C(X)/K es compacto y U es abiertoL La cual 

denotaremos  

Corolario 3.1 Sea (X, 	) un espacio topológico. Entonces 



32 . - 

('(c), Z1 c-a ) es un espacio localmente con-

vexo y Hausdorff. 

Para garantizar que se(X) no está formado unicamente 

por funciones constantes daremos a X una topología completa-

mente regular. 

Definición 3.3 (X,) es un espacio completamente regular si 

es Hausdorff y para cada cerrado F_g_•Xy ca- 

da xe X\ F, existe una función f€(X) tal que f(x) 	1 y 

f(F) -í01. 

Ejemplo 3.1 ( IR, ZOu) es completamente regular. 

Podemos dotar al espacio 17(X) de un orden parcial. 

Definición 3.4 Sean f,ge sa(X) se dice que f. g si para to-

da x G X f  f(x) -5-_ g(x). 

Ejemplo 3.2 Sea X 	[o,11 con la topología inducida por 

( /12, 	u) 

f: fR definida por f(x) -- x2 y 

g: [0,1] 	IR definida por g(x) 	x2 + 1. 

Evidentemente f.5:. g. 



Hay funciones de \C(X) que no pueden ser comparadas 

por dicha relación. 

Ejemplo 3.3 Sean f: /R—IR dada por f(x) --2 x2 y g: IR---.IR 

dada por g(x) = x3 . 

Si x 1 f(x)?_ g(x), pero si x>1 entonces f (x) ._». g(x) . 

Por tanto f y g no pueden ser comparadas por esta relación 

de orden. 

Definición 3.5 Sean (XX ) un espacio completamente regular 

y f,ge`e(X) tal que f ....g. Definimos 

Ef, q]  , lh e (X) /f±h Í.• g.3 

el cual llamaremos segmento  de  

Proposición 3.2 Sea (X,) un espacio topológico. Para to-

da f, g E"a(X) tal que f 5_.• g tenemos que Ef, gl 

es acotado para la topología compacta abierta. 

Demostración. Sea K c- X compacto. Por demostrar: 

Existe ol0 tal que [fig]C_d,T(K, 3 -1,1E) 



Sea h E [f,,g7] y sea 0,(. 	max sup/f (x)/, suplg(x)I. El cual 
x K x K 

sabemos que - existe porque K es compacto y f, g E 

Como para toda xe X f (x) z 	g(x) . Entonces 

sup 	h(x)t < c+,' +.1. Sea o(- d+1 entonces sup h(x,) 	. Por 
XEK 	 x E K 
tanto h e 	T (K, 	) . 

De esta ,forma hemos demostrado que [f,g] es acotado 

en ( 	(X) i 	.c-a )  • 

Proposición, 3.3 Sea (X,Z) un espacio topológico, f 	(X), 

f 	O. Entonces [-f, a es, un disco acotado 

en ( 'ex), 	. 

Demostración. a) 	C-f, f 	es disco. En, efecto si 1°11 + 105.1 

y g,hE E f;f]. Entonces para cada x e X 

( oZg 4- 4h) (x) 	1.1,11g(x)( + 	1/311 h(x)1 

(0t(x) + )(31 f(x) 	f(x) 

Con lo cual 1 g+ 	1± f y así 

o.g + 	E  

b) 	-f, fj esc-a  acotado. Z 
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Por la proposición 3.2. 

Definición 3.6 Sea A c. '"' (X). Decimos que A es acotado se-

qún el orden si existe h e 6:7(X), 1-1:.>_0 tal 

que If1.5...h para todo f E A. 

Corolario 3.1 A c-(x) es acotado según el orden si y sólo 

si existe h e nx) , h._>1 O tal que A S [--11,h7. 

Ejemplo 3.4 Sea f E '(X),fz.O. Entonces L-f, f 	es acota- 

do según el orden. 

Proposición 3.4 Sea A 	(X), acotado según el orden. En- 

tonces A es acotado para la topología com- 

pacta-abierta. 

Demostración. Sea A ç(X) acotado según el orden. Para 

demostrar que A es acotado para la topología compacta abier-

ta basta con mostrar que para cada compacto K cX, existe un 

ek 7 O tal que A 5...• T(K,3- 0( , ckt ) . 

Sea K un compacto de X, por ser A acotado según el orden 

existe un h e e(x), hO tal que A G_ 	. 

Sea 	1+ sup h(x) > O. Entonces si f e.A para todo 
x G K 



X E K 

I f (x) 1_.- sup h(x) < al 
x e K 

Por tanto f (K) C.. J -.14, Ok E con lo cual fET(K, 3.-e(, 01C ) . 

Definición 3.7. Un funcional lineal, T: 	('X)— IR se dice 

acotado según el orden si para todo A c- (X), 

acotado según el orden sup IT(g)1 < 00 
g e A 

Ejemplo 3.5. Sea xo  G X. Definirnos 

T„ : nx)_, IR como Txo(f)-,f(xo) 
"o 

para toda f E (X).C 	Este funcional lineal es acotado según 

el orden. 

En efecto es evidente que Txo  es lineal. Veamos que 

es acotado según el orden. Sea A 	(X) acotado según el 

orden, entonces existe g E ‘C(X) g .?..0 tal que: 

A 
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Luego 

T•gir (A )C.• T.1, ( C. -g g.] ) -o -- -o 

Y así sup I Tx0,(h)1 5._- sup 1Tx0 (h)1 	-t sup ih(xo)1 ....: g.(xo) 

h E A 	 h E [-g,g-1 	h E [-g, g] 

Luego Txo  es acotada según el orden. 

Proposición 3.5.. Sea T: 	(X)—• IR un funcional lineal. 

Entonces: 

T es acotado según el orden si y sólo si para todo 

f e t'(x), f 7  O 	sup i T (g)t<co 
g e [-f e  f j 

Demostración. -) Sea f E e (X) tal que f20. Entonces como 

es acotado según el orden 

sup 1 T(g)1 ‘. 0c) por definición de funcional acotado según el 
g EC-f,f] 
orden. 

<7---) Sea A c. e(X) acotado según el orden. Entonces exis- 

te fA  E 'e(x), fA 	O tal que: 



Luego 

sup I T(g)I 	sup .T (g) ' < oo 
g E A g 	E-fA° fA-1  

2. DISCOS DE BANACH 

Definición 3.8 Sea (E,Z.) un espacio localmente convexo y 

Hausdorff. Un disco acotado DE se denomi-

na disco de Banach si el espacio (ED,5JD) es un espacio de 

Banach y si D 	lx eE/9D(x)--13. 

Ejemplo 3.6 El intervalo real E-1,1] es un disco de Banach 

en (IR, Z.1.1) . 

Proposición 3.6 Sea (X,) un espacio completamente regular. 

Para toda f 	t;(X), f 	O tenemos que: 

(g) = sup 1 g(X)I /f(x) 
f(x) 	O 

para toda g,,d 	(x). 	n 



Demostración. Para toda g E 	(X)  

5 c _ f, f(g) --2 Inf P)0 / ge  Á [-f,f]l 

-, Inf 1)00 /(gi ¿_. )% f 3 Por definición de inter- 

va lo. 

Si g = O es inmediato que se cumple la igualdad 

9c_f, f1g) = O -, sup l g(x)1 /f(x) 
f(x) 	O 

Si g 	O entonces o( ---, sup ig(x) I /f(x) O. 
f(x) , O 

Sea A -1 P\ 70/ I g I ±.?‘ fl. Vamos a demostrar que cke.A. 

Con lo cual resulta 

L--f.f3(g) ± sup 1 g(x)I /f(x) 
f(x) 2? O 

En efecto por definición del supremo Ig(x) 1 /f(x),‘:(1. 

para toda f(x) { O. De lo cual obtenemos Ig(x)1:¿_• ol f(x) 

para toda f(x) I  O. 

Si f(x) = O como 'le t)(X)E_f,flexisten A70 y he  

tal que g =i5th. Con lo cual Ig(x)I 5.1 	f(x) para toda x ex. 

En particular para f(x) te O resulta Ig(x) 1 = O con 3o cual 

obtenemos para toda x tal que f(x) = 0 2  Ig(x)1 I- o( f(x). A-

si para toda x 1 X se cumple: 



I g(x)Io& f(x) Ora ob O 

Por consiguiente como ce? O y I g I 1:( f tenemos que 01, E A . 

Veamos ahora el otro sentido de la desigualdad. Para 

todo Ae A, I g(x)1 	i‘s f(x) para toda x G X. Por tanto para 

toda 	19g(x)I /f (x) .1.-->k para f(x) 	O. Así 

suP ig(x)1 /f(x).5A 
f(x) 	o 

por la propiedad del supremo. Y luego obtenemos 

supt g(x)1 /f (x) 	Inf 	E A 5 
f(x) 	O 

(g)  

Lema 3.1 Sea (X,-/) un espacio completamente regular, 

f 	se(X), f > O. Entonces E-f,fJ  es. un disco de 

Banach. 

Demostración. Para que [-f, f .] sea un disco de Banabh debe 

cumplirse: 

a) ( 	(r) E 	f ] 	 f3 ) es un espacio de Banach. 

b) [-f, f".1 = 	g e di (X)/ 	c_f,f-3 (g)5.7. 15 

Veamos la demostración de a) y b) 



a) En efecto sea (fm) m , 3.  una sucesión -de Cauchy en 

(* 	(X) c .... f:f  3 , 	c._ f  , f, ) . Debemos probar que Cfm)m , 1  es 

convergente en , /1(X) E  _ f, fr  Para ello es suficiente con de-

mostrar que existe una subsucesión de (frn)m , 1 que es con-

vergente. 

Como (1m)m , 1  es de Cauchy para k> 1, existe mk.  1 1 tal 

que: 

S -f,f) (fm-fmk )  

para cada m .?_ mk . En particular 

Cojr- fo f ] (fmk+1 -fmk":1 1/2k  

pues podemos suponer ml< m2  z ...<mk  mk 4. 1,,, 

Además: 

k - 1/2 	E -f, f 3 mk+1 mk 

Es decir para cada k >1, existe gk E 	f] tal que 



Consideremos la.subsucesión (f __Irrik4.1)k 7. 1 de (fm) m ,. 1. 

Para cada n ?.1 tenemos que: 

fmn+1 , fml +>k = 1 (fmk+1 fmk )  

= f , + 
M1 gk/2k  k -2 1 

Y así: 

Tk/2 
12.1- 	fmn+1 	

f
ml 

+ lim 	
= 1 

Luego bastará con demostrar que existe 

   

hm> 
n-laz k 	1  

 

co 

   

es decir que la serie ‘;> k= 1 gic/2k  es convergente en 

t-f,f) 
	f , fi • 

Sea sk 	 
m = 1 m 

i) 	Para cada x e X, tenemos 

1 (sk-sertx) 1 =1 	 
m , k 

g(x)/2m  1 



z 	 
I gm (x)1 /211  

 

e 

  

1>  - 	m , k4-1 
f (x)/2rn-> O cuando k-,co 

Luego (sk (x))k 7 1  es de Cauchy en ¡IR para todo x e X. 

Con lo cual existe 

. D0  
lim 	sk  (x) , m 	, 1  g(x)/2' 
k-a,00 

OQ  

Definamos g(x) > 	g(x)/2n1  

ii) 	g e ti  (X) . Sea x0E. X y E70. Como f es continua 

en xo. existe V E (1-\(-)(;09"C ) tal que sup f(x) = c)( O. 
x e V 

Como = M1/2 k --. O cuando m --> 00  • 

Esto equivale a que 

00 

sup I > ,grn (x) /2m l-Y O cuando k 
x e V m 1-- k 

Luego existe M > 1 tal que 



suP m = kzgm(x)/2m  I 5-- ¿/4 
XEV 

Consideremos la función h => 	gm/2m es claro que h 
k 1 

es continua y por tanto continua en xo' con lo cuál existe 

V'E `Nr(x0,Z3,) , •V'c V tal que para -  toda x e y' 

Ih.(x) -11(x0)1... E/2 

Es decir 

sup121 	gm(x)/2m  -11 	gni( x.) /2'n  tí.' E/2 
k 1 	 k •1 

Pero entonces: 

oo 
sup 	g(?c,) —g(x0)1 — sup f 	gul(x)/2m_I. 
x 	vi 	 x E y' m =1 	m = l

g
gt
.(

'
x0)/2° 1 

M 	 00 
=suP I > 	g(x)/2+Z g(x)/2m 
x e vi m=1 	 m-,M+1 

   

   

   

> 	gm(x)/2m-Z_ gm( 	/21/ 1 xc )„ 	+  
x e y' rn-wl 	 m=1 	 x 	vq1-7 +1 

suP 1  1M+1gm(x0)/2m1  
x E V' 

.“./2 4- E/4 + 	E/4 	E. 



	

Es decir sup 	g(x)-g(x0)1 
x e V' 

Por consiguiente g es continua en xo. Con lo cual g 

es continua o sea g  

iii) g E E -f, fj. Para cada x G X, 

	

Ig(x)1 = I 	 1:^1:  1 grn(x)/2Tni  

± 

co 
f ( x) /2111  m 1 

f(x) 

Luego g E [-f, f] 

(lo 

iv) *5—rn 	grn/2rn 	g en ( nX) E-f• f7, gt-f. f-1)  

Para cada x6 X 

oo 
I g(x)-Z g (x)/2m  I =IZ g (x)/2ra  - 	1 

Z g (x)/2m  
m  



gm  (x) /2m  k >00 
m,M+1 	 m-,M+1 

!II 	f ( x )/211 ± f ( x )/2 m  
m=M+1 

Luego para toda x tal que f(x) 	O 

1 g(x)- Z g (x)/2" 1  /f(x)-5-: 2-M  
m-a. ¡u  

Por consiguiente 

sup 1 g(x)- 	g(x)/2m!/f(x)5 2-M 
f(x)Y0 	m=1 - 

De lo cual se sigue por proposición 3.6 

C'"f• f-3 
	 grn/2m):1: 2-M---> O cuando m--co . 

co 
Luego grn/2rn  g 

b) 	Sea g nX) tal que5c_ f, f3  5_1. Entonces exis- 

te O 	z• 1 : g 	-f, f]. Por tanto existe 

O 	1 : g€ U-af, ,:kf]Er-f,fl• 

Ahora si g € t-f,fl tenemos 1g 	f. Esto equivale a 

que 1g(x)1 	f(x) para todo xE X y así 	 (g)£• 1. 



3. ESPACIOS BORNOLOGICOS Y ULTRABORNOLOGICOS  

Si ( E,-Z;) es localmente convexo y Hausdorff. Entonces. 

(E4 Z3) ultrabornológico implica (E,r,).bornológico. La re- 

ciproca no necesariamente es válida. Sin'embargo ( 	(X), 

Ic-a ) es un espacio localmente convexo y Hausdorff y 

( 	(X), I-c-a ) bornológico implica ( 	(X), ca  ) es ultra- 

bornológico. 

Proposición 3.7 Sea (X,',1 ) un espacio completamente regu-

lar. Las siguientes condiciones son equi-

valentes: 

(1) X es completo para la estructura uniforme menos 

fina que hace uniformemente continuas las funcio-

nes numéricas continuas y finitas, definidas en X. 

(2) Para todo elemento t de 13(x)\ x ((3(X) es el 

corppactificado de Stone-Cech de X), existe una 

sucesión de vecindades de t, en px), cuya inter-

sección es disjunta de X. 

(3) Para todo elemento te p(x),,„, -existe una fun- 

ción continua f: 	 -co, col tal que 

f(tY 	+0.0 pero la restricción a X es finita. 



Demostración. Ver página 57" deE 1 . 

Definición 3.9 (X1 ,) completamente regular es Q-espacio  

si una de las condiciones de la proposición 

3.7 se cumple. 

Definición 3.10. Sea V un disco de 	(X), se dice que 

K 	(3(X) es un apoyo de V si K es un ce- 

rrado (y luego compacto) tal que si una función f e 

verifica la propiedad: 

Si f*(K) = 011 	entonces f 

Donde f* designa la única extensión continua de f _a r3(„, 
y con-  valores en 	-oo, 003 

Observe-se, que dado V 	'zI1X) disco, siempre existe un 

apoyo de V. En efecto (IX) es -un compacto y luego Para 

toda f C to?(X): si flq (3(X) = 015 	Entonces f* =O Con 

lo cual f = O y así f € V. 

Lema 3.2. Sea V 51`t; (X) disco, que absorbe los segmentos ,y 

sea K 5? 13(X) cerrado; entonces K es apoyo de V 

si y sólo si para toda vecindad U de K en p(x) y para toda 



	

f E s"-,  (X) : 	'f*(1.1) 't í C$ 	implica f E V. 

Demostración. ----- ) Sea U vecindad de K en ox X) y f E '1. (X) 

tal que f*(U) --:-• 4. 05 . Entonces fe V porque f,*(K) = J ol y K 

es apoyo de V por hipótesis. 

M Sea K c p(X) cerrado tal que para toda vecindad U de 

K en P(X) y para toda f e '''(x): f*(U) -, 1 oj implica fe 

Demostraremos que para toda f E ‘e (X): f*(K) --, C$J impli- 

CE 

Sea h e ‘e (X) tal que h*(K) .-,., C‘• . Como V absdrbe los 

segmentos existe ck> O tal que E-1,11c el V. Luego 

[-Vd 9  1/01] S. V. Es decir existe 9-2 1/d 7 O tal que 

V. 	Entonces u -: x e p (x)ri h*,(x)i< %/21 

es tin abierto de P(X) por ser h* continua. Además como 

h*(K) ; O5 tenemos que KcU. Luego U es vecindad abierta 

de K. Y por tanto para toda f  

	

f*(U) 	3O 	implica f E- V. 

Sea g ---, hV 6/2  + h." (- S /2) , entonces g E 	,(X) y 

	

g* -2  h*V /2 4-1 	h* i• ,(- /2) y g*(U) = ;0 1 . 

En efecto para toda x E U, se cumple 



- á/2 .< 	(x) < 8/2  

entonces 

h* (x,) V 8/2  = 6/2  y h* (x) 	(- 8/2 ) 	- 5/2  

por tanta g*(x) 	O. Luego tenemos que (2g)*(U) 	2g*(U)=101 

Y así 2g e V. Pero también 2 (h-g) V. En efecto sea x e X 

entonces si h(x)( - 6/2 : 

h(x)V b/2 = 5/2  y h(x) A (- 5/2) = h(x). 

Por tanto g(x) 	/2 + h(x) y así 2(h-g)(x) = -S 

si --'8/2 	h(x) 	S, /2 entonces h(x) Vá /2 = 	/2 y 

h(x) 	(- 8/2 ) = - 6 /2 . Por lo tanto g(x) 	O luego 

2 (h-g) (x) = 2h (x) 

sih(x) > 5/2 entonces h(x) y 	/2 = h(x) y 

h(x)" (-8/2)'',='-6/i por tanto g(x) 	h(x)- 6/2 y así 

2 (h-g) (x) = g. 
Con lo cual 2(h-g)e [ - Si5J c V. 

Luego h 1/2 2(h-g) + 2g} e V por ser V convexo. 



Con lo cual hemos demostrado que K es un apoyo de V. 

Vamos ahora a demostrar que la intersección de todos 

los apoyos de V es un apoyo de V, el cual llamaremos sopor-

te de V. Sea 

9,1 - 	K P(X)/K es apoyo de V 3 

1) / 0 ya que (3(x) e ed. Todos los elementos de 1f 

son no vacios por definición de apoyo de V. 

2) Si Kl, K2  € l'Id entonces Kl  r) K2 E (11 . En efecto, sea 

K 	K, f-) K2  y f e tg°(x) tal que f*(U) = 1 O/ 	para toda 

U vecindad abierta de K. Debemos probar por el Lema 

3.2 que f eV. 

Es claro que Kl n (K2\  17) = 0 y que Kl  , K2 \ U son 

cerrados en P(X) . 

Luego existe 44 r3(1)___+ 	continua tal que 

o 	, 4)((2 \ u) = 	. Entonces Ki c: Wi  = 

9)-1( 3 2/3, lt ) y K2 \ U c: W2  = 4) -1( [O, 1/3E ) donde 

Win W2  = Ø. Luego Wl y W2 son dos abiertos con adhe-

rencia disjuntas, luego son normalmente separados. O 

sea que existe g*: ¡IX) 	[ O, 1] tal que g* (1) = 1 lis Y 

g*(12 ) = 10/ y además K19:  Wl  y 2\ u 

En estas condiciones 



i) (2fg)*(U  U W2)  = 1 01 ya que f*(U) =101y 

g*(w2) =101. Además U U W2  es vecindad abier- 

ta de K2  en P(X) con lo cual 2fg e V porque 

K2 E 4 . 
ii) (2f 4- 2fg)* (U UW1) = 2f*(1-g)*(UUW1) 

En efecto f*(U) --2 101 y (1-g)*(471) -2 

Ahora como U U1071  es vecindad abierta de Ki  en 

P(X) tenemos que 2f - 2fg E V pues K1 € Ç4. 

Luego f -: 1/2 (2fg + 2f - 2fg)G V por ser V 

convexo. Con lo cual K E. ed. 

3) 	K(V) = n K e ed 
KE 1f 

En efecto en primer lugar observemos que por 

2) : Q/ es una familia de cerrados con la propiedad de 

la intersecciem finita. Luego 

K(V)  
KEq 

pues p(x) es compacto. 

A fin de mostrar que K(V)E, ed , sea U una vecindad 

abierta de K(V) y f e't1(X) tal que f V. En efecto 

existe una familia J 71 0, Jc91, finita: ni< 5u. Ya 
KE5 

/ 
que en caso contrario para cada 3 7d 0 , JCO , (nK)"

SUO. 
Ke 3 



Ahora p(x) \ U es cerrado en P(X) por tanto 

p(X)\ U es compacto y así n_i. n( 	(X)\ U) ,‘ o. Con- 
KEed 

trario a la hipótesis de que K U. 

Existe entonces 0 J c 0, finita tal que n K C U. 
KEJ 

Como esta intersección está en 0 tenemos que f*(U) = 101 

implica f* ( n K) = 1 O/ y así f e V. Luego K(V) e d. 
Ke J 

Teorema 3.1 (Nachbin-Shirota). Sea (X,j,) un espacio com-

pletamente regular. Son equivalentes las si-

guientes condiciones: 

(1) (X, />) es Q-espacio 

(2) ( s (X), 	c...,a ) es bornol6gico. 

Demostraci6n.(1(2) Sea VE '(X) un disco bornívoro, debemos 

probar que V E 	(°'. c-a)  • 

Como V es disco bornívoro entonces V absorbe los seg- 

mentos. Existe entonces 	>0 tal que [ -b ,51 9.-- V (ya que 

V absorbe [-I, 1] ). 

Sea K(V) c p(X) el soporte de V. 

Probaremos en primer lugar que K(V)= X. Es decir si 

t e r3(x) \ x entonces t 11 K(V). 



Como X es un Q-espacio, tenemos que para cada 

t e p(x)\ X existe una sucesibn (Vn)n., =-(t,(x) 

que podemos suponer decreciente tal que 

Vn x 0  
n z 1 

Pero para cada n 1 existe W 

tal que; c•Vn. Así ( 	 x Ø. n n 

Probaremos que existe no  1 tal que p(x)\ Wno  es un 

apoyo de V. Si no es así entonces para toda nz 1 existe 

fn 	‘ .(X) tal que: 

fn*( P(X)\ Wn) = 301 y fn  # V 	(1) 

0.0 
Sea g \/f • Para toda m?-1 n  n " 1 

NI n 	fn 1 m 	n = 1 

En efectofin+i(X\--W 	c= f 	-+) m+1, 	m+ 	m1- 

101 

Pero Wm+1 C. Wrn  luego X \ATI  c- X \Wm+1 por tanto 

fm (X \i-47m) -310 . 

p(x) ) abierta 



Análogamente m+2'"f 	son nulos sobre X \Wril . Así para 

todo n:>_.1 tenemos: 

a) g/x \ vin  es continua 

b) X \-10.1,1  = X r\ ( p (x)\  Wn) es un abierto de X 

c) X --2)(\(ni,-7) y por tanto X  
n> 1n n7-1 	,.. 

Luego por a), b) y c) obtenemos g  

Es claro que g> O y como V absorbe los segmentos. V ab-

sorber -g, g3 . Con lo cual existe 01%70 tal que f-g,g] 

Ahora como g 	fnl tenemos 	 g para toda 
n=1: 

n.11. Así nfn e ok V para toda nz.l. Por ser V disco2 para 

toda n._?.01. fne y7 contrario a (1). De esta manera existe 

1 tal que poc, Wno es un apoyarle V. Por tanto 

K(v) E p(x) \ Wno  y así t  

Probaremos ahora que 

T(K(v), [ - 5/2 , 5 /21 ) c v. 

En efecto sea f 	T (K(V),. E- á/2, 8 /2 3 ) entonces 

if(x)( 	.5 /2 para 'toda x e K(V). 

Sea g 	fV 	+ f " (- 5 /2). Entonces para toda 

x e K(V): f(x)17-8/2 	8/2  y' f(x) A - 8j2 Y =Ir -á/2. Por 

tanto g(x) = O para toda 't'e K(V). O sea 2g(k(V)) 

por tanto„2gE V por ser K(V) soporte de V. 



Por otro lado tenemos que 2 ( f-g) E V. En efecto sea 

x E X. Entonces : 

1) Si f(x)< - á/2,, g(x) = á/2 + f(x) por tanto 

2(f-g)(x) = -1) 

2) Si - 5 /2  .1: f(x) 5-_ 5 /2, g(x) 	O y así 2 (f-g)(x) 	21(x) 

por tanto  

3) Si f(x) g /2 tenemos g(x) 	f(x)-S/2 con lo cual 

2 (f-q) (x) 

De esta forma (f-g) E-5,53c V 

Luego f 	1 /2 2g-2 (f-g) E V por .ser V convexo. Con 

lo cual obtenemos T(K(V), E- 	5/2) 	así 

V e '\r(0,j,c..a ). 

(2) =1,7 (1) vamos a demostrar su equivalente. Si X no el 

Q-espacio entonces f(X) no es bornológico. 

Si X rio es Q-espacio entonces por proposición 3.7-(3) 

existe un t e r3(X)\X tal que f*(t) es finita para toda 

f  

Sea 9 t: 	IR, funcional lineal definida por 

Yt(f) 	f*(t) . Entonces (1) yt  es discontinua. 

En efecto si 9)t  fuera continua tendría un soporte com- 



pacto Cc1X (lema 1, página 47 de E 1] ) tal que si f(C) 10.1 

entonces 9)t(f).... O. como C es cerrado enr3(X) existe una 

función continua h: p(x)__, [0,i] tal que h(C) = OS y 

h(t) --, 1 con la cual obtenemos: 

a) yit (h) -,.. O por ser C soporte de 

b) Y t(h) h(t) 1. 
Vt y h(C)  = O 15  

Con lo cual nuestro supuesto de continuidad de y t  es 

falso. 

(2) t es un funcional lineal acotado en (7g(x),Ic-a ) 

Solo nos falta demostrar que 	t  lleva acotados en a- 

cotados. 

Sea Y C. '(X) acotado. Si 9.)t (Y) no fuera acotado 

podríamos obtener una sucesión (fn) n  >1 en Y tal que la su-

cesión de números 

(fn(t))n ., 	cc) 	cuando n--co 

Sea Wn 	x e r3(x), ,f, (.),, , f, (t), 	la cual 

es vecindad abierta de t. Y tal que: 



xn( (\wn) 	0 

porque (X,Z) no es Q-espacio (proposición 3.7-(2)). 

Así resulta que existe xo  G X () (í) Wn) tal que 
!I, 1 

jfn (xo)1 > ) f (tI- 1 para toda nk. 1. Con lo cual 

fn (xo) 1 
	

+ CO 

Contrario a que Y sea acotado. Por tanto q)t (y) es a-

cotado. Lo cual nos dice que yt  es un funcional lineal a-

cotado y Vt  no es continua. Por tanto tbe) no es borno16-

gico. 

Resultado equivalente a que (t1(X), -G c_a ) bornológico 

implique (X, -11), Q-espacio. 

Proposición  3.8 Sea E un espacio lineal sobre 11< y p: E--IR 

una semi-norma. Sea E* el dual algebraico 

de r.. Y 

(.51 	f 	E*/ }f(x)1 	p(x), para toda x E-5 

Entonces para toda x e E 



P(x) 	sup If(x)1 
fE.4 

Demostración. 	0 pues f = 0€ .54: Sea xo E E, es cla- 

ro que 

sup If(x0)1 	p(x0) 
f E.- 94 

Por definición de -4. 

Si p(x0) = O se obtiene la igualdad. 

Si p(x0) 	0. Consideremos el sub-espacio de E, F1.- 

,c0) --= 	xo. Y sea h: E—) 1K tal que para y  

h(y) 	)p(x0). Entonces h es lineal. 

En efecto, sea yl, y2  e F entonces existen kl' k2 E 1K 

tal que y1 = kixo  y y2 	k2 x0  por tanto 

a) h(y1+y2 ) - h((k1+1(2 )x0) 

(k14-k2 ) p(x0) 

kip(xo) + k2p(x0) 

h(y1) + h(y2 ) 

b) Sea )‘ e 1K entonces 

h( yi) 	h(A kixo) 

Ákip(x0):t>kheyi) 



Ahora para todo y é F 

I h(y)1  

-,, l'›t\ p(x0) 

-' P( 35o )  

-1  P(Y) 

Por el teorema de Hahn-Banach existe --11 e E*: --"h/F l•-• h y 

1 il(x)I •.- 	p(x) 

Para toda x EE. En particular  

Ahora p (xcy 

..I.: sup 1 f (xo) 1 

Proposición 3.9 Sea (X,Z ) completamente regular. Para 

que re(X.), "C•c_a ) sea ultrabornológico es 

suficiente que todo' disco 15 5_- 'a(x) que absorbe C-f, f j para 

todo f E. ti(X) f 7  O sea una vecindad del origen en 

( 	-(11) ' 	c-a).* 



Demostración. Para que (a(X),-Cc_a)  sea ultrabornológico 

es suficiente que (Y2X),I,c _a ) sea límite inductivo de los 

espacios de Banach 

e(X) [_f o,f] ' 

Para, cada f E e(x), fk O consideremos la inmersión ca-

nónica 

if: ǹx)c,_ f, 

Sea C, la topología localmente convexa final respecto 

a las if . 

Demostraremos que Z;c-a =(/' 

Si U 	 disqueada entonces 

if
-1  (o) 	 ). 

Luego existe X70 tal' que: 

U 

Lo cual equivale a que existe ok-.* >"0 tal que 

61. 



[- ,f1 	.1. U 

Por hipótesis entonces 

U 

Así resulta 	-4" ' c-a • 

Ahora si V E V (0,17c_a ) disqueada entonces para todo 

E nX), fO,[-f,fJ es acotado en ( ''(x), J-c-a ) por pro-

posición 3.3. Luego existe para cada f O, ols f  ) O tal que: 

[-f,fT1G_ ot f  

, 
Lo que equivale a que existe A f clf  O tal que: 

f E -f,  

Por consiguiente 

para toda f 2 O. 



Así concluimos que V E < 	
/

1(0, J) con lo cual se obtiene 

que 1, c-a  

Ahora como para toda g e Z;(X),Igie '67 (X) entonces 

g E r-Igi , Igd 	y así g é tl'(X) E_ Igi,igli 	con lo cual 

(X) ...... Uf(X) r_f, fi 	U i ( e (X)E-f, f .3 f > O 	' 	' 	f ?.. Of 
) 

Por tanto (t2'(X), -Cc-a ) es límite inductivo de los es-

pacios de Banach 

( 	( 17(X) [....f ,  f3 i 	E. f ,  f i ) , i f ) f  fe71(x) 

Teorema 3.2 (De Wilde-Schmels). Sea (X,Z) un espacio com-

pletamente regular. Son equivalentes las si-

guientes condiciones: 

(1) (X,Z ) es n-espacio 

(2) ( (1(),  Ic-a) es ultrabornológico 

(3) ( nx). /,c_a ) ps bornológico. 

Demostración. (1) 	(2). Por la proposición 3.9 es sufi- 

r.iente con demostrar que si D es un rlisco ent7(X) que absor-

be los intervalos L-f.n para fE tI(X's  fk. O. vntonces 
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D e 41(70, c-a ).  
D es absorbente en 1(X) ya que para toda g e 

existe ck> O tal que g e 	I gl]cov). 
De esta forma 	es una semi-norma en /(X). En- 

tonces por la proposición 3.8 para cada g e Z100 

D(g) 	sup 	I T(g)I 
TEA. 

Donde 

1- 	7 e t'po*/ IT(g)15:15)(g) para toda g tlool 

Como todo T Ej4 es funcional lineal acotado según el 

orden en t5(X) y como (X,Z;) es Q-espacio entonces T es con-

tinua (teorema 22 página 179 de r41 , ver apéndice C). Luego 

C (I(x),  c-a 	Sea)*  • 

- {f 	(X)/ 9D(f).4. 
- - ( f E nx)/sup T(f)115 1 

(B1 ) 
Teol 

donde B1 es la bola unitaria cerrada de IR. Entonces 

(a) 8 es disco cerrado por ser interseccitm de cerra- 
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dos (cada T E4 es continua y B1  es cerrada). 

(15) B es absorbente. En efecto sea g 	(X), enton- 

ces existe c(, O tal que g 	 Por 

tanto 	(g/ok) 	. Y así g4( 	B con lo cual 

cg pkB. 

Por 	y (b) 	B es un tonel. Como (X, /) es 0-espacio 

entonces (31), 	c-a )  es tonelado (teorema 1, página 294 

dé 1_101, ver apéndice B.Así B 	 Por tanto co- 

mo

(°' r) • e c-a 
B es la bola unitaria para 	D• Resulta; que g D  es 

continua y necesariamente entonces DG .1-\,C(0; 	c-a). 

(2) z (3) Proposición 1.5 

(3) ( 1).  Teorema 3.1 



CONCLUSIONES 

1) -175(X) es no bornológico y no ultrabornológico si''X no 

es un Q-espacio. 

Luego para dar un ejemplo en el cual 1(X) no es borno-

lógico ni ultrabornológico basta encontrar un espacio 

completamente regular que no sea un Q-espacio. 

2) Los espacios bornológicos han sido generalizados por 

Snipe: Un espacio localmente convexo es s-bornológico 

si toda semi-norma localmente acotada sobre E, es conti-

nua. Un espacio localmente convexo es C - secuentiál si 

toda semi-norma secuencialmente continua sobre E, es con-

tinua. La intersección de estas dos familias es exacta-

mente la clase de los espacios bornológicos. 

Los siguientes problemas relativos a 	(X), surgen de 

manera natural: 

a) Bajo qué condiciones de X, "I(X) es s-bornológico? 

b) Bajo qué condiciones de X, tl(X) es c - secuencial? 

c) Existen espacios s-bornológicos que no sean tonela-

dos? 

d) Existen espacios c - secuenciales que no sean tone-

lados? 



3) En la proposición 3.4 se demuestra qua todo conjunto a-

cotado según el orden en 1(X) es acotado para la topo-

logía compacta-abierta. 

Esto nos dice que la estructura dé espacio de Riesz de 

tl(x) (con el orden usual) juega un papel fundamental 

en la teoría desarrollada. 

Sería interesante entonces examinar en forma detenida 

las propiedades de 	(X) inherentes a esta estructura. 

En forma más general, si (E,Z;) es un espacio de Riesz 

localmente sólido (es decir Z; es una topología lineal 

tal que la aplicación E X E---/E. 	x vy es-u- 

niformemente continua), seria de mucho interés examinar 

las propiedades del espacio /5(X, E) = f / X--4E 

continua/ , es decir, examinar bajo qué condiciones es-

té espacio, provisto de la topología compacta-abierta, 

es borriológico, o tonelado, etc. 

En un artículo reciente de Schmets se demuestra que si 

tl(X, E) (provisto de la topología compacta-abierta) 

es tonelado, entonces E es tonelado. 

Surgen los siguientes problemas: 

a) Si Z;(X, E) es bornológico, es E bornológico? 

b) Si Il°(Xi E) es s-bornológico, es E s-bornológico? 

c) Si I(X, E) es C - secuencial, es E C - secuencial? 



APENDICE  

a 	El espacio de las distribuciones: 19'(.1?). sea-(2C Rn, 

un abierto. 

1. CID (I2) es el espacio vectorial de todas las funcio-

nes definidas en n tales que: 

a) Las derivadas parciales de cualquier orden exis-

ten y son continuas. 

b) Sus soportes están contenidas en algún subconjun-

to compacto de n 

2. Si K5;nes compacto, definimos j)(K) como el sub-

espacio lineal de 05 (-1.2) formado por las funciones 

cuyo soporte está contenido en K. 

cl_)(K)= 	5DG(2)/sop(f)5-... K 

donde sop(f)= t x/f(x» O. 

La topologia 	K,  en 19(K) está definida por la 



familia de seminormas (q n) donde 

(f) 	max 
X K 

19 
 P14-P2+...Pn  

gx1P19x2 P2 . :1151 f(x)1 

donde pi  e IN 

Indicaremos por-V(pi, ...,pn) el conjunto : 

V(plo...pn) 1-)(K)/(41„ 	 1-1 

De esta forma (19(K), K) es un espacio Fréchet 

	

por ser 	una topología definida por una familia 

numerable de semi-normas y por ser Hausdorff. 

	

5 (..(2) 	rZ-D (K) . K compactO 
KG -(2. 

3. Topología de elp(12). 

Dotaremos a £1.n) con la topología local- 

mete convexa final d1., respecto a los espacios 

(0e( K ), 	K), y las inyecciones naturales 

iK : 	(K) 	 (r2 



4 . (0e (o), ) es completo 

Si K K entonces 15 (K) 	(K' ) . 

(K') induce sobre 013 (K) su propia topología. 

Sea (K ) n n _>_. 1 una sucesión creciente de sub- 
o 

conjuntos compactos de a tal que Kn  c= Kn4-1 y ca- 

da compacto de a está contenido en algún K . 

Entonces k.)(Kn) 

U 1) (1( ) 
n 1 n  

n+ln 1 y  

El espacio 095 (Kn) es completo para n> 1 

y por tanto cerrado en 1)(Kn4.1). Y así 0(12) 

es completo y Hausdorff e induce sobre cada E)(K) 

su propia topología. 

S. (Z(12)3;) es tonelado. 

Cada 01)(K) es tonelado por ser Fréchet. 

Luego £9(12) es tonelado por ser límite inductivo 

de tonelados. 

6. 	( 01)(12),;) es bornológico. 

Cada Z(K) es bornológico por ser localmente 



convexo y metrizable. Luego v41) (a es bornoló-

gico. 

7. oef  (n) 

El espacio b'(1)) es el dual topol6gico de 

09b(£2) con la topología fuerte, determinada por 

( o e (a) , 	(n)) 

a) Z'(.(-2) es completo por ser dB (--n) bornológi-

co y estar dotado de la topología fuerte. 

b) J' (.(2) es tonelado y bornológico porque cada 

)5(K) es metrizable y distinguido luego 05 (12) 

es metrizable y distinguido y así J9 .(12) con 

la topología fuerte es tonelado y bornológico. 

8. Jg '(.n) es ultrabornológico. 

Por ser 	.c12) bornológico y completo enton- 

ces Q@'(12) es ultrabornológico. 

9. Si dotamos entonces al espacio ve '(12) de una to-

pología menos fina resulta bornológico, tonelado y 

no-ultrabornológico. 
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B. Teorema 1 (Taira Shirota) 

Para que l'  (X) sea un espacio tonelado es necesa-

rio y suficiente que X satisfaga la condición 0121' 
41: Cualquier subconjunto cerrado y relativamente pre-

compacto de X es compacto. 

Proposición A.1 Sea (X37) un espacio completamente 

regular. Si (X,;) es Q-espacio en-

tonces (X, Z;) satisface la condición Qi. 

Demostración. Sea A X un cerrado y relativamente 

pre-compacto. Vamos a demostrar que A 

es compacto. 

Sea A 	la clausura de A en 	(X) y A la clau- 
._ - (X) 

sura de A en X. Es inmediato que Ax..G. A 	. Luego 

para demostrar que A es compacto bastará con demostrar 

la igualdad de estas dos clausuras de A ya que como 
(X) 

i3(X) es compacto y A 	cerrado en /;9(X) tenemos 
- 0(X) que A 	es compacto. Para ello basta con demostrar 

que -7, (3(X) 	X. 
- 3(X) 

Supongamos que existe t E A 	X entonces 

t e 	(x) -• x y luego existe f : le(X)—"E-00, 001conti- 

nua tal que f (t) ------ +00 y f ( X ) 5z. IR. 



_ 0(X) 
Ahora te Al 	implica que existe una red 

(a a ) 	C A tal que a d, 	t. Como f es continua 
o D 

tenemos que f ( a 0()— f (t) 	+ o° . Luego 

sup f(a )) 	n para todo nelN. Pero como A es rela- 
okE D 
tivamente pre-compacto 	> sup 1 f(a)1 ?: sup 	f(a)( › n 

ae A 	ck D 
para toda n e N. Luego obtenemos una contradicción. 

— (3(x) 
Por consiguiente A 	X con lo cual A es compacto 

eh. X. 

C. Teorema 22 (Hewit) 

Si X es un Q-espacio entonces un funcional lineal 

en( (X), 	c-a es continuo si y sólo si este es aco- 

tado. 
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