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Y o r w o r t. 
Das Lehrbuch, welches ich hiermit der Oeffentlichkeit übergebe, 

soll die allgemeine Mechanik in ein pädagogisch brauchbares System 
bringen. Wesentlich für die Brauchbarkeit scheint mir die Forderung, 
dass nicht bloss der Inhalt, vom Leichteren zum Schwereren aufstei-
gend, sich einfach aneinanderreihe, sondern dass auch aus der Stel-
lung eines Satzes im System seine Anwendbarkeit auf praktische Auf-
gaben hervorleuchte. Wird der Lehrgang dieser Forderung gemäss 
eingerichtet, so ist zu hoffen, dass ein weit verbreiteter Uebelstand 
sich mildern werde, der Uebelstand nämlich, dass die meisten Stu-
direnden, nachdem sie ihre theoretische Mechanik durchgearbeitet 
haben, der concreten Aufgabe hülflos gegenüber stehen, ohne zu 
wissen, wie sie dieselbe angreifen sollen. Die Erinnerung an Schwie-
rigkeiten dieser Art, welche ich selbst beim Lernen gefunden habe, 
ist für mich die Hauptveranlassung gewesen, mich der Mühe des 
Schreibens zu unterziehen. 

Man erhält ein übersichtliches System der verlangten Art, wenn 
man die Mechanik nicht nach den Principien, sondern nach den Ob-
jecten der Untersuchung anordnet. Das erste und einfachste beweg-
liche Object ist ein Punkt; hierauf folgen zwei und mehrere Punkte, 
dann starre Körper, deformirbare Linien, Flächen und Körper; damit 
hat man die Hauptrubriken, die nicht nur alle wichtigen Sätze be-
quem in sich aufnehmen, sondern auch jedem Theorem gleich an die 
Stirn schreiben, wo es anzuwenden sei. 

Während ich an diesem Buch arbeitete, haben andere Autoren, 
z. B. W. Voigt, die gleiche Systematik bereits eingeführt. Trotzdem 
habe ich es nicht zurückgezogen, weil ich glaube, dass die etwas breit 
elementare Darstellung der Einzelheiten und die strenge Durchführung 
der Behandlungsweise einem vorhandenen Bedürfniss entgegenkommen. 

Diese strenge Durchführung hat es mit sich gebracht, dass die 
Theorie des einzelnen Punktes vollständiger, als es gewöhnlich ge-
schieht, erörtert wurde. Man wird z. B. in diesem Buch eine ein-
gehende Darstellung der allgemeinen Bewegungsgleichungen Lagrange's 
für den einzelnen Punkt finden. Das mag auf den ersten Blick weit-
läufig erscheinen, ich glaube aber, dass daraus ein erheblicher Gewinn 
an Klarheit und Leichtigkeit in der Behandlung beliebiger Gebilde 
hervorgeht; man wird thatsächlich nicht bloss an Deutlichkeit, son-
dern auch an Zeit gewinnen, wenn man die Anwendung der zweiten 
Lagrange'schen Form auf zusammengesetzte Gebilde durch sorgfältige 
Bearbeitung derselben für den einzelnen Punkt vorbereitet. 



VI V o r w o r t . 

Dafür, dass ich die physikalischen Grundlagen der Mechanik ein-
gehend behandelt habe, glaube ich keiner Entschuldigung zu bedürfen. 
Ich wüsste nicht, wo sie zweckmässiger erörtert werden sollen, als in 
einem Lehrbuch der Mechanik, und dass die Erörterung nicht über-
flüssig ist, zeigen die mannigfachen Unklarheiten, die sich immer noch 
in der Litteratur über den Gegenstand finden. 

Die Darstellung habe ich grundsätzlich so hausbacken einfach wie 
möglich gehalten. Geometrische Anschaulichkeit wurde gesucht, wo 
sie wirklich zu erreichen war. Wenn es sich aber um Dinge handelt, 
wie z. B. den Satz von Coriolis, wo man erstens die Coordinatenfor-
meln auf jeden Fall braucht, und wo zweitens eine deutliche Figur 
kaum herzustellen ist, ziehe ich das rein analytische Verfahren vor. 

Der Inhalt des Werkes geht an vielen Stellen über das nächste 
Bedürfniss einer elementaren Vorlesung hinaus. Das ist beabsichtigt, 
einerseits damit es als Nachschlagebuch dienen könne, andererseits, 
weil jedes Lehrbuch meines Erachtens über sich selbst hinausweisen 
soll. Ein Lehrer, der dasselbe etwa seinen Vorträgen zu Grunde 
legen will, wird leicht die Auswahl treffen. Wer sich z. B. genau an 
das Nöthigste halten will, kann den ganzen Abschnitt B des zweiten 
Buches auf die Paragraphen 209 und 210 reduciren. 

Von Einzelheiten möge noch die Einführung eines besonderen 
Zeichens für die geometrische Addition und Subtraction erwähnt wer-
den. Wenn man die geometrische von der algebraischen Addition 
unterscheiden will, ist es offenbar am richtigsten, die blossen Längen-
werthe von den gerichteten Werthen irgendwie, z. B. durch Ein-
klammerung zu unterscheiden, und die gewöhnlichen Zeichen ± bei-
zubehalten; technisch ist aber das Verfahren, welches die Summation 
durch ein besonderes Vorzeichen -+- als geometrische charakterisirt, 
leichter durchzuführen, und desshalb habe ich es gewählt. Ich ent-
schloss mich nicht ohne langes Zaudern dazu; das Fortschreiten der 
Arbeit hat mich aber überzeugt, dass die fragliche Neuerung für eine 
völlig klare Darstellung an manchen Stellen geradezu unentbehrlich 
ist, und ich hoffe, dass die Benutzer des Buches sich bald mit ihr 
befreunden werden. 

Die eingestreuten Aufgaben sollen nur als Fingerzeige dienen; 
was ein Lehrbuch an Einzelaufgaben zu bieten im Stande ist, das 
kann und soll selbstverständlich weder die Aufgabensammlungen noch 
die mündliche Stellung und Behandlung von Problemen ersetzen. 

Berlin, im October 1890. 

Der Verfasser. 
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Vor dem Gebrauch bittet man folgende Fehler zu verbessern: 
S. 11 Zeile 18 v. u. statt an d iesem lies von diesem. 
S. 15 Zeile 12 v. u. statt AB+BC-hCD lies AB^-BC^-CD. 
S. 344 in der ersten Gleichung ist auf der rechten Seite im Zähler von 

v »> 
— - — der Factor einzuschalten, so dass der zweite Posten 

daselbst heisst ^ ¡ x — — • 



Einleitung. 

Die Mechanik ist die Lehre von der Bewegung und ihren Be-
dingungen; Bewegung aber ist die Aenderung der geometrischen Be-
stimmuiigsstücke eines geometrisch bestimmbaren Objects. 

Das einfachste aller geometrisch bestimmbaren Objecto ist ein 
Punkt, das nächst einfache ein starres Gebilde, d. h. ein ausgedehntes 
Gebilde, dessen Form sich durch die untersuchten Bewegungen nicht 
ändert. Dies Lehrbuch beschäftigt sich mit der Mechanik der Punkte 
und der starren Gebilde, so wie derjenigen Systeme, die sich aus 
Punkten und starren Gebilden zusammensetzen lassen. Die Zustände 
eines ausgedehnten Objects werden erkannt durch Betrachtung der 
Zustände seiner Punkte; um also die Bewegungen starrer Gebilde 
untersuchen zu können, muss man vorher wissen, wie man sich ge-
genüber den Bewegungen einzelner Punkte zu verhalten hat. Dess-
wegen geht die Untersuchung der Punkte voran. Dies Werk zerfällt 
demnach in zwei Theile: 

Ers tes Buch: Mechanik eines Punktes, dann mehrerer Punkte. 
Zwei tes Buch: Mechanik eines starren Gebildes, dann mehrerer 

starren Gebilde. 

Denkt man sich ein continuirlich ausgedehntes Gebilde in unend-
lich kleine Elemente zerlegt, so können diese Elemente, sowei t bloss 
ihr Ort zu b e t r a c h t e n is t , nach den Grundsätzen der Infinitesimal-
rechnung wie Punkte behandelt werden. Das ausgedehnte Gebilde er-

B a d d e , Mechanik. I . 1 
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scheint dann als eine Summe von unendlich vielen Elementen, deren 
jedes drei bestimmte Coordinaten hat. In Folge dessen werden ge-
wisse Summengrössen, die in der Theorie der Punktgruppen vorkom-
men, auch für die Mechanik der ausgedehnten Gebilde wichtig. Die-
selben sind in einem Zwischens tück abgehandelt, welches seinen 
Platz zwischen dem ersten und dem zweiten Buch findet. 



E r s t e s B u c h . 

Mechanik der Punkte. 

Erste Abtheilung. 
Der einzelne Punkt. 

Erste Vnterabtheilong. 
Der einzelne Punkt im unveränderlich gedachten 

Coordinatensystem. 

1 * 





Hauptstück I. Phoronomie. 
A. Bewegungsergebnisse ohne Rücksicht auf die Zeit. 

1. Punkt. Der geometrische Punkt ist ein Ort im Räume. 
Als „mechanischen Punkt", „beweglichen Punkt", oder, wo kein Miss-
verständniss entstehen kann, als „Punkt" schlechthin bezeichnen wir 
ein Individuum ohne Ausdehnung, welches in einem bestimmten 
Augenblick einen bestimmten Ort hat, d. h. mit einem bestimmten 
geometrischen Punkt zusammenfallt, und welches seinen Ort verändern 
kann, ohne seine Individualität zu verlieren. Ein beweglicher Punkt 
werde mit /i bezeichnet. 

Beispiel eines beweglichen Punktes: Eine Ecke eines beweglichen 
Parallelepipeds. 

Der Ort des Punktes ju wird bestimmt durch seine geometrischen 
Beziehungen zu irgend einem geometrischen Gebilde von drei Dimen-
sionen, und zu seiner vollständigen Bestimmung sind nach den Grund-
sätzen der Geometrie d re i solche Beziehungen erforderlich, die von 
einander unabhängig sind. Wir verwenden als solche im Anfang 
cartesische Coordinaten, und zwar meistens rechtwinklige; für spä-
tere Betrachtungen sind Polar- und andere Coordinaten mit Vortheil 
brauchbar. 

Die Bestimmungsstücke, deren Auftreten als Coordinaten von 
vorn herein vorgesehen werden kann, sind 1) Längen, 2) Winkel. 
Als Längeneinheit dient uns das Centimeter, der 100 ste Theil der 
Länge bei 0° C. des von der internationalen Metercommission in Paris 
niedergelegten Urmeterstabes. Unsere Winkeleinheit ist derjenige 
Winkel, dessen Bogen gleich dem Radius ist. 

Nach der Methode des Cartesius wird ein Ort bestimmt durch drei nach drei 
Axenrichtungen gemessene Längen x , y, z. Diese Längen können positiv und 
negativ sein; es muss in jedem Fall bei der Errichtung der Coordinatenaxen an-
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gegeben werden, in welchem Sinne die Coordinaten positiv zu zählen sind. Da-
bei sind zwei verschiedene Anordnungen der positiven Axenhälften möglich; 
denkt man sich einen Menschen so auf einer Coordinatenebene stehend, dass 
seine Füsse den Anfangspunkt bedecken und sein Kopf in die positive Hälfte 
der dritten Coordinatenaxe fällt, so kann ihm von den beiden positiven Axen 
der Ebene diejenige, welche der Buchstabenordnung nach die zweite ist, ent-
weder links oder rechts von der ersten erscheinen. Ersteres ist z. B. der Fall, 
wenn die H-s nach Osten, -hy nach Norden, +z nach Oben gerichtet sind; da 
liegt bei der angegebenen Stellung +y links von 4 - x , + 2 links von +y und 
+x links von + 2 . Das Umgekehrte tritt ein, wenn +x nach Osten, nach 
Norden, +z nach Unten gerichtet wird. Wir setzen, um allen künftigen Erör-
terungen über diesen Punkt enthoben zu sein, ein für alle Mal fest: Wir wählen 
immer solche Coordinatensysteme, bei denen für den wie oben postirten 
Beschauer die cyklische Reihenfolge der Axen von rechts nach links geht, 
und als deren Muster die Anordnung x nach Osten, y nach Norden, 2 nach 
Oben dient. 

Die Ortsbestimmung ist ihrer Natur nach relativ; sie hat nur 

einen Sinn, insofern ihr ein als gegeben vorausgesetztes Coordinaten-

system zu Grunde gelegt wird. Aendert der Punkt fi seinen Ort, so 

sind wir nicht in der Lage, diese Aenderung anders als relativ zu 

beschreiben; auch sie, die Aenderung, wird uns nur erkennbar, inso-

fern sie auf ein gegebenes Coordinatensystem bezogen ist. Diese re-

lative Erkenntniss der Ortsveränderung und ihrer Eigenschaften ge-

nügt für unsere Zwecke unter der selbstverständlichen Bedingung, 

dass alle Aenderungen einer Grösse auf dasselbe Coordinatensystem 

bezogen werden, in welchem die Grösse selbst bestimmt ist. 

Die Ortsänderung von (i heisst seine Bewegung. 

Man kann eine Ortsveränderung zunächst rein geometrisch, ohne 

alle Rücksicht auf ihre Ursachen, betrachten, und das soll in den 

nächsten Capiteln geschehen. Die Disciplin, welche sich mit dieser 

Betrachtung befasst, heisst Phoronomie oder K i n e m a t i k . Der 

Name Kinematik ist seit Resal der gebräuchlichere gewesen; neuer-

dings aber wird von Reulaux und seinen Schülern die Morphologie 

der Verknüpfung von Maschinenteilen als „Kinematik" bezeichnet; 

wir wählen deshalb hier den Namen Phoronomie. 

2. Strecken. Wenn der Punkt [i sich bewegt, so rückt er 

auf irgend eine Weise und in irgend einer Zeit von einem Orte A 
nach einem zweiten Orte B. Wir lassen zunächst die Frage nach 

dem zeitlichen Verlauf dieser Aenderung ganz ausser Betracht und 

halten uns blos daran, dass fi sich das eine Mal in A, das andre 

Mal in B befindet. Zwischen diesen beiden Orten besteht ein Unter-
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schied, der gemessen wird durch die Strecke AB, d.h. die be-
grenzte gerade Linie, welche von A nach B geht. 

Das Stück einer geraden Linie, welches zwischen den Punkten A und B 
enthalten ist, hat erstens eine gewisse Länge, zweitens eine gewisse Richtung. 
Was unter seiner Länge zu verstehen sei, ist unzweideutig; das Wort Richtung 
aber ist im gewöhnlichen Sprachgebrauch zweideutig, so dass wir einer Conven-
tion über seine Verwendung bedürfen. Man spricht nämlich von der Richtung 
einer Strecke 1) in dem Sinn, dass man dabei den einen Grenzpunkt derselben 
als Ausgangspunkt, den andern als Endpunkt betrachtet, und dass man, nach-
dem einmal ein bestimmter Grenzpunkt, z. B. A, als Anfangspunkt bezeichnet ist, 
keine Aenderung dieses Verhältnisses mehr zulässt. In diesem Sinne setzen wir 
z. B. fest: A soll der Ausgangspunkt der Strecke AB sein; dann ist die Strecke 
von A nach B h in gerichtet, nicht umgekehrt. 2) gebraucht man das Wort 
Richtung in der Art, wie die „Richtung" einer Linie in der analytischen Geome-
trie durch die Coefficienten p und q in den Gleichungen z — px-\-m, z = qy-l-n 
festgelegt wird; dabei ist von Anfang und Ende nicht die Rede; man kann die 
Strecke », welche zwischen A und B enthalten ist, und welche die „Richtung" 
AB hat, so auffassen, als sei sie von A nach B hin ausgedehnt, aber auch so, 
als sei sie von B nach A hin ausgedehnt. In seiner ersten Bedeutung ist das 
Wort Richtung einsinnig, in der zweiten doppelsinnig. Wir setzen fest, dass 
wir das Wort Richtung und demgemäss auch das Wort Strecke stets in e i n -
s i n n i g e r Bedeutung benutzen; dabei soll, wenn wir eine Strecke durch ihre 
Grenzpunkte bezeichnen, immer der Ausgangspunkt vorangestellt werden: Die 
Strecke AB beginnt bei A und ist nach B hin „gerichtet". Wird sie im um-
gekehrten Sinn genommen, so heisst sie BA. Es ist BA — —AB gemäss der 
Definition des Zeichens —. 

Ist eine unbegrenzte gerade Linie analytisch durch ihre Gleichungen ge-
geben, so kann sie aufgefasst werden als die Superposition zweier unendlichen 
Strecken von entgegengesetzter Richtung. Ebenso verhalten sich die Elemente 
einer Curve, welche bloss durch ihre Gleichungen bestimmt ist. Jedes einzelne 
kann als die Superposition zweier unendlich kleinen Strecken von entgegenge-
setzter Richtung angesehen werden. Wenn wir mit solchen Gebilden zu thun 
haben und ihre doppelsinnige Erstreckung mit einem Wort bezeichnen wollen, 
so werden wir das Wort D o p p e l r i c h t u n g gebrauchen. Wir sagen also z. B.: 
„Die gegenüberliegenden Seiten eines Parallelogramms haben dieselbe Doppel-
richtung". Im dreiaxigen Coordinatensystem verstehen wir unter „Axenrichtung" 
stets die Richtung, nach welcher die positiven Coordinaten wachsen. 

Eben so unsicher wie der Gebrauch des Wortes „Richtung" ist in der Lit-
teratur der Gebrauch des Wortes „parallel". Bald unterscheidet man zwischen 
parallel und antiparallel, bald wird der Antiparallelismus dem Parallelismus sub-
summirt. Wir setzen für dieses Buch fest: 

P a r a l l e l heissen zwei Linien von gleicher Doppelrichtung. 
H o m o p a r a l l e l oder g l e i c h l ä u f i g heissen zwei Linien von gleicher Rich-

tung. 
A n t i p a r a l l e l oder g e g e n l ä u f i g heissen zwei Linien von entgegengesetzter 

Richtung. 



8 Phoronomie des Punktes. 

Strecken, die auf den Coordinatenaxen liegen, rechnen wir als 
positiv, wenn ihre Richtung mit der der Axen übereinstimmt, d. h. 
wenn die Coordinate des Endpunktes algebraisch grösser ist als die 
des Ausgangspunktes. 

Die Strecke z. B. ist = 7, wenn = —13, x3 = — 6, sie ist gleich —4, 
wenn Xj = 10, xj = 6. 

Eine Strecke AB = s von beliebiger Lage sei in einem belie-
bigen dreiachsigen Coordinatensystem gegeben. Wir projiciren sie 
durch die dem System entsprechende Parallelprojection auf die drei 
Coordinatenaxen. Dadurch erhalten wir auf jeder Axe drei Be-
stimmungsstücke, nämlich 1) die Coordinate von A, etwa 2) die 
Coordinate des Endpunktes B, etwa 3) die zwischen beiden ent-
haltene Strecke ¿ r , — d i e wir sx nennen. (Je drei entsprechende 
Grössen bekommen wir auf der y- und auf der z-Axe.) Offenbar 
bestimmen je zwei von diesen Stücken auf jeder Axe das dritte. 
Sind also zwei von ihnen auf jeder Axe gegeben, so ist damit ihre 
Gesammtheit gegeben, diese bestimmt eindeutig die Grenzpunkte A 
und B, also die Strecke s. Wählen wir also auf jeder Axe zwei 
von den genannten neun Stücken aus, so ist die Strecke s durch sie 
eindeutig bestimmt. Wir wählen 

1) die drei Coordinaten •»„ y,, z, des Ausgangspunktes A 
2) die drei Längen sX) sv, s, der Projectionen xt—a>lf yt—y, 

und za—z,. 
Das Vorzeichen der Letzteren ist nach der obigen Regel zu neh-

men. Wir nennen diese 6 Stücke die Coord ina t en der S t recke s. 

Sie zerfallen sichtlich in zwei Gruppen: die drei letzten bestimmen Richtung 
und Länge von s, die drei ersteren den Punkt, an welchem die gerichtete Länge 
s angeheftet ist. sx, sy, s, können Längencoordinaten, x,, yit zl Anheftungscoor-
dinaten der Strecke genannt werden. 

Verlegen wir die drei Längencoordinaten sx u. s. w. parallel mit 
sich selbst an den Anfangspunkt A der Strecke, so bilden sie, wie 
aus der Geometrie bekannt ist, die drei Kanten eines Parallelepipeds, 
dessen Diagonale s ist. Sind a, ß, y die drei Winkel, welche die Co-
ordinatenaxen miteinander machen (cyklisch geordnet, sodass a=(z, y), 
ß = (x, z), y = (y, #)), X, fi, v die drei Winkel, welche s mit den Axen 
macht, so bestehen drei Gleichungen: 

(1) sx = Is, sy = ms, st = ns 

und l, m, n sind lineare Funktionen von cosA, sinA, cosa, sina u. s. w. 
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Umgekehrt sind auch diese goniometrischen Grössen cosA u. s. w. li-
neare Funktionen von l, m, n, letztere bestimmen also eindeutig die 
Winkel, welche s mit den Axen macht. Wir nennen l, m, n die 
P r o j e c t i o n s p a r a m e t e r von a. Die allgemeine Entwicklung der 
Beziehungen zwischen l, vi, n und A, fi, v wird nicht leicht gebraucht; 
sie vereinfacht sich für den Fall r ech twink l ige r Coordinaten. Es 
ergiebt sich dann direkt aus der Definition des Cosinus, dass 

(2) l = cosA, m = cosju, n = cosr 
oder 

(3) «x = «cosA, -sy = scos/x, s, = scosr. 
Ferner ist 

(4) Z '+m'-Hn 1 = 1 
oder nach Multiplikation mit s" und Einsetzung von sx für l.s u. s. w. 

(5) i l - W M - r f = 
Sind demnach sx, s^, s] gegeben, so finden wir aus (5) die absolute 
Länge von s 

(6) « = 
und daraus mit Gl. (3) 

(7) 
l = COSÀ = — = m = cos u = ——, 

s 

n = cosr = 

Fig. 1. 

Multiplicirt man die Gleichungen (3) der Reihe nach mit cosA, cosn 
und cosv und addirt, so erhält man auf der rechten Seite «(¿'-t-wi'-f-n'), 
was nach (4) gleich s ist. Also 

(8) «xCOsA-HSyCOSju+^cosr = s. 

Es sei MN (Fig. 1) eine Gerade. 
Auf ihr werde der feste Punkt A 
als Ausgangspunkt einer Strecke 
s angenommen. Der Endpunkt B 
derselben könne sich auf der Ge-
raden MN beliebig verschieben; 
dann ist s = AB eine veränder-
liche Strecke, und wenn MN, so 
wie A, ein für allemal gegeben 
ist, so können wir s auffassen als 
eine unabhängige Veränderliche, 



10 Phoronomie des Punktes. 

welche die Lage von B bestimmt. Die Best immung wird eindeutig, 
wenn wir festsetzen, dass Strecken, die von A nach N hingerichtet 
s ind, auf der Linie M N als positiv zählen sollen. Insofern die 
Strecke s zur Best immung der Lage von B dient, nennen wir sie die 
S t r e c k e n a b s c i s s e von B. Rückt nun der Endpunkt B in die 
unendlich wenig abweichende Lage B', so wächst s u m eine ent-
sprechende unendlich kleine Grösse ds. Andrerseits hat B in ir-
gend einem festen dreiaxigen System drei Coordinaten x, y, z und 
wenn s variirt, so variiren auch diese; die Axenprojectionen von B 
verschieben sich mit B zugleich. Auf der x-Axe z. B. n immt x u m 
dx zu, wenn s u m ds wächst. Offenbar ist , vergl. Fig. 1 , dx die 
Längen-Coordinate in x der unendlich kleinen Strecke ds, also 

... dx , du dz 

wo l, m, n wieder die Projectionsparameter sind. 

Die Zähler der vorstehenden Differentialcoefficienten sind zugleich die Ver-
längerungen, welche sx, «y und sz erleiden, wenn B um ds fortrückt. Man könnte 

also auch schreiben = / u. s. w., und in dieser Form ergeben sich die Glei-
ds 

chungen direct durch Differentiation von (1); doch führen wir die obige Schreib-
art (9) als die kürzere. 

Im rechtwinkligen System, wo 1 = cosA u. s. w., ist 

dx , du dz 
( 1 0 ) ~dT = cosA' i t = costl' -dT = cosv 

dx 
und in den Gleichungen (2 ) bis ( 8 ) kann überall — f ü r l oder 

cosA, für m, für n substituirt werden. 
ds ds 

Wir machen noch auf den Unterschied aufmerksam, der darin hervortritt, 
dass die Coordinaten einer Strecke immer ein Vorzeichen haben, die Strecke 
selbst dagegen im Allgemeinen nicht. Die Vorzeichen -+- und — können näm-
lich da und nur da Anwendung finden, wo die zu bezeichnende Grösse zwei ent-
gegengesetzte Erstreckungen haben kann, aber ausser diesen zweien keine an-
dere. Die Coordinatenaxen sind der Richtung nach festgelegt; Strecken, die auf 
ihnen abgemessen sind, können sich nur vor- oder rückwärts erstrecken, deshalb 
unterliegen die Werthe der Coordinaten der Vorzeichnung -I- und —, und die 
Angabe dieser Vorzeichen in Verbindung mit dem Namen der betreffenden Axe 
genügt zur Mittheilung ihres Sinnes. Ganz dasselbe ist der Fall, wenn wir eine 
Linie M N mit ihrer Richtung im Räume gegeben denken, auf ihr einen Anfangs-
punkt A annehmen und eine Streckenabscisse A B abmessen; der Punkt B kann 
dann nur in der gegebenen Doppelrichtung MN vor- oder rückwärts gehen, also 
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ist von AB ausser der Grösse nur der Sinn anzugeben, damit AB vollkommen 
bestimmt sei; und das geschieht durch die Vorzeichen. Wieder dasselbe ist der 
Fall, wenn wir sagen BA — —AB; denn dabei ist schon die Voraussetzung er-
füllt, dass AB und BA auf der gleichen Doppelrichtung liegen. Hört aber die 
Voraussetzung auf, dass die untersuchte Strecke einer vorher festgelegten Ge-
raden angehöre, muss also die Doppelrichtung der Strecke in den zu machenden 
Angaben berücksichtigt werden, dann hat die Strecke kein Vorzeichen mehr, 
sondern an die Stelle der Begriffe vor- und rückwärts tritt der allgemeinere Be-
griff der beliebigen Richtung; diese kann nicht bloss nach zwei, sondern nach 
unendlich vielen Erstreckungen hin variiren, lässt sich also nicht durch eine 
endliche Zahl von Vorzeichen bestimmen. Wenn ein Beobachter sie dem andern 
darthun will, so muss er sie seiner Anschauung zeigen. Wenn wir nun aber 
mit Coordinaten arbeiten, so setzen wir voraus, dass die Richtungen der drei 
Coordinatenaxen der Anschauung bereits vorgezeigt seien, und dann lässt sich 
auch die Richtung einer Strecke AB mit Hülfe der drei Vorzeichen von l, m, n 
eindeutig bestimmen, indem wir sie auf die Axen beziehen. 

3. Vectoren. Der Ortsunterschied zwischen zwei Punkten A 
und B ist eine Grösse, deren Merkmale Länge und Richtung sind. 
Eino solche Grösse nennt man einen Vector; Ortsunterschiede ge-
hören also zur Classe der Vectoren. Insofern der Vector AB von 
einem bestimmten Punkt (i beschrieben wird, hat er einen bestimmten 
Anfangspunkt; denn der Punkt n befindet sich im Anfang seiner Be-
wegung in dem ganz bestimmten Punkt A. Man kann sich aber auch 
den Ortsunterschied an diesem Anfangspunkt abgelöst denken; er 
hat dann nur noch Länge und Richtung, ohne an einen bestimmten 
Anfangspunkt gebunden zu sein. In diesem Sinn sind zwei Vectoren 
identisch, wenn sie gleiche Länge und gleiche Richtung besitzen. Der 
Vector AB z. B. ist identisch mit dem Vector EF, wenn EF gleich 
und gleichläufig AB ist. Als Zeichen der Identität für Vectoren ge-
brauchen wir, wenn die gleiche Richtung ausdrücklich mit hervorge-
hoben werden soll, das Zeichen = , während die Längengleichheit ohne 
Betonung der Richtung durch = ausgedrückt wird. 

Wir unterscheiden nach dem vorigen freie und angeheftete 
Vectoren. Frei heisst ein Vector, der keinen bestimmten Anfangs-
punkt hat, sondern an jedem beliebigen Punkt des Raumes angeheftet 
gedacht werden kann; angeheftet heisst er, nachdem ihm ein be-
stimmter Anfangspunkt vorgeschrieben ist. Der angehefteteJ Vector 
wird dargestellt durch eine Strecke, z. B. ein an A angehefteter Vector 
durch AB und wir bezeichnen ihn als „Vector ABa. Denselben Vector, 
wenn er frei ist, bezeichnen wir entweder durch einen einzelnen Buch-
staben, wie p, oder wir denken uns ihn erst an einem bestimmten 
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Anfangspunkt A angeheftet, wo er dann durch eine Strecke AB dar-
gestellt wird, hierauf losgelöst, und schreiben diese Strecke über-
strichen, AB. Das Symbol AB bedeutet also den nach Länge und 
Richtung bestimmten Ortsunterschied zwischen A und B, gemessen 
von A nach B hin, und abgelöst vom Anfangspunkt A. Zwischen 
AB und EF besteht kein Unterschied, wenn die Strecke AB, welche 
den ersteren Vector einen Augenblick lang darstellte, gleich und ho-
moparallel der Strecke EF ist, welche den zweiten Vector darstellte. 

Die Strecke AB stellt durch ihre Länge und Richtung den freien 
Yectör AB dar. Von den 6 Coordinaten der Strecke bezeichnen drei, 

y „ Zj ihren Anfangspunkt, drei, sx, s, ihre Länge und Rich-
tung. Da der freie Vector AB keinen bestimmten Anheftungspunkt 
hat, sind die drei Grössen sb„ y,, z, für seine Bestimmung überflüssig; 
er wird bestimmt durch die drei Stücke sx, «¡,, welche seine drei 
Projectionen auf die Axen sind. E i n f r e i e r V e c t o r h a t h i e r n a c h 
dre i C o o r d i n a t e n ; diese sind seine Axenprojectionen. Heisst der 
Vector v, so werden wir seine Coordinaten vx, vy, vt nennen. 

vx, v,j, f j sind selbst freie Vectoren, die keinen bestimmten An-
fangspunkt haben, sondern in beliebiger Lage auf oder parallel den 
Axen gedacht werden können. Ist v gegeben, so findet man sie, in-
dem man v an einen willkürlichen Anfangspunkt A anlegt und die 
so entstehende Strecke auf die drei Axenrichtungen projicirt. Sind 

v, gegeben, so wähle man irgend einen Punkt A des Raumes 
willkürlich aus, lege an ihn drei Strecken AB, AC, AD, so dass 
AB = vx, AC = vt, AD = vt ist, und construire das Parallelepiped, 
dessen Kanten AB, AC, AD sind; die von A ausgehende Diagonale 
AF dieses Parallelepipeds hat die Länge und Richtung von v, und 
ÄF = v. 

Offenbar bestehen zwischen vx, vy, v, und v dieselben Gleichun-
gen, welche in 2. für s und s x , sy, sz aufgestellt wurden; es ist in 
beliebigen Coordinaten 

vx = Iv, vy = mv, vt = nv 
j dx dy ^ dz 

dv ' dv ' dv ' 
in rechtwinkligen Coordinaten 

» dx i 

l = — cos/, m = cos f i , n = cosv 

vl + vl + v] =V3, V = VjCOS A+Vj , COS jU-J-V, cosv. 
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4. Zusammensetzung und Zerlegung freier Yectoren. Con-
secutiv nennen wir zwei Grössen von bestimmter Länge und Rich-
tung, wenn der Anfangspunkt der zweiten mit dem Endpunkt der 
ersten zusammenfällt. Zwei freie Yectoren können immer consecutiv 
gemacht werden; denn da man ihre Anfangspunkte willkürlich wählen 
kann, kann man immer den Anfangspunkt des zweiten in den End-
punkt des ersten legen. Dasselbe gilt offenbar für drei und mehr 
freie Yectoren. Wir nehmen an, dass die Vectoren, von denen im 
Folgenden die Rede ist, consecutiv seien. 

Sind zwei Vectoren gleich oder entgegen-
gesetzt gerichtet, so kann man sie algebraisch 
addiren. In Fig. 2 und 3 z. B. ist 

ÄC= ÄB+BC; 
das folgt aus bekannten Grundsätzen der Al-
gebra. 

Wir können nun den Begriff der Addition 
dahin erweitern, dass eine entsprechende Glei-
chung auch für zwei Vectoren gelten soll, die 
einen beliebigen Winkel miteinander machen. 
Als Zeichen dieser erweiterten Addition führen wir das Zeichen 
(sprich: „plus geometrisch") ein, und definiren dasselbe, indem wir 
willkürlich festsetzen: Es soll (vergl. 
Fig. 4) _ _ _ 

(1) AB3-BC=AC 
sein, wenn AB und BC beliebig ge-
richtet sind. Wir nennen AC die 
geometrische Summe oder Resul-
tante von AB und BC\ letztere 
heissen die Componenten. Entspre-
chend Gl. (1) ist auch BC3-CÄ=BÄ und CÄ+ÄB = BC. 

In Worten heissen die drei Gleichungen: Sind zwei Vectoren 
consecutiv gemacht, so ist die dritte Seite des aus ihnen gebildeten 
Dreiecks, vom Anfangspunkt des ersten zum Endpunkt des zweiten 
hin gerechnet, die Strecke, welche ihre geometrische Summe nach 
Richtung und Länge darstellt. 

Dass die Operation in der That additiver Natur ist, ergiebt sich, wenn man 
Gl. (1) in den Worten ausspricht: Schreitet man von A erst um AB uncTdann 
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von B um BC fort, so erzielt- man im Ganzen den Ortsunterschied AC. Die 
Addition in Fig. 1 und 2 lässt sich in denselben Worten aussprechen. Die geo-
metrische Addition ist eine Addition mit Rücksicht auf die Richtung, während 
die algebraische bloss Länge und Sinn berücksichtigt. 

Es sei cp der Winkel wischen AB und BC. Gemäss unserer 
Convention über die Bedeutung der Buchstabenfolge repräsentirt <p 
den Richtungsunterschied zwischen den beiden Richtungen „von A 
nach B hin" und „von B nach G hin"; <p liegt also in Fig. 4 an 
der bezeichneten Stelle, nicht im Innern des Dreiecks. Nach einem 
bekannten Satz ist AC* = AB*-hBC*+2 AB. AC. cos <p-, danach 
lautet die Gleichung für die blosse Länge einer geometrischen Summe 
zweier Yectoren vx und v2, die den Winkel y> miteinander machen: 
Ist vT = , so ist 

(2) Länge vr = y^+^-f-^^cosy. 

Die Operation 4 - ist commutativ, d. h. 

(3) ÄB3- CD = CD AB. 

Denn: Die Summation links wird aus-
Fig- 5. geführt durch folgende Construction 

x £ (Fig. 5): Lege an B die Strecke 
r / \ BX — CD-, 

/ _ ziehe AX, dann ist ÄX=lB^rCD. 
" C Die Summation rechts aber wird aus-

geführt: Lege an D die Strecke 
DY= AB 

und ziehe CY; dann ist CY= GD-\-AB. Nun ist aber ABX offenbar congru-
ent CDY, und ausserdem sind die Seiten beider Dreiecke parallel; also ist CY 
gleich und homoparallel AX; d. h. C T = AX. 

Haben die beiden Vectoren AB und CD gleiche oder entgegen-
gesetzte Richtung, so wird für sie die Gleichung (1) identisch mit der 
algebraischen Gleichung AB+BC= AC] die geometrische Summa-
tion degenerirt zur algebraischen. Letztere ist daher ein Specialfall 
der ersteren, und das Zeichen -+- der algebraischen Addition für Län-
genwerthe von gleicher Doppelrichtung kann immer durch 4 - ersetzt 
werden. 

Die Operation 4 - kann ohne Weiteres auf beliebig viele, con-
secutiv gemachte Vectoren ausgedehnt werden, indem man sie der-
selben Convention unterwirft, welche für das Zeichen -+- in allge-
meinem Gebrauch ist: Steht eine beliebige Anzahl von Vectoren, durch 
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4 1 verbunden, hintereinander, so hat man sich hinter jedem eine 
Schlussklammer und alle entsprechenden Anfangsklammern vor dem 
ersten Posten zu denken. So wie 2 + 4 — 3 + 7 — 8 heisst 

j ( [ ( 2 + 4 ) - 3 ] + 7 ) - 8 | , 

so bedeutet AB-3-BC^-CD^f-DE so viel wie 

Es ist demnach z. B. 

f AB+BC-+- CJD^t- DF = (ÄB-^-BC)^CD^-DF 
^ l = (ÄC^CD)J-DF= ID^+-DF= ÄF. 

D. h. Um beliebig viele Yectoren geometrisch zu addiren, macht 
man sie alle consecutiv, und verbindet den Anfangspunkt des ersten 
mit dem Endpunkt des letzten; diese Verbindungsstrecke stellt durch 
ihre Länge und Richtung die Resultante sämmtlicher Yectoren dar. 

In Fig. 6 z. B. ist T,. „ _ Fig. 6. 
AB4-BC-+- CD+DE+EF = AF. 

Selbstverständlich braucht das Polygon 
der Yectoren nicht eben zu sein. In 
dem besonde ren Fa l l e , wo der End-
p u n k t der l e t z t e n Componen te m i t 
dem A n f a n g s p u n k t der e r s t en zu-
s a m m e n f ä l l t , is t die R e s u l t a n t e 
Null . 

Eine Klammer, vor der das Zeichen steht, kann ohne weiteres 
fortgelassen werden. Es ist z. B. A ß + ( / 3 ? 7 + Ö y ) = Ä B + B l ) 
~ÄD = ÄC+CD = ÄB+BC+CD. 

Nach Gl. (3) kann man nun irgend zwei Vectoren in der Rei-
henfolge der Componenten mit einander vertauschen, ohne das Re-
sultat der Summation zu ändern; da man das beliebig oft thun und 
durch Wiederholung des Processes den Componenten in Gl. (4) jede 
beliebige Anordnung geben kann, folgt: Die Reihenfolge der Sum-
manden in einer geometrischen Summe kann beliebig verändert wer-
den; die Resultante wird dadurch nicht abgeändert. 

Entsprechend der Summation erweitern wir nun auch den Be-
griff der Subtraction. Geomet r i sche Di f f e renz zweier Vectoren 
soll derjenige Vector heissen, der zum zweiten addirt den ersten er-
giebt; das Zeichen der geometrischen Subtraction sei — (sprich: „minus 
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geometrisch"). Die Definition desselben liegt in der Gleichung 

(5) AC—lB — BC oder ÄC^BC = AB. 
Dasselbe sagt der Satz: 

Wenn 
ÄB4-CD = EF.i 

so ist 
(6) EF—ÄB = CD und EF—CD = AB. 

Die Definition ist hiernach gleichbedeutend mit der Bestimmung: Die 
Zeichen 4- und — werden von der einen Seite einer Gleichung auf 
die andere übertragen nach derselben Regel, wie -+- und —. -+- auf 
der einen Seite wird — auf der anderen, und umgekehrt. 

Nach (5) ist 
(7) AC-^-AB = BC. 

Nach (1) und (3) ist 

(8) ÄC4-BÄ = BA3-ÄC = BC, 
also ist, da beide Operationen (7) und C8) dasselbe Ergebniss liefern, 

(9) —AB gleichwertig mit J-BÄ. 
Das Zeichen — kann also auch als Zeichen für die Addition des um-
gekehrten Yectors betrachtet werden. Daraus folgt, dass es commu-
tativ ist; 

(10) —BC+ÄB = ÄB—BC. 
Ein Vector mit dem Zeichen — kann also auch in eine grössere Reihe 
von Summanden eingehen, und das Zeichen — kann dort wie ein 
gewöhnliches — behandelt werden. 

Nach Gl. (7) versteht sich auch von selbst, dass 

(11) -ÄB = ^-{-AB), 

denn —AB ist -3-BÄ, und BA ist —AB. 
Ferner ist 

(12) -(ÄB-+-BC) = ^-ÄB-^BC. 

Denn (ÄB4-BC) = ÄC, also 

-(iB-^-BC) = ^-AC =^-CÄ = ^-(CB-^BÄ) = -3-CB3-BA 

= ^.BC-^-ÄB = ^-ÄB-^-BC. 

Klammern hinter einem — zeichen sind also analog den algebraischen 
Minusklammern aufzulösen. Geometrisch gedeutet heisst der Satz (12): 
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„Kehrt man in einer Summe alle Componenten um, so erhält man 
die umgekehrte Resultante." 

Nach alledem sind die Operationen -¥- und — analytisch gerade 
so zu behandeln, wie die algebraischen + und —. 

Wo also keine Gelegenheit zur Verwechslung der geometrischen mit der 
algebraischen Addition vorhanden ist, kann man auch einfach + und — statt 
+ und — schreiben; der geometrische Character der Summation wird dann durch 
die Richtungsverschiedenheit der Summanden angedeutet; haben die letzteren zu-
fällig gleiche Doppelrichtung, so degenerirt die geometrische Summation von 
selbst zur algebraischen. Da aber gerade in der Mechanik die Fälle nicht selten 
sind, wo es zweckmässig ist, die blosse Längengleichheit von der Längengleich-
heit mit Richtungsgleichheit auffallig zu unterscheiden, behalten wir die Zeichen 
- i - und — bei. 

In der Algebra nennt man eine Reihe von Posten auch dann 
kurzweg eine Summe, wenn ein Theil derselben mit dem Minuszei-
chen behaftet ist; dem entsprechend werden wir eine Reihe von Vec-
toren, die durch die Zeichen -i- oder — miteinander verbunden sind, 
kurzweg eine Resultante oder eine geometrische Summe nennen. 

Zer legung. Jeder gegebene Vector v kann willkürlich als eine 
Resultante aufgefasst werden; die Componenten, aus denen man ihn 
entstellen lässt, müssen der Bedingung genügen, dass ihre geometrische 
Summe identisch v sei, können aber innerhalb dieser Bedingung will-
kürlich gewählt werden. 

So, wie 
13 = 2+7-1-4 = 11+19—17, 

so ist auch 
ÄB = ÄC4-CDA-D^-• • 4- -T4- YZ4-ZB, 

wobei die Punkte C, D, ..., Y, Z willkürlich ausgewählt werden 
können. Einen Vector als Resultante anderer Vectoren ausdrücken, 
heisst ihn zerlegen. Der Vector v selbst wird durch die Zerlegung 
nicht unbestimmt, so wenig wie die Zahl 13 dadurch unbestimmt 
wird, dass man statt ihrer 11+19—17 schreibt; er hat vielmehr 
seinen ganz bestimmten gerichteten Grössenwerth AB, auch wenn 
man ihn in der Form ÄC^-CD^-DB oder JC4- CD-^-ED—BE 
schreibt; denn AC+ CD—ED—BE ist ja = dem ganz bestimmt 
gerichteten, eine bestimmte Länge habenden Vector AB. 

Mancherlei Probleme machen die Zerlegung von Vectoren nöthig; die Aus-
wahl der Componenten, in welche man einen gegebenen Vector zerfallen lässt, 
richtet sich in jedem Falle nach den Bedingungen des vorliegenden Problems. 

B u d d e , Mechanik . , I . 2 
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Häufig kommen folgende Aufgaben vor : 1) den gegebenen Vector AB in der 
Ebene in zwei Componenten zu zerlegen, die zwei gegebenen, sich schneidenden 
Doppelrichtungen p und q parallel sind. A u f l . Ziehe durch A eine Linie pa-
rallel p, durch B eine parallel beide schneiden sich in einem Punkt X. AX 
ist die eine, X B die andere der gesuchten Componenten. 2) A B in zwei Com-
ponenten zu zerlegen, deren eine die Doppelrichtung p hat, die andere senkrecht 
darauf steht. A u f l . Ziehe durch A eine Gerade parallel p, fälle von B ein Per-
pendikel auf sie; der Fusspunkt sei X-, AX und XB sind die gesuchten Com-
ponenten. 3) AB in drei Componenten parallel drei Doppelrichtungen />, q, r 
zu zerlegen, von denen nicht zwei einander parallel sind. A u f l . Lege durch A 
eine Ebene parallel q, r, durch B eine solche parallel p, r und dann durch A 
oder B eine solche parallel pq. Die drei Ebenen schneiden sich in drei Linien 
AX, XY, YB, die mit p, q, r parallel sind und consecutiv von A bis B reichen. 
AX, XY, YZ sind also die verlangten Componenten von AB. Führt man die 
Construction doppelt aus , d. h. legt man durch A und durch B je drei Ebenen 
parallel pq, qr, rp, so erhält man ein Parallelepiped, dessen Diagonale AB, dessen 
Kanten ÄX, XY, YZ darstellen. 

Die letztere Aufgabe findet besonders häufige Anwendung im 
cartesischen Coordinatensystem; es liegt nahe, dort einen Yector v in 
drei Componenten zu zerlegen, welche den Axenrichtungen parallel 
sind. Nach dem vorigen werden die Componenten dargestellt durch 
die drei Kanten desjenigen Parallelepipeds, dessen Kanten parallel x, 
y, z sind und dessen Diagonale den Vector v selbst darstellt. Diese 
Kanten sind aber zugleich die Parallelprojectionen von v auf die 
Axen, also dieselben Grössen, welche wir früher mit vx, vy, v, be-
zeichnet haben; also 

die c a r t e s i s c h e n C o o r d i n a t e n e i n e s V e c t o r s s i n d z u g l e i c h 
s e i n e C o m p o n e n t e n p a r a l l e l den A x e n , oder 

Vx-^VgS-V, = V, 

Man spricht wohl schlechthin von „der Componente eines Vectors v, welche 
in die Doppelrichtung p fällt". Dieser Ausdrucksweise liegt die Vorstellung zu 
Grunde, dass p dabei als eine Axenrichtung in einem rechtwinkligen Coordina-
tensystem gedacht werden soll. Die fragliche Componente ist also einfach die 
rechtwinklige Projection von v auf p, ihre Länge ist «cos(/>,»). 

5. Projection von Resultanten und deren Componenten; 
Coordinaten einer Resnltante. Legt man beliebige Componenten 
AB, CD, .. ., GH aneinander, wie es bei der Zusammensetzung ge-
schieht, so ist der Endpunkt H der letzten zugleich der Endpunkt 
ihrer Resultante AH. In der Projectionslehre wird nun der (übri-
gens für die Anschauung unmittelbar evidente) Satz aufgestellt: „Ver-
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bindet man zwei Punkte A und H durch einen beliebigen Linienzug 
und projicirt dann diesen Linienzug auf eine gegebene Richtung q, 
so ist die Projection des Zuges immer gleich der Projection der ge-
raden Linie AH. Daraus folgt: 

1. Die Coordinate einer Resultante, genommen auf irgend einer 
Axe, ist gleich der algebraischen Summe der gleichnamigen Coordi-
naten ihrer Componenten. 

Denn die Coordinaten sind ja Parallelprojectionen auf die betreifende Axe. 

Sind also verschiedene Vectoren v', v", v'" etc. durch ihre Coor-
dinaten v'x, v", v'x, . . . , etc. gegeben und heisst ihre Resultante V, 
so findet man die Coordinaten von V durch algebraische Addition der 
Componentencoordinaten: 

(1) vy + 
V, = vi+vt+v',"... 

2. Projicirt man die Componenten eines Vectors rechtwinklig 
auf diesen selbst, so erhält man als algebraische Summe der Com-
ponentenprojectionen den Vector selbst. 

Wählt man dazu die Axencomponenten v x , v y , t>j des Vectors v, so ergiebt 
sich die Gleichung 

( 2 ) f . e C O s X - l - t ' y C O S p . + W i C O S V = v. 

Dieselbe, die in 2 . Gl. (8), aber dort nur für rechtwinklige Coordinaten ge-
geben war. 

6. Die Anwendbarkeit der Yectorengesetze auf die Orts-
unterschiede, welche von einem beweglichen Pnnkt /i be-
schrieben werden. Die Definition des Zeichens und die auf ihr 
beruhenden Sätze waren willkürlich; sie galten für consecutive Vec-
toren und für freie Vectoren, denn diese lassen sich definitionsgemäss 
immer consecutiv machen. Wenn aber ein gegebener Punkt n einen 
Vector AB beschreibt, so ist der letztere nicht unbedingt frei, son-
dern zu Anfang des Vorgangs befindet sich (i in dem bestimmten 
Punkt A; der von ihm beschriebene Vector AB ist also angeheftet. 
Es entsteht demnach die Frage, ob die Ortsunterschiede, welche ein 
Punkt fi beschreibt, unter die in § 2 bis 5 bewiesenen Sätze fallen. 

1. Man betrachte den Punkt fi in einem bestimmten Coordi-
natensystem der x, y, z. In diesem hat er jederzeit eine bestimmte 
Lage x = xt, y = yi, z = z„ die wir kurz mit A bezeichnen. Be-
schreibt er einen Ortsunterschied, so gelangt er in eine andere Lage 

2* 
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x = x3, y = y3, z = z s , die kurz mit B bezeichnet sei. Soll der-
selbe Punkt n nun einen zweiten Vector beschreiben, so muss er 
nothwendig von B ausgehen, der zweite Yector beginnt in B, ist also 
mit AB von selbst consecutiv. Endigt der zweite Vector in C, so 
muss ein dritter Vector, den n beschreibt, in C anfangen u. s. \v. 
Also: Ortsunterschiede, die ein und derselbe Punkt /.i n a c h e i n a n d e r 
beschreibt, sind stets von selbst consecutiv; d. h., sie sind wie freie 
Vectoren zu behandeln. 

2. Man spricht aber auch davon, dass ein Punkt jU g l e i c h -
z e i t i g zwei und mehrere Bewegungen mache. Das ist eine abge-

k ü r z t e Redensart. Betrachten wir den Punkt /ti in einem bestimmten 
Coordinatensystem der x, y, z, so hat er in diesem jederzeit einen 
ganz bestimmten Ort, zur Zeit i, den Ort A, zur Zeit <2 den Ort B, 
und der Vector, den er in dem Intervall t,2—i, beschreibt, ist schlecht-
weg AB. Man kann willkürlich AB = AC-3-CD-3-DB oder dergl. 
setzen, kann also auch willkürlich sagen, ¡i habe den an A ange-
hefteten Vector ÄC-%-CD-+-DB beschrieben, da ÄC^CD-^DB 
eben keinen andern Sinn hat , als AB. Dass das erlaubt ist, bedarf 
keines besonderen Beweises. Spricht man in diesem Sinn von gleich-
zeitiger Beschreibung der Ortsunterschiede AC, CD, DB, so soll da-
mit nur gesagt sein, dass AB durch AC-^-CD-^DB ersetzt wird, 
m. a. W. man definirt das Wort „gleichzeitig beschreiben" dahin, 
dass man diejenigen Vectoren gleichzeitig beschrieben nennt , deren 
Resultante sich als thatsächlich beschrieben herausstellt. Das ist er-
laubt, da jede Definition willkürlich ist. 

3. Gewöhnlich aber gebraucht man den Ausdruck „gleichzeitig 
beschrieben" in einem besonderen Sinn, den am besten ein Beispiel 
erläutert: Auf einem Strom legt ein Schilf eine Strecke p zurück, und 
gleichzeitig beschreibt ein Punkt p auf dem Schiff die Strecke q. Man 
sagt dann: „fi hat gleichzeitig die Strecken p und q zurückgelegt." 
Was das eigentlich bedeutet, wird erst klar, wenn man bedenkt, dass 
der Punkt nur in einem bestimmten Coordinatensystem zu jeder 
Zeit einen bestimmten Ort hat , also auch nur in einem bestimmten 
Coordinatensystem eine bestimmte Strecke beschreiben kann. Der 
Vorgang wird desshalb erst deutlich ausgedrückt, wenn wir die an-
gewandten Coordinatensysteme explicite einführen: Das Coordinaten-
system. der x, y, z liege fest im Ufer des Flusses, ein zweites System 
der J , tj, dessen Axen den Axen der x, y, z homoparallel sind, 
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liege fest im Schiff. Dann legt der Anfangspunkt der rj, £ im 
System der x, y, z die Strecke p zurück, und gleichzeitig legt ein 
Punkt /< die Strecke q im System der rj, £ zurück. Die Frage ist 
nun : welche Strecke hat /t im S y s t e m der x, y, z zurückgelegt? 

Zu Anfang der Bewegung hatte der Anfangspunkt Si der rj, £ 
im System der x, y, z drei Coordinaten x', y', z'. Sind px, pä, pz 

die drei Axencomponenten von p, so sind die Coordinaten von S2 zu 
Ende der Bewegung 

x'+Px, y'+Pu, 2'4-p,. 

Zu Anfang der Bewegung hatte nun p im System der rj, £ die 
Coordinaten >?,, £,; sind q<, qn, q; die drei Projectionen von q auf 
die Axen der rj, £, so hat jtt am Ende der Bewegung im System 
der 5, rj, £ die Coordinaten 

S .4 -K, i , 4 - ? „ £,4-?c-
Da die Axen der rj, £ homoparallel den Axen der x, y, z sind, ist 
jede Projection auf £ gleich der auf x u. s. w., also sind die drei letzt-
genannten Coordinaten auch auszudrücken durch 

5,4-qx, »?,4-qy, z , 4 - ? , . 

Nun gilt für den Anfangs-, wie für den Endzustand die bekannte 
Formel der Transformation für homoparallele Coordinatensysteme: 
sind x, y, z und S, rj, £ die Coordinaten desselben Punktes /t in den 
Systemen der x, y, z und rj, £, sind ferner a, b, c die Coordinaten 
des Anfangspunkts der rj, £ im System der x, y, z, so ist 

x - ' y ' b-\-rj, z == c-+-£. 

Im Anfang ist nun a = x', ? = S, u. s. w., also sind die Coor-
dinaten von n im System der x, y, z zu Anfang 

( 1 ) x = x ' + l , y = y ' + r j i , z = z ' + £ r 

Zu Ende der Bewegung ist a = x'-\-px, J = %,-\-qx u- w. Also 
ist zu Ende der Bewegung 

( 2 ) ( * = y = y ' + ^ + P v + i i n 

\ Z = s ' 4 -C ,4 -p ,4 -g t . 
Die Ortsunterschiede, welche ¡.i auf den Coordinatenaxen zurücklegt, 
findet man, indem man die Werthe (1) von den (2) abzient. Also 
hat der Punkt fi während der Bewegung einen Ortsunterschied im 
S y s t e m d e r xyz zurückgelegt, dessen Coordinaten sind 

P * + q x , Py+q», Pz+q,', 
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d. h. der beschriebene Ortsunterschied ist p-f-q- Er ist die Resul-
tante aus den beiden Einzelvectoren p und q. Es folgt zweierlei: 

a) Die „gleichzeitige Beschreibung" zweier Strecken p und q 
ist subjectiv; sie entsteht erst dadurch, dass wir zwischen dem ur-
sprünglichen Bezugssystem der x, y, z und dem Punkt ¡x ein beweg-
liches Coordinatensystem der ij, £ einschalten. 

b) Sie unterliegt demselben Additionsgesetz, welches für nach-
einander beschriebene Strecken gilt. Beschreibt ¡i gleichzeitig die 
Strecken p und q, d. h. genauer, beschreibt fi die Strecke q in einem 
System, welches selbst die Strecke p beschreibt, so beschreibt fi im 
Ganzen im festen System die Strecke p - ^ q . 

Der Satz lässt sich unmittelbar auf beliebig viele gleichzeitig be-
schriebene Strecken ausdehnen. Beschreibt im System der x, y, z 
ein System der rj', die Strecke p, in diesem ein System der 
t]", J" die Strecke q, in diesem ein System der r/", die 
Strecke r, u. s. w. im letzten aber ¡x die Strecke s, so beschreibt der 
Anfangspunkt der rj", in x, y, z die Strecke p^hq, der An-
fangspunkt der rj'", £"' die Strecke p-^-q-^-r u. s. w. und /t be-
schreibt im Ganzen die Strecke p ^ - q - ^ - r ^ ^ s , die Resultante 
aller Einzelstrecken. 

Das Ergebniss der Untersuchung lautet somit: Ortsunterschiede, 
die von ein und demselben Punkt (i beschrieben werden, sind ent-
weder öbjectiv nacheinander oder subjectiv gleichzeitig beschrieben. 
Im ersten Fall sind sie von selbst consecutiv, im zweiten werden sie 
zusammengesetzt als ob sie consecutiv wären. Or t sun te r sch iede 
desse lben P u n k t e s ju s ind also s t e t s wie f re ie Vectoren zu-
sammenzuse t zen . 

Dies ist die c h a r a k t e r i s t i s c h e E igenscha f t des e i n z e l n e n 
bewegl ichen Punk tes . 

A n m e r k u n g . Sollen zwei Vectoren von einem Punkt |x beschrieben und 
zusammengesetzt werden, so zeichnet man sie meistens, wie AB und AC in 

Fig. 7. 
B 

Fig. 7, so dass sie beide an dem 
gleichen Anfangspunkt A ange-
heftet sind. Ihre Resultante er-
hält man, indem man AB parallel 

C 

mit sich selbst an C oder AC 
parallel mit sich selbst an B an-
legt; die Resultante ist daher die 
Diagonale AD des aus AB und 
AC construirten Parallelogramms. 
Daher die Bezeichnung „Paral-
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lelogramm der Vectoren" für die Zusammensetzungsfigur. Thatsächlich braucht 
man aber zur Zusammensetzung nur die eine Hälfte der Figur, das Dreieck ACD 
oder das Dreieck ABL). Es wäre also richtiger, vom „Dreieck der Vectoren" zu 
sprechen, welches Dreieck sich denn auch von selbst zum „Polygon der Vectoren" 
erweitert, wenn mehr als zwei Vectoren gegeben sind, wie in Fig. 6. 

7. Momente, a) in der Ebene. Das Coordinatensystem sei 
rechtwinklig. Es sei v — AB, Fig. 8, ein angehefteter Vector, den 

Fig. 8. 

der Punkt /t, von A ausgehend, beschreibt. Wir wählen irgendwo 
einen Punkt 0, legen durch 0 und AB eine Ebene und betrachten 
den Fortschritt, welchen ft macht, von 0 aus. Derselbe ist dann im 
Allgemeinen nach links oder nach rechts gerichtet; ziehen wir von 0 
nach n den Leitstrahl Oft und lassen diesen der Bewegung von /i 
folgen, so dreht sich der Leitstrahl (indem er zugleich seine Länge 
ändert) um 0 und beschreibt das „Vectorendreieck" AOB. 

Wir beachten zunächst das Vorzeichen dieses Dreiecks und der 
Drehung, durch welche es beschrieben wird. Senkrecht zur Ebene 
AOB legen wir eine gerade Linie QOP und nennen sie die Axen-
linie der Bewegung. Dieselbe hat zwei Hälften OP und OQ, und 
wir setzen willkürlich fest, dass OP ihre positive Hälfte sein soll. 
Wir denken uns nun in 0 einen Menschen auf der Ebene AOB stehen. 
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Derselbe kann zwei entgegengesetzte Stellungen einnehmen: Sein Kopf 
ragt entweder nach P oder nach Q hin. Im ersten Falle heisse er 
positiv postirt, im andern negativ postirt. Wir nehmen zunächst an, 
seine Position sei die positive; dann ist jede Drehung um 0 für ihn 
entweder links drehend oder rechts drehend, und wir haben zu ent-
scheiden, welcher von diesen beiden Drehungen wir das positive Vor-
zeichen geben wollen. Das thun wir im Anschluss an die in 1. ge-
troffene Convention. Wir denken uns OP als die positive z-Axe eines 
dreiaxigen rechtwinkligen Coordinatensystems; Drehungen in der xy-
Ebene werden wir dann positiv zählen, wenn sie von der -f-x- zur 
-f-i/-Axe hingehen; dann aber sind sie für unsern Beobachter von 
r e c h t s n a c h l i n k s gerichtet. Für den einmal positiv postirten Be-
obachter zählen wir also eine .Drehung positiv, wenn sie von rechts 
nach links, negativ, wenn sie von links nach rechts gerichtet ist. 

Wechselt der Beobachter seine Position, so wechselt eine gege-
bene Drehung für ihn den Sinn. AB, Fig. 8 , z. B. ist für den po-
sitiv postirten Beobachter links drehend, für einen negativ postirten 
rechts drehend. Wir können also den Beobachter in 0 immer so 
postiren, dass ein gegebener Vector AB ihm links drehend erscheint. 
Diese Bemerkung liefert uns das Mittel, den Sinn der von O/u vollzoge-
nen Drehung conventionell auf eine besonders einfache Weise zu bezeich-
nen. Wir denken uns nämlich in 0 einen Beobachter so postirt, 
dass ihm die Drehung des Leitstrahls als eine Drehung von rechts 
nach links erscheint. Dabei ist seine Position in dem einen Falle 
(z. B. für den Vector AB) positiv, im andern (z. B. für den Vector 
BA oder AC) negativ. Ist er positiv postirt, so wollen wir sagen: 
Die Drehung des Leitstrahls geht um die Axe OP (positive Axen-
hälfte) vor sich; ist er negativ postirt, so sagen wir: Die Drehung 
geht um die Axe OQ (negative Axenhälfte) vor sich. Also z. B. in 
Fig. 8 repräsentirt das Fortschreiten des Punktes /t von A nach B 
mit Beziehung auf 0 eine Drehung um die Hälfte OP der Axenlinie, 
das Fortschreiten des Punktes jtt von A nach C dagegen würde eine 
Drehung um OQ darstellen. Der Sinn der Drehung ist bei diesem 
Verfahren durch das Vorzeichen der Axenhälfte, welche wir als Dre-
hungsaxe bezeichnen, bestimmt. 

Damit ist nun auch der Sinn, in welchem das Vectorendreieck 
AOB vom Leitstrahl beschrieben wird, durch Angabe der Drehungs-
axe ausgedrückt. Für den einmal positiv postirten Beobachter wäre 
der Flächeninhalt AOB offenbar positiv zu rechnen, wenn das Dreieck 
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von rechts nach links, negativ, wenn es von links nach rechts be-
schrieben wird. In unserer Bezeichnung wird ein positives Dreieck 
AOB durch Drehung um die positive Axe OP beschrieben, und um-
gekehrt. Enthält nun das Dreieck AOB n Flächeneinheiten, so messen 
wir auf der ihm zugeschriebenen Axe von 0 aus n Längeneinheiten 
ab; der Endpunkt des so abgemessenen Stückes heisse R ; dann ist 
der Vector OR eine Grösse, welche das Vectorendreieck A OB sowohl 
dem absoluten Inhalt als dem Sinne nach vollständig bestimmt. Denn 
seine Länge n giebt uns den absoluten Werth der Fläche AOB an, 
und der Sinn, in welchem diese Fläche beschrieben wird, ist unserer 
Convention gemäss linksdrehend für einen Beobachter, der mit den 
Füssen in 0 , mit dem Kopf in R steht. 

(Dieselbe Art der Charakterisirung lässt sich offenbar für alle Drebungser-
gebnisse einführen, die für einen festpostirten Beobachter entgegengesetzte Vor-
zeichen haben können, z. B. für den Winkel AOB.) 

Fällen wir nun von 0 ein Perpendikel auf v und nennen das-
selbe S, so ist der Inhalt des Dreiecks AOB offenbar Der Be-
quemlichkeit wegen stellen wir unsere fernere Betrachtung mit Weg-
lassung des Factors an dem Product v.ö an. Das ist das doppelt 
genommene Vectorendreieck, i. e. das Parallelogramm, dessen Seiten 
OA und . d B sind. Wir erhalten seine Darstellung nach dem vorigen, 
indem wir den doppelten Inhalt des Dreiecks AOB auf derjenigen 
Axenhälfte abtragen, von der aus gesehen der Vector AB linksdre-
hend erscheint, v.ö lieisst das M o m e n t von v in Bezug auf 0 oder 
das Moment von v in Bezug auf die Axe OR. v heisst der Vector, 
S der Arm desselben. W i r bezeichnen ein Moment durch den Buch-
staben m, und zwar wollen wir uns die Momente immer als auf ihrer 
Axe dargestellt oder wenigstens darstellbar denken. Der Buchstabe 
m bezeichnet also in jedem Fall zugleich die Fläche 2 AOB und einen 
Axenabschnitt 2 O R von der Art des vorhin genannten. 

Geht die Doppelrichtung von v gerade durch 0 , so ist offenbar 
wegen ö = 0 auch m = 0 . v ist in diesem Fall weder rechts- noch 
linksdrehend. 

Verschiebt sich der Vector v auf seiner Richtungslinie ohne seine 
Grösse zu ändern, so bleibt sein Moment offenbar unverändert; das-
selbe ist der Fal l , wenn die ganze Figur sich um 0 dreht. Wir 
können, ohne das Moment m zu verändern, den Vector v ersetzen 
durch einen andern u, 

1) wenn u — v und auf derselben Geraden gelegen ist, 
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2) wenn u — v ist und bei gleichem Sinn der Drehung gleichen 
Abstand von 0 hat wie v, 

3) wenn v ungleich u, aber u so gewählt ist, dass ue = od, wo 
s den Arm von u bezeichnet. Insbesondere trifft das Letztere zu, 
wenn wir u = 1 und e = v.6 wählen; es lässt sich also jedes Mo-
ment m ersetzen durch das Moment eines Vectors, dessen Länge gleich 
1 und dessen Arm gleich m ist. Ferner lässt m sich ersetzen durch 
das Moment eines Vectors, dessen Länge gleich m und dessen Arm 
gleich 1 ist. 

Wir stellen uns nun die Aufgabe, m zu berechnen, wenn 0, A 

OABK= OASL 
: * = TASF = 

TADE—FSDE. Es ist aber TADE = TA.AD = (x—£).vIJ, und 
FSDE = LSDM - KBDM = NCAO = HC AG = GA.ÄC = 
Cy—rù-vx- Also 

(1) m = (x—ì)va—{y—n)vx. 

Wir controliren noch das Vorzeichen des Ausdrucks an dem Specialfall 
j > 7), vy> vx.> 0, den Fig. 9 darstellt. Der früheren Convention gemäss ist, 
wenn wir senkrecht auf der Zeichnung noch eine z-Axe anbringen, die positive 
Hälfte derselben vertikal nach o b e n zu richten, also das Parallelogramm OABK 
positiv zu nehmen, wenn B, von einem Punkt vertikal über 0 angesehen, links 
von A liegt. B liegt nun von 0 aus angesehen gerade hinter A, wenn 

Fig. 9. 
und v in rechtw. Coor-
dinaten gegeben sind. 

l 
i 

Wir nehmen die 
Ebene AOB zur xy-
Ebene; in dieser habe 
0 die Coordinaten 
t], A habe x, y\ v 
habe vx, vy. Wir zie-
hen die Linien, Fig. 9, 
die in leicht ersichtli-
cher Weise theils pa-
rallel zu OA und AB, 
theils parallel zu den 
Coordinatenrichtungen 
sind. Nun ist m gleich 

Vy_ _ y —1j 
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also liegt es links von A, wenn > ——5- : dann ist aber (« — £).»» > (v — ri)vx 

vx x — g 
d .h . der Ausdruck (1) ist in derjenigen Anordnung, wie wir ihn niedergeschrieben 
haben, positiv, also richtig. Der Leser merke sich also ein für alle Mal: In dem 
Ausdruck für m haben die Coordinaten d e s A n h e f t u n g s p u n k t e s die cyklische 
Reihenfolge. 

Nehmen wir 0 zum Anfangspunkt der Coordinaten, so ist 

§ = n = o , 
und (1) reducirt sich auf 

(2) m = xv,j—yvx. 
Da man jedes 0 zum Anfangspunkt machen kann, wird der Aus-
druck in dieser Form am meisten gebraucht. Dann ist die 2-Axe 
zugleich die Axe von m, und zwar ist m auf der positiven Hälfte 
derselben abzutragen, wenn xvy—yvx positiv ist, und umgekehrt. 

Es ist zweckmässig, auch die analytische Ableitung von (2) zu kennen. Macht 
v mit den Axen der x und y die Winkel a, ß, so ist die Gleichung der geraden 
Linie, auf der v liegt, wenn j und t) die laufenden Coordinaten derselben sind 

( 3 ) S - * = 1=1L. 
cosa cosß ' 

zugleich ist 

(4) veosa = vx, vcosß = v,,. 
Für das Perpendikel 8 vom Anfangspunkt auf die Linie (3) haben wir die Formel 

(5) 8 = ^(xcosß—ycosa) 2 = ± ( r c o s ß — ycosa). 
Also 

(6) m = d.S = +(x«cosß—^»cosa) = ±(xv,j—yvx), 
und durch die obige Betrachtung am Specialfall wird constatirt, dass wir das 
positive Vorzeichen zu wählen haben, wenn wir unsern bisherigen Conventionen 
treu bleiben wollen. 

Moment e ine r R e s u l t a n t e von Vec to ren in der Ebene. 
Am Punkt <i seien mehrere Vectoren v', v", ... gegeben, die sämmt-
lich mit fi und 0 in der xy- Ebene liegen. Die Coordinaten von (i 
seien x, y und die Componenten der Vectoren seien v'x, >;J,, v", v", .... 
Die Vectoren haben eine Resultante; diese heisse V, sie liegt, wie jene, 
in der xy-Ebene. Dabei ist 

Vx = t»i+»i'H Vy == 

Wir bilden das Moment M von V in Bezug auf die z-Axe; es ist 

M=xVy—yVx = 
(7) M = (xv'IJ-yv'x)+(xv';-yv:)+-... 

Die rechtsstehenden Grössen sind aber die Momente der einzelnen 
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Vectoren v', v", ... also, wenn diese Momente mit m', m", . . . bezeichnet 
werden, 

(8) M = m ' + m " - \ 

Liegen mehrere Vectoren mit demselben Anfangspunkt in 
der gleichen Ebene, so ist das Moment ihrer Resu l t an te , 
genommen in 'Bezug auf einen best immten Punkt 0 , gleich 
der a lgebraischen Summe der Momente der einzelnen Vec-
toren. Kürzer ausgedrückt: „Momente auf der gleichen Axenlinie 
sind algebraisch zu addiren", ganz ähnlich, wie Vectoren auf der 
gleichen Richtungslinie. 

8. Momente im Raum. Es sei nunmehr ein Vector v gleich 
AB in beliebiger Lage im Raum gegeben. Ausserhalb desselben werde 
ein beliebiger Punkt 0 ausgewählt, und zum Anfangspunkt eines drei-
axigen, rechtwinkligen Coordinatensystems genommen, dessen Axen 
übrigens gegen A eine beliebige Lage haben können. 

Das Moment m des Vectors v in Bezug auf den Anfangspunkt 
können wir dann zunächst nach der in 7. gegebenen Vorschrift con-
struiren und auf seiner Axenlinie darstellen. Wir legen nämlich durch 
0 und AB eine Ebene und construiren in dieser das Dreieck AOB. 
Der doppelte Inhalt desselben ist die Grösse des Moments von AB 
in Bezug auf 0 . Ferner errichten wir in 0 ein Perpendikel auf der 
Ebene AOB und zwar nach derjenigen Seite, von wo aus gesehen 
AB links drehend erscheint. Auf diesem Perpendikel tragen wir von 
0 aus eine Strecke OR — m ab, die soviel Längeneinheiten enthält, 
wie 2 A O B Flächeneinheiten. Dann ist der Vector OR — m die 
unserer früheren Convention entsprechende Darstellung des Momentes m. 

Sind AB und der Punkt 0 gegeben, so lässt sich offenbar nur e i n Perpen-
dikel in 0 auf der Ebene AOB errichten; von den beiden Hälften desselben ist 
nur eine so gelegen, dass AB von ihr aus linksdrehend erscheint und auf dieser 
Hälfte ist nur ein Abschnitt OR = m möglich. Ist umgekehrt OR gegeben, so 
lässt sich durch 0 nur e i n e Ebene senkrecht zu OR legen; in dieser ist die 
Grösse des Produktes durch die Länge von OR eindeutig bestimmt und der 
Sinn desselben dadurch eindeutig festgelegt, dass der Yector v linksdrehend sein 
muss für einen Beobachter, der mit den Füssen in 0, mit dem Kopf in R steht. 
Der "Vector OR ist also auch im Raum eindeutig durch das geometrisch gegebene 
Moment 2 AOB bestimmt, und liefert seinerseits eine eindeutige Bestimmung für 
Grösse und Sinn dieses Momentes. 

Es mache nun OR mit den drei Coordinatenaxen die Winkel a, 
ß, y; dann macht die Ebene ^405 mit den drei Coordinatenebenen 
in cyklischer Reihenfolge dieselben Winkel, nämlich a mit der yz-
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Ebene, ß mit der zx-Ebene u. s. w. Projiciren wir nun das Vectoren-
dreieck AGB auf die f/2-Ebene und nennen die doppelte Projection 
desselben m x , so ist 

(1) mx = w cosa. 
Projicirt man andererseits den Vector v auf die 1/2-Ebene, so ist mx 

das doppelte Vectorendreieck der Projection. Betrachten wir dies mx 

als ein selbständiges Moment, so ist die Axenlinie desselben identisch 
mit der «-Axe, und um das Moment mx auf der «-Axe darzustellen, 
haben wir nach dem Früheren auf dieser einen Werth abzuschneiden, 
der an Grösse und Vorzeichen gleich mx ist, d. h. wir haben auf ihr 
die Länge «icos« abzutragen. Wenn wir aber OR direct auf die «-
Axe projiciren, so erhalten wir dieselbe Grösse mcosa. 

Ganz entsprechend: projiciren wir 2AOB auf die zx-Ebene, so 
erhalten wir in dieser Projection das Moment m,, = mcoaß-, stellen 
wir dasselbe durch seinen Axenabschnitt dar, so ist dieser zugleich 
die Projection von OR auf die y-Axe. Und ebenso: projiciren wir 
2AOB auf die «¡/-Ebene, so erhalten wir in dieser Projection das 
Moment m t — nncosy; stellen wir dasselbe durch seinen Axenabschnitt 
dar, so ist dieser zugleich die Projection von OR auf die z-Axe. 

Die Grösse OR = m steht also zu den 3 Grössen mx, my, mz 

genau in demselben Yerhältniss, wie ein Vector zu seinen Coordi-
naten; dies Verhältniss wird ausgedrückt durch die Gleichungen 

(2) mx — m cos ff, my == mcosß, mz — mcosy, 
aus denen folgt 

(3) ml + m l + m l = m, 

(4) mx-3-my-3-mt = m, 
wobei im Auge zu halten ist, dass mx auf der «-Axe, m„ auf der y-
Axe u. s. w. aufgetragen ist. Nach Gleichung (4) ist der Vector 
m = OR zugleich die Resultante der drei Vectoren mx, my, m1. Wir 
nennen daher mx, mtJ, mz die Coordinaten von m und haben dann 
folgende Sätze: 

Das M o m e n t e ines b e l i e b i g im R a u m g e l e g e n e n Vec to r s 
v in Bezug auf den C o o r d i n a t e n a n f a n g 0 h a t d r e i Coord i -
n a t e n . Die e r s t e d e r s e l b e n e r h a l t e n wi r , i n d e m wir den 
V e c t o r n e b s t s e inem A n h e f t u n g s p u n k t auf die ¡yz-Ebene pro-
j i c i r e n , das M o m e n t der P r o j e c t i o n in Bezug auf die x-Axe 
b e s t i m m e n u n d es auf d i e se r « - A x e , d ie s e ine n a t ü r l i c h e 
A x e n l i n i e i s t , der Grösse n a c h a u f t r a g e n , w o b e i die f r ü h e r e 
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Zeichenrege l zu be rücks i ch t i gen ist . Die zwei te und d r i t t e 
e r h a l t e n wir , i ndem wir die e n t s p r e c h e n d e n P r o j e c t i o n s m o -
m e n t e fü r die y- und z-Axe b i lden und auf i h ren Axen au f -
t ragen. Das auf se iner A x e n l i n i e OR d a r g e s t e l l t e Moment 
von v se tz t s ich aus diesen dre i Coord ina ten gerade so zu-
s a m m e n , wie ein Vector aus se inen Coord ina ten . 

Es sei nun v durch seine drei Coordinaten vx, vy, v, gegeben, 
ebenso A durch seine Coordinaten x, y, z. Wir betrachten die Pro-
jection von 2 A O B auf die yz-Ebene. In dieser hat die Projection 
von A die Coordinaten y, z, die Projection von v die Coordinaten 
i\j, vt\ also ist nach 7. Gl. (2) 

(5) mx = yvt—zvy. 
Ganz ebenso findet sich für die beiden andern Coordinaten 

(6) m, = zvx—xvt, 
(7) m, = xvy—yvx. 

Das Gesammtmoment m findet sich hieraus mit Gl. (3) und (4). 
Z u s a m m e n s e t z u n g von Momenten . Es seien nun v', v", 

v"\ ... verschiedene Vectoren mit den Componenten v'x, u", .. 
v'y, v'J, . . . u. s. w. und den Momenten m', m", m"' u. s. w., deren 
Componenten wieder m'x, m'i, . . . , m'v, . . . u. s. w. sind. Alle Vec-
toren seien am gleichen Punkt /.t in A angeheftet, sie haben dann 
eine Resultante, die gleichfalls an A angeheftet gedacht werde; diese 
soll Fheissen und die Componenten Vx, Vv, V,, das Moment M haben. 
Es ist, wenn x, y, z die Coordinaten von A sind 

(8) etc. 
(9) M = Mx^-My-3-M„ 

(10) Mx = yV,—zVy, My = zVx-xV„ M, = xVv—yVx. 
Nun ist 

= Vy = <-+-<-K"..., 
also 

\ = etc. 
yv',—zv'y ist aber m'x, yv"—zv" ist m"... etc., also 

Mx = etc. 
(12) Ebenso wird My = — etc. 

M, = etc. 
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Also: Die Coordinaten des Moments der R e s u l t a n t e f inden 
s i ch aus den Coordinaten der c o m p o n i r e n d e n Momente durch 
e i n f a c h e A d d i t i o n , ganz wie beim Vector. Wir können nun in 
den drei Gl. (12) alle -f- durch ersetzen und sie dann mittelst 
des Zeichens -4- addiren; dann folgt aus ihnen 

^ - ( m ' i ' ^ - m ^ m T ) ^ - etc. 
d. h. 

(13) M = 

Das Moment der Resu l tante i s t die R e s u l t a n t e aus den Mo-
m e n t e n der Componenten. 

Durch diese Sätze wird zwischen Vectoren und ihren Momenten ein voll-
s tändiger Dualismus hergestell t ; um denselben hervortreten zu lassen, stellen wir 
die entsprechenden Sätze nebeneinander. 

Ein Vector stellt einen Fortschrit t 
l ä n g s einer einseitig gerichteten Gera-
den dar ; diese Gerade ist seine Richtung. 

Der Vector v wird geometrisch dar-
gestell t durch einen Abschnitt von der 
Länge v, genommen auf seiner Richtung. 

Er hat drei Coordinaten vx, vy, vz, 
die seine Project ionen auf die Ooordi-
na tenaxen sind. 

Diese sind zugleich seine Componen-
t e n ; V = Hx-^-üy-^-Kj. 

Zwei constructiv gegebene Vectoren 
werden durch geometrische Summation 
zusammengefügt . 

Jede r Vector v kann demnach willkür-
lich in Componenten v', v", v'", ... etc. 
zerlegt we rden , welche die Bedingung 
erfüllen, dass r ' -^ -1 ' " -+— — v. 

Vectoren von gleicher oder entgegen-
gesetzter Richtung werden algebraisch 
addir t . 

Insbesondere gilt das für die Coor-
dinaten der Vectoren; man erhält die 
Coordinaten einer Resul tante , indem 
man die Coordinaten der Componenten 
algebraisch addir t . 

Ein Moment stellt einen Fortschri t t 
u m eine einseitig gerichtete Gerade dar ; 
diese Gerade ist seine Axenrichtung. 

Das Moment m wird geometrisch dar-
gestellt durch einen Abschnit t von der 
Länge m, genommen auf seiner Axe. 

Es hat drei Coordinaten mx, my, mtf 

die die Projectionen der geometrischen 
Darstel lung von m auf die drei Coor-
dinatenaxen sind. 

Diese sind zugleich seine Componen-
ten ; m EE . 

Zwei constructiv (auf ihren Axenlinien) 
gegebene Momente werden durch geo-
metrische Summation zusammengefügt . 

Jedes Moment m kann demnach willkür-
lich in Componenten m', m", m'", . . . etc. 
zerlegt werden, welche die Bedingung 
erfül len, dass = m. 

Momente auf gleicher oder entgegen-
gesetzter Axe werden algebraisch ad-
dirt . 

Insbesondere gilt das für die Coor-
dinaten der Momente; sind die Momente 
mehrerer Vectoren gegeben , so erhält 
man die Coordinaten des result irenden 
Moments , indem man die Coordinaten 
der componirenden Momente algebraisch 
addir t . 
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Mit einem Wort : die Momente, dargestellt in der von uns angegebenen 
Weise, sind selbst Vectoren. 

Man vergesse nicht, an welche Bedingungen die Gültigkeit aller Momenten-
sätze vorläufig geknüpft ist : Wir beschäftigen uns hier mit Resultaten, die aus 
der Bewegung e i n e s P u n k t e s hervorgehen. Wenn also mehrere Vectoren in's 
Spiel kommen, so ist durch unsere Aufgabe die Voraussetzung gegeben, dass 
alle diese Vectoren an demselben Punkt (t angebracht sind, also dass sie alle 
den gleichen Anheftungspunkt A besitzen. Und diese Bedingung ist wesentlich, 
da j a das Moment m von den Coorilinaten x, y, z des Punktes A wesentlich mit 
abhängt. Selbstverständlich ist auch wesentlich, dass alle Momente auf den glei-
chen Punkt 0 bezogen sind. 

Wir nehmen nunmehr an, der Punkt 0 sei in einem Coordinaten-
system (1er x, y, z gegeben, dessen Anfangspunkt er nicht ist und in 
welchem er die Coordinaten S, r„ £ hat. Dann können wir zunächst 
das Coordinatensystem homoparallel mit sich selbst so verschieben, 
dass sein Ursprung in 0 fällt, und können in ihm die obigen Sätze 
beweisen: „Das Moment eines Vectors v ist die geometrische Summe 
seiner drei Coordinaten. Die Coordinaten des Momentes sind die 
Momente der drei Projectionen von v auf die drei Coordinatenebenen. 
Das Moment einer Resultante ist die Resultante aus den Monienten 
der Componenten. Jede Coordinate eines resultirenden Moments ist 
die Summe der entsprechenden Coordinaten der componirenden Mo-
mente ." Und da die Projectionen im verschobenen Coordinatensy-
stem dieselben Werthe-haben, wie im unverschobenen, gelten diese 
Sätze auch im System der x, y, z. Sie sind überhaupt von der Lage 
des Coordinatensystems unabhängig. In den Coordinatenformeln (5) , 
(6), ( 7 ) aber tritt eine Aenderung ein. Der Punkt A hat im System 
der x, y, z die Coordinaten x, y, z. Verschieben wir den Anfang 
nach 0, so bekommt A in diesem verschobenen System die Coordi-
naten x — f , y — r j , z — f . In den genannten Formeln treten also 
x—S, y—rj, z—£ an die Stelle von x, y, z. Aus (5) , (6), ( 7 ) wird 
also der Satz: Hat ein Vector v die Componenten vx, vy, vz, hat sein 
Anfangspunkt die Coordinaten x, y, z und hat der Punkt 0 die Co-
ordinaten ij, so sind die drei Axenmomente von v in Bezug 
auf 0 

mx = (y—tj)v2 — (z—Ovu 
(14) • my = (z— £)vx—(x—£>, 

m, = Ob—S)«V—(y—V)Vx 
während 



Coordinateli eines Moments; Zeit. 33 

(15) mx = mcosa, inv = mcosß, m, = mcosy 

unverändert bestehen bleiben. 
Vermöge des Satzes, dass das Moment einer Resultante gleich 

der Resultante der Momente der Componenten ist, lässt sich nun auch 
ein Moment, wie ein Vector, nach schiefwinkligen Axenrichtungen in 
Componenten zerlegen, eine Zerlegung, die wir indessen kaum je ver-
wenden werden. 

B. Bewegung in der Zeit; erste DifFerentialquotienten. 

9. Zeit. Die Zeit ist eine Grösse von einer Dimension, welche 
als unabhängige, stets wachsende Veränderliche in alle Aenderungs-
processe eingeht. Wir bezeichnen sie ein für alle Mal mit t. Als 
Einheit derselben dient uns die mittlere Sonnensecunde, schlechthin 
Secunde genannt. 

Die Möglichkeit, Zeiträume zu messen, beruht, wie jede Grössenmessung, auf 
der Möglichkeit 1) zwei Zeiträume miteinander zu vergleichen, 2) einen bestimmten 
Zeitraum, die Fundamentaleinheit, zu reproduciren. Dem Menschen (und vermuth-
lich auch den Thieren, die ja periodische Bewegungen ausführen) ist die Fähig-
keit eingeboren, schätzungsweise zu erkennen, ob zwei consecutive' Zeiträume 
einander gleich sind. (Zählen im Takt , etc.) Wir können nun physikalische 
Körper so unterstützen, dass ihnen die Freiheit bleibt, gewisse Bewegungen 
wiederholt in der gleichen Art und unter Umständen, die, soweit die Beobachtung 
reicht, dieselben sind, auszuführen. Wir bemerken dann , dass, immer mit der 
Genauigkeit, welche unsere Schätzung zulässt, die gleiche Bewegung in der glei-
chen Zeit gemacht wird (z. B. Schläge eines Sekundenpendels); wir schliessen, 
dass dies Yerhältniss eine Begründung hat, und die kann nur darin liegen, dass 
die Gleichheit der Zeiträume eine Folge von der Gleichheit der Bewegungsbe-
dingungen ist. Ist aber der Zusammenhang zwischen den Bedingungen der Be-
wegung und der zu ihr verbrauchten Zeit im Wesen der Bewegung begründet, 
so findet auf ihn der Grundsatz Anwendung: „Naturgesetze müssen streng richtig 
sein"; denn sonst wären sie nicht erkennbar. Es muss also aus genau gleichen 
Bewegungsbedingungen in aller Strenge der gleiche Zeitverbrauch hervorgehen, 
und der Satz, den uns die subjective Schätzung als ungefähr richtig liefert, muss 
genau und allgemein gültig sein: ,Identische Bewegungen, die von ein und dem-
selben Körper unter identischen Umständen ausgeführt werden, erfordern gleiche 
Zeiträume." 

Sie können also zum Messen der Zeit gebraucht werden. 
Als Normalkörper, der unter immer gleichen Umständen seine Bewegung 

wiederholt, dient uns zunächst ein schwingendes Pendel. Seine Schwingungszeit 
nehmen wir willkürlich zur Einheit der Zeit; wir verbinden es mit einem Hegi-

B u t U l c , M e c h a n i k . 1. 3 
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strirwerk (Uhr) und erhalten so das Mittel, Zeiträume von grösserer Dauer in 
jener willkürlichen Einheit zu messen. Mit dem Pendel machen wir die Ent-
deckung, dass die mittlere Dauer des Sonnentages eine Grösse ist , die sich im 
Laufe der Jahrhunderte annähernd gleichbleibt. Wir sehen in der That, dass die 
Umstände, unter denen die Erde ihre Rotation ausführt, auch für die verfeinerte 
Beobachtung sehr nahe constant sind. Wir schliessen, dass auch der mittlere 
Sonnentag eine Fundamentaleinheit für die Zeitmessung liefern kann. Wäre 
einerseits die Pendelschwingung, andererseits der mittlere Sonnentag von ganz 
constanter Dauer, so müsste auf einen Tag immer eine unveränderliche Zahl von 
Pendelschwingungen fallen. Die Beobachtung zeigt, dass das nicht der Fall ist, 
und die verfeinerte Beobachtung weist auch die Gründe dieser Abweichung nach. 
Die Gleichheit der Umstände, unter denen sich das Pendel bewegt, wird nämlich 
durch Störungen get rübt , von denen die wichtigste der Einfluss der Temperatur 
ist; ebenso wird die Bewegung der Erde durch die Gezeiten, durch Meteorsteine etc. 
beeinflusst. Die Störungen, welche die Erde erleidet, sind im Verhältniss zu 
ihrer Grösse viel geringer, als die des Pendels; auch findet sich, dass der Quo-
tient aus Sonnentag und Pendeleinheit um so mehr der Conslanz sich nähert, je 
mehr die Störungen, die am Pendel zu Tage treten, durch Correctionen beseitigt 
werden. Wir schliessen, dass der mittlere Sonnentag eine Grösse ist , die mit 
grösserer Genauigkeit constant bleibt, als die Schwingungsdauer unserer besten 
Pendel. Wir corrigiren also die Uhren nach dem Sonnentag, d. h. wir benutzen 
diesen als Fundamentaleinheit; sein 8G400er Theil ist die Secunde. 

W i r erkennen die Zei t nur a l s e t w a s Fortschre i tendes und be-
s t i m m e n e inen Ze i tpunkt t durch se inen A b s t a n d von e i n e m früheren 
t r Der Letztere ist wi l lkürl ich zu w ä h l e n . Für j e d e s Prob lem ist 
d e m n a c h der N u l l p u n k t der Zei t w i l lkür l i ch , oder w a s dasse lbe sagt , 
j e d e Z e i t b e s t i m m u n g enthä l t e ine wi l lkür l i che Oonstante , die von der 
W a h l des N u l l p u n k t e s abhängt . 

10. Continuirlicho Bewegung; Balm. B e w e g t s ich der P u n k t 
f i , so ge langt er v o n e i n e m Ort A nach e i n e m z w e i t e n Orte B, in-
d e m er irgend e ine Fo lge von zwi schen l i egenden P u n k t e n durchläuf t ; 
s e ine Coordinaten w e r d e n F u n k t i o n e n der Zei t . Gehört der P u n k t 
e i n e m mater ie l l en Körper a n , so ist d ie Folge der durchlaufenen 
P u n k t e cont inuir l ich , e ine Curve, se ine Coordinaten s ind cont inuir l iche 
F u n k t i o n e n der Zeit . W i r se tzen überdies v o r a u s , dass s ie und ihre 
A e n d e r u n g e n stets endl i ch se ien . S i e w ü r d e n s ich ja sonst der Be-
trachtung entz iehen. 

D i e cont inuir l i che Linie , w e l c h e e in P u n k t durchläuft , heisst s e ine 
B a h n . Ist d iese lbe e ine Gerade, so he i s s t die B e w e g u n g geradlinig, 
sonst krumml in ig . S i n d die Coordinaten des P u n k t e s für j e d e n Zeit -
p u n k t innerhalb der Grenzen t, u n d ti g e g e b e n , so ist dami t auch 
se ine Bahn während des g e n a n n t e n Z e i t r a u m s gegeben . Erstere wer-
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den bestimmt durch drei Gleichungen x = (f(t), y — ip(t), z = %(f). 
Eliminirt man t zwischen diesen, so erhält man zwei Gleichungen 
zwischen ¿c, y und c; diese werden von den successiven Orten des 
Punktes /t erfüllt, d. h. sie sind die Gleichungen seiner Bahn. 

Beispiel: Man habe x = as in i , y = acosf , z = bt\ man quadrire die beiden 
eisten Gleichungen, so findet sich x'i-\-y- = a2; aus der dritten folgt , . * 

s = ftarcsin — ; a 
beide Gleichuugcn bezeichnen eine Kreiscylinderschraube vom Radius a und 
der Ganghöhe 27:4. 

Nehmen wir auf der gegebenen Bahn einen festen Anfangspunkt 
A0 an, so bestimmt die Länge des Bahnstücks s, welches von A0 

nach (i führt, die Lage von /(. s, als Bestimmungsstück gefasst, 
heisst die Bahnabscisse von /u. Dieselbe hat natürlich, wenn (x in 
Bewegung ist, nur für einen bestimmten Zeitpunkt t einen bestimmten 
Werth. In der unendlich kleinen Zeit dt, welche dem Zeitpunkt t 
folgt., legt der Punkt ft ein Bahnelement ds zurück, seine Bahnab-
scisse ändert sich um ds. Die Richtung dieses Elements, genommen 
in dem Sinn, in welchem <ls beschrieben wird, ist die Richtung der 
Bewegung zur Zeit t. 

Es kann vorkommen 1) dass der Punkt n ein bestimmtes Element ds einer 
Curve nur einmal, 2) dass er es wiederholt, aber immer in der gleichen Rich-
tung , 3) dass er es bald in der einen, bald in der entgegengesetzten Richtung 
durchläuft. In den beiden ersten Fällen ist die Richtung von ds auch durch die 
Stelle »i, an der es sich befindet, eindeutig bestimmt. Im letzten Fall ist die 
Bestimmung der Richtung von ds durch Angabe der Stelle »i zweideutig. Wir 
betrachten dann die Bahn in der Nähe von Si als die Superposition zweier oder 
mehrerer Bahnen von zwiefachem Sinn; jede Einzelne von diesen hat an der 
Stelle «i die Richtung, in welcher das zugehörige ds zugelegt wird. Zu einer 
bestimmten Zeit tt wird ds offenbar in einer bestimmten Richtung beschrieben; 
diese Richtung bezeichnen wir als die Richtung der Bahn zur Zeit ¡¡. 

Zieht man in s, eine Tangente an die Bahn, so ist die Tangente definitions-
gemäss die Verlängerung von ds. Sie hat , insofern sie durch ihre Gleichung 
bestimmt wird, zwei entgegengesetzte Richtungen, von denen die eine mit der 
von ds übereinstimmt. Wir denken uns die Tangente immer in derjenigen Rich-
tung genommen, in welcher d s beschrieben wird, dann haben wir: 

Die Richtung einer Bahn oder der in ihr stattfindenden Bewegung zur Zeit 
t ist die Richtung der Tangente an der entsprechenden Stelle s der Bahn. 

( v e r ^' S. 30) ist der Projectionsparameter l, wel-

dv dz 
eher dem Bahnelement ds zukommt, - = m, — = n. ds ds 

3 * 
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Fig. 10. 

also 

(1) 
dx 
ds 

Die analytische Bedingung dafür, dass 
eine Bewegung geradlinig sei, ist offenbar 

die, dass . ~r~ u n d ~r~ constant sind. ds ds ds 

Bei rechtwinkligen Coordinaten 
seien a, ß, y die Winkel, welche 
die durch ds gelegte Tangente mit 
den Axen macht, dann ist 

l = cosa u. s. w. 

dy „ dz 
c o s ß , _ = cos/3, ^ = 00«/. 

Fi?. 11. 

Gelangt ein Punkt ¡x von A nach B, so ist das Verschiebungsresultat, wel-
ches er erlitten hat, offenbar der Ortsunterschied, d. h. der (gerade) Vector AB, 
ganz gleichgültig, auf welcher Bahn er den Ortsunterschied erlangt hat. Handelt 

es sich also bloss um die Bestimmung der schliesslich 
erlittenen Verschiebung, so ist die krumme Bahn ACB, 
Fig. 11 und jede andere krumme Bahn, die in A be-
ginnt und in B aufhört, gleichwerthig mit der geraden 
Bahn AB. In der That ist, wenn wir die aufeinander-
folgenden Elemente der Curve ACB mit d*t, ds.it 
ds3, . . . etc. bezeichnen, gemäss der Definition des Zei-
chens -i-

AB — rfs,-£rfs2-£-ds3... etc. 
Es folgt daraus, dass w e n n wi r b l o s s V e r s c h i e b u n g s r e s u l t a t e bestimmen 
wollen, krummlinige Bahnstücke gerade so, wie geradlinige Vectoren, in geome-

trische Summationen aufgenommen werden können. In 
Fig. 12 ist, wenn wir die krummlinigen Stücke durch 
einen" übergesetzten Bogen bezeichnen 

ic+ CB EE:'AC4- CB AB 
d. h. geht ein Punkt ¡A erst von A nach C, und dann 
von C nach B, so erlangt er im ganzen den Ortsunter-
schied AB, einerlei ob er auf geraden oder gekrümmten 
Bahnen fortschreitet. 

11. Geschwindigkeit. Legt der bewegte Punkt in dem an den 
Zeitpunkt t stossenden Zeitraum dt das Bahnstück ds zurück, so 

ds 
heisst —:r— seine G e s c h w i n d i g k e i t zur Zeit f. Dieselbe hat die 

dt 
Richtung von ds. 

Legt ein Punkt in gleichen Zeiten immer gleiche Bahnlängen zurück, so 
heisst seine Bewegung gleichförmig. An diesem Fall ist der Begriff Geschwin-
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digkeit zuerst gebildet worden. Heisst ein Zeitraum / I i und die in demselben 
4s 

zurückgelegte Balmstrecke ds, so ist der Quotient für den gleichförmig be-
iit t 

wegten Punkt eine bestimmte Grösse c, und diese nennen wir die Geschwindig-
keit des Punktes. Ist aber die Bewegung von ¡jl nicht gleichförmig, so hat der 

Bahnstrecke Quotient —— im Allgemeinen keinen bestimmten Werth, sondern variirt 
Zeitraum ° 

von einem Zeitraum zum andern. Wählen wir aber zur Beobachtung einen be-
stimmten unendlich kleinen Zeitraum dt aus, und wird in diesem die Strecke da 
zurückgelegt, so Jiat der fragliche Quotient für den Zeitraum dt eine bestimmte 

ds Grösse Auf der unendlich kleinen Strecke ds kann die Bewegung von ja 
da 

im Allgemeinen als gleichförmig angesehen werden, weil am Ende derselben 
dt 

sich von dem Anfangswerth nur um eine unendlich kleine Grösse 

ds 
unterscheidet. Also hat für die ungleichförmige Bewegung dieselbe Bedeu-

d» tung wie für die gleichförmige; der Name Geschwindigkeit ist daher von 
ds " 

diesem auf jenes übertragen worden. Die Definition: „Geschwindigkeit ist 

•1s 
umfasst auch den Fall der gleichförmigen Bewegung; denn wenn = c ist, so 

ds 
findet sich durch Differentiation auch —— = c. 

dt 

Es habe n u n für e i n e n P u n k t f i zur Zei t t die Geschwindigke i t 

den in Zah len angegebenen W e r t h o. W i r w ä h l e n e i n e n f ict iven 
CIZ 

Hülf spunkt s und denken u n s , dass dieser sich g le ichförmig m i t der 

Geschwindigke i t v in der Richtung v o n ds auf e iner Geraden bewege . 

D a n n legt s in e inem endl ichen Ze i t raum dt auf der Geraden e ine 

Strecke ds zurück, und da def in i t ionsgemäss 

so ist 

(2) ds = v.dt. 

A l s o , w e n n m a n dt = 1 se tz t und die in der Ze i t e inhe i t v o n t zu-

rückgelegte S trecke d,s n e n n t 

(3) dis = v, 

d. h. d ie Strecke , w e l c h e der P u n k t c m i t der Geschwindigke i t v i n 

der Ze i te inhe i t zurück leg t , s te l l t durch ihre Länge den Grössenwerth 

v dar. 
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Da die Strecke J j S auch die Rich tung der Geschwindigkeit c be-
sitzt , so stell t ihre Rich tung gleichzeitig die Rich tung von v dar . 

Länge und Richtung sind die bes t immenden Eigenschaften einer 
Geschwindigkeit . Die Geschwindigkeit ist also ein Vector , und die 
beiden vorstehenden Sätze heissen zusammengenommen: der geome-
trische Vector z/jS ist die geometrische Dars te l lung der Geschwindig-
kei t v. 

Die Geschwindigkeit v ha t h iernach den Längenwer th 1 , wenn 
ein constant mi t ihr behaf te te r P u n k t in der Zei teinhei t den Vector 
1 beschreibt . 

Es f rag t sich wie die Einhei t der Geschwindigkeit zu bezeichnen 
. „ . . , . , . . , . . _ . Anzahl von Längeneinhe i ten 

sei. Geschwindigkeit ist i m m e r ein Bruch —-. , , „ . ,—^ , 
Anzahl von Zei te inhei ten 

einerlei, ob die Anzahl endlich oder unendlich klein ist. Dies drücken 
wir consequent aus , i ndem wir die Einhei t der Geschwindigkeit 
„ Längene inhe i t , , T . . , „ ., . , ., 
1 —n • i—r— n e n n e n , oder , da unsere Langen- und Zei te inhei ten 

Zei te inhei t 
schon bes t immt sind 

(4) 1 Geschwindigkeitseinheit = 1 c c n t l m e ^ c i . v secunde 

Vermittelst dieser Festsetzung können wir jede Geschwindigkeitsgrüsse durch 
cm 

eine einfache Zahl ausdrücken; v = 600 heisst für uns r = 600 ; der Punkt, 
sec 

dessen Geschwindigkeit 600 ist, legt, wenn er gleichförmig in diesem Zustande 
verharrt, in 1 sec 600 cm zurück. Es steht natürlich jedem frei, andere Einheiten 
der Zeit und der Länge zu wählen; seine Zahlenangaben haben aber dann eine 
andere Bedeutung. Ist die Beziehung seiner Einheiten zu den unsrigen bekannt, 
so ist es leicht, Angaben in dem einen System auf das andere zu reduciren. 
Wollen wir z. B. die Zeit in Minuten und die Länge in Kilometern messen, so 
erhalten wir für das eben gewählte Beispiel 

cm 0,00001 kilom kilom 
v = 600 — == GOO-^rrrrrec =— = u,o6 — = — 

sec 0,016b..mm mm 

Die Art, in welcher die Benennung der Geschwindigkeitseinheit auf die Be-
nennung von Zeit- und Längeneinheiten zurückgeführt wird, drückt man auch 
aus durch den Satz „die Dimension der Geschwindigkeit ist Länge durch Zeit 

dividirt", oder durch die symbolische Gleichung dim(fc-) = , wo (L) und (T) 

Länge und Zeit bedeuten. 

Bes t immen wir v durch e i n e algebraische Gleichung, so lässt 
sich in dieser explicite nu r der Längenwer th der Geschwindigkeit be-
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rück.sichtigen; dabei hat man sich aber v im Allgemeinen mit seiner 
Richtung vorzustellen. 

Sagen wir also: Die Geschwindigkeit e ines Punktes (/. zurZe i t t ist i' = 600, 
so i s t , wenn die Bestimmung von r vollständig sein soll , noch dessen Richtung 
vorzuzeigen, bezw. vorzustellen. 

ds 
Ist die Geschwindigkeit - eines Punktes ft veränderlich, so ist 

zu ihrer vollständigen Kenntnis* und Darstellung erforderlich, dass 
man ihren Werth und ihre Richtung während der Zeit, welche die 
Bewegung beansprucht, für jeden Augenblick angeben bezw. in der 
oben gezeigten Weise geometrisch darstellen könne. 

Zwischen den Zeitgrenzen und t-, sei v für die Bewegung eines Punktes 
ii. bekannt. Jlan kann dann nach dem algebraischen Mittelwerth von v in dem 
Intervall t-2 — tt fragen. Gemäss der Definition eines Mittelwerthes ist dieser 

1 f ' 
— I vdt. Er heisst die mittlere Geschwindigkeit für das Intervall h — tx. 

t.> —1\ J 
11 

12. Coordinateii (1er Geschwindigkeit. Der geometrische 
Vector t% der eine Geschwindigkeit darstellt, hat drei Coordinaten 
ex, v,j, v.; diese nennen wir die Coordinaten der Geschwindigkeit und 
benutzen sie als Bestimmungsstiicke für Letztere. vx, r,j, o. sind nach 
3. die Projectionen von o auf die Axen. 

Ist eine Geschwindigkeit bekannt, so ist damit auch der entsprechende Vector 
v gegeben und dieser bestimmt nach 3 . eindeutig die drei Coordinaten vx, vy, 
>•;. Sind vx, rg, r: gegeben, so ist nach 3 . der Vector v eindeutig durch sie 
bestimmt und damit auch die Geschwindigkeit, welche er darstellt. 

Eine Geschwindigkeit, welche durch den Vector v dargestellt 
wird, nennen wir von jetzt ab schlechthin die Geschwindigkeit «>. Die 
Grössen vx, v„, v: können auch als die Darstellungen dreier Geschwin-
digkeiten auf den Axen angesehen werden. Diese heissen dann die 
S e i t e n g e s c h w i n d i g k e i t e n des Punktes ,«, der die Geschwindigkeit 
o besitzt. 

Bewegt sich /i auf der Bahn «, so bewegen sich die drei Projec-
tionen x, y und c von ,u gleichzeitig auf den Axen, und während die 

Bahnabscisse s um ds zunimmt, rückt x um dx fort u. s. w. —r— 
dt 

ist dann die Geschwindigkeit, womit die Projection x auf ihrer Axe 
fortschreitet, x ist während der Bewegung eine Function von t\ es 
kann zugleich aufgefasst werden als Function der Bahnabscisse s, 
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welche selbst Function von t ist. Danach wird gemäss den Regeln 
der Differentialrechnung 

. . d x d x d s 

^ ' ~ d f ~ d s ~ ' ~ d T ' 

d s d x 
Hierin ist die Geschwindigkeit v des Punktes (i, a ^ e r der 

d x d s 
Projectionsparameter l aus 2. Gl. (1); also — = l.v = v.c, und 

d x . d u d z 

( 2 ) dt' = e b e D S 0 -dt = 0 " = 
Also i s t die « -Coord inate von v zug le ich die Geschwindig -
k e i t , womi t s ich die Projec t ion von p auf der x - A x e be-
wegt u. s. w. 

Zwischen einer Geschwindigkeit und ihren Coordinaten bestehen 
die bekannten Gleichungen, welche in 3. am Schlüsse zusammen-
gestellt sind. 

Sind r x , vg, vi constant, so ist die Bewegung geradlinig und gleichförmig. 

Haben und constante Werthe, so ist sie geradlinig. Beweis dem Leser 
VlJ Vz 

überlassen. 

13. Zusammensetzung von Geschwindigkeiten. Gleichzeitige 
Geschwindigkeiten eines Punktes ¿i werden nach der für freie Vec-
toren gegebenen Regel zusammengesetzt und zerlegt. 

Der Satz bedarf zum Theil bloss einer Erläuterung, zum Theil eines Be-
weises, da der Ausdruck „Zusammensetzung gleichzeitiger Geschwindigkeiten" 
zweierlei Sinn hat. 

1. Hat der Punkt (JL zur Zeit t die Geschwindigkeit v, so würde er, wenn 
er diese Geschwindigkeit eine Sekunde lang beibehielte, in der Sekunde einen 
Ortsunterschied AB zurücklegen, der an Länge und Richtung gleich v ist. Es 
s t eh tuns nun frei, A B ~ A C - ^ - C B zu setzen, wo C ein willkürlich zu wählender 
Punkt ist; es steht uns also auch frei, zu sagen, der Punkt JJ. legt, wenn er seine 
Geschwindigkeit eine Secunde lang behält, die Vectorensumme A C ^ - C B zurück, 
d. h. er hat gleichzeitig die beiden Geschwindigkeiten, welche durch AC einer-
seits, durch CB andererseits dargestellt werden. Diese Auffassung ist ganz will-
kürlich; wollen wir sie anwenden, so sind wir an nichts weiter gebunden, als 
daran, dass wir die einmal willkürlich festgesetzte Bedeutung des Zeichens -+-
folgerichtig beibehalten, d. h. die Strecken AC und CB müssen so ausgewählt 
werden, dass sie aneinandergelegt ein Dreieck ergeben, dessen dritte Seite 4 ß = n 
ist. Offenbar kann man auch A B = A C - ^ - C D - ^ - D E ^ - E B u. s. w. setzen, also 
die Geschwindigkeit v in beliebig viele Vectoren zerlegen, die nur der Consequenz 
wegen so beschaffen sein müssen, dass sie aneinandergelegt ein Polygon er-
geben, dessen Schlussseite AB ist. 
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Ganz dasselbe sagt folgende B e t r a c h t u n g : In der Zeit dt legt ¡A die S trecke 

ds 
ds zurück; ——— ist seine Geschwindigkeit , ds können wir willkürlich auffassen 

dt 
als geometrische Summe von Componenten d s l ^ - d s 2 ^ - d s 3 ^ f - . . . . Diese Compo-

n c n t e n brauchen nur die Bedingung zu erfüllen, dass das Zeichen richtig ge-

handhabt i s t , also dass beim Aneinander legen von dslt d.u, ds3 u. s. w. ein un-

endlich kleines Polygon entsteht , dessen Sshlussse i te ds ist. Ist nun 

ds dst-^-ds.j ds3 .... 
I s t ferner 

durch v, durch r l 5 ~ durch v3, . . . u. s. w. 
dt dt dt 

dargestel l t , so ist auch 

<-• " i'i4->••>-i-i-j... u. s. w-

Denn v hat die Richtung von ~ , i-, die von ——- , v., die von , u. s. w. 
dt dt ' dt 

F e r n e r ist v : v,: v-,: v3 ••• = ds : ds,: ds., : ds3... . Das Polygon der aneinanderge-
legten i 'n r 2 , . . . ist also dem Polygon der ds,, ds.j, ds3 u. s. w. im Endli -
chen ähnlich, und wie ds die Schlussse i te des letzteren, so ist v die Schlussseite 
des ersteren. W i r können also v als Resul tante von I-'I + '-J + ' J - - . auffassen, 

oder was dasselbe sagt, als die Resul tante 4 ~p- -+- —p- -+-••• • 
" d t dt dt dt 

E i n e Geschwindigkeit v oder * liisst sich hiernach willkürlich in Compo-

dt 
nenten zer legen; dabei ist die Regel der Zerlegung festzuhalten, welche wir für 
Vectoren willkürlich aufgestel l t haben ; umgekehrt gilt dann auch für die Zu-
sammensetzung der Componenten dieselbe Regel , nach der sie hergestel l t werden. 
Der obige Satz hat also bei dieser Auffassung nur die Bedeutung, dass die will-
kürlich für Vectoren festgesetzte Regel consequent gehandhabt werden soll. 

2. Man spricht aber auch von zwei gleichzeit igen Geschwindigkeiten des 
Punktes (jl in dem Sinne , wie in § 6 No. 3 von gleichzeitig zurückgelegten Orts-
unterschieden die Rede war. Das Coonlinatensystem der r , y, z l iege fest ; in 
ihm bewegt sich ein Coordinatensystem der rt, £ so, dass die Axen der r), £ 
denen der x, y, z parallel bleiben, dass aber der Anfangspunkt ü der 5, C die 
Geschwindigkeit v' hat . Im System der 5, TJ, £ bewege sich [i mit der Geschwin-
digkeit v". Man sagt dann, |ji habe gleichzeit ig die Geschwindigkeiten v' und v". 
(Vergl . den in § 6 c i t i r ten Punkt auf dem Schiff , wenn er sich auf dem Schiff 
und das Schiff sich auf dem Strom continuirl ich bewegt.) In diesem F a l l muss 
erst untersucht werden, welches die Geschwindigkeit von ¡x im System der x, y, 
z ist. Zur Zeit t, zu Anfang des Zei te lements dt, habe £2 im System der x, y, z 
die Coordinaten x', y', z. Dann hat es zu Ende des Zeitelements dt die Coordi-
naten x ' - t -v' x dt , y'+v'tjdt, z'-hv',dt. Zu Anfang des E lements dt habe ferner (i im 
System der S, rj, £ die Coordinaten r/, dann hat er zu E n d e des Elements 
dt die Coordinaten z-hv'^dt, TJ'+I^'CIt, ?+v'!df, hier sind v'i, v'Jj, v'J die Pro-
jec t ionen von v" auf die Axen der s , r), und da diese den Axen der x, y, z 
parallel s i n d , können wir statt u " , v'J, r'-' auch die Pro jec t ionen von v" auf die 
Axen der x, y, z, also t " , v" vi' e insetzen; also sind die Coordinaten von ¡JL im 
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System der S, r(, £ nach der Zeit dt durch i'-hv^d/, r/+v'Jdt, v'Jdt ausge-

drückt. Die Coordinaten, welche ¡x im System der x, y, z hat, sind somit nach 

der bekannten Transformationsformel 

zur Zeit f . x ' + S ' , y'+t\, J ' + C 
zur Zeit / - M i : x'-Hü'-f-i^A-)-(£</<, y'-^-rl+t^dt+v^dt, z'+C'-i-"'zdt-i-v['J/. 

In der Zeit dt hat also ¡i. im System der x, y, z die Strecke zurückgelegt, deren 
Componenten sind 

(v'x^-v'<)di, ty+vfidt, (,,;-)-r'fldt. 

Das ist aber die Strecke ( i i^-v)di , denn nach dem Satze, dass die Coordinaten 
einer Resultante gleich der Summe der Coordinaten ihrer Componenten sind, 
sind (v'x-hvx)dt u. s. w. die Coordinaten von ( t / + v")dt. Also ist 

ds — (v'3-v")dt oder ~ = v'^-v" 

d. h. die Geschwindigkeit von (i im System der x, y, z ist die durch das Zeichen 
•+- ausgedrückte Verbindung der beiden Theilgeschwindigkeiten »' und v". Dem-
nach ist die Regel für die Zusammensetzung von Yectoren auf Geschwindigkeiten 
auch in dem Fall anzuwenden, wo man unter „gleichzeitiger Existenz zweier Ge-
schwindigkeiten" von ,u die Tbatsache versteht, dass (i eine Geschwindigkeit v" 
in einem beweglichen Coordinatensystem, und dass dies System selbst eine Ge-
schwindigkeit t>' in einem ruhenden System der x , y, ; besitzt. Offenbar lisst 
sich der Satz ohne weiteres auf mehrere in einander geschachtelte Coordinaten-
systeme ausdehnen, von denen das zweite im ersten, das dritte itn zweiten u.s.w., 
und ¡JL im letzten beweglich ist. 

Z u s a m m e n f a s s u n g . Der Punkt |i hat in einem bestimmten Coordinaten-
system der x , y, z jederzeit eine bestimmte Geschwindigkeit r, die durch einen 
Vector AB dargestellt werden kann. Es steht uns frei, subjectiv, dies AB als 
geometrische Summe A C ^ - C B und demgemäss v als Summe u, "2 aufzufassen, 
oder auch zwischen das System der x, y, z und UL ein Coordinatensystem mit 
beweglichem Anfangspunkt einzuschieben. Im ersten Fall ist selbstverständlich, 
dass AC und CB aneinandergelegt AB, also c, und v2 aneinandergelegt v als 
Resultante ergeben, dass also für die Zerlegung und Zusammensetzung von Ge-
schwindigkeiten das Vectorengesetz in Anwendung kommt, im zweiten Fall zeigt 
die Rechnung mittels der Transformationsformeln dasselbe. 

Die obige Rechnung ergiebt nebenbei den Satz: Lässt sich die 
Bewegung eines Punktes während der Zeit tl bis t.2 aus zwei oder 
mehreren Componenten zusammensetzen, die alle geradlinig und 
gleichförmig sind, so ist sie selbst geradlinig und gleichförmig. 

Denn sind v', e" u. s. w. die Componenten, » die Resultante der Geschwin-
digkeit zur Zeit t, so ist 

Sind nun die Theilbewegungen in dem Intervall von t, bis t., geradlinig und gleich-
förmig, so sind in eben diesem Intervall 

i 'x — const., «x = const., t/ = const., v'J = const., t>] = const. u. s. w. 
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Also ist auch 
vx — const., r,j = const., vz = const., 

d. h. die resultirende Bewegung ist geradlinig und gleichförmig. 

14. Polarcoordinaten, Radial-, Winkel- und Seetorenge-
schwindigkeit. Steht die Bewegung eiues Punktes in Abhängigkeit 
von einem festen Punkt 0 , so ist es vielfach vor te i lha f t , auf 0 be-
zogene Polarcoordinaten anzuwenden. Unter den Bewegungen, die in 
dieser Weise betrachtet werden, spielen solche in der Ebene eine be-
sonders wichtige Rolle, so dass wir hier eine Auseinandersetzung für 
die Ebene vorangehen lassen. Bewegt sich fi in einer doppelt ge-
krümmten Curve, so gilt das Gesagte für ein bestimmtes Zeitelement 
dt, wenn wir durch 0 und das entsprechende Bahnelement eis eine 
Ebene legen und in dieser die Betrachtung anstellen. 

I. Die Lage eines Punktes A in der Ebene werde bestimmt 
durch zwei Coordinaten r und </; von diesen ist /• die absolute Länge 
des Leitstrahls, der von einem festen 
Punkt 0 nach A gezogen wird, <p 
der Winkel, den dieser Leitstrahl 
mit einer durch 0 gelegten festen 
Fundamentallinie Ox macht, vergl. 
Fig. 13. Bewegt sich /i von A nach 
einem zweiten Ort B, so ist AB die 
erlittene Verschiebung. Wir schlagen 
um 0 einen Kreis mit dem Radius 
rx == OA. AC bezeichne den Bogen 
desselben, der von A bis zum Durch-
schnitt mit OB reicht. Wir gelangen 

dann offenbar nach B, wenn wir den Punkt /i erst den Bogen AC 
und hierauf die Strecke CB durchlaufen lassen. Also 

(1) ÄB = AC^-CB. 
Wir nennen J<p, den Zuwachs, welchen <f> beim Uebergang von A 
nach C erleidet, Jr., den Zuwachs, den r in der Lage OC durch 
Uebergang nach B bekommt, (die Marken an d<p, und Jr, bezeichnen 

die Aufeinanderfolge der Zuwachse) dann ist offenbar AC = ''¡¿Vi, 
CB = Jr2, also 

(2) Ä B = r 1 J < p l ^ J , - 1 . 

Die Verschiebung AB ist somit in zwei Componenten zerlegt, die in 
näherer Beziehung zum Coordinatensystem stehen. 
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Anstatt erst von A nach C und dann von C nach B fortzu-
schreiten, können wir auch die Anordnung der Incremente umkehren. 
Wir verlängern t\ und schlagen durch B einen Kreis mit dem Ra-
dius r„ = OB. Dieser schneide r, in D und es sei nunmehr AD 
mit DB mit r2Abezeichnet; dann ist 

(3) AB = drx3-rtáyt. 

Jr2 ist an Länge gleich dri aber anders gerichtet, AC: BD = 
Nehmen wir nun an, die Verschiebung AB 

lig. 14. sei unendlich klein (Fig. 14), so ist sie ein Bahn-
element ds des Punktes ¿u. AC und BD können 
dann als Gerade behandelt werden, d<p wird zu 
dtp, Ar zu dr, der Unterschied zwischen )\ und 
r2 verschwindet, die beiden in Gl. (2) und (3) 
ausgedrückten Zerlegungen fallen zusammen und 
ergeben 

(4) ds — dr-+-rdtp. 

lleisst « der Winkel DAB, den ds mit /• macht, so ist offenbar 

AD dr 
(o) ~ÄB =~ds 

rd<f DB 
^ ds = AB =Sln£" 

dr und rdtf bestimmen nach dem vorigen ds. Ist die Lage von A 
bekannt, so ist damit r gegeben, also reichen dr und dy, zur Be-
stimmung von ds aus. Da dr senkrecht auf rdtf steht, giebt Gl. (4), 
algebraisch geschrieben und auf die absoluten Längen der Elemente 
bezogen 

(7) ds' = dr'-+-(rd9y. 
ds Geht nun die Veränderung ds in der Zeit dt vor sich, so ist die 

Geschwindigkeit o, womit /t in seiner Bahn fortschreitet. Gemäss (4) 
zerfällt dieselbe in zwei Componenten 

,ON ds dr ^ dtp 
W - w - s r + ' w -

ist die Geschwindigkeit, womit der Leitstrahl wächst, wir be-

zeichnen es abgekürzt mit r ist die Geschwindigkeit, womit 
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die radiale Projection von j« auf den Kreis vom Radius r fort-
schreitet; nennen wir es v s o m i t ist 

(9) v - vr-+-vv 

und algebraisch v2 = Die Grösse ist die Geschwindig-

keit, womit (f wächst, oder was dasselbe sagt, die Geschwindigkeit, 

womit sich die Radialprojection von /.i auf den Kreis mit dem Ra-

dius 1 bewegt. Wir nennen die R a d i a l g e s c h w i n d i g k e i t , 

die W i n k e l g e s c h w i n d i g k e i t von fi, wenn es der Deut-

lichkeit wegen besonders bezeichnet werden soll, die Tangentialge-

schwindigkeit. 
r und g> sind Functionen der Bahnabscisse s und diese ist Func-

tion von t, also 
dr dr ds (10) i\ = ----- = = COS i.V. ^ J r dt ds dt 

d(f dip ds 
(11) o, = r - ( U = r - ( h - d f - = * m e . v . 

Sind demnach die Polarcomponenten ¿v und vv einer Geschwindigkeit 
gegeben, so findet man die resultirende Geschwindigkeit v der Grösse 
nach 

(12) v = V ^ 
und den Winkel, welchen sie mit dem Leitstrahl macht, aus Gl. (10) 
und (11), und daraus, wenn man ihn braucht, den Winkel w, wel-
chen v mit der Fundamentalaxe macht, mittelst der Gleichung 

(13) tu = ( f -he , 

welche unmittelbar aus dem Anblick von Fig. 13 folgt. 
S e c t o r e n g e s c h w i n d i g k e i t . Zur Zeit t sei OA = r der Leit-

strahl von jit; dann ist zwischen r, der Bahn und der Fundamentallinie 
Ox ein Sector xOA = <S enthalten. Geht ft in der Zeit dt von A 
nach B, so wächst der Sector S um das unendlich kleine Dreieck 

dS = AOB, und ist offenbar die Geschwindigkeit, mit welcher 

dS 

der Sector S wächst. Wir nennen abkürzend die Sectorenge-

schwindigkeit. Ihr Werth ist —77— oder, da das Dreieck ACE ein ilt 
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unendlich kleines zweiter Ordnung ist und gegen AOC verschwindet, 
AOC also, da AOC = ^r.AC = \r.rdtp dt 

Nach der Definition eines Moments ist dS oder Dreieck A OB das 
halbe Moment von ds in Bezug auf 0 , also, wenn, wie früher, d den 
Abstand zwischen 0 und der durch ds gelegten Tangente bedeutet, 
so ist 

(15) dS = $ds.S, 
also 

(16) 2 ™ = dt dt 
Die d o p p e l t e S e c t o r e n g e s c h w i n d i g k e i t i s t da s M o m e n t d e r 
G e s c h w i n d i g k e i t in B e z u g au f d e n A n f a n g s p u n k t 0 . 

Daraus folgt ohne Weiteres, dass die Sectorengeschwindigkeit sich 
auf einer durch 0 gelegten Axe, welche senkrecht zu dS steht, dar-
stellen, sich zerlegen, mit anderen zusammensetzen und sich im Raum 
durch drei Coordinaten bestimmen lässt, welche die Momente der auf 
die drei Coordinatenebenen projicirten Geschwindigkeit v sind. Sind 
v und ¡i in dreiaxigen rechtwinkligen Coordinaten gegeben, deren An-
fangspunkt 0 ist, sind also x, y, z die Coordinaten von tt, und vc, 
vm vl diejenigen von v, nennen wir die drei Coordinaten der auf <) 

bezogenen Sectorengeschwindigkeit 

nach S 
dS 

dSx 

dt 
dSy 
dt 

dSz 

dt so ist 

(17) 

2—TT- = dt 
dSy 

dt 

dS2 

dt 

ZV, —XV, 

und 

cw 4M dSx ~ dS„ ^ dS. 
dt dt dt 

dS 
Die algebraische Gleichung für den absoluten Werth von enthält 

dieselben Grössen im Quadrat. 
II. P o l a r c o o r d i n a t e n im R a u m . Im Raum bestimmen wir 

einen Ort A durch drei Coordinaten r , </•. Von diesen ist r der 
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vom Fundamentalpunkt 0 nach A gezogene Leitstrahl, it der Winkel 
zwischen r und einer Fundament,allinie Ox, <p der Winkel, den die 
durch r und ()x gelegte Ebene mit einer festen Fundamentalebene 
macht. 

Fig. 15. Rückt der Punkt 
fi aus der Lage A (•»•,ö,<ft) 
nach B ( r ^ y , , ) , so können 
wir seine Ortsänderung ent-
sprechend der Coordinatenbe-
stimmung in drei Theile zer-
legen. Wir schlagen um 0 mit 
dem Radius r, = OA eine 
Kugel. Diese schneide die Fun-
damentallinie Ox in x, und x 
heisse, um einen bequemen 
Ausdruck zu haben, der Nord-
pol der Kugel; ein durch x 
gehender grösster Kreis heisse 
ein Meridian u. s. w. Wir 
ziehen nun OB, welches die 
Kugel in C schneide. Durch 
C legen wir den Meridian xCD und durch A den Parallelkreis AD] 
dann ist 

(19) Al)-+-DC-5-CB ~ AB. 

Rückt fi von A nach D, so ist sein r und sein & (da xD = xA), 
unverändert geblieben. Der Bogen AD entspricht der Aenderung 
von tp um den Winkel POQ — Jtp; er ist beschrieben mit dem Radius 
/•sin^, also 

AD — i\smi)-J'<p, 

wo das Wachsthum Jtp mit Einem Strich markirt ist, weil es den 
ersten Schritt in der Ortsänderung darstellt. 

Rückt (.i von D nach C, so bleibt <p wie r constant, und # allein 
wächst um d ö ] der beschriebene Bogen ist mit dem Radius i\ zurück-
gelegt, also beträgt der zweite Schritt 

DC = r , 

Rückt endlich ,u von C nach B, so ist seine Bewegung eine blosse 
Verlängerung des Leitstrahls 
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ÜB -- J'"r. 

Also ist, Wenn die Wachsthümer nach der Reihenfolge ihres Auftretens 
markirt bleiben 

(20a) ÄB = r, siu», z/'y + r, 

Damit ist AB in drei Componenten zerlegt, in welchen die Wachs-
thümer der drei C'oordinaten gesondert auftreten. Fünf andere ähn-
liche Zerlegungen sind möglich. Eine erste Variante erhält man z. B., 
wenn man /t erst von A nach D gehen lässt, dann den Radius OD 
bis F verlängert, wo OF = OB, wenn man /i nach F schreiten und 
von da auf dem Meridian der Kugel vom Radius /•., nach B gelangen 
liisst. Die Gleichung dieser Zerlegung lautet 

(20b) ÄB = r, sin^, /1'<f-3-/1"r4-r, 
Alle sechs möglichen Zerlegungen erhält man, wenn man die sechs 
möglichen Permutationen in der Reihenfolge der Wachsthümer von 
V-, <j) und r behandelt, was der Leser für sich thun möge. 

Lassen wir nun AB unendlich klein werden, so dass es ein 
Bahnelement ds von darstellt, dann fallen die sechs Gleichungen 
(20) zusammen, weil von i\ u. s. w. nur um eine unendlich kleine 
Grösse verschieden ist. Also wird 

(21) ds = dr^-rdit+rsm&dy. 
Die drei Componenten dr, rd# und r sin Vdq stehen senkrecht auf 
einander, weil sie dem Radius, Meridian und Parallel kreis durch A 
angehören. Die Reihenfolge, in der man sie eintreten lässt, ist will-
kürlich. Sind a, ß, y die drei Winkel, welche sie mit ds machen, so ist 

(22) cos« = -j-, cos ß = r - ~ , cosy = 

nach dem alten Gesetz für rechtwinklige Zerlegung. Nach demselben 
ist algebraisch 

(23) ds5 = dr*+(rdvy+(rsuiüd<py. 

AVird nun ds in der Zeit dt zurückgelegt, so ist die Geschwindig-

keit von /( und diese zerfällt nach (21) in drei Polarcomponenten 

ds dr ^ dit ^ . „ dw 

heisst die Radialgeschwindigkeit; für - f - und sind beson-



Polarcomponenten der Geschwindigkeit. 49 

dere Namen nicht allgemein gebräuchlich; man könnte, die Namen 

dt 

dß-von der Erde hernehmend, . - die Winkelgeschwindigkeit im Meri-

dian, die Winkelgeschwindigkeit auf dem Parallelkreis nennen, 

wobei aber nicht zu vergessen ist, dass der Pol in jedem Falle will-
kürlich gewählt werden kann. 

Man kann auch die beiden Componenten r ^ und rsini} ^ in eine zu-
dt dt 

sammenfassen. Diese ist dann r ^ t r s i n f t und ihr Längenwerth ist 
üt dl s 

r ^ ^ ) + ( , i n » j • Diese ist dann die Componente, welche dem 

der Gleichung (8) entspricht; + (s ind ist die Winkelgeschwindig-

keit in der zur Zeit t durch 0 und ds gehenden Ebene. Mit dieser Grösse kann 

wieder die Sectorengeschwindigkeit zur Zeit t nach Gl. (14) bestimmt werden. 

Sind die drei Grössen ~ , und nebst den Anfangs-

ds 

werthen von r und Ö gegeben, so findet man aus Gl. (24) und 

cosa, cos/?, cosy aus (22). 
Nehmen wir die Fundamentallinie Ox zur Axe der x in einem dreiaxigen 

rechtwinkligen Coordinatensystem, legen die y-Axe in die Fundamentalebene, die 
z-Axe senkrecht dazu, so ist bekanntlich 

x — r cosö, y — i-sinöcostp, z — rs inf ts intp 

und die Cosinus der drei Winkel, welche der Radiusvector mit den Axen macht, 

sind lr = — , mr = — , nr = — ; diese sind zugleich die Richtungscosinus von 

- J - in dem dreiaxigen System. Die Componente r s i n f t - ^ — steht senkrecht auf 
dt dt 

r s i n ö in einer Ebene, welche parallel mit yz ist. Die Cosinus der Winkel, 
welche sie mit x, y, z macht sind also ly = 0, »¡y = —sintp, ny = coscp. Die dritte 
Componente steht senkrecht auf den beiden ersten, macht also mit x, y, z die 
Winkel, deren Cosinus sind lg = —sin&, mg = coscpcosfr, ng = sintpcosft. Die 
Winkel , welche die resultirende Geschwindigkeit v mit den drei Axen macht, 
lassen sich hiermit bestimmen aus den drei Gleichungen 

dx 
cos(v, x) — -j- = lrcosa-f- i ^ . c o s ß + cosy 

dy 
= m^cosa+m^cosp- l - iÄ cosy (25) 

ds '' ^ r V 

dz 
—7—= n.cosa- ) - n < I C 0 S 3 + )i,„COSY. ds 17 i y » 

B u d d e , Mechauik. I. 4 
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Besondere Fälle: sind die drei Polarcomponenten , >• ^ und rsinS 

constant, so ist auch v constant; ist r constant, so bewegt sich (a auf einer 
Kugel, ist 9 constant, auf einem Conus, ist tp constant, in einer Ebene, welche 
durch die Fundamentalaxe geht. 

15. Die Integration der Geschwindigkeitsgleichungen. Wir 
stellen uns nun die Aufgabe, die endlichen Bewegungen zu bestimmen, 
welche der Punkt /i in dem Zeitraum dt, der von tx bis t reicht, 
ausführt, wenn seine Geschwindigkeit innerhalb dieser Zeit bekannt 
ist. Alan kann 1) nach der zurückgelegten Strecke, 2) nach dem er-
reichten Ort fragen. Wenn man die zurückgelegte Strecke an den 
Ausgangspunkt, welchen ¡i zur Zeit f t inne hatte, anheftet, so ist ihr 
Endpunkt offenbar der Ort, welchen ¿ti zur Zeit t inne hat; die Lösung 
der zweiten Aufgabe unterscheidet sich also durch eine blosse Sum-
ma tion von der der ersten. 

I. Die Bahn werde als bekannt vorausgesetzt. Die Lage des 
Punktes /< sei durch seine Bahnabscisse s bestimmt. Die zu beant-
wortenden Fragen lauten dann: Welche Bahnlänge da legt fi in dt 
zurück, und an welchem Punkt s befindet er sich zur Zeit t, wenn 
er zur Zeit t, den Ort .s, inne hat? Offenbar ist Js = s—»,. 

Nach der Definition eines bestimmten Integrals ist 

(1) z/s = s—s, z= J ds 
u 

oder 
(2) 

Gemäss dem Begriff des unbestimmten Integrals kann die bestimmte 
Integration auch ersetzt werden durch unbestimmtes Integriren mit 
nachfolgender Bestimmung der Constante. Stellt die Integralfunction 
dar, deren Differential ds ist, so hat man 

(3) 8 = J < f e = > + c o n s t . , 

wobei s von einem beliebigen, den Werth der Integrationsconstante 
bestimmenden Anfangspunkt gerechnet ist. Die Gleichung findet auf 
jeden Werth von s Anwendung, also wenn F zur Zeit t, den Werth 
F, hat, so ist auch 

(4) s, = f , - i - c o n s t . 

Daraus ergiebt sich const. = s, — , und wenn man dies in Gl. (3) 
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einführt, erhält man die mit (2) identische Gleichung 

(5 ) S = s t + F - F r 

Soll das Problem vollständig bestimmt sein, so muss hiernach ausser 
den Angaben, welche ds bestimmen, auch noch eine Anfangsbedingung: 
„zur Zeit i, hat ju die Bahnabscisse s," gegeben sein; diese Anfangs-
bedingung liefert in Gleichung (3) den Werth der Integrations-
constante. 

A) Es kann nun gegeben sein als Function der Zeit, wo wir 

es mit v(() bezeichnen; dann folgt aus 

womit beide Fragen beantwortet sind, da man Sj nur auf die rechte 
Seite zu schaffen hat, um s zu finden. 

ds 
Beispiel für eine bestimmte Functionsform v(t): es sei = a+ht, wo a 

und b Constanten. Aus ds — (a-j-6t)dt folgt s — st — a(i—<i)+iK'2— '?)• 
Zahlenbeispiel: Ein Punkt befinde sich zur Zeit Null 4 0 c m über dem Erdboden 
und bewege sich senkrecht abwärts mit der Geschwindigkeit 4 -1-51; wo befindet 
er sich zu den Zeiten -1-2 und — 4 ? Aufl. Wir rechnen s vom Boden ab, dann 

ds 

ist s, = 40 und = — (4-f-5<), also « — s t = — ( 4 < + | ( 2 ) . Setzt man s 1 = 4 0 , 

t — 2, so wird s = 22; l = — 4 giebt .s = 16. 

Anm. 1. Die erlangte Gleichung zwischen s und t dient natür-
lich nicht blos dazu, s aus t zu bestimmen, sondern kann auch um-
gekehrt zur Berechnung derjenigen Werthe von t verwendet werden, 
welche irgend einer Bedingung in s genügen, und in Combination mit 

ds 

(6) zur Ermittlung von Werthen s oder t, die eine Bedingung in 

erfüllen. 
Z. B. 1) Wann berührt der Punkt des vorstehenden Zahlenbeispiels den Erd-

boden? Antw. Wenn s = 0, also 40 = 4 i 4 - | <2 ist. Die Aufl. ergiebt 

sofort 
(6 ) ds = v(t)dt, 

und durch directe Integration 

— 4 ± ^ 4 1 G 
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also zwei Zeitpunkte, den einen vor, den andern nach dem Zeitpunkt Null. 
2) In welcher Höhe ist die Geschwindigkeit des Punktes Null? Antw. Wenn 
4-1-5/ - 0, also t — — d a n n ist s = 4 0 — = = 41,G. 

Anm. 2. Die erlangte Gleichung gilt für dasjenige Zeitintervall, 
ds 

in welchem die Gleichung für gilt. Erstreckt die Gültigkeit der 

letzteren sich auf negative Zeiträume, so thut es auch die der ersteren. 
Hört die Gültigkeit der Gleichung ds = v(t)dt zu irgend einer Zeit 
auf, so darf die Integration in (6 ) nicht über diese Grenze hinaus er-
streckt werden. 

Ob dergleichen eintritt, ergiebt sich aus den physikalischen Bedingungen des 
gerade vorliegenden Problems. Wenn z. B. der vorstehend behandelte Punkt 
durch den Erdboden still gestellt wird, so gelten die auf ihn bezüglichen Glei-
chungen nur innerhalb des Zeitraums von 

— 4 —J/41G , , — 4 4 - j / i l ß 
« = g bis < = 5 ; 

darüber hinaus ist [i in Ruhe und s = 0. 

Die Anm. 1 und 2 gelten für das Folgende mit. 
ds 

B ) kann gegeben sein als Function v(s) von (s). Dann 

folgt aus 
C8) i = 

und daraus durch Integration 

welche Gleichung nach Ausführung der Integration in Bezug auf s 

aufzulösen ist. J s findet sich als s—s,« 

Beispiel. Es sei = as; dann i s t - ^ - = adi, logs — log«i = a(t — <,), 

also s = S j e ^ ' - ' ' ) ; Js = Sie^'-'^ — t,. 

C) Es kann drittens eine Differentialgleichung gegeben sein, die 
ds 

s, t und zugleich enthält. Diese ist dann nach den für Diffe-

rentialgleichungen erster Ordnung vorhandenen Regeln zu behandeln. 
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II. Die Zustände von /t seien in dreiaxigen Coordinaten be-
stimmt. Der Ort von fi ist dann durch x, y, z gegeben, die Geschwin-
digkeit v erscheint ausgedrückt durch ihre Componenten vx, v,,, v,. 
Diese drei Grössen sind die Geschwindigkeiten, mit welchen sich die 
Projectionen von (i auf den drei Axen bewegen. Die Axen aber sind 
fest vorgezeichnete Bahnen; also findet auf sie das unter I Gesagte An-
wendung. Als Anfangsbedingung muss eine dreifache Angabe vorhanden 
sein: „zur Zeit tl hat /u die Coordinaten yt, z , " ; sind dann ferner 
die drei Seitengeschwindigkeiten vx, vv, vt in dem Intervall von bis 
t gegeben, so ist 

und damit wäre der Ort von fi zur Zeit t bestimmt, wenn die Glei-
chungen in dieser Form integrirbar sind. Das ist aber nur in beson-
deren Fällen möglich. 

A) Der einfachste Fall dieser Art tritt ein, wenn die Seitenge-
schwindigkeiten als blosse Functionen von t gegeben sind. Es sei z. B. 

wo die Zeichen vx u. s. w. als Functionszeichen aufgefasst werden 
mögen. 

Dann lassen sich die drei Integrale 

unmittelbar herstellen, und durch x, y, z ist die Lage von n zur Zeit 
t, gegeben. Der (geradlinige) Vector, der den Ausgangspunkt von ju 
mit dem zur Zeit t erreichten Endpunkt verbindet, ist 

(11) 

(12) - ^ - = » , (0 , - l = M O , 

(13) 
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und hat die Länge ~ ] / { x — — 2 / , ) ' + ( ? — 2 i ) J - Die Bahnlängo 
J s , welche fi in der Zeit d t zurücklegt, findet sich aus 

r l 

die Gleichungen der Bahn durch Elimination von t aus (13). Unter 
Umständen können Eigenschaften der Bahn direct aus (12) ermittelt 
werden. 

Liegt »die Bewegung in einer Ebene, so wählt man diese zur 
.zy-Ebene; dann fällt die Betrachtung in z fort. 

Beispiele. 1) Ein Punk t befinde sich zur Zeit Null am Erdboden. Man er-
theile ihm eine Geschwindigkeit , deren Horizontalcomponente constant die Rich-
t u n g p hat und gleich 4 , deren Yerticalcomponente gleich 5 — ß ( ist. Welches 
wird seine Bewegung? Aufl. Die Anfangslage von ¡a nehmen wir zum Anfangs-
punk t der Coordinaten, legen die x-Axe in die Richtung von p , die jr-Axe ver-
t ical , die z-Axe senkrecht zu beiden; die Zeit rechnen wir vom Anfang der Be-
wegung an ; dann sind die Anfangsbedingungen x, = 0, .»/, = 0, z, = 0. Ausser-
dem haben wir = ® — ~ -^us ^er letzten Gleichung 

und z, = 0 folgt z = 0 ; die Bewegung geht also in der durch p gelegten xy-
Ebene vor sich. Die Integrat ion der beiden ersten Differentialgleichungen, vor-
genommen von Null bis t, ergiebt x — 0 = 41 und y — bt — 3<5. Damit ist der 
Ort von (x zur Zeit t gegeben. Durch Elimination von t f indet sich y = — Ä x *> 
die Bahn ist also eine Parabel , deren nähere Eigenschaften leicht aus der Glei-
chung zu ersehen sind. 

2) Der P u n k t habe zur Zeit Null die Coordinaten x — a, y = 0 , z = A; 
dx dy dz 

seine Seitengeschwindigkeiten seien = — a s i n i , — aeost, — c, wo 

a , c und h constant sind. Dann giebt die Integrat ion von Null bis t: 

x — a = a(cos<—1), y = a s i n i , z — h = et, 

also x 
= acos i , y = a s i n i , z — A-f-ci. Aus den beiden ersten Gleichungen folgt 

x--\-y2 = a2, der P u n k t bewegt sich also auf einem Cylinder vom Radius a, 
dessen Axe mit der z-Axe zusammenfällt . Die Projection von ¡x auf die x ¿(-Ebene 
ha t die Geschwindigkeit = a , also umläuft (x gleichförmig die Axe des 
Cyl inders , zugleich rückt fj. gleichförmig mit der Geschwindigkeit c parallel der 
z-Axe for t ; der P u n k t beschreibt also eine gemeine Schraube um den eben er-
wähnten Cylinder mit der constanten Geschwindigkeit Va- - \ -c J . Zu einem Um-

2tt (i lauf braucht er die Zeit = 2 n und rückt in dieser Zeit um 1z. c in der a 
Richtung der z-Axe vor; 2 j : c ist also die Ganghöhe der Schraube. 
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B) Eine Geschwindigkeitscomponente sei als Function der ent-
dx 
dt~ sprechenden Coordinate von /< gegeben, z. B. -~rr- als Function von x. 

Dann folgt aus 

und daraus 

( 1 5 ) d £ = 

da; i 

Cx dx 

Entsprechende Gleichungen ergeben sich in y und z, wenn die auf 
diese bezüglichen Differentialgleichungen für vtt und vz ebenfalls die 
entsprechenden Coordinaten enthalten. Nach vollzogener Integration 
kann man die Gleichungen nach x, y und z auflösen; das Weitere 
wie sub A. 

C) Zwischen einer Geschwindigkeitscomponente, z. B. vx , der 
entsprechenden Coordinate und der Zeit besteht eine Gleichung von 

der Form f^t, x, — = 0; diese ist dann als gewöhnliche Differential-

gleichung erster Ordnung zu behandeln. 
D) Im allgemeinen Falle ist irgend eine Geschwindigkeitscom-

dx 
ponente, z. B. durch eine Differentialgleichung bestimmt, welche 

nicht blos x und t, sondern auch y, u. s. w. enthält. Dann hat 

man zur Bestimmung der Vorgänge auf den drei Axen drei Glei-
chungen 

( dx du dz \ 
Ä • d T ' V = 0 , 

(16) • ( dx dy dz \ ,, 

( dx du dz \ . 
dt' T T ' ' ] = 0 ' 

worin / , , / 2 , / , die Symbole dreier verschiedener Functionen sind. 
Das System dieser simultanen Differentialgleichungen muss durch 
passende Umformung auf int.egrirbare Gestalt gebracht werden. Die 
drei Integrationsconstanten sind durch die Anfangsbedingungen zu 
bestimmen. 
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III. Die Bedingungen für die Geschwindigkeit können in Polar-
coordinaten gegeben sein; dann stellen sie sich dar als drei Differen-
tialgleichungen von der Form 

<"> 

die mit Berücksichtigung der in 14. behandelten Beziehungen zu in-
tegriren sind. 

16. Htllfacurven. 1. E l o n g a t i o n s c u r v e n . Es kann zweckmässig, weil 
übersichtlich, sein, die Bahnabscisse s oder einejCoordinate, z. B. x, des bewegten 
Punktes |x als Function der Zeit graphisch darzustellen. Zu dem Ende nimmt 
man die Abscissenaxe eines ebenen rechtwinkligen Coordinatensystems zur Axe 
der t und trägt den zu jedem t gehörigen Werth als Ordinate y auf. Wir wollen 
die so entstehenden Curven Elongationscurven nennen. Ist z. B. für irgend einen 
Punkt s = acost, so ist seine Elongationscurve die Cosinusoide y = «cos(, und 
der Anblick dieser Figur zeigt sofort, dass s periodisch ab- und zunimmt, zwischen 
den Grenzen -4-a, — a schwankt u. s. w. 

2. G e s c h w i n d i g k e i t s c u r v e n . a) Ganz entsprechend kann man sich einen 
Ueberblick über den Verlauf der Geschwindigkeiten eines bewegten Punktes |i 
verschaffen, indem man die Abscissenaxe eines ebenen rechtwinkligen Coordi-
natensystems zur Axe der t nimmt und die jedem t entsprechende Grösse der 
Geschwindigkeit als Ordinate aufträgt; die Endpunkte der Ordinaten bilden die 
Curve y = v(t), welche Geschwindigkeitscurve von ¡x heissen mag. Der Punkt 
des vorigen Beispiels z. B. liefert die Geschwindigkeitscurve y = — a s i n t . Die 
Figur (der Leser zeichne beide Curven) zeigt anschaulich, dass die Geschwindig-
keit ihren extremen Werth in dem Augenblick erreicht, wo fi die Bahnabscisse 
Null bat u. s. w. 

b) Bewegt sich ein Punkt oder seine Projection auf einer Geraden, z. B. auf 
der Axe der x, so kann man diese zur Abscissenaxe nehmen und die Geschwindig-
keit, welche der Stelle x — x, entspricht, an der Stelle x, als Ordinate auftragen. 
Man erhält so die Curve v = /(x), welche die Geschwindigkeit als Function des 
Ortes darstellt. Z. B. Bei dem Punkt |i des vorigen Beispiels ist x — aeost, 

v — —as in i , also an der Stelle x ist v = —]/a 2— x-, mit a. W. v^+x? = a 1. 

Die fragliche Curve also ein Kreis; der Leser deute dieselbe. 

NB. Beide Curven (a) und (4) stellen nur die Grössenwerthe und den Sinn 
der Geschwindigkeit dar, ohne deren Richtung zu berücksichtigen. 

H a m i l t o n ' s H o d o g r a p h . An einen festen Punkt 0 lege man für jeden 
Zeitpunkt t einen Leitstrahl, der Grösse und Richtung der zu Zeit t vorhandenen 
Geschwindigkeit des bewegten Punktes n hat. Die Endpunkte der Leitstrahlen 
bilden eine Curve, den Hodographen. Man denke sich, dass ein iingirter Punkt 
e sich stets zur Zeit ( am Endpunkte desjenigen Leitstrahls befindet, der dem 
Augenblick t angehört ; dann bewegt sich e entsprechend den Geschwindigkeits-
änderungen von p. Die Geschwindigkeit dieses e nennt man die ,Geschwindig-
keit im Hodographen". 
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Wir legen durch 0 ein Coordinatensystem der 7), C, dessen Axen parallel 
sind den Axen desjenigen Coordinatensystems,7 in welchem seine Bewegung 
ausführt . Der Endpunkt des Leitstrahls v hat dann in diesem System die drei 
Coordinaten vx, v,j, v2 • also liegt der Punkt, dessen Coordinaten 5 = vXl i) = vv, 
i = v» sind, auf dem llodographen, und wenn vx, «y, vz als Functionen von t be-
stimmt sind, finden sich die Gleichungen des Hodographen durch Elimination von 
t aus jenen drei Gleichungen. Die Seitengeschwindigkeiten von c sind 

rflfj dvx dvy dl'z 

~ d f ' ~dT' ~dt~' a l s o ~dT' ~~dT> ~~dT' 

Specialfälle: v = const., Hodograph ein Punkt ; v = const. aber von variabler 
Richtung, IL ein Kreis; v veränderlich, aber immer von gleicher Richtung, H. eine 
Gerade. Ebene Bewegungen haben ebene Hodographen. 

Beispiel. Die früher behandelte parabolische Bewegung des Punktes 15. 
I I . A . Beisp. 1. Es war vx = 4 , vy — 5 — 6i . Daraus für den Hodographen 
5 = 4, 7) = 5 — 6<, d. h. 5 = 4, r) veränderlich, eine Gerade parallel der y-Axe. 
Die Geschwindigkeit im Hodographen hat die Componenten Null und —6. 

17. Geometrische Anwendungen. 1. Wenn das Auge (oder die Vorstellung) 
eine Curve betrachtet, so folgt es ihrem Verlauf, d. h. der P u n k t , auf welchen 
die Aufmerksamkeit gerichtet ist, bewegt sich auf der Curve. Die Vorstellung 
lässt also die Curve durch Bewegung eines Punktes entstehen; desshalb gelangt 
man in vielen Fällen am leichtesten zu der Vorstellung von einer Curve, indem 
man sie als Bahn auffasst. 

So z. B. wird schon in der Elementargeometrie der Kreis als die Bahn einer 
Zirkelspitze vorgestellt; die Schraube denkt sich jeder am leichtesten als die 
Bahn eines Punktes, der einen Cylinder umläuft und dabei unter constantem 
Winkel ansteigt. Dementsprechend kann man auch bei der analytischen Dar-
stellung von Curven die Annahme, dass die Curve mit der Zeit entstehe, manch-
mal mit Vortheil beibehalten, d. h. man kann t in ihre Gleichungen einführen. 
Die drei Gleichungen x = acost, y — a s in i , z — bt enthalten die Eigenschaften 
der gemeinen Schraubenlinie ebensogut und in übersichtlicherer Form, als die 

beiden x 2 + y 2 = a- und z = 6arcs in — . Auch wird die Bewegung vielfach in 
a 

die Definition von Curvenformen aufgenommen. So z. B. macht man die Spiralen 
vorstellbar als Bahnen eines Punkts, der sich nach dem in ebenen Polarcoordi-
naten ausgedrückten Gesetz <f — et, r = / ( « ) bewegt. Ein Beispiel von der Frucht-
barkeit dieser Betrachtungsweise liefert 

2. R o b e r v a l ' s T a n g e n t e n c o n s t r u c t i o n . Die Bahn eines Punktes sei 
in Polarcoordinaten r = /(<p) gegeben. Wir denken uns dieselbe beschrieben von 
einem Punkt (i, der sich nach dem Gesetz <p = et, r = cf(t) bewegt. Die beiden 

Polarcomponenten der beiden Geschwindigkeiten von ¡x sind dann und 

d f d f 
oder e—r- und rc. Ihr Verhältniss ist ——:r. Dabei fällt der Dividendus dieses 

dt dl 

Verhältnisses in die Richtung von r, der Divisor steht senkrecht dazu. Con-
struiren wir also für irgend einen Punkt den Radiusvector r und auf seiner Ver-
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längerung eine Linie von der Grösse df 
dt ' senkrecht dazu nach der Richtung der 

Fig. 16. 
da 

: r — = a :r. dt 

wachsenden <p eine zweite Linie von der Länge r, so hat die Resultante dieser 
beiden Linien die Richtung der Geschwindigkeit von ja, d. h. sie ist Tangente an 
die Bahn. 

Beispiel: Archimedische Spirale r — atp, 
Fig. 16. Wir setzen 

dr 
9 = c'i '' = « t ' i - j -

Wir ziehen also nach S einen Radiusvector OS, 
verlängern ihn um a = SP, legen senkrecht da-
zu SQ = r, und ziehen die Resultante SR. 
Diese ist die Tangente in S. 

Mit Hülfe specieller Schlüsse kann eine ent-
sprechende Tangentenconstruction auch für ein-
zelne Curven ausgeführt werden, die nicht in 

Polarcoordinaten gegeben sind. 

18. Harmonische Bewegung. Als Beispiel für die eingehendere Verwen-
dung der bisher erlangten Mittel betrachten wir nunmehr die „harmonische Be-
wegung ' . Man setze voraus, dass ein Punkt v mit constanter Geschwindigkeit v 
auf einem Kreise vom Radius a umläuft, und projicire v auf einen Durchmesser 
des Kreises; (J. sei die Projection, dann heisst die Bewegung von p. ,harmonisch" 
oder ,einfach schwingend". 

Vcrgl. Fig. 17. Wir nehmen den 
Mittelpunkt des Kreises zum Anfangs-
punkt 0 und den Durchmesser, auf wel-
chen v projicirt wird, zur Axe der x. 
Zur Zeit Null sei v in B und seine 
Bahn schneide die positive Axe in A. 
Der Leitstrahl Ov mache zu irgend einer 
Zeit t mit Ox den Winkel tp, der bei 
der Bewegung als wachsend gerechnet 
werde. Nach 14. Gl. (8) ist allgemein 
die Geschwindigkeit von v 

Fig. 17. 

(1) » = 
dtp 

IT 
also im vorliegenden Fall wegen r = const. 

(2) * = , 
dtp 

~dt~ oder 
dtp 

IT 
wo c eine Constante, weilj> als constant vorausgesetzt wurde. Aus dtp = cdi 
folgt 

(3) 9 = c<-l-const. 

Fü r c können wir einen Ausdruck einführen, der die Umlaufszeit enthält. Nennen 
wir diese t , so legt v in t den Kreisumfang zurück, d. h. <p wächst in 1 um 2ir, 
das gibt 
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i ' < + T 
27t = I cdt = CT. 

(4) c = 
27t 

Setzen wir dies in (3), so kommt 

(5) 
2 7t 

9 = i - f -const . 
X 

Zur Bestimmung der Constante setzen wir t = 0 . Dann wird cons t = <p0, die 
Integrationsconstante ist also der Winkel — e , den v zurücklegen muss , ehe es 
zum ersten Mal aus der Nulllage nach A gelangt. Wi r schreiben demgemäss 

Projiciren wir nun v auf die r -Axe, so ist für die Projection ¡x jederzeit x = acostp, 
also 

(7) x = a cos ( ^ t — e) 

ist die Gleichung der Bewegung von fi. Durch Differentiation geht daraus hervor 

(8) 
dx 
dt 

Statt e können wir auch die Zeit tj einführen, in welcher v den Winkel e be-
rf© C £ T 

schreibt. Wegen — r — = c wird z in der Zeit — oder — beschrieben; also 
° dt c 2 7t 

ist Ti = f T oder e = 
2r. T 

0 ) 

(10) 
dx 

1t 

Setzt man dies in Gl. (8), so wird daraus 

x = acos£-^-(< — t])J 

2T.a . T 2r. , 

Man nennt a die A m p l i t u d e , i] die E p o c h e , e den E p o c h e n w i n k e l * ) , x die 
E l o n g a t i o n von |x. Die Elongationscurve ist die ausgezogene Cosinusoide 
Fig. 18, die Geschwindigkeitscurve 16, 2. a die gestrichelte Sinusoide der Figur . 

Fig. 18. 

Aus Gl. (9) und (10), sowie aus dem Anblick der Figur folgt, dass x ein 
dx 

Maximum und ein Minimum hat für = 0 , d. h. für c(t—jj) = n7t, wo n eine 
dt 

*) e wird auch „Epoche" genann t ; die obige Bezeichnung ist die correctere. 
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ganze Zahl. Der Werth von x ist a im Max., —a im Min. Zwischen x = a und 
dx x — —a schwingt also p. hin und her. Die Bewegung ist periodisch: x und-^— 

haben den gleichen Werth, so oft das Argument der trigonometrischen Functionen 
um 27t wächst; das geschieht, so oft t um t zunimmt. Also ist t die Periode 
(Dauer der „ganzen Schwingung"). Zu den Zeiten t — r) = nr , wo n eine ganze 
Zahl, hat (x die Endlagen ± a , + a wenn n gerade, —o wenn es ungerade ist; 

n t 
zu den Zeiten t — tj = wo n ungerade, ist x = 0. Die Geschwindigkeit von 

¡j. ist Null in den Endlagen x = ± a . Sie wächst von —a aus bis zu einem 

Maximum, welches eintritt, wenn = 0, d. h. wenn 

cos (< —Tj)] = 0, 

und d. h. nach Gl. (9), wenn x = 0, also in der Mitte der Bahn. Dann nimmt 
sie ab bis x = +a, wird negativ, erreicht ihr Minimum wieder in x = 0 u. s.w. 

2 7t a 
Die Maximal- und Minimalgeschwindigkeit in x — 0 ist ± — - — , weil da, wo 

coscp = 0 , sin9 = ± l ist. Um die Geschwindigkeiten nach 16. 2, b graphisch 

darzustellen, schreiben wir y statt und haben dann wegen cos'cp-Hsin2? = 1 

aus (9) und (10) Ar H—JL T = 1, d. i. eine Ellipse, deren eine Axe die Bahn 
a- (¿7t a)-

4 ~a 
von (J. ist, deren andere Axe die Länge —-— hat. Die beiden Ordinaten dieser 

T 
Ellipse, welche dem Punkt x = x, entsprechen, liefern die Grösse der beiden 
Geschwindigkeiten, womit ¡j. die Stelle x, beim Hin- und Rückgang passirt. Man 
sieht sofort, dass sie entgegengesetzt gleich sind. 

Zu irgend einer Zeit t0 hat ¡j. zum letzten Mal den Nullpunkt in positiver 
Richtung passirt; seine augenblickliche Stellung muss sich also zur Zeit t in ein-
facher Weise mit Beziehung auf t0 angeben lassen. Wir nennen - die 
P h a s e von ¡x zur Zeit t, verstehen also unter Phase den Bruch, der angibt, 
welcher Theil der Periode seit dem letzten positiven Durchgang durch den Null-

7t 
punkt verstrichen ist. Die Phase ist zugleich der Winkel <pH—dividi r t durch 

2:t. Sie werde mit u> bezeichnet; ihr Werth schwankt zwischen den Zahlen 0 
und 1, und im Augenblick, wo «o = 1, fangt eine neue Periode an, so dass w — 1 
mit u) = 0 gleichbedeutend ist. Nehmen wir vorübergehend t0 zum Nullpunkt 
der Zeit, so hat im Moment Null der Punkt v noch ein Viertel des Bruches zurück-
zulegen, bis er nach A gelangt, also ist dann ferner ist 1 =u i , aho 

wenn t0 = 0 gesetzt wird, ( = iüt. Setzt man diese Werthe für rj und t in Gl. (10) 
ein, so kommt 

(11) X = aCOS 7IU) 
2 . 

was auch leicht direct zu finden ist Aus dem Vergleich von (11) und (7) folgt, 
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dass ( 2 r t u und (t — r;) gleiche trigonometrische Functionen haben; 

sie unterscheiden sich also von einander um 2 n r , wenn n = int. Also 

_ ( 2 z < 0 - + = 2 n -

(12) <0 = ¿ + n 

spricht die Beziehung zwischen w und t aus : unter n ist dabei die grösste ganze 
Zahl zu verstehen, die auf der rechten Seite noch einen Rest 0 lässt*). 

Sind zwei Punkte ¡x, und in harmonischer Bewegung, und wird die Zeit 
fü r beide vom gleichen Nullpunkt an gezählt, so haben sie , wenn t und 7] für 
beide gleich ist, jederzeit gleiche Phase; bei gleichem t , aber ungleichem t), be-
sitzen sie eine constante Phasendifferenz <o3 — <o, = — — — ; bei ungleichem t 

ist ihre Phasendifferenz in fortwährender Aenderung begriffen. 
Die einfache Schwingung begegnet uns in der Natur bei schallerzeugenden 

Theilchen, die einen einfachen Ton hervorbringen, bei einfarbigen Lichtwellen, in 
der Technik bei Kolbenstangen etc. Die Theorie derselben besitzt daher erheb-
liche Wichtigkeit, und die Bedürfnisse der Physik wie der Technik weisen uns 
auf die Frage hin, wie sich ein Punkt ¡i- verhält, an dem man zwei oder mehrere 
harmonische Bewegungen zusammensetzt. Zu dieser Frage wenden wir uns jetzt . 

A. D i e b e i d e n z u s a m m e n z u s e t z e n d e n B e w e g u n g e n v o n (x l i e g e n 
a u f d e r s e l b e n G e r a d e n . 

1. Fal l : sie haben gleiche Periode. 
Die Bewegung von |x sei zusammengesetzt aus zwei einzelnen harmonischen 

Bewegungen; bestände die erste von diesen allein, so sollte sie zur Zeit t die 

Elongation ax c o s t — e,) hervorbringen; bestände die zweite allein, so wäre 

die Elongation a acos — t — e , ) . Dann ist die wirklich zur Zeit t bestehende 

Gesammtelongation die Resultante beider, also, da sie auf der gleichen Geraden 
liegen, ihre Summe. 

(13) x = a 1 c o s ( - ^ - i — e, )-+-«•_. cos —E a) . 

Das gibt durch Auflösung der Cosinus 

(14) 

. 2 TZ , 2JC 
x = a.cos i c o s E i + a . sin ¿sinEi-t-a.,cos icose3 T X T 

. 2 it . 
-+- a2 sin 1 sin e2 T 

= (a, cos E! -f- a2 cos e2) cos t -+• (a t sin Ej 4 - <i2 sin e2) sin t. 
T T 

*) Auch der Begriff „Phase ' wird bei verschiedenen Schriftstellern verschieden 
definirt. Man versteht darunter oft nicht <0, sondern <dt, die Zeit welche seit dem 
letzten positiven Durchgang durch Null verstrichen ist. 
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Setzen wir 

so ist 

(15) s i n e , s i n e , _ 
«1cose1 + (72cose2 

eos29 = — — j r r - und sin29 = 1+ tang 2 » 1-Htang2» 
Also, wenn zur Abkürzung ( a , s ine ,+ a2.sine2)2-|-(a, cose,-|-a2cose2)2 = >•'-' ge-
setzt wird, 

{a, cos e, -+- a2 cos e2 = r cos 9 
a, s i n e , + a2 sin e3 = rsinS. 

Setzt man dies in (14) so kommt 

(17) 

2* . . . 2 r x — rcos «cos <-H'Sinff sin 

— rcos 1 — s ) . 

D. h. d ie R e s u l t a n t e der b e i d e n h a r m o n i s c h e n B e w e g u n g e n i s t w i e -
de r e i n e h a r m o n i s c h e B e w e g u n g von d e r g l e i c h e n P e r i o d e t und mit 
dem Epochenwinkel 9, dessen Werth durch Gl. (15) bestimmt ist. Ihre Amplitude 
ist r, d . i . die Resultante aus (a, sine,4-ajsine2)-+-(<i, cose, -f-o? cosej). Diese ist 
leicht, wie folgt, zu construiren. 

Fig. 19. 
W 

Es sei OAt (Fig. 19) gleich au und B, der Punkt, in welchem sich der zu-
gehörige v, zurZeit Null befindet, also Z- A1OB1 = e,. Ebenso sei OA2 = a2 

und ¿. A3OB2 = e2. Wir errichten in 0 eine y-Axe senkrecht zu x. Dann ist 
ajsine, die y-Coordinate von Blt a2sine2 die j-Coordinate von B3, also a,sine, 
-l-a2sine2 ist die y-Coordinate des Endpunkts Bz der Resultante von 0B1 und 
OB2. Ebenso ist a,cose,+a2cose2 die x-Coordinate desselben Punkts B3. Also 
ist r der Radiusvector OB3, und A3OB3 ist 8. Man braucht also nur die 
beiden Radien zu ziehen, die nach den Ausgangspunkten B, und Bt der Bewe-
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gung von v, und v2 hinführen, und diese Radien wie Vectoren zusammenzu-
setzen; dann erhält man ß 3 , den Ausgangspunkt des v3 der zusammengesetzten 
Bewegung. 

Die Punkte v, und v2 durchlaufen mit constanter und gleicher Winkelgeschwin-
digkeit die Kreise BlAx und B2A2; der Satz, dass v3 sich im Endpunkt der Resul-
tante von Ov( und Ov2 befindet, gilt offenbar für jeden beliebigen Zeitpunkt t ; 
also, wenn wir die Bogen der drei Punkte v,, v2, v3 als Funktionen der Zeit 
fassen, so besteht ihre Bewegung darin, dass das Parallelogramm OBl B2 Bs sich 
mit der constanten Winkelgeschwindigkeit tp um 0 dreht. 

Besondere Fälle: 

1. e, = e 2 , r = a + a , ; 
2. c2 = e, (oder tu, — < u 2 ± i ) ; ± r — a, — a 2 . 

Im Fall (1) hat r den grössten, im Fall (2) den kleinsten Werth, der aus der 
Zusammensetzung von a, und a« hervorgehen kann. Im Specialfall o2 = a, wird 
>- = 2 a , wenn s 2 = E i , und r = 0 , wenn ^ = £ , ± 7 : . Das -+- in der letzten 
Gl. (2) gilt für n, > a 2 u. umg. 

Zweiter Fall : die Perioden sind verschieden. 
Dann haben wir für das x von (j^ eine Gleichung 

(18) x — a, cos(pi t — e , ) + a 2 c o s ( p 2 < — 

2 r. 
wo zur Abkürzung p für gesetzt ist. Der Ausdruck rechts lässt sich nicht 

T 
mehr auf den Cosinus eines Winkels mit constanter Epoche reduciren, repräsen-
tirt also nicht mehr eine einfache Schwingung. Aber die Construction Fig. 19 
lässt sich immer noch für jeden einzelnen Augenblick t ausführen: Behalten wir 
die früheren Bezeichnungen bei, so ist x in jedem Augenblick die Summe der 
Projectionen von Ov, und O-i,, also die Projection von Ov3 , wenn v3 dadurch 
gefunden wird, dass wir Ov, und Ov2 zusammensetzen. Nur dreht sich jetzt der 
eine der beiden Leitstrahlen, etwa Ov,, schneller um O als der andere; der Win-
kel den Ov, und Ov2 mit einander machen, ist also veränderlich; der 
schnellere Radius Ov, überholt den andern immer wieder. Zur Zeit t, mögen 
OB, und OB.2 auf einander fallen; dann machen sie zur Zeit t miteinander den 

(2 r 2 r \ 
' - 1 (t—i,). So oft dieser 2niz beträgt, wo n = int., decken T , To ' 

sich die Radien wieder, und das ist der Fall , so oft (< — / , ) ( J gleich x t, x2 ' 
einer ganzen Zahl wird. — ist die Zahl der ganzen Schwingungen, welche 

in der Zeiteinheit macht; nennen wir diese iV, und setzen N2 für — , so decken 
"2 

sich die beiden Radien in jeder Sekunde sooft, wie das Product (t — i, )(2V,—N?) um 
1 zunimmt, d. i. iV, — A 2 m a l ; (denn wenn wir t — i, = 1 setzten, nimmt jenes Pro-
duct um i V , — N 2 zu). In dem Moment, wo die Deckung eintritt, ist OB3 = a , - t - a 2 ) 

es hat seinen Maximalwerth. In der Mitte zwischen zwei Momenten i> — 0 liegt ein 
Zeitpunkt, wo = t ist; dort hat OB3 seinen Minimalwerth ± ( o , — a2) . In allen 
anderen Lagen ist die Länge der Resultante zwischen a , + a j und ± ( a , — a2) 

enthalten. Dabei macht die Resultante OB3 mit ihren Componenten die Winkel 
8 und 6 — i>, über deren Verlauf wir uns folgendermassen Rechenschaft geben. 
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(20) t a n g » ^ _ 

Es sei beispielsweise o2 > a,. Dann 
legen wir a2 = OB2, Fig. 20, hin; an 
B.j legen wir Bt ß 3 = a,, so wird OB3 

die Resultante. Alle möglichen Lagen 
von a, gegen a2 erhalten wir, wenn 
wir B3 auf dem Kreise um Bt herum-
laufen lassen. Dabei schwankt 9 zwi-
schen zwei Grenzwerthen G'OB2 und 
G"OB2 hin und her; also die Resul-
tante~['oscillirt um die grössere der 

beiden Componenten; die Grenzwerthe von 9 treten ein, wenn OB3 Tangente an 
den Kreis wird, und dann ist offenbar 

(19) sin» = ± — . 
«a 

Allgemein ist, wie man leicht aus der Figur ersieht, 
ajsinij* 

° 2 + a l cosi}< 
(21) r3 = «2 + 02 + 200! cos i . 

Mittels dieser Beziehungen können wir Gl. (18) durch eine Gleichung zwischen 
t, x, e2 und 9 ersetzen. Es ist 

(22) + = ( p , < - « i ) - ( f t i - « . ) , 

Pit — Ei = »l'+Ps« —e2. 
Setzt man dies in (18), so kommt 

(23) X = OjCOS (pit— E.>)+al cos(p2<—e2-4-<}') 

(24) = (o3 + a, cosi)0cos(p3l — 62) — a,sin<|;sin(p2<— &.). 

Aus Gl. (20) und (21) folgt nun, wie in (15) ff. 
a "2 + "1 cos<}< . ,, a, sin<j( (25) cos» = —= — , sin» = ^ T 

und das, in (24) eingesetzt, giebt 

(26) x — rcos(/>2<—c2-t-9). 
Die zusammengesetzte Schwingung verhält sich demnach wie eine harmonische 

Bewegung mit veränderlicher Amplitude (schwankt zwischen a2 + a, und <i2— aj) 
a, 

und veränderlichem Epochenwinkel (schwankt zwischen e + a r e s i n — und 
<*i 

• a\ V 
e — arcsin—!-)• 

a2 dx 
Eine ganz der vorigen entsprechende Betrachtung lässt sich über an-

stellen. Besondere Fälle: 1) t , ist ein aliquoter Theil von t 2 ; dann umfasst ein 
Umlauf von v2 n Umläufe von vi, wo n = int.; also ist die Gesammtbewegung 
von jjl3 periodisch mit der Dauer t2 . Sie lässt sich in Folge dessen bequem durch 
ihre Elongationscurve darstellen; es genügt, diese Curve für den Zeitraum t = 
bis i = <,+t2 zu construiren, was durch Superposition der Ordinaten x1 und z3 

für zahlreiche Zeitpunkte geschehen kann. Als Ausgangspunkt empfiehlt sich 
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dabei einer der Punkte e2 = + — oder | = 0 . In Fig. 21 sind die Elongations-

curven für den Fall T2 = 2T , , A, = A2 

gezeichnet unter folgenden Bedingun-
gen: die Zeiteinheit ist = gesetzt, 

2 it 
TZ 

Ej = "2" . der Ausgangspunkt ist 

dabei hat EJ — e, die Werthe 0, , n, 

- • Gl. (18) wird unter diesen Be-

dingungen y = sin t -)- sin ( 2 1 -+-

für n = 0 , 1, 2, 3, und die Figuren 21 
sind ihre graphische Darstellung. 

Die Stärke, womit die kürzere 
Welle auf der längeren hervortritt, 
hängt vom Verhältniss der Amplituden 
ab. Fig . 2 2 , von v. Helraholtz angege-
ben, ist die Darstellung von 

y = a c o s ( 1 — - | - ) - | - - ^ - c o s ( 2 / —ir). 

Fig . 21. 

Fig. 22. 

Dabei ist die kürzere Welle auf den ersten Blick nicht anschaubar, wird es 

aber, sobald man die Siuusoide y = a cos ( t — h i n e i n z e i c h n e t . 

2) TJ und T2 sind commensurabel; MT| = NT2, wo M und N ganze Primzahlen. 
Dann ist mx, oder »IT2 die Periode der Gesammtbewegung, und man reicht mit der 
graphischen Darstellung aus, wenn man sie auf das Intervall t — t, bis i = i, -(- n t 2 

erstreckt. F i g . 2 3 (S.G6) stellt die Bewegung für 2T2 = 3T, i n d e r Z e i t 2 T 2 dar; wieder 

ist ai = o 2 , = der Zeiteinheit, E2 = - J - zum Ausgangspunkt genommen 
n 1 

und e, = 0 , , ir, ~ gesetzt, die Gleichung der Curven also y = sin2< 

+ s i n ( 3 < + 

Die Elongationscurven haben eine directe physikalische Bedeutung; sie 
stellen mit willkürlicher Uebertreibung der Elongationen die Momentanformen 
einer Punktreihe dar, deren einzelne Theilchen der Reihe nach von der Be-

B u d d e , Mechanik. I . 5 
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wegung x = / (0 ergriffen werden, 
wo die x-Axe senkrecht auf der Axe 
der t steht und die Function / die 
Form der jedesmal dargestellten Glei-
chung hat. 

3) T[ kurz gegen t 2 und a, klein 
gegen a2. Dann erscheint die graphi-
sche Darstellung y = / ( < ) als Cosinus-
oide von der Periode t 2 mit kleinen 
Ausbiegungen. 

4) a t nahe gleich a2 und T( sehr 
nahe gleich t 2 . Dann geht die Bewe-
gung sehr langsam von der Amplitude 
a t - f - a 2 zur Amplitude aa — a l t welche 
letztere nahe = 0 ist. Ist o, genau 
= a 2 , so wird die Minimalamplitude 
genau gleich Null. Die Elongations-
curve besteht also aus Theilen, deren 
jeder sich nur wenig von einer Cosi-
nusoide unterscheidet; aber jeder ein-
zelne hat eine andere Maximalordinate 

als sein Nachbar, und der Werth dieser Maximalordinate geht allmälig von 

2 a, bis Null und dann wieder zu 2a 2 zurück. Ist — = iV, und = Nt, 
' Ti 

so findet das Zusammenfallen von 0B1 mit OB2 —JVamal in der Zeiteinheit 
stat t ; iVj — N2 ist also die Zahl der Anschwellungen (r = 2o2) der Ordinate, 
welche auf die Zeiteinheit fallen, und eben so gross ist die Zahl der Abschwellun-
gen (r = 0), welche zwischen den Anschwellungsmomenten liegen. 

A n w e n d u n g e n : Zusammengesetzte Bewegungen eines Punktes, deren Com-
ponenten in dieselbe Gerade fallen, spielen in der Natur eine wichtige Rolle. 
Sie finden sich z . B . bei Theilchen eines schallenden Körpers, der zusammen-
gesetzte „Klänge' von sich gibt, werden daher in der Akustik speciell behandelt. 
Sie finden sich auch bei Ebbe und Fluth: jedes Wassertheilchen macht Vertical-
schwingungen, deren Hauptcomponenten sind (die Axe der x steht vertical) a) die 

2 it 
Schwingung unter dem Einfluss des Mondes r2 = acos t, b) die unter dem Ein-

fluss der Sonne ^ — 0 , 4 8 a c o s - ^ i , wo t , = 12 Sonnenstunden und t 2 = 12,4 

Sonnenstunden ist. Nach dem oben behandelten Fall (4) finden dabei abwechselnd 
Anschwellungen zur Maximalamplitude « + 0,48« und Abschwellungen zur Mini-
malamplitude a — 0,48a statt; die einen heissen Spring- die andern Nippfluthen. 
Welche Gränzwerthe nimmt 8 an und wie drückt sich das in der Zeit der Fluth-
höhe aus? 

Aus Gl. (17) folgt ohne Weiteres der Satz, dass beliebig viele Schwingungen 
von gleicher Richtungslinie und Periode, die sich an einem Punkt ¡j. zusammen-
setzen, wieder eine harmonische Bewegung von derselben Periode erzeugen; denn 
die Resultante der beiden ersten thut das mit der dritten u. s. w. 
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Macht (i irgend eine periodische Bewegung auf der x-Axe, so ist x irgend 
eine periodische Function von t. Jede derartige Function lässt sich aber nach 
der Fourier'schen Gleichung durch eine Reihe ausdrücken, deren einzelne Glieder 
trigonometrische Functionen der Zeit von der Form sinn/ und ßcosni sind. 
In letzter Linie werden also alle periodischen Bewegungen, die in einer Geraden 
vor sich gehen, auf Componenten von der Form (7) und (8) zurückgeführt. Das 
nähere findet seinen Platz in der theoretischen Akustik. 

B. D i e b e i d e n C o m p o n e n t e n d e r ß e w e g u n g v o n p s t e h e n s e n k r e c h t 
a u f e i n a n d e r . 

Dann nehmen wir die Richtung der einen zur Axe der x , die der anderen 
zur Axe der y und haben dann für die Coordinaten von n die beiden Gleichungen 

2it 

Ti 
(27) x — a cos ( — — t — t j ) 

* T , ' 

(28) y = 6 c o s ( - ^ - < — c2 ) 

nebst deren Differentialgleichungen. Die resultirende Elongation ist Yx'-i-y2-, die 
Gleichung der von beschriebenen Curve ist durch Elimination von t zu linden. 

E r s t e r F a l l : T2 = T,. 

Erster Specialfall: E., = E.. Dann ist offenbar — = also die Bahn eine 
y b 

gerade Linie durch den Coordinatenanfang, welche mit der x-Axe den Winkel 

arctang — macht. Auf dieser Geraden ist f/x'+y'2 oder x die re" 

sultirende Elongation von (x; also, wenn wir diese mit s bezeichnen, 

(29) s = ¡ f ä + b * c o s ( — t - £ , ) V T, / 
d. i. (n macht eine harmonische Bewegung, deren Periode und Epoche gleich der 
Periode und der Epoche der Componenten sind; ihre Amplitude ist die Resul-
tante der componirenden Amplituden. Dasselbe mit einer kleinen Abänderung 
findet statt, wenn Ei — Ea = + i t ; der Leser berechne den Fall selbst. 

Zweiter Specialfall, T, = T2 , die Phasendifferenz zwischen x und y be-

beträgt J, m. a. W . e2 = e, + zugleich sei vorerst a = 6. Dann kann man 

statt (28) schreiben 

(30) y = a c o s ( - ^ - < — + = ± a sin ( — e,) , 

x und y sind also Cosinus und Sinus desselben Winkels, multiplicirt mit der 
gleichen Constante o, d. h. (i bewegt sich auf einem Kreise r1 — a?. Aus 

dx 2ajt . / 2it \ du 2aic ( 2it \ 
— = sin ( ( — e i ) , - p - = + cos ( t — E, 1 
dt T , * T| )' dt TJ \ TJ ' 

2 ic 
d. h. die Geschwindigkeit von jjl ist der Grosse nach constant; ist Ĵ  • 

5 * 



6 8 Phoronomie des Punktes . 

Dri t ter Specialfal l : wie der zweite, aber a ungleich i . Dann ergiebt sich 
aus 

(27) x — acostp, (28) y = 6 cos 9 , 

Also Bewegung auf einer Ellipse mit den Halbaxen a und b. 
Allgemeiner Fal l t , = t 2 ) e2 — bel iebig. Setzen wir e2 — e, = 2j( und 

schreiben abgekürz t a fü r ( t ) , so wird 
* Tj Z ' 

(32) x = a c o s ( s + ] ( ) , y = bcos(a — y), 

(33) x = o c o s o c o s ^ — a sin a sin 7 y = 6 cos a cos)( - l -a s i n o s i n ^ . 

Die Bewegung von p. lässt sich hiernach zusammensetzen aus zwei Componenten , 

von denen 
die eine die Gleichungen hat die andere die Gleichungen hat 

acosacos^ f xt — — a s i n o s i u ^ 
(34) ' (35) ) 

l y, = 6cos ocosy l y2 = - H i s i n o s m y . 

J e d e von beiden ents teht aus zwei Componenten mit gleicher Per iode und glei-
cher Epoche; j ede ist also einfach harmonisch; die erste liegt auf der Geraden 

— = — , die zweite auf der Geraden — — . . Ihre Ampl i tuden sind 
x a x a 

c = ^ a 2 - t - A 2 c o s y u n d d = ^ a ' J - ( - 6 2 s i u y . Nehmen wir die beiden Geraden 

— = + — zu Axen der £ und n, so wird demnach 
x a 

£ = c coso, 

7) = d s i na , 
und es folgt 

W - § - » " £ = 1 -d.' 

Die Bahn ist also eine Ell ipse, f ü r welche c und d conjugir te Halbmesser sind. 
Z w e i t e r F a l l : D i e P e r i o d e n s i n d u n g l e i c h . Wähl t man dann den 

Anfang der Zeit so, dass die eine Componente die Epoche Null hat , so bat man 
im Allgemeinen zwei Gle ichungen von der Form 

(37) x = a c o s ( ^ < + c ) , y = ¿cos(?0-
Aus diesen ist t zu e l imini ren; das Verfahren richtet sich nach dem Specialfall, 
der gerade vorliegt. Beispielsweise behandeln wir den Fall p = 2g, a = b = 1. 
Dann ist 

x = c o s ( 2 9 i + E ) , y = COS qt, 

x = c o s 2 g « c o s e — s i n 2 9 < s i n e 

cos2?< - 2 c o s 2 9 < — 1 = 2 / — 1, s i n 2 ? i = 2 y ^ l — y 1 

x = ( 2 y ' — l ) c o s e — 2yVl—y3 sine. 

Specielle Fä l l e : f ü r e = 0 wird x — 2y2 — 1 eine Parabel , für e = — w i r d 

x = —2yyl—y', die mit t lere symmetr ische Curve der F ig . 24. In dieser sind 

die Curvenformen für c = 0, - J - , . . . , ir verzeichnet. 
o o ö 
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Fig . 24. 

W e n n p nicht genau, aber sehr nahe = 2g i s t , erhält man fü r kurze Zeit 
sehr nahe eine der Figuren von 24. Dabei änder t sich aber die Epochendifferenz 
t for twährend, die resul t i rende Bewegung durchläuf t also bei längerer Dauer alle 
möglichen Formen der F ig . 24 von der ers ten bis zur letzten und zurück. 

C. A m P u n k t e s e t z e n s i c h h a r m o n i s c h e B e w e g u n g e n v o n b e l i e -
b i g e r R i c h t u n g z u s a m m e n . 

Der wichtigste Fall ist der, wo die Componenten gleiche Per iode haben. 
Sinti deren n u r zwei vorhanden, so nehmen wir ihre Richtungen zu Coordinaten-
axen und erhalten dann für x u n d y dieselben Gleichungen, wie im Falle B, nur 
mit dem Unterschied, dass sie auf ein schiefwinkliges System bezogen sind. Die 
Bewegung wird demnach hier elliptisch, wo sie im Fall B kreisförmig wa r , und 
bleibt im Allgemeinen elliptisch, wenn sie es dort war. 

Sind beliebig viele Componenten vorhanden, so nehmen wir drei recht-
winklige Coordinatenaxen der x, y, z an . In diesen habe die erste Componente 
die Gle ichungen 

| x, = /, et] c o s ( p i —e,) 

(38) 1 y, = m, <J, cos (pt — e,) 

l z, = n, a,cos(/><—E|) 

die zweite Componente habe dieselben Gleichungen mit der Marke 2 u. s. w. 

I, m, n sind die Project ionsparameter (Cosinus der Richtungswinkel) fü r j e eine 

Bcwegungsr ichtung. F ü r x, lässt sich schreiben 
(39) x, = l, a, (cosc! cos/ i i - t -s ine , s inp/ ) 

en t sp rechend in y und z. Dasselbe gilt f ü r j ede Componente xa , x3 u. s. w. J e d e 
Axencomponente , wie x , , zerfällt demnach von selbst in zwei The i le ; der eine 

von diesen enthäl t cos pt als Veränderl iche, der andere s inpi , d . i . cos ( p i — 

d. h. xi zerfällt wieder in zwei Componenten von gleicher Periode, zwischen denen 

der Epochenunterschied — (Phasenuntersch ied J ) besteht . Durch Summation 

aller gleichart igen Antheile f inden wir also für die Gesammtbewegung von (i 

(40) x = cos pt Ha cos e + s i n pt IIa s in e 
oder kürzer 

f x = P c o s p i - f - / " s i n p i 

(41) j y = Qcosp i + Q ' s inp / 

l i = Rcospt+R'sinpt. 
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Die drei Cosinuscomponenten repräsentiren zusammen eine geradlinige har-
monische Bewegung. Wir setzen 

(42) i 2 = P t + C p + R 2 , 
P Q R (43) COSCt=—y, COSß = - p , COS 7 = - y •» % * 

Legen wir durch den Anfangspunkt die Gerade (a, ß, 7), welche mit den Axen die 
Winkel a, ß, f macht, und nennen die auf ihr gemessenen Abscissen so reprä-
sentiren die Gleichungen x' = Pcosqt, y' = Qcosqt, J = Rcosqt die Bewegung 

(44a) 5 = Ccos ql; 
denn C = P ^ - Q ^ - R . 

Ganz ebenso fügen wir die Sinuscomponenten von Gl. (41) zusammen, setzen 
(45) C'2 = P">+(£*'+R'* 

P' Q' R' 
(46) cosa' = — , cosß' = —g- , cosy' = - ^ r > 

nehmen die Gerade (a', ß', y') zur Axe der tj, wo dann die beiden vorstehenden 
Gleichungen aussagen, dass f = P ' 4 - Q '^ - l t ' , und 

(44 b) rj = C'sin^i. 
Gl. (44a) und (44b) repräsentiren zwei irgendwie gerichtete Componenten, 

die um die Phase ^ von einander differiren, ergeben also zusammen eine ellip-
tische Bewegung. Also: B e l i e b i g v i e l e h a r m o n i s c h e C o m p o n e n t e n v o n 
b e l i e b i g e r R i c h t u n g a b e r g l e i c h e r P e r i o d e e r g e b e n a l s R e s u l t a n t e 
im A l l g e m e i n e n e i n e B e w e g u n g a u f e i n e r E l l i p s e . 

Im allgemeinsten Fall, wo die Componenten in Gl. (38) verschiedene Perioden 
haben, ist zu unterscheiden, ob die gegebenen Perioden mit einander commen-
surabel sind oder nicht. Ist das erstere der Fall, und ist t das kleinste gemein-
schaftliche Vielfache der sämmtlichen Perioden xi, x2 etc., so haben alle Compo-
nenten zur Zeit x dieselben Werthe, wie zur Zeit t , , also hat ja zur Zeit 

x dieselbe Lage, wie zur Zeit l; die von (i beschriebene Curve kehrt in sich 
selbst zurück; im andern Fall tritt dies nicht ein. Im ersten Fall können alle 
Perioden in x ausgedrückt und die Cosinus eliminirt werden, die Gleichung der 
Curve wird also algebraisch; im zweiten Fall ist sie transcendent. 

C. Die Beschleunigungen. 

19. Es sei v oder v(t) eine mit der Zeit veränderliche Ge-

Fig. 25. schwindigkeit, vt = AB 
(Fig. 25) ihr Werth zur 
Zeit , derselbe zur 
Zeit ia sei v, = AC. 
Wollen wir die Verän-
derung, welche v in der 
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Zeit J t = t t — i , erlitten hat, feststellen, so können wir dabei von 

zwei Gesichtspunkten ausgehen. 

E r s t e n s . Wir betrachten blos den Längenwerth der Geschwin-

digkeiten, also die beiden Längen AB und A(J ohne Rücksicht auf 

ihre Richtung. Dann ist der Unterschied zwischen v2 und v, die al-

gebraische Differenz Je, welche gleich 

v3 — v,, (algebraische Geschwindigkeitszunahme), 

ist; schlägt man um A den Kreisbogen BD, so ist DC die Darstellung 

von Jv. 

Z w e i t e n s . Wir berücksichtigen auch die Richtung der beiden 

Werthe von v; dann ist der Unterschied zwischen t>3 und auszu-

drücken durch die geometrische Differenz 

v.J — vi (geometrische Geschwindigkeitszunahme), 

für welche wir Jv schreiben. Sie wird dargestellt durch den Vec-

tor ß C . 

Nehmen wir an, der Zeitraum, in welchem die Aenderung vor 

sich geht, sei ein bestimmter unendlich kleiner Zeitraum dt, also 

AB = v(t) und AC= v(t+dt)\ dann haben wir dem vorigen ent-

sprechend zwischen v(t) und c(t-t-dt) zwei unendlich kleine Diffe-

renzen zu bilden. 

erstens die blosse Längendifferenz v(t-\-di)—v(t) = dv(= DC) 

zweitens die geometrische Differenz v(t-\-dt)—v(t) = d v ( = BC). 

Der Satz, dass v(t-\-dt)—v(t.) = do ist, enthält die Definition des 

gemeinen Differentials. Dementsprechend betrachten wir die Gleichung 

v(t+dt)—v(t)=Av als Definition des geometrischen Differentials du. 

Die beiden Zunahmen de und du treten nun ein in der Zeit dt\ 

wir bilden die Quotienten -^7- und -4t-" Der erste stellt die Ge-

dt dt 

schwindigkeit dar, womit der Längenwerth von v wächst, wir nennen 

vorläufig 

die „algebraische Geschwindigkeitsvermehrung" des Punktes ft. 

Der zweite Quotient stellt die Geschwindigkeit, womit v sich ändert, 

mit Berücksichtigung der Richtung dar. W i r nennen 

dv 

—j^ die „geometrische Beschleunigung" oder schlechthin 

die „ B e s c h l e u n i g u n g " von fi. 
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Der wissenschaftliche Sprachgebrauch weicht hier vom populären ab. Populär 
versteht man unter Beschleunigung eine blosse Zunahme der Geschwindigkeits-

dv 
länge, also , und man sagt z. B. von einem Punkt, er sei nicht beschleunigt, 

wenn sein v constanten Längenwerth hat, einerlei wie seine Bahn geformt ist. 
Dieser Gebrauch des Worts ist ein für allemal fallen zu lassen und die vorste-
hende Definition als allein massgebend zu betrachten. Auch bei Bewegungen, wo 

der Längenwerth von v constant ist, hat die Beschleunigung einen von Null 

verschiedenen Werth, sobald die Geschwindigkeit ihre Richtung ändert. Wäre 
~BÖ 

in Fig. 25 AC an Länge gleich AB, so würde immer noch einen endlichen 

dt» dv 

Werth von bestimmter Richtung besitzen. fällt mit nur dann zusammen 

wenn die Richtung der Bewegung constant ist. 
dv 

Ein Punkt, für den = 0 ist, heisst g l e i c h f ö r m i g bewegt. 

dv 

Selbstverständlich kann sowohl negativ wie positiv sein, sodass 

der Begriff „algebraische Geschwindigkeitsvermehrung" auch das um-

fasst, was man populär Verlangsamung nennt. hat an sich kein 
Vorzeichen, sondern die allgemeinere Eigenschaft der Richtung, vergl. 
2. am Schlüsse. 

dv 
20. • Ist s die Bahnabscisse des bewegten Punktes fi, so 

ds 
ist seine Geschwindigkeit v = , und seine algebraische Geschwin-

digkeitsvermehrung 
n . dv d ( ds \ d2s 
W ~dt ~di X d t ) ~ ' 

dv 
v wächst nun in der Zeit dt um —=— dt. Denken wir uns, dass 

dt 

—jj- (etwa an einem fingirten Punkt «) während der Zeit //< constant 

/
¿h 

bdt, also um b/Jt. 0 
Setzen wir dabei dt — 1, so wächst v um 6, also die a lgebra i sche 
G e s c h w i n d i g k e i t s v e r m e h r u n g b wird g e m e s s e n durch die 
G e s c h w i n d i g k e i t s z u n a h m e Jtv, we l che s ie bei constanter 
W i r k u n g in der Z e i t e i n h e i t hervorbr ingt . Der zur Zeit (vor-
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handene Werth der algebraischen Geschwindigkeitsvermehrung kann 

also auch definirt werden als diejenige Grösse, um welche die Ge-

schwindigkeit von fi in der Zeiteinheit algebraisch wachsen würde, 

wenn die zur Zeit t an vorhandene Geschwindigkeitsvermehrung eine 

Sekunde lang constant an ihm thätig bliebe. 

Einheit der algebraischen Geschwindigkeitsvermehrung ist demnach 

diejenige algebraische Geschwindigkeitsvermehrung, bei deren con-

stanter Wirkung in der Zeit 1 die Geschwindigkeitszunahme 1 er-

zeugt wird. 

Entsteht durch die constante algebraische Geschwindigkeitsvermeh-

rung - J - in «Sekunden ein Geschwindigkeitszuwachs von s o 

finden wir durch Division von J mit n. Dabei ist ä mit der 
dt 

cm 
Benennung - — , n mit der Benennung Secunde behaftet; wir schreiben 

86C 

also entsprechend dem bei der Geschwindigkeit gesagten die Zahl ~ 

., , ,, centimeter 
mit der Benennung . , , oder 

secunde. secunde 

« cm 
1 Einheit der algebraischen Geschwindigkeitsvermehrung = 1 r 

S6C 
oder 

Dim f " " ' - ( L ) « - (5 ) - ( T>) ' 

welche Gleichung nichts anderes aussagt, als dass man, um eine alge-

braische Geschwindigkeitsvermehrung auszurechnen, eine Längenzahl 

zweimal nach einander durch eine Secundenzahl dividiren muss. 

Ist zur Zeit tl die Geschwindigkeit t'j, ist — von tx bis zu 

einem späteren Zeitpunkt t gegeben, so ist die Geschwindigkeitszu-

nahme Jv, die von t, bis t stattfindet 

dt 

und die Geschwindigkeit zur Zeit t ist i>, -+-dv. Die Einzelheiten der 

Integration werden später behandelt. 

Der mittlere Werth der algebraischen Geschwindigkeitsvermehrung 

während der Zeit t—t. ist oder — - — f dt. 
dt t—t. J dt 

' i, 
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21. Die Beschlennigmig. dw ist eine unendlich kleine, nach 
Grösse und Richtung bestimmte Aenderung von v, welche in der Zeit 

du 
dt eintritt. Denken wir uns, die Beschleunigung bleibe während 

der endlichen Zeit dt unveränderlich = b, so ändert sich v in jedem 
Zeittheilchen dt um bdt, und alle diese Aenderungen sind mit b gleich 
gerichtet, setzen sich also durch einfache Addition zusammen. Ihre 

r.u 
Summe ist dv =1 bdt = bdt, welches die Richtung von b hat. 

u 
Nach der Zeit dt ist also zu dem ursprünglichen v eine Componente 
do von der Grösse bdt und der Richtung b getreten. Setzen wir 
dt = 1, so wird d¡v =. b, also ist b durch dies Ayv nach Länge und 
Richtung bestimmt. Wir können also die Beschleunigung auch wie 
folgt deiiniren: W i r k t d i e zu r Z e i t t v o r h a n d e n e B e s c h l e u n i -
g u n g e i n e S e k u n d e l a n g c o n s t a n t auf den P u n k t t , i s t d e s s e n 
G e s c h w i n d i g k e i t z u r Ze i t t g le ich v u n d z u r Z e i t t-4-1 g le i ch 

so i s t d ie C o m p o n e n t e d t v d ie B e s c h l e u n i g u n g z u r 
Z e i t t. 

Die Beschleunigung wird hiernach dargestellt durcli den Vector, 
der eine (gerichtete!) Geschwindigkeitsänderung in der Zeit 1 angiebt. 

dv Ihre Dimension ist demnach dieselbe wie die von —i—, nämlich dt 
Geschwindigkeitsincrement Länge .. , „ , cm . . . . 

íí r = r-s- . -r , ihre Einheit 1 § : hierbei 
Zeit Zeit. Zeit sec 

ist aber das Centimeter mit einer bestimmten Richtung zu denken. 

Der geometrische Vector, welcher die Geschwindigkeitsänderung 

nach Grösse und Richtung repräsentirt, ist die geometrische 

Darstellung von • 

dv kann im concreten Fall als irgend eine Funktion gegeben 

sein. Zur Bezeichnung dieser Funktion wählen wir allgemein den 
Buchstaben ü , über den ein Punkt gesetzt wird, um daran zu er-
innern, dass die Beschleunigungen auf der Stufe der Differentiation 
um eine Ordnung höher stehen als die Geschwindigkeiten. 

22. Die Beschleunigung in Coordinaten, Zusammensetzung etc. 
Die Beschleunigung ú ist nach dem Vorstehenden ein Vector, dar-
zustellen durch einen geometrischen Vector, der die gerichtete Grösse 
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„Geschwindigkeitsänderung in der Zeiteinheit" darstellt. Die Coor-
dinaten dieses Vcctors heissen demgemäss die Coordinaten der Be-
schleunigung; wir bezeichnen sie mit ü^, üy , ü2. Selbstverständlich 
bestehen zwischen ü und seinen Coordinaten dieselben Gleichungen 
wie zwischen v und vx, v^, vz-, die Art , in welcher ü durch üx etc. 
bestimmt wird, ist dieselbe wie bei v. 

Jede Geschwindigkeitsänderung in der Zeit 1 ist eine Geschwin-
digkeitsgrösse, also kann sie auch wie eine Geschwindigkeit zerlegt 
und mit anderen ihres Gleichen zusammengesetzt werden; daher: 

Beschleunigungen werden wie Geschwindigkeiten zusammengesetzt 
und zerlegt. Diese Festsetzung partieipirt vorläufig an der Subjecti-
vität der in 13. gegebenen. 

Die Coordinaten einer Beschleunigung sind zugleich ihre Compo-
nenten nach den Axenrichtungcn. 

Man denke sich, dass in Fig. 25 AB die Geschwindigkeit v zur 
Zeit t, AC die Geschwindigkeit zur Zeit t-\-dt, also BC' = \idt = di> 
sei, und projicire die ganze Figur auf die x-Axc. Dann wird 

(1) Proj. (AB) = « i t(0i (2) IVoj. (AC) = vx(t+dt), 

also (3) \\xdt = Proj. (du) = vx(t-\-dt)—vx(t). 

Dies ist aber dvx, die Zunahme von vx, welche in der Zeit dt 
eintritt; also ist 

dvx 
(4) Ù, - - dt 

d. h. wie bei ¡der Geschwindigkeit: Die ¿»-Coordina te von ü i s t 
zug l e i ch die B e s c h l e u n i g u n g de r P r o j e c t i o n von n auf die 
Axe de r x. Dasselbe gilt gleichzeitig für die beiden andern Co-

ordinatenrichtungen. Nun ist vx = —j—, also statt (4) auch zu 

schreiben: 
,,-s . d'x . d'y . d?z 
(5) = ~ ü i ~ , Uy = - J r > u, = df ' ' di' ' £ dta 

Die drei Coordinaten von ù sind die zweiten Differentialcoefficienten 
nach t von den Coordinaten des Punktes ju. Sie heissen auch die 
Seitenbeschleunigungen von [i. Ist demnach der Ort von fi durch 
drei Gleichungen x — j\(t), y = /¡(t), z — f3(t) gegeben, so hat man 

d2x 

die drei Differentialquotienten u. s. w. zu bilden, und dieses 

sind dann die Coordinaten von ù. 
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B e i s p i e l e v o n B e s c h l e u n i g u n g s b e s t i m m u n g e n . 1) ¡jl bewege sich 
gleichförmig auf einem in der x^-Ebene gelegenen Kreise vom Radius ct. Als 
Anfangslage nehmen wir x = a, y = 0 ; es sei v — c, dann ist 

(1) 

x = «COS 

y = a s m 

(2) 

dx . et 
= —csin 

dt a 
du et 

—,-- — ccos 
dt a 

(3) 

et 
1 a 

et 
a 

d2X c- et 
dt* ~ a cos , a 

d'y c3 et 
lly = 1t* a 

sin 
a 

»X 
Resultirende Beschleunigung ü = + = — u n d die Cosinus ~~ 

haben das Vorzeichen — , also ist die Beschleunigung einwärts gerichtet. 

Ferner ist, wie sich aus dem Vergleich von (3) mit (1) ergiebt, —— = , also geht 
»y y 

li durch den Mittelpunkt des Kreises. 

2) Einfach harmonische Bewegung. Die Gleichungen in x des vorigen Bei-

spiels stellen eine solche dar ; die Beschleunigung ist nach Gl. (3) selbst pe-

riodisch. Aus (1) und (3) folgt u = — d . h. die Beschleunigung ist der 

Elongation proportional und (wegen des Zeichens —) stets nach dein Mittelpunkt 
der Bahn gerichtet. 

3) Die parabolische Bewegung x = cos 2qt, 
y = cos qt aus Fig. 24. Wir finden 

11 x = —4«7!cos27<, lly = —g-cosqt . 
u ^ ^ Uy 

Fällen wir also vom Punkte 

S die Ordinate (Fig. 26), wählen P in J der-
selben, so ist PO die Richtung der Beschleu-
nigung in «S. 

Wir zeigen zum Schluss noch, in 

welcher Beziehung die algebraische Ge-

schwindigkeitsvermehrung zu den 

Componenten der Beschleunigung steht. Da v = ) / t s o ist 

(6) 

dv 

~df 
Vx 

V 

Vx 

dvx 

dt 

d'x 

dt1 

dv„ 

v dt 

d'y 

v dt* 

v, dv, 

v dt , d'z 

d f 

V V V 
Hierin sind ——, ——, —— die drei Cosinus von v mit den Axen. 

V V V 
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R e c a p i t u l a t i o n . Der Leser stelle sich die Formeln, welche 
die Beziehungen zwischen einem Vector und seinen Coordinaten im 
rechtwinkligen dreiaxigen System ausdrücken, in Gedanken zusammen. 
Wird der Vector mit F bezeichnet und macht er mit den Axen die 
Winkel a, ß, y, so ist 

Vx = Fcos«, Vy = Vcosß, Vt = Fcosy, 

V= V x + Fy-+- F = Y W + Vy-h V? = F xcosa-t- Fycos/S-+- F c o s / . 

Ist F = F'-+- F " + F ' " 4 - etc., so ist 

Vx — V'x-\- Vx-\- Vx'-\ 

Das gilt gleichmässig für 1) rein geometrische Vectoren, 2) Geschwin-
digkeiten, 3) Beschleunigungen. Stellt V eine Geschwindigkeit dar, 

so ist Vx = , stellt es eine Beschleunigung dar, so ist Vx = , • 

Wählt man einen willkürlichen Punkt 0 , so hat der Vector, 
welcher Art er auch sei, ein Moment in Bezug auf 0 , für welches 
die in 7. ff. aufgestellten Sätze gelten. 

23. Tangential- und Normalbeschleunigang. Es sei v = KlN, 
Fig. 27, die Geschwindigkeit eines Punktes /« 

zur Zeit t, wo dann 
MN zugleich die Richtung der Tangente an 
die Bahn ist; MK sei die Geschwindigkeit F ' s " 
zur Zeit t-j-dt-, dann ist also NK die un-
endlich kleine Componente üdt, um welche 
sich die Geschwindigkeit in der Zeit dt ge-
ändert hat. Die Ebene MNK geht durch zwei aufeinanderfolgende 
Tangeuten der Bahn, ist also die Hauptkrümmungsebene derselben 
an der betrachteten Stelle. NK liegt in der Ebene MNK, also 

„die Beschleunigung liegt in der Hauptkrümmungsebene der 
Bahn«. 

Schlagen wir nun in dieser Ebene um M einen Kreis mit dem 
Radius v, und ist NL das Element dieses Kreises, so ist aus der 
Figur 

(1) NK = Nl^-LK oder 
NL „ LK 

Die Beschleunigung ist damit in zwei Componenten zerlegt, von denen 
LK die eine, J , in die Tangente fällt, die andere senkrecht dazu steht. 
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Wir nennen ^ ^ die T a n g e n t i a l b e s c h l e u n i g u n g ü r , und dt 6 — « — —5—6 d t 

LK 
die N o r m a l b e s c h l e u n i g u n g üK. Offenbar ist ^ dieselbe Grösse, 

• dv 

die wir früher mit bezeichnet haben. Die Tangentialbeschleu-
nigung ist identisch mit der algebraischen Geschwindigkeitsvermeh-
rung; die letztere ist also die in die Bahnrichtung fallende Compo-
nente der Gesammtbeschleunigung. 

Das hätte sich auch aus 22. Gl. (6) schon ablesen lassen. Denn wenn ü 
mit den Axen die drei Winkel a, ß, y macht und v oder ds die Winkel <x', ß', f ' , 
so lässt jene Gleichung sich schreiben 

(3) = ü(cosacos a'-t- cos ß cos ß'—I— cos f cos f '). 

Die Grösse in der Klammer aber ist der Cosinus des Winkels, den ü mit ds 
macht; nennen wir diesen TJ, SO ist 

(4) — = ucos?? = u r , 

was auch aus der Figur direkt zu ersehen. Wir führen für die Grösse 

oder üT von jetzt ab den Namen T a n g e n t i a l b e s c h l e u n i g u n g . 

Die Normalbeschleunigung ist 

(5) ü , = üsinij. 

Dabei ist Z. KMN der Contingenzwinkel de zweier aufeinanderfolgen-
den Bahnelemente, also NL = MN.de oder nach Division mit dt 

(6) = 

de ist zugleich der Winkel, den die beiden den Zeiten t und t+dt 
de 

entsprechenden Normalen miteinander machen; also ist die Win-
kelgeschwindigkeit, mit welcher sich /u um den augenblicklichen 
Krümmungsmittelpunkt dreht, und wenn Q der Krümmungshalbmesser, 
ds das Bogenelement der Bahn ist, so hat man 

(7) ds = Qde. 

ds Berücksichtigt man v = , so ergiebt sich 
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de 

M i t dieser Gle ichung kann m a n aus ( 6 ) e n t w e d e r v oder e l imi -

n i r e n und b e k o m m t dann 

« (4)' 
oder 

vs 

( 1 0 ) ü , = — • 

D i e letztere Gle ichung als die e infachere wird a m m e i s t e n gebraucht . 

In S u m m a erhalten wir also für ü die Gle i chungen 

. . - . dv - v* dv ^ ( d e V 

hier in ist ü r die Componente der Besch leun igung , w e l c h e die Ge-
schwindigke i t s länge , üK diejenige, w e l c h e die Geschwindigke i t sr ichtung 
afficirt; von der letzteren hängt die K r ü m m u n g der B a h n ab. 

D a üT senkrecht auf s teht , versteht s ich v o n selbst , dass 
ü® = ü £ + ü j ! . Ist d ie Bahn gerade, so i s t ü , = 0 , bei g le ichförmiger 
B e w e g u n g ist ü r = 0 . 

Man kann die Tangential- und Normalbeschleunigung direct in 

d'-x d^y d~ z 
ausdrücken. Was die erstere angeht, so ist in Gl. (3) 

cPx d-y d2z 1 dx ücosa = ——-, ücosß = —TT-, ucosr = —rz-, und ferner ist cosa = ;— 
dt* ' r dt- ' ' dt' v dl 

u. s. w. Also gibt Gl. (3) 
1 j dx d'x dy d'y dz <Pz 1 

(12) = — — — + — — } , 

womit ÜT in der verlangten Weise dargestellt ist, wenn man 

einführt. 

Um uy ähnlich auszudrücken, bedenke man zunächst, dass c/e der Winkel zweier 
aufeinanderfolgenden Tangenten an die Bahn ist. Legt man an den Coordinaten-
anfang 0 zuerst eine Gerade OA, welche der Tangente zur Zeit t parallel ist, 
hierauf eine zweite Gerade OB, welche der Tangente zur Zeit t + dt parallel ist, 
so ist dt = Z. BOA. Macht man OA und OB an Länge gleich der Längenein-
heit, so ist der unendlich kleine Kreisbogen AB gleich dem Winkel dt. Nun 

1 dx 1 du 
macht OA mit den Axen die Richtungscosinus cosa' = — — c o s ß ' = — — — , 
COSY' = — — , und wenn OA die Länge 1 hat , sind die Coordinaten seines v dt 
Endpunktes 
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J dx_ J_ dy_ 1 dz 
v dt ' v dt ' v dt 

Entsprechend sind die Coordinaten des Endpunktes B 
1 dx d ( l d x \ 1 dy d ( 1 dz \ 1 dz d f 1 dz \ 
v dt ~i"dt\~~dt') ' ~V~di + ~d{\V^dt/ t' v Ä + r f T U Ä i ' " -

Die Länge der Strecke AB ist also 

Durch Ausführung der Differentiationen ergibt sich 

i ( d t v _ r d ' x d x dv~\2 r jy d v t r — — t 
\~dT' ~Lv~d?~~di~ i ü j + L v I P ~ I Ü "¿rJ + L " d e ~ n r dt J 

9 de I" dx <Px dy d2y dz d*z~I 
~"V~di\-~dT ~dP~*~~dT ~dP~*~HT ~di* J ' 

Wendet inau hierauf die Gleichung an, welche sich aus der Differentiation des 
Satzes 

ergibt, nämlich 
dp dx iPx dy iPy dz d-z 

V~dt ~ ~dt ~lp~~*~~dT ~dP +~dt~ ~dP~' 
so reducirt sich die vorstehende Gleichung auf 

- ( f f -

_ r dx_ <Px_ dy^ d*y_ dz d'lz 
L~dT ~dP~ + dt dt' + dt dP~J ' 

und dies ist identisch mit 

* ( d z V— ( d x d i y — d y ^ ' Y ( d 2 z — d z 

" \~dt' ~ WT ~dP dt TP"/ + WT dP~~dT ~dPl 
fdz^ 

+ wT dp dt dp'' 

Nach Gl. (6) ist nun 

also folgt aus (14) 
. _ 1 l/( dx d2y dy d'x\* (dy d2z dz cpy\- / dz d-x dx d'zV' 

(la) u , — — y Vdi rf<~ ~dp) + \liilip~~dt~dpl +\dt~dp~~lh~dp) ' womit auch ü? in der verlangten Weise ausgedrückt ist. 

24. W i n k e l - u n d R a d i a l b e s c h l e n n i g n n g . Bewegt sich der 
Punkt fi in einer Ebene und beziehen wir ihn mit Hülfe von Polar-
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coordinaten r und cp auf einem festen Punkt 0 derselben, so heisst 

seine Winkelbeschleunigung, —jpr seine Radialbeschleunigung. 
dt u' 

Sind und gegeben, so sind die vorstehenden Grössen durch 
dt dt 

einfache Differentiation nach t herzustellen. 

cPr 

Bewegt sich (JL itn Raum, so können wir ausser die Winkelbeschleuni-

gungen auf dem Meridian und auf dem Parallelkreis, und bilden, die 

indessen selten gebraucht werden. 

Wir stellen für den Fall der Ebene die Beziehung zwischen der 
Totalbeschleunigung ü und der Winkel- und Radialbeschleunigung her, 
und zwar, um auch diese vielfach brauchbare Methode einmal anzu-
wenden, mit Recurs auf die Cartesischen Coordinaten. Die Funda-
mentallinie des Polarsystems sei zugleich x-Axe in einem rechtwink-
ligen System. Dann ist 

(1 ) ¡r = rcosy, y = rs iny , 

. . . d>x ("dV f d y V 1 . f d \ iC)d<pdr-1 

d%y r d'<p ~ da d r l . f d ' r ( d w V ] 
(3) = cos 9 [ r + 2 - $ - ^ J + s . n 9 J . 

Wir wollen nun ü in zwei Componenten zerlegen, von denen die eine 
ür in die Richtung des Radius fällt, die andere senkrecht dazu 
steht. Zu dem Zwecke betrachten wir die Richtungen von ür und 

ü„, als ein neues Paar von Coördinatenaxen, und sowie 
* dt dr 

als zwei Beschleunigungen, deren Resultante in diesen neuen Coordi-
naten ausgedrückt werden soll. Es folgt 

, , , . d'x , N d'u 
(4) ur = -¿p-• cos(«, r ) + - ^ r c o s ( y , ?•), 

. d'x , . „ d*y , . x 
( 5 ) = -¿¿r c o s 0 , u , ) + —ßrcos(y, 

Da nun cos(#, »•) = cosy, folgt cos (y, r) — s iny, cos (x, üy,) 
= —siny , cos(y, ü v ) = cosy, und damit wird 

. d3x d*y . d'r ( dw\' 
( 6 ) u ' = - w c o s 9 + - J r s m ( f > = ' 

H u d d e , Mechanik. I . 6 
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,n\ . . d?y d'a „ dtp dr 

und durch die Gleichung 

(8) ü = ü r 4 - ü v 

ist nun ü in u. s. w. ausgedrückt. Selbstverständlich ist 

ÜJ = ÜM-Üj . 

<Pr cPo 
Sind - r s - und 7 in dem Intervall von t, bis t gegeben, so hat man für dt' dt 

die Zunahme ¿i von und während dieses Intervalls die immer gültigen, dt dt 6 5» 
aber nicht immer ausführbaren Integrationsgleichungen 

-t d'r 

(9) 

*> d t 

\dt> J dt2 

25. Sectorenbeschleunigung. Wir nehmen zunächst an, ft 
bewege sich in der Ebene und sei mittelst Polarcoordinaten in dieser 
Ebene auf den festen Punkt 0 bezogen. S sei der Sector, welcher 
zwischen r, der Bahn und der Fundamentallinie enthalten ist; dann 

dS 

heisst nach 14. die Sectorengeschwindigkeit, und dementsprechend 

d3S nennen wir , die Sectorenbeschleunigung. Da nach 14. Gl. (14) 

CD ^ W dt *r dt ' 
so ist 

d*S dr dg> , d*(p 
(2) = dt* dt dt 1 dt 

Vergleicht man diesen Ausdruck mit Gl. (7) des vorigen Para-
graphen, so findet sich 

(3) 2 4 F = r ü , f 

also die doppelte Sectorenbeschleunigung ist das Produkt aus dem 
Radiusvector und der senkrecht zu ihm stehenden Componeiite von ü. 
Dies Produkt lässt sich noch einfacher ausdrücken: fällen wir von 0 
ein Perpendikel auf ü, welches die Länge S hat , so macht dies mit 
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r einen Winkel Denselben Winkel macht ü̂ , mit ü; also ist 
ü i , = ücös^ und r ü v = rcos^.ü = ü i ; also ist r.ti,, das Moment 
der Beschleunigung ü in Bezug auf 0 und 

ja o 
(4) 2 - J — M W . 

D i e S e c t o r e n b e s c h l e u n i g u n g in der E b e n e i s t das h a l b e 
M o m e n t der B e s c h l e u n i g u n g in Bezug a u f 0 . Ist demnach ü 
in rechtwinkligen Coordinaten durch üx und üy gegeben, (der Anfangs-
punkt falle mit 0 zusammen) und sind x, y die Coordinaten von ju, 
so ist 

Zweitens bewege sich n im Raum in einem rechtwinkligen System 
der x, y, z, dessen Anfangspunkt 0 ist. Dann ist nach 14. 

(6) 

dS dz 
dt 

d y 
dt 

2 d S » 
dt 

1 dt ~ x dt —y 

dx 
~dt 

dx 
W 

dz 
~df 

Diiferentiirt man die Gleichungen nach t, so erhält man nach einer 
in die Augen fallenden Hebung 

(7) 

2 ^ = 
dt' — y-

d'z d?y_ 

W * dt' ' 

„ d'S, 

o _ 
dt 

£x 
dt' 

— x 
dt*' 

dtJ 
= x d'y 

Die drei Grössen 
«PS, d'Sv 

dt' 

d*S. 

d>x 
dt1 

sind die Sectorenbe-
dt1 ' dtJ ' dt* 

schleunigungen in der Projection der Bewegung von ¡u auf die Coor-
dinatenebenen. Fügt man sie durch das Zeichen 4 - zusammen, so er-

d'S 
hält man eine Resultante, die wir mit —¿¿r bezeichnen und „die 

Sectorenbeschleunigung von fia nennen. 
In (7) stehen nun rechts die Grössen yüz—züy u. s. w. Das siud 

die Momente der Beschleunigungen in den drei Projectionen der Be-
wegung von (x auf die Coordinatenebenen. Gl. (7 ) enthält also den 
Satz: Die Componenten der S e c t o r e n b e s c h l e u n i g u n g s ind die 
h a l b e n M o m e n t e der B e s c h l e u n i g u n g e n in den dre i P r o j e c -
t i o n e n a u f die C o o r d i n a t e n e b e n e n . 

6 * 
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Setzt man die drei Momente yüt—züy, züx—xü2, x\i,j—yür 

zusammen, so erhält man das Moment von ü in Bezug auf 0 . Nach 
Gl. (4) ist dies gleich der Sectorenbeschleunigung in der Ebene, welche 

d'S 
durch ü und 0 geht. W e n n wir also — j j r definiren als die Resul-

. . d'Sx „ d'S, - d'S, . . . .. , , d'S . , 
tante + so ist damit gesagt, dass in dem-
selben Sinne, wie das Wort in Gl. (3) gebraucht wurde , die Sec-
torenbeschleunigung von (i ist. 

Es folgt aus allem Vorstehenden, dass Sectorenbeschleunigungen 
eben sowohl wie Sectorengeschwindigkeiten als Momente behandelt, 
auf ihren Axen dargestellt, zerlegt u. s. w. werden können. 

Ist die Sectorenbeschleunigung auf einen Punkt 0 bezogen, der 
nicht mit dem Anfangspunkt des Coordinatensystems zusammenfällt, 
sondern in 17, f liegt, so ist in den Gl. (5) und (7) x—§ statt x, 
y—ij statt y, z—£ statt 2 zu setzen. 

Nebenbei ergiebt sich aus dem obigen die Bemerkung, dass 
d'z d'y , T . , . . . dz du . 

y - ^ T — z ~ c f f r genaue Dinerentialquotient von y z~dt 

oder, was dasselbe sagt, dass y — j t
 Z ~ d f In tegralfunction von 

d'z d'y 
z foi ist, und dass Entsprechendes in 2, x wie s, y statt 

hat . Hierauf beruht die Bedeutung der Sectorenbeschleunigungen 
und -geschwindigkeiten für die Mechanik des Punktes. 

Aus (4) und (7) folgt nämlich ein sehr einfacher Satz von grosser 
Wichtigkeit: Geht im Fall der ebenen Bewegung die Beschleunigung 

d'S 

durch den festen Punkt 0 , so ist M(ü ) = 0, also ^ = 0 , also durch 

dS Integration — const. d. h.: geht die Beschleunigung durch 
den Punkt 0 , so ist die Sectorengeschwindigkeit constant; der von 
0 aus gezogene Radiusvector beschreibt in gleichen Zeiten gleiche 
Räume. 

Bewegt sich ü im Raum, so können wir dieselbe Bemerkung auf 
Gl. (7) anwenden: geht die Beschleunigung ü beständig durch die 
tf-Axe, so geht ihre Projection auf die yz-Ebene beständig durch den 

dS 

Anfangspunkt. Also wird dann M x (ü ) = 0 und = const. d. h.: 

geht die Beschleunigung beständig durch eine gerade Linie, und pro-
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jicirt man die Bewegung auf eine Ebene, welche senkrecht zu dieser 
Linie steht, so ist in dieser Projection die Sectorengeschwindigkeit 
constant. In dieser Form gilt der Satz gleichzeitig für die y- und für 
die z-Axe, überhaupt für jede Gerade. 

Geht die Beschleunigung gleichzeitig durch 2 Coordinatenaxen, so 
geht sie auch durch die dritte, also gilt dann der vorstehende Satz 
für alle drei Coordinatenebenen. 

26. Deviation. Der bewegliche Punkt Fig. 28. 
/1 gehe zur Zeit t, von dem Punkt M, Fig. 28, 
seiner Bahn aus; # sei ein unendlich kleiner 
Zeitraum, und zur Zeit sei fi in N 
angelangt. Existirte keine Beschleunigung, 
so wäre fi von M aus auf der Tangente mit der constanten Ge-
schwindigkeit v ) weitergegangen und befände sich zur Zeit 
an irgend einem Punkt L der Tangente. Der Ortsunterschied LN 
ist also durch die Beschleunigung in der Zeit d- hervorgebracht; er 
heisst die Deviation von fi und soll aus v und ü bestimmt werden. 

Zur Zeit hat [t die Coordinaten y t , z n die Seitengeschwin-
dx 

digkeiten — u . s. w. Bewegte sich also [i auf der Tangente, so 

wären seine Coordinaten am Ende von 

CD s = n = * = 

Bei der wirklich stattfindenden Bewegung sind aber x, y, z Functionen 
der Zeit; 

(2) « . ^ s p C O , y, = MO, 

und nach der Zeit # ist 

(3) x = <p(t, u. s. w. 

Da # unendlich klein ist, darf auf diesen Ausdruck unbedenklich 
die Taylor'sche Reihe angewendet werden; sie giebt 

„ dx, d*x, ö* dzx. (5) = xt dt ' 2 df ' 3! dt3 

Hieraus ergiebt sich für die Differenz zwischen x und J , die wir Sx 



86 Phoronoraie des Punktes. 

nennen wollen 

(6) = = + 

Weil & = — , verschwinden hierin alle Posten mit Ausnahme oo 
des ersten, also wird mit Uebertragung der Betrachtung auf die 
beiden anderen Axen 

sns . _ d^ _ V cfy _ d*z 
0 x ~ ~ 2 ' <ft* ' 2 ' <fc* ' 2 ' 

und daraus die Deviation 6 durch Zusammensetzung 

(8) d = J,4-^4-4 = 4 * . 

Die Deviation ist also ein unendlich kleines zweiter Ordnung. Sie 
hat die Richtung von ü, weil <Jx:ij,:i, = üj-rü^ü,. 

Man denke sich einen Punkt, der zur Zeit tx die Geschwindigkeit 

Null hat und mit der Beschleunigung ü von L ausgeht. In irgend 

einem zwischen und liegenden Zeitpunkt t ist seine Geschwin-

digkeit J üdt = ü(t—£,). Der Weg, den er in der Zeit # zurück-

legt, ist also I ü( i— t , )dt — d. i. ¿. Es ist also LN der Weg, 

den f.i zurücklegen würde, wenn bloss die Beschleunigung die Ursache 
seiner Geschwindigkeit in der Zeit # wäre; ML dagegen ist der Weg, 
den jit zurücklegen würde, wenn ü nicht existirte und bloss die an-
fängliche Geschwindigkeit v von ¡x thätig wäre. Das Bahnelement 
ds = MN präsentirt sich demnach als die Resultante 

(9) ds = „tf-^ü^-

„Der ganze Weg, den jti in der Zeit # zurücklegt, ist die Resultante 
zweier Wege; von diesen wird der erste bloss vermöge der zur Zeit t 
vorhandenen Geschwindigkeit, der andere bloss vermöge der zur gleichen 
Zeit vorhandenen Beschleunigung zurückgelegt." 

In dieser Form ist der Satz von der Deviation eine unmittelbare 
Folge aus den Grundsätzen der Zerlegung und lässt sich auch für 
endliche Zeiträume aufstellen. Wir nehmen zu dem Ende an, es habe 
ein Punkt fi zur Zeit Null die Seitengeschwindigkeiten v'x, v'y, v'„ und 
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in der Zeit von Null bis t.t seien an ihm die Seitenbeschleunigungen 
ü , , üy , ü, thätig. Dann ist zur Zeit t 

V* = K + f Ü; dt, 

also zur Zeit t„, wenn der Weg der .z-Projection von fi mit dx be-
zeichnet wird 

(10) /
h /•<—<! /•' 

vxdt = I v'xdt-h I dt I üxdt. 

Hier ist auf der rechten Seite das erste Integral der Weg, den x 
zurücklegen würde, wenn es die constante Geschwindigkeit v'x während 
der ganzen Zeit dt beibehielte; und das zweite Integral ist der Weg, 
den x machen würde, wenn es die Anfangsgeschwindigkeit Null und die 
Beschleunigung ü* während der Zeit d t hätte. Wir können das erste 
Integral den „Weg der Anfangsgeschwindigkeit" ditX, das zweite den 
„Beschleunigungsweg" //,-,, c nennen. Dann ist, da Entsprechendes auf 
allen drei Axen gilt, 

Jx = 

(12) = 

dz = dUz-+-

Bezeichnen wir den ganzen Ortsunterschied (geradliniger Vector, 
der von der Anfangs- zur Endlage führt), den i in der Zeit dt von 
Null bis t2 erleidet, mit d, so ergeben die Gleichungen (12) durch 
Zusammensetzung 

( 1 3 ) d = dl4-dil 
und hierin ist d, die Verschiebung, welche ju erleiden würde, wenn 
er die Anfangsgeschwindigkeit constant beibehielte, J;, aber die Ver-
schiebung, welche an fi auftreten würde, wenn die Anfangsgeschwin-
digkeit Null und bloss die Beschleunigung in der Zeit dt an ihm 
thätig wäre. 

Wendet man den Satz (13) auf einen unendlich kleinen Zeitraum 
Jt = it an, so ist ds der resultirende Ortsunterschied, und, weil ü als 

constant angesehen werden kann, ist j dtj üdt = also er-
t — o u 

giebt sich unmittelbar Gl. (9). 

Für eine geradlinige und gleichförmige Bewegung ist die Deviation Null ; 
für eine geradlinige fällt sie in die Richtung der Bewegung, für eine gleichför-
mige ist sie, wie die Beschleunigung, normal zur Bahn. 
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27. Hülfscurven. 1. Curve der Tangent ia lbesch leuni -
gung. Wie die Geschwindigkeiten, so kann man die Tangential-
beschleunigungen übersichtlich darsteilen, indem man die Zeit als 

Abscisse und die zugehörigen Werthe von als Ordinaten aufträgt. 

Dasselbe gilt für andere Componenten von ü. 
2. Hodograph. Derselbe hatte die Gleichungen 

(1) i = vx, r1 = v!/, £ = vz, 

wo rj, £ die Coordinaten eines Hülfspunktes e sind, der sich (gleich-

zeitig mit jit) auf dem Hodographen bewegt. Aus (1) folgt unmittelbar 

d3x dr, d'y d£ d'z 
^ ~di ~ ~3T ~~ ~df~' ~~dt ~ d? ' 

Die Componenten der Geschwindigkeit im Hodographen sind also 
identisch mit den Componenten der Beschleunigung in der Bahn. Die 
Geschwindigkeit im Hodographen ist demnach identisch mit der Be-
schleunigung von fi. Die Richtung der Beschleunigung zur Zeit t 
wird also durch die dem Augenblick t entsprechende Tangente an den 
Hodographen dargestellt. Ist im Besonderen die Beschleunigung von 
constanter Richtung, so ist der Hodograph eine gerade Linie. 

Die Integration der Gleichung für die Tangentialbeschleunigung. 

28. Nach dem bisherigen kann die Bewegung eines Punktes be-
stimmt sein: 

Erstens, indem sein Ort als Function der Zeit gegeben ist. Dabei 
kann der Ort von /i entweder durch eine Bahnabscisse s auf bekannter 
Bahn, oder er kann durch drei Coordinaten x, y, z ausgedrückt sein; 
im ersten Fall haben wir eine Gleichung s = / (£ ) , im zweiten Falle 
drei, x = f x ( t ) , y = f v ( t ) , z = f t ( t ) . Wir finden dann seine Ge-
schwindigkeit durch Differentiation dieser Gleichungen; einerseits ist 

v — -^y-, andrerseits ist vx = u. s. w. Wir finden ferner die 
dt dt 

Grössen von der Ordnung Beschleunigung durch eine zweite Differet-
. . dv d7s . d'x 

tiation: uT = = ux = ^ u. s. w. 

Zweitens, indem seine Geschwindigkeit als Function der Zeit oder 
des Ortes oder beider gegeben ist. Wir finden dann seinen Ort durch 
Integration nach 15., wobei eine Anfangsbedingung „zur Zeit ti ist i, 
oder xlt yl, z,, der Ort von /i" gegeben sein muss, wenn das Probien 
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völlig bestimmt sein soll. Die Tangentialbeschleunigung bezw. 

d3u; 
die .Seitenbeschleunigungen etc. finden sich, wie im ersten Fall, 

durch blosse Differentiation. 
Drittens kann nun der Fall eintreten, dass in dem gerade vor-

liegenden Problem nicht Ort oder Geschwindigkeit gegeben sind, son-
dern dass aus den Bedingungen des Problems eine Gleichung für die 
Beschleunigung oder deren Componenten hervorgeht. In diesem Fall 
bietet sich die Aufgabe dar, aus den gegebenen Bedingungen für die 
Beschleunigung bezw. für deren Componenten die Geschwindigkeit und 
den Ort von /i zu bestimmen. Da die Beschleunigungsgrössen sämmt-
lich Differentialquotienten zweiter Ordnung sind, so werden dann die 
Grundgleiehungen des Problems Differentialgleichungen zweiter Ord-
nung; zur vollständigen Lösung derselben sind also je zwei Integra-
tionen erforderlich. 

Den einfachsten Fall dieser Art haben wir vor uns, wenn wir 
voraussetzen, |U bewege sich auf bekannter Bahn, und alle vorkommen-
den Bestimmungen seien auf die Bahnabscisse s bezogen, der Ort von 

ds 
¡.i werde durch s ausgedrückt, seine Geschwindigkeit als und die 

Grösse, für welche das Problem eine Gleichung liefert, sei die Tan-
d!s 

gentialbeschleunigung f iesen Fall wollen wir jetzt näher be-

trachten. Im Allgemeinen ist dann , aus den Bedingungen des 

Problems zu bestimmen durch eine Differentialgleichung zweiter 
Ordnung 

.( ds d's \ -

Durch einmalige Integration erhält man daraus eine Differentialglei-
chung erster Ordnung 

und daraus durch nochmalige Integration 

(3) o,o = o 
welche die Lösung des Problems enthält. Die erste Integration bringt 
in das Resultat eine willkürliche Constante; um diese zu bestimmen, 
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muss e ine Anfangsbedingung gegeben sein, welche festsetzt: „zur 
Zeit i, oder am Ort s, hat fi die „Anfangsgeschwindigkeit" Die 
zweite Integration liefert eine zweite Constante und zu deren Be-
stimmung ist eine zweite Anfangsbedingung: „Zur Zeit t0 hat ju den 
Ort su" erforderlich. 

29. I. Die einfachste Form der obigen Differentialgleichung (1) 
d's 

haben wir vor uns, wenn t als blosse Function von t gegeben ist. 

Die gegebene Differentialgleichung lautet dann 
(1) - £ — 4 , ( 0 

wo ü, irgend eine Function bezeichnet. Zu ihr gehörten die defini-
torischen Gleichungen 

• -.x ds <2> « = 
und 

dv _ d's 
{ ö ) ~~dt ~ dt' ] 

(1) Iässt sich also schreiben 

(4) do = ü , ( i ) dt 

und ist unmittelbar integrabel. Ist F die Integralfunction von üT, ist 
F, der Werth, den sie annimmt, wenn man in ihr t — t,t setzt, und 
a die Integrationsconstante, so folgt aus (4) und der Anfangsbedin-
gung, dass v zur Zeit t, den Werth i\ hat, das System der beiden 
Gleichungen 

(5) « = F-ha, 

(6) v , = F l + a , 

welche ergeben a = vt — Fl und 
(7) v — v,+F—Ft. 

Vermöge der Gl. (2) liefert nun diese Gleichung 
(8) ds = (vt+F-Fl)dt, 

welche wieder integrabel ist. Ist die Integralfunction von (t>, -+- F—i*1 ,) , 
b die Integrationsconstante, der Werth von <& für t = t0, so folgt 
aus (8) und der Anfangsbedingung „zur Zeit t0 ist s = s 0" 

(9) \-b, 

( 1 0 ) s0=*„-hb, 

und damit b = st—und 
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(11) s = <*V 

Durch (7) und (11) ist v und s für den Zeitpunkt t bestimmt, also 
die Aufgabe gelöst. 

Es ist nicht gerade erforderlich, dass man die Constante a der 
Gl. (5) sofort bestimmt. Man kann sie auch in Gl. (8) hinüber-
nehmen. Aus 

(5) v = F-\-a 
folgt 

(12) ds = (F+a)dt. 

Ist die Integralfunction von F, so folgt 

(13) s = V+at+b. 

Hierin setze man a = d , — F , und bestimme dann b aus 

(14) s ^ V . + ^ - F J t + b , 
so wird das Ergebniss offenbar mit (11) übereinstimmen. 

Endlich kann man auf (1) und (4) direct die bestimmte Inte-
gration anwenden. Aus den Bedingungen v(ti) = v, und dv = üT(t)dt 
folgt 

(15) v—», = j üitydt, 

daraus 

(16) v = v,+f ü,(t)dt, 
i, 

(17) ds = vdt = v,dt-i-dtj üx(t)dt, 
t, 

und daraus mit der Anfangsbedingung, dass zur Zeit t0 der Werth s0 

von s gehört, 

(18) s—s0 = j vdt — v,t-hf dt J nz(t)dt. 
'o 'l 

Selbstverständlich ist Gl. (15) identisch mit (7) und (18) mit 
(11). Die Anwendung der bestimmten Integration ist nur eine andere 
Form für die Elimination der Constante aus der unbestimmten. Sie 
liefert compendiösere Formeln als die letztere, wenn die zu integrirende 
Function einfache Gestalt hat. Wir verwenden von jetzt ab die beiden 
Arten der Integration promiscue, ohne ihre Identität besonders zu 
erwähnen. 

Beispiel. Es sei üi = 3 + 7i'; zur Zeit Null befinde sich n in s = 100 und 
habe die Geschwindigkeit 12. Welches ist seine Lage und Geschwindigkeit zur 
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Zeit 6? dv = (ß + lt*)dt giebt mit der Bed ingung = 12 das Integral 

v - 12 = J (3 + 7d2)-/i = 3i + Ji3. 
0 

Daraus rfs = (12 + 3 < 4 - | i 3 ) d i ; es folgt, wenn fü r t = 0, s = 100 ist, 

s _ 100 = J (12 + 3< + Ji3)rfi = 12i-H'2-hTy4 . 
0 

F ü r t = 6 wird » = 534, s = 882. 

II. üT sei als blosse Function von s gegeben. 

Die Geschwindigkeit kann als Function der Bahnabscisse s betrachtet 
werden, welche selbst Function von t ist; daraus folgt 

dv _ dv ds dv 
^ ' dt ds dt ds 

Vermöge dieser eben so wichtigen wie einfachen Umformung 
giebt GL (19) 

(21) y - ^ - = üT(s) oder vdv = ü7 (s) ds. 

Da nun vdv das genaue Differential von ist, folgt, wenn 
der Anfangswerth von v ist und J die endliche Zunahme bezeichnet, 

(22) zi( i«2) = = J üT(s)ds. 
»I 

Diese Gleichung kann nach v aufgelöst werden und ergiebt dann 

ds 
Hit 
ds 

(23) v = -^--=f(vl,s1,s) 

welche auf die Form 

(24) ds = dt 

gebracht und dann weiter integrirt werden kann. Die zweite Anfangs" 
bedingung liefert die Constante dieser Integration. 

Beispiel. ü7 = %-, wo a eine Constante ; für s = <x: sei v = 0, und für s* 

• = /„ sei s — b. Gl. (21) wird vdv — — ; Au2 = — 1 - ^ 4 - = — - t -const . s' ' J s* s 

Die erste Anfangsbed ingung giebt ^ 0 2 = - ^ - - ( - c o n s t . , d . i . const. = 0 , also 
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= v = y—— • Daraus ds^-^ — dt, also J dt, oder 

b („ 
t —10 — — J ' ® t e " e s = 0 ist von der Betrachtung aus-

zuschliessen, weil in ihr v und ü r unendlich werden. Behandle ebenso üT = —ps 
mit den Anfangsbedingungen: für s = a ist v = 0, und für t — 0 ist s0 = a c o s i . 

III. üT gegeben als blosse Function von -u; man hat 

, .. ds dv . . . 

(27) i - i , = C J ^ T -v J U T ( » ) 

v\ 
Man kann diese Gleichung nach v auflösen und dann weiter in-

tegriren; man kann aber auch s direct aus (25) durch eine andere 

dv dv 

Integration finden. Setzt man nämlich gemäss (20) v—̂ j— für • 

so ergiebt (25) 
( 2 8 ) B - | - = Ü T ( „ ) 

(29) ^ = ds 
uT(») 

Beispiel . Auf [i wirke eine Beschleunigung von der Art des Luftwider-
standes, von der wir annehmen wollen, sie sei der Geschwindigkeit proportional. 
Dieselbe ist beständig g e g e n die Geschwindigkeit gerichtet, wir schreiben sie 

dv 
— K'2v wo K eine Constante. Gl. (25) lautet nun —— = —K21>; die Anfangs-dt 

bedingungen seien: zur Zeit 0 ist v = r, und s = 0. Es ist — = dt, also 

f v = —!-rlog—; v — vte-K°-t, d. i. v nähert sich asymptotisch dem 
K'v K. v 

Werth Null. Für v = 0 wird t — oo. Aus Gl. (29) wird — = also 

s —0 = — v) = ~ViO — e—K't). Für t = oo oder v = 0 wird s = 
A J A • JC 

dies ist also die Strecke, welche ¡x in unendlicher Zeit zurücklegt. 
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IV. ür sei Function von v und s. Dann haben wir 

(31) = = / ( ü r , » , « ) = 0. 

Dies System lässt sich nicht allgemein integriren, wohl aber allge-, 
mein auf eine Differentialgleichung erster Ordnung zurückführen. 

Setzt man nämlich gemäss (20) uT = v ^ , so wird aus (31) 

also eine Differentialgleichung erster Ordnung, die nach den Bedürf-
nissen des besonderen Falles zu behandeln ist. 

In einem wichtigen Specialfall lässt sich dieselbe sofort weiter behandeln, 
nämlich dann, wenn Gl. (31) die Form hat üT = tp(s)-f -" 2 ^(s) , wo <p und 41 be-
liebige Functionen sind. In dem Fall wird nämlich aus (32) 

(33) v ~ - v > t ( » ) - 9 ( * ) = 0 

und indem man v'- — z setzt, wird daraus 

(34) A _ 2 ^ W - 2 9 W = 0, 

d . i . eine Differentialgleichung von der Form ~ + = 0 , deren Auf-dx 
lösung sich in allen Lehrbüchern der Differentialrechnung findet. Sie liefert 

(35) « = «•'« • ¡ 2 ß ( s ) . ^M*"' 

Nach Ausführung dieser Integrationen ist v = weiter zu integriren. 

V. Ist ür als Function von v und t gegeben, so haben wir 

( 3 6 ) "5T = -W = ü r ' / ( ü " 0 = 

was durch Elimination von ür unmittelbar ergiebt 

Talso eine Differentialgleichung erster Ordnung. Das Weitere wie ad IV. 

VI. Ist tiT als Function von s und t gegeben: 

(37) = = ü, , / (Ü T , s, 0 = 0, 

so giebt die Elimination von ur und v 
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(38) / ( J - , «, i ) = 0 

eine Diiferentialgleichung zweiter Ordnung, die keiner allgemeinen 
Reduction fähig ist und als solche behandelt werden muss. 

Hat man aber ein erstes Integral derselben gefunden, so lässt sich die zweite 
Integration stets ausführen. Es habe nämlich die Differentialgleichung 

(39) $ = 

das erste Integral 

(40) - J - = C), 

wo C eine Constante. Dann ist (die runden o bezeichnen partielle Diffe-

rentialquotienten) ein iutegrirender Factor der Gl. (40) in der Forin 

(41) ils — <f(s,t, C)rfi = 0 ; 
m. a. W. in 

(42) ^ | A - 9 ( f , i , C ) A | = 0 

steht links ein vollständiges Differential, also ist die Gleichung integrabel. 
Beweis nach Liouville. Die Bedingung dafür, dass der Ausdruck links iu 

(42) ein vollständiges Differential sei, lautet 

(43) 

oder 

Diese Bedingung ist aber identisch erfüllt. Denn aus (40) folgt 

Setzt man dies in (39), so kommt 

und wenn man dies nach C differentiirt, so erhält man (44). 

VII. Ist endlich üT Function von s, t und v, so hat die Diffe-
rentialgleichung der Bewegung ihre allgemeinste Form 

oder 

(46) A = „, = ù t , / ( ù t , t, v) = 0 

.... ,(<Ps ds \ _ 

und lässt sich nicht allgemein reduciren. 
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In einem Specialfall von erheblichem Umfang lässt sich eine Integratioms-
methode nach Liouville angeben. Derselbe tritt ein, wenn (47) die Form hat 

Aus (48) entsteht durch Weglassung des letzten Gliedes die Gleichung 
<l'2s ds 

welche sich auf die Form — -hf(t)dt = 0 bringen lässt und dann das Integral 
V 

(49) — = C e - M " K ' dt 

giebt, wo C die Integrationsconstante. Man probire nun, ob C sich so bestimmen 
lässt. dass Gl. (48) durch (49) erfüllt wird. Hierbei kann C als Function von s 

gedacht werden, weil « in der Gleichung -(-/(<)dt = 0 nicht vorkommt. 

Differentiirt man (49), so findet sich 

1 dC 
Setzt man dies in (48), so wird sie offenbar identisch, wenn = — F(i) 

oder 
(52) = -F(s)ds. 

Das ergiebt 

(53) C = Ae-fF^ds, 
wo nunmehr A die Integrationsconstante ist. Also lautet das erste Integral von 
(48) 

(54) = A e - f W . e ' f i W v ' dt 
und hieraus ergiebt sich nach Umformung in 

(55) d s . e f F ^ j 3 = J t . A e - ß ( » d < 
das zweite Integral 

(56) (eM'^'ds ' A fe-ßW d,+ B. 

BO. Anwendungen . Um die im Vorigen entwickelten Methoden auf einige 
concrete, erfahrungsmässige Fälle anwenden zu können, entnehmen wir der Be-
obachtung die Sätze: 

1) Ein freier Körper ti in der Nähe der Erdoberfläche besitzt eine 
Beschleunigung ü , welche senkrecht abwärts gerichtet und merklich con-
stant is t ; wir nennen ihren Werth g. 

2) Ein freier Körper (i, der sieb in beliebiger Entfernung r von dem 
Weltkörper Q bewegt, besitzt eine nach dem Mittelpunkt von Q gerichtete 
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const. 
Beschleunigung von der Grösse t ' • Sind beliebig viele Weltkörper Q,, 

Q-i u. s. w. vorhanden, so fügt jeder ihm eine entsprechende Beschleuni-
gungscomponente zu. Die von dem Weltkörper Qn ausgehende ist nach 

dein Mittelpunkt von Qn gerichtet und hat den Werth - ^ j - , wenn rn die 
rn 

Entfernung zwischen fi und dem Mittelpunkt von Qn bezeichnet, en eine 
auf Qn bezügliche Constante ist. Alle so gegebenen Componenten 
setzen sich an |x zusammen, und ibre Resultante ist seine Beschleunigung. 

Die Sätze (1) und (2) sind der einfachste Ausdruck der Beobachtungen über den 
Fall schwerer Körper und über die Bewegung der Himmelskörper; (1) ist nur 
angenähert richtig. Wir wenden sie an, indem wir von der Ausgedehntheit der 
bewegten Körper abstrahiren und irgend einen derselben als materiellen Punkt 
¡x auffassen. 

In beiden Sätzen ist die Grösse, welche uns unmittelbar gegeben wird, die 

Beschleunigung ii = • Nun wird ü identisch mit , wenn sich [i auf einer 

geraden Linie bewegt. In diesem Fall können wir also die Bewegung von (t 
mit den im Vorigen gegebenen Mitteln untersuchen. Wir behandeln also zunächst 

B e w e g u n g e n au f d e r g e r a d e n L i n i e . 
1. ü = j ; freier Fall auf einer verticalen Geraden, Anfangsbedingungen: 

ZurZe i t t = li ist i = » , und s = s,. Die Bahn s ist die vertieale Gerade, welche 
durch (i geht. Wir nehmeil irgend einen Punkt derselben zum Anfangspunkt 

und nehmen * nach unten positiv. Dann ist g positiv. == = g liefert 

de = gdt,v—i; =9 (< —<i)> 

i, 

s —«i = j v J l = —' i ) + "i]</< = <i(<— t,)-+-&(«- -hf. 

'i 
Die Elimination von t zwischen den Gleichungen für v und s liefert — — s , ) , 
die von g liefert s — s, = ^(v—J— u,)(< — t,). 

Für die Deutung der Gleichungen nehmen wir 
a) den Fall, wo r, von gleicher Richtung ist wie g (abwärts). Wir schreiben 

dann ><, = a , wo a eine an sich positive Grösse ist. s und v wachsen fort-
während; die Bahn hat keinen ausgezeichneten Punkt. Am bequemsten rechnen 
wir die Zeit und den Abstand s vom Beginn der Bewegung an , setzen also 
i, = 0 und «i = 0 ; die Formeln erhalten dann die einfachere Gestalt 

v = a-hgl, s = ai+igt'J, iv2~ivf = gs, s = J(a+p)i. 
Sie sagen der Reihe nach aus: die Geschwindigkeit wächst in gleichen Zeiten 
um gleiche Grössen (|i ist „gleichmässig beschleunigt"), in jeder Sekunde um g. 
Die Geschwindigkeitscurve ist eine Gerade, welche mit der t-Axe den Winkel 
aretang^ macht. Den Abstand s misst das Trapez, welches von der Geschwindig-
keitscurve, der ¡-Axe, den Ordinaten a und v begränzt wird. Die Grösse 
wächst zwischen den Punkten st und s um das Product hg, wenn A die Fallhöhe 
s — s, bezeichnet. Der Abstand s ist jederzeit derselbe, als hätte (i sich während 

U uil Je , Mechanik. I. 7 
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der Zeit t mit der mittleren Geschwindigkeit bewegt. Die Elongationscurve 

y — a t + ^ g t ' ' ist eine Parabel. 
Die Formeln vereinfachen sich noch weiter, wenn a = 0, wenn also ¡jl zu An-

fang in Ruhe ist. Dann wird 

v = gt, s = ¡¡gl?, . Iv2—gs, s — 
Die in der ersten Sekunde zurückgelegte Strecke ist also dann in Zahlen die Hälfte 
von der in der ersten Sekunde erlangten Geschwindigkeit. Der Raum, welcher in 
der n , e n Zeiteinheit durchlaufen wird, ist dann — — l)2 = ±g('2n — 1). In 
der 1., 2., 3. etc. Sekunde werden also die Räume i j r , etc. durchlaufen. 

ß) r , ist der Richtung von g entgegengesetzt (geht aufwärts). Wir schreiben 
t'i = —a und haben bei den Anfangsbedingungen t, = 0, .«i = 0 

v — —a-t-ffl. s — —at+^gt^, . J u 2 — = J (v — a)l. 

Aus der ersten Gleichung folgt, dass der absolute Werth von r anfänglich 
abnimmt, irgend wo den Werth N'ull erreicht und dass von da an die Geschwin-
digkeit abwärts gerichtet ist. fi kehrt also einmal um. Der Zustand v = 0 tritt 

ein, wenn t — — ist; wir bezeichnen — als die Steigzeit T. Dieser entspricht 
9 9 

die Steighöhe H, welche durch Substitution von i — — in die zweite Gleichung 

a-J 3 

erhalten wird. II — — (das Minuszeichen sagt aus, dass s = / / ü b e r s = 0 
'¿g 

liegt). Sie ist die Ilälfte derjenigen Höhe, die (* erreicht haben würde, 
wenn es sich während der Steigzeit T mit der constanten Geschwindigkeit a be-
wegt hätte. Die Stelle t = — , a = — der Bahn ist also ein ausgezeichneter 

9 -9 

Punkt, und es wird zweckmässig sein, die Zeit und die Abscisse « auf diesen zu 

beziehen. Wir verstehen also unter t die Zeit , gerechnet von t — a n , und 
unter 3 die Abscisse. gerechnet vom höchsten Punkt der Hahn. Dann ist l = tH—-

9 
a2 

und -— 3-+-/ / oder s = o— Substituirt man dies in die obigen Gleichungen, 

so wird 
V — gT, a = \'J t', = s = il'T 

und hierin sind nun sowohl negative, wie positive Zeiten zu berücksichtigen, erstere 

wenigstens von t = — - an. Man sieht sofort, dass den Zeiten - f - - und — t 
9 

gleiche Abstände o und entgegengesetzt gleiche Geschwindigkeiten entsprechen. 
Die Bewegung ist also symmetrisch in Bezug auf den Zeitpunkt t = 0. Be-
schränkt man die Betrachtung auf positive t , so hat man den Fall a, der hier-
nach nur ein Specialfall von ß ist. 

Wir machen noch darauf aufmerksam, dass die Gleichung J i > 2 — = </(« — «,) 
ganz unabhängig von der Anfangsgeschwindigkeit und unabhängig vom Vorzeichen 
von v ist. Sie enthält den Satz: Wenn jx um die Strecke h — s—s, fällt, so nächst 
£t>s um gh\ wenn ¡jl um /» steigt, so nimmt ^u2 um gh ab, ganz einerlei, an 
welcher Stelle der Bahn die Ortsveränderung statt f indet , und ganz unabhängig 
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von den Anfangsbedingungen. Das ist der erste uns begegnende Specialfall eines 
sehr wichtigen allgemeinen Gesetzes, von dem später die Rede sein wird. 

Die Gleichungen für v und s enthalten die 5 Argumente t, v, s, v, und g. 
Unter ihnen sind zwei, die nicht algebraisch aus einander folgen, nämlich v — 
und irgend eine der Gleichungen für s. Sind also drei von den genannten Ar-
gumenten gegeben, so können die beiden anderen durch einfache Auflösung von 
Gleichungen aus ihnen bestimmt werden. Schell hat die daraus hervorgehenden 
Aufgaben in folgendes Schema gebracht: 

Gegeben g t 9 " i » ! 9 v i s g t v g t s g v s V¡ t V v ¡ t s v¡v s 

Gesucht V s se 1 v i v, s V v t t g s 9 » i 9 

Pas Schcma gilt offenbar für alle Probleme der Tangentialbeschleunigung. 
Bei so einfachen Gruudgleichungen, wie die obigen, ist die Bearbeitung desselben 
rein elementar. 

2. Der Punkt (i falle auf der Verticalen, aber nicht vollkommen frei, son-
dern der Luftwiderstand werde an ihm merklich. An ist dann die Beschleu-
nigungscomponente g thätig, aber ausserdem eine zweite, aus dem Luftwiderstand 
hervorgehende Componente, welche stets die Richtung von —v hat. Man nimmt 
an, dass diese Widerstandscomponente proportional mit — » 2 sei ; diese Annahme 
galt früher für physikalisch richtig; neuere Erfahrungen zeigen, dass sie merk-
lich von der Wahrheit abweicht, so dass die nachfolgende Lösung für die Praxis 
nur beschränkten Werth hat. Ihr historisches Interesse besteht darin, dass sie 
der erste Fall war, welcher auf No. IV des vorigen Paragraphen führte. 

Die Abscisse s werde nach unten positiv gerechnet. Der absolute Werth der 
Widerstandsbeschleunigung sei rj«2, wo j) eine Constante. Es gibt einen Werth 
von v, bei dem TJV' gerade gleich ±g i s t ; nennen wir ihn k, so ist ±g = rjk1, 

also ±7) = — • Setzt man dies in den Werth der Widerstandsbeschleunigung, 

v2 

so wird dieselbe + eine Form, die den Vortheil hat, dass die Homogeneität 

der Widerstandsbeschleunigung mit g deutlich hervortritt. Die Gesaramtbeschleu-
„t 

nigung ist nun die Resultante von g und also, da beide auf derselben 

Geraden liegen, ihre algebraische Summe. Ist die Geschwindigkeit abwärts gerichtet, 
t>2 

so wirkt die Widerstandsbeschleunigung aufwärts, und es wird u — g — 

ist die Geschwindigkeit aufwärts gerichtet, so wirkt die Widerstandsbeschleuni-
u2 

gung abwärts, also wird dann ü — 9 + 9 ~ j ^ - - Da die beiden Gleichungen nicht 

durch eine reelle Transformation auf gleiche Form gebracht werden können, be-

trachten wir sie einzeln, 

a) Bewegung abwärts. 

ds dv e3 

_ = „ , _ = „, u 

Daraus folgt 

7 * 
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... dv lc' — v* 
( 1 ) l n = ! > - k — 

•2g dl _ 2k __ fc+u-H* —»' _ I 1 
k ~<U ~ k'—ve ~ k* — k + c + k — v 

2g , do dv 
- dt = 

k ¿fc-t-v k — v 

k , fc+i 
t = TJ— log- ; h const. 

'¿g k — v 

Rechnen wir die Zeit von dem Punkt an, wo r — 0, so ist const. = 0, also 

k , k-hv 
2g k — v 

jk-f-i' Um die Gleichung nach r aufzulösen, schreiben wir sie —: = e . Addirt 
k — v 

man erst beiderseits 1, bildet dann eine neue Gleichung, indem man beider-
seits 1 subtrahirt, dividirt die eine Gleichung in die andere und uiultiplicirt dann 

die rechte Seite in Zähler und Nenner mit e , so findet sich 

7< - I ' 
(2) r = k e ' 

T< - f < e -he k 

;jvdt. Hieraus findet sich s als vdt. Der Zähler des vorstehenden Bruches ist aber 

bis auf den Factor der genaue Differentialquotient des Nenners; also ist 

= — log ( « * % - « * ' ) -- l o g \ e - f -e 1 y + const. 
ff 

i ii 
Rechnen wir auch die Bahnabscisse vom Punkte t = 0 an, so ist 0 = — log2-(- const., 

9 
k3 

also const. = log 2. Das giebt 
9 

(3) l o g * ( . ' % - • * ' ) . 

Die Beziehung zwischen v und s findet sich durch Elimination von t aus (2) und 

(3), oder noch leichter, indem man für in (1) setzt. Das giebt 

v-^- — g * oder , . = ^ ; integrirt mit der Anfangsbed. v = 0 
as k* k' — v- kr 

für « = 0 giebt das 

(4) » = 4 - 1 0 8 -
2g 6 k-'—v1 

Nach den Vorstehenden Gleichungen hat n u n die Bewegung folgende Eigen-

" f ' Schäften: Mit wachsender Zeit nähert sich e der Null, also v dem Gränz-
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wcrth k ; die Bewegung nähert sich der Gleichförmigkeit und zwar in derselben 

- T ' Art, wie e verschwindet, d. h. asymptotisch. Für sehr grosse t findet man 

» angenähert, indem man e * gleich Null setzt; dann wird s = kt log2, 

k1 9 
also steht s um — l o g 2 hinter dem Werth zurück, den es erreicht hätte, wenn 

9 
von Anfang an v gleich k gewesen wäre. 

Lässt man k unendlich werden, so gehen die Differentialgleichungen unseres 
Falles in die von 1 (a) über; dasselbe müssen also auch die endlichen Gleichungen 
für v und s ihuu. Sie nehmen aber für k = oo beide die Form t> = O.oo, 
s = 0 . o c an. Die Gränzwerthe lassen sich eruiren, 1) indem man die Exponen-

e<o_e-o> 
tialgrössen in Reihen entwickelt, 2) indem man i> auf die Form yilim 

und « auf die Form yi'- 'lim— - bringt; diese Ausdrücke habeu die 

Form 5 und liefern v = gt, s = ^¡gC. 
Aus der Gleichung (4) ziehen wir durch Auflösung nach v 

(4b) ^ = = + — • 

= t9— 

woraus die au sich klare Thatsaclie ersichtlich wird, dass v" immer kleiner als 
- V ist. 

F a l l ¡3) Bewegung aufwärts; die Anfangsgeschwindigkeit sei r 0 , und für i = 0 
sei a — 0 ; die s seien nach oben positiv. 

do ( v'J \ 

(5) = d " 
k W+v' 

= = A r c t a n g ^ - A r c t a n g - 1 

Daraus Arctang-j^- = A r c t a n g ^ - oder 

- ^ - t a n g 
® I . »n <7 1 * * = tang|Arctang-^ |-<| = —^ — 

woraus, indem man tanc = S l n setzt 
° cos 

(6) v = A •— 

g , • 9 vu cos ~ t — ¿*sin 1 

v0 sin-^-<-|-icos-— t 
K K 
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k 
Wieder ist der Zähler dieses Bruches der mit — multiplicirte Differentialcoeffi-

cient des Nenners, also 
s = j v d t — log (w0sin -^-i + i cos -|-<)-t-const. 

ifc2 

Soll für t = 0 auch s = 0 sein, so ist die Constante log'-', also 

(7) s = - j - log sin i+fccos 1). 

Zwischen s und v haben wir die Gleichung = v —r- = — g oder dt d s k 1 
— rs-ds. Daraus 

¡fc2+i>2 kr-

0 
k v 

Die Steigzeit T findet sich aus v = 0 als T = —Arctang-^- , die Steighöhe aus 
9 

¿2 £i-J-„2 

(8) zu H = i — log — , 2 * • Beziehen wir die Abscissen auf den höchsten g K 
Punkt der Bahn und nennen sie dann o, so ist » = < s + H , und Formel (8) wird 

1fc2 k -
dann s = i log-rs 5-- Dies a ist nach unten negativ; kehren wir die Kicli-

g k ' - \ - v ' 
tung der positiven o um, so ist — o statt o zu schreiben, und dann ist dies s 
mit dem s des Falles a unmittelbar vergleichbar. Wir haben dann 

, A-3 . ¿2 

— o = i — l o g o ) g b ¿fc24-t>2 

was, nach v 2 aufgelöst, giebt 
{ m \ 

(8b) v2 = k 2 \ e — 1). 

Wir schreiben noch zur Abkürzung x für nennen das v der Gl. (4b) v a , 

das der Gl. (8b) Vß, und haben dann die Zusammenstellung 

v } = k 2 ( e + ! x - 1 ) . 
Also 

* ß _ l - e 2 x _ e ~ x — e x e x — e ~ x
 i x _ k 2 __ V + t f j 

v> l - e ~ 2 x e ~ x ' e x k * - e ' a ' 

Also ist Vß an der gleichen Stelle immer absolut grösser als v a , und k - is: die 

mittlere Proportionale zwischen k 2 — v ^ und k '+Vß . 
Vergleicht man noch die Beschleunigung im Falle a mit der im Falle ß, nach-

dem man in beiden Fällen die positive Bahnabscissenrichtung gleich (nach uiten) 
gelegt hat, so ist 

Jfc2—«,-= k 2 + v 2 
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Setzt man in e iner von ihnen kY—1 stat t k, so s t immt s ie mit der anderen über-

e in . Ks lassen sich a lso auch beide Fä l l e i und ¡3 in derse lben Rechnung be-

hande ln , wenn man imag inä re k zu läss t . Die Formeln des Fa l l e s a ge l t en dann 

hei ree l lem k für abs te igende ( i , bei imag inä r en für au f s t e i g ende ; im le tz teren 

Fal le werden die Exponent ia l funct ionen imag inä r und ver t re ten dann die ree l l en 

goniometr i schen Funct ionen des Fa l l e s ¡3. Und umgekeh r t . 

3 . Der Funk t ¡ i bewege sich auf e iner Geraden, auf der e in Anfangspunk t 

0 gewäh l t ist und se ine Besch leun igung sei se inem Abstände von 0 proport ional 

und nach 0 ger ichtet . (Sehr k le ine Schw ingung e ines e las t i sch befes t ig ten 

Punk t e s |x.) Die Anfangsbed ingungen s e i e n : für s = a i s t v = 0 , und zur Zeit 

Null ist s = UCOSTj. 

Zählen wir s von 0 a u s , so ist ü nach dem Gesagten proport ional mit — s , 

a lso wenn k e ine Constantc, 

m d ' s _ d c /•> 
(1) Sfi = rfT = 

Mit der Transformat ion 2 9 . II wird 

v du 

~dT = 

vdv — —k-sds 

Ac- = — ^ f c ' - V + c o n s t . 

An f ang sbed ingung 0 = — AA-'a'J + const. 

i - = k-(a-— «'-'), 

CJ) 1 Ì = J t ^ a , - r ' 

+ kdt = JS 

Arccos — = ±( f c i - t - cons t . ) 
a 

s == u c o s ( 4 i - l - c o n s t . ) . 

Dazu d ie An f ang sbed ingung 

neo.srj = « co s ( 0 - ( - cons t . ) , 

also const. = tj und 

(.')) ä = COS (k t -(-Tj). 

(3) ist d i e wohlbekannte Gle ichung der harmonischen B e w e g u n g ; setzt man 

t] = —e, so hat s ie die in 18 . behande l te Form. 

Anm. 1. Zur A u f l ö s u n g von Gl. (1) k a n n man s ta t t de r Subs t i tu t ion 

= o e inen verwandten Kunstgr i ff gebrauchen . Man mul t ip l i c i re 

= — k''s rechts und l inks mit 2 , so dass da raus wird 
dt 

} ds d'-s 0 fc' s 
' dt ' dt- ~ ' dt 

( ds \2 

) , a l so g i ebt d ie In teg ra t ion 
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• dt 

was mit dem Obigen übereinstimmt. 
Anm. 2. Gl. (1) gestattet noch eine andere Behandlung, die wegen späterer 

d''s 

Anwendbarkeit beachtenswerth ist. Der Gleichung = — k2s sieht man so-

fort an , dass ihr eine Function Genüge thut, die sich beim zweimaligen Piffe-

rentiiren bis auf einen constanten Factor — i 2 reproducirt. Also z. B. eat, wenn d2 

a passend bestimmt wird, — p - (eßi) = a 2e f f l i , also ist e"-t eine Lösung , wenn 

a 2 — — k 2 oder a = ±lci gesetzt wird. Folglich sind e*f und e~kit Lösungen; 
sie bleiben e s , wenn jede .mit einer willkürlichen Constante multiplicirt wird; 
zwei solche particuläre Lösungen zueinander addirt, liefern aber wieder eine Lö-
sung. Also ist 

s = C e * « + C ' e - * « 

eine Lösung der Differentialgleichung, und zwar die allgemeine, weil sie zwei 
willkürliche Constanten enthält. Setzt man e*f = cos kt +i sinkt u. s. w. und 
schreibt A für C+C', B für i(C-C'), so wird 

s = ylcosfa+ßsinii, 

was mit den Anfangsbedingungen die frühere Lösung giebt , wenn man setzt 
4̂ = acosr)', ß = asinr¡ ' , also 

s — a cos (kt — rj') 
und dann r / = —r¡ findet. 

Dasselbe lässt sich im Reellen mit Hülfe der Bemerkung durchführen, dass 
s inat und cosaf sich gleichfalls bei zweimaliger Differentiation reproduciren. 

4. Auf den Punkt ¡a wirke aus grosser Entfernung ein Weltkörper Q , und 
die Einwirkung der übrigen Weltkörper auf ¡a könne gegen diejenige von Q ver-
nachlässigt werden. Besitzt ¡A eine Anfangsgeschwindigkeit, so falle dieselbe in 
die Gerade, welche nach dem Mittelpunkt 0 von Q gerichtet ist. Nach dem 
zweiten der im Eingang mitgetheilten Gesetze ist dann die gerade Verbindungs-
linie. von 0 mit ¡A die Bahn, auf der sich [A bewegt; nennen wir s den Abstand 
0¡í, so ist (Anfangsbed., zur Zeit Nxill sei v = 0 und s = s0) 

d2s e_ 

.» ds 
vdv = — e — 

s' 
ds 

(1) 

r ds _ z 

J 
(2) dt ' s SQ 

Das + Zeichen der Wurzel zeigt an, dass v an derselben Stelle zwei entgegen-
gesetzt gleiche AVerthe haben kann. In der That , hat \x zu irgend einer Zeit 
— t eine aufwärts (von Q fort) gerichtete Geschwindigkeit, so ist y > 0 , wird 
beim Anwachsen von s immer kleiner und schliesslich in s = s 0 zu Null ; dann 
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geht die Bewegung abwärts, s wird kleiner und der absolute Werth von v wird 
grösser, v aber ist negativ. Wir schreiben die Gleichung für v 

t ^ d i = d s = s d s = -
' Sn » i n S l/„ »_ „2 1 /„ „ „2 "o 6 — s2 Ys0s — s2 V*os — s J 

Daraus 

(3) - J r \ — t = — J^o* — s2 + i s 0 Arccos — 

l s0 ^ s0 

wo s0 die leicht zu bestimmende Integrationsconstante. Die Gleichung ist 
nicht allgemein nach s auflösbar, aber leicht graphisch darzustellen, wo man 
dann beliebig viele Werthe von s für einzelne Zeitpunkte tu t,2 u. s. w. abmessen 
kann. Sie ist nämlich die Gleichung einer Cykloide, deren erzeugender Kreis 
auf der t-Axe,rollt. 

f ü r s = s0 ist i = 0 , s im Maximum. s0 ist also die Maximalordinate der 
Cykloide; die Curve ist symmetrisch gegen den Zeitpunkt t — 0. Lässt man —t 
nach der negativen Seite immer kleinere algebraische, also grössere absolute 
Werthe annehmen, so wird s immer kleiner; in Wirklichkeit nimmt t auf der 

ds 

negativen Seite algebraisch zu, absolut ab, also ist dort positiv, die Ge-

schwindigkeit nach oben gerichtet u. s. w. 
Setzt man —— = cos!}, so ist 9 der Wälzungswinkel, die Gleichung 

i s o 
nimmt die Form a+bt — c(9 — sinD) an und kann für den einzelnen Fall nu-
merisch nach 9 aufgelöst werden. 

Der Pupkt s = 0 ist von der Betrachtung auszuschliessen, da in ihm v und 
ü unendlich werden. Praktisch kommt er nicht vor, weil im Innern der Welt-
körper ein anderes Gesetz gilt, als das hier zu Grunde gelegte. Fiat der Welt-
körper Q den Badius R, so gilt, das Obige bis zu dem Abstand s — R. Setzt 
man s0 = oc, so findet sich = — , also, wenn der Punkt ¡x in die Oberfläche 

des Planeten gelangt, wo s — R, so ist hv- = ~ • Dieser sehr einfache Aus-

druck giebt zugleich die Geschwindigkeit Vi an, mit welcher p. von der Ober-
-i/Yt 

fläche Q aufsteigen muss, wenn er ins Unendliche gelangen soll: ¡'i = J/ ; 

bei kleinerer Anfangsgeschwindigkeit fällt er nach Q zurück. 
In grosser Nähe der Erdoberfläche kann man den Unterschied s — R gegen 

R vernachlässigen. Setzt man s0 = R+h, s = R, lässt also den Körper [j. um 
die Höhe h fallen, so wird Ak2 = ~ = t>,t,—> ^ i- m i t Vernach-

i£ Ii —t— A A(ii-t-/i) 

lässigung von h im Nenner h oder gh, wenn für die Bezeichnung g ein-

geführt wird. No. 4 umfasst also No. 1 als Specialfall und die Beschleunigung 

g an der Oberfläche eines Weltkörpers ist der Quotient aus seiner kosmi-

schen Beschleunigungsconstante und dem Quadrat seines Radius. 5, Der Punkt fx bewege sich unter dem Einfluss zweier Weltkörper Q und 
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Q!; deren Mittelpunkte seien M und N. Die Bedingung u = bleibt er-

füllt, so lange p. sich auf der Geraden MN bewegt : diesen Fal l untersuchen wir 

also. Offenbar sind zwei Unterfälle zu unterscheiden, j e nachdem ¡j. zwischen M 

und N oder ausserhalb beider exist i r t ; im ersten Fal l haben die beiden an |>. 

thät igen Beschleunigungscomponenten entgegengesetzte, im zweiten gleiche Rich-

tung. W i r überlassen dem Leser den zweiten Fal l und behandeln kurz den ersten. 

Rechnen wir die Richtung von N nach M als die positive, so ist die von M aus-

gehende Beschleunigung H — d i e von N ausgehende wenn die Marke 
rl T72 

1 die Beziehung auf M, 2 die auf N, r die Entfernung bedeutet. Es giebt nun 

zwischen M und N einen Punkt 0, wo = 0. Diesen Punkt nehmen 
r l r2 

wir zum Nullpunkt der s-Axe und bezeichnen sein rt mit a, sein r2 mit b; 

offenbar ist a + b = MN. Hat ¡x den Abstand s von 0 , so ist die Distanz 

Mix — a — s, iVjx — b+s. Die beiden Beschleunigungscomponenten, welche sich 

an u summiren, sind also —£ ' ... und £a , , also 
(a—s)' (b + s)-

,n <P* _ dv _ E| ea 
U dt- V ds (a — s)2 (6-4-s)2 

Man sieht zunächst aus diesem Ausdruck, dass -4— scheinbar unbestimmt wird 
ds 

wenn ¡x sich gerade in 0 in Ruhe befindet. Dann ist nämlich v = 0 und 

ü = 0, also präsentirt sich als In dem Fall lässt aber die Gleichung 

= 0 direct die Integration zu und giebt mit der Anfangsbedingung v0 — 0 das 

Ergebniss v — 0, [x bleibt in 0 in Ruhe. Mit Ausnahme dieses Specialfa l ls ist 
Gl. (1) zu integriren und giebt 

(•>) Jr«'- = — + /( , H- const. 
(a — s) (o + s) 

Als Anfangsbedingung nehmen wir, ¡j. verlasse die Oberfläche des Körpers Q, der 
den Radius R hat, mit der Geschwindigkeit —1'0- Dann ist v = — v0 für s — a — Ii. 
Das giebt 

= + + const., 
- o R l — R 

wo l zur Abkürzung für «H - b geschrieben ist . Demnach 

(3) i , 2 - ^ = ( - ¿ y - 1 - ) •+ , , - • 

Auf dem Wege von Q nach 0 ist nun die result irende Beschleunigung zunächst 
posit iv, also der Geschwindigkeit entgegengesetzt . Dabei können offenbar drei 
Fä l le e intreten: 1) jx kommt zur Ruhe, ehe er 0 erreicht, und fällt nach Q zurück 
2) ¡j. kommt gerade in 0 zur Ruhe, bleibt also dort stehen, o) ¡x überschreitet 0 
und fällt auf Q,. Der Gränzfall (2) unter l iegt der Bed ingung , dass für s = 0 

v = 0 wird ; für ihn ist also der absolute Werth von r0 bestimmt durch 
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Ist — r 0 kleiner als dieser Bedingung entspricht, so fällt ¡x nach Q zurück, ist 
es grösser, so geht ¡jl nach Q,. 

B e i s p i e l : Q sei die Erde, Qt der Mcnd, dann ist t! = 81e.j, l— 6 0 R und 
cm 

e, — gR-, wo y die Beschleunigung der Schwere, 981 ist. Also zunächst 

a + b — GOR, = 81, woraus « = 54Ä, b = GR. Die Bedingung des Gränz-

falls wird damit = 9 U ( ' ~ 5 7 + 8 1 ' 5 . j ~ g / 6 )• U i l s 8 i e h t f i i r 

g = 981, R — 636700000 den Gränzwerth — r0 = 782200. Ist Q der Mond, Qt 

die Erde, so findet sich aus den gleichen Bedingungen — v0 = 227500. Dies sind 
cm also die in ausgedrückten Geschwindigkeiten, die ein von der Erde nach 

dem Mond oder umgekehrt geschleudertes Projectil haben müsste, um den anderen 
Weltkörper zu erreichen, wenn der Luftwiderstand zu vernachlässigen wäre. 

Behufs weiterer Integration fassen wir nun die Constanten in (3) zusammen, 

setzen also Ar 3 ^ r ^ - p r = 1• Dann ist 3 0 R l—R ' 

i H T~i ^T. a — s b-hs 

dt " \ ( a -
( 6 - M ) + e2(a — ») 

Rechnen wir die Zeit von dem Augenblick an , wo (i die Oberfläche von G ver-
lässt, so ist u — R der Anfangswerth von also 

Vitt — s) ( 6 - + - s) ds 

a _ R V t i ( b - + s) + e2(a-«j-(-T(a— *)(6-M) 
Multiplicirt man Zähler und Nenner des Bruches unter dem Integralzeichen mit 
dem Zähler, so nimmt das Integral die Form 

F(s)ds 

j / A - h Bs-h C s 2 -{-DsH-.Es4 

a - R 

an, wo F(s) eine rationale Function von s ist. Dasselbe gehört also zu den 
elliptischen Integralen und lässt sich nach den für diese gegebenen Regeln weiter 
behandeln. 

31. Bewegungen auf beliebig vorgezeichneter Bahn. Die 
Methoden des § 29 gelten natürlich nicht bloss für Bewegungen auf 
der geraden Linie, sondern in ganz gleicher Weise für Bewegungen auf 
Curven irgend welcher Art, vorausgesetzt, dass 1) die Bahn von /i im 
Voraus bekannt oder willkürlich, 2) dass die Tangentialbeschleunigung 

<Ps 
—ßi für 1u gegeben sei. Nur leidet ihre Anwendbarkeit unter einem 
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Mangel: es kommt fast nie vor, dass die Tangentialbeschleunigung sich 
direct aus den Bedingungen des concreten, physikalisch gegebenen Pro-
blems herstellt. 

Fälle dieser Art müssten besonders construirt weiden. Z. B. auf einem ebenen, 
horizontalen Curvenbogen bewegt sich ein schwerer Punkt p; derselbe unterliegt 
ausschliesslich der Reibung und dem Luftwiderstand, alsö zwei Beschleunigungen, 
die stets die Richtung von — v haben. Die Reibung ist erfahrungsmässig nahe 
constant = p, der Luftwiderstand kann versuchsweise gleich — ( a u - | - i o 2 + c i i 3 . . . ) 
gesetzt werden, wo a, b, c, . . . experimentell zu bestimmende Constante s ind; 

man würde also bei Ausschluss aller anderen Kräfte haben —(p-(-<»>-4-6t'3 

- t - c f 3 . . . ) , und diese Gleichung wäre nach 2 9 . zu behandeln, wobei es offenbar 
auf die Form der Bahn überhaupt nicht ankommt. 

Die Natur liefert fertige Tangentialbeschleunigungen nur unter 
ganz speciellen Bedingungen, von denen die Beispiele in 30 . den wich-
tigsten Complex darstellen. Im Allgemeinen führen die Daten eines ge-

<Ps 
gebenen Problems auf Gleichungen, iu denen direct nicht auftritt, 

sondern die Beschleunigung ú oder ihre Componenten , ' 

Es ist also mit den Methoden des § 29 vorläufig noch wenig anzu-
fangen, und wir müssen, um beliebige Gruppen concreter Fälle an-
greifen zu können, vorerst die Seitenbeschleunigungen betrachten. 

Die canonische Form der Bewegungsgleichungen. 
32. Wir beziehen die zu untersuchende Bewegung auf ein drei-

axiges rechtwinkliges Coordinatensystem. In diesem haben wir die 
definitorischen Beziehungen 

(1) 
dx 

~dt = 
dy 
dt 

II dz 
dt = Oz, 

= -

dox 

dt Úr, 
d'y 
de — Üy, 

d*z 

(3) o = o ^ c . j ^ - v , , u = í ^ - í - ú y + í t , . 
Das gerade vorliegende Problem wird Gleichungen ergeben, in denen 
ti*, üy , üs auftreten, oder Bedingungen, in denen ü nach Grösse und 
Richtung anschaulich bestimmt erscheint. Im letzteren Fall können 
wir immer ü in seine drei Coordinaten zerlegen und diese dem Problem 
gemäss bestimmen. Ganz allgemein werden also die Bedingungen eines 
concreten Problems sich ausdrücken in drei Gleichungen 
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W 

dx 
If 

( d. 
dt 
dx 
dt' 

ÈL dt 
<'S 
dt 

dt 

dz 
dt 
dz 
dt 
dz_ 
dt 

<Py (Pz 
dt1 ' dt1  

d3x 
dt2 ' 
d*x 
df J ' 
d'x d2y 
I t r ' IF' 

d'y 

, i ) = 0 , 

d 2 

dt 

Im Specialfall können aus diesen Gleichungen f , -4-r-, ^ * verschwinden; 1 ° dt- dt' ' dl1  

dann reducirt sich das Problem auf die Integration des § 15 und auf Herstellung 
dx dy 
dt ' dt von ü durch Differentiation; im noch engern Specialfall können auch 

verschwinden; dann ist die Bewegung von vorn herein in endlicher Form dt  0 0  

bestimmt und die Gl. (1), (Ü), (3) reichen für das weitere aus. Beide Specialffille 
werden als schon erledigt hier nicht mehr in Betracht gezogen. 

Soll das Problem bestimmt sein, so müssen die drei Gleichungen (4 ) 
von einander unabhängig sein. Dann denken wir uns dieselben nach 

-jß^i aufgelöst; so erhalten wir drei Gleichungen 

d'x 
df 
d'j 
df 

df 

(i>) 

X, 

= Y, 

dh ,, 

in denen X, Y und Z Functionen von x, y, z, 
dy_ 
dt 

dz 
~df 

sind. Diese drei Gleichungen heissen die G l e i c h u n g e n d e r B e -
s c h l e u n i g u n g in ihrer canonischen Form. Von ihnen geht man in 
der Regel aus , um durch Integration die endlichen Gleichungen der 
Bewegung herzustellen. 

Geht die Bewegung ganz in einer Ebene vor sich, so kann man diese zur 
xj-Ebene nehmen; dann fällt die Gleichung in z fort. Geht die Bewegung in 
einer Geraden vor sich, so nehme man diese zur x-Axe, und es bleibt bloss die 
erste der drei Gleichungen (5) zu betrachten. Im letztem Falle ist in § 29. schon 
die Lösung des Problems enthalten, so weit sie sich allgemein geben lässt. 

Im Allgemeinen enthält hiernach ein physikalisch gegebenes 
Problem zwei Aufgaben, nämlich: e r s t e n s m ü s s e n a u s d e n a n -
s c h a u l i c h g e g e b e n e n B e d i n g u n g e n d e s s e l b e n d i e G l e i c h u n g e n 
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(5) h e r g e s t e l l t , und z w e i t e n s m ü s s e n d i e s e G l e i c h u n g e n i n -
t e g r i r t w e r d e n . 

Um die erste dieser Aufgaben lösen zu können, müssen wir nun-
mehr die physikalischen Grundlagen der Mechanik in Betracht nehmen. 
Vorher aber werfen wir noch einen Blick auf die 

33. Höheren Differentialquotieilten der Coordinaten. Aus 
dx 

der Betrachtung der Grössen v, u. s. w. haben wir die Beschleu-

d3x 
gung û und ihre Componenten ^ t u. s. w. abgeleitet, û ist dabei 

das Yerhältniss der unendlich kleinen geometrischen Aenderung von 
v zu der Zeit dt, in der sie erfolgt. Ganz nach demselben Verfahren 
können wir nun auch eine Grösse ü herstellen, die das Verhältnis» 
der unendlich kleinen Aenderung von ù zur Zeit dt, in der sie er-

d3x d3y 

folgt, darstellt; bzw. wir können die Grössen ^ t , u. s. w. bil-

den. Von ü aus können wir dann zu einer weiteren Grösse iï = —7-, dt und von ' . f etc. zu fortschreiten. Man nennt ii = die dt dt4 dt 
Beschleunigung zweiter Ordnung, ü die Beschleunigung dritter Ord-
nung u. s. w. Rein mathematisch ist die Betrachtung dieser Grössen 
eben so berechtigt, wie die der beiden ersten Differentialquotienten v 
und ii. Practische Bedeutung hat sie aber zur Zeit noch nicht er-
langt, weshalb wir von ihr absehen. Vorarbeiten über den Gegen-
stand findet man bei Möbius in Crelle's Journal Bd. 36, Résal traité 
de cinématique pure, Somoff in den Memoiren der Petersburger Aca-
démie Serie VII Bd. 8, Rittershaus im „Civilingenieur" Bd. 24. 



Hauptstück IL Dynamik, 
A. Kräfte und Massen. 

34 . Die phnronomischen Betrachtungen des ersten Hauptstückes beruhen nur 
nuf geometrischen Axiomen und auf Definitionen; sie sind deshalb streng und unab-
hängig von äusseren mechanischen Erfahrungen. Sie gehen vielmehr aller mecha-
nischen Erfahrung voran und zeigen, wie wir unsere Beobachtung einrichten 
müssen, wenn wir überhaupt planmässige Erfahrungen machen wollen. Soll die 
Bewegung eines Punktes beschrieben werden, der einem realen Körper angehört, 
so müssen wir zunächst ein willkürlich gewähltes Coordinatensystem durch einen 
realen Körper K bestimmen und müssen in diesem Coordinatensystem entweder 
den Ort, oder die Geschwindigkeit, oder die Beschleunigung von |jl als Function 
der Zeit darstellen, bezw. aus den so dargestellten Elementen die andern be-
rechnen. Wir haben dann eine empirische Beschreibung der Bewegung von ji. 

Es liegt aber auf der Band, dass eine solche Beschreibung, auch wenn sie 
auf alle Punkte aller uns zugänglichen Körper ausgedehnt .wäre, unsern Wissens-
trieb nicht befriedigen würde; sie sagt nämlich direct nichts aus über die Frage : 
wie hängt die Bewegung eines Körpers A ab von dem Vorhandensein und der 
Einwirkung anderer Körper D'i Schon für die rohestc Beobachtung zeigt sich, 
dass eine solche Abhängigkeit vorhanden ist; wir werden also dahin gedrängt, 
eine Betrachtungsweise aufzusuchen, in welcher der zur Zeit t gegebene Zustand 
eines Körpers A als durch die Anwesenheit anderer Körper u r s ä c h l i c h b e -
d i n g t erscheint. Die leitenden Grundsätze dieser Betrachtungsweise müssen aus 
der Erfahrung abstrahirt werden. Die Betrachtung der Bewegung mit Rücksicht 
auf ihre Ursachen heisst D y n a m i k . 

Die beweglichen Objecte, welche unserer directen Beobachtung überall dar-
geboten werden, sind die „materiellen Körper" der Physik. In Folge dessen ist 
die bis heute ausgebildete Dynamik ausschliesslich Dynamik der materiellen Kör-
per. Wir haben vorläufig keine Veranlassung, eine allgemeinere, auf ein Beweg-
liches von beliebigen Eigenschaften bezügliche Dynamik zu entwickeln; doch mag 
hier ausdrücklich darauf hingewiesen werden, dass die im Folgenden behandelten 
Grundlagen der Dynamik nur für den speciellen Fall eines Beweglichen gelten, 
welches die Eigenschaften der materiellen Körper besitzt , und dass eine allge-
meinere Dynamik durchaus denkbar ist, deren Objecte nicht den besonderen Ge-
setzen der materiellen Welt , z. B. nicht dem Galilei'schen Trägheitsprincip unter-
liegen. Es steht zum Beispiel nichts im Wege , dass man die geleitete Wärme 
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in einem homogenen Körper als ein Bewegliches auffasst, welches den phorono-
mischen Gesetzen des ersten Hauptstückes unterliegt, nicht aber den physika-
lischen Gesetzen, die im Folgenden entwickelt werden. 

In der beobachtbaren materiellen Welt haben wir nun nicht mit einzelnen Punk-
ten, sondern mit ausgedehnten materiellen Körpern zu thun, müssen also die Beob-
achtungen an K ö r p e r n anstellen. Um das zu können, raüssten wir eigentlich 
die Phoronomie der Körper vorher behandeln; die Sätze, deren wir bedürfen, sind 
aber so einfach, dass wir sie anteeipiren können. Wir setzen voraus, der Leser 
kenne den Gebrauch der Uhr, der graphischen Darstellungen und des Chrono-
graphen, so wie die Grundeigenschaft elastischer Körper; wir beschränken ferner, 
so lange es sich um die Beobachtung bewegter Körper handelt , die Betrachtung 
auf r e i n e V e r s c h i e b u n g e n , d. h. auf Bewegungen bei denen alle Punkte des 
untersuchten Körpers parallele Bahnen mit gleicher Geschwindigkeit beschreiben. 
Dann können wir die Bewegung des untersuchten Körpers verfolgen, indem wir 
einen einzigen seiner Punkte verfolgen, und dazu reichen die eben erwähnten 
physikalischen Ilülfsmittel aus. 

Das Bedürfniss nach eausaler Betrachtung der mechanischen Vorgänge war 
in der Menschheit so lebendig, dass die Anfänge der Bewegungslehre sich um das 
Suchen nach einem leitenden Grundsatz für dieselbe gedreht haben, lange che 
man daran dachte, die Kinematik systematisch auszubilden. Mit der Auffindung 
jenes Grundsatzes durch Galilei war die wissenschaftliche K i n e t i k , d . h . die 
Lehre von der Bewegung durch Kräfte begründet. Es lag dabei in der Natur der 
Sacho, dass man die grundlegenden Beobachtungen auf der Erde anstellte und 
die Sätze demgemäss auf ein in der Erde festliegendes Coordinatensystein bezog, 
wobei die Frage, ob wohl die Bewegung der Erde im Stellarsystem zu berück-
sichtigen sei, naiv vernachlässigt wurde. Der Erfolg hat gezeigt, dass man aus 
roheren terrestrischen Beobachtungen ein in sich folgerichtiges System mechani-
scher Grundbegriffe abstrahiren kann. Wir werden in Folge dessen gleichfalls 
vorerst die Bewegung der Erde vernachlässigen, aber mit dem Vorbehalt , später 
darauf zurückzukommen. Vorläufig beziehen wir unsere Beobachtungen auf ein 
in oder an der Erde befestigtes Coordinatensystein und beschränken dieselben auf 
einen mässigen Genauigkeitsgrad, der die Abstraction der Principien gestattet, 
ohne Widersprüche zum Vorschein kommen zu lassen. 

35. Wenn der Körper A eine Einwirkung von irgend einem an-
dern Körper erleidet, so wird dieselbe im Allgemeinen sowohl auf 
seine Form wie auf seinen Lagenwechsel wirken. Zur Betrachtung 
suchen wir uns zwei einfache Gränzfiille aus, nämlich 

1. Deformation in der Ruhe. Es kommen Fälle vor, wo 
der elastische Körper A unter dem Einfluss eines B deformirt wird 
und in deformirtem Zustande in Ruhe bleibt. (Comprimirt gehaltene 
elastische Feder.) Der Fall bietet den Yortheil, dass die Deformation 
von A gemessen und registrirt werden kann. Ein sehr elastischer 
Körper, der mit einer Vorrichtung zum Ablesen der Deformations-
grösse versehen ist, heisst im Allgemeinen Dynamometer; wir setzen 
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die Form desselben, welche Federwage genannt wird, als bekannt 
voraus, und werden sie benutzen, um Deformationen in der Ruhe zu 
messen. 

2. B e s c h l e u n i g u n g a u s der R u h e . Es kommen ferner Fälle 
vor, wo der Körper A aus dem Zustand der Ruhe in den der grad-
linigen Verschiebungsgeschwindigkeit übergeht, ohne sich merklich zu 
drehen oder zu deformiren. (Fallender Stein.) Dieselben können 
mittels des Chronographen verfolgt werden; der Körper A besitzt dabei 
nothwendig wenigstens in den ersten Zeittheilen der Bewegung eine 
angebbare Beschleunigung, deren Richtung im Anfang mit derjenigen 
der Geschwindigkeit übereinstimmt. 

W i r suchen uns ferner Bewegungsquellen aus, welche die ad 1. 
und 2. genannten Wirkungen hervorbringen können. 

a) S c h w e r e . Ueberall tritt uns die Erscheinung entgegen, dass 
ein in der Ruhe losgelassener Körper A sich „nach unten" in Bewe-
gung setzt, fällt. (Ausnahmen: Ballon in Luft, Kork in Wasser, aus 
der störenden Einwirkung des umgebenden Mediums zu erklären.) 
Unmittelbar ist für diese Thatsache keine Ursache ersichtlich; bedenkt 
man aber, dass „nach unten" auf der ganzen Erde so viel heisst wie 
„auf dem kürzesten Wege nach der Erde hin" , so wird man auf den 
Gedanken geführt, dass die A n w e s e n h e i t d e r E r d e die Ursache der 
Fallbeschleunigung liefert. Wir nennen die Körper, in so fern sie 
Fallbeschleunigung besitzen, s c h w e r , oder sagen, d i e S c h w e r e s e i 
a n i h n e n t h ä t i g , ohne damit vorläufig etwas anderes geben zu 
wollen, als einen bequemen Ausdruck für die Thatsache, dass ein 
ruhend in Freiheit gesetztes A sich nach unten in Bewegung setzt. 

b) E l a s t i s c h e R e f o r m a t i o n . Wird ein deformirter elastischer 
Körper im Ruhezustände losgelassen, so nimmt er eine Bewegung an, 
welche ihn schliesslich zu seiner natürlichen Gestalt zurückführt; er 
„reformirt sich". 

c) M e n s c h . Unter den deformirbaren Körpern ist einer, der 
seine Deformationen mit Bewusstsein erzeugen kann. Das ist der 
Mensch. Indem er einen Körper A vorübergehend an sich befestigt, 
kann er ihn entweder deformiren oder beschleunigen. Bewegungs-
wirkungen, die wir ausüben, sind für uns mit einem gewissen An-
strengungsgefühl verknüpft; der augenblickliche Betrag desselben ist 
für uns roh schätzbar; wenn wir z. B . das eine Mal an einem Cu-
bikeentimeter, das andere Mal an einem Cubikdecimeter massiven 
Eisens eine bestimmte Beschleunigung anbringen, so ist der Unter-

B u i l i l e , M e c h n u i k . I . 8 
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schied zwischen den dazu erforderlichen Anstrengungen sehr auffal-
lend. Die Schätzung des Mnskelgefühls kann innerhalb enger Griinzen 
zu erheblicher Genauigkeit ausgebildet werden (Briefe mit der Hand 
wägen), bleibt indessen immer eine blosse Schätzung und ist nicht 
registrirbar. Aber sie macht uns darauf aufmerksam, dass das, was 
wir an dem Körper A anbringen, wenn wir ihn halten, drücken, 
schieben, stossen, eine m e s s b a r e G r ö s s e ist; und von dieser Be-
merkung geht alle dynamische Betrachtung aus. 

36. Gleichartigkeit und Vergleichung der Kräfte. Zwi-
schen einem Menschen, einem Stein A und einer vertical aufgestellten 
Federwage lassen sich folgende einfachen Versuchsbeziehungen her-
stellen: 

1. Der Mensch halte den nicht anderswie unterstützten Stein A 
in Ruhe. Er verspürt ein Anstrengungsgefühl. 

2. Er lasse den Stein A los; derselbe setzt sich in Bewegung nach 
unten. 

3. Der Stein werde auf die Federwage gelegt und man überlasse 
das System sich selbst. Am Schluss (die Zwischenstadien lassen wir 
ausser Betracht) ist Stein und Federwage in dauernder Ruhe. Dabei 
ist aber die Federwage dauernd nach unten deformirt; sie zeigt einen 
Ausschlag d. 

4. Der Stein werde hierauf von der Federwage abgenommen, die-
selbe schnellt in die Höhe. 

5. Der Stein werde, wie ad 4 von der Feder wage abgenommen; 
anstatt aber die letztere sich selbst zu überlassen, halte der Mensch 
sie mit der Iland fest, so dass sie ruhend den Ausschlag d beibehält. 
Der Mensch verspürt dann wieder ein Anstrengungsgefühl, welches, 
so weit sicli's schätzen lässt, mit dem ad 1 empfundenen von an-
nähernd gleicher Grösse ist. 

ß. Man mache die Operation ( 3 ) mit verschiedenen Steinen 
A'A" u. s. w. von gleicher Art aber verschiedener Grösse. J e grösser 
der Stein, desto grösser wird die ihm entsprechende Deformation d, 
desto heftiger auch das Zurückschnellen der Wage ad (4) . 

7. Der Mensch wiederhole die Operationen ( 1 ) und ( 5 ) mit den 
verschiedenen Steinen A'A" u. s. w. Dabei wird deutlich hervor-
treten, a ) dass der grössere Stein das grössere Anstrengungsgefühl ver-
langt, b) dass dies Anstrengungsgefiihl ad ( 5 ) in jedem Fall dasselbe 
ist wie ad (1) . wenn man in beiden Fällen möglichst dieselben Muskeln 
benutzt. 
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Wir betrachten nun zunächst die Versuche (2), (3) und (4). 
Wollen wir irgend einem Geschehniss eine Ursache zuweisen, so 
müssen wir angeben können, was in Abwesenheit aller Ursachen ein-
treten oder nicht, eintreten wurde. Abwesenheit aller Ursachen charac-
terisirt sich durch Abwesenheit aller Wirkungen; sie muss also da-
durch dargethan werden, dass gewisse Grössen, die sonst von Null 
verschieden sein können, zu Null werden. Fragen wir nun aber: 
welcher von den in (2), (3), (4) vorkommenden Zuständen ist der 
„Nullzustand", der sich erhalten würde, wenn gar keine Ursachen 
thätig wären? so bemerken wir, dass diese Frage sich nicht ganz ohne 
Hypothese beantworten lässt. Denn wir besitzen a priori keine An-
weisung darüber, was an den oben genannten Zuständen (2), (3), (4) 
Wirkung und was Niclitwirkung sei. Wir bedürfen also einer grund-
legenden Annahme, die übrigens so naheliegend ist, dass man sie in 
der Regel macht, ohne sich ihres hypothetischen Characters bewusst 
zu werden. Der Zustand dauernder, deformationsloser Ruhe eines 
Körpers A characterisirt sich nämlich durch die Abwesenheit aller 
Aenderung und durch seine Aehnlichkeit mit dem Zustand eines voll-
kommen anstrengungsfreien, unthätigen Menschen als derjenige, den 
wir uns am leichtesten wirkungsfrei denken können. Wir wählen 
ihn also als Nullzustand, d. h. wir machen die 

Annahme I. AVenn an e i n e m r u h e n d e n K ö r p e r k e i n e r l e i 
U r s a c h e t h ä t i g i s t , so b l e i b t e r in v o l l k o m m e n e r Ruhe . Das 
Wort „vollkommene Ruhe" soll ausdrücklich bezeichnen, dass an dem 
Körper weder Deformation noch Lagenwechsel eintritt. 

Betrachten wir Exp. 2 mit diesem Princip, so ergiebt sich: An 
dem in der Nähe der Erde losgelassenen Stein A ist eine Ursache 
thätig; denn er bleibt nicht in Ruhe, sondern hat eine Beschleunigung 
nach unten. Er besitzt also eine „Beschleunigungsursache". Die be-
stimmte Richtung jener Beschleunigung deutet zugleich darauf hin, 
dass die Beschleunigungsursache selbst eine gerichtete, in diesem Fall 
nach unten gerichtete Grösse ist. 

Exp. 3 zeigt, dass der Stein A, wenn er dauernd auf der Feder-
wage ruht, an dieser eine dauernde „Deformationsursache" anbringt. 

Exp. 4 weist nach, dass die Wage im deformirten Zustand eine 
nach oben gerichtete Beschleunigungsursache besitzt, sobald der Stein 
weggenommen wird. 

Mit Hülfe eines Anthropomorphismus setzen wir nun die drei 
Versuche in nähere Beziehung zu einander. Wir schreiben einen 

8* 
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Augenblick lang dem Stein in Exp. 1 und 2 eine „Tendenz" zu, sich 
nach unten zu beschleunigen. Dann müssen wir auch der deformirten 
Federwage gemäss Exp. 4 eine Tendenz zuschreiben, sich nach oben 
zu beschleunigen. Und dann sehen wir in dem Zustande ad (;}) das 
Resultat von zwei einander entgegenwirkenden Tendenzen: der Stein 
strebt •nach unten, die deformirte Federwage nach oben, beide Ten-
denzen heben einander auf, daher die dauernde Ruhe. Streifen wir 
nun dieser Auflassung das anthropomorphische Gewand ab, so finden 
wir, dass ihr die Annahme zu Grunde liegt: 

II. B e s c h l e u n i g u n g s u r s a c h e n und D e f o r m a t i o n s u r s a c h e n 
s ind Grössen de r se lben Art . 

Wir führen daher für beide eine gemeinschaftliche Benennung 
ein; sie sollen K r ä f t e heissen. Ferner ist im obigen die Annahme 
enthalten: 

III. Zwei K r ä f t e von g le icher Grösse und e n t g e g e n -
g e s e t z t e r R i c h t u n g heben e i n a n d e r auf. 

In der That macht diese Annahme keine Schwierigkeit, wenn 
wir schon bemerkt haben, dass die Kräfte gerichtete Grössen, also 
vectorischer Natur sind. Annahme II lässt sich nun für unsern Fall 
noch weiter specialisiren: Die Kraft welche am Stein A in Exp. 3 
wirkt, ist von gleicher Art wie die in 2, sie hat die gleiche Richtung 
in beiden Fällen, und diese Richtung deutet auf die gleiche Endursache: 
die Anwesenheit der Erde. Da ist nun kein Grund mehr vorhanden, 
weshalb die Kraft, mit der der Stein in Exp. 3 auf die Federwage 
wirkt, verschieden sein sollte von derjenigen, mit der er in Exp. 2 
auf sich selber wirkt. Wir specialisiren also Annahme II dahin: 

IIb. Die K r a f t , mi t we lche r der S t e in A in der Ruhe auf 
die Fede rwage w i r k t , i s t n i c h t b loss g l e i c h a r t i g sondern 
auch gle ich gross mit d e r j e n i g e n K r a f t , die den n i c h t un t e r -
s t ü t z t e n S t e i n A b e s c h l e u n i g t . Beide sind identisch. 

Mit diesen Sätzen erhalten wir nun folgende Deutung der drei 
bisher benutzten Versuche: (2) Am freien Stein A wirkt die nach 
unten gerichtete, bestimmte Kraft p. Sie beschleunigt ihn. (3) Auf 
die Federwage wirkt der Stein gleichfalls mit der Kraft p und defor-
mirt sie. Die deformirte Federwage aber entwickelt eine nach oben 
gerichtete Kraft, die im schliesslichen Ruhezustande eben so gross aber 
von entgegengesetzter Richtung ist, wie p\ diese Gegenkraft muss 
demnach mit — p bezeichnet werden, -\-p und — p heben einander 
auf, daher keine weitere Wirkung: dauernde Ruhe. (4) Wird A ab-
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genommen, so bleibt an der Federwage die Kraft — p allein übrig; 
sie beschleunigt die Fedenvage nach oben. 

Nehmen wir nun diejenigen Versuche hinzu, in denen der Mensch 
auftritt, so haben wir: ad 1. Der Mensch constituirt sich als elasti-
scher Körper von willkürlich gewählter Form; die Kraft p des Steines 
A deformirt ihn, er leistet der Deformation mit einer Kraft — p 
Widerstand, und die Anbringung dieser Kraft kommt ihm als An-
strengungsgeiühl zum Bewusstsein. ad 5. Der Mensch bringt an der 
Federwage die Kraft -\-p an, um das — p der Federwage aufzuheben. 
Das Anstrengungsgefiihl ist der Grösse nach (unter übrigens gleichen 
Umständen) dasselbe wie ad 1, weil + p an absoluter Grösse gleich 
— p ist. Die menschliche Kraftäusserung ist hiernach, vom rein 
mechanischen Gesichtspunkt betrachtet, gleichartig mit der eines 
elastisch deformirten Körpers. 

Exp. 7 liefert uns die Erfahrungsthatsache, dass zwei verschiedene 
Körper A' und A" im Allgemeinen vermöge der Schwere verschiedene 
Kräfte p ausüben; denn sie verlangen verschiedene Anstrengungs-
gefühle, entsprechend verschiedenen Kräften —p, um in lluhe gehalten 
zu werden. Dies weist sehr deutlich darauf hin, dass die Grössen p 
messbar sind, und es ist unvermeidlich anzunehmen, dass von zwei 
Kräften p' und p" diejenige die grössere ist, deren Aufhebung uns 
unter übrigens gleichen Umständen die grössere Anstrengung kostet. 
Dem entsprechend sehen wir in Exp. 6, dass derjenige Stein, der nach 
menschlicher Schätzung ad 7 die grössere Kraft p ausübt, auch an der 
Federwage die grössere deformirende Wirkung hervorbringt. Wir 
machen also die Annahme: 

IV. Von zwei roh unterscheidbaren Kräften ist diejenige die 
grössere, deren Aufhebung dem Menschen unter übrigens gleichen 
Umständen die grössere Anstrengung kostet. 

Mit dieser Annahme liefert uns Exp. G die Erfahrungsthatsache, 
dass von zwei merklich verschiedenen Kräften die grössere auch eine 
grössere Deformation an der Federwage hervorbringt. (Immer voraus-
gesetzt, dass es sich, wie bisher in der ganzen Untersuchung, um vertical 
gerichtete Kräfte handelt.) Den Satz IV können wir nun, da in ihn 
eine subjectiv geschätzte Grösse eingeht, nur dann zur Anwendung 
bringen, wenn die beiden zu vergleichenden Kräfte recht merklich 
verschieden sind; auch haftet der subjectiven Schätzung immer eine 
gewisse Unsicherheit an. Da aber, soweit IV sich anwenden lässt, 
der Satz sich immer bestätigt: „Dem grösseren Anstrengungsgefühl 
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ad 7 entspricht die grössere Deformation ad 6", können wir in IV 
statt des Anstrengungsgefiihls die Deformation substituiren, nehmen 
also jetzt an: 

IVb. Von zwei K r ä f t e n ist d i e j en ige die grössere , die an 
der Fede rwage u n t e r übr igens g l e i chen Ums tänden die 
grössere Defo rma t ion h e r v o r b r i n g t . 

Für roh schätzbare Kraftunterschiede ist dieser Satz identisch 
mit IV. Da er gesetzmässig sein muss, werden wir scliliessen, dass 
er allgemein gilt, also auch für den Fall, wo die subjective Schätzung 
des menschlichen Anstrengungsgefiihls nicht mehr ausreicht, um die 
Kraftdifferenzen wahrzunehmen. Dann haben wir an der Federwage 
ein Instrument gewonnen, welches uns gestattet, Kräfte durch eine 
Klasse ihrer Wirkungen mit einander zu vergleichen, ohne dass dabei 
die Unsicherheiten der menschlichen Schätzung ins Spiel kommen. 

Satz IVb in Verbindung mit III giebt den Satz: Eine gegebene 
Federwage entwickelt bei wachsender Deformation immer grössere 
nach oben gerichtete Kräfte. Damit ist nun auch nachgewiesen, dass 
(den Fall der Zertrümmerung ausgeschlossen) für jeden aufgelegten 
Stein A der Ruhezustand des Exp. 3 möglich ist. Denn wenn der 
absolute Werth der aufwärtsgerichteten Kraft in (3) bei steigender 
Deformation von Null ab fortwährend wächst, so muss sie bei einem 
bestimmten Ausschlag d gleich — p werden; dies d ist dann der Aus-
schlag des Ruhezustandes. 

37. Kraftsummen. Exp. 8. Zwei Körper A' und A" zu-
sammen auf die Federwage gelegt, deformiren dieselbe stärker als 
jeder für sich. 

Exp. 9. Wir legen den Körper A' auf die Federwage und no-
tiren die Deformation d'. Darauf theileu wir A' in n beliebige Stücke 
und legen diese Stücke zusammen auf. Die Deformation ist wieder d'. 

Beide Versuche zusammen deuten sich am einfachsten durch die 
Annahme: Wenn wir n Körper zusammen auf die Federwage legen, 
so ist die Kraft, mit der sie auf dieselbe wirken, die Summe der 
Einzelkräfte, mit denen jeder für sich allein wirken würde. Diese 
Deutung involvirt aber zwei Annahmen, nämlich: 

I l lb . G le ichger i ch te te K r ä f t e , die g le ichzei t ig auf einen 
P u n k t wi rken , s u m m i r e n sich a lgebra i sch . 

Dieser Satz ist eine Ergänzung zu Annahme III und erscheint 
fast selbstverständlich, nachdem der vectorische Charakter der Kräfte 
durch III schon angedeutet ist. 
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V. Die K r a f t , mi t der ein schwerer Körpe r A nach u n t e n 
w i r k t , b le ib t u n v e r ä n d e r t , wenn a n d e r e Körpe r mi t ihm 
z u s a m m e n w i r k e n . 

Dieser Satz kann sofort auf die einzelnen Tlieile angewendet 
werden, aus denen ein ausgedehnter schwerer Körper A besteht. Er 
lautet dann: „die aus der Schwere hervorgehende Kraft des Körpers 
A ist die Summe der Kräfte, mit denen seine Theile nach unten 
wirken", wobei die Theile beliebig klein gedacht werden können. 

38. Gewicht. Die Federwage sei an einem bestimmten Ort 
fo^o'o ( f Breite, tt Länge, r Abstand vom Mittclp.) der Erde fest 
aufgestellt. Wir kennen schon die Thatsache, dass verschiedene 
Körper A ihr verschiedene Deformationen ertheilen. Wir erfahren 
ferner durch einige einfache Experimente, dass die Deformation, welche 
ein bestimmter Körper A an ihr hervorbringt, stets merklich dieselbe 
ist, so lange wir nicht äussere Umstände angeben können, die ver-
ändernd auf A oder auf die Wage gewirkt haben. Ebenso, dass zwei 
unveränderliche Körper, die einmal die gleiche Deformation erzeugt 
haben, zu jeder späteren Zeit dasselbe thun. Diese Sätze bestätigen 
sich um so genauer, je schärfer unsere Mittel zur Erkennung kleiner 
Veränderungen werden; wir nehmen daher an, sie würden streng 
richtig sein, sobald wir wirklich Uli Veränderlichkeit der Körper A 
und des Instruments verbürgen könnten. Dann ist aus ihnen zu fol-
gern, dass jedem Körper eine bestimmte constante Grösse <7 eigen-
thiimlich ist, die als Factor in die Kraft seiner Schwere eingeht. 
Dieses q bestimmen wir folgendermaassen: 

Irgend ein Körper A sei an der Stelle </0^0 r0 gegeben und wirke 
dort auf die Federwage mit der Kraft p. Wir können dann A in 
u Theile theilen und diese Theile durch probeweises Zufügen und 
Fortnehmen so abgleichen, dass jeder von ihnen eben so stark auf die 
Federwage drückt, wie jeder andere. Dann wirkt an jedem Theil 

die Kraft - • n 
Nachdem wir so gelernt haben, die Kraft p eines beliebigen 

Körpers an der Stelle i>0, r0 in n Theile zu theilen, wählen wir 
willkürlich einen „Urkörper" aus; die Kraft, mit welcher er an der 
genannten Stelle drückt, sei pr Wir verschaffen uns nach der eben 
angegebenen Methode eine Serie von Körpern, die ebenda mit der 
Kraft 0,1/;,, 0,01p, u. s. w. drücken, ferner durch Zusammenfügen 
mehrerer dem Urkörper gleichen Körper eine zweite Serie, deren 
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Schwöre am Ort die Reihe der Multipla 10/»,, 100y>, u. s. w. 
darstellt. 

Ist nun irgend ein Körper A gegeben, so können wir ihn in 
«TiÄ'o a u f die Federwage legen und constatiren, dass er dieselbe 
dort eben so stark deformirt, wie der (/mal genommene Urkörper. 
Dann sagen wir: A hat das fache Gewicht des Urkörpers. Das 
Gewicht des Urkörpers selbst setzen wir gleich x, wo x eine willkür-
lich, aber ein für alle mal zu wählende Grösse ist. Das Gewicht von 
A ist also dann qx. Es ist nach den obigen Sätzen eine constante 
Grösse, und nach (V) ist das Gewicht irgend einer Körpersumme gleich 
der Summe der Gewichte ihrer Theile. Practisch dient als Urkörper 
das „Urkilogramm", ein in Paris von der internationalen Maasscom-
mission niedergelegter Platinblock, und x wird conventionell = 1000 
gesetzt. Der t a u s e n d s t e The i l vom Gewicht des Urk i lo -
gramms he i s s t e in Gramm und ist unsere Gewicht se inhe i t* ) . 

A i i m e r k u u g . Das Wort „Gewicht" wird iu der Litteratur doppelsinnig 
verwendet (siehe unten 44). Für unseru Gebrauch halten wir uns streng an die 
so eben gegebene Bestimmung, welche der Definition gleichkommt: Das Gewicht 
des Körpers A ist der Quotient aus der Kraft, womit A an der willkürlich ein für 
allemal gewählten Stelle tp0 r0 der Krde die Wage afficirt, durch die Kraft, 
mit welcher der Eiiiheitskörper „ein Gramm" a n d e r s e l b e n S t e l l e der Krde 
auf sie wirkt. Die Worte „an derselben Stelle der Krde" sind wesentlich; nimmt 
man Copieen oder bildet man Multipla uder Submultipla eines Urkörpers, so inuss 
die Copie etc. vorläufig an der Stelle <p0 9o ro der Erde bestimmt werden. 

*) A l l g e m e i n e B e m e r k u n g . Jede Maassfestsetzung geht nach dem obigen 
Schema vor sich. Es sei S eine Grössenart (z. B. Länge), für die wir ein Maass-
system schaffen wollen. Dann wählen wir einen „Urkörper" und setzen fest: die 
Quantität von S, welche am Urkörper zur Erscheinung kommt, soll = y Ein-
heiten sein, wo y eine ein für allemal durch willkürliche Convention festzusetzende 
Zahl ist. Wollen wir nun das S 0 eines beliebigen Körpers A bestimmen, so ver-
gleichen wir Sa mit S1 und finden etwa ¿>a — nSt; dann ist Sa ' ny Einheiten. 
(Beispiel für die Längenmessung: Urkörper ist das Urmcter. Wir setzen will-
kürlich y = 100, d. h. ein Meter soll 100 Längeneinheiten haben, m. a. W. unsere 
Längeneinheit ist das Centimeter. Ist eine zu vergleichende Linie 11 mal so lang 
wie das Urmeter, so ist ihre Länge 100.ncm.) I n j e d e r M a a s s f e s t s e t z u n g 
f i n d e t s i c h e i n e w i l l k ü r l i c h e C o n s t a n t e v o n d e r A r t d e s o b i g e n y, 
die daher rührt, dass die Einheit willkürlich gewählt und durch ein willkürliches 
Multiplum praktisch dargestellt werden kann. Aendert man den Werth von y, so 
ändert man die Einheit und umgekehrt. (Setzt man im Längenmaass y = 1000, 
so misst man in Millimetern, y = 1 in Metern, y = 0,0001 in Myriametern etc.) 
Soll also das & durch eine einfache Zahl ny ohne weiteren Zusatz bestimmt sein, 
so inuss ein bestimmter Werth von y ein für allemal conventionell festgesetzt 
werden. 
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39. Freie und annullirte Kräfte. Wir kehren zu 3G Exp. (2), 
(3), C^) zurück. In unserer bisherigen Terminologie ist ein Element 
enthalten, welches bei unvorsichtigem Gebrauch zu einer Unklarheit 
Veranlassung geben kann. Wenn wir nämlich schlechthin sagen 

a) in Exp. 2 wirkt an A die Kraft p, 
b) in Exp. 3 wirkt an A dieselbe Kraft p, 
c) in Exp. 3 wirkt an A ausser p auch die Kraft —p, d. h. es 

wirkt an A die Kraft p—p, welche Null ist, 

so ist dem Wortlaute nach ein Widerspruch zwischen (b) und (c) 
vorhanden: einmal wirkt an A die Kraft />, das andercmal die Kraft 
Null. Der Ausdruck „die Kraft p wirkt" ist also zweideutig gebraucht. 
Die Zweideutigkeit verschwindet sofort, wenn wir statt des ungenügen-
den Wortes „wirkt" die Ausdrücke „wirkt beschleunigend" und „wirkt 
deformatorisch" gebrauchen. Dann heissen die obigen Sätze 

«) in Exp. 2 wirkt an A beschleunigend die Kraft p, 
ß) in Exp. 3 wirkt A deformatorisch mit der Kraft p, 
y) in Exp. 3 wirkt an A und an der Federwage beschleunigend 

die Kraft p — p oder Null. 

In Exp. (2) können wir p eine f r e i e Kraft nennen; denn ihr wirkt 
in jenem Versuch nichts entgegen. Ganz allgemein ist die Summe 
aller an einem Körper A wirkenden Kräfte als f r e i zu bezeichnen; 
denn dieser Summe wirkt nichts mehr entgegen. Die Sätze («) und 
(y) fallen dann unter die Bemerkung: E i n e f r e i e K r a f t an e i n e m 
r u h e n d e n K ö r p e r e r z e u g t B e s c h l e u n i g u n g . In Exp. (2) ist 
die angebbare freie Kraft p vorhanden, daher eine angebbare Be-
schleunigung; in Exp. (3) ist die freie Kraft , die Summe der beiden 
vorhandenen Kräfte -\-p und — p , gleich Null, daher keine Beschleu-
nigung. 

Im Gegensatze zur freien Kraft nennen wir eine Kraft a n n u l l i r t , 
wenn sie durch eine entgegengesetzt gleiche Kraft aufgehoben ist. 
+p und — p sind annullirte Kräfte in Exp. (3). Satz (ß) fällt dann 
unter die Bemerkung: A n n u l l i r t e K r ä f t e k ö n n e n D e f o r m a t i o n 
e r z e u g e n . 

Die Sätze (a), (b), (c) lauten dann berichtigt 
a , ) in Exp. 2 wirkt an A die freie Kraft p, 
ß,~) in Exp. 3 wirkt an A die durch die Federwage annullirte 

Kraft p, 
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y,) in Exp. 3 wirkt an A und der Federwage die freie Kraft Null; 
und auch in dieser Form sind sie frei von Zweideutigkeit. 

Es ist nun sehr der Mühe werth, den Satz (ß,) etwas näher zu betrachten. 
Um das bequem thun zu können, wollen wir annehmen, der Körper A sei ein 
homogener Würfel, der mit seiner horizontalen Grundfläche auf die Federwage 

sie auf die zweite Schicht. Nun ist aber jeder ruhende Körper A, bezw. jede 
seiner Schichten innerhalb der Gränzen der vom Körper geübten Schwerkräfte 
elastisch; denn wäre das nicht der Fall, so würde A sich selbst allmälig platt 
drücken, wäre also nicht in Ruhe. Der Druck dp drückt also die zweite Schicht 
von A elastisch zusammen. Mit Hülfe der bisher gegebenen Mittel können wir 
bereits die physikalische Thatsache constatiren, dass ein zusammengedrückter 
elastischer Körper immer zwei entgegengesetzt gleiche elastische Kräfte entwickelt. 
Wir setzen diese Thatsache als aus der Erfahrung bekannt voraus. Dann ent-
wickelt also die zweite Schicht zwei elastische Kräfte: sie drückt vermöge ihrer 
Elasticität mit der Kraft — dp nach oben, und mit der Kraft -{-dp nach unten. 
Die Kraft — d p annullirt den von der oberen Schicht ausgehenden Druck 4 - d p . 
Die obere Schicht unterliegt also der Kraftsumme dp — dp oder der freien Kraft 
Null. Die zweite Schicht drückt nun auf die dritte a) mit ihrer elastischen Kraft 
dp, b) mit der aus ihrer Schwere hervorgehenden Kraft dp, zusammen also mit 
2dp. Die dritte wird in Folge dessen elastisch comprimirt und entwickelt a) nach 
oben die Kraft —2dp, welche die zweite Schicht in Ruhe hält, b) nach unten die 
elastische Kraft -+-2dp und dazu die Kraft -\-dp aus ihrer Schwere, zusammen 
3dp. Damit drückt sie auf die vierte Schicht, diese entwickelt nach oben —3dp , 
nach unten -4-4dp u. s. w. 

Jede Schicht des Würfels ist also elastisch deformirt, und zwar um so mehr, 
je tiefer sie liegt. Am stärksten deformirt ist die unterste Schicht; sie übt nach 
oben den elastischen Druck — ( p — d p ) , nach unten elastisch p — dp und aus der 
Schwere dp, zusammen p. Die unterste 'Schicht drückt also auf die Federwage 
mit derselben Kraft, als ob das ganze Gewicht des Körpers A in ihr vereinigt 
wäre. Darin liegt der Grund, weshalb wir schlechthin sagen können: der Stein 
A drückt mit der Kraft p ; seine unterste Schicht drückt eben auf jede Unterlage 
mit der gleichen Kraft p. 

Es leuchtet ein, dass wir eine ganz entsprechende Betrachtung auf einen ganz 
beliebig geformten Körper A anwenden können, ferner, dass wir auch die Feder-
wage selbst in unendlich dünne Schichten vom Gewicht dp theilen und an ihr die 
gleiche Betrachtung fortsetzen können. Wählen wir aus dem ganzen System 
„A + Federwage" die (von oben gezählt) nte Schicht aus , so finden wir, dass 

Fig. 29. 

v 

gelegt ist (Fig. 29). Wir denken 
uns denselben durch horizontale 
Ebenen in unendlich dünne Schich-
ten von gleichem Gewicht getheilt. 
Die (von oben gezählt) erste Schicht 
unterliegt dann der directen Ein-
wirkung der Erde und entwickelt 
eine nach unten gerichtete Kraft vom 
Betrage dp. Mit dieser Kraft drückt 
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folgende annullirten Kräfte auf sie wirken: 
f a ) Druck der n — lten Schicht (n-l)<lp 

1) nach unten ; 
( b) Schwere der n , e n Schicht selbst dp, 

2) nach oben elastischer Gegendruck der n + l | c n Schicht —ndp. 
Ihre Summe ist Null. Dabei aber können wir das Vorhandensein der annullirten 
Kräfte an dem Vorhandensein der ihnen entsprechenden Deformation erkennen. 
Bei einem beliebig gewählten Stein A würde es nun freilich sehr feiner Mittel 
bedürfen, um die Deformation seiner Schichten nachzuweisen; nehmen wir aber 
z. B. eine umgestülpte Federwage als Körper A, so wird die Deformation von A 
sofort ersichtlich. Wir haben also an dem ruhenden System in Exp. 3 die beiden 
folgenden Thatsachen: 

1) In jeder Schicht desselben ist die freie Kraft Null, daher dauernde Ruhe. 
2) Iii jeder Schicht sind annullirte Kräfte vorhanden, daher dauernde Defor-

mation aller Schichten. 
Wenn wir nun die dauernden Deformationen in der Ruhe studiren, so ist es 

uns nicht um die Kenntniss der freien Kraftsumme zu thun ; wir wissen j a von 
vorn herein, dass dieselbe Null ist. Es geht uns vielmehr darum, aus der vor-
handenen Deformation die annullirten Kräfte, die einzelnen Summanden, aus denen 
sich die Summe Null zusammensetzt, zu erkennen. Theoretisch könnten wir das 
eben so wohl am Körper A, wie an der Federwage; aber die Beobachtung an A 
würde im allgemeinen sehr feine Mittel erfordern, während die Federwage leicht 
deutlich erkennbare Deformationen zeigt, die mittels eines an irgend einer Schicht 
befestigten Index beobachtet werden. Es liegt auf der Hand, dass wir die Kraft 
p kennen, wenn wir — p kennen; darum genügt die Beobachtung des einen von 
beiden in Exp. 3 thätigen Körpern, der Federwage. 

A u s d e m Vorstehenden ist z u s c h l i e s s e n , dass wir an den bis-
her igen Versuchszus tänden Kräf te auf zwe ier l e i W e i s e b e s t i m m e n 
k ö n n e n , n ä m l i c h 

1 ) i m Z u s t a n d e der Fre ihe i t , oder w a s dasse lbo sagt , w ir be-
s t i m m e n die a n A vorhandene Tota lkra f t ( aus der B e w e g u n g v o n A), 

2 ) i m Z u s t a n d e der A n n u l l i r u n g ; w ir w ä h l e n F ä l l e , w o die T o t a l -

kraf t N u l l ist und b e s t i m m e n die e n t g e g e n g e s e t z t g l e i c h e n S u m m a n d e n , 

w e l c h e d iese S u m m e Nul l ergeben ( a u s der De format ion) . 

40. Bestimmung freier Kräfte. E i n zur Ze i t t ruhender 
Körper, auf den d i e freie Kraf t ¡ j w i r k t , b le ibt n icht i n Ruhe . D i e 
U n t e r s u c h u n g der Tota lkraf t k a n n also n i c h t a m rein ruhenden Kör-
per v o r g e n o m m e n werden , sondern ver lang t die A u s d e h n u n g unserer 
B e t r a c h t u n g e n auf b e w e g t e A. D a e n t s t e h t zunächs t , w i e i n 3 6 , die 
Frage : W e l c h e r v o n den m ö g l i c h e n Z u s t ä n d e n des b e w e g t e n Körpers 
A ist der N u l l z u s t a n d , der e in tre ten w ü r d e , w e n n gar k e i n e Kraf t a n 
A thä t ig w ä r e ? Gali lei hat d ie se lbe b e a n t w o r t e t durch den Satz 
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Ib. E i n K ö r p e r A, a u f den k e i n e f r e i e K r a f t w i r k t , h a t 
d ie B e s c h l e u n i g u n g N u l l . 

Ks giebt keine Beobachtung, die diesen Satz strict nachweisen könnte; aber 
die Beobachtung zeigt, dass wir überall da , wo sich die Geschwindigkeit eines 
Körpers A nach Grösse oder Richtung ändert, einen Körper B angeben können, 
von dem die Aenderung sich abhängig zeigt, also eine von B ausgehende Kraft 
als Ursache der Aenderung anzunehmen haben. Ein geschleuderter Stein A z. B. 
hat zur Zeit t, wo wir die Beobachtung beginnen, eine bestimmte Geschwindig-
keit v0. Unmittelbar nach der Zeit t ist seine Geschwindigkeit noch nahe = v0; 
bei längerer Dauer der Bewegung aber bemerken wir, dass die Bahn von A sieh 
im Allgemeinen nach unten krümmt. Daraus ist zu schliessen, dass an A eine 
nach unten gerichtete Beschleunigung vorhanden ist. Da wir nun schon wissen, 
dass die Anwesenheit der Erde an A eine nach unten gerichtete Beschleunigung 
hervorruft, bezeichnen wir die Erde als den Körper B, welcher die Krümmung 
der Bahn von A hervorruft, und demgemäss die an A wirkende Kraft p der Schwere 
als die Ursache seiner Beschleunigung abwärts. Wir können nun diese Kraft /j 
fortschaffen, indem wir A so schleudern, dass er auf einer horizontalen Unterlage 
gleitet. Dann fällt die Krümmung der Bahn von A in der That fort; A bewegt 
sich in gerader Linie auf der Unterlage fort (etwaige Abweichungen lassen sich 
wieder auf Unebenheiten der Bahn und asymmetrische Stösse an denselben zurück-
führen), v behält also die Richtung von v0. Aber die Geschwindigkeit v von A 
ist dann in stetiger Abnahme begriffen. Es wirkt also an A noch eine Beschleu-
nigung, die dem v entgegengerichtet ist. Hat nun die Unterlage grössere Rauhig-
keiten, so sehen wir, dass A sich an diesen Rauhigkeiten stösst; ist sie mässig 
glatt , so hören wir an den „Reibungsgeräuschen", dass zwischen A und der 
Unterlage eine ähnliche Einwirkung besteht; wir erfahren ferner, dass der 
Körper A, auch wenn er im Zustande der Ruhe auf einer möglichst glatten Unter-
lage liegt, dem Versuch, ihn mittels kleiner Kräfte zu bewegen, ähnlich, als ob 
er angeklebt wäre, widersteht, was nicht der Fall sein würde, wenn er völlig frei 
wäre. Wir schliessen also: die Unterlage bringt ganz allgemein an dem Körper 
A eine Kraft an , die sich seiner Bewegung widersetzt; diese Kraft nennen wir 
R e i b u n g . Wir vermindern sie, indem wir A auf möglichst glatter Bahn (Eis, 
Waggon auf Schienen) schleudern; je glatter dieselbe ist , desto langsamer wird 
die Abnahme von v. Ausser der Reibung an der Unterlage ist noch der Wider-
stand der Luft in gleichem Sinne thätig; von der Existenz desselben können wir 
uns durch das Handgefühl überzeugen und können ihn theilweise eliminiren, in-
dem wir ein schnell bewegtes A in der Richtung des Windes schleudern. Dann 
wird die Abnahme von ¡< noch langsamer. Wir schliessen: wären alle Kräfte, 
Schwere, Reibung, Luftwiderstand völlig eliminirt, so würde o seinen anfänglichen 
Werth v0 der Grösse und Richtung nach immer beibehalten, d. h. A hätte die 
Beschleunigung Null. 

Ib umfasst I als Specialfall. Die Eigenschaft der Körper, aus 
sich selbst keine Beschleunigung zu entwickeln, nennt man T r ä g -
h e i t oder I n e r t i e . 
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Aus Ib folgt sofort: Hat (1er Körper eine angebbare Beschleuni-
gung ü, so ist auch eine angebbare Totalkraft f an ihm thätig, und 
wir können ü zur Bestimmung von / ' verwerthen. Man bemerkt aber 
leicht, dass ü allein dazu nicht ausreicht. Es seien A' und A" zwei 
Körper , die zur Zeit t in Ruhe sind und von t bis t-\-M die con-
stanten Beschleunigungen ü' und ü " haben mögen. Dann werden ihre 

ist v'rz>v' wenn ü " > ü ' ist, und umgekehrt. Wir können nun zwei 
Körper A' und A" von verschiedenem Gewicht auf eine glatte hori-
zontale Unterlage bringen und während der Zeit dt auf jeden von 
beiden den gleichen Druck ausüben. Ist A' erheblich schwerer als 
A", so findet man, dass A' sich crheblich langsamer bewegt als A"; 
also „der Körper von grösserem Gewicht hat bei gleicher Kraft die 
kleinere Beschleunigung". Umgekehrt: richten wir uns so ein, dass 
A' und A" nach der Zeit Jl nahe gleiche Geschwindigkeit, also 
während der Zeit dt nahe gleiche Beschleunigung besitzen, so muss 
an dem erheblich schwereren A' auch eine erheblich grössere Kraft 
angebracht werden. Also „der Körper von grösserem Gewicht erfor-
dert, um eine bestimmte Beschleunigung zu haben, die grössere Kraft". 
Diesem Wahrnehmungen und zugleich dem Satz Ib werden wir gerecht 
durch folgende w i l l k ü r l i c h e 

VI. D e f i n i t i o n d e r K r a f t : f = tqü in der Richtung von ii. 
Die f r e i e K r a f t / , w e l c h e am K ö r p e r A t h ä t i g i s t , i s t das 
P r o d u c t aus 1) de r B e s c h l e u n i g u n g ü von yl, 2) dem G e w i c h t 
(y v o n A, 3) e i n e r w i l l k ü r l i c h zu w ä h l e n d e n C o n s t a n t e e, d i e 
a b e r f ü r a l l e A d i e s e l b e , a l so d u r c h e i n e e i n z i g e W a h l e in 
f ü r a t l lemal b e s t i m m t is t . W i r s c h r e i b e n de r K r a f t / d i e 
R i c h t u n g der B e s c h l e u n i g u n g ü zu. 

Die Constante « ist die willkürliche Constante, welche in jeder 
Maass.festsetzung auftritt. Sie ist willkürlich, weil und so lange wir 
noch keine Einheit der Kräfte gewählt haben; setzen wir einmal con-
ventionell fest: e soll gleich der Zahl A T se in , so ist damit die Ein-
heit gewählt, und umgekehrt. Am einfachsten wäre es, gleich hier 
t = 1 zu setzen; da wir aber in Zusammenhang mit der Betrachtung 
annullirter Kräfte bleiben wollen, soll e vorläufig unbestimmt gelassen 
werden. 

Das Product eq nennen wir den T r ä g h e i t s c o e f f i c i e n t e n oder 

Geschwindigkeiten Offenbar 
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die M a s s e von A und können es durch den Buchstaben (i bezeichnen. 
Gl. V I lautet dann 

V I b . / = fiü. 

D i e an A f r e i t h ä t i g e K r a f t i s t d a s P r o d u c t a u s d e r 
B e s c h l e u n i g u n g und der M a s s e v o n A . Wobei im Auge zu be-
halten, dass die Masse dem Gewicht proportional ist. Setzt man 
Ii = 1 und ü = 1 , so wird / = 1. Die Kraft 1 ist also diejenige, 
welche der Masse 1 die Beschleunigung 1 ertheilt. 

An einem in der Natur gegebenen Stofftheilchen ist jederzeit 
gegen ein bestimmtes Coordinatensystem e i n e bestimmte Beschleuni-
gung vorhanden, also, wenn e ein für allemal festgesetzt wird, auch 
e i n e bestimmte Totalkraft. W i r können nun aber die eine Beschleu-
nigung ü willkürlich auflassen als Resultante aus componirenden Be-
schleunigungen ü j , ti3 u. s. w. sobald wir die ii« so wählen, dass 

ü, —j—ti3 —j—ti3 H = ü. Es hindert uns nichts, diese Zerlegung und 
Wiederzusammensetzung von den Beschleunigungen auf die Kräfte zu 
übertragen, wenn wir nur die componirenden Kräfte nach Gl. VI aus 
den componirenden Beschleunigungen bilden. Ist 

ü j - T - ü ^ - ' - ü « = ü. 

Setzen wir ferner 

= / d = / 2 , = / 3 • • • f(Ü„ = = / „ 

und ist die Richtung jedes f n identisch mit der des entsprechenden 

ü„. so ist auch 

wenn / = f i t . Die Kraft / ist also dann nach der für Vectoren 
gegebenen Regel in die Componenten / , / 2 . - . / n zerlegt. W i r können 
also, ohne auf einen logischen Widerspruch zu stossen, festsetzen: 
K r ä f t e w e r d e n n a c h d e m f ü r V e c t o r e n ü b e r h a u p t g ü l t i g e n 
G e s e t z z u s a m m e n g e s e t z t u n d z e r l e g t . Die Sätze I I I und I I I b 
subsummiren sich dem ohne Weiteres. 

Von Kräften, welche die Resultante Null haben, sagt man: sie 
stehen im G l e i c h g e w i c h t . 

Nun entsteht aber die Frage, ob wir die im Vorstehenden ge-
troffenen Bestimmungen auch mit Erfolg zur Ermittelung der Be-
ziehungen benutzen können, welche zwischen einem afficirten Körper 
A und den ihn afficirenden B ' , B " . . . bestehen. Die Körper B ' , B " . . . 
mögen gleichzeitig im Augenblick t auf A wirken. Dabei sei es mög-
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lieh festzustellen, welche Beschleunigung B' allein an A hervorbringen 
würde, ebenso, welche Beschleunigung B", B'" u. s. w. an A erzeugen 
würde, wenn jedes B allein unter den zur Zeit t gegebenen Verhält-
nissen existirte. Die Beschleunigung, welche B' allein hervorrufen 
würde, nennen wir ü ' , die von B" allein herrührende ü" u. s. w., 
und die Gesammtbesclileunigung, welche alle B zusammen verursachen, 
heisse ü. Ist nun 

und damit auch 

dann können wir in der Resultante / jedem einzelnen B seinen An-
theil zuweisen; wir können sagen: B' wirkt auf A mit der K r a f t / ' , 
B" mit f" u. s. w. und alle zusammen wirken mit der Kraft 

/ ' - ¡ - / " - £ - / " ' - ? — , welche gleich / ist. Wäre aber das Gegentheil 
der Fall, so könnten wir in / die Einzelwirkungen nicht mehr unter-
scheiden; die gleichzeitigen Beziehungen mehrerer B zu einem A wären 
also für uns unerkennbar. Soll demnach unsere Erkenntniss der Natur 
durch die bisher angenommenen Entwicklungen und Festsetzungen 
überhaupt gewinnen, so muss in der realen Welt der Erfahrungssatz 
gelten: 

VII. Wenn v e r s c h i e d e n e N a t u r k ö r p e r B', B"... g le ich-
ze i t ig b e s c h l e u n i g e n d a u f den K ö r p e r A -wi rken , so w i r k t 
j e d e r E inze lne m i t de r se lben K r a f t , als ob er a l l e in v o r h a n -
den wäre . 

Gemäss dem, was wir über den Begriff Kraft festgesetzt haben, 
ist damit schon gesagt, dass die Gesammtkraft, der A zur Zeit t unter-
liegt, die geometrische Summe der zur Zeit t von den B herrühren-
den Einzelkräfte, also auch die Gesammtbesclileunigung von A die 
geometrische Summe der von den B herrührenden Einzelbeschleuni-
gungen ist. Bestätigt sich dieser Satz in der Erfahrung, so ist unser 
System zur Erforschung der Natur brauchbar; eine umfassende Veri-
fication desselben ergiebt sich daraus, dass unsere späteren Rechnungen 
durch die Beobachtung verificirt werden. 

41. Bestimmung annullirter Kräfte. Dieselbe ist nicht nur 
zulässig, sondern unentbehrlich; denn in die Bestimmung des § 40 
geht der Begriff „Gewicht" ein; diesen Begriff aber haben wir (und 
hat die Menschheit) mit Hülfe annullirter Kräfte gewonnen; der ganze 
§ 40 steht also erst fest, wenn nachgewiesen ist, dass aus dem Ver-



128 Physikalische Grundlagen der Mechanik. 

halten annullirter Kräfte auf das Verhalten freier Kräfte geschlossen 
werden darf. 

"Wir wählen auf der Erde die „Normalstelle" (p0 r0 willkür-
lich .aus; als solche nehmen wir aus Gründen, die später klar werden, 
den Punkt, wo der 45. Breitengrad das östliche Ufer des atlantischen 
Oceans schneidet. Dort stellen wir eine Federwage auf und ver-
schaffen uns Gewichtssätze von 1 grm, 0,1 grm, lOgrm u . s . w . Wir 
setzen nun willkürlich fest: 

VIII. Die K r a f t , m i t de r e i n G r a m m an d e r N o r m a l -
s t e l l e v e r m ö g e s e i n e r S c h w e r e r u h e n d d r ü c k t , sol l g l e i c h 
J K r a f t e i n h e i t e n s e i n . Hierin ist £ die willkürliche Constante 
der Maassbestimmung, die ein für allemal conventioneil festgesetzt 
werden muss. Es folgt: 

Die K r a f t , m i t w e l c h e r q G r a m m an d e r N o r m a l s t e l l e 
v e r m ö g e de r S c h w e r e d r ü c k e n , is t d a n n = K r a f t e i n h e i t e n 
(nach Satz V). 

Ist £ festgestellt, so reicht dieser Satz aus, um beliebige annulierte 
Kräfte zu bestimmen, a) An der Normalstelle selbst graduire man 
die Federwage nach Grammen und lasse die zu untersuchende Kraft 

f (etwa den Druck eines Menschen) senkrecht abwärts auf dieselbe 
wirken; bringt / r u h e n d den Ausschlag von k Gramm hervor, so ist 
/ = b) An irgend einem andern Ort. Man lasse die zu unter-
suchende Kraft f auf irgend ein Dynamometer wirken, wo sie den 
Ausschlag d erzeugt; dann transportire man das Dynamometer an die 
Normalstelle und lasse die Schwere von Grammen auf dasselbe wirken, 
unter gleichen Umständen wie vorhin; wenn ¿ Gramme den Ausschlag 
d hervorbringen, so war f = Oder man graduire die Federwage 
ein für allemal an der Normalstelle nach Grammen, transportire sie 
darauf an den Ort, wo die zu untersuchende Kraft f wirkt, und lasse 
/ direct auf sie drücken; zeigt die Federwage den Ausschlag k, so ist 

vic. / = y c . 

42. Nähere Betrachtung der Schwere. Der Körper A be-
finde sich an der Stelle y , r der Erde; die Schwere wirkt an ihm 
mit einer Kraft , die wir fa nennen wollen. Wir können dieselbe 
bestimmen 

a) nach 40 . Wir lassen A frei fallen, messen den Verlauf seiner 
Geschwindigkeiten und bestimmen daraus die Beschleunigung ü. Die-
selbe wird an der bestimmten Stelle <p, r einen bestimmten Werth 
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haben, der g heisseu möge. Nach der allgemeinen Formel / = tqü 
ist dann in diesem Fall 

(1) fa = eqg-

b) nach 41. Wir finden mit einer Federwage, dass A an der 
Stelle <p, r so stark drückt, wie ¿Gramm an der Stelle <pad-0r0; 
dann ist 

(2) / „ = £ * . 

Die Federwage lässt sich nun erheblich verfeinern (Bathometer von 
Siemens) und da liefert sie folgende Beobachtungen: 

1) Ein und derselbe Körper A übt an verschiedenen Stellen der 
Erde verschiedene Kräfte. Die Grösse k ist also von Ort zu Ort ver-
änderlich. Sie zeigt sich in erster Linie von <p (geogr. Breite) und r 
(senkrechte Höhe), in geringerem Grade auch von # (geogr. Länge) 
abhängig. Ihren mittleren Werth erreicht sie ungefähr unter dem 
45. Breitengrad in Meereshöhe, und deshalb haben wir einen Punkt 
der Linie <p = 45° in Meereshöhe als Normalstelle <p0&0r0 ausgewählt. 

An der Normalstelle ist nun definitionsgemäss k — q, wenn q 
wie früher das Gewicht von A bezeichnet. An irgend einer anderen 
Stelle können wir setzen 

(3) X- = - qX 
oder 

(4) /„ = £qX, 

wo nun X einen von Ort zu Ort veränderlichen Factor bezeichnet, 
der an der Normalstelle den Werth Eins hat, an anderen Stellen von 
Eins abweicht. 

2 ) Wenn zwei Körper A' und A" an der Stelle <p, q die 
gleiche Kraft vermöge der Schwere ausüben, so drücken sie auch an 
jeder anderen Stelle der Erde vermöge der Schwere mit gleicher Kraft. 

Hieraus folgt unmittelbar: hat der Körper C das n-fache Gewicht 
des Körpers A, so drückt C an jeder Stelle der Erde n-mal so stark 
wie A. Denn an der Normalstelle ist die Kraft, mit welcher C drückt, 
£qc, die mit welcher A drückt £qa, also da qc = nqa ist, drückt C 
so stark wie n nebeneinander gelegte Körper A- und das gilt dann 
auch an jeder beliebigen Stelle der Erde. W i r k ö n n e n a lso Ge-
w i c h t e nach dem in 38. a n g e g e b e n e n V e r f a h r e n n i c h t b loss 
in % & 0 r 0 , sondern an j e d e r S t e l l e <p, r b e s t i m m e n . Markiren 
wir die in Gl. (4) vorkommenden Grössen sämmtlich mit a oder c, 
jenachdem sie sich auf A oder C beziehen, so haben wir 

Budde, Mechanik. I. 9 
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und nach Satz 2) 

(5) f a = L q a F a , 

(6) fc = t qtFe 

(7) fy- = 9 l . 
f a 2« 

Nun ist k = £a, denn £ ist ja eine ein für allemal gewählte Con-
stante, also folgt aus (7), wenn man darin / „ und fc aus (5) und (6) 
substituirt 

&c Xa 
d. h. die Grösse X ist für irgend zwei Körper an derselben Stelle der 
Erde dieselbe; sie hängt nicht von der Natur des Körpers A, sondern 
nur von seiner Stellung gegen die Erde ab. 

43. Consistenz von 40 und 41. Unserer ganzen Untersuchung 
liegt der hypothetische Satz zu Grunde, dass die annullirte Kraft, 
womit die Schwere am ruhenden Körper A wirkt, identisch ist mit 
der freien Kraft, womit sie, allein vorhanden, den Körper A beschleu-
nigt. Also muss, wenn die Betrachtung widerspruchsfrei sein soll, 
das fa der Gl. (1) in 42. identisch mit dem fa in Gl. (2) und (4) 
werden, sobald wir in beiden Messungen dieselben Einheiten benutzen: 
es muss dann sein 

(1) eqg = 

(2) 9 = - f * . 

In dieser Gleichung stehen rechts die beiden Constanten £ und 
e, die für alle Körper denselben Werth haben, und A, welches nach 
42. gleichfalls von A unabhängig ist. Die Gleichung kann also nur 
erfüllt werden, wenn g von A unabhängig ist, d. h. 

An d e r s e l b e n S t e l l e de r E r d e b e s i t z e n a l l e f r e i f a l l e n d e n 
K ö r p e r d ie g l e i c h e B e s c h l e u n i g u n g . 

Dieser Satz ist also die Bedingung, unter der die Bestimmuugs-
arten 40 . und 41. sich in Uebereinstimmung bringen lassen. Die Er-
fahrung bestätigt ihn um so genauer, je mehr wir die Schwere an 
den Körpern A wirklich f r e i wirken lassen können, d. h. je mehr 
wir fremde Kräfte, insbesondere den Luftwiderstand eliminiren. 

Aus (2) folgt ferner in Verbindung mit § 42. Gl. (3) g = — k-, 
sq 

d. h. die Beschleunigung g variirt auf der Erde nach dem gleichen 
Yerhältniss wie der ruhende Druck k. Ist k an zwei Stellen gleich, 
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so ist auch g daselbst gleich. Nun zeigt die Erfahrung, dass k sich 
für massige Ortsvariationen nur sehr langsam ändert; ein Körper A 
drückt in 10 m Höhe merklich eben so stark wie in Om. Also er-
halten wir den für experimentelle Distanzen unmerklich wenig von 
der Wahrheit abweichenden Satz: 

Die Beschleunigung eines f r e i fa l lenden Körpers ist 
constant . A fällt nach den in 30. entwickelten Gesetzen. Wird 
bestätigt. 

Somit ist die Möglichkeit nachgewiesen, Gl. (2) zu erfüllen. Wir 
müssen sie nun durch eine passende Festsetzung für die Constanten 
£ und e wirklich erfüllen. An der Normalstelle y>0&0r0 hat g einen 
speciellen Werth, der durch Versuche ermittelt werden kann; derselbe 

cm 
ist 9 8 0 , 8 8 ; wir bezeichnen ihn mit G. An der Normalstelle sec 

ist aber auch k = 1, also lautet Gl. (2) dort G — ~ oder 

(3) £=Ge. 

Setzen wir also fest: „£ soll G mal grösser sein als c", so 
sind die beiden f a der Gleichungen (1) und (2) oder (4) in 42. iden-
tisch, und den beiden Arten der Kraftbestimmung 40. und 41. liegt 
dieselbe Einheit zu Grunde. Wenn wir jetzt noch eine der beiden 
Grössen £ und e conventioneil festsetzen, ist die andere mitbestimmt, 
und die Kraftbestimmung vollendet. 

44. Definitive Einheiten. Eine der Grössen f oder e kann 
vollkommen willkürlich festgesetzt werden; die bequemsten Beziehungen 
erhalten wir, wenn wir entweder 6 = 1 oder £ = 1 setzen. Beide 
Conventionen sind in Gebrauch; wir haben also in der Litteratur zwei 
Systeme der Kraftbestimmung, die hier neben einander folgen: 

A) System von Gauss. 

Wir setzen e = 1. 

Dann ist £= G, 

H = q. 

Die Masse eines Körpers ist gleich 
seinem Gewicht; Masseneinheit ist 
das Gramm. 

B) System der französischen 
Mathematiker. 

Wir setzen £ = 1. 

Dann ist e = -g-, 
q 

¡x = sq = -i--

Die Masse eines Körpers ist G mal 
kleiner als sein Gewicht. Massen-
einheit ist die Masse von G Gramm. 

9 * 
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Grundgleichung 1 ) 

/ = J u ü = ? ü . 

Die am Körper A frei thätige Kraft 
ist das Product aus seiner Masse 
und seiner Beschleunigung. 

Setzen wir ju = 1 und ü = 1, 
so ist / = 1. Krafteinheit ist also 
diejenige Kraft , welche einem 

Gramme die Beschleunigung 1 ^ ^ 

ertheilt. 
Grundgleichung 2 ) 

/ = ik = Gk. 
Die Kraft , welche dem Drucke 
gleichkommt, den k Gramme an 
der Normalstelle vermöge der 
Schwere üben, hat den Werth Gk. 

Ein Gramm drückt also an der 
Normalstelle mit der Kraft 

G = 980 ,88 , 
an andern Stellen mit der Kraft g. 

Grundgleichung 1 ) 

f=fXÜ = -J-ü. 

Die am Körper A frei thätige Kraft 
ist das Product aus seiner Masse 
und seiner Beschleunigung. 

Setzen wir /i = 1 und ü = 1, 
so ist / = 1. Die Kraft 1 ist 
diejenige, welche der Masse 1, i. e. 
G Grammen die Beschleunigung 1 
ertheilt. 

Grundgleichung 2 ) 
f=lk = k. 

Die Kraft , welche dem Drucke 
gleichkommt, den k Gramme an 
der Normalstelle vermöge der 
Schwere üben, hat den Werth k. 

Ein Gramm drückt also an der 
Normalstelle mit der Kraft Eins, an 

andern Stellen mit der Kraft $ . 
Cr 

Die Krafteinheit des ersten Systems ist also G mal kleiner als 
die des zweiten. Dafür ist auch die Masseneinheit des ersten G mal 
kleiner als die des zweiten; dadurch ist die B e z i e h u n g / = /tu in 
beiden gleichmässig gültig. Das zweite System hat die historische 
Priorität; das erste ist in magnetologischen und elektrologischen Rech-
nungen ziemlich ausschliesslich in Gebrauch und wird neuerdings mehr 
und mehr allgemein benutzt. Wir wählen für unsern Gebrauch das 
erste System und nennen die Krafteinheit desselben 1 D y n . In der 
Grundgleichung desselben / = |UÜ ist die Dimension von ü schon be-

( " i e c 5 " ) ' ^ ^ e ' D e ® r ° s s e ' V01'läufig eigenartig da steht, kannt als 

gerade wie Länge und Zeit; also geht /.i als besondere Diroensionsart 
in die Dimensionsbestimmung der Kraft ein. Es ist 

A n m e r k u n g . In der Terminologie der französischen Mathematiker bedeutet 
„Gewicht" (poids) nicht unsere Grösse g, sondern unser / , die Kraft, womit die 
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Schwere den Körper A afficirt. „Ein Gramm" ist dementsprechend nicht, wie 

in diesem Buch, eine Massengrösse (Masse 1 im ersten, Masse — i m zweiten 

System), sondern die Kraftgrösse, mit der ein Tausendstel des (Jrkilogramms an 
der Normalstelle drückt. Hält man streng an dieser Bestimmung, so inuss man 
für unsere Grösse q und ihre Einheit einen neuen Namen schaffen. Statt dessen 
hat sich schon während der Herrschaft des französischen Systems der Gebrauch 
eingeschlichen, den Namen „Gewicht" gleichzeitig auf ftt und auf q anzuwenden. 
Zunächst im populären Sprachgebrauch; Kaufleute und Chemiker haben kein In-
teresse daran, zu wissen, mit welcher Kraft ihre Materialien drücken, sie wollen 
vielmehr die Masse ihrer Producte kennen lernen, bestimmen also q und nennen 
diese Grösse „Gewicht". Maschinentechniker dagegen haben öfter ein Interesse 
daran, die Kräfte fa einfach zu bezeichnen; sie nennen daher f „Gewicht" und 
die Krafteinheit im System (B) schlechthin „ein Gramm". Beim Gebrauch der 
Litteratur ist auf diese Zweideutigkeit zu achten. Gauss hat zuerst mit Klarheit 
darauf aufmerksam gemacht, dass man im System (A) 9 und (i identificiren kann 
und hat q als „Gewicht" bezeichnet. Wir sind ihm gefolgt und bleiben bei der 
in 38. gegebenen Definition. Es ist dann wünschenswerth, ein bequemes Wort 
für „entwickelt vermöge der Schwere eine Kraft von . . . " zu haben. Wir werden 
in diesem Sinn das Wort „gravitiren" gebrauchen, sagen also 

Der Körper A w i e g t q Gramm, wenn sein Gewicht nach 88. = q ist, und 
Der Körper A g r a v i t i r t / Dyn., wenn er vermöge der Schwere mit der 

Kraft / drückt. 

Der Ausdruck „ist. schwer" wird zweideutig gebraucht. Man sagt „A ist 
schwerer als 8 " , wenn qa > qh. Man sagt aber auch „A ist am Nordpol schwerer 
als am Aequator", weil fa am Pol > fa am Aequ. Wir wollen ihm diese Zwei-
deutigkeit lassen. 

45. Das Fnndamentalsystem. W i r k o m m e n n u n auf den in 

3 4 . g e m a c h t e n Vorbehal t zurück. D a s Gali le i 'sche Träghei t spr inc ip 
haben wir aus Beobachtungen in e i n e m an der Erde befes t ig ten Coor-
d i n a t e n s y s t e m abstrahirt. Ist es in d i e s e m S y s t e m richtig? W e n n 
nicht , wo g i l t es? 

Wir werfen zunächst die Frage auf : Gilt das Gali lei 'sche Pr inc ip 
in j edem bel iebigen Coordinatensystem? Ein e infaches E x p e r i m e n t be-
weis t , dass diese Frage verneint werden muss . W i r se tzen e ine g la t te 
horizontale Sche ibe auf e ine vert icale A x e , lassen s ie um diese A x e 
rotiren und werfen e ine berusste Kuge l über sie hin. A n dieser 
Kugel ist dann die Schwere durch die Unter lage a u f g e h o b e n , a lso 
w e n n die Re ibung vernachläss igt werden k a n n , die freie Kraf t N u l l 
thätig. D e n k e n wir uns nun in der Sche ibe e in Coordinatensystem 
befest igt , und gälte für dies S y s t e m das Träghe i t spr inc ip , so müss te 
die Kugel i n ihm m i t constanter Geschwindigke i t e ine gerade Lin ie 
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beschreiben, der Russ müsste also auf dem Tisch eine gerade Linie 
aufzeichnen. Er zeichnet aber eine Spirale. In einem auf der Erde 
rotirenden Coordinatensystem gilt also das Trägheitsprincip nicht. 

Ein in der Erde befestigtes Coordinatensystem „rotirt" nun aber 
auch, wenngleich langsam, genauer gesagt, es rotirt in irgend einem 
durch astronomische Positionsbeobachtungen festgelegten Coordinaten-
system. Es liegt also der Verdacht vor, dass die Erde sich ähnlich 
verhält, wie der rotirende Tisch. In der That , ein von Benzenberg 
angestellter Versuch beweist, dass ein freier Körper A in einem an 
der Erde befestigten Coordinatensystem, wenn er ruhend losgelassen 
wird, nicht eine gerade Linie beschreibt, wie er doch wegen ü == const. 
müsste. Seine Bahn krümmt sich vielmehr gegen Osten. Auf der 
Erde gilt also das Galilei'sche Princip nur angenähert, nicht streng. 
Dass die Abweichung nicht gross ist, lässt sich mit der geringen Ge-
schwindigkeit der Erdrotation in Verbindung bringen. 

Es entsteht also die weitere Frage: Lässt sich in der Natur ein 
Coordinatensystem bezeichnen, von dem wir sagen können, dass es 
keine das Galilei'sche Princip störende Bewegung besitzt? Dieselbe ist 
vorläufig zu verneinen. Wir können m i t den b i s h e r i g e n M i t t e l n , 
auch wenn die Positions- und Oberflächenbeobachtung der Weltkörper 
unendlich verfeinert würde, doch immer nur Bewegungen der Welt-
körper in einem durch andere Weltkörper festgelegten Coordinaten-
system erkennen. Dabei erfahren wir nichts weiter als wie sich der 
eine Weltkörper gegen i r gend w e l c h e a n d e r e verhält. Damit ist 
aber nichts gewonnen;'wenn ein Weltkörper a (oder ein System von 
solchen) wirklich die Eigenschaft hätte, dass ein in ihm festgelegtes 
Coordinatensystem unserer Anforderung entspräche, so hätten wir 
keine Mittel, ihn zu erkennen; denn aus den Positionsbeobachtungen 
erfahren wir nur, dass und wie andere Körper ß sich relativ gegen a 
bewegen, oder, was dasselbe sagt, dass und wie a sich gegen andere 
Körper ß bewegt. Dabei ist a äusserlich durch nichts vor irgend 
einem ß ausgezeichnet. Seine besondere Eigenschaft kann also durch 
bloss geometrische Beobachtungen niemals augenfällig werden; wir 
müssten vielmehr, um sie wahrzunehmen, in der Lage sein, den Ben-
zenberg'schen Versuch (und verwandte) auf dem Weltkörper a selbst 
anzustellen. Dabei würden wir wahrscheinlich finden, dass das Gali-
lei'sche Princip auf keinem der existirenden Weltkörper strenge gilt; 
denn mechanisch sind ja die Weltkörper, so weit wir sie kennen, mit 
der Erde gleichwerthig und in ähnlichen Zuständen, wie die Erde. 
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Es ist also vorläufig unmöglich, dasjenige Coordinatensystem anzu-
geben, in welchem die Erde ruhen müsste, um frei von der Benzen-
berg'schen Störung zu sein. 

Wir schlagen desshalb den Weg ein, der bei jeder Lösung einer 
geometrischen Aufgabe befolgt wird. Wir nehmen vorläufig an, die 
Lösung des uns beschäftigenden Problems sei möglich und gefunden, 
und vergleichen dann später die Consequenzen dieser Annahme mit 
den im Problem gegebenen Daten. I). h. für unsern Fall: 

IX. W i r n e h m e n v o r l ä u f i g a n , es e x i s t i r e in de r W e l t 
w e n i g s t e n s ein C o o r d i n a t e n s y s t e m , in w e l c h e m das G a l i l e i -
s c h e P r i n c i p s t r e n g g ü l t i g is t . Dasselbe soll „ F u n d a m e n t a l -
s y s t e m " heissen. In ihm können wir dann Kräfte nach 44. bestim-
men und die Wirkung der Körper aufeinander untersuchen. In ihm 
können wir auch untersuchen, wie der Körper A sich gegen ein Co-
ordinatensystem verhält, welches selbst gegen das Fundamentalsystem 
in Bewegung ist und können dann die Ergebnisse dieser Betrachtung 
am bewegten Tisch, bezw. an der bewegten Erde, Sonne etc. verifi-
ciren. Passt die Erfahrung sich ihnen an, so ist unsere Annahme 
gerechtfertigt, und die mechanischen Probleme der realen Welt sind 
überhaupt mit Hülfe des Trägheitsprincips lösbar; wo nicht, nicht. 

Wir können nun sofort den Satz aufstellen: J e d e s C o o r d i n a -
t e n s y s t e m , w e l c h e s in e i n e m F u n d a m e n t a l s y s t e m r u h t , i s t 
s e l b s t e in F u n d a m e n t a l s y s t e m . Denn sind S und S' zwei gegen-
einander ruhende Coordinatensysteme, so ha t ' d i e Beschleunigung ü 
eines gegebenen Punktes /t in beiden den gleichen Werth. Ist also 
ü in dem einen gleich Null, so ist es auch in dem andern gleich 
Null: d. h. das Galilei'sche Princip gilt in beiden gleichzeitig. Und 
Hü im einen ist gleich /iü im andern, die Kraft in <S' also gleich der 
Kraft in S. Es gibt also unendlich viele Fundamentalsysteme, die für 
die Kraftbestimmung sämmtlich gleichwerthig sind. 

Bis zum ausdrücklichen Widerruf führen wir von jetzt ab alle 
Rechnungen unter Zugrundelegung eines Fundamentalsystems; die in 
ihm bestimmten Geschwindigkeiten, Kräfte etc. sollen kurz als „ab-
solute" Geschwindigkeiten etc. bezeichnet werden, und wo keine Zwei-
deutigkeit eintreten kann, als „Geschwindigkeiten etc." schlechthin. 

Dabei behalten wir im Auge, dass die Erde nicht sehr weit vom 
Fundamentalsystem verschieden ist, rohere Resultate der Rechnung 
also auf der Erde bestätigt werden können. 

A n h a n g . Wir stellen die grundlegenden Abstractionen, auf denen 
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die Kraftbestimmung beruht, hier zusammen und führen nebenan die 
Nummern auf, unter denen sie früher erschienen: 

(IX) Es gibt ein Fundamentalsystem, in dem sich die Einwirkung 
eines Körpers B auf einen Körper A bestimmen lässt. 

(II), (IIb) Beschleunigungsursachen und Deformationsursachen 
sind identische, messbare, gerichtete Grössen. 

(I), (Ib) Ein Körper, an dem keine freie Kraft wirkt, hat die 
Beschleunigung Null. 

(VII) Wenn verschiedene Körper B\ B", . . . gleichzeitig auf den 
Körper A wirken, so ist die Kraft, mit der A von B" afficirt wird, 
unabhängig von der Anwesenheit der übrigen B. 

Die übrigen Sätze von I bis IX sind entweder speciellere Aus-
deutungen dieser Grundlagen oder definitorische Festsetzungen. 

46. Abgeleitete Kräfte. Die in 22. ff. für die Beschleunigung 
abgeleiteten Sätze lassen sich ohne weiteres auf Kräfte übertragen; 
dies folgt daraus, dass jede Beschleunigung oder Beschleünigungscom-
ponente mit der Masse multiplicirt, die entsprechende Kraft darstellt. 

Die Kraft / wird geometrisch dargestellt durch einen Vector von 
der Länge / , dessen Richtung mit der der Kraft»übereinstimmt. 

Sie hat drei Coordinaten fx, fy, fz, welche die Projectionen jenes 
Vectors auf die drei Axen sind. Im rechtwinkligen Coordinatensystem 
ist / ? + / ? + • / ' = / ' > fx = / c o s a u. s. w. 

Greift / frei am Punkt A von der Masse fi an, so ist 
. d'x . <Py . d%z 

Die am Punkt /u frei wirkende Kraft / zerfällt in die beiden Com-
ponenten Tangentialkraft und Normalkraft, f T und f r , welche in der 
Hauptkrümmungsebene der Bahn von ju liegen und auf einander senk-
recht stehen, so dass f l + ß = / ' . Ist rj der Winkel zwischen Kraft 
und Bahnelement, so ist 

fr =/cOSr; 

fy =/smj? = ¡x~ 

von q der Krümmungsradius. fy heisst auch C e n t r i p e t a l k r a f t 
In Bezug auf einen willkürlich gewählten Punkt 0 besitzt die 

Kraft / ein Moment <J./, wo S das Perpendikel von 0 auf die Eich-
tungslinie von f ist. Für dieses Moment gelten alle Momentensätze 
nebst den besonderen Beziehungen, die in 25. für die Beschleunigung 
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abgeleitet wurden. Wir könnten auf Grund von 25. den Begriff 

„Sectorenkraft" fi ' % bilden und den Satz aufstellen, „die Sectoren-

kraft in der Ebene ist das halbe Moment der Kraft / in Bezug auf 
Ou u. s. w. Damit würden wir aber nichts neues aussagen; man hätte 
nur in § 25. Gl. (4) etc. beide Seiten mit fi multiplicirt, also den 
gleichen Satz wie dort in schwerfälligerer Form reproducirt. 

47. Kräfte beliebiger Ordnung. Einmal auf Grund physi-
kalischer Betrachtungen zur Bildung des Begriffs „Masse" und des 
Products ju.ü gelangt, können wir nun rein mathematisch Producte 
aus fi und andern Differentialcoefficienten des Ortes nach der Zeit 
bilden und dieselben in allgemeinerem Sinne „Kräfte" nennen. Es 
giebt dann Kräfte verschiedener Ordnung, nämlich 

0) jii.y Masse mal Geschwindigkeit, Kraft nullter Ordnung. 
1) fi.ü Masse mal Beschleunigung, Kraft erster Ordnung oder 

Kraft schlechthin. 
2) /i.ii Masse mal Beschleunigung zweiter Ordnung, Kraft zwei-

ter Ordnung. 
8) /u.ü u. s. w. 
Practisch werthvoll sind bis jetzt bloss die Nummern (0) und (1) 

geworden. Die Kraft nullter Ordnung heisst gewöhnlich Q u a n t i t ä t der 
B e w e g u n g oder Bewegungsmenge. Dass alle diese Kräfte wie Vectoren 
zu behandeln sind, ist selbstverständlich, weil ihre Factoren v, ü, ü etc. 
diese Eigenschaft haben, fi aber eine richtungslose Constante ist. 

Zwischen Kraft und Quantität der Bewegung besteht, da /i con-
stant ist, die Beziehung 

oder fx = fiüx = (/iv,), /„ = fiixy = ^ (fivy), 

/' = fiü' = 4t 
J e d e C o m p o n e n t e der K r a f t / i s t der nach de r Ze i t ge-

n o m m e n e D i f f e r e n t i a l q u o t i e n t der e n t s p r e c h e n d e n Compo-
n e n t e von de r Q u a n t i t ä t d e r Bewegung . 

A n m e r k u n g . Es ist in neuerer Zeit mehrfach darüber gestritten worden, 
ob die Kräfte im Allgemeinen und speciell die Kräfte erster Ordnung wirkliche, 
physikalische Existenz haben. Der Streit ist müssig, da das Prädicat „existiren" 
sich nicht definiren lässt. Worauf es ankommt, das ist die Frage, ob die Kräfte 
sich bestimmen lassen, und die ist zu bejahen. 
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B. Die Gleichungen der Bewegung; Hülfsbegriffe und 
integrirende Principien. 

48. Die Gleichungen der Bewegung für die freie Kraft. 
Wir schreiben nunmehr dem beweglichen Punkt eine bestimmte 
Masse fi zu, und nennen ihn dann einen „ m a t e r i e l l e n P u n k t " ; 
da fi eine constante characteristische Eigenthiimlichkeit desselben ist, 
können wir den Buchstaben /.i auch, wie früher, benutzen, um den 
untersuchten Punkt selbst damit zu bezeichnen. Es sei bekannt, dass 
an n die Kraft / thätig ist, und es werde ausdrücklich vorausgesetzt, 
/ sei f r e i , d. h. / sei die Resultante aller an ¡x vorhandenen Kräfte; 
die Aufgabe wird gestellt, die Bewegung von (i zu berechnen. 

Aus der G r u n d g l e i c h u n g / = / u ü , wo ú die Beschleunigung, folgt 
unmittelbar 

(1) ü = (i 
Hat nun ú im rechtwinkligen Fundamentalsystem die drei Componenten 
X, Y, Z, und hat / ebenda die Componenten 5, H, Z, so ist, da 
Kräfte und Beschleunigungen in gleicher Weise zerlegt werden 

' fiX = s, 
liY=H, 
fiZ=Z, 

und aus den in 32. gegebenen Gleichungen der Beschleunigung (3) 
folgen unmittelbar die G l e i c h u n g e n d e r B e w e g u n g (4) 

(2) 

(3) 

d'x 
dt1  = X 

y 
df ~~ (4) 

d'z 
dt3  = Z, 

f1 
d\ 
df 
d*y _ 
df 
d'z 

= H 

df Z. 

d%x 
In den Gleichungen (4) ist u. s. w. nach Division mit fi un-
mittelbar durch 3 u. s. w. gegeben; dieselben müssen also, wenn 
3. H, Z aus den Bedingungen des Problems bestimmt sind, bloss 
noch integrirt werden. In den Specialfällen des § 30 , wo die Dimen-
sionen der y und z verschwinden und bloss die erste der drei Glei-
chungen übrig bleibt, gelingt das mit Hülfe der Methoden des § 29; 
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in allgemeineren Fällen ist die Integration eine verwickeitere Opera-
tion, für die wir einige Hülfsbegriffe entwickeln. Der Schritt von 
den Gleichungen (4) zu den Gleichungen (3) ist so klein (blosse Divi-
sion mit n ) , dass wir beide Gleichungssysteme als gleichbedeutend 
behandeln können: man nennt sie deshalb auch promiscue „Glei-
chungen der Bewegung". Es ist an sich gleichgültig, ob wir die 
nächsten Betrachtungen an (3) oder an (4) anstellen; (3) ist einfacher; 
die Praxis hat es aber mit sich gebracht, dass gewisse termini tech-
nici am System (4) gebildet sind; deshalb werden wir einige Rech-
nungen an (4) führen. 

49. Arbeit. Die Gleichungen (21) und (22) des § 29. lauteten 
(1) vdv = xiTds, 

(2) K - i t ^ j ' ü . d » , 

»i 
wo die Tangentialbeschleunigung ü r als Function der Bahnabscisse s 
gedacht ist, was ja immer geschehen kann. Nennen wir a den Winkel 
zwischen der Totalbeschleunigung ü und dem Bahnelement ds, so ist 

(3) üT = ücosa , 

(4) vdv = XL cos ads. 

Sehen wir in dem letzten Product ü als den einen, cos ads als den 
andern Factor an, so ist cosads die Projection des Wegelementes auf 
die Richtung der Beschleunigung (oder auf die Richtung der Kraft) ; 
ücosads ist also das Product aus dieser Projection in die Beschleu-
nigung selbst, fcosads oder ßücosads wäre das Product aus jener 
Projection in die an ii thätige Kraft . Wir nennen nun 

ü.cosacfo die Elementararbeit von ü auf dem Wege ds 
f.cosads die Elementararbeit der Kraft / auf dem Wege ds. 
Dementsprechend heissen die Integrale 

j ücosads die Arbeit der Beschleunigung auf dem Wege s, bis s, 

c* 
| fcosads die Arbeit der Kraft auf dem Wege s, bis s. 

8, 

Bezeichnen wir die Arbeit der Beschleunigung mit L , die der 
Kraft mit A, so lautet Gl. (4) ohne oder mit Multiplication durch n 

(5) vdv = dL, ¡xv dv — dA 
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und ihr Integral, wenn J eine endliche Zunahme bezeichnet, 

(6 ) = ¿ a ^ ' - O = A 

Die beiden Gleichungen (6) sind vollkommen gleichwertig. Das 
Product %/.tv3 führt den (wenig passenden) Namen „ l e b e n d i g e K r a f t " . 
Die rechts stehende Gleichung heisst also: Die Z u n a h m e der l e b e n -
digen K r a f t a u f i r g e n d e i n e r S t r e c k e Sj b is s2 i s t g l e i c h der 
a u f d ieser S t r e c k e g e l e i s t e t e n A r b e i t der K r a f t , welche an /i 
frei thätig ist. Die links stehende sagt dasselbe, bedarf also keines 
besonderen Ausdrucks in Worten; man hat deshalb für die Grösse 

keinen besonderen Namen gebildet*). Gl. (6 ) wird in beiden 
Formen die G l e i c h u n g der l e b e n d i g e n K r a f t genannt. Ihr hoher 
Werth beruht darauf, dass sich in vielen Fällen die Integrale L oder 
A leicht angeben lassen. 

Wir rechnen ds immer in der Richtung von s, nach s hin; ist 
cosa positiv, so ist dL positiv und nimmt bei der Bewegung von 
s, nach s hin zu, ist cosa negativ, so gilt das Umgekehrte. Ist cosa = 0, 
stehen Kraft und Beschleunigung senkrecht auf s, so ist dL gleich 
Null, also v = const. 

A r b e i t von C o m p o n e n t e n . Es sei ü zu irgend einer Zeit die 
Resultante aus mehreren Componenten ü,, ü a . . . und dem entsprechend 

/ die Resultante von / , , / 3 

Projicirt man ü und sämmtliche ü„ auf ds, so ist die Projection 
von ü gleich der a l g e b r a i s c h e n Summe der Componentenprojec-
tionen, also 

(7) ucosa = ^ C o s ^ + Ü j c o s a j - H - " , 

wo die Winkel a entsprechend markirt sind. Also ist auch 
(8) ücos ads = ü, cos a, e?s 4 - üa cos a2 ds H—, 

d. h. die E l e m e n t a r a r b e i t e i n e r R e s u l t a n t e i s t g le ich der 
a l g e b r a i s c h e n S u m m e der E l e m e n t a r a r b e i t e n i h r e r Compo-
n e n t e n , wenn wir die Arbeit einer Componente ü„ gerade so defi-
niren, wie oben die Arbeit von ü, nämlich als ü„ cos ands. 

Besteht die Gleichung ü = ü j - ^ ü j - i — während einer endlichen 

* ) B e i ä l teren Schr i f t s te l lern findet man nicht sondern JA«;2 als „ leben-
dige K r a f t " beze ichnet ; dort he i ss t also -J fjLt>a die „halbe lebendige K r a f t " und 
der obige Satz ist d e m e n t s p r e c h e n d anders formulirt . Neuerdings wird von E i n i -
g e n auch I i ' 1 mit dem Namen l e b e n d i g e K r a f t be legt , während die Mehrzahl die 
im T e x t gegebene Def ini t ion fes thäl t . 
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Strecke, so folgt aus (8) durch Integration bei entsprechender Mar-
kirung der Arbeiten 

(9) L = ¿ , - 1 - L j H — 

Arbeit ist also eine richtungslose Grösse, die durch bloss a lgebra i sche 
Addition aus den componirenden Arbeiten zusammengesetzt wird. 
Gl. (8) gilt auch, wenn sie mit /t multiplicirt wird, also gilt der obige 
Satz ohne weiteres für die Arbeit der Kraft, und A= -hA2 -\-A3 

Insbesondere folgt, wenn üx, üy, ü3 die Coordinaten von ü sind, 
aus (8), da in diesem Falle cos(#, s)ds — dx u. s. w., 

(10) dL = üxdic-\-xi,Jdy+xylih = dLx-+-dLy-\-dLt, 

und da dies für jeden Augenblick der Bewegung gilt, so folgt 

( 1 1 ) L = Lx+Ly->rL, = J*üxdx-t- J'ü^dy+J'ü.dz 
>r, 11 

( I I a ) A = Ax~hA!l-hA, = f*/xdx + j"fydy - + - j ' f j z . 
»i 

Gleichung der l ebend igen K r a f t auf e iner e inze lnen 
Axe. Wir wählen eine der Axen zur Betrachtung aus und nennen 
sie willkürlich die .r-Axe. Die Projection von ¡i auf dieselbe hat die 
Geschwindigkeit vx, Beschleunigung üx, bewegt sich also auf ihrer 
Axe wie ein Punkt von der Masse an dem die freie Kraft fx thätig 
ist. Folglich gilt für sie die Gleichung (1), wenn wir vx statt v und 
üj, statt üT schreiben. Also 

(12) vxdvx = \ixcbc, 
üxdx ist gemäss der ad Gl. (4) gegebenen Definition die Elementar-
arbeit, welche die Beschleunigung üT an der Projection von /x thut. 
Um das einzusehen, muss man bedenken, dass in Gl. (4) die Grössen 
ü und ds beliebig gerichtet sind, also kein Vorzeichen haben, sondern 
ihrem absoluten Längenwerth nach zu denken sind. Wir wollen die 
absoluten Längen von üx und dx mit [ü J und \dx~\ bezeichnen. Dann 
ist, wenn « den Winkel zwischen üx und dx bezeichnet, die Elemen-
tararbeit von ü j nach der ad (4) gegebenen Definition 

[ü,] cos a [die]. 

Dieser Ausdruck ist aber immer gleich üxdx. Denn es ist 

entweder ü* positiv und dx positiv gerichtet; 
dann ist ü , = [ü„], dx = [<£r], cosa = 1, 
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oder üx negativ, dx positiv; 
dann ist ü* = —[ü*], dx == [dx~\, cosa = —1, 

oder ü» positiv, dx negativ; 
dann ist üx = [ ü j , dx = —[dx], cosa = —1, 

oder ü* negativ, dx negativ; 
dann ist ü* = — [ ü j , dx = —[dx], cosa = 1 

in allen vier Fällen also [üJcosa[<ir] = i\xdx. 
Die Elementararbeit der x-Componente der Beschleunigung, welche 

in Gl. (10) vorkam, war die Elementararbeit, welche bei der Be-
wegung von fi auf der S t recke ds geleistet wurde, sie hiess ü^dx. 
Unser in (12) vorkommendes &xdx ist dagegen die Arbeit, welche die 
.r-Componente der Beschleunigung bei der Bewegung der Pro-
j e c t i o n von /u auf der S t r e c k e ds leistet. Beide sind begr i f f -
l ich v e r s c h i e d e n , aber dem W e r t h nach e inande r gleich, 
was auch leicht direct einzusehen ist; denn die Projection von ds auf 
die ^-Richtung hat ja denselben Werth, wie die Projection von dx 
auf die «-Richtung; beide sind dx. Wir können also auch die bei 
der Bewegung der Projection von ju auf der .r-Axe geleistete Elemen-
tararbeit mit dLx bezeichnen. Gl. (12) ist dann 

(18) vxdvx = dLx, 

(14) J(ivl) = Lx, JQvvl) = Ax. 

Kurz ausgedrückt in Worten: die Gle ichung der lebendigen 
K r a f t g i l t auf j e d e r e inze lnen Axe. 

Wendet man (14) auf (11) an, so erhält man wegen L == ¿f(jus) 
die Gleichung 4($v3) = welche selbstverständ-
lich ist. 

A r b e i t l ängs der Componen ten des E lementa rwegs , ds 
kann man als Resultante mehrerer Elementarwege ds', ds", ds'", ... 
auffassen. Projicirt man einerseits sämmtliche ds'v, andererseits ds 
auf die Richtung der Beschleunigung, so ist 

proj (ds) = proj (ds')+proj (ds") -J- • • • 

Also bei entsprechender Markirung der Winkel nach Multiplication mit ü 

(15) ücosads = ücosa 'ds 'H-ücosa"ds"+--< 

„Die Elementararbeit einer Beschleunigung (Kraft) längs des rejul-
tirenden Bahnelements ist gleich der algebraischen Summe ihrer Ele-
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mentararbeiten längs den unendlich kleinen Strecken, aus denen das 
Bahnelement zusammengesetzt gedacht werden kann." 

Setzt man ds aus dx, dy, dz zusammen, so findet man 

ücosa ds — ücos(ü, « ) i i « + ü c o s ( ü , y)dy-\-e tc. 

d. i. wieder Gl. (10). 
Die Arbeit der Beschleunigung hat, da cosa eine reine Zahl ist, 

die Dimension (ü).(cfe) oder (Beschleunigung) mal (Länge); ihre Ein-

heit ist 1 C m „ • 
sec 

Die Arbeit der Kraft hat die Dimension (f).(ds) oder (Kraft) 
ßfrrti cm ̂  mal (Länge). Ihre Einheit ist 1 — — — oder 1 „Dyncentimeter". 

D a s P r i n c i p der l e b e n d i g e n K r a f t . 

50. Beschleunigungs- und Kräftefunction. Es sei in einem 
gegebenen Fall ü r = X. ü,, = F, ü, = Z. Die Elementararbeit dL, 
welche die Beschleunigung von [i thut, ist dann nach 50 . Gl. (10) 

(1) dL = Xdx-+- Ydy-hZdz 

und gemäss der Gleichung der lebendigen Kraft ist dL = 
also 

( 2 ) * ) dQv2) = X d x + Y d y + Z d z , 

( 3 ) J ( i v ! ) = f°(Xdx-l- Ydy+Zdz). 

*) Gl. (2) leitet sich wie folgt direct aus der canonischen Form der Bewe-
d2x gungsgleichungen 48 . Gl. (3) ab. Man multiplicire die Gleichungen ~ ^ 

., , . dx dy dz , 
u. s. w. der Reihe nach mit -r—, , —j— und addire, so erhält man 

dt dt dt 

dx d2x dy d*y_ dz^ dx_ dy_ dz^ 

dt dt2 dt ' dP ^ dt dt2 dt dt + dt ' 

Die Grösse links ist der vollständige Differentialquotient nach t von 
r i / ¿ V 1 ( dy\* 1 / dz\2~[ 

oder von £ v 2 ; also 

dt ' dt dt dt 

Mit dt multiplicirt ist dies Gl. (2) 

rfßt.3) = Xdz-hYdy+Zdz, 
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Es kommt nun vor, dass eine Function U existirt, welche 1) die 
Zeit t nicht explicite enthält, und 2) die Eigenschaft besitzt, dass, 
wenn wir partielle Differentiationen durch d bezeichnen, 

« t~r- z 

ist. Dann ist, da U auf der Strecke ds bloss von x, y, z abhängt 

(5) dü= dx-+-dy-1- dz = Xdx-hYdy +Zdz. 

Also ist dann dU die Elementararbeit von ü und der Ausdruck rechts 
in Gl. (2) ein vollständiges Differential. Gl. (2) wird dann 

(6) d(lv>) = dU, 
also 

(7) K = U+D, 
wo D die Integrationsconstante. Bei bestimmter Integration lautet 
Gl. (7), wenn v, und Ul zusammengehörige Anfangswerthe sind. 

( 8 ) = 

Dann ist also, wenn U bekannt ist, v bestimmt, und d a m i t is t e ine 
e r s t e I n t e g r a t i o n der B e w e g u n g s g l e i c h u n g e n ge l e i s t e t . 

Gl. (8) sagt in Worten: Bei der Bewegung von /¡i wächst ^ V 
um ebenso viel wie die Function U. Die Grösse U ist überaus 
wichtig und verdient einen besonderen Namen. Für spätere Betrach-
tungen ist es indessen zweckmässig, nicht U selbst, sondern »einen 
negativ gewonnenen Werth zu benennen. Wir bezeichnen — U mit 
dem Buchstaben V und nennen V die B e s c h l e u n i g u n g s f u n c t i o n . 
Wir verstehen also unter B e s c h l e u n i g u n g s f u n c t i o n d i e j e n i g e 
t n i ch t e x p l i c i t e n t h a l t e n d e F u n c t i o n , d e r e n n e g a t i r ge-
n o m m e n e r D i f f e r e n t i a l q u o t i e n t nach e i n e r C o o r d i n a t e n r i c h -
t u n g die in d iese R i c h t u n g f a l l e n d e C o m p o n e n t e der Be-
s c h l e u n i g u n g d a r s t e l l t . 

Die Gleichungen (6), (7), (8) lauten dann, für V umgeschrieben 

(9) dL = d($v,) = — dV, 
(10) i v ' + V = D , 

(11) 
in Worten: D ie A r b e i t der B e s c h l e u n i g u n g oder die Zu -
n a h m e von is t be i j e d e r Bewegung von fi g le ich der Ab-
n a h m e der B e s c h l e u n i g u n g s f u n c t i o n . 
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Für die partiellen Differentialquotienten X, Y, Z ein und der-
selben Function U gelten bekanntlich die Gleichungen 

dY dZ dZ _ dX 8X _ _8Y_ 
C> dz ~ 8y ' 8x dz ' 8y ~ dx ' 

also sprechen diese drei Gleichungen die Bedingung aus, welche er-
füllt sein muss, wenn eine Beschleunigungsfunction für den unter-
suchten Punkt f.i existiren soll. Ist diese Bedingung erfüllt, so findet 
man U im gegebenen Fall durch Ausführung der Integration 

fdU=f[Xdx -f- Ydy-h Zdz). Da U durch seine Differentialgleichung 

bestimmt ist, enthält es eine willkürliche Integrationsconstante, 
ebenso V. 

Es leuchtet nun ein, dass wir sämmtliche Gleichungen (1) bis 
(12) rechts und links mit /t multipliciren, überall S, H, Z statt 
/iX, ¡.i Y, ¡xZ schreiben können und dann ganz analoge Resultate für 
die Kräfte wie für die Beschleunigungen erhalten. Die Schlussglei-
chungen (9), (10), (11) lauten dann, wenn E statt fiD geschrieben 
wird 

(12) d4 = d(i (ivJ) = — (id V, 
(13) ifiv'-hftV=E, 

(14) i / u v 1 + l u V = i f i v 3
1 - h f i r i . 

Nennen wir f iV die K r ä f t e f u n c t i o n , so lassen sich diese Gleichun-
gen in die kurzen Worte fassen: Die Z u n a h m e der l e b e n d i g e n 
K r a f t i s t g le ich der A b n a h m e der K r ä f t e f u n c t i o n . (12), (13), 
(14) sagen genau dasselbe wie (9), (10), (11). Unser Satz ist in der 
Form (12), (13), (14) zuerst ausgesprochen worden; daher stammt 
der Umstand, dass man das Product mit einem technischen 

Namen versehen hat, und daher stammt auch der Name des in Gl. (9) 
bis (14) enthaltenen Satzes: er heisst das P r i n c i p der l e b e n d i g e n 
K r a f t . 

Die Summe „Lebendige Kraft plus Kräftefunction" nennt man 
den A r b e i t s i n h a l t des Punktes /u. Mit diesem Terminus lässt sich 
Gl. (13) in die Worte fassen: Der A r b e i t s i n h a l t des P u n k t e s 
(i i s t c o n s t a n t , so lange die an ¡.i thätige Totalkraft eine Kräfte-
function besitzt. Lebendige Kraft und Kräftefunction erscheinen also 
als zwei Grössen, die sich während der Bewegung in einander um-
setzen. Statt Arbeitsinhalt sagt man auch Energie ; ursprünglich 
bedeutet der Name den in einer besonderen Art von Einheiten ge-

B u d d e , Mechanik. I . 1 0 
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messenen Arbeitsinhalt; er wird aber mehr und mehr auch im Sinne 
unseres „Arbeitsinhalt" schlechthin gebraucht. 

61. Haupteigenschaften von U und V. Es sei V eine Be-
schleunigungsfunction, U ihr negativ genommener Werth, also die Com-
ponenten der Beschleunigung von ju 

m y— dU — dV Y— dU 7— d ü 

^ ; dx ~ dx' dy ' dz ' 
p sei eine beliebige Richtung und P die auf p projicirte Beschleuni-
gung, m. a. W. P sei diejenige Componente von ü, welche in die 
Richtung p fällt. Dann ist 

(2) P = u cos(ü, p). 

Macht ü mit den Axen die Winkel a, ß, y, p aber die Winkel X, i>, 
so ist 

cos(ü, p) = cos a cos A+cos ß cos/t -f- cos y cos v, 
(3) P= ü (cos a cos A -(- cos cos / i + c o s y cos 1>). 

Nun ist einerseits ücosa = X = u.s.w., andererseits, wenn 
dx 

wir uns denken, dass ein Hülfspunkt e sich auf p bewege, und dx 
dx 

die Projection der Strecke dp auf die Axe der x sei, ist cosA = ^ 

u. s. w. Also 
p_dU_ dx_ dü_ dy_ dü_ dz^ 

dx dp dy dp dz dp 
Lassen wir nun irgend einen Punkt e um dp im Räume fort-

schreiten, so ist bei der dadurch für ihn entstandenen Aenderung U 
aufzufassen als Function von x, y, z, welche selbst Functionen von p 
sind, also 

dü _ dü dx i dU dy | dü dz 
dp dx dp dy dp dz dp 

Demnach aus (4) und (5) 

(6) P = ÖC7 Ö F 
dp dp 

Der n e g a t i v e D i f f e r e n t i a l q u o t i e n t von V, genommen nach 
i rgend e iner R i c h t u n g ^ , s t e l l t d ie in diese R ich tung fa l l ende 
C o m p o n e n t e der Besch leun igung dar . Eine solche Componente 
kann nie grösser werden als ü selbst; also ist ü das Maximalgefälle 
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von —V. Es seien nun ü„ ü2, ü3 u . s . w . Beschleunigungen, welche 
je eine Beschleunigungsfunction besitzen, ü sei ihre Resultante; die 
Coordinaten von ü„ seien Xn, Yn, Zn,.seine Beschleunigungsfunction 
Vn; dann ist 

F, = J ( X , dx -\-Y^dy-\- Z{ dz) 

V, = f(X2dx-i-Y,dy+Z2dz) 

u. s. w. Addii t man die Gleichungen, so erhält man wegen = X 
u. s. w. 

(7) V, -hK-hV3...=f'Xdx + Ydy-hZdz) = V. 

Die B e s c h l e u n i g u n g s f u n c t i o n e ine r R e s u l t a n t e i s t g le ich 
d e r a l g e b r a i s c h e n Summe der B e s c h l e u n i g u n g s f u n c t i o n e n 
i h r e r Componen ten . 

Gl. (6) und (7) mit /t rnultiplicirt, liefern zwei ganz entsprechende 
Sätze für Kräftefunctionen, was wir jetzt nicht mehr betonen. 

52. Niveauflächen, a) Geht man von einem Punkt des Raumes 
x, y. z zu einem benachbarten über, so ändert sich im Allgemeinen 
der Werth von U. Es giebt aber Punkte, für welche die Uebergangs-
richtung senkrecht auf ü steht; für diese hat nach (6) U den gleichen 
Werth, wie für x, y, z. Alle Punkte, für die das der Fall ist, sind 
bedingt durch eine Gleichung 

(1) U=V, 

wo t] eine Constante. Da in U im Allgemeinen drei Coordinaten 
vorkommen, wird e ine solche Bedingung durch eine Fläche erfüllt. 
Die Punkte, für welche U den gleichen Werth hat, liegen also auf 
einer Fläche; diese heisst Niveaufläche. Lässt man rj alle möglichen 
Werthe durchlaufen, so erhält man die Schaar der sämmtlichen 
Niveauflächen, welche den Bedingungen des gegebenen Falles ent-
sprechen. Zwei Flächen dieser Schaar schneiden sich im Allgemeinen 
nicht, sonst hätte ja ij in der Schnittlinie zwei verschiedene Werthe, 
und wenn p eine Richtung ist, die von einer Niveaufläche zu der 

nächstfolgenden führt, würde ^ in der Schnittlinie unendlich, also 

die Beschleunigung P = oo, ein Fall, den wir von der Betrachtung 
ausgeschlossen haben. Es giebt daher für die Niveauflächen eines 

10* 



148 Dynamik des Punktes. 

Problems keine Enveloppe; zwei benachbarte von ihnen sind als 
parallel anzusehen. 

Wir verstehen unter N die Normale der Niveaufläche U = rj im 
Punkte x, y, z. Macht sie mit den rechtwinkligen Coordinatenaxen die 
Winkel X, fi, V, so ist bekanntlich 

6U ÔU ÔU (2) cos A : cos/t : cosv = dx ' dy dz 

mit der Nebenbedingung cosAí-^-cosJw,-^-cos'v, = 1. 
Macht an derselben Stelle dio Beschleunigung ü mit den Coor-

dinatenaxen die Winkel a, ß, y, so ist 

v „ „ dU dU du 
(6) cosa: cosjS: cosy = A : Y:Z = dx ' dy dz 

und 
co8a ,+cosjSJ-f-cos)' i = 1. 

Aus dem Vergleich von (2) mit (3) ergibt sich 
(4) a — X, ß = (x, Y = V. 

Also die Beschleunigung fällt an jeder Stelle in die Normale der Ni-
veaufläche. Man kann also auch schreiben 

dU 
(5) u = dN 

Wählt man die Länge der dN so aus, dass U von einer Niveau-
fläche U = rj zur nächstfolgenden U — r¡-\-dr¡ immer um gleiche In-
cremente dr¡ wächst, so wollen wir die Schaar dieser Niveauflächen, 
von denen also jede folgende sich von der vorhergehenden um den 
gleichen Zuwachs des U unterscheidet, eine äquicrescente Schaar 
nennen. Gl. (5) sagt dann aus: Bei einer äquicrescenten Schaar von 
Niveauflächen ist die Beschleunigung umgekehrt proportional dem Ab-
stände der Flächen von einander. 

b) Arbe i t zwischen zwei 
N iveau f l ächen . Es seien 
LM (Fig. 30) und PQ die 
Tracen zweier einander un-
endlich nahen Niveauflächen. 
Der Punkt p gehe von A aus 
und bewege sich auf irgend 
einem Bahnelement AC. Es 
sei AB die Normale in A, 
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also die Richtung der Beschleunigung u, Z. GAB == Die Elemen-
tararbeit, welche ü bei der Bewegung AC' leistet, ist ucos^ds also 

übereinstimmend mit der Definition von U. Bewegt sich fi auf irgend 
einer endlichen Bahnstrecke und gelangt dabei von der Niveaufläche 
U= Ui ( L M ) zu der Niveaufläche U=U} ( S T ) , so ist, wie schon 
bekannt 

Da nun der Werth von U auf der ganzen Niveaufläche LM con-
stant ist, ebenso auf der ganzen Niveaufläche ST, so sagt die Glei-
chung hier aus: Die bei irgend einer Bewegung geleistete Arbeit der 
Beschleunigung hängt nur ab von der Differenz von U, die zwischen 
der ersten und der zweiten Niveaufläche vorhanden ist, nicht aber 
davon, an welchem Punkt der Niveauflächen /i abgeht oder ankommt. 
Dasselbe gilt für die Zunahme der lebendigen Kraft; also hat 
immer denselben Werth, wenn der Punkt fi auf einer bestimmten 
Niveaufläche anlangt, einerlei, wo er sie schneidet und welchen Weg 
er gemacht hat; also auch v. Bewegt sich demnach f.i auf einer Ni-
veaufläche, so bleibt der absolute Werth seiner Geschwindigkeit con-
stant. Das folgt auch ohne Weiteres daraus, dass, wenn da ein in 

die Niveaufläche fallendes Bahnelement ist, ^ F = 0 ist und ^ F 
da da 

die Tangentialbeschleunigung für diesen Fall darstellt. 
Es kann eine Niveaufläche geben, für welche U = V = 0 . Geht 

dann /.t von dieser Niveaufläche aus und gelangt auf die Niveaufläche 
— V = Ut, so hat die Beschleunigung von fi die Arbeit Ux= — V 
gethan. Geht umgekehrt p von der Niveaufläche U^ = — V zu der 
Niveaufläche V=0 über, so thut die Beschleunigung an ihm die 
Arbeit —Ut = - ( - F . Also kann man F a u c h so definiren: 

Die Besch leun igungsfunc t ion des P u n k t e s fi an der 
S te l le x, y, z i s t d ie jen ige Arbe i t , welche die im Prob lem 
gegebene Beschleunigung t h u t , wenn der P u n k t aus se ine r 
augenbl ick l ichen Lage in die Niveauf läche V=0 gebrach t 
wird. Die Kräftefunction ist die Arbeit, welche die Kraft thut, wenn 
jti von x, y, z nach V = 0 gebracht wird. 

ücosä-.^C, oder 

(6) dL = üAB — üdN= -^Fj-dN— dU 
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c) Kraft l inien. Die Orthogonalen einer Schaar von Niveau-
flächen haben die Eigenschaft, dass sie in jedem Punkt des Raumes 
die Richtung der dort herrschenden Beschleunigung und Kraft angeben. 
Man nennt sie deshalb Kraftl inien. Ist U als Function der Coor-
dinaten gegeben, und nennen wir 5, 17, f die Coordinaten eines 
Punktes der Orthogonale, da ihr Bogenelement, so ist dies Bogenele-
ment identisch mit dem Element dN der Normale. Die Cosinus der 

Winkel, die es mit den Axen macht, sind und diese da da da ' 
X. Y Z 

sind cosa, cos/S, cosy aus Gl. (4), also - 7 - , — • Demnach 

dt_=X_ Y wird — = da j — — u. s. w. oder da u 

(8) dg drj d£ 
dU ~ TÜ ~ ~dÜ~ 
dx dy dz 

das Gleichungspaar, dem die Kraftlinien genügen. 

53. Hanptfall der Existenz von U and V. a) Eine Be-
schleunigungsfunction existirt immer, wenn die Beschleunigung durch 
einen festen Punkt geht und eine Function der Entfernung von die-
sem ist. 

Der feste Punkt sei x,, y,, zi, der bewegliche Punkt /i habe die 
Lage x, y, z, die Distanz beider sei r. Dann ist 

(1) r ' = ( x - x J + C y - y ^ M z - z , ) 3 , 
(2) rdr = (x—x^dx+^y—y^dy^z—z^dz. 

Die Beschleunigung ist F(r), wo F irgend eine Function bezeichnet, 
und da 

(3) 
, . dr x—x, cosir, x) = — = L 
v ' ax r 

, . dr z—z. cos(r, = _ = 

so sind die drei Coordinaten der Beschleunigung 

Y=F(r 
(4) 

-y, 

z = F(r) -— 

Es ist nun leicht durch Differentiation dieser Gleichungen nachzuweisen, 
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dass X, Y, Z der Gl. (12) des § 51 genügen. Wir stellen die Be-
schleunigungsfunction für sie direct her, womit dann auch der Nach-
weis ihrer Existenz geliefert ist. Es ist 

dL = Xdx+ Ydy-t- Zdz 

(5) 1= F (0 • (.£=*. d x + O L dy + . 

Nach (2) ist die rechte Seite das vollständige Differential F(r)dr, also 

(6) —dV=dU= F(r)dr, 

(7) V= — U= —JF(r) dr, 

wo die Integration auszuführen ist, wenn F(r) bekannt. 
Die Niveauflächen sind in diesem Fall Kugeln um den festen 

Punkt .r, y, zx, da für diese wegen r = const. auch </>(»') = const. sein 
muss, wo <p eine beliebige Function bezeichnet. Die Kraftlinien sind 
die Radien der Kugeln. Da zwei concentrische Kugeln überall gleich 
weit von einander abstehen, ist bei äquicrescenten V die Länge dN 
für alle Punkte einer und derselben Niveaufläche gleich gross, also 
nach 52., (5) die Beschleunigung für alle Punkte der Kugel dieselbe. 

b) Eine Beschleunigungsfunction existirt gleichfalls, wenn die Be-
schleunigung die Resultante von beliebig vielen Beschleunigungen ist, 
die einzeln durch je einen festen Punkt gehen und Functionen der 
Entfernung von diesem sind. 

Denn wenn X, Y, Z in die Componenten -X,-|-XjH , 
Y t -hY 2 -1 u. s. w. zerfallen, so ist 

(8) dL - (X.+^+.-O^-K F , 4 - • • •)dy+(Zl • • -)dz. 

Nach der gemachten Voraussetzung ist aber (X^dx+Y^dy-^-Zßz) ein 
vollständiges Differential Ft (rl)dt\, wo ?•, die Entfernung des fi vom 
ersten festen Punkt, ebenso (X2dx + Y2dy-+-Z2dz) ein vollständiges 
Differential F2 (r.2)d>\ u. s. w. Also ist 

(9) dL = n2Fn(rn)drn = d U = — d V 
n = l 

(10) v = - u = - " ¿ " f Fn(r„)dr„. 
n—l" 

Die Beschleunigungsfunction lässt sich demnach herstellen, indem 

man die einzelnen Integrale — J~F l (r 1 )dr i u. s. w. ausrechnet und sie 

addirt, entsprechend § 51., Gl. (7). 
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c) Lässt man in Fall (a) den festen Punkt ins Unendliche rücken, 
so erhält man folgenden Fall: Die Beschleunigung ist senkrecht zu 
einer festen Ebene und eine Function des Abstandes von dieser. Auch 
dann existirt eine Beschleunigungsfunction. 

Nehmen wir die feste Ebene zur #y-Ebene, so heisst die vor-
stehende Bedingung X = 0, F = 0 , Z—f(z). Die Elementararbeit 
wird also einfach 

(11) dL = f(z)dz = —dV 

(12) V = - U = - f / ( z ) d z , 

wo z nichts anderes ist als der Abstand des Punktes /u von der Ebene. 
Die Niveauflächen sind die Ebenen z = const., also parallel der 

festen Ebene, die Kraftlinien Perpendikel dazu. 
S p e c i a l f a l l zu c) : ü ist constant = — g . Dann ist 

(13) V =jgdz — ^z+const . 

Das ist der Fall der Schwere in der Nähe der Erdoberfläche, 
wenn 2 die Höhe über dem Erdboden darstellt. Das Princip der 
lebendigen Kraft liefert also ^ r ' + ^ z + c o n s t . = 0 , und wenn die 
Anfangsbedingung lautet: in der Höhe z, ist v = vn also 

const. = — ^ f j — g z x , 
erhalten wir — — z d = 0, d. i. die bekannte Gleichung 

—^vJ = —hg aus § 30 . Die Niveauflächen sind Ebenen parallel 
der Erdoberfläche; eine von diesen wird, einerlei in welcher Richtung 
und an welcher Stelle, stets mit der gleichen Geschwindigkeit passirt, 
wenn die Anfangsbedingungen die nämlichen sind. 

54. Potentialfnnction. Ein besonders wichtiger Specialfall, 
wichtig, weil er die Einwirkung von Himmelskörpern, magnetischen 
Punkten und ruhenden elektrischen Theilchen auf einander darstellt, 
ist der, wo die Beschleunigung von festen Punkten ausgeht und dem 
Quadrate des Leitstrahls umgekehrt proportional ist, d. i. der Fall des 
Newton'schen Gesetzes. 

Wir betrachten zunächst den Fall, wo ü von einem einzigen 
Centraipunkt 0 ausgeht. Es ist dann 

(1) * = 

wo tj eine dem Centraipunkt 0 angehörige Constante ist. 



Potentialfunction. 153 

Wir stellen der Vollständigkeit wegen die Coordinaten der Be-
schleunigung her. Hat der anziehende Punkt die Coordinaten x„ yn 

z„ der angezogene x, y, z, so ist 

K ' r' r r r r r 

wo die r mit ihrem absoluten Werth zu nehmen sind. Die drei 
V Grössen X, Y, Z sind die partiellen Differentialquotienten von ; 

denn es ist z. B. ~ (— = \ - = \ X ~ X 1 u. s. w. Also 
ax \ r ) r' ox r r 

ist U = — — + const., und 

(3) F = — +const . 
r 

Die willkürliche Constante bestimmen wir durch die Bedingung, dass 
V F i m Unendlichen zu Null werden soll. Dann ist also 0 = ——h-const., o o 

also const. = 0 und 

W r 

Die so bestimmte Beschleunigungsfunction heisst P o t e n t i a l f u n c t i o n . 
Es ist also die Potentialfunction des Punktes 0 diejenige Beschleuni-
gungsfunction, die von 0 ausgeht, wenn die von 0 geübte Beschleu-
nigung dem Newton'schen Gesetz unterliegt, und wenn die willkür-
liche Constante der Beschleunigungsfunction gleich Null gesetzt wird. 
Sie ist dem Zahlenwerth nach zugleich Kräftefunction für einen Punkt 
/i von der Masse 1, der der Newton'schen Anziehung von 0 unterliegt. 

Rückt jtt aus der Entfernung r in die Entfernung oo, so leistet 
die Beschleunigung an ihm die Arbeit 

L — —¿fV= — (— —^ = -5- = F. \ o o r ) r 

Also kann F auch so definirt werden: Die von 0 ausgehende Po-
t e n t i a l f u n c t i o n is t die A r b e i t , welche die von 0 a u s g e h e n d e 
Newton ' sche B e s c h l e u n i g u n g am P u n k t (i l e i s t e t , wenn jit 
s ich aus se ine r j ewe i l i gen Lage in u n e n d l i c h e E n t f e r n u n g 
begibt . 

Es kann nun die von 0 ausgehende Beschleunigung zweierlei Sinn 
haben: Sie kann anziehend, d. h. nach 0 hin gerichtet sein (ponde-
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rable Massen) und sie kann abstossend, d. h. von 0 fortgerichtet sein 
(Electricitäten und Magnetismen gleicher Art). Dem tj in Gl. (1) ist 
also ein doppelsinniger Werth zuzuschreiben. Ist a eine an sich po-
sitive Grösse, so kann rj = ±e sein. Bewegt sich fi auf einem Ra-

diusvector O/t = r, so ist seine Radialgeschwindigkeit positiv, 

dJr 
wenn sie r vergrössert. Dem entsprechend ist auch also ü po-

dr 
sitiv, wenn es ein positives vergrössert, d. h. für Abstossungen. 

Wir setzen also 
c £ 

für anziehende Beschleunigungen •>) = —e, V ———, u = — , 

E s 
für abstossende Beschleunigungen tj = -t-e, V =-+-—, u = 

A n m . Verschiedene Schriftsteller rechnen bald anziehende, bald abstossende 
Kräfte negativ. Um sich leicht in ihnen zurechtzufinden, bedarf der Leser einer 
ein für allemal festgehaltenen Convention für seinen Privatgebrauch. Man präge 
sich also ein für allemal die Sätze ein: „Die Potentialfunction ist die n e g a t i v 
genommene Integralfunction der Beschleunigung," und „Sie hat das Vorzeichen 
der Beschleunigung selbst, p o s i t i v f ü r A b s t o s s u n g e n . " 

Die Niveauflächen der von 0 ausgehenden Potentialfunction sind 
Kugeln um 0, die Kraftlinien Radien. Man erhält eine übersichtliche 
Darstellung der Verhältnisse in einer Gegend des Raums, wenn man 
für dieselbe eine Schaar von äquicrescenten Niveauflächen mit der 
constanten kleinen Differenz J V = a aufzeichnet, resp. deren grösste 
Kreise in der Ebene der Zeichnung darstellt. Zwischen r = 1 und 
r = 2 erhält man z. B., wenn man c = 1 und a = nimmt, Kreise 
um 0 mit den Radien f f , f f u. s. w. bis f # . Die relative 
Grösse der Beschleunigung in einem Punkt der Zeichnung wird dann 

versinnlicht durch also durch die Dichtigkeit der Curvengrup-

pirung, um so genauer, je kleiner man a gewählt hat. 
b) Ist eine grössere Anzahl n von festen Punkten O t, 0, u. s. w. 

gegeben, und geht von jedem derselben eine Beschleunigung aus, die 
dem Newton'schen Gesetz unterliegt, so ist die Potentialfunction der 
sämmtlichen 0 

n — ft /¡r. 
T7 v 'i« 
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nach 51., (7), also algebraisch leicht zu bilden. Aus ihr ergeben sich 
dV 

dann durch Differentiation die Beschleunigungen X = u. s. w. 

Es ist nicht unnütz , sich den Verlauf der Niveauflächen mehrerer Punkte für 
einfachere Fälle durch geometrische Construction klar zu machen. 

Fig. 31. 

Das Verfahre« wird in Fig ,'il für den Fall Tji = »¡2 gezeigt. 0, und 03 seien 
die beiden Anziehungscentra. Ihre Niveauflächen sind offenbar Revolutionsflächen 
um 0,0j als Axe , so dass es genüg t , die Verhältnisse in einer durch 0t03 ge-
henden Kbene zu betrachten. Wir setzen willkürlich 7), = t]2 = 40 uud die Di-
stanz 0,0S = 40. Die Tracen der Niveauflächeu von 0, s ind Kreise; dieselben 

sind in der F igur gezeichnet für r = 20, r = , r = , r = 32, r = 40, 
i o 

wo die Wer the 2, 7 / t , f ' /4, i / i , L der Potent ialfunct ion herrschen. Diese Wer the 
sind links an den entsprechenden Kreisen notirt . Dasselbe ist rechts für 02 ge-
schehen. Im Punk t a z. B. schneidet sich nun der Kreis 7 / t von 0X mit dem 
Kreise 1 von 0 2 ; in a ist also t 7 = l + 'A = • Derselbe W e r t von V 

4 

herrscht aber auch da , wo die Kreise und und 4 - , 1 und 7/< s ' c h 
4 4 4 4 

schneiden, also in b, c und d. Die Curve a b c d ist demnach ein Stück der 

gemeinsamen Niveaufläche von 0 i - t - 0 2 , in ihr ist V = Die beiden 

darunter angegebenen Curvenstücke gehören den Niveauflächen V = 3 und 
13 

V — - j - an. Durch Vermehrung der Kreise lässt sich die Figur vervollstän-

d igen , um so genauer , je kleiner man die Differenzen der Einzelpotentialfunc-

tionen wählt. F ig . 32 (S. 156) zeigt die Niveauflächen zweier P u n k t e , deren tj 

sich wie 1 : 4 verhalten. Eine derselben besteht aus zwei Schalen, die sich im 
SV dV 

Punkte v schneiden; dies ist der neutrale Punkt , wo 3 — = -t- — und die Cr, er3 
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Fig. 32. 

resultirende Beschleunigung Null ist. Innerhalb der durch v getrennten Schalen 
umschliesst jede Niveaufläche den nächsten Centraipunkt, ausserhalb umschliesst 
sie beide 0 zugleich. Keine der Niveaulinien ist ein Kreis, aber sie nähern sich 
der Kreisform in sehr grosser Entfernung und in unmittelbarer Nähe jedes 0 . 

Die Schaar der Niveauflächen, welche mittels äquicrescenter Kreise herge-
stellt wird, ist offenbar selbst äquicrescent. 

Die Dimension der Potentialfunctionen lässt sich aus Gl. (4) nicht 
ableiten, da die Dimension des dort auftretenden i\ unbekannt ist. 
Sie folgt aber mit aller Bestimmtheit aus dem Princip der lebendigen 
Kraft L-\-V= const. E i n e p h y s i k a l i s c h e Gle i chung muss näm-
l ich n o t w e n d i g homogen sein , d. h. alle in ihr vorkommenden 
Summanden müssen gleiche Dimension haben; denn wäre das nicht 
der Fall, so würde sie aufhören richtig zu sein, sobald man die will-
kürlichen Masseinheiten abänderte. Also hat V dieselbe Dimension 

wie L, nämlich ( ^ ^ ' ); unsere Einheit von V ist 1 • 
' \ Zeit. Zeit ) secJ 

Dasselbe ergibt sich aus der Gleichung für die Beschleunigungsfunction 
im Allgemeinen 

— V =J~Xda: etc., da Dim.(Z) = , Dim.(dar) = (Länge). 

55. Das Princip der Flächen. Das Princip der Flächen ist 
der schon in 25. ausgesprochene Satz von der Constanz der Sectoren-
geschwindigkeit für Kräfte, die durch eine feste Linie, bezw. durch 
einen festen Punkt gehen. Wir leiten dasselbe hier aus den Glei-
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chungen der Bewegung ab. 
d\c 

W -W = X, 

Es sei 
d'y _ 
dt3 — = Y, 

<Pz 
dt* == Z. 

Wir multipliciren die erste dieser Gleichungen mit z und y, die 
zweite mit x und z, die dritte mit x und y, und ziehen die 6 so ent-
stehenden Gleichungen paarweise von einander ab, so zwar, dass die 
Determinantenbildungen 

y 7 
z Z 

zum Vorschein kommen. 

(2) 

d'y 
dt» 
d%z 
dt' 

Es ergiebt sich 
d?z 

y^F 
d'x 
dt' 
d'y 

d'y 
dt* 
d'z 
dt1 

d'x 

u. s. w. 

= yZ-zY 

= zX—xZ 

= xY—yX. dtJ ~y~dt3 

Hier ist nun zu bemerken, dass die Grössen l i n k s vo l l -
s t änd ige D i f f e r e n t i a l q u o t i e n t e n sind. Die erste ist 

d f dz du \ 
~dtV~dt Z d t ) U-S" dt V dt " dt 

Die Grössen rechts dagegen sind die Coordinaten Mx, My, Mz des 
Moments von ü in Bezug auf den Anfangspunkt; yZ—zY ist das 
Moment von ü in Bezug auf die .r-Axe u. s. w. 

Es kann nun vorkommen, dass diese Momente eine, zwei, oder 
drei der Gleichungen 

Mx = yZ—zY=0 

(3) Mu — zX—xZ = 0 
Mt = xY—yX — 0 

erfüllen. Mx(ü) ist gleich Null 1) wenn Z und Y beide gleich Null 
sind. In dem Fall ist in der yz-Projection der Bewegung gar keine 
Beschleunigung vorhanden, wir lassen ihn also als schon erledigt bei 
Seite. 2) ist Mx(xl) gleich Null, wenn die Beschleunigung ü durch 
die «-Axe geht. Dann ist also gemäss der obigen Bemerkung 

d_ 
dt 
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also durch Integration 
< « 

wo D, eine Constante. Nun ist aber y—^ oder yv,—zvx 

wieder nichts anderes als das Moment der Geschwindigkeit in Bezug 
auf die ar-Axe, oder was dasselbe sagt, das Moment der auf die 
yz-Ebene projicirten Geschwindigkeit vou /(, genommen in Bezug auf 
0 . Demgemäss haben wir den Satz: 

Ist das Moment der Beschleunigung in Bezug auf die x-Axe gleich 
Null (geht die Beschleunigung durch die x-Axe), so ist das Moment 
der Geschwindigkeit in Bezug auf die x-Axe constant. 

Dieser Satz lässt sich noch um einen Schritt erweitern. Wir 
bringen irgendwo eine Ebene E an, welche die x-Axe schneidet, und 
projiciren die Bewegung von /i auf E vermittelst projicirender Linien, 
welche parallel der a;-Axe sind; macht dann E mit der yz-Ebene den 
Winkel und nennen wir Me(v) das Moment der Geschwindigkeit 
in dieser Projection, so ist Mx(v) die A'-Coordinate von Me(y), also 
Me(t').cos^- = Mx(v). Daraus folgt, dass, wenn Mx(y) constant ist, 
auch Me(v) constant ist. Wir haben also den Satz: 

I. Geht die Besch l eun igung du rch e ine fes te Linie Ox, 
und p r o j i c i r e n wir die Bewegung von (t v e r m i t t e l s p ro j i -
c i r e n d e r L i n i e n , die mi t Ox p a r a l l e l s ind , auf i r g e n d e ine 
E b e n e , so i s t in dieser P r o j e c t i o n das Momen t der Geschwin-
d i g k e i t , genommen in Bezug auf den D u r c h s c h n i t t s p u n k t 
von Ox mi t de r E b e n e , cons tan t . 

Da das Moment der Geschwindigkeit die doppelte Sectoren-
geschwindigkeit ist, so ist der folgende Satz nur eine andere Form 
des vorhergehenden: 

II. Geht die B e s c h l e u n i g u n g durch eine fes te Linie Ox 
und p r o j i c i r e n wi r d ie Bewegung von /1 v e r m i t t e l s proj i -
c i r e n d e r L i n i e n , die m i t Ox p a r a l l e l s ind , auf i rgend eine 
E b e n e , so b e s c h r e i b t in dieser Ebene d e r Rad iusvec to r in 
g l e i c h e n Ze i t en g le iche Räume. 

Der Radiusvector ist dabei selbstverständlich auf die Aie Ox 
resp. auf den Punkt 0 , in welchem sie die Ebene schneidet, zu be-
ziehen. 

Das Vorstehende ist das P r i n c i p der F l ä c h e n oder das P r in -
eip d e r M o m e n t e , wie es mit demselben Recht heisst. Ist von den 
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Gleichungen (3) ausser der ersten auch noch die zweite erfüllt, so 
geht die Beschleunigung durch die x- und durch die y-Axe, also durch 
den Anfangspunkt, also auch durch die dritte Axe, und die dritte 
Gleichung (3) muss auch erfüllt sein. Das findet sich auch direct, 
indem man die erste mit x, die zweite mit y multiplicirt und sub-
trahirt; es ergiebt sich die dritte. Der Fall, dass alle drei Gleichungen 
erfüllt sind, ist also nicht selbständig, sondern durch den Fall, dass 
zwei erfüllt sind, schon gegeben. In diesem Fall findet nun der Satz I. 
oder II. auf alle drei Coordinaten Anwendung, und ergiebt durch Zu-
sammensetzung der Momente, bezw. der Sectorengeschwindigkeiten: 

Ia ) Geht die Beschleunigung durch einen festen Punkt Ö, so ist 
das Moment der Geschwindigkeit in Bezug auf diesen Punkt con-
stant; und 

I Ia) Geht die Beschleunigung durch einen festen Punkt O, so 
beschreibt der Radiusvector Ofi in gleichen Zeiten gleiche Räume. 

Wir haben dann die drei Gleichungen 

dSx dz du „ 
= Mx(v) = y — z-4r = D. 

(5) 

dt 
dS„ 
dt 

dSz 

dt 

= - My(v) = z 

dz dy 
~dt dt 
dx 

X 
dz 

X ~dt 

dy 
—y 

dx 
dt —y ~dt 

D, 

Jede derselben enthält nur erste Differentialcoefficienten der Coordi-
naten von n, stellt also ein erstes Integral zu (2), und somit zu (1) 
dar. Sie lassen sich nun auch unmittelbar weiter integriren und er-
geben, wenn Sx, StJ, Sz die Sectoren in den drei Projectionen der 
Bewegung auf die drei Coordinatenebenen sind, der Reihe nach 

Sx = £Z>,<-f-const. 

(6) • S,j = £D 2 <+const . 

Sz = ^Dji+const. 

Im Falle alle drei erfüllt sind, ist zugleich für den in der Ebene 

der Bewegung gemessenen Sector dS, wenn D = ^D\-{-D\-\-D\ 

also, wenn unter S der windschiefe Sector der endlichen Bewegung 
verstanden wird, 
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(8) S == const. 

Somit hat man die vollständigen zweiten Integrale von (1). 

A n m . Die Bedeutung der Gleichungen (2) ist damit indessen noch nicht 
erschöpft. yZ—zY könnte nämlich ein genauer Differentialquotient nach der Zeit 
sein, ohne gerade den Werth Null zu haben. In dem Fall ist nach der zu 61. (2) 
gemachten Bemerkung 

d. h. d a s M o m e n t d e r G e s c h w i n d i g k e i t in i r g e n d e i n e r C o o r d i n a t e n -
e b e n e i s t d i e I n t e g r a l f u n c t i o n d e s M o m e n t s d e r B e s c h l e u n i g u n g in 
d e r s e l b e n E b e n e , und der Satz findet Anwendung, wenn das Moment der 
Beschleunigung sich in integrabler Form darstellt. Er wäre die allgemeinste Ge-
stalt des Princips der Momente, ist aber in dieser Allgemeinheit noch wenig 
brauchbar geworden, weil ausser dem Specialfall yZ—zY — 0 wenig integrable 
Gestalten von (yZ— zY)dt in der Natur bekannt sind. Einer der seltenen Fälle 
dieser Art kommt bei der Relativbewegung eines Punktes auf der bewegten Erde vor. 

C. Bewegung eines freien Punkts. 

56. Ein materieller Punkt heisst frei , wenn die Resultante aller 
an ihm thätigen Kräfte explicite gegeben ist, oder, was dasselbe sagt, 
wenn die Componenten der an ihm wirkenden Kräfte sämmtlich 
explicite gegeben sind. Zerfällt dann die Resultante in die drei Com-
ponenten S, H, Z, so sind die Gleichungen der Bewegung: 

d'x — 

H d t , - H, 

d'z 

unmittelbar anwendbar, und die Aufgabe besteht darin, sie zu inte-
griren. Dazu dienen die im Vorhergehenden entwickelten Principien. 

Concrete Fälle. 
57. Wnrfbewegnng. Ein schwerer Körper verlasse seine Anfangslage zur 

Zeit Null mit der Geschwindigkeit r„, und vom Augenblick Null an sei nur die 
Schwere an ihm tbätig. Wie bewegt er sich? 

Wir nehmen die Anfangslage von p zum Coordinatenanfang (erste Anfangs-
bedingung: für t = 0 ist x0 = y0 = «„ = 0), projiciren v0 auf die Horizontalebene 
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durch no, legen die r-Axe in die Protection, die y-Axe senkrecht nach oben, die 
dx 

z-Axe senkrecht zu beiden. i?0 zerfallt dann in eine Componente 0 , welche, dt 
wenn v0 mit dem Horizont den Winkel a macht, = t>0cosa ist, wofür wir o schrei-

ben, und eine Verticalcomponente = t>0sina = £>. Die Gleichungen der Be-

wegung sind 

mit der zweiten Anfangsbedingung = a, — l>, — 

Die Integration von (1) giebt unmittelbar 

dx du dz 
(2) —r- = const., —j- = —o<-l-const., —— = const. dt dt dt 

und mit den Anfangsbedingungen ~ a etc. 

Durch weitere Integration mit Berücksichtigung der anderen Anfangsbedingung 
wird 

(4) * = a<, y = — I g f - h b t , z = 0. 

Quadrirt man die Gleichungen (3), addirt sie und substituirt »J für n'-t-i®, sowie 
— Igy für —ibgt-'rg^l2 , so wird 

(5) 
d. i. die Gleichung der lebendigen Kraft für unseren Fall. Dieselbe hätte sich 
direct aus der Bemerkung ergeben, dass die Kraft —¡ig die Beschleunigungs-
funetion gy hat (53., 13), also Ad«2) = —gy . 

Die Gleichungen (3) und (4) sagen aus: die Bewegung geht in der die An-
fangsgeschwindigkeit enthaltenden Verticalebene vor sich. Ihre Horizontalpro-
jection ist geradlinig und gleichf5rmig mit der Geschwindigkeit a = r 0 c o s a ; ihre 
Projection auf die 3/-Axe verhält sich gerade so, wie die Bewegung eines schweren 
Punkts, der mit der Anfangsgeschwindigkeit 6 = t>0sina vertical geworfen wird. 
(Setzt man a = 0 , so ziehen sich alle Resultate auf die von 30. Fall 1 zurück.) 

« hat ein Maximum in = 0, also für tm = — • Dort ist xm = , ^ dt g g 

ym = — Ist sina negativ, der Wurf nach unten gerichtet, so ist auch b und ¿g 
damit tm negativ, in dem Zeitraum, wo wir die Bewegung betrachten, von t = 0 
bis t = -M, kommt also tm nicht vor; die Bewegung geht immer abwärts. Ist 
sina positiv (Wurf aufwärts), so fällt t,„ in die Zeit der Bewegung, das Maximum 
der Höhe wird also thatsächlich sichtbar. Das Princip der lebendigen Kraft gibt 
unmittelbar den Satz, dass die Geschwindigkeit in der Niveaufläche y = A beim 
Ab- und Aufsteigen gleich gross ist. Die Bahn erhalten wir durch Elimination 
von t aus (4) 

Bu-dde, Mechanik. I. 11 
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eine nach unten geöffnete Parabel. Nehmen wir den Punkt xmym zum Anfangs-
punkt neuer Coordinaten 5, TJ, die den alten parallel sind, so ist y = 
x = £+xm; die Substitution ergiebt 

(7) ^ - i . 

Der höchste Punkt der Bahn ist demnach der Scheitel der Parabel; ihr Parameter 
2a s 

ist , die Directrix liegt um ein Viertel des Parameters über dem Scheitel, 
9 a> J2_|_a

2 v3 

also in der Höhe y = = — ^ — = Ausgangspunkt, 

ist die Steighöhe eines Punkts, der, vertical nach oben geworfen, den Aus-&g gangspunkt mit der Geschwindigkeit v0 verlassen hätte. Nennen wir jetzt die 

Höhe der Directrix h und substituiren h für in Gl. (5), so kommt 
2? 

(8) W = 9 { h - y ) 

d. h. (<• hat jederzeit dieselbe Geschwindigkeit, als wäre es aus der Höhe der 
Directrix in seine augenblickliche Lage hinabgefallen. 

2xm = ist die Wurfweite, d. h. die Abscisse des Punkts, in dem ft zum 
9 24 

zweiten Mal die Horizontale (x-Axe) trifft.. ist die Flugzeit, die Zeit, welche 
9 

vergeht, bis x = 2xm ist. 
Wir untersuchen nun die Variationen, welche im Vorstehenden eintreten, 

wenn p0 seine Richtung oder seine Grösse ändert, und schreiben zu dem Zwecke 
für a und b wieder t '0cosa und v0sina, wo a der Elevationswinkel. 

2v a) Es ändere sich a bei constantem v0. Die Flugzeit ist ° sin a , also 

proportional mit s ina. Sie hat ein Maximum für cosa = 0, also a = und 
& 

dasselbe ist 2i'0 

Die Wurfweite ist = sin2a. Sie wird ein Maximum für 2a = -H-, 
9 9 2 

also a = = " J " ® a s ina cosa = s i n ( - ^ — a ) cos — a ) , wird die Wurfweite 

dieselbe für a und — a, also für zwei Elevationen, die sich zu -^-ergänzen. 
i 2/ 

Wir werfen die Frage auf: unter welchem Elevationswinkel muss der Wurf er-
folgen, damit ein bestimmter Punkt P erreicht werde? 1) liegt P in der Hori-
zontalebene xz, so ist er bestimmt durch x —p\ die Gleichung für die Wurfweite 
giebt also 

(9) sin 2a = p. 
9 

Daraus 

(10) a = i a r c s i n - ^ f -
"o 

Die Lösung ist zweideutig, da aresin zwei Werthe hat; ist einer der gesuchten 
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Winkel <*,, so ist der andere — a ^ Der Punkt P kann also im allgemeinen 

auf zwei Wegen erreicht werden, von denen der eine steiler, der andere flacher 
ist ; die Elevationswinkel beider weichen um gleich viel nach oben und unten von 

45° ab. Ist gerade = 1, so fallen beide Lösungen zusammen in a = 45°. 
"o 

Für > 1 wird P nicht erreicht. 2) Der zu treffende Punkt liege nicht in 
t'o 

der x-Axe. Er hat dann die Coordinaten i), und wird erreicht, wenn diese der 
Gleichung der Flugbahn genügen. Das giebt die Bedingung 

9 &2 , t
 s i n a 

(11) TT) = — = — 5 5 h ! 1 2 » J c o s ' a cosa 
1 vs 

Setzen wir für cos2a seinen Werth — — — und schreiben A statt wo 
H - t a n g a 2 2g 

h wieder die Höhe der Directrix, so formt sich die Gleichung um in 

(12) 6S ( 1 + tang2 a ) + 4 A t j — 4 A& tang a = 0. 
Dies liefert 

(13) tanga = - L ( 2 A ± J / 4 A ( A - t ) ) — 

Der Punkt r) wird auf zwei Wegen erreicht, so lange der Ausdruck unter 
der Wurzel positiv ist; wird er negativ, so kann (x nicht mehr nach 7) gelan-
gen; die äussersten Lagen, für die 1 erreichbar bleibt, sind die Punkte 

(14) 4A(A — T j ) - ? 2 = 0. 
Diese liegen also auf einer Parabel. Verlegen wir den Coordinatenanfang 

um A nach oben, so ist r )+A statt R) ZU schreiben; die Gleichung der Gränz-
parabel heisst dann 

(14) — 4A7] = £2. 
Ihr Parameter ist —4h, ihr Brennpunkt liegt in tj = — A, also im Ausgangs-

punkt von (i, ihr Scheitel berührt die Directrix y — h der einzelnen Parabeln, 
welche fi beschreiben kann. 

Da in der Gleichung dieser Directrix a nicht vorkommt, haben alle möglichen 
Parabeln, die fi mit der constanten Anfangsgeschwindigkeit t>0 beschreiben kann, 
dieselbe Directrix. Nach dem bekannten Satz, dass der Brennpunkt einer Parabel 
von jedem Punkt der Curve soweit absteht, wie die Directrix, liegen die Brenn-

„ J 
punkte aller von [i beschriebenen Parabeln auf einem Kreise vom Radius A = —2-

Ig 
um x = 0, y = 0 als Mittelpunkt. Die Scheitel sämmtlicher Parabeln unterliegen 

t' 3 gj Q 
den Gleichungen ym = — ^ = Asina2, x„, = 2Asinacosa. Setzt man darin 

¿g 
s ina 3 = J ( 1 — cos2a), s i n a c o s a = J s i n 2 a und eliminirt 2a, so kommt 

(15) ( — ) + = 1, 

die Gleichung einer Ellipse mit den üalbachsen A (horizontal) und JA (vert.), 
deren Mittelpunkt in y = JA liegt. Sie geht demnach durch den Ausgangspunkt 
und berührt die Directrix: ihre Scheitel an den Enden der horizontalen Axe ent-
sprechen den Würfen mit maximaler Wurfweite a = 45° und 135°. 

11* 
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Sämmtliche Parabeln haben eine Enveloppe. Ist / ( x , y, a) = 0 die Gleichung 
einer von ihnen, und lassen wir a um da wachsen, so ist / ( x , y, a + da) = 0 die 
Gleichung der nächstfolgenden. Der Punkt, der beiden Parabeln gemein ist, be-
friedigt also beide vorstehenden Gleichungen, oder, was dasselbe sagt, er befrie-
digt die Gleichungen / (x , y, a) = 0 und [ / (x , y, o)] = 0. Eliminirt man zwi-

da 
sehen diesen a, so erhält man die Beziehung zwischen alle den Punkten, in wel-
chen sich zwei aufeinanderfolgende Curven schneiden, d. i. die Gleichung der 
Enveloppe. Wir schreiben die Gleichung der Parabel, welche ¡x zurücklegt, in 
Form von Gl. (12) 

(16) x 2 ( l+ t ango 2 )+4A i y—4Axtanga = 0. 
Dann ist ihre Differentialgleichung nach a 

(17) 2x s tang a — 4 Ax = 0, 
woraus durch "Elimination von a zwischen (IG) und (17) 

(18) U{h-y) = x\ 
d. i. die Gränzparabel (14). 

Denken wir uns, dass vom Punkte x = 0, y = 0 Kugeln oder Wassertropfen 
gleichmässig unter allen möglichen Winkeln gegen den Horizont ausgeworfen 
werden, und dass die Ebene, in welcher das Auswerfen statt findet, sich dabei 
um die Verticale dreht, so haben wir den Fall einer idealen Kugelspritze oder 
Fontaine. Das Rotationsparaboloid, dessen Meridiancurve die Gränzparabel ist, 
hüllt sämmtliche Flugbahnen ein, ist also die äussere Gestalt des Phänomens. 

Wir werfen die Frage auf, wie dicht die ausgeworfenen Punkte auf dem 
Boden einschlagen, wenn durch jedes Winkelelement da gleich viele ausgeschleu-
dert werden. Die Wurfweite für den Winkel a ist 2Asin2o; wächst also a um 
da, so wächst sie um 4Acos2arfa; die Punkte [x, welche aus dem Winkelraum da 
herkommen, vertheilen sich auf die Strecke 4Acos2a<fe der x-Axe. Die Dichtig-
keit ihres Einschlagens, d. h. die Anzahl, welche auf die Längeneinheit von x an 
der betreffenden Stelle kommt, ist demnach — , wo D eine Constante, die 

cos 2a 
von h und von der Zahl der ausgesandten Punkte abhängt. Der absolute Werth 
dieser Grösse hat ein Maximum, wo der absolute Werth von cos 2a ein Minimum 

hat, und umgekehrt. Das Maximum tritt ein für a = ~ , das Minimum für a = 0 

oder • Die Dichtigkeit des Einschlagens hat also ihr Maximum am Rande des 
bestrichenen Gebiets, ihr Minimum in der Mitte, und die Wahrscheinlichkeit, dass 
die Strecke dx von einer einschlagenden Kugel getroffen werde, ist am Rande 
unendlich viel grösser als in der Mitte. (Form eines Explosionskraters!) 

Wir fragen endlich noch: wo befinden sich zur Zeit t die Punkte, welche zur 
Zeit Null mit gleicher Geschwindigkeit nach allen möglichen Richtungen vom 
Anfangspunkt ausgingen? In der xy-Ebene hat einer von ihnen die Coordinaten 
x = v0cosa<, y = — J ^ < 2 + r 0 s inai . Eliminiren wir daraus a, so findet sich 

x ' - H y - H ? ' 2 ) 2 ^ ! « 3 , 
die Gleichung eines Kreises vom Radius v0t, dessen Mittelpunkt in x = 0 , 
y = — i f f t 3 liegt. Der Radius wächst mit der Geschwindigkeit r 0 , der Kittel-
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punkt sinkt genau so, wie ein schwerer Punkt, der zur Zeit Null vom Anfangs-
punkte aus fällt. Lässt man die ry-Kbene sich um die j -Axe drehen, so erhält 
man das Phänomen im Raum: dort liegen alle Punkte , die zur Zeit Null vom 
Anfangspunkt ausgingen, auf einer Kugel, deren Kadius fortwährend wächst, und 
deren Mittelpunkt dabei, vom Anfangspunkt ausgehend, wie ein schwerer Punkt 
hinabfällt. 

2. Es sei jetzt a constant und t>0 veränderlich. Dann lässt sich eine der 
w2 

vorigen parallele Untersuchung führen. Die Wurfweite —°-sin2a wächst mit dem 

Quadrat von v„. Die Punkte r,, welche bei einem gegebenen Elevationswinkel 
noch erreicht werden können, liegen auf einer Geraden, die Scheitel aller von p. 
beschriebenen Curven liegen auf einer Geraden, die Brennpunkte gleichfalls u. s. w. 
Der Leser stelle die Gleichungen selbst her. 

58. Das ballistische Problem. Ein schwerer Punkt ¡x wird unter dem 
Elevationswinkel a und mit der Anfangsgeschwindigkeit v0 im widerstehenden 
Mittel geworfen; welches wird seine Bewegung? 

Wir nehmen zunächst wie in 3 0 . , 2 an , der Widerstand der Luft sei pro-
„3 

portional dem Quadrat der Geschwindigkeit, die widerstehende Kraft gleich ¡ i - ^ - y . 

Den Ausgangspunkt von p nehmen wir zum Anfangspunkt; die z-Axe des Coor-
dinatensystems falle in die Horizontalprojection der Anfangsgeschwindigkeit, die 
y-Axe stehe vertical, die z-Axe senkrecht zu beiden. Man sieht leicht, dass 

Z = 0, = 0, za = 0, also die Bewegung in der xy-Ebene stattfindet. Die 

Anfangsbedingungen sind dann vx = f 0 c o s a , v,j = r 0 s i n a , x = 0, y = 0. Die 
Beschleunigungen werden 

d-x v2 dx d?u v1 du 

„ . . < / « , du dx <Py d'x dx dp 
Setzen wir —f- = p, also = p —r~, woraus ~ p —nr H = £-, 

dx dt dt' dl2 y dt1 dt dl ' 
• J </'/ du dx so wird aus (2) wegen = • 

( d2x dx \ , dx dp 

Hierin 
ist nach (1) der erste Posten Null, diso 

dx dp 
ds 

Setzen wir nun in Gl. (1) —— statt v, so kommt 
dt 

... d^x q dx ds , 
(o) —nr = TT — ; — t ~ °der v ' dt2 k2 dt dt 

(6) 

cPx 
dt1 ff ds 
dx k1 dt 
dt 

woraus durch Integration 
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(7) l o g ( - J - ) = - - ^ - s + c o n s t . 

dx 
für s = 0 ist - j p = r0coso; dies giebt für die Constante den Werth log(i'0cosa), 

also ^ 
(®) =~r0cos a e *' ut 

und aus (4) 

(9) 

o d e r da —j- = <// dx dt 

B 
dp _ 9 * ' 
</i v0 cos a 

2.7 
dp ff jr' 

(10) — = ^ . <£c v jcosa 3 

61. (8) zeigt, dass die horizontale Componente der 6eschwindigkeit sich immer 
mehr der Null nähert, die Bewegung nähert sich also immer mehr der rein ver-
ticalen: der absteigende Ast der Bahn hat eine verticale Asymptote. Dasselbe 

wird dadurch ausgedrückt, dass mit wachsender Zeit dem Werth — oo zu-

strebt. 61. (10) wird integrabel durch die Bemerkung, dass dx J/T+p = ds ist. 

Multiplicirt man (10) mit dieser Identität, so kommt 

(11) dpVl+p = 9 , ek' '.ds, 
K ' r fjjcosa'' 

deren Integral lautet 
r iL, (12) C - p V l + p ' - X o g i p + Vi+p*) - e*' l/y LUD vi 

Die Constante bestimmt sich aus der Anfangsbedingung, dass für s = 0 p = tanga 
ist, also 

C = t anggy 1 + tangaa-t-log(tang a + l^l-H tanga8) + „ ^ „ • 
»jjcosa-

Wir schreiben abgekürzt C für dieselbe, und setzen zu fernerer Abkürzung 
p ^ H V + l o g C p + y i + p ) = P. Dann lautet (12) 

(13) ( C _ P ) . 

Aus (13) und (10) eliminiren wir s, finden dann dx und dy = pdx, und dt 

aus (4) in der Form = — so erhalten wir \ dx / gdx 

(14) dx = —-j- ( C - P ) - 1 dp, 

(15) dj/ = - - y P ( V - P)-1 dp, 

(16) dt = — -^~ (C— PT*dp. 
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Durch (14), (15), (16) ist die Bestimmung von x, y, t auf blosse Quadraturen zu-
rückgeführt. Dieselben liefern 

(17) 

1-2 /•?., , 1.2 /-Pj 
= 7 - / (C-Pr'dp, y = ( c — P)~ pdP, 

p p 

k rp° i 
1 — —j {c-pr^dp, 

p 
p0 ist der Anfangswerth von p, also tanga. Die Coordinaten des Scheitels finden 
sich, indem man die untere Integrationsgränze p = 0 setzt. Die Wurfweite wird 
gefunden, indem man in der zweiten Gleichung den Werth von p sucht, für wel-
chen y = 0 wird und diesen Werth />, in der ersten als untere Integrations-
gränze einsetzt. Die Abscisse der verticalen Asymptote findet sich, indem man 
in dem Integral für x als untere Integrationsgränze p = <x> nimmt. Die Ge-
schwindigkeit lässt sich aus (12), (13), (14) sofort in endlicher Form darstellen. 

Die Gleichung ( £ ) ' + ( - £ - ) ' = ( £ ) ' liefert 

(18) k s = ¿ « ( l + ^ C C — P ) - 1 . 

Für p = — o c ist der Gränzwerth dieses Ausdrucks k1, also der Gränzwerth 
der Geschwindigkeit derselbe wie in 8 0 . Nimmt man negative Werthe von t und 
s an, so gelten die obigen Gleichungen für die ßückverlängerung des aufstei-
genden Cur.venastes. Gl. (13) zeigt dann, dass für s = — o c der Werth von P 
sich der Gränze C nähert. Also nähert sich auch p einer endlichen Gränze, d. h. 
der negative Theil der Bahn hat eine gegen die x-Axe geneigte Asymptote. 

Ist der Elevationswinkel a sehr klein, so erhebt sich p. nur wenig über die 
x-Axe; wir können dann angenähert s = x und ds = dx setzen. Dann wird (10) 

(20) 

<19> 1 

= = _ k 3 
dx 2» Jcosa 2 

wo, da für .r = 0 p = tanga, die Constante 

(21) C = t a n g a H — x - J — — r , 
° 2ujj cos a 2 

also 
2g 

(22) ± = tangcH- f ( l * ) 
dx ° 2 i>§cosa 2 * ' 

und daraus mit der Anfangsbedingung y = 0, x = 0 
ig 

k 2 t k1 ~drx k2 \ 
(23) y = xtangaH ^ J c ö s ö i 2 " » 

Die Coordinaten des Scheitels finden sich aus (22) mit p = 0, die Wurfweite 
aus (23) mit y — 0. Für dt findet sich aus (8), indem man x für s setzt, 

(24) dt = — dx, 
r 0 cosa 
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woraus mit der Anfangsbedingung x = 0 für t = 0 

i» e**— 1 (25) 
v0cosa 

Legendre und Jacobi haben gezeigt, wie das ballistische Problem zu lösen 
sei, wenn wir die allgemeinere Voraussetzung zu Grunde legen, dass der Wider-
stand des Mittels a-t- tu» sei. 

Coordinaten und Anfangsbedingungen wie vorhin. Dann sind die Beschleu-
nigungscomponenten 

(26) X=-(a+bV>)-^-, (27) Y = —(a+ii;")-^—g. 

Da = • ^ - • - ^ r - , liefert dies dt ds dt ' 
d'x a+bv* dx <Py a + bv" dy 

( 2 8 ) ; "dT' ( J J ) v 

Wir multipliciren (28) mit (29) m i t - ^ - und subtrahiren, so kommt 

,om dx d'y dy d'x _ dx 

dx 
und, wenn für das —r- rechts sein Werth aus Gl. (28) eingesetzt wird 

dl 
. , (dx dhj dy d1x\ d?x 

Wir führen nun als neue Variable den Winkel i] ein, welchen das Bahnelement 
mit der ar-Axe bildet. Es ist 

dx du d'x dv . dri 
»COST) = — , ,81111) = also - g j - = c o s ^ - j — M i n i ^ J - , 

und = » c o s i ) - ^ - - | - s i n T ) - ^ - ' Die Substitution ergiebt 

(a-Mun)u2-^- — 9v(~jfC0STl— "sinr] 

oder 
(32) g COS 7 i v ~ + 1 5 dv — (a -hg sin tj) v~ " drj = bdij. 

Diese Gleichung ist zu integriren, was geschehen kann, wenn wir einen inte-
grirenden Factor K für sie finden. Die rechte Seite enthält kein v, die linke hat 
zwei Glieder, deren eines t>~('1+1> das andere t f~" enthält; dies führt auf die 
Vermuthung, dass ihr vollständiges Integral ein Product von der Form Mv~n 

sein wird, wo M eine Function von »). Wir setzen also versuchsweise das In-
tegral der mit K multiplicirten linken Seite gleich Mv~n; dann ist das Differen-
tial v~ndM—Mnv~(-n + i), also muss 

(33) — dM = (a -hg sin rtf K </i) 
(34) —Mn = gcost).K 

sein; das giebt 
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dM a + j s i n i ) o rfrj sin7) 
(35) —— = n <fti = n h " — — «fy, J l </cosi) 1 y cosr) COST) 

(36) log J / = -y-logtangfti t-Hjr))—nlogcosi) , 

na 

(37) M = cos i f * [ tang(i ic+iTj)] » . 

Nach (34) wird der Multiplicator 

(38) K = M n 

g COST) 

also das Integral von Gl. (32) Mv~n = jldd^ oder 

-n_ _ f 

9 J (39) Mv bMdt\ 

cos r) 
(Die Formel würde auch dann noch gelten, wenn 6 eine Function - von TJ wäre. 
Selbst wenn a eine Function von T) ist, lässt sich das Verfahren noch anwenden, 
nur nimmt dann die Integration von (35) eine allgemeinere Gestalt an und er-

-2. / - 2 - d , 
giebt Mv n = cosi) "«" c o s ' . Der Fall „a und 6 sind Functionen von tj" 
würde in einem anisotropen Mittel eintreten, z. B. in Luft, die von einem System 
vertical fortschreitender Schallwellen durchzogen ist.) Um nun das Problem weiter 
zuführen, setzen wir tang ( i i t + i r i ) = r. Dann wird _ r i a | s o 1 —sinT) 

ra - 1 2r ¿T) dr , . , , . , a s m T) = 1 + r a » C0ST1 = 1 + r a • = — ' u n d w e n n w , r abkürzend — = c 

schreiben, 

(40) M = 2 ~ n r n ^ - 1 ) (1 H-r2)", 

(41) 2n i f » " " = - — f r " ^ - ' ) (1 - f - r f £ J r 
Ist n eine ganze positive Zahl, so erhält man dies Integral in geschlossener Form, 
hat also v als Function von r, somit als Function von TJ ausgedrückt. Aus (30) 

und den Gleichungen — «cosr¡, = »sini) folgt nun, wenn wir a+A« n 

mit u> bezeichnen, 
d'x 

aus (28) 

(42) viadri= g - ^ - d t , 

(43)
 - d f i - = s - — -dT

 = -'aC0Sri' 
aus (42) und (43) ixorfr) = — £ U > C O S J J < Ä oder 

(44) = ü - - * , 
y cosi) g r 

(45) dx = -T— df — di} = 
?(H-r>> 

(46) ^ ^ - f t a n g ^ - ^ ^ . 
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Darin setze man den Ausdruck für v aus Gl. (41), so finden sich x, y, t durch 
blosse Quadraturen. 

59. Centralbewegnngen im Allgemeinen. Der Punkt fi be-
wege sich unter dem Einfluss einer Beschleunigung, die fortwährend 
durch ein festes Centrum 0 geht, und deren Grössenwerth eine Func-
tion des Radiusvectors r = Ofi ist. Welches sind die Gesetze seiner 
Bewegung? 

Wir nehmen 0 zum Anfangspunkt rechtwinkliger Coordinaten, 
legen die ««/-Ebene durch die Richtung der Anfangsgeschwindigkeit; 
dann fallt Beschleunigung, wie Anfangsgeschwindigkeit und Anfangs-
lage in die xy-Ebene. Wir haben also in z die Gleichungen Z = 0, 
dz 

= 0, z0 = 0, d. h. z = 0; die ganze Bewegung geht in der xy-

¿B V • 

Ebene vor sich. In dieser sind — und die Richtungscosinus des 

Radiusvectors. Die Beschleunigung ü sei <p(r), die Seitenbeschleu-¿C V nigungen also X — — < p (r) und Y = <?(>'). Es ist nun (p(r) 

wesentlich negativ, wenn ¡i von 0 angezogen, positiv, wenn es abge-
stossen wird. Wir wollen den Fall der Anziehung behandeln; der 
der Abstossung erfordert bloss eine Umkehrung der Vorzeichen. Um 
hervortreten zu lassen, dass <p(r) negativ ist, setzen wir <f (r) = —/(r ) , 
wo nun f(r) der absolute Werth der Anziehung ist, haben also, wenn 
wir abkürzend / statt f(r) schreiben, 

n \ — x f d ' y V - f 
W ~ ~ r dt* ~ r J ' 

Die Bewegung unterliegt dem Princip der Flächen und dem der le-
bendigen Kraft. Das erstere giebt unmittelbar 

ds oder, wenn die Sectorengeschwindigkeit 

C3) 2 - f = 

wo C der Anfangswerth der doppelten Sectorengeschwindigkeit ist. 
Nehmen wir 0 zum Anfangspunkt von Polarcoordinaten und nennen 

den Polarwinkel y>, so ist nach 14. 2 = r 1 , also auch 
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( 4 ) 

Fällt man von 0 ein Perpendikel auf die durch ds gelegte Tangente 
ds 

der Bahn, und nennt seine Länge d, so ist ä• das Moment der 

da Geschwindigkeit in Bezug auf 0, also auch 

(5) v.6=C. 

Die Gleichungen (3), (4), (5) sind nur verschiedene Ausdrücke des 
Flächcnsatzes. (5) lässt sich auch in die Worte fassen: Die Ge-
schwindigkei t ist dem Abstände ihrer Richtung vom Cen-
trum umgekehrt proportional. Gl. (3) ergibt durch weitere In-
tegration 

(6) 2(S—S0) = C ( t - t J 

DerSector ist der Zeit proportional. Beschreibt der Punkt 
ft eine geschlossene Curve, so folgt, dass seine Bewegung periodisch 
ist; denn die ganze Fläche der Curve wird stets in derselben Zeit 
beschrieben. 

Andererseits gilt nach 53. das Princip der lebendigen Kraft, und 

die Beschleunigungsfunction ist für unsern Fall V=J/(r)dr. Daraus 

folgt 

(7) f ^ - K + J / C r ) ^ = 0 
r» 

oder, in der Schreibart der unbestimmten Integration, 

(8) K = - f / ( r ) d r = - V+A, 

wo h die Integrationsconstante V0 

Zerlegen wir v in die beiden Componenten und r , so 

ergibt sich daraus 

® &M4F)'--»/*>*• 
Eliminiren wir daraus dt mit Hülfe von (4), so bleibt eine Gleichung 
zwischen r und y>, d. i. die Gleichung der Bahn 
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K t t ) ] -

• d<p 
(10) 

Diese Gleichung bestimmt die Bahn, wenn die Form der Function / 
bekannt ist, und umgekehrt ergibt sie die Form von / , wenn die 
Bahn gegeben ist, indem man sie nach r differential: 

; ra \ r ^ dtp1 J ( I D / W = TT 

Es hängt von dén Umständen des concreten Falles ab, ob man es 
bequemer findet, diese Gleichung zu benutzen, oder (10) zu bilden 
und an ihr die Differentiation vorzunehmen. 

Kennt man die Gleichung der Bahn, so kann man r als Function 
von <p (oder umgekehrt) darstellen, kann also auch die Sectoren durch 
r oder ff ausdrücken und hat dann in Gl. (6) die Lösung des Pro-
blems. Ohne Recurs auf den Sector gelingt dasselbe, wie folgt: 

Wir haben 

und 
(4) + 

Multiplicirt man die letzte Gleichung mit r ' und subtrahirt von 
ihr die quadrirte Gl. (4), so findet sich: 

(12) r* ( - § - ) ' = - 2 r ' ( V-A)-C, 

(13) dt = rdr 
V 2 r J ( Ä — V ) — C 

und daraus nach (4) 

(14) d<p = ^ 
»•y2r3(A—V)—C J 

Da V bloss eine Function von r ist, sind beide unmittelbar in-
tegrabel, und liefern 

rdr 
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_ = fr Cdr 

N a c h Ausführung der Quadraturen s ind t und (p a ls Func t ionen 
v o n r best immt, also auch r und <p a ls Funct ionen von t. D i e A u s -
drücke ( 1 5 ) und ( 1 6 ) lassen sich beide auf das Integral 

R = j T ~ ]/2r\h—V")—C* 
»•j 

reduciren; es ist näml ich , wie le icht zu sehen , 

, , dR ÖR 

so dass dt und d y als die partiel len Dif ferent ia lquot ienten e ines u n d 
desse lben Integrals, g e n o m m e n nach den beiden i n i h m als Parameter 
auftretenden Constanten h und C erscheinen. 

Wir leiten für specielle Fälle noch folgende Bemerkungen ab. a) V werde 
const. 

für r = oc zu Null , wie das z. B. der Fall ist, sobald f(r) die Form — 

»i > 1 hat. Dann liefert Gl. (8) für r = oo die Beziehung 
(18) = + F . . 

Ist also i v J + Jo < 0 , so wird v im Unendlichen imaginär, d. h. ¡J. bleibt immer 
im Endlichen. Ist > 0, so gelangt (i ins Unendliche, und zwar mit der 
Geschwindigkeit 0 oder > 0, je nachdem ^t'J = oder > —V0 ist. 

Aus (5) folgt für v = const. oder 8 = const. ohne Weiteres, dass kreisför-
mige Centraibewegungen gleichförmig und gleichförmige kreisförmig sind. 

Ist die Bahn ein Kreis, so ist die Tangentialbeschleunigung Null, also die 

Normalbeschleunigung gleich der Gesammtbeschleunigung, d. h. / ( r ) = — • Ist 

v ' 
umgekehrt zu irgend einer Zeit —2- = f(r)0 und steht »0 zugleich senkrecht auf 

ro 
dem Radiusvector, so ist die Tangentialbeschleunigung in jenem Zeitpunkt Null, 
also bewegt sich ¡¿ während des Zeittheilchens dt auf einem Element des Kreises 

v2 

um 0. Am Ende desselben besteht dann aber wieder die Bedingung —2- = /(»•„), 
ro 

also bewegt sich ¡jl von da ab wieder auf einem Element desselben Kreises, u. s. w. 
pi beschreibt einen Kreis um 0. 

60 . Specialfall /(«•) = x2r. Die Kraft sei nach 0 gerichtet und propor-
tional dem Radiusvector, ú = —x 2 r . Im concreten Fall ergiebt sich der Werth 
von * J , wenn man weiss, dass ú in der Entfernung r¡ gleich —o ist ; man hat 

dann — a = — x 1 ^ , also xa = — = der Beschleunigung im Abstände 1. 

Wir haben dann, wenn die Bewegung in der xy-Ebene vor sich geht, 
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Diese Gleichungen sind in (30) , 3 schon integrirt. Nehmen wir als Anfangsbe-

dingung: für t — 0 ist x = x0 , ^ = y0, = o, — b, so liefern sie die 

Integrale 

(3) x — r0cosx<-(- sin*/, (4) vx = —z0xsinx<-f-«cosxf, 

(5) y = y 0 cosx<+ — sinxi, (6) vy — —y 0 xs inx<+6cosx i . 

Das Princip der lebendigen Kraft liefert wegen T = Jx!rdr unmittelbar 
(7) 

Durch Elimination von t aus (3) und (5) findet sich 

(8) (ix-ayy-hx'(s,0x-r0yy = (bx0-ay0)>. 
Die Gleichung eines Kegelschnitts, dessen M i t t e l p u n k t der feste Punkt 0 ist. 
Die Determinante des Kegelschnitts findet sich durch Ausrechnung zu 

— i*.-(bx0 — ay0)2, 
ist also negativ, die Bahn ist eine Ellipse. In der That stellen die beiden Glei-
chungen (1) und (2) diejenige Bewegung dar, welche aus der Zusammensetzung 
zweier einfach harmonischen Bewegungen resultirt; der Fall ist also identisch mit 
dem schon in 18 B behandelten und kann practisch hergestellt werden, indem 
man einen geraden elastischen Stab von kreisförmigem Querschnitt, der an einem 
Ende befestigt is t , am andern Ende erst verbiegt, und ihm dann eine seitliche 
Anfangsgeschwindigkeit ertheilt. Das freie Ende beschreibt dann die Ellipse (8). 

2r. 
Die Periode ist —'- , nur von x , nicht von den Besonderheiten der Anfangsbe-
wegung, den Dimensionen der Ellipse etc. abhängig. Der Leser führe zur Uebung 
die Untersuchung streng nach 59 . und beweise insbesondere den Satz, der die 
Umkehrung des in Gl. (8) enthaltenen is t : „Beschreibt ein Punkt eine Ellipse 
vermöge einer Beschleunigung, die durch den Mittelpunkt geht, so ist seine Be-
schleunigung dem ßadiusvector proportional." 

61. Specialfall / ( r ) = Planetenbewegung. Die Mittelpunkte der 

Planeten beschreiben Bahnen im Weltenraum, deren Gesetze sich in einfachster 
Weise darstellen lassen, wenn man sie auf ein durch den Mittelpunkt der Sonne 
gelegtes Coordinatensystem bezieht. Der Gedanke, die Beschreibung auf die 
Sonne zu beziehen, und die roh angenäherte Beschreibung selbst, ist die That 
des Copernikus; die Beschreibung ist in zweiter Annäherung enthalten in den 
drei K e p l e r ' s c h e n Gesetzen: 

a) Der auf die Sonne bezogene Radiusvector beschreibt in gleichen Zeiten 
gleiche Räume. 

b) Die Planetenbahnen sind Ellipsen, in deren einem Brennpunkt die Sonne 
steht. 

c) Die Quadrate der Umlaufszeiten verhalten sich wie die Guben der grossen 
Bahnaxen. 
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Es zeigt nun das erste Gesetz, dass die Planeten einer Beschleunigung un-
terliegen, die von der Sonne ausgeht. Aus dem zweiten eruiren wir die Form / 
der Beschleunigung für ein und denselben Planeten, wobei wir gleich die Ver-
allgemeinerung einführen, dass die Bahn ein beliebiger Kegelschnitt sein könne, 
in dessen Brennpunkt die Sonne steht. Wi r nehmen den Mittelpunkt der Sonne 
zum Anfangspunkt von Polarcoordinaten r und tp; dann ist die Gleichung eines 
Kegelschnitts 

( 1 ) r = l + f c o s < p ' 

wo p der halbe Parameter und e die numerische Excentricität. Die Curve ist 
eine Ellipse, Parabel oder Hyperbel, je nachdem e < 1, e = 1, e > 1 ist. Die 
Gleichung liefert unmittelbar 

1 1 
coso — , 

p r 

Die Beschleunigung —/ ( r ) ist eine anziehende und proportional dem reeiproken 
Quadrat des Kadiusvectors. 

Wir untersuchen nun , wie sich die Beschleunigung verhält , wenn wir ver-
schiedene Planeten vergleichen, deren Ellipsen grosse Axen von verschiedener 
Länge haben, und führen zu dem Zweck den Werth a der grossen Halbaxe ein. 
Es ist C die doppelte Sectorengeschwindigkeit. Der Flächeninhalt der ganzen 
Ellipse ist Jtai = T.a'^yi — e'2, also wenn t die Umlaufszeit 

(5) = 
Ferner 

(6) p = « ( ! - « » ) . 

Führen wir diese Werthe in (4) ein, so findet sich 

,„. „ . 4 r?a 3 1 
o = T T -

a3 

Nun sagt das dritte Kepler'sche Gesetz, dass — für alle Planeten dieselbe 

Constante K ist. Also ist, wenn wir 4 t ? K in eine Constante 0 zusammenfassen 
(8) f i f ) - ~ 

und hierin hat s für alle Planeten denselben Wer th , ist also eine Grösse, die 
bloss von den Eigenschaften der Sonne abhängt; sie ist der Werth, den die von 
der Sonne ausgehende Beschleunigung in der Entfernung 1 bat. Wir nennen 
sie die „Actionsconstante der Sonne". Dann lassen sich die drei Kepler'schen 
Gesetze zusammenfassen in den Satz: 

Die S o n n e ü b t a u f a l l e P l a n e t e n e i n e a n z i e h e n d e B e s c h l e u n i -
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g u n g a u s , w e l c h e g l e i c h de r A c t i o n s c o n s t a n t e de r S o n n e d i v i d i r t 
d u r c h d a s Q u a d r a t des R a d i u s v e c t o r s i s t . 

Dieser Satz ist von Newton aufgestellt und bildet einen Specialfall des „New-
ton'schen Gesetzes". Wir nehmen nun den Newton'schen Satz als gegeben an, 
und stellen uns die^Aufgabe, aus ihm die Bewegung eines Planeten p. abzuleiten. 

Im Anfangsmoment seien die Grössen r , v u. s. w. mit der Marke 0 be-
zeichnet. Die Gleichungen der Bewegung, wie oben auf die Sonne als Anfangs-
punkt bezogen, sind, da und ~ die Richtungscosinus , sind, 

pjj d1! o x <Py <s y 
dp r1 r ' dt1 r2 r 

Das Princip der Flächen und das der lebendigen Kraft ( V = — l i e f e r n die 

Integrale 
(10) rV<p = Cdt, 

(11) = 

wo ijB abgekürzt für — , also für die Grösse, welche in 59. mit h be-ro 
zeichnet wurde, gesetzt ist. Damit findet sich die Gleichung der Bahn nach 
69., (10) 

(12) 2 dtp 

die wir zu integriren haben, um die Bahn in endlicher Form zu erhalten. Wir 

setzen darin — = z und haben dann 
r 

Cdz 
(13) d<f = ±-

y—C'z^+iuz + H 

Hier ist zunächst über das Vorzeichen zu entscheiden. Wir nehmen f als mit 
der Zeit wachsend; dann ist dr positiv, also dz negativ, wenn r mit <p zugleich 
wächst Es giebt nun einen Punkt der Bahn, wo r seinen Minimalwerth erreicht; 
beginnen wir die Betrachtung mit diesem Punkt, so wächst in der ersten Zeit r 
zugleich mit <p; erreicht r ein Maximum, so nimmt von da ab r ab, wenn ? wächst. 
Bis zum ersten Maximum von r ist also dz negativ, wenn d<p positiv ist, d .h . 
das negative Vorzeichen ist zu wählen. Jenseit des Maximums gilt das positive 
Vorzeichen, wird dann wieder ein Minimum erreicht, so kehrt sich das Zeichen 
aufs Neue um, u. s. w. Wir beschränken die Betrachtung vorläufig auf den Raum 
zwischen dem Minimum von r und dem ersten Maximum, dann ist 

— Cdz —dz 
(14) d<f = 

V-C>z'-h2<3z-hH 

woraus 
(Pz—a 

(15) <f = Arccos . --t-const., 

i V 
\c* C v C3' 

—a 
Va'- i - f fC 3 
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oder, wenn wir die Constante tp0 nennen und — für 2 setzen, 

(16) cp — tp0 = Arccos -
c - L - . 

-HC 

Denken wir uns die Polaraxe durch denjenigen P u n k t der Bahn ge legt , in 

welchcm r seinen Minimalwerth hat, so ist daselbst — ein Maximum, also hat 
r 

der Cosinus, der rechts unter dem Zeichen Arccos stell t , seinen Maximalwerth, 
und der ist 1, der Arccos also den Wer th Null. Also wird dann für tp = 0 die 
rechte Seite zu Null, d. h. <p0 = 0. tp„ ist also der Winkel zwischen der willkür-
lichen Anfangslage des Radiusvectors u n d dem minimalen Radiusvector , gezählt 
in der Richtung vom ersteren zum letzteren. Nehmen wir a n , die Polaraxe sei 
wirklich durch den minimalen Radiusvector g e l e g t , und nennen den Polarwinkel 
dann so ist 

c > J L _ 0 

(17) » = Arccos 
V<s*+HC> 

Der Arccos irgend eines Arguments A hat n u n zum Differentialcoefficienten 
+ 1 

—. , und diese Wurzel kehr t ihr Vorzeichen um, so oft A durch ein 
VI — A 2 

Maximum oder Minimum geht. Also genügt Gl. (17) mit e indeut ig positiver 
Wurzel Va'1 -+- HC2 den Bedingungen, die wir fü r das Vorzeichen in Gl. (13) auf-
stellten, nicht bloss auf der Strecke von r = min bis r = max, sondern auch 
darüber h inaus ; sie stell t , wenn die Wurzel in ihr positiv genommen wird, die 
ganze Bahn dar. Lösen wir sie nach r auf, so f indet sich 

C - L 
(18) r = 

1 - f - c o s » | / l - | ~ ^ - H 

Das ist die Polargleichung eines auf se inen Brennpunk t bezogenen Kegelschnitts 

(19) r = ? 
1 - H e c o s » ' 

C2 / C2 

wenn /> = und e = 1/ H ^ H . Die Excentrici tät ist kleiner als 1, gleich 1 
0 f 0* 

oder > 1, je nachdem H< 0, H= 0, H > 0 ist . Da \H = —, ist der ro 
Kegelschnitt eine 

0 
Ellipse, wenn < — 

ro 

(20) Parabel, wenn i w j = 
ro 

Hyperbel, wenn ¿t>8 > 
ro 

ist. — ist — r 0 , und da nach dem Pr incip der lebendigen Kraf t J t > 2 + V während 
»0 

B u d d e , Mechanik. I . 12 
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der ganzen Bewegung constant is t , so kann man in diesen Bedingungen statt 
auch Jv2-!- V setzen, wo sie dann lauten: Die Curve ist eine 

{Ellipse, wenn V < 0 

Parabel, wenn V = 0 
Hyperbel, wenn V > 0 

ist. Vergl. hierzu § 59 . Gl. (18). Die Bedingungen sagen nichts über die Rich-
tung von v aus, die Form der Curve hängt also bloss von dem absoluten Werth, 
nicht von der Richtung der Geschwindigkeit in einem willkürlich zu wählenden 
Punkt der Bahn aus. Man bemerke, in wie einfacher und eleganter Weise die 
Form der Bahn durch dieselbe Summe „lebendige Kraft plus Kräftefunction" 
characterisirt ist, die im Princip der lebendigen Kraft auftritt . 

Der Punkt $ = 0 wird das P e r i h e l genannt. 
Die halbe grosse Axe der Ellipse (18) ist (22) . - U l - - - ^ - . 

Wir gehen nun dazu über , 9 und r als Functionen der Zeit darzustellen, 
wobei wir uns auf den Fall der Ellipse beschränken. (Kepler's Problem). Dazu 

« 
setzen wir in 59 . (13) für h— V seinen Werth 

r dr 

und erhalten 

(23) dt 

Es ist zweckmässig, hierin a einzuführen, wozu wir aus (22) und aus 
/ C2 

e = V 1 -+- -jj- H die Gleichungen ziehen 

(24) C 2 = aa ( l —e2), (25) / / — 
a 

deren Substitution in (23) ergiebt 

(26) 

Diese Gleichung lässt sich direct integriren. Doch zieht man vor, eine neue 
Variable einzuführen, die e x c e n t r i s c h e A n o m a l i e genannt und gewöhnlich 

mit u bezeichnet wird. Ueber 
F'g- 3 3 - der grossen Axe der Ellipse AB 

werde (Fig. 33) ein Kreis be-
schrieben, die Ordinate P\i von 

bis zum Durchschnitt Q mit 
diesem Kreise verlängert, und 
vom Mittelpunkt C der Radius 
CQ gezogen, dessen Länge a ist. 
Dann heisst der Winkel QCA = u 
die excentrische Anomalie, wäh-
rend der Polarwinkel 8 die wahre 

Anomalie genannt wird. Es ist nun OP = r cos 9 = CP— CO = a cos u — at, 
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und aus der Polargleiehung der Ellipse r = p — recosö oder nach (22) 
r — n(l —e2)— rECOsd. 

Das liefert 
(27) r = n(l — ecosu). 

Ferner, indem man dies in die Gleichung der Ellipse einsetzt, 
1 — E2 E-f-COSÖ 

1 — ecos« = -= n-i woraus cos« = 

und 

- — . nuiuua vuo« , ~— 

1+ecos i ) l + ecos» 

1 — cos 9 2sin 2£u = 1 — cosu - (1 — e) 

2cos2^« - l - l -cosu = ( 1 + e ) 

1 +ECOS»' 
1 + c o s » 

1 +ecos i1 
Dividirt man diese beiden Gleichungen ineinander, so kommt 

(28) t a n g j » = j / j ± i t a n g ^ u . 

Nachdem somit >• und 9 als Functionen von u ausgedrückt sind, ist klar, dass es 
für die Lösung der Aufgabe genügt, u als Function von t darzustellen. (27) 
liefert dr = uEsinudu, und dies in (26) eingesetzt giebt 

(29) = e cos u)du, 

(30) t = (u — e sin u) + Const. 

Rechnen wir die Zeit vom Durchgang durch's Perihel ab, so ist, da u zugleich 

/~ä» 1 
mit 9 zu Null wird, u = 0 für t = 0, also, wenn wir noch abkürzend 1/ = — \ o n 
setzen 

(31) ut — u — esinu. 
Hieraus ergiebt sich unmittelbar die Umlaufszeit t als diejenige Zeit, in der 

u um 2 K wächst, zu 

(32) x = 

und diese Glcichung ist identisch mit 

(33) t 2 = «3 — 

d. i. das dritte Kepler'sche Gesetz, n ist die Winkelgeschwindigkeit, mit der ein 
gleichförmig bewegter, fingirter Punkt, der die gleiche Umlaufszeit wie ¡x besitzt, 
den Hülfskreis der Fig. 33 durchläuft. 

Zu Gl. (31) kann man auch mit Benutzung des Sectors gelangen. Der Sec-
tor (iOA Fig. 33 ist nach dem Flächenprincip £ Ct. Nun verhält sich bekanntlich 
P |x : PQ — b-.a, wenn b die halbe Queraxe ist. Also verhält sich auch der 
Flächenraum p.PA : QPA — b : a, ferner Dreieck ( i O P : Q O P — b - . a , also auch 

Sector pOA : QOA = b : a, oder pOA = QOA . Es ist aber 

QOA = QCA-QCO, also = ^a 2 « — ^ a e - a s i n u ; 
also pOA = ^ab(u— Esinu). Setzt man dies gleich ¿¡Ct, so ergiebt sich 

12* 
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t = —fr(u — esinu) G 
und da C2 = ao(l — e2), A2 = a2( l — ea) liefert dies 

(31) t = —esinu). 

Zur vollständigen Auswerthung ist nun Gl. (31) umzukehren, sodass u als 
Function von t erscheint. Das kann geschehen 1) mittels der Lagrange'schen 
Umkehrungsformel, 2) mittels Bessel'scher Functionen. Für das nähere verweisen 
wir auf die Lehrbücher der theorischen Astronomie; wir geben nur die ange-
näherte Lösung für den Fall, dass E sehr klein ist, so dass das Quadrat und die 
höheren Potenzen von e vernachlässigt werden können. Wir schreiben dann 
Gl. (31) u = ni-Hesin« = n i e sin (n<-t-esinu). Hierin kann der letzte Posten 
fortgelassen werden, weil er e im Quadrat enthält, es bleibt also 

(34) u — ni+esinni . 
Daraus wird mit derselben Annäherung 

(35) r = a ( l —ecosu) = a ( l —ecosni)-

Setzt man dies in die Gleichung der Bahn, so findet sich 9. Bequemer ist es, 

direct das Flächenprincip r 2 — = C anzuwenden. C = Vaa(l — E2) oder ange-

nähert C = VTa. r ist nach der Polargleichung gleich — , oder nach H-ecos» 
Ausführung der Division bis zur ersten Potenz von E, r = <z(l — eeosd), 
r2 = a 2 ( l — 2ecos9). Setzt man die Werthe von >-2 und C in das Flächenprincip 
ein, so erhält man <i2(l—2ecos9)d8 = Vaadt, integrirt mit der Anfangsbedin-
gung, dass für < = 0 auch 0 = 0, und findet «2(9 — 2esin9) = tYaa oder 
8—2esin8 = nt, und diese Gleichung, gerade so behandelt wie (31), giebt 

(36) ft = nt-)-2esinn<. 

Der Radiusvector r bildet also mit dem Radius des oben erwähnten fingirten 
Punktes, der die constante Winkelgeschwindigkeit n besitzt, den Winkel 2esin nt; 
r eilt dem Radius des fingirten Punkts voran von nt — 0 bis nt = n, und bleibt 
in der andern Hälfte der Bewegung hinter ihm zurück. 2esinn< heisst die 
M i t t e l p u n k t s g l e i c h u n g der elliptischen Bewegung, nt die m i t t l e r e Ano-
mal ie . Bei der Erdbahn ist e = 0,016853, so dass die vorstehenden Formeln 
eine Annäherung von etwa 0,0003 ergeben. 

Wie oben gesagt, sind die Eepler'schen Gesetze selbst nur annähernd richtig. 

So wie nämlich die Sonne alle Planeten mit der Beschleunigung afficirt, so 

afficirt auch jeder. Planet alle andern mit einer Beschleunigung von gleichem 
Character, wenn auch von viel geringerer Grösse. Die Berechnung der aus diesem 
Umstand hervorgehenden Störungen bildet den Hauptgegenstand der theorischen 
Astronomie. 

62. Imaginäre Coordlnaten. Bekanntlich kann man in der Ebene statt 
des gewöhnlichen Coordinatensystems der x und y ein rechtwinkliges System 
einführen, in welchem ix statt y geschrieben wird, wo i = V—1. Ein Punkt (x 
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hat dann zur Zeit t eine complexe Coordinate x — a-\-bi, Geschwindigkeiten, 
Beschleunigungen, Kräfte lassen sich als complexe Functionen von t ausdrücken. 

Hamilton hat eine entsprechende Behandlung des Raums von drei Dimen-
sionen ermöglicht durch Einführung folgender Convention: „Man denke sich drei 
aufeinander senkrechte Axen, jede an Länge der Einheit gleich; sie mögen der 
Reihe nach mit t, j , h bezeichnet werden." Ein beliebiger Vector kann dann in 
drei Componenten parallel i, j , k zerlegt und offenbar durch die geometrische 
Summe 

p — ai ' -My+cfc 

ausgedrückt werden. Man sieht ohne weiteres, dass die Gesetze der geometri-
schen Summation für Grössen p bestehen bleiben. Ferner wird festgesetzt: „Mul-
tiplication eines Vectors mit i bedeutet, dass der Vector um einen positiven 
rechten Winkel um die Axe der i gedreht wird, Multiplication mit j bedeutet 
dieselbe Drehung um j u. s. w." Mit dieser Convention lässt sich eine conse-
quente, höchst fruchtbare Behandlung geometrischer und mechanischer Probleme 
durchführen. Um aber fruchtbar zu werden, erfordert der Gegenstand eingehende 
Auseinandersetzung; und die Eigenthümlichkeiten dieser Behandlung betreffen 
nicht die mechanischen Begriffe, sondern die symbolische Darstellung der geo-
metrischen Grössen. Wir begnügen uns desshalb hier mit einem blossen Hin-
weis. Näheres findet man in Hamiltons „Elemente der Quaterniouen", deutsch 
von Glan, Leipzig 1881, und Taits „Elementary treatise of Quaternions", Oxford, 
Clarendon press, 1878. 

D. Implicite gegebene Kräfte. Gezwungene Bewegung. 
63. Es kommt vor, dass an einem Punkt ¡x nicht die Resul-

tante aller gleichzeitig auf ihn wirkenden Kräfte explicite gegeben ist, 
sondern dass das Problem sich folgendermaassen darstellt: Gegeben ist 
an (ii explicite eine Kraft f , als Resultante der von vorn herein be-
kannten Kräfte; ausserdem besteht aber eine Bedingung, der ¡ti ge-
nügen muss, und welche die Folge hat, dass die Kraft fe nicht frei 
wirkt, sondern während der Bewegung theilweise annullirt ist. Dann 
sind also ausser/,, noch andere, implicite gegebene, annullirendo Kräfte 
f i vorhanden, die aus der eben erwähnten Bedingung hervorgehen, 
und die man von vorn herein nicht kennt. Die an ¡x thätige To-
talkraft ist offenbar 

Wenn also / f bestimmt ist, so kennen wir die freie Kraft /', der ¡x 
unterliegt, und können dann auf dies f die „Gleichungen der Bewe-
gung" anwenden. 

B e i s p i e l . Der schwere Punkt ¡J. bewege sich auf einer schiefen Ebene. 
Explicite ist dann an ihm gegeben die Kraft / e , mit der die Schwere auf ihn 
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wirkt; sie ist ¡xg. Zugleich aber übt die schiefe Ebene auf ¡x einen elastischen 

Gegendruck / . , deu wir von vorn herein nicht kennen. Kann man d i e s b e -

stimmen, so ist die an thätige Totalkraft |ig-^-f.^ und die ist dann frei, also 

nach 481T. zu behandeln. I)ie annullirte Componente vou ¡ig ist — f i . 

In solchen Fällen erwächst also die Aufgabe, f \ aus den Bedin-
gungen des Problems zu eruiren. 

Der einfachste, vorwiegend untersuchte Fall dieser Art ist der, 
wo die Bedingung für die impliciten Kräfte die Coordinaten mit Aus-
schluss der Zeit enthält. Es kann e ine solche Bedingung existiren, 
die dann lautet 

(1) y, z) — 0 
oder es existiren zwei; mehr als zwei sind nicht zulässig, denn drei 
Bedingungen von der Form (1) würden ja den Ort von ¡i völlig be-
stimmen, also jede Bewegung von p ausschliessen. Eine Bedingung 
(1) repräsentirt eine Fläche, sagt also aus, dass der Punkt /t auf einer 
Fläche bleiben muss, zwei gleichzeitige Bedingungen beschränken seine 
Bewegung auf den Durchschnitt zweier Flächen, also auf eine Linie. 

Da der Punkt fi unter dem blossen Einfluss der Kraft f e eine 
bestimmte, von (1) unabhängige Baiin beschreiben würde, so muss, 
um ihn auf dem vorgeschriebenen geometrischen Ort zu erhalten, ein 
Zwang thätig sein. Dieser Zwang liefert eben die Kräfte / ¡ . Man 
stellt ihn practisch her, indem man /.i eine Fessel anlegt. Diese kann 
sein eine Rinne, in der /t laufen muss (Coulissen), eine Fläche, die 
ihn im Allgemeinen so unterstützt, dass die Kraft f e nicht vollkom-
men annullirt wird, und Fäden oder Stangen, durch die man /i mit 
festen Punkten bzw. Flächen verknüpft. Die Fesseln zerfallen in zwei 
Gruppen: 1) allseitige, bei denen der Punkt ¡<t sich nach keiner Rich-
tung von dem vorgeschriebenen Ort entfernen kann, ohne die Fessel 
zu zerstören (geschlossene Rinne, Raum zwischen zwei parallelen 
Flächen von geeignetem Abstand, Stangenverbindung); 2) einseitige, 
bei denen nur nach der einen Hälfte des Raums hin sich von dem 
vorgeschriebenen Ort entfernen kann (Halbrinne, einfache Fläche, auf 
der jti liegt, Fadenbefestigungen). Die letzteren untersuchen wir mit 
der Voraussetzung, dass sie bei der gerade stattfindenden Bewegung 
in Thätigkeit kommen. 

In jedem Fall übt dann die Fessel auf ;i eine Z w a n g s k r a f t /< 

und eine entsprechende Beschleunigungscomponente ü, = — f ) , welche 

die Z w a n g s b e s c h l e u n i g u n g heissen möge. 
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Wir nennen nun hier X, Y, Z die drei Componenten der Be-
schleunigung ùe, welche die explicite Kraft f e = j«ûe allein hervor-
bringen würde, und verstehen unter X, 2J, 3 die drei Componenten 
von Û,. Dann lauten die Gleichungen der Beschleunigung für fi 

(2) 

dt1 

d'y 

dt1 

d*z 

dt3 

= X-\-X 

= Y-4-g) 

= 2 + 3 

und die Grössen X, X, Y, Z, 3 setzen sich so zusammen, dass 
die resultirende Lage von fi jederzeit in den vorgeschriebenen Ort 
fällt. Hierin sind X, 2), 3 a u s der oder den Bedingungen (1) zu be-
stimmen; ist das geschehen, so werden die Bedingungen (1) durch 
das Auftreten von X, §), 3 in (2) ersetzt. 

Noch ist zu bemerken, dass die Bedingungen (1) sich practisch nicht ohne 
Verunreinigung durch Nebenerscheinungen darstellen lassen. Die Fesseln lassen 
sich nämlich nie vollkommen glatt oder biegsam herstellen, bieten also dem Punkt 
(j. einen Reibungs- oder Steifheitswiderstand dar. Sie führen somit in die Be-
wegung eine neue Tangentialbeschleunigung, die Iteibungs- oder Steifheitsbe-
schleunigung, ein, welche stets g e g e n die Geschwindigkeit gerichtet ist. An sich 
gehört dieselbe nicht zum Wesen der Bedingungen (1); ist sie aber erheblich, so 
inuss sie berücksichtigt werden; es treten dann zu den in Gl. (2) aufgezählten 
Beschleunigungen noch drei Widerstandscomponenten <px, <py, tp«, so dass die voll-
ständigen Gleichungen der Bewegung lauten 

d~x 
-jp = x + X + 9j, 

(3) - S - y + J M - » 

- ^ r = •Z-+-3+9*-

Wir begnügen uns v o r l ä u f i g mit der Betrachtung von Fällen, in denen 
die 9 zu vernachlässigen sind, bleiben also bei den Gleichungen (2). 

Nennen wir N die Resultante von X, 3> w 0 also /t N=/,, 
so können wir N in zwei Componenten zerlegt denken, von denen 
die eine tangential, die andere normal zu der vorgeschriebenen Curve 
oder Fläche ist. Nun ist offenbar, dass eine vorgeschriebene Fläche 
ohne Reibung niemals die tangentiale auf ihr stattfindende Bewegung 
von fi hindern kann, also kann sie auch keine tangential gerichtete 
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Beschleunigungscomponente annulliren; also ist die Tangentialcompo-
nente von N in allen Fällen Null, also: 

Die Z w a n g s b e s c h l e u n i g u n g N und die Z w a n g s k r a f t ßN 
s ind i m m e r n o r m a l zu der v o r g e s c h r i e b e n e n Curve oder 
F l ä c h e . 

Daraus folgt weiter, dass, wenn wir die Elementararbeit von N, 
den Ausdruck Ndscos(N,ds) bilden, der Cosinus in dieser Grosso 
immer Null ist, also: 

Z w a n g s b e s c h l e u n i g u n g und Z w a n g s k r a f t l e i s t e n die Ar-
b e i t Null . 

Und daraus folgt weiter: Die Gleichung der lebendigen Kraft 
kann auf die gezwungene Bewegung gerade so angewandt werden, als 
ob die Zwangskräfte nicht existirten. Können die f der Gl. (3) ver-
nachlässigt werden, und besitzt die Kraft fe eine Kräftefunction, so 
folgt: 

Das P r i n c i p der l e b e n d i g e n K r a f t g i l t be i der gezwun-
genen B e w e g u n g gerade so, a ls ob die e x p l i c i t gegebene 
K r a f t fe a l l e i n v o r h a n d e n wäre. 

Also z. B., wenn /« die Schwere von (j. i s t : sinkt ein schwerer Punkt (i bei 
der Bewegung auf einer vorgeschriebenen Bahn um die senkrechte Ilühe h, so 
nimmt sein ^t»5 um gh zu, ganz einerlei, welches die Form der Bahn ist. Für 
den Specialfall X = Y = Z — 0 , d . h . wenn p keiner andern Kraft als der 
Zwangskraft unterliegt, ist v constant. (Bewegung eines schweren Punkts auf 
einer Niveaufläche der Schwere.) 

Die Zwangsbeschleunigung wird in Wirklichkeit immer geleistet 
durch elastische Anspannung der Fessel. (Z. B. der an einem Faden 
aufgehängte Körper f.t spannt den Faden an, bis dieser den erforder-
lichen Gegendruck f{ aus der Deformation leistet.) Daraus folgt einer-
seits, dass wir einfache Bedingungen (1) durch eine reale Fessel nur 
annähernd genau herstellen können; bindet man z. B . j« an einen 
Faden und das andere Ende des Fadens an einen festen Punkt, so 
hat der Faden während der Bewegung von (i nicht genau constante 
Länge, da diese Länge von der in die Fadenrichtung fallenden Com-
ponente der an fi wirksamen Kräfte abhängt, fi bewegt sich also 
streng genommen nicht auf einer Kugel, sondern auf einer verwickei-
teren Fläche. Wir helfen uns durch Benutzung von Fäden etc., deren 
elastische Deformation so klein ist, dass sie vernachlässigt werden 
kann. Andererseits folgt aus der Grundeigenschaft der elastischen 
Körper, dass die Fessel doppelsinnig gespannt ist: die Fessel zieht 
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oder drückt an /.t mit der Kraft /,, zugleich aber auch fi an der 
Fessel mit der Kraft —/,-, und diese Kraft —f\ wirkt durch Ver-
mittlung der Fessel an der Befestigung, welche die Fessel hält. Den-
ken wir uns z. B. fi an einem Faden befestigt, dessen Gewicht ver-
nachlässigt werden kann, und diesen Faden im Punkte A angebun-
den, so haben wir folgende Verhältnisse: 

1) Der Faden spannt sich elastisch an, bis er an ,« die Zwangs-
kraft /; anbringt. 

2 ) Vermöge der elastischen Anspannung sind aber an jedem Fa-
denelement zwei entgegengesetzte Kräfte -+-/; und — f thätig; diese 
annulliren einander, indem sie den Faden um eine zu vernachlässi-
gende Grösse verlängern. Daher keine weitere Deformation, nachdem 
der Zustand gleicher Spannung im ganzen Faden einmal erreicht ist. 

3 ) Daher zieht aber auch das letzte Fadenelement mit der Kraft 
—fi am Befestigungspunkte A. 

Die Kräfte —f i streben a) den Faden zu zerreissen, b) den festen 
Punkt A loszureissen, und sie können bei hinreichender Grösse wirk-
lich die Zertrümmerung der Fessel erzielen. Man sieht leicht, dass 
eine ganz ähnliche Betrachtung auch für andere Arten der Fesselung 
gilt; bewegt sich fi z. B. auf einer Ebene, so strebt die Kraft — f \ 
die Ebene zu zerbrechen u. s. w. Diese Wahrnehmungen haben schon 
früh dazu geführt, dass man gewissen negativ genommenen Grössen 
einen besondern Namen gab. 

N ist die Zwangsbeschleunigung, womit die Fessel auf fi wirkt. 
/.iN die Zwangskraft, womit die Fessel auf ¡x wirkt. 
—fiN heisst der D r u c k auf die F e s s e l . 
Derselbe strebt die Fessel zu zerreissen, deformirt sie und ist in 

Folge dessen eine direct beobachtbare Grösse. 
Heisst q der Krümmungshalbmesser der Bahn, so ist nach 23. 

v i  

— - die Normalcomponente der Beschleunigung; da dieselbe immer 

nach dem Krümmungsmittelpunkt hin gerichtet ist, haben wir sie 
v3 

Centripetalbeschleunigung genannt, und / x — heisst die Centripetal-

kraft. 
— I u — heisst die C e n t r i f u g a l k r a f t . 

v3 
Man kann auch die C e n t r i f u g a l b e s c h l e u n i g u n g nennen. 
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Das ist aber dann ein bloss mathematischer Begriff, da eine wirkliche 
i>3 

Beschleunigung von der Grösse weder an fi noch an der Be-

^ v 3 

festigung vorkommt, während die Grösse — f i — thatsächlich defor-

mirend wirkt. 
Die Centrifugalkraft kommt an einem einfachen Beispiel rein zum Vorschein, 

wenn der Punkt ja, der Schwere entzogen, (oder so schnell bewegt, dass man dio 
v-Schwere gegen | x — vernachlässigen kann) sich gleichförmig auf einem Kreise 

bewegt, an dessen Mittelpunkt 0 er mittels eines Fadens befestigt ist. Der Faden 
v2 

zieht dann an u mit der Kraft ¡ x — , und ia am Faden, bezw. an 0 mit der Kraft 
P 

— An diesem Beispiel ist die Spannung, welche den Faden afticirt, zu-

erst beobachtet worden, und von ihm stammt die Benennung ^Centrifugalkraft", 

die wir gemäss der obigen Festsetzung auf Bahnen mit variablem p ausdehnen. 

W i r trennen nun den F a l l , wo zwei Gleichungen ( 1 ) existiren, 
von dem, wo nur eine vorhanden ist, und behandeln zuerst die 

Bewegung eines Punktes auf vorgeschriebener Bahn. 
6 4 . Ein Punkt fi kann allseitig an eine vorgeschriebene Balm 

gefesselt werden, indem man i h n . i n eine geschlossene Rinne von der 
Gestalt der Bahn bringt, einseitig 1 ) durch eine Halbrinne, 2 ) durch 
Fäden. Ist die Bahn eben, so genügt ein Faden, der über ihre Evo-
lute gespannt wird; der Untersuchung dieses Falles verdanken wir die 
Huyghens'sche Theorie der ebenen Evoluten. Ist die Bahn doppelt 
gekrümmt, so hat Monge gezeigt, wie die Fesselung anzubringen is t : 
I m Krümmungsmittelpunkt der Bahn errichten wir ein Perpendikel 
auf der Schmiegungsebene; dasselbe ist der Durchschnitt zweier auf-
einander folgenden Normalebenen und heisst die Krümmungsaxe. Die 
Schaar sämmtlicher Kriimmungsaxen bildet eine abwickelbare Fläche, 
die von sämmtlichen Normalebenen berührt wird. Diese „Evoluten-
fläche" enthält alle Evoluten der B a h n , und diese sind kürzeste L i -
nien auf ihr. Zieht man einen Faden von ¡ i aus über die Evoluten-
fläche hin, so krümmt er sich längs einer kürzesten Linie, also längs 
einer Evolute. Höbe man den Faden so von der Evolute ab . dass 
er immer Tangente an ihr bliebe, so würde fi die vorgeschriebene 
B a h n zurücklegen. Da aber bei dieser Operation der Faden sich um 
den Berührungspunkt mit der Evolute drehen kann, ist man nicht 
sicher, dass er die Richtung der Tangente beibehält. Knüpft man 
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dagegen zwei Fäden an /t und legt beide über die Evolutenfläche, so 
kann /tt seine Elementarbewegung nur in der Sehmiegungsebene aus-
führen , bewegt sich also unbedingt auf der vorgeschriebenen Bahn. 
Die Fadenfesselung verhindert stets die Abweichungen des Punktes ju 
von der Bahn nach derjenigen Seite hin, wo die Fäden gespannt 
werden, also nach der convexen Seite der Bahn hin; sie gestattet ihm 
dagegen, die Bahn nach der concaven Seite hin zu verlassen, wenn 
seine Geschwindigkeit die geeignete Richtung annimmt. 

Es sei nun (zur Zeit t) v die Geschwindigkeit und üe die ex-
plicite Beschleunigung, N die Zwangsbeschleunigung von ju. Wir ab-
strahiren zunächst von der Reibung und der Fadensteifheit. Dann 
lässt sich ü„ wie schon in 23. auseinandergesetzt wurde, in eine tan-
gentiale Componente üT und eine normale ü,. zerlegen. Da auch N 
normal zur Bahn ist, haben wir für die vollständige Beschleunigung 
(Resultante aus ü« und N) zwei Componenten, die (pT und <p, heissen 
mögen. 

(1) (fr = ü r , (2) <py = ü„4-iV. 

üy und N stehen irgendwie senkrecht auf der Bahn, brauchen aber 

nicht gleiche Richtung zu haben. <p, ist nun die Tangentialbeschleu-

nigung, welche a u f / t wirkt, also identisch mit y» ist die Cen-

tripetalkraft, welche mit </iT zusammen den f r e i e n Punkt ju gerade 
so bewegen würde, wie er sich auf der wirklichen Bahn gezwungen 

v2 

bewegt; also ist g>y = — und nach dem Krümmungscentrum hin 

gerichtet. Folglich haben wir 
. . . du . ... v2 , A . . 
(3) = ü „ (4) y = u , + N . 

Von diesen beiden Gleichungen liefert die erste durch Integration die 
Werthe von v und der Bahnabscisse s. Die zweite bestimmt A rnach 
Grösse und Richtung; denn sie zeigt, dass N die Diagonale eines 

Parallelogramms ist, dessen Seiten — und —ti„ sind. 
Q 

Wir betrachten zunächst einige specielle Fälle: Ist üe = 0, also die Zwangs-

beschleunigung allein vorhanden, so ist wegen = 0 die Bewegung gleich-

förmig und wegen ür = 0 ist N = , also fallt N in den Krümmungshalb-
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messer und ist identisch mit der Centripetalbeschleunigung; entsprechend ist der 
Druck auf die Fessel identisch mit der Centrifugalkraft. 

Ist ü« nicht Null aber stets normal zur Bahn, so ist wieder - ¡ - = 0, also 
dt 

v = const. Aber ü« hat im allgemeinen einen Werth, der irgendwie in der Nor-
malebene liegt. 

Ist die Bahn eben, und liegt üe in der Bahnebene, so liegt auch üf in ihr, 
fällt also in die Richtung von p. Folglich thut N das gleiche, und die geo-

«2 

metrische Summe in (4) reducirt sich auf eine algebraische — = fw +AT. 
P 

Ist ü rein tangential, so fällt üc fort und N wird = — • 

Allgemein lässt Gl. (4) sich schreiben 

(5) — N = u , - ^ — oder —[iN = —/t 

d. h. der Druck auf die Fessel ist die Resu l t an te aus der 
Cen t r i fuga lk ra f t und der Normalcomponente der exp l ic i t en 
Kraf t . 

Es kann nun vorkommen, dass — N zur Zeit i, durch Null geht. 
Dann ist einen Augenblick lang kein Druck auf die Fessel mehr vor-
handen. Ist ju allseitig gefesselt, so folgt daraus nur, dass die Druck-
beschleunigung im Augenblick ti ihre Richtung umkehrt; ist die 
Fesselung aber einseitig, so ist die Fessel im Augenblick unwirk-
sam, die Richtung, welche — N im nächstfolgenden Augenblick an-
nehmen würde, drückt fi nicht gegen die Bahn, sondern nach der-
jenigen Seite, wo ¡i sich frei bewegen kann, fi verlässt also die 
Bahn und beginnt, sich frei zu bewegen. Die Bedingung dafür, dass 
dies geschieht, lautet somit: 

v3 

(6) ü„ = — 

und enthält die beiden Sätze: „üe muss in die Schmiegungsebene 
fallen", und „v" muss gleich sein" in dem Punkt, wo fi die Bahn 
verlassen soll. 

Sind nun üe und die vorgeschriebene Bahn in Cartesischen Coor-
dinaten gegeben, so hat zunächst u« drei bekannte Componenten 
X, Y, Z. Ferner hat die Zwangsbeschleunigung drei unbekannte 
Componenten, die wir jetzt Nx, Nv, Nz schreiben. Wir ziehen end-
lich auch noch die etwaige Reibungsbeschleunigung in Betracht. Ver-
suche haben das Resultat ergeben: die Reibung liefert eine tangentiale 
Beschleunigung, welche innerhalb ziemlich weiter Geschwindigkeits-
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grenzen nur von der Druckbeschleunigung abhängt und dieser pro-
portional ist. Die Reibungsbeschleunigung ist also rjN, wo tj eine 
Constante; sie hat die entgegengesetzte Richtung wie ds, macht also 

dx du dz 
mit den Axen die Winkel, deren Cosinus , , ^ r -

sind. Die Constante rt hängt von dem Material und dem Rauhigkeits-
grade der Balm ab, ist durch Versuche zu bestimmen, wird also hier 
als bekannt vorausgesetzt. Dann haben wir für die vollständigen 
Beschleunigungscomponenten 

(7) 

dt* x ' ds 

dt 
d3z „ ,T »7 dz = Z+N.-IJN-T-df 

Dazu kommen die Bedingungsgleichungen der Bahn 

U \v(x,y,z) = 0 
und die identischen Gleichungen 

(9) = Nl + N ' i + N l 

Die letzte Gleichung drückt aus, dass N senkrecht auf ds steht. Zur 
Bestimmung der 7 Unbekannten x, y, z, Nx, N,j, Nt, N haben wir 
also 7 Gleichungen. Manchmal wird es zweckmässig, statt der zwei 
Gleichungen (8) drei einzuführen, in denen x, y, z als Functionen 
einer gemeinsamen Grösse tu dargestellt werden. Dann ist das Problem 
gelöst, wenn <o als Function von t bestimmt ist. Selbstverständlich 
fallen die auf z bezüglichen Grössen nebst einer der Gleichungen (8 ) 
fort, wenn die Bahn eben ist und ihre Ebene zur ay-Ebene genom-
men wird. 

Da N z d x + N g d y + N t d z = 0 , giebt die Gleichung der leben-
digen Kraft 

(11) d ( i v ' ) = Xdx+ Ydy-+-Zdz—rtNds. 
Besitzt ü eine Beschleunigungsfunction, so ist die rechte Seite dieser 
Gleichung kein genaues Differential; das Princip der lebendigen Kraft 
kann im Allgemeinen nicht angewendet werden. Nur wenn tj ver-
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schwindet, gilt es und liefert dann 

(12) ±v*+V=D, 
wenn V die Beschleunigungsfunction von ü,. und D die bekannte Con-
stante ist. In diesem Fall lässt sich die Integration allgemein auf 

eine Quadratur reduciren. Denn dann ist v = ] / 2 ( D — V ) = , 

lind wenn wir x, y, z durch die Gleichungen x = <f(<u), y = ^(oj), 

= *(«>) ausdrücken, so ist ds = do> + + ( ! * / ) \ 

so 

a » 

worin auch V durch co ausgedrückt werden kann. Also findet sich 
nach dem Ausziehen der Quadratwurzel t als Function von w, und 
damit auch x u. s. w. 

Geht es an, so ist es vor te i lhaf t , im Anschluss an das in 31. 
angedeutete Verfahren V durch s auszudrücken, wo dann die Gleichung 
d$ -rjj- = 1/2 (¿>— V) unmittelbar zu integriren ist. Der wichtigste 

Unterfall unseres Problems ist die 

65. Bewegung eines schweren Punkts auf vorgeschriebener 
Bahn. Bei Behandlung derselben setzen wir zunächst voraus, dass 
die Reibung vernachlässigt werden könne. Legen wir ein dreiaxiges 
Coordinatensystem so, dass die z-Axe vertical (positiv nach oben) 
steht, so ist X = 0, Y = 0, Z = —g, also sind die Gleichungen der 
Bewegung 

... d'x d*u d'z .. 

Die Beschleunigungsfunction der Schwere ist gz, und das Princip der 
lebendigen Kraft giebt 

(2) = 
was auch geschrieben werden kann 

W 2g ^ 2g ^ 

(2) und (3) zeigen erstens, dass v nicht von der Form der Bahn ab-
hängt, sondern bloss von der Anfangsgeschwindigkeit und der erreichten 
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v 
Höhe z. Zweitens ist die Geschwindigkeitshöhe von /i an der 

gerade betrachteten Stelle, d. h. die Höhe über seiner augenblicklichen 
Lage, welche /i erreichen würde, wenn es sich von seiner Stelle aus 

v2 

mit der Geschwindigkeit v vertical aufwärts bewegte. — \ - z ist also 
2g 

das Niveau, bis zu welchem jti ansteigen würde, wenn es seine gerade 
vorhandene Lage mit der gerade vorhandenen Geschwindigkeit vertical 
aufwärts verliesse; nennen wir dies Niveau das Geschwindigkeitsniveau, 
so heisst Gl. (3) „das Geschwindigkeitsniveau ist constant gleich seinem 
Anfangswerth", oder „Hesse man ju von verschiedenen Stellen der 
Bahn aus mit der gerade vorhandenen Geschwindigkeit vertical in die 
Höhe steigen, so liegen die höchsten Punkte, welche es erreicht, alle 
in derselben Horizontalebene". 

Ist nun die Bahn in sich geschlossen, so sind drei Fälle möglich: 
der höchste Punkt der Bahn kann unter, über, oder in dem Geschwin-
digkeitsniveau liegen. Hat der höchste Punkt der Bahn die Coordinate 
Z/„ so lauten die Bedingungen für die drei Fälle 

- ^ - + z 0 < L z h und 

v1 
1) Ist -\-z0 > 2 / , , so hat v* in zh noch einen positiven AVerth, 

¿9 
also überschreitet /( den höchsten Punkt mit endlicher Geschwindig-
keit. Beim Herabsteigen nimmt v zu, bis der tiefste Punkt erreicht 
ist, dann steigt fi wieder, und wenn die Bahn keine Spitzen hat, wie 
wir voraussetzen wollen, so gelangt fi wieder nach zh, wo es wieder 
die frühere Minimalgeschwindigkeit hat. ¡x macht also ganze Umläufe 
und durchläuft die Bahn immer in demselben Sinn, v schwankt da-
bei, ohne jemals Null zu werden, zwischen einem absoluten Mini-
mum und Maximum; zwischen diesen können noch relative Maxima 
und Minima liegen, wenn die z-Coordinate der Bahn solche hat. 

v3 
2) Ist — j -z0 C zh, so wird v = 0 für z < zh. (i steigt also 

auf der Bahn bis zur Höhe des Geschwindigkeitsniveaus, kehrt dann 
um, erreicht den tiefsten Punkt der Bahn mit der Maximalgeschwin-
digkeit, überschreitet ihn, geht auf der andern Seite der Bahn wie-
der bis zur Höhe des Geschwindigkeitsniveaus, kehrt wieder um u. s. w. 
Die Bewegung ist schwingend. 
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3) Ist - f - 2 = zA, SO ist v — 0 für z = z,n und da zh das 
¿9 

Maximum von z ist, so steht das höchste Bahnelement senkrecht auf 
—ff, also ist dort die Tangentialbeschleunigung Null, und der Punkt 
fi, einmal in zh angelangt, würde dort in Ruhe bleiben. Es lässt sich 
aber zeigen, dass im Allgemeinen fi die Stelle zh überhaupt nicht in 
endlicher Zeit erreicht, sondern sich ihr nur asymptotisch nähert. 
Zum Beweise denken wir uns den Anfangspunkt der Coordinaten in 
den höchsten Punkt der Bahn verlegt, zählen den Bogen s vom An-
fangspunkt aus und kehren die. z-Richtung um, so dass die z der 
Bahnpunkte wesentlich positiv sind. Die Geschwindigkeit v, mit der 
sich jti nach dem Anfangspunkt hinbewegt, ist dann negativ, und 
Gl. (3) giebt = 2gz, also 

- 1 = v * 
Der Krümmungsradius der Curve ist 

1 
Q = 

i / ^y 
r + ~ds*~ + "ds^ 

und macht mit den drei Axen die AVinkel, deren Cosinus sind 

, d'x d'y d'z 
cos ¿ = cos h = cosv = e - ^ - -

Insbesondere ist hiernach 
d'z cosr 
ds' ~ Q 

Wir können nun immer (wenn der Anfangspunkt nicht eine 
Spitze bildet) eine Constante a so wählen, dass für eine kleine, aber 
endliche Strecke des Bogens s 

o , 1 d'z - also — > . cosv a 
ist. Es folgt dann durch Integration 

s dz 

wobei die Integrationsconstante Null ist, weil z für s = 0 ein Maxi-
dz mum hat, also ^ = 0. Daraus wird durch nochmalige Integra-
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tion, weil z = 0 für s = 0 . 

a 
cig 

Setzt man dies in die obige Gleichung = ] / 2 g z , so kommt 

0 < ^ + i / 7 Z o d e r j L + d t i / z > 0 . 
dt i * a s ' a 

Integrirt man dies von s = s, bis s = 0 , wobei s, auf der Bahn-

strecke liegt, für welche die Bedingung a < gilt, so ergiebt sich 

Für unendlich kleines s wird also t unendlich gross, d. h. /li er-
reicht den Anfangspunkt nicht. 

S p e c i a l f ä l l e . 
66. B e w e g u n g auf e i n e r g e n e i g t e n G e r a d e n . Die Gerade mache 

mit der Verticalen den Winkel a. Die Gleichungen 64. 3, und 4 geben, wenn 
wir s vom Ausgangspunkte abwärts reebnen, unmittelbar 

(i'S dv v^ 
(1) — C o s a , (-2) — = jsina-|-AT . 

Die erste von diesen zeigt, dass die Bewegung dieselben Eigenschaften hat, 
wie die verticale Fallbewegung, nur mit dem Unterschied, dass an die Stelle von 
g die gleichfalls constante Grösse gcosa tritt. In der zweiten ist p = oo, also 
N = — j s i n a der Ausdruck für die Zwangsbeschleunigung. Der Druck auf die 
Fessel ist —p.N = p^sina, also constant. 

Es sei P ein Punkt, von dem aus gerade Bahnen nach allen möglichen Rich-
tungen abwärts führen. Gleichzeitig setze man von P aus auf jeder dieser Bahnen 
einen Punkt in Bewegung, und zwar mit der Anfangsgeschwindigkeit <>0cosa, wo 
a der Neigungswinkel der Bahn gegen die Verticale, und v0 für alle Bahnen die-
selbe Grösse ist. Die Integration von Gl. (1) ergiebt dann für irgend einen unserer 
Punkte, dass die Bahnabscisse s, gerechnet von P ab, ist 

s = ( J ^ - t - f o O c o s a = pcosa, 

wo p zur Abkürzung steht. Vertical unter P im Abstand ~ wählen wir einen 
u 

Punkt 0 zum neuen Anfangspunkt und ziehen von ihm den Radiusvector p nach 
irgend einem- p hin. Dann gilt für p die Gleichung 

p* = , > - » - - £ _ 2 i - | -cosa , 

zu der der Leser leicht die Figur herstellen kann. Die Einsetzung von ;>cosa 
für s giebt 

(3) = 

B u d d e , Mechanik. 1. 13 
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Danach liegen sämmtliche fallenden Punkte jederzeit auf einer Kugel; der Mittel-

punkt O derselben liegt im Abstand unter P, d. h. er bewegt sich halb so 

schnell abwärts, wie ein Punkt, der frei mit der Anfangsgeschwindigkeit v0 nach 
unten geworfen wird; der Radius ist immer gleich OP. Wählt man r0 = 0, so 
enthält Gl. (3) den Satz: „Ein Punkt ¡x, der ohne Anfangsgeschwindigkeit vom 
höchsten Punkte einer Kugel ausgeht, durchläuft alle Sehnen derselben in der 
gleichen Zeit." Derselbe gilt demnach auch für einen Kreis in beliebiger Ebene. 
Was wird aus dem vorstehenden, wenn man auch aufwärts gerichtete Anfangs-
geschwindigkeiten zulässt? 

Wir berücksichtigen noch den Fall, dass der Punkt sich an der Geraden 
reibt. Ist t) der Reibungscoefficient, so ist i \N die Reibungsbeschleunigung und 
AT ist dem absoluten Werth nach gleich j s i n a . Also haben wir, wenn die Be-
wegung abwärts gerichtet ist 

(4) = ^eosa — r j j s ina , (5) N — — j s i n a . 

Die Integration ergiebt 
(6) v —1'0 = j (cosa — Tjsina)/, (7) s — s 0 +r 0 <-Hi$< J (cosa— i]sina). 

Die Bewegung ist im Allgemeinen gleichmässig beschleunigt. Im speciellen Fall, 
wo cosa = /¡sina, wird sie gleichförmig. Der diesem Fall entsprechende Winkel 

~ — a heisst der Reibungswinkel; seine Tangente ist gleich dem Reibungs-

coefficienten t). Ist dabei r0 = 0, so bleibt |x in Ruhe. Ist 7)s ina>cosa , so ist 
die Gesaramtbeschleunigung negativ, (t kommt zur Ruhe. Dann gilt in der Ruhe-
lage von (i die Differentialgleichung (4) nicht mehr, fi bleibt in Ruhe. 

Bewegt (x sich aufwärts, so wird bei aufwärts gerechneten s 

(8) = —j (cosa+ i ) s ina ) , (9) N=—^sina, 

(10) v —1>0 = —j(cosa+»)s ina)<, 
(11) s = s0-|-r0< — (cos a-+-rjsina). 

Die Bewegung ist immer gleichmässig verzögert; (j. kommt zur Ruhe, wenn 

< = — " " — : — r , woraus der Ruhepunkt leicht zu berechnen ist. Von da 
j(cosa-f-»isina) 

ab sind zwei Fälle möglich: ist a kleiner als das Complement des Reibungs-
winkels, so kehrt ¡jl seine Bewegung um und gehorcht nunmehr den Gleichungen 
(6) und (7). Ist aber a grösser als das Complement des Reibungswinkels, so 
hören die Differentialgleichungen auf zu gelten, und (i bleibt liegen. 

67. Schwerer Punkt auf einem Terticalen Kreise, einfaches Pendel. Der 
schwere Punkt p bewege sich auf einem verticalen Kreise vom Radius a; welches 
wird seine Bewegung? 

Wir nehmen den Mittelpunkt 0 des Kreises zum Coordinatenanfang, die ab-
wärts gerichtete Verticale zur 2-Axe, und nennen ö den Winkel, welchen der 
Radiusvector r = Op mit der z-Axe macht. Dann lässt sich die Lage von (t durch 
die einzige Variable 8 bestimmen, es leuchtet also ein, dass man am vortheilhaftesten 
mit dieser operirt. In dem Augenblick, wo r die Elongation 9 hat, ist die radiale 
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Componente der Schwere («.^cosft, die tangentiale also bis auf das Vorzeichen 
¡a<7 sin Bei positivem 8 zieht die Tangentialbeschleunigung nach der Seite 
der negativen 9 h in , folglich ist das negative Vorzeichen zu wählen, es ist 

= — j s i n f t . Nun ist der Bogen s, wenn er vom tiefsten Punkt des Kreises 
dt 

aus gerechnet wird, gleich a&, also ds — add und v = a = « ^ • 

W i r haben also zur Bestimmung von 8 die Gleichung 

welche die „ P e n d e l g l e i c h u n g " genannt wird. 

Mit multiplicirt und integrirt , giebt sie 

wo 0o J en Anfangswerth von 9 bezeichnet. ist so dass man (2) auch 
° dt a v 

schreiben kann 

(3) a — = ^ 5 + i g a (COS » — COS »,,)• 
dt 

Zu derselben Gleichung gelangen wir in rechtwinkligen Coordinaten durch 
das Princip der lebendigen Kraft. Die Axe, welche senkrecht zu z steht, nennen 

wir die Axe der x ; dann sind die Gleichungen der Bewegung 

<4> = 

(5) x J - ( -z 2 = a 2 

und das Princip der lebendigen Kraft g iebt , da die Beschleunigungsfunction für 
unsere Coordinatenrichtung —gz ist, 

(ß) = - O -

Da nun 2 = neos9, giebt dies, wenn v durch a ersetzt wird, 

d» 
(3) = Vvi-h<2ga (cos» —cos»0) . 

dt 

Diese Gleichung bestimmt die Winkelgeschwindigkeit unseres Punktes . Da 
das Vorzeichen der Wurzel willkürlich i s t , kann (x an der gleichen Stelle zwei 
entgegengesetzte Geschwindigkeiten haben, die eine in steigender, die andere in 
sinkender Richtung. Wir nehmen »0 als positiv, dann ist das positive Vorzeichen 
zu wählen, wenn die Geschwindigkeit den Sinn hat , bei welchem der absolute 
Werth von » auf der Seite von »0 wächst. Gl. (3) ist nun weiter zu integriren; 
zwischen den Gränzen 0 und ( ausgeführt , liefert die Integrat ion 

r 9 adb 
( 7 ) 1 = J Vvl + 2ga (cos 9 —COS »o). 

Das Integral gehört zur Classe der elliptischen; für seine weitere Reduction sind 
die drei Fälle des § G5 zu unterscheiden, welche hier lauten 

13* 
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(8) t>?-2^acos8 0 = 2 ? « . 

In allen Fällen ist es zweckmässig, den Winkel für 8 einzuführen. Wir setzen 
cosft — cos80 = (1—cos90) —(1—cosft) = 2sin'490—2sin®-i& und erhalten so 

"9 «<*» 
(9) , = / 

K»2 -4-4^o sin2 P o — 4 ga sins£t> 
9. 

Die Bedingungen (8) lauten nun 

(10) r3 + 4?as inH»o = 4<7«. 

Dividirt man sie durch 2 g, so steht links die Geschwindigkeitshöhe des tiefsten 
Punktes, rechts der Durchmesser des Kreises. Die erste repräsentirt den Fall der 
Schwingungen, die dritte den der ganzen Umläufe, die zweite den des einmaligen 
Ansteigens bis zum höchsten Punkt des Kreises. 

F a l l I : v 5 + 4 ? a s i n J i » o < 4ga. Dann setzen wir < ) ° ~ t ~ 4 f ' s m U j o - = so 
4 ga 

dass x s das Verhältniss „Steighöhe des tiefsten Punktes dividirt durch den Durch-
messer* bezeichnet, und * < 1. Die Substitution in (9) ergiebt 

1 9 J fc'-sin»*» 

Statt führen wir eine neue Variable 9 ein, so dass s in j f t = xsintp oder 

d<f 

9 = Aresin . Dann kommt 

(12) : = y i fr-=±£ 
' ffj Vi—*' 

Das ist ein elliptisches Integral in der kanonischen Form; ein solches, von 
0 bis 9 gewonnen, wird nach Legendre und Jacobi mit F(<p, x) bezeichnet. Da-
mit wird (12) 

(13) i = , 
' 9 8 i n y = — s l n j i 

Wir setzen das doppelte Vorzeichen, um ausdrücklich an die Doppelsinnig-
keit der Wurzel zu erinnern. Das positive Zeichen gilt, wenn die Bewegung in 
positiver Richtung vor sich geht , also wenn JJL zur Zeit Null auf der Seite von 
fl0 ansteigt. Bei der umgekehrten Bewegung gilt das negative Zeichen. Ura die 
Vorstellungen zu fixiren, nehmen wir jetzt an , p sei in 80 in absteigender Be-
wegung begriffen.*^Wir nennen tm den Moment, wo p durch den tiefsten Punkt 
des Kreises geht; dann ist für tm wegen 9 = 0 auch <p = 0 , also F(<p, x) = 0, 
und 

(14) tm = ]/— F(<p0, *)• 
' 9 

(13), in der nun das —Zeict 

(15) / , „ - < = ]/—F(<p, x) 

9 
Subtrahirt man davon Gl. (13), in der nun das —Zeichen gilt, so kommt 
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als Ausdruck für die Zeit , welche p. gebraucht, um aus seiner jeweiligen Lage 
bei absteigender Bewegung in den tiefsten Punkt des Kreises zu gelangen. (Bei 
aufsteigender Bewegung ist t — tm die Zeit für die Bewegung von 8 = 0 bis 
8 = 9.) n überschreitet nun den Punkt tM und steigt auf der Seite der nega-

„2 
tiven 8 bis zu der Stelle, welche um über dem Ausgangspunkt liegt. Diese ig . 

¿ 8 

ist bedingt durch = 0 , also nach (9) durch » J + 4 ^ o s i n s i 9 0 = 4 y a s i n s i 8 , 

d. h. sin2i& = x 2 , woraus, da 8 in unserm Fall negativ ist , folgt sin ^8 = —x, 

sintp = —1, also tp = — • 

Lage erreicht, wird demnach 

sin 9 = —1, also tp = — • Für den Moment te, in welchem [x seine extreme 

(16) 

Das vierfache dieses Zeitraums ist die Periode T, die Zeit einer „ganzen Schwin-
gung". Also 

(17) r = 4 ] / | F ( | , x ) . 

n 

Ein Integral f ^ heisst bekanntlich das vollständige elliptische In-
J Vi — x2sin2 tp 
CP 

tegral für den Modulus x und wird nach Jakobi mit Ä"mo(i* bezeichnet. Nennen 
wir den extremen absoluten Wer th , den 8 erreicht, a , so ist nach dem obigen 
x = s in^a , und dann lautet Gl. (17) in kürzester Bezeichnung 

(18) 7' = 4 y — Ämod * = sin Ja . 
' H 

Die Werthe von F und K finden sich in den Tafeln elliptischer Integrale. 
Den von K entwickeln wir in eine Reihe, aus der man dann Näherungsformeln 
entnehmen kann. Es ist nach dem binomischen Satz 

1 = (1 — »«s in»? ) - * 
V i — x 2 sinatp 

= 1 + i x 2 s i n 2 t p - f - - i - • x 4 s i n 4 t p + x« sin6 tp . . . 

K = Jrftp 4 - ^x2J*sin2 tp ¿tp + x4J*sin4 tp dtp H — 

alle Integrale von 0 bis genommen. Nun ist u 

f 
. 2n . 1 . 3 . 5 . . . ( 2 n - l ) « 

S l n * * f = 2 . 4 . 6 . . . f r T ' 

also 

(19) ^ = 
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(20) 

Für sehr kleine Elongationen a kann man die Reihe mit dem ersten Glied ab-
brechen und hat dann in erster Annäherung 

(21) T = 2nlß--
' 9 

Dasselbe ergiebt sich dann auch leicht direct aus der Pendelgleichung (1). Kann 
nämlich 8 nur sehr kleine Werthe annehmen, so darf man sind mit 8 verwech-
seln. Aus (1) wird dann 

d 2» _ 9 a 

d. i. die bekannte Differentialgleichung einer harmonischen Bewegung mit der 

Periode 2 « ! / — • Sehr kleine Schwingungen sind hiernach i s o c h r o n , d. h. 
' 9 

unabhängig von der Ausschlagsweite. Die Reihe für T convergirt immer, da ihr 
Quotient sich der Gränze x* nähert. 

Zu ganz analogen Formeln kann man auch in rechtwinkligen Coordinatcn 
gelangen. Wir beschränken uns darauf, den Weg zur Herstellung von T zu 
zeigen. T ist 4 tm für den Fall, dass r j = 0 ist. Gl. (6) wird dann 

(22) ( - j£-) 2 = » i = 2 ^ - z 0 ) . 

Nach Gl. (5) ist aber xdx-\-zdz — 0 und x2 = a* — z2, also ds- = dx'--hd;J 

= <fc2-t- &» = <fe2 , • Also aus (22) x* a£ — z* 

dz V 2 g ( * - z „ ) ( a 2 - * 2 ) 
~dt r «2 

(24) d t = ° d z 

]f¥g ftz-z0)(<r<-z*) 
Setzen wir z — —C + a (Herabrückendes Coordinatenanfangs in den tiefsten 

Punkt und Umkehrung der z -Axe) , so wird die Grösse unter der Wurzel 
(—C-Ho—z0)(2Ja — C2); darin ist a — z0 die Steighöhe des tiefsten Punktes; 
schreiben wir sie zur Abkürzung b, so kommt 

(25) 4 = — J L = 1 ] / ^ ( l - f ) " - ' 
V2g —Q (2aJ — C2) 2 ' 9 V K - ? V i a J 

Entwickelt man ( l * nach dem binomischen Satz, so findet man die 

wegen C < 2a immer convergirende Reihe 

f i - c 1 c . 4 . 1 3 c- y , i 3 - 5 c « v u 

i finden, müssen wir dt von C = 0 bis C = 6 integriren; also 

[ t - 4 1 . = r r « 4 - i - f 
' 9 L J ftc-? ä 2 a J to-c 

u o 
i 3 ( \ y cb c2dt 

(26) 
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Was die hierin auftretenden Integrale angeht, so ist das erste ic, die andern 

J 2 . 4 . 6 . . . 2 » 

Also 

ist x2, der Ausdruck also identisch mit (19) und (20). 

Zu vollständiger Lösung des Problems ist nun noch ft und als Func-

tion von t aus Gl. (13) oder (15) herzustellen. Da s i n j f t = xsintp, geschieht dies 

durch Auflösung der genannten Gleichungen nach tp, und diese kommt zu Stande 

mit Hülfe der von Jacobi und Abel benannten elliptischen Functionen. Ist u das 

elliptische Integral 

J Vi — x ' s i n 2 ^ 
o 

so ist <p eine Function von u und heisst die „Amplitude von u". Sie wird be-
zeichnet als am(u, x) oder am(u)modx. Die Functionen sin am u, cos am u und 
Vi— x2sin2tp = Vi — x 2s in 2amu = ¿ /am« heissen e l l i p t i s c h e F u n c t i o n e n . 
Sie lassen sich eben so wenig wie die elliptischen Integrale auf geschlossene 
Ausdrücke mit elementaren Functionen von u reduciren, sondern sind selbständige 
Transcendenten, (wie sin«), deren Eigenschaften von Abel und Jacobi gegeben sind. 
Aus Gl. (15) 

folgt nun 
- f i (15) tM-t= l/ —/>,*) 

(28) 

(2U) 

F(.t, *) = « ' » - O , 

9 = a m ( j / f ( , w l - 0 ) m o d 

(30) sin-JS = xsin<f = xsinam 

und mit unserer Kenntnis« der Eigenschaften und Werthe von sin am x ist dies 
die vollständige Lösung des Problems der Darstellung von 9 durch t. Schreiben 
wir Gl. (30) abkürzend 

0 = 2arcsin jxs inamxj , 
so ergiebt sich durch Differentiation 

„ dft 1 </(sinamx) dx 
dl VT— x 2 s in 2 amx d x d l 

. , d(sinamx) damx . . . . 
Nun ist — = cos a m a ; — = cos am x. A am x; ferner ist dx dx 

Kl —* 2 s in 2 amz = Aamx und — — l / — • dt y a 
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Also wird 

(32) = - 2 * | / ^ - c o s a m | jAf - (<»>-o]> 

wodurch, da v = a ^ , auch die Geschwindigkeit als Function der Zeit dar-

gestellt ist. Es bedarf nicht erst der Erwähnung, dass das doppelte Vorzeichen von 

den Sinus der Amplitude afficirt, den Cosinus nicht. 9 und ^ sind 

demnach beide zweideutig, ( ^ , weil es den Factor v o r dem cos enthält); 

die beiden Vorzeichen beziehen sich auf den doppelten Sinn der Bewegung von ¡*. 

F a l l I I : t>jH-4oasinJi&o > D a n n setzen wir —. , , . n = xa, 
» g - M j a s i n ' i f t o 

so dass x J nunmehr der Quotient „Geschwindigkeitshöhe des tiefsten Punktes 
dividirt in den Durchmesser" ist. In diesem Fall wird aus Gl. (9) 

(33) 

und wenn wir darin tp für ^ft setzen, hat das Integral sofort die canonische Form 

V1 —*asinJ<p 

» —Vt-K.«)-̂ .«)}-
Nehmen wir als Ausgangspunkt 80 = 0, d. h. rechnen wir die Zeit, die wir 

dann t' schreiben, von dem Augenblick an, wo |jl den tiefsten Punkt des Kreises 
passirt, so wird 

(36) 

(i macht volle Umläufe; die Dauer eines solchen erhalten wir, wenn wir 8 = 2n 
setzen. Das giebt 

(37) T= X) = 2 * ] / ^ Ä " r a 0 d * . 

Die Umkehrung von Gl. (36) ergiebt 

(38) » = 2 a m ( — 1 1 - 2 - A 
\ X Jr a / mod x 

und hieraus durch Differentiation, wenn die Grösse in der Klammer x heisst, 
«fft „ d.axax dx rf.amx = 2 ; — , WO = Aami , = — y — , also 

'dt * r a dt dx dt' dx 

( 3 9 ) « = i . 1 / Z Ä a m ( i 1 / Z t . ) . 
dt x \ a \ x y a 'mod* 

d% 
nebst v = a -jj- • Da die Winkelgeschwindigkeit immer die gleiche Richtung 
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<ift 
hat , sind alle Wurzeln positiv zu rechnen, wenn man den Sinn von im 

tiefsten Punkt als den positiven bezeichnet. 
F a l l I I I . »¡¡4-4yasin3ift0 = Dann degenerirt das elliptische Integral 

zum goniometrischen; die Substitution in (9) ergiebt 

( 4 0 ) c* -KÍ COS i ft 

Die Integration ist auszuführen vermittels der Substitution <p = i(i t—ft) und 
Multiplication mit s in ' tp+cos 2 9 = 1. Sie ergiebt 

(41) < = ± | / - l o g t a n g l ( « _ d o ) . 

(42) ft = 7t — 4arctang(tang¿(ir — ft0).e ' <• 

(43) Ü = 4 J l L t a n g e n —( 
d t V « - , i / Z 

« r « - f - t ang ' J (ir —ft0). e c — »<,).« r » 

und v = a • In diesen Gleichungen sei ft0 positiv, wenn es auf der Seite der 
dft 
dt 

abnehmenden ft liegt; dann gelten überall die positiven Vorzeichen der Wurzel. 
Für ft = — ir wird t = oo, entsprechend dem in 65. gesagten. 

Wir wenden uns nun zum zweiten Theil des Problems, zur Feststellung von 
N und zu der Frage, ob und wann |x die Bahn verlassen kann. Der Einfluss 
der Art, wie die Fesselung ausgeführt wird, tritt dabei in lehrreicher Weise 
hervor. 

Nach dem früheren ist die Gentripetalbeschleunigung die Summe von 

Zwangsbeschleunigung und Normalcomponente der Schwere. Dabei wird die cen-
tripetale Richtung als die positive betrachtet, also ist die Radialcomponente der 
Schwere —^cosft. Wir haben also, wegen p — a, 

(44) — = — j c o s f t + i V , a 
v1 

(45) N= \-g cosft. a 
N hat hiernach offenbar ein Maximum im tiefsten Punkt, wo v und cos ft zugleich 
ihr Maximum erreichen. Wegen z — acosft lautet Gl. (6) nun 

v2 = « J + 2 j a (cos 8—cos ft0) = 2^(c+ocosft) , 
V1 

wo c für ~ — a c o s f t a gesetzt ist. c ist also die Höhe des Geschwindigkeits-
£9 

niveaus über dem Mittelpunkt. Damit wird 

(46) iV = 2 ? ( ^ - + | c o s » ) 

und 
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(47) — ( i i V = — 2 y (4 cos 94--^-) (x 

giebt den Druck auf die Fessel an. 
Wir setzen nun voraus, die Fesselung sei einseitig, und zwar, wie es in der 

Praxis am häufigsten vorkommt, centripetal, z. B. ¡x sei durch einen Faden mit O 
verknüpft oder bewege sich in einer nach der Innenseite des Kreises offenen 
Rinne. Dann wirkt sie, so lange — N negativ ist. 

Fall I. Macht der Punkt (x ganze Umläufe, so ist c > a, also — N stets 

negativ, so lange > (fcosft)2 ist. Der Punkt bleibt also immer auf dem 

Kreise, bis S > arccos(—f) geworden ist. Darüber hinaus kann er abfallen, wenn £ f 
— ist, er thut es in dem Augenblick, wo f cosft = wird; ist aber 

— > so kann ¡x die Bahn überhaupt nicht verlassen, da cosft nicht kleiner als 

— 1 werden kann. Dann ist der ganze Umlauf auch bei einseitiger Befestigung 
gesichert. Hierher gehört das Experiment des im verticalen Kreise herumge-
schwungenen Eimers, der dem Gesagten gemäss ganz wohl im Stande ist, seinen 
Inhalt auf den Kopf des Experimentators zu ergiessen, wenn die Anfangsgeschwin-
digkeit entsprechend der Bedingung < f gewählt wird. 

Fall II. c = a. (t kommt bis cos9 = — § und fällt dort ab. 
Fall III. c < a. Dann sollte ¡jl eine Elongation erreichen, für welche 

sin (t% = a ' s o cosSe = — wäre. — N würde also in der äussersten \ 2' a a 

Lage den Werth haben, der sich aus (47) mit cosi) = — ~ ergiebt. Ist 

nun c negativ, d. h. geht die Schwingung von p beiderseits nicht über den ersten 
Quadranten hinaus, so ist — N stets negativ, also kein Verlassen der Bahn mög-
lich. Ist aber c positiv, wird der erste Quadrant überschritten, so überholt | co s9 

den Werth von — , und an der Stelle cos!) = verlässt u. die Bahn. 
a oa 

Zweitens wollen wir voraussetzen, die Fesselung von (i sei centrifugal, so 
dass [x sich von 0 entfernen, aber nicht ihm nähern kann; der Kreis sei z .B. 
eine nach aussen geöffnete Rinne. Es liegt auf der Hand, dass dann nur auf 
der obern Hälfte des Kreises laufen kann. — N muss jetzt positiv sein, wenn 
es in der gewünschten Richtung wirken soll. Die drei Fälle der vorigen Be-
trachtung characterisiren sich nunmehr am einfachsten, wenn wir c = a-f-rf 
setzen. d ist dann die Geschwindigkeitshöhe von (j. im höchsten Punkt des 
Kreises. Fernerwerden die Ergebnisse übersichtlicher, wenn wir 7t — 9 = <p> also 
cos 8 = —costp setzen, wo dann 9 der vom höchsten Punkt des Kreises aus ge-
zählte Winkel ist. Die Substitution ergiebt 

— i V = ( j cos <p ' 

Fall I. d > 0 , also im höchsten Punkt eine endliche Geschwindigkeit vor-

handen. Uebersteigt d den Werth , so kann — N überhaupt nicht positiv 
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sein, (x berührt die Bahn bloss im höchsten Punkt. Ist d < — , so ist — N auf 

eine Strecke liegt. Im 

a 
T 
2 a-\-d positiv, die zwischen 9 = 0 und 9 = arccos-^ 
ö fl 

letztern Punkt springt |x ab. 
Fal! II. d — 0. (i verlässt die Bahn in COS9 = f , d. i. derselbe Werth wie 

oben in Fall II der centripetalen Befestigung. Es ist hiernach überhaupt nicht 
möglich , einen Punkt ¡a bei rein einseitiger Befestigung von einer Stelle, die 
tiefer als cos9 = $ liegt, so auf dem Kreise hinaufzuschnellen, dass er den höch-
sten Punkt desselben asymptotisch erreicht; ist er centrifugal gefesselt, so springt 
er sofort von der Bahn, ist er centripetal gefesselt, so thut er es in cos9 = 
Um ihn nach oben zu dirigiren, müsste die Rinne unterhalb des kritischen Punkts 
nach innen, oberhalb desselben nach aussen gekehrt sein. 

Fall III. rf<0. Wir setzen d = —e, wo e die Tiefe des Ruhepunkts 
unter dem höchsten Punkt. Dann ist die Grösse, welche positiv bleiben muss, 

o —« , , . , , , _ it 
9 J C 0 S 9 — 

negativ, 

cos 9 = 

reicht jx 

Ist 

Ist e > also 9 stets 
= 2 so ist der Ausdruck immer 

Ist e < a, so springt (i ab für ¡JL fällt sofort ab, wie oben schon gesagt. 
2 a e 

— Dieser Werth von cos 9 ist immer grösser als Null, also er-

nie den Punkt 9 = . 

den Stellen N = 0 die 

[jl bewege sich auf einem Kreise, 
macht. 

Fig. 34. 

pi allseitig befestigt, so verwandelt sich an 
drückende Zwangsbeschleunigung in ziehende u. umg. 

Der centripetal gefesselte Punkt [i heisst in der Physik „einfaches Pendel". 

68. Punkt auf einem geneigten Kreise. 
dessen Ebene mit der Verticalen den Winkel 

Wir nehmen den Mittelpunkt des Kreises zum 
Coordinatenanfang und legen die 2 - Axe nach der 
tiefsten Stelle des Kreises hin, so dass sie mit der 
Schwere den Winkel o macht. Von der z-Axe ab 
zählen wir den Winkel 0 des uiit (i beweglichen 
Radius. Ferner legen wir die x-Axe senkrecht zu 
Oz in die Ebene des Kreises, die y-Axe senkrecht 
zu dieser. Dann macht ds mit den drei Axen die 
Winkel 

(1) 
( cos (ds, x) = cos cos(e/s, 2) = —sind, 

l cos (ds, y) = 0. 

Andererseits macht g mit den Axen die Winkel 

(2) cos(y, x) = 0, cos (g , z) = cosa, co$(g,y) = sina. 

Daraus wird 

(8) cos (g, ds) — — cos a sin 

Also ist die Tangentialcomponente der Beschleunigung —gcosas ind , 
dv 
dt 

(4) = —g cosasin« 
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dft 
Und da wieder v = a ——. wo a der Radius, wird 

dl 

(5) — c o s a sin t) = 0 
dt* a 

die Gleichung der Bewegung. Diese stimmt mit der Pendelgleichung überein, 

wenn man in der letzteren — coso statt — setzt. Die Bewegung gehorcht also 

völlig den in 67. gegebenen Gesetzen. Die Herstellung von N sei dem Leser 
überlassen. Zöllner's „Horizontalpendel" liefert die experimentelle Darstellung 

(PS 
des Falles, der bei grossem a sehr kleine Werthe von ^ geben kann. 

69. Pendel mit Luftwiderstand. Ein schwerer Punkt bewege sich auf 
einem verticalen Kreise mit der tangentialen Widerstandsverzögerung F, die vor-
läufig unbestimmt bleibe. 

Wir nehmen von vorn herein an, dass die Bewegung sehr kleine Amplituden 
habe, und führen wieder den Winkel 8 e in; die Zeit werde vom Endpunkt der 
positiven Maximalelongation an gerechnet, es sei also für i = 0 % = 8„ und 

ii = 0 . Dann ist — o — = v, so lange sich |a von ö0 entfernt, und da wegen 

der Kleinheit von 8 statt s ind einfach 8 gesetzt werden kann, 

(1) 

dfy 

Multiplicirt man die Gleichung — a ~ d T ~ v m ' t unbestimmten Factor — X i , 

wo i = V—1, und addirt zu (1), so findet sich 
(2) - i - ( l ) + X < I t » ) + X i ( » - - | | - ) - + - F = 0 . 

Hierin lässt sich X so bestimmen, dass die beiden Klammern einander gleich 

werden; das ist der Fall, wenn X = j / - ^ - ; schreibt man dem X diesen Werth zu, 

so lässt Gl. (3) sich schreiben 

(3) - ^ - ( t > + X a i » ) + X f ( « + X a i » ) = — F. 

Multiplicirt man dies noch mit e*»', so ist die linke Seite der genaue Differential-
quotient nach t von «¿ ' ' (v+Xaif t ) , also durch Integration von 0 bis t 

(4) e*" (v -h Xai 8) — Xat 80 = —JFe™ dt. 

o 

Setzt man e 2 " — c o s X t + t s i n X t und trennt das Reelle vom Imaginären, so findet 
sich, wenn zur Abkürzung 

(6) 

gesetzt wird, 

A = J V c o s X i A , B = J V s i n X i A 

f v — — 4 c o s X i + (Xaft0 — ¿3)sinXi 

^ l Xaft = 4 s i n X i + ( X a & 0 — B)cosXi, 
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(8) 

Die Grössen A und B sind nun nur dann herstellbar, wenn F als Function von 
t gegeben ist, ein Fall, der nur eintreten wird, wenn F = const. Im Allgemeinen 
wird F e i n e Function von 9 sein: für die strenge Integration von (1) ist also 
mit dem Vorstehenden nichts geleistet. Wenn man aber voraussetzt, der Wider-
stand F sei sehr klein gegen g, so darf man annehmen, dass die Bewegung von 
|jl sich nur sehr wenig von derjenigen unterscheidet, die eintreten würde, wenn 
der Widerstand F nicht vorhanden wäre; dann kann man also angenäherte Werthe 
von A und B herstellen, indem man diejenigen Werthe von v und N in F einführt, 
welche sich aus den Gleichungen des Pendels in 67» ergeben. Wi r wollen dies 
durchführen für den Fall, dass der Widerstand F wesentlich von der Luft her-

t2 
rühre und demgemäss proportional mit u2, also = g - ^ - sei. 

Im leeren Raum ist für kleine Schwingungen 9 = So^os^-^-« = 90cosX< 

d% 
und v = —a—— = 90a>.sinX<. Nimmt man diesen Werth von v als Näherungs-

dt 
werth, so wird 

Damit erhält man für den Zeitpunkt i — ~ 

n 

v — A — aj~sin2XicosXi dt = 0. 

u 

•y oder ir ist also hier, wie bei der freien Pendelschwingung, die Zeit, nach 

der v = 0 wird, d. h. die halbe Periode; die Periode ist also auch hier constant, 
und dieselbe, als ob der Luftwiderstand nicht vorhanden wäre. Setzt man dagegen 

•y- als obere Integrationgrenze in die zweite der Gleichungen (7) ein, so fin-

det sich, wenn der Werth von 9 hier 9i heisst, 
71 

1 / 9 C ^ 
»i = - » « + x v i ' T " / J s i a 3 X t d i • 

Daraus folgt dann für den nächstfolgenden Maximalausschlag 

» 2 = - » > ( l - y - | - » , ) U.S. W. 

Die Elongationen bilden also eine Reihe, deren Glieder fortwährend abnehmen. 

70« C/c loIdenpendel . Der schwere Punkt p bewege sich ohne Reibung 
auf einer verticalen Cycloide, welche ihre Concavität nach oben kehrt. In der 



206 Dynamik des Punktes. 

Anfangslage s0 sei er in Ruhe; er wird dann offenbar nie über die beiden näch-
sten Spitzen der Cycloide hinausgehen und wir haben nur einen Cycloidenbogen 
zwischen den Spitzen A und B, Fig. 35, zu betrachten. 

Die Cycloide wird be-
Fig. 35. kanntlich von einem Punkt 

ß e eines Kreises beschrie-
' " 1 ' ben , der (unterhalb) auf 

der Linie AB rollt. Wir 
nehmen an , der Punkt s0 

liege zwischen A und dem 
tiefsten Punkt der Cycloide, 
und der beschreibende Kreis 
wälze sich von A nach B 

hin. Sein Radius sei a, der Wälzungswinkel tu. Nehmen wir dann A zum An-
fangspunkt eines Systems der 5, 1, wo AB die Axe der die abwärts gerichtete 
Verticale Axe der ij ist, so sind die Gleichungen der Cycloide 

(1) £ = u(u>— sin tu), (2) 7) = a ( l — costo) = 2asin s |u>. 

Ihr tiefster Punkt liegt in tu = ir, wo 5 = n i t , rj = 2a ist. Verlegen wir 
das Coordinatensystem der x, y in diesen tiefsten Punkt , so ist 5 = an+x, 
7) = y + 2 a zu setzen; also 

(3) x = a(—ir- t - io— sin tu), (4) — y = a(l-|-cosu>). 

Daraus folgt 
(5) dx = a ( l — cosu>)do>, (G) dy = asinuxftu. 

Nennen wir a den Winkel , den das Element ds mit der ^/-Richtung macht, so 
folgt daraus 

(7) 
dx 

, ang« = = 
1—COSU) 

(8) 

sinui 
OL = ̂(U. 

= tang^iu, 

Die Tangente des unmittelbar folgenden Curvenpunkts bildet demnach mit der 
Verticalen den Winkel a + r f o = ^ai-M(4u>); also ist der Contingenzwinkel hdm. 

Ferner ist ds = f/dx'+dy2 — 2a j / - cosu> dm = 4asin£u></(^u>). Daraus 

folgt erstens für den Krümmungshalbmesser p 
ds 

(9) p = - — = 4osini<o, dOL 
zweitens durch Integration, wenn wir die Bogen vom tiefsten Punkt ab rechnen 

/

ID = u> 

4asin^u></£u> = 4acosi<o. 

io = n 
Da nun die explicit gegebene Beschleunigung in unserm Fall g in der Richtung 
von y ist, so folgt (11) 

dv — üT = g cosa, (12) = j s ina- f - iV. 
dt ' " p 

Bei unserer Festsetzung, dass der Bogen nach s0 hin positiv gerechnet werden 
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soll, ist v = — f e r n e r a = Au>, also ür = ocos^ iu = -j—s und 
dt 4a 

g 

^ s i n a = ps in^u i = p. 

Damit werden die Gleichungen (11) lind (12) 

Die erste giebt unmittelbar durch Integration nach 8 0 . , 3 

(15) s = i 0 e o s | / / ^ r , 

/ 4„ 
stellt also eine harmonische Schwingung von der Periode 2 i t l / — dar. Der 

r 9 
Punk t schwingt s t reng isochron nach dem Gesetz, welches angenähert durch ein 
Kreispendel von der Länge 4 a erfüllt wird. Die Periode ist von der Anfangs-
amplitude ganz unabhängig, oder was dasselbe sag t : die Zeit, welche der Punk t 
(JL gebraucht, um von seiner Anfangslage bis zum tiefsten Punkt zu fallen ( i der 
Periode) ist von der Wahl der Anfangslage unabhängig. Deswegen heisst die 
Cycloide die T a u t o c h r o n e . Rollt man die Cycloide um einen verticalen Cy-
linder, so bleiben die Gleichungen (10) und (11) bestehen, also auch der Tauto-
chronismus. 

Bekanntlich ist die Evolute der Cycloide wieder eine Cycloide, die der Evol-
vente congruent ist und deren Spitzen im Abstand 4a über den tiefsten Punkten der 
Evolvente liegen. Spannt man also einen Faden von der Spitze aus über die 
Cycloidenevolute, und befestigt am untern Ende desselben einen schweren Kör-
per, so beschreibt derselbe die Cycloidenevolvente. So hat Huyghens das Problem 
realisirt. 

Das P r o b l e m d e r T a u t o c h r o n e lässt sich auch direct stel len: Gegeben 
sind zwei Punkte C und D, deren Höhendifferenz A beträgt (C der höhere); auf 
welcher Curve in der durch C und D gelegten Verticalebene muss ein Punk t 
ohne Anfangsgeschwindigkeit von C nach D fallen, wenn die Fallzeit fü r jeden 
Punk t der Curve dieselbe sein soll, wie für C? W i r legen durch D ein Coor-
dinatensystem der x, y vertical nach oben. Die zu findende Curve können wir 
uns bestimmt denken durch eine Gleichung s = tp (y), wo » der von D aus ge-

ds 
rechnete Bogen ist. Es ist dann v = — — , und nach dem Princip der leben-

ds 
digen Kraft IjV^+gy = gh, woraus dt — — • Also wird die Fall-

i t g ( h — y) 
zeit t 

— / 
<?' (y) dy 

V ^ - y ) 
h 

oder, wenn man die Integrationsgrenzen umkehrt und, um die Grenzen von A frei 
zu machen, y = Au> setzt 

i r ' i M 
V*j J V T ^ 

u 

-dm. 
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Soll nun die Curve s — f(y) der Bedingung der Aufgabe genügen, so tmss t 
unverändert bleiben, wenn wir statt des Punktes y — h den Punkt y = l+dh 

dx auf derselben Curve wählen. Also muss ——- = 0 sein. Da nur der Zähler unter da 
dem Integralzeichen h enthält, folgt, dass wenn wir diesen Zähler mit C bezeichnen, 

= 0 sein muss. Also durch Ausführung der Differentiation 
dh 

2A u) tp" (Arn) -f- tp' (Au>) = 0, 
d. h. 2*?"(y)-+-<p'(y) = 0, 

?"(y) = L 
?' (y) % ' 

woraus durch Integration log<p'(y) = — i l o g y + 6 , wo 4 die Integrationscon-
stante, oder 

<p'(y) = by-*. 
Also durch weitere Integration 

(16) . = <p(y) = 2 6 ^ 
Das ist aber die Bogengleichung einer Cycloide; denn Gl. (4) lautet bei unserer 
Axenstellung y = a(l-f-cosiu) = 2acosJJ(u, Gl. (10) aber s = 4« cos Jeu; 

also s = V8ay, 

was mit (16) übereinstimmt, wenn man 6 = ]/2a setzt. 
Ueber eine Verallgemeinerung des Tautochronenproblems siehe Abel in 

Crelle's Journal Bd. I. Die Cycloide ist zugleich Brachystochrone, d. h. die Curve, 
auf welcher (i in der kürzesten Zeit von C nach D fallt. Siehe hierüber die Lehr-
bücher der Variationsrechnung. 

Bewegung eines Punkts auf vorgeschriebener Fläche. 
71. Wir nehmen an, die Reibung sei zu vernachlässigen, und 

haben dann ausser der expliciten Kraft fe bloss die zur Fläche nor-
male Zwangskraft N zu berücksichtigen. 

Die Fessel, welcher die Zwangskraft entspringt, kann eine Schale 
von der Gestalt der vorgeschriebenen Fläche sein (einseitig) oder zwei 
parallele Schalen (allseitig), zwischen denen [i gleitet. Sie kann ferner 
aus Stangen oder Fäden zusammengesetzt sein. Für den einfachen 
Fall, dass die Fläche eine Kugel ist, genügt es, fi an einen Faden zu 
befestigen und diesen im Mittelpunkt der Kugel anzuknüpfen; ist sie 
ein verlängertes Rotationsellipsoid, so kann man einen Faden von der 
Länge der Rotationsaxe an beide Brennpunkte knüpfen'und ju auf 
diesem Faden gleiten lassen. Eine allgemeine Construction, die den 
Punkt ju in ähnlicher Weise, wie er durch die Monge'sche Fadencon-
struction an eine Curve gebunden wird, an eine Fläche fesselte, lässt 
sich zur Zeit nicht geben. 
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Die Gleichungen der Bewegung sind für unsern Fall nach 63. 

( 2 ) N 1 = N l - i - N i + N l , ( 3 ) F ( x , y , z ) = 0 , 

^ ST AT d F d F d F (4) Nx: Ny: N, = 

wo X, wie früher, die ,r-Componente der expliciten Beschleunigung ü„, 
Nx die .r-Componente der Zwangsbeschleunigung ist, F(x, y, z) = 0 
die Gleichung der Fläche; die Proportion sagt aus. dass N senkrecht 
auf der Fläche F = 0 steht. 

72« Ranmpendel. Ein schwerer Punkt p bewege sich auf einer Kugelfläche. 
Einfache Fadenfesselung ist nach dem obigen zulässig; bei der Bewegung von (i 
beschreibt dann der Faden einen Kegel, deshalb heisst der so gefesselte Punkt 
auch conisches Pendel, sonst wird er sphärisches oder Raumpendel genannt. 

Wir nehmen den Kugelmittelpunkt zum Coordinatenanfang und rechnen die 
x- Axe senkrecht abwärts. Dann sind die vollständigen Gleichungen des Problems 

d l x (Py XT d h 

(2) N l + N l + N l = N*, (3) x H - y ' - M ' - ^ O , 

( 4 ) N x : N 9 : N , = x : y : z , 

wo r der Rugelradius. Aus den drei letzten folgt leicht 

N x = ± — N , N,j = ± 2 - N , AT, = ± — N . 
r v T 

Einem nach innen gerichteten N entspricht dabei ein nach der positiven x-Rich-
tung gerichtetes Nx etc., wenn wir das negative Vorzeichen wählen. Also wird 

Nx = —— N u. s. w. und damit 
r 

f5} ± N ^ - y N d ' ' * - 0
 z

 n 

<ft» ~ r dt» - r dt* ~ 9 r 

Es gilt nun erstens das Princip der lebendigen Kraft, also, da —gz die 
Potentialfunction der Schwere ist, 

(6) — = 

wo h die Integrationsconstante. Ferner, da N in die Richtung des Radius fällt, 
gehen Nx und Ny jederzeit durch die 2-Axe; in der xy-Ebene gilt also das Prin-
cip der Flächen und giebt 

wo - 5 - die Sectorengeschwindigkeit in der xy-Ebene ist. Wir führen nun Kugel-

coordinaten ein, setzen also 
B u d d e , Mechanik. I. 1 4 
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ix = rsindcostp 

w s = rsini 

l z = rcosft, 

wo 8 den Winkel bezeichnet, den r mit der z-Axe macht, und <p den Winkel, 
den die durch r und die z-Axe gelegte Ebene mit der xz-Ebene macht. Aus 
(8) folgt 

idx = rcosdcosipdi} — rsin ftsineprfcp 

dy = rcos9sin<p<J9-H-sin&cosip</ip 

dz = —rs inSd» . Hieraus 
(10) </x2-My2+<fe2 = >-2(d82+sina8<i(p2), 

(11) xdy—ydx = r2sin28<i<p. 

Setzt man dies in (6) und (7) ein, so ergiebt sich 

(12) i . - 2 [ ( - J - ) V s i n 2 » ( - J ) 2 ] - j r r c o s a = A, 

(13) r 2 s i n 2 » - ^ - = D. 
dt 

Sind die Anfangswerthe von <p, ^ , als 90 <p0 u. s. w. gegeben, so 

gelten die Gleichungen (12) und (13) auch, wenn man alle Variablen mit der 
Marke Null versieht; dadurch sind A und D bestimmt. Rliminirt man einmal rf<p, 
das anderemal dt aus Gl. (12) und (13), so findet man 

. . . . , >-2sin»<i» 
(14) dt •• 

(15) d9 = 

J/2r2sinJ»(yrcos» + A) — Z>2 

ZW» 

sin 9 J^2r2sin2Ö(jr cos»-t-A) — D'2 

Nach zwei blossen Quadraturen geben diese Gleichungen t und <p als Func-
tionen von 9, also die zweite bestimmt die Bahn von n, die erste den Ort auf 
der Bahn als Function der Zeit. In dem Specialfall, wo zu Anfang der Bewegung 

= 0 , ist nach (13) D = 0, also nach (15) beständig Null; die Bewe-
gung geht dann in der Verticalebene vor sich, welche durch die z-Axe und die 
Anfangslage bestimmt wird, und die Betrachtung reducirt sich auf § 67. Im allge-
meinen Fall, wo D einen endlichen Werth hat, bedarf es einer näheren Betrach-
tung der Wurzelgrösse, die in (14) und (15) vorkommt. Wir schreiben statt 
rcosft wieder z; dann ist der Radicand in beiden Gleichungen (cf. Theorie der 
elliptischen Integrale) 

(16) R = 2 (r2—z2 ) (y s + A ) — D2. 

Durch Differentiation von R nach z ergiebt sich 

= 2?r2 —4Az —Ooz2, = — 4 A — 12oz. 
dz * * ' dz2 _ 

h / Aa r2 
Daraus folgt ein Minimum von R für z = — 5 1/ n „ H — u n d ein Maxi-

09 1 9 g ' o 

mum für — " + " " V " ' Das Minimum kann nur negativ sein, denn 
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l - i ^ - , also ist für 
dt ' 

für z = — r ist R = —D t - , es liegt zugleich auf der negativen Seite der z-Axe. 
Das Maxiraum liegt auf der positiven Hälfte der z-Axe und muss Null oder po-
sitiv se in ; denn setzt man in Gl. (15) 
für D seinen Werth aus (13), so wird 

daraus V R = r ' s in 

die während der Bewegung vorkoin-

— J , 

was nur 0 sein kann. Ferner ist 
für z = — o c / i = + o o und für 

z — + o c R = — o c . 
Die Curve, welche R als Function von 
z darstellt, hat also den Verlauf Fig. 3G, 
wie sich aus der Zusammenstellung 

z = — OC, z — Cmiu < 0 , : = 0, z = z luax > 0 , z = 4 - 0 0 

R = -f-oc, n < 0 , R = ir-h — D', R > 0 , R= — oc 

ergiebt. D. h. die Gleichung R = 0 hat drei reelle Wurzeln; von diesen ist eine 
sicher negativ und algebraisch kleiner als zmin; sie heisse —y. Die dritte ist 
sicher positiv und gleich oder grösser als z m « x : sie sei a. Die mittlere liegt 
zwischen zmhi und zmax, sie heisse ß. Ist 2/-2/i — D s negativ, so geht die Curve, 
wie in der Figur, rechts am Nullpunkt vorbei, und die mittlere Wurzel ist posi-
t iv; ist aber 2r 2/ i— D1 positiv, so ist das Gegentheil der Fall . Man kann hier-
nach setzen 

(16a) R — 2 j (a — z) (z — ß) (y -4- z). 

Bei positivem ß liegen zwischen a und ß nur positive, bei negativem ß 
zwischen ß und — y nur negative Werthe von R. Ist R = 0 für z = i m u , so 
fällt ß mit a zusammen. 

Gl. (14) lautet nun, wenn man darin dz statt — r s i n d d d setzt 

(17) —rdz = \TRdt 

liefert also reelle Werthe von , so lange und nur so lange R positiv ist. Ist 

z ] > a, so wird z — ß wie z-+-y immer positiv sein, also würde R negativ, sobald 
z > a wäre. D. h. a ist der Maximalwerth, den z überhaupt erreicht. Ist z ^ ß, so 
ist a — 2 wie y 4 - z positiv, also für z < ß würde R negativ, d. Ii. ß ist der Mini-
malwerth, den z überhaupt annehmen kann, fi bewegt sich also zwischen zwei 
Gränzkreisen, von denen der obere durch die Horizontalebene z = ß, der untere 
durch die Horizontalebene z a aus der Kugel herausgeschnitten wird. 

Da a immer positiv, geht (x immer bis auf die untere Hälfte der Kuge l ; dass 
Criterium ßs= JO, oder '2r1h — • D ^ J ^ O entscheidet darüber, ob n auch die obere 
Kugelhälfte erreicht oder nicht. Setzt man für h und D die Werthe ein, welche 
sich nach Gl. (12) und (13) aus den Anfangswerthen ergeben, so findet man 

2r2/i — D1 = r* [ ( J ^ L ) V s i n 2 » ( - J ^ ) " ] ( r 2 s i n 2 » 0 

Denken wir u n s , der tiefste Punkt z = a sei als Ausgangspunkt angenommen, 

14* 



212 Dynamik des Punktes. 

und markiren in diesem Specialfall die Anfangswerthe mit der Marke 1, so ist 
ifö 

im tiefsten Punkt die Geschwindigkeit horizontal, also = 0, ferner ist dort 

r s i n f t - ^ - = r>, rcosf t = z, also 
dt 

2 r H — D * •• r2i>? — 2 ? r 2 z ,— r2sin2»i>2 = r 2 v j cos2 9 — 2gr1 : i . 

oder, was das-
¿g ~~ cos v 

selbe sagt , je nachdem sie 

t-f 
Je nachdem also die Geschwindigkeitshöhe 

£g 

oder nicht. 
cos» 

cos»2 ' 

• j - , steigt (x auf die obere Hälfte der Kugel 

ist der Abschnitt, den die im tiefsten Punkt der Bahn an die 
Kugel gelegte Tangentenebene auf der z-Axe abschneidet. 

Die beiden Wurzeln ß und a können im äussersten Fall Rmsx. — 0 einander 
gleich werden. Dann läuft [t gleichförmig auf einem horizontalen Parallelkreis 
der Kugel um. (Gleichförmig, weil das Flächenprincip erfüllt ist.) In dem Fall 
ist also die Tangentialbeschleunigung Null, und der Punkt [i dreht sich auf einem 
Kreise vom Radius rs inf t . Die Zwangsbeschleunigung N setzt sich also mit g 
zu einer Beschleunigung zusammen, welche gleich der Centripetalbeschleunigung 

ist. Zerlegen wir also g in zwei Compo-auf diesem Kreise, i. e. gleich 
r s ind 

nenten, von denen die eine in den Radius r fällt , die andere in die Ebene des 
Kreises, so wird die erste durch die Zwangsbeschleunigung aufgehoben, die an-

dere ist die Centripetalkraft auf dem Kreise. In Fig. 37 
Fig- 37. sei (iQ die Grösse g, 5 Q ± ( i Q , dann ist 

9 Also wird A'— 9 und QS = 0tang&, (xS = • ^ 

und QS die Centripetalkraft: 
cos» 

= ? t a n g » , 
p r s i n ö 
v2 = ^r fang ft s ind. 

Da der Umfang des durchlaufenen Kreises 2itp ist, 

wird die Umlaufszeit T = 2 j r l / - ^ - - Für » = 1 g 2 

müsste V = oo sein, für ft > w ü r d e es imaginär; die Bahn liegt also immer 

unterhalb der Kugelmitte. 
Wir kehren zum allgemeinen Fall zurück. Multiplicirt man Gl. (16a) aus und 

setzt die Coefficienten der Potenzen von z gleich denen in (16), so findet man 

(18) 

. + ß - 7 — J . 7 = 
_ gß- t - r 2 

a - t - ß 

woraus aß — ay — ßy = —r2 , 

—2jaßy = 2r2A — D3, 

so dass auch f , h, D durch a und ß ausgedrückt sind. 

- a ß — r 
a + ß ' 

y a - l - ß 
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Um nun Gl. (14) auf canonische Form zu bringen, restituiren wir z. und 
schreiben 

(19) dl = - r d z . 
Vfy ( a — ') ( z — ß) ( 2 + T ) 

Hierauf führen wir die Substitution ein 

(20) v ' 2— ß 1-f-sina 

(21) c = l / 3 ± I 
ß-t-r 

IT TT 
Für z — a ist dabei a = -+- , für z — ß ist a = • 

Z £ 
Die Ausführung der Substitution ergiebt 

^ (eß + a) + (a — eß)sin8 ^ 2c(a —ß)cos3(/a 
* c —I— 1 — (c — 1) sin 3 ' * [c-Hl—(c—l)sina] a 

Ferner zunächst Vöx—z)(z—ß) = — , ^ c o s - a — also 
r c-t-1—(c —l)s ina 

d z = 2 Vc * 
c + l — ( c — l ) s i n o ' 

— •2r]/e da dt -
V'2g [ c4 - l — (c — l)siud] + r 

woraus, wenn man die Klammer im Nenner unter die Wurzel bringt, und dii 
Werthe von z und c (aus 21) einsetzt 

(22) dl = —ML=- da 

— ß) y i — x ' s in ' s ' 
wo 

* = V a + Y — F ß + r = c — 1 

und das Vorzeichen der Wurzeln so gewählt ist, dass a mit der Zeit wächst. 
Also 

( 2 3 ) r * = C _ 
~ V-29( a - ß ) J V T ^ y K 2 y ( a - ß ) 

Oü 

(24) 1 = , J r / ' \ - s * ) - * ) ] • 

^ ( a - ß ) 

Wählen wir als Anfangspunkt die höchste Lage von (x, so ist o0 = — 

F ( a 0 , x ) = — K. Ist also T die Zeit, welche |x braucht, um die nächste tiefste 

Lage zu erreichen, so ist zur Zeit T die Grösse a = z 

(25) T - 4 ' ^ Kmoi. x, 

wo K das vollständige elliptische Integral bezeichnet. Die Division von (24) 
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durch (25) ergiebt dann, weil F ( u 0 , * ) = — K 

(•26) 

Die elliptischen Integrale haben nun bekanntlich die Eigenschaft , dass 

F ( n i : + a , x) = 2n K+F(<s, x) 

i s t , wenn n eine ganze Zahl. Wächst also a um r , so wächst t jedesmal um 
2 KT 
^ , d. i. um T. Der Punkt (x erreicht also seine extremen Lagen z — a und 

z = ß in Zeitpunkten, die regelmässig um T von einander abstehen, die höchsten 
zu den Zeiten 0, 2 T , 4 T , . . . , die tiefsten in T, 3T, 5 T u. s. w. Wächst 5 von 

t0 bis t um 2T:, SO hat 2 und nach Gl. (20) zur Zeit t denselben Werth wie 
dt 

zur Zeit t0, e inerlei , welches die Anfangszeit (0 war; nach der Zeit 2 T befindet 
sich also |x immer wieder in derselben Höhe und seine Geschwindigkeit hat die-
selbe Neigung gegen die Verticale. Die Zeit T entspricht beim Kreispendel der 
Zei t , in welcher einmal vom tiefsten zum höchsten Punkte geht; 4 7 ' ist die 
vollständige Periode. Setzt man a = Cr, ß = er, y = rjr und nimmt C , e, i) con-
stant, r variabel, lässt also geometrisch ähnliche Schwingungen auf verschiedenen 
Kugeln vor sich gehen, so bemerkt man, dass x von r nicht abhängt, und Gl. (25) 

4 r V i / -
giebt dann T = — K also T = const. y r. Wi l l man z expresse durch 

t ausdrücken, so hat man Gl. (24) oder (2fi) umzukehren; nehmen wir dabei wieder 
die Zeit vom höchsten Punkt an, so ist F(a0,x) wieder = — K , also 

(27) ^ ( 2 t+T)~F<fi,x), 

(28) o = a m [ A ( 2 < + 7 ' ) ] , 

(29) » cos 9 = z : 

T 

( c ß - f - a ) - H ( a — c ß ) s i n o 
c - M — ( c — l ) s i n a 

Damit ist 9 bestimmt. Die Gl. (15) giebt nach Restitution von 2 

rDdz 
(30) rf<p = . 

(r 1 - ^ ( « - , ) ( « - p ) ( 7 + . ) 
Hierin ist identisch 

(31) d ? , 

— z' r-\-z r—2 

Ddz Ddz 

( , H - 2 ) F 2 » ( o - 2 ) ( 2 - ß ) ( T - | - 2 ) (R — 2) y2g (a z) (2 ß) (y~hz) 

Durch die gleiche Umformung, welche an (14) vorgenommen wurde, erhält 
man hieraus, wenn abkürzend 

a — cß — r ( e — 1) = m, c ß — a — r ( c — 1) = m' 

a + < ß + r ( c - H ) = p , — a — c ß - t - r ( c - t - l ) = p' 

gesetzt wird 
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D]/x rc+l—(c—l)sina c+1—(c—l)sina"l da 

sino -I Vi—x2sin2B (3-2) dy - / , , . 
|/2jp(q -̂ß)L P + msinet 

wo a und * die gleich Bedeutung haben, wie vorhin. 
Nun ist zunächst zu bemerken, dass, wie man durch Ausrechnen findet, 

p' —to2 > 0, ni2—p2x2 > 0 und ebenso p'2 —m'2 > 0, w.'2—p'2x2 > 0. Es ist 
ferner, 

pm > 0, p'm' < 0, p'm'pm < 0, pp' > 0 also mm' < 0 und m' < 0. 
Unter diesen Bedingungen ist, wenn P das elliptische Integral dritter Gattung 
bezeichnet, 

/
c-h 1—(c—l)sina da 

P+msinö yi — x2sin2o J "] da 

msina J (33) 
- 1 , 2c (q — ß) 

c— 1 
/I m p-f-msinaJ j/j x2sin2a 

/
sinarfa 

(p*—m2sin2 a) Vi — x2sir 

P' 

2sin2a 
Das letztere Integral ist aber für p2 > m2 > x2/i2 

— 1 
Vp3-

Entsprechend wird 

(34) 

%'p' 
-arctang - i V ^ 1 %'p' 

r (c-t-1) — (c— l)sina 
J p'-(-m'sina 

Vp3—m*Vl— x'sin2a 

da 

c— 1 

2c (q— ß) 

-1 . 2c(q — ß) m" \ 

cosoK"»'2—*p'* , , —arctang- , , 
Vp'3—m-'Vm'*—x2p'2 Vp'3 — m"V 1—x2sin2a 

Und damit wird, wenn <p0 den Werth von tp für a = 0 bezeichnet 
T / c - 1 c — 1 \ , p-<p0 = / ^ I - ( — H ——) F(i, *) 

V2g q-ß) L \ m m > 

(35) 
im \ »> ' Up » d ' mp n ' p 

2c (a — ß) 
Vp3—maf^2-*V 

arctang »J/m2- x*P* 
Vp'2— — x2sin2a 

< 

VF-
2c (q — ß) 4 cosâ m'2— x2p'2 1 

r arctang - — , 
p'3_m'J^„,'2_xY2 6 Vp'2_,n'2j/l_x2sin20 J 

wofür wir abkürzend schreiben 
(36) 9 - 9 o = ri[4(0)+ß(a)], 

indem wir mit t) den Factor V2g(a—ß), mit 4̂(a) den elliptischen, mit 
B(a) den nicht elliptischen Theil in der Klammer bezeichnen. 
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Nehmen wir nun irgend einen der extremen Punkte , /.. B. 2 = ß zum Aus-

gangspunkt , so ist daselbst a = — o d e r oder etc-> allgemein 

4n 1 
also 0 = ^ — 7 t , wo n irgend eine ganze Zahl. Im nächsten extremen Punk t 

z = a ist dann a = 4n + l 
In beiden Fällen ist also cos a = 0, d. h. B (a) = 0. 

Und wenn wir den Winkel, der dem Uebergang von z = ß zu z — a entspricht, 
mit <t> bezeichnen, so ist 

(37) 

Bezeichnen wir aber den Winkel, der dem Uebergang von a zu ß entspricht, mit 
C>', so ist 

(38) 

Also 
(39) 4>' = <P 

und zugleich entspricht der Winkel $ der Zeit T, da ja <(— 

Es entsprechen einander also die Zustände 
TT 

« = - T , 0 = + 2 ' 
B = • 

3n 
2 ' 

t = 2T, 

a = • 
5K 

2 
/ = 3 r 

z = a 

1 = 0, t = 7; 
2 = ß, Z = a, 

9 = 9o> 9 = «Po-H®. 9 = 9o -H20, 9 = <p„-l-3<J>, -
wenn tp0 den Anfangswinkel der Lage z = ß bezeichnet. 

In Gl. (35) sind die Integrale P für a = selbstverständlich grösser als K, 

also ist 

L. mp m p m »1 J 

und es lässt sich nachweisen, dass der Factor von K grösser als I ist; und da 

K > so folgt 4> > -jp, die Projection von (i auf die .r^-Ebene dreht sich von 

einer extremen Lage zur andern um mehr als einen rechten Winkel. 
Gehen wir nun von einem beliebigen, nicht mit 2 = 0 oder z = ß identischen 

Anfangspunkt aus, für den tp = <pQ, so haben die ejliptischen Integrale ganz all-
gemein die Eigenschaft 

¿(o-MTt) = 2»A ( | - ) -f-^(a), 

die cyclometrischen aber, weil sie von coss und s in 2 s abhängen, die Eigenschaft 
ß(84-n7:) = ( — l ) n ß ( a ) . 

Also ist allgemein 

(40) 
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( 4 1 ) ta a + nn = n(J>+<Po wenn n gerade, 

(42) ?„J + n / I = n<I> + (p0 — 2 ß ( « 0 ) wenn n ungerade. 

Setzen wir also n = 2, 4, 6 . . . , so heisst Gl. (41), da gleichen a ohnehin gleiche 
9 entsprechen: der W e g , den (j. von einer niedrigsten zur nächsten niedrigsten 
Lage macht, ist jedem folgenden Weg aus der niedrigsten in die nächste nie-
drigste Lage congruent. Statt „niedrigsten ' kann ebensowohl „höchsten" gelesen 
werden. 

Setzen wir n = 1, so betrachten wir (i beim Ueber-
gang aus einer Stellung des Ansteigens zu einer Stel-
lung des Absteigens, oder umgekehrt. Es sei in Fig. 38 
F ein niedrigster Punkt, H der folgende höchste, G der 
folgende niedrigste. Geht f* von s0 nach o0 + t:, so 
wächst 9 um 0 — 2ß(s 0 ) . Wir wählen nun einen zwei-
ten Anfangspunkt o'0 aus, der so liegt, dass a'0 gegen 
jr 

— symmetrisch zu 50 + 7: ist, d. h., so dass 

Fig. 38. 

a0 + "— 

ist, m. a. W. dass <s0 — — G e h t dann fi von zu o^-Mt, so wächst <p um 
<J> — 2-B(<j'0). Da aber cosa0 = cos(— o0)> so ist B(<j'0) — ß(a0), also wächst tp 
von i'n nach u'0-l-7r um dieselbe Grösse, wie vou 30 nach a 0 + 7 C - Die 4 Punkte 

<J„, s i + Tt, s'0, s0-(-it liegen also symmetrisch gegen den Punkt 3 — d. i. 

gegen I t . Und da das für irgend welches 30 gilt, 
folgt: Der absteigende Ast jeder Curve ist mit Fig. 3!). 
dem aufsteigenden der vorhergehenden symme-
trisch. Und da der aufsteigende jedem andern 
aufsteigenden congruent ist, folgt weiter: Der 
absteigende Ast ist auch dem folgenden aufstei-
genden symmetrisch. Die Projection von auf 
die Horizontalebene beschreibt also eine Curve 
von der Form Fig. 31). Ist dabei 0 commensu-
rabel mit r , so kehrt die Curve nach einer end-
lichen Anzahl von Umläufen in sich selbst zu-
rück, berührt also die Kreise z = a und z — ß 
in einer endlichen Zahl von Punkten; ist das 
nicht der Fall, so berührt fi mit der Zeit alle Punkte der beiden Kreise. 

Zahlenbeispiel. Die Bewegung beginnt mit einer horizontalen Anfangs-
geschwindigkeit r0 = 4 y%g auf dem horizontalen grössten Kreise der Kugel vom 
Radius 15. Dann ist ß = 0, h — = 16^, R = — 2gz3—2Az2-t-2^r2z, die 
Gl. Ji = 0 hat also die drei Wurzeln 

« = f f > ß = 0 , — r = — 25. 
Die tiefste Lage fällt also in unter dem Mittelpunkt. 

1/34 — 5 -0- J / 3 4 + 5 
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= 2 4 — 3 ^ 3 4 , p = 2 4 + 3 ^ 3 4 , m ' = 6 - 31^34, />' = 6-+-3J/34, 

r = 20 j / ^ - Ä , 2> = 60 y2ff, ^ = 

9 = 4 0 ^ r i [ * 
iL 120— 15 ^ 3 4 30—15J /34 J 

. V Ü J . ( 2 4 - 3 ^ 3 4 V " L l ^ J " , ^ 6 —1/34 Y 1 

Nun ist jedes P> K, und man überzeugt sich leicht, dass der Factor von K in 

der obigen Klammer ° ist. Also ist 
75 

0 > 4 0 , ^ ^ + 2 ^ } K d . i . > 4 0 

9 > ^ ^ ' L > ^ ^ 3 4 3 2 5 * d. i. > I K > 

Wir wenden uns nun zur Herstellung von 2V. Aus der Kugelgleichung folgt 
durch zweimaliges differentiiren 

<«> - - • 
Multiplicirt man die drei Gleichungen (5) der Reihe nach mit r, y, 2 und addirt , 
so kommt 

tfx d*y dh XT , 
( 4 4 ) '-w+'-Sr+'-SBr = 

Also nach (43) 

(45) N — r 

Setzt man darin t-2 = vjj -+-2g(z—20), so wird 

(46) iV = y (vi - 2gz0+3^). 

Zu Gl. (45) kann man auch unmittelbar gelangen, indem man die Gleichung 
v1 

— = N-3-g anwendet , wobei AT bekanntlich nach innen positiv gerechnet ist. 
P 

Projicirt man sämmtliche hierin vorkommenden GrSssen auf den nach innen ge-
v2 

richteten Radius r, so erhält man — c o s ( p , r ) = N—^cosft. Der Krümmungs-
P 

kreis der von ¡j. beschriebenen Curve ist aber immer ein Kugelkreis, also 

cos(p, r) = folglich — N—ffcos ft oder N = " • Der Druck auf 

die Kugel ist — ¡xiV. Auf der unteren Kugelhälfte ist derselbe immer nach aussen 

gerichtet; auf der obern fällt u. a b , wenn z ~ —— • 
äff 

Sind die Ausschlagswinkel des sphärischen Pendels sehr klein, so ist auch 

v jederzeit sehr klein, und — kann näherungsweise = 1 gesetzt werden, während 
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v- zu vernachlässigen ist. Dann kann man also in zweiter Annäherung N = y 

setzen, und die Bewegungsgleichungen werden 

d'x q d'ii q (Pz g 

von denen die dritte sich schreiben lässt ^ ^ = — — Cr — z), wo r — z die 
dl' r 

Höhe von jjl über dem tiefsten Punkt der Kugel ist. Die Integration der drei 

Gleichungen ist schon bekannt, sie ergeben, wenn X = 

x = 4cosX< + Bs inXi , = — s i n X i - | - X ß c o s X / , 
dl 

y — i4 ' cosX<+£'s inX' , = —X4'sinX«-l-XB'cosX<, 

r — 2 = A" cos Xi -+- B" sin X/, = —X^l"sinX< + X ß"cos \t. 
dt 

W i r legen die xz-Ebene durch einen tiefsten Punkt der Bahn und rechnen die 

Zeit von dem Augenblick a n , wo (J. diesen tiefsten Punkt passirt, dann ist für 

t = - 0 

*0 = u , = * = <», > - * o = c, ^ = 0. 

Damit wird A = a, A' = 0, A" = c, B = 0, Fi' = y , B" = 0, 

x = acosX/, y = XfcsinXf, r — z = c-COsXi, 

woraus folgt 

( t W - : . . 
Die Projection von (i auf den Fussboden ist also eine Ellipse mit den Halbaxen 

o und XA. Die Periode ist 5 f = = 2 j i l / — , dieselbe, wie beim einfachen 

X \ g 

Pendel von der Länge r. Die Projection von (i auf die yz-Ebene ergiebt gleich-

falls eine Ellipse, die auf die « - E b e n e eine gerade Linie cx = a ( r - - z ) . Letz-

teres ist nicht möglich, wenn die Bahn nicht zufällig ein Kreis ist; dadurch ent-

hüllt sich die Ungenauigkeit der Annäherungsrechnung. Die Festsetzung 

AT = const. steht nämlich im Allgemeinen im Widerspruch mit der K u g e l g l e i c h u n g ; 

also enthalten schon die angenäherten Differentialgleichungen einen innern Wider-

spruch, der im Resultat zu T a g e treten muss. Der Fehler ist aber von zweiter Ordnung. 

73. Schwerer Punkt auf der Ebene. W i r legen den Anfangspunkt der 

Coordinaten in irgend einen Punkt der Ebene, die z-Axe senkrecht nach oben, 

die x - A x e in die Projection der Verticalen auf die Ebene. Dann macht das auf 

II TT 
der Ebene errichtete Perpendikel mit den Axen die Winkel f , - 5 - , y, und 

£ « 

die Gleichungen der Bewegung werden 

d2x d*v d^z 

Nx+N^-\-Xl=X1, x s i n y - t - z c o s y = 0, Nx • Ny : = s iny : 0 : cosy, 
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woraus sofort — = 0, y = ai-\-b. Das Princip der lebendigen Kraft giebt 
dt' 

v2+2gz - 2h. 

Die Gleichung der Ebene giebt = — c o t y - - ^ - , also v' = ( l + c o t s y ) , 

womit die vorstehende Gleichung leicht weiter zu integriren ist, was wir dem 
Leser überlassen. 

74. Allgemeine Bemerkungen. 1. C o o r d i n a t e n w a h l . Es liegt auf der 
Hand, dass es unter Umständen vortheilhaft sein wird, Coordinaten zu benutzen, 
die in einfacher Beziehung zu der vorgeschriebenen Fläche stehen. 

A. E b e n e . Die Differentialgleichungen des § 7 3 . z. B. werden sich gleich 
einfacher gestalten, wenn wir die vorgeschriebene Ebene selbst zur Srj-Ebcne 
nehmen. Die Axe der £ sei parallel mit der Projection der Verticalen auf die 
Ebene der Bewegung. Die Schwere macht dann mit der £-Axe den Winkel y, 

mit der rj-Axe den Winkel mit 5 den Winkel — y. .Vfällt in die Rich-

tung, also haben wir sofort 

= 0, Nn — 0, -V- = -/cosy = N, 
und die Bewegungsgleichungen 

—tj- = —ffsinv, —r^r = 0, —7-i- = 1v,-— ocosy = 0, dt1 y ' dt- dt' 4 J ' ' 
von denen die dritte überflüssig wird, da die Gleichung der Ebene selbst z = 0 
lautet, eine Bewegung von ¡x in der C-Richtung also von vornherein ausgeschlossen 
ist. Die beiden ersten liefern die aus 57. bekannte parabolische Bewegung mit 

oa 

dem Parameter - = — : — • 
2 j s m y 

B. R o t a t i o n s f l ä c h e . Die Normalen einer Rotationsfläche gehen im All-
gemeinen durch die Axe und können nur in besonderen Fällen der Axe parallel 
werden. Als Coordinaten eines Flächenpunktes kann man also ansehen 1) den 
Punkt ß , in welchem seine Normale die Axe schneidet, 2) den Winkel 9 , den 
die Normale mit der Axe macht, 3) den Winkel <p, den die durch Axe und Nor-
male gelegte Ebene mit einer durch die Axe gehenden festen Fundamentalebene 
macht. Die Länge der Normale bis zur Axe hin sei mit p bezeichnet. 

Beispielsweise suchen wir die Bedingungen auf, unter denen ¡i auf einem 
Parallelkreise der Rotationsfläche gleichförmig umläuft. Soll das der Fall sein, 
so muss das Flächenprincip erfüllt sein, die freie Kraft fe -+- pN muss durch die 
Axe gehen. Also da N schon durch die Axe geht, inuss auch fe das thun, wobei 
der Grenzfall „f, parallel der Axe" mit einzuschliessen ist. fe -+- ¡iN ist nun die 

» J J S 
Centripetalkraft in der Ebene des Parallelkreises, — A l s o muss zunächst 

psintt 
fe-3-p.N constant sein, fe wollen wir uns denken als ausgehend von festen 
Punkten der Axe, deren jeder eine nur von den Entfernungen abhängige Kraft 
auf (j. übt. Dann ist die an thätige explicite Resultante fe der Grösse nach 
constant und bildet einen Constanten Winkel % mit der Axe. Zerlegen wir fe so-
wohl wie N in zwei Componenten parallel und senkrecht zur Axe, die mit den 
Marken ¡> und s versehen werden, so ist 
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Np = ATeos», A; = A'sin», X, = A>tang» 

üp = üecosy, u3 = üesiny, 
w" 

Afcos 9 + ü « cos v = 0, A"sin&4-ü«sin v = :—s--
*• psinS 

Aus der ersten Gleichung folgt, da AT und üe von der Axe nach p hin ge-
rechnet sind, dass cos9 und cos x entgegengesetzte Vorzeichen haben müssen; ist 
also die Normale nach „oben* gerichtet, so muss fe nach „unten" ziehen. Daun 
folgt weiter 

(—üecosxtangft-+-uesin^)psin9 = t>2, 

die Bedingung, welche v erfüllen muss. Ist die Schwere die thätige Kraft, so 
inuss die Axe des Rotationskörpers senkrecht stehen; dann ist ue = —rj und 
•f = 0, also r 1 = jptangftsinft. Die durchlaufene Peripherie ist 2npsin9, also 

die Umlaufszeit T = 2n 1/ P c o s ^ w o pcos 9 die Subnormale. Die Formel stimmt, 
V y 

wie einleuchtet, mit der für den Umlauf des conischen Pendels auf einein Parallel-
kreise der Kugel überein, wenn p der Kugelradius. 

2. Z e r l e g u n g d e r G e s c h w i n d i g k e i t . Im Punkt (x legen wir eine 
Tangentialebene an die vorgeschriebene Fläche und projiciren die Beschleunigung 
\'ie auf jene Ebene. Die Richtung dieser Projection heisse p und mache mit i'ie den 
Winkel x- Die Geschwindigkeit v mache mit p den Winkel tp und mit ü« selbst 
den Winkel <}>. Dann ist cos*}» = cos^costp. Zerlegen wir v in zwei Compo-
nenten parallel und senkrect zup, so sind dieselben vcostp und rsintp. Die letztere 
Componente steht zugleich senkrecht auf üe, also thut ii« an ihr die Elementararbeit 
Null; die Arbeit der Zwangskräfte ist gleichfalls Null, also auf jedem Wegelement 
i/(ifJsin<p2) = 0 d. h. 

(1) vsintp = const. 
für die ganze Bewegung. (Genau ebenso wird, wenn wir v direct in zwei Com-
ponenten zerlegen, die parallel und senkrecht zu ü« stehen, an der zu üe senk-
rechten Componente von üe keine Arbeit geleistet; dieselbe fällt aber im Allge-
meinen nicht in die vorgeschriebene Fläche; die Beziehung für iv ist also hier 
nicht anwendbar, weil die Kräfte N an der auf jene Componente fallenden Arbeit 
mitwirken.) 

Die einfache Gleichung (1) hat in specialisirten Fällen einen leicht vorstell-
baren Sinn; z. B. bei Bewegung in der Ebene, wenn die Beschleunigung ue con-
stante Richtung bat; da in diesem Fall cosx constant. ist, folgt aus vsintp = const 
auch wsintfi = const. Die correspondirende Bedingung, unter der das gleiche für 
die Bewegung auf der Kugel gilt, mag der Leser selbst aussprechen. Im Special-
fall des sphärischen Pendels, wo ü« die Beschleunigung der Schwere, fällt die 
Projection von ü« in das Element des grössten Kreises, der durch den tiefsten 
(oder höchsten) Punkt der Kugel geht, also ist <p identisch mit dem sphärischen 
Abstand der Geschwindigkeit vom Pol. Bewegen sich zwei Punkte ¡J. und ¡*' auf 
zwei verschiedenen Flächen, ist zur Zeit t0 die Geschwindigkeit v0 = v'0, zugleich 
tp = tp' und von da ab v'^cos <j/ = üecos^, so ist evident, dass (*' zu jeder späteren 
Zeit dieselbe Geschwindigkeit haben wird, wie (i. Denn die von beiden geleistete 
Arbeit ist jederzeit dieselbe. Auf developpable Flächen angewendet giebt der 
Satz: Ist F eine abwickelbare Fläche, F' dieselbe, nachdem sie auf die Ebene 
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ausgebreitet worden, |X ein Punkt, der sich auf F bewegt, ¡JL' der correspondireude 
Punkt auf F , fällt die Projection (\p der an ¡JL thätigen expliciten Beschleunigung 
auf die Tangentenebene von F stets in die Richtung der Erzeugungslinie, so 
bewegt sich p gerade so schnell auf seiner Bahn, wie p.' auf der Deformations-
curve, wenn man an Beschleunigungen anbringt, die in jedem Augenblick in 
die Erzeugungslinie von F' fallen und an Grösse gleich üp sind. 

(Beispiel: Ein schwerer Punkt auf einem Cylinder mit verticalen Erzeugungs-
linien beschreibt die auf den Cylinder gewickelte Parabel des freien Falles.) Es 
liegt auf der Hand, dass man mit dem vorigen Satz von der abwickelbaren Fläche 
F' erst auf die Ebene, dann von der Ebene zu einer zweiten Fläche F" (durch 
Aufwickeln), also auch von F' zu F" direct übergehen kann. 

3. Z e r l e g u n g d e r B e s c h l e u n i g u n g . Von einem festen Pol 0 aus ziehe 
man Radienvectoren nach (JL. Der Radiusvector zurZeit t-\-dt bildet mit dem der 
Zeit t einen unendlich kleinen Winkel dio, und die Ebene dieses Winkels mit 
der Ebene des nächstfolgenden den unendlich kleinen Flächenwinkel du. iu ist 
dann der von einem festen Radiusvector aus gerechnete conische Winkel, den JJ. 
beschreibt, und o der entsprechende conische Winkel auf dem Supplementarkegel. 
Fasst man r, tu, o als die Coordinaten von so ergiebt sich die Aufgabe, die 
drei Componenten der Beschleunigung zu bestimmen, welche falleh 1) ür in die 
Richtung von r, 2) lim in die Ebene von du), senkrecht zu r, 3) üo senkrecht zu 
beiden. Die Geschwindigkeit zur Zeit t zerfällt in die beiden Componenten 

rfr , d<» 
fr — — - längs r und vw = r 

dt 
in der Ebene von du). Im folgenden Zeittheil, 

F ig . 40. wo p. die Stellung |x' habe, ist sie i v - t - d v r in der 
Richtung r' und vm-\-dvu in der Ebene von diu'. 
Um die geometrische Aenderung von vr zu bestim-
men, denken wir uns in Fig. 40 sei QA zur Zeit t 
und QB zur Zeit t-\-dt die Radialgeschwindigkeit. 
Dann ist offenbar 

dr 
<1— = AB = AC^-CB = 

dt dt dt 

(2) dt 
/ dr\ d'r ^ dr dto 
\~dT' d f i ^ l T ' dt 

Fig. 41. 

J> 

Entsprechend ergiebt sich aus 
Fig. (41) Grundriss, dass t W in 
der Ebene von du) die beiden 
Componenten MP = t/rw und 
N M = ^-vuidia hat, von denen 
die erstere die Richtung von 
die letztere die von r besitzt. 
Aus dem Aufriss ersieht man, 
dass zu diesen noch eine dritte 
Componente senkrecht zur Ebene 
von dm kommt, deren Werth 
PQ = vu dt ist. Also wird, nach 
den Richtungen r, vw, va geordnet 
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di',u = —t'oj dta dvui -+- l'ui da 
(Iu<" (dw V2 _ r d2(l) dr rfio~l ^ dm da 

Setzt man die Componenten gleicher Richtung aus (2) und (3) zusammen, 
so findet sich 

»r 
(4) 

mit der Zusatzgleichung 

<Pr (dmy dm dr cPm 1 d / , dm\ 

Uo = r -
dt dt 

dt r 
dm da 

Die Formeln (4) gelten ganz allgemein, und durch Combination mit der Zusatz-
gleichung lassen sie sich verschiedentlich umformen. Die erste liefert z. B. durch 

Elimination von 
dt 

(5) nl'" 
einen „Lehrsatz" von Villarccau von einiger Brauchbarkeit. 

Bei der Bewegung von (i auf einer vorgeschriebenen Fläche können die 
Gleichungen (4) brauchbar werden, wenn die Gleichung der Fläche sich bequem 
in r, u>, a ausdrücken lässt. Nehmen wir ?..' B. für die Kugel den Mittelpunkt 
zum Anfangspunkt 0 , so liefert die Gleichung r = const. sofort die Folgerung 
w2 = — rür . Dabei ist, wenn wir die explicite Beschleunigung kurz e schreiben, 
ür = e r + A T , wo die Componente er nach innen positiv zu rechnen. Also wird 
»J = — r ( e r - | - i V ) , welche Gleichung auch dann gilt, wenn Reibung und Luft-
widerstand mitwirken. Bieraus folgt die nicht unwichtige Bemerkung, dass e r - f - N 
stets negativ, also nach aussen gerichtet ist. 

Die Gleichung = — r (e r + N) gilt natürlich auch auf beliebigen Flächen, 
wenn die Bedingung r = const. aufrecht erhalten wird, also z. B. in dem sub l .B . 
behandelten Falle des Uralaufens auf einem Parallelkreise eines Rotationskörpers. 
Sie liefert dort die Bedingung fe 4 - V-N = const. 

Allgemein ist ùr = e r -+- N r . 
Ein Kreiskegel von der halben Oeffnung a hat in den obigen Coordinaten die 

einfache Gleichung u> = s ina .o . Steht seine Axe senkrecht, und ist pi ein schwerer 
Punkt, so haben wir 

er = g cosa, = 0, e 0 = 0, 
Nr = 0, Nu, = 0, Na = N, 

d'r (dm\l d / , dm\ . (da\> r / dw\> 

von denen die zweite sich sofort integriren lässt und dann die Integration der 
ersten ermöglicht. 
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Bewegung anf veränderlichen Fesseln; Lagrange's allgemeine 
Behandlung des Problems der gezwungenen Bewegung. 

75. Wir wollen nun die Beschränkung, welche in § 63 einge-
führt war, fallen lassen und voraussetzen, dass die neben den expli-
citen Kräften gegebenen Bedingungsgleichungen ausser den Coordinaten 
auch die Zeit enthalten können. Eine solche Bedingungsgleichung 
lautet dann, wenn L ein Functionszeichen ist, 

(1) L(x, y, z, t) = const. 

Für einen bestimmten Werth von t stellt sie eine Fläche dar, 
bei variablem t also eine Fläche, die sich mit der Zeit ändert. Zwei 
Gleichungen ähnlicher Art stellen entsprechend eine variable Linie vor. 

Es ist zu bemerken, dass man im Fall veränderlicher Fesseln 
eine Beschreibung der Bewegung von /t in zwei wesentlich verschie-
denen Coordinatensystemen geben und verlangen kann, nämlich: 1) In 
dem System der x, y, 2, in welchem die Bedingungsgleichungen gegeben 
sind, 2) in einem andern Coordinatensystem, welches der veränder-
lichen Fläche oder Linie angehört und sich .mit dieser bewegt. Z. B. 
Es werde die Bewegung eines schweren Punkts /.t auf einer frei fal-
lenden Kugel untersucht. Man kann dann 1) eine Beschreibung der-
selben in dem gegen die Erde festliegenden Coordinatensystem ver-
langen, in welchem /t und die Kugel gegeben sind; 2) kann man die 
Frage auiwerfen: wie bewegt sich /< in der Kugel selbst, d. h. in 
einem Coordinatensystem, welches durch den Mittelpunkt der Kugel 
gelegt ist und mit demselben frei fällt? Es leuchtet ein, dass der 
Uebergang von dem einen System zum andern einfach eine Frage 
der Coordinatenvertauschung ist, dass er also, wenn die Coordinaten 
im beweglichen System mit »;, £ bezeichnet werden, durch Substi-
tutionen von der Form z — / ( £ , 17, t) und f = <p(x, y, z, t) geleistet 
werden kann. Diese Substitutionen können sowohl an den Glei-
chungen der Beschleunigung, wie an denen der Geschwindigkeit und 
des Orts ausgeführt werden. Dagegen ist es nicht ohne weiteres ge-
stattet, aus den physikalisch gegebenen Bedingungen des Problems die 
thätigen K r ä f t e im beweglichen System zu eruiren und auf das be-

wegliche System die Gleichungen (.1 = S des § 4 8 anzuwenden; 

denn wir wissen ja nicht von vorn herein, ob das bewegliche System 
ein Fundamentalsystem ist. Die Kraftbestimmung und die Bildung 
der Gleichungen für die Beschleunigung muss vielmehr im Funda-
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mentalsystem der x, y, z vorgenommen werden, und erst in die fertigen 
Gleichungen der Beschleunigung oder ihre Integrale darf man, weil 
diese fertigen Gleichungen rein phoronomischer Natur sind, bewegliche 
Coordinaten substituiren. 

Das allgemeine Schema für die analytische Behandlung beliebiger 
Zwangsbewegungen, welches wir jetzt entwickeln, ist von Lagrange 
gegeben. 

76. Eine Bedingung im Ranm. Am Punkte /u seien die ex-
pliciten Beschleunigungen X, Y, Z gegeben; die aus dem Zwang her-
vorgehenden Beschleunigungen seien X , , Yt, Zt. Die Gleichungen der 
Bewegung von n im Fundamental-System der .r, y, z sind dann 

tfx 

(1) 

dt 

dt1 

d'z 
dt' 

Y-hY, 

= z+zt 
mit der Nebenbedingung 

(2) L(x,y,z,t) = c, 
wo <• eine Constante. Es leuchtet ein, dass eine bewegte Fläche, 
wenn die Reibung ausgeschlossen wird, eben so wenig wie eine ru-
hende, Zwangskräfte entwickeln kann, die den berührten Elementen 
parallel sind, dass also die Zwangskräfte X,Y,Zt auch im allge-
meinen Falle zur Zeit tl senkrecht auf derjenigen Fläche stehen, 
welche zur Zeit durch Gl. (2) dargestellt wird. Bezeichnen wir 
also die Normale der Fläche L = 0 an der Stelle, wo \x sich zur 
Zeit t befindet mit n, so ist, wenn e eine Constante 

X , : Yj : Zt = cos(n, x ) : cos(n, y ) : cos(», z) 

(3) dL dL dL -— e —x— : e —: e -
dx dy dz ' 

in welchen Gleichungen e eine beliebige Zahl ist und alle Veränder-
lichen die dem Augenblick t entsprechenden Werthe haben. Verstehen 
wir also unter X einen unbestimmten Coefficienten, so können wir 
setzen 

dL dL dL 

erhalten also 
B u d d e , Mechanik. I . 15 
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(5) 

d\r 
dt* ax 

d'y _ 
dt8 

d'z 
dt' 

= Y+e^X 
oy 

= 

dL 
Da nun Gl. (2) für jedes t gilt, so folgt aus ihr —3— = 0 und 

d'L 
dt3 — 0. Von diesen Gl. giebt die erste entwickelt 

(6) 0 = 
dL dx dL dy dL dz dL 
dx dt dy di dz dt dt 

d?x 
die zweite, wenn wir bei der Ausführung für - j ^ -

aus (5) setzen: 

(7) 

etc. ihre Werthe 

dL{„ ô L \ 

d'L ( dx V d'L (dy y d'L (dz V 
V ä 7 + dy' \dt) dz' V dt ) dx1 \ dt ) dy 

„ d'L dx dy „ d'L dy dz 

+2 

dxdy dt dt 
d'L 

+-2 
d'L dz dx 

dydz dt dt dzdx dt dt 

dxdt dt 
d'L 

dx a d'L dy 
+-2 

d'L dz 
dydt dt dz dt dt 

dt' 

Dies ist eine lineare Gleichung für X; löst man sie nach X auf und 
setzt den erhaltenen Werth in (5) ein, so sind die Gleichungen der 
Bewegung explicite hergestellt; es erübrigt, sie zu integriren. 

Bezeichnet wieder N die Normalbeschleunigung der Fläche gegen 
Iu, so ist iVcos(w, x) = X, und die drei in (5) auftretenden Ausdrücke 

v d-L , dL . 7 , d L 2 Z. = e-7r—À 1 dz 

sind die Componenten von N. —/uN ist der Druck, den die Fläche 
L = 0 erleidet. Meist wird man e~ \ nehmen, kann ihm aber 
auch jeden für die vorliegende Rechnung bequemen constanten Werth 
geben. 

Es ist selbstverständlich, dass die Anfangsbedingungen des Pro-
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blems den Bedingungen desselben genügen müssen. Es muss also 
erstens zwischen der Anfangszeit t, und den Anfangsorten x, y, z, die 
Gl. (2) und zweitens für die Anfangsgeschwindigkeiten die Gleichung 
(6) erfüllt sein; denn sonst würde die Bewegung von j« von Anfang 
an nicht in die Fläche L = 0 fallen. 

Ferner bedarf es nicht der Erwähnung, dass das Verfahren auch 
in dem Specialfall anwendbar bleibt, wo t in Gl. (2) nicht vorkommt, 
dass es also die Methoden von §§ 6 3 bis 74 ersetzen kann. 

Selbstverständlich, aber erwähnenswerth ist folgende Bemerkung: 
Sobald eine Bedingungsgleichung L = 0 gegeben ist, kann man eine 
der drei Bewegungsgleichungen (1) oder (5) als überflüssig ansehen, 
und kann sie, wenn es bequem ist, durch die Gleichung L — 0 er-
setzen. Es sind hier dann in der That nur zwei von den Coordinaten 
unabhängig, die dritte ist, wenn jene bestimmt sind, durch L = 0 
gegeben. 

Be i sp i e l e . 1) Sphärisches Pendel. Coordinaten wie in 72. 
Explicite Kraft Z — <j. Aus der Gleichung der Kugel ¿»"-f-ya-hzJ = r* 
folgt 

dL dL , dL 

Wir setzen e = \ und erhalten damit die Gleichungen der Beschleu-
nigung 

, . d'x , d'y dh , 
(a) w = = - ¿ f ^ X z + g . 

Gl. (7) wird 

Also 
3 _ •P'+ffZ A — 3 > 

Y x T'+ffZ V y V'+9Z 7 2 v'-t-ffZ 
1- 1 — 7 ' 1 — ~ ~ r ' 

N = v'+gz 
r 

Wendet man auf Gl. (a) das Princip der lebendigen Kräfte an , so 
fallen die A heraus, weil nach der Kugelgleichung xdx+ydy-\-zdz = 0 
ist, und es bleibt = gz+h, wo h eine Constante. Das Princip 

du 3.x der Flächen giebt ~ un<* die weitere Behandlung 

15 
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ist dieselbe wie in 72. Wie man sieht, unterscheidet sich die La-
grange'sche Methode der unbestimmten Coefficienten practisch von der 
früheren nur durch ihre schematische Art der Herstellung von X, etc. 

2) Schwerer Punkt, der sich auf einer frei fallenden Kugel von 
so grossem Gewicht befindet, dass die Einwirkung seines Druckes auf 
die Bewegung der Kugel vernachlässigt werden kann. Die z-Axe gehe 
senkrecht abwärts. Zu Anfang habe der Mittelpunkt der Kugel die 
Coordinaten xm — yM = zm = 0 und die Anfangsgeschwindigkeit Null. 
Er hat dann zur Zeit t, weil die Kugel frei fällt, die Coordinaten 
xm=ym — 0, zm == die Kugel hat also die Gleichung 

a'+y'+fr-igty = a\ 
wenn a ihr Radius ist. Es ist sonach in unserm Falle 

i ^ - 2 d ' L - 2 d * L - 2Ol 

dx* ~ dy> ~ ' dza ~ ' dzdt ~ ^ ' 

Damit wird, wenn wir e = 1 setzen, die Gl. (7) 
o = u i x t + f + a z - w y ^ t y t ' Am-mvA^)'-^-

Hierin ist die erste Klammer nach der Kugelgleichung gleich a2, also 
bleibt zur Bestimmung von A 

Dazu haben wir die Gleichungen der Bewegung 
d?x 

(b) 

= 

Wir führen nun in das Problem die Substitution z = C + ^ r i ' 

ein, die natürlich die entsprechenden Substitutionen == 
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und —ĵ - = ^ -+-</ involvirt. Dann nehmen die Gleichungen eine 

sehr einfache Gestalt au; (a) wird 

und Gl. (b) 

(d) ^ = 2Xx, § = 2 Xy, § = 2X1 

Die Gleichungen der Bewegung sind damit auf ein Coordinatensystem 
bezogen, dessen Mittelpunkt jederzeit in den Mittelpunkt der Kugel 
fallt. Nennen wir die Geschwindigkeit von ¡x in diesem System <p, 
so folgt aus Gl. (c) 

= also u . S . w „ * a' 1 a a a 
Der scheinbare Normaldruck, den fi auf die Kugel in diesem System 
übt, ist also reiner Centrifugaldruck, d. h. fi bewegt sich in der be-
wegten Kugel gerade so, wie es sich in einer congruenten ruhenden 
Kugel bewegen würde, wenn es keiner expliciten Kraft ausgesetzt 
wäre. Dasselbe ergiebt sich nun auch aus Gl. (d). Die Gl. der 
Kugel in x, y, f lautet nämlich = a s , und daraus folgt 
xdx-hydy + £d£ — 0. Multiplicirt man daher die erste Gleichung 
von (d) mit dx, die zweite mit dy, die dritte mit d£, so findet man 

d'x, , d'y . d'C . 

oder integrirt 
<p = const. 

womit gesagt ist, dass im System der x, y, f keine explicite Beschleu-
nigung an fi wirkt. Die Gleichungen (b) genügen nun auch dem 

Princip der Flächen; es ist sowohl — W * e — x ~ d F 

gleich Null, also ist die Bewegung eine centrale; (i bewegt sich im 
System der x, y, £ gleichförmig auf demjenigen grössten Kreise der 
Kugel, den die Anfangsgeschwindigkeit berührt. Hat man diesen 
Kreis und x, y, f aus der Anfangsgeschwindigkeit bestimmt, so findet 
man die Coordinaten von fi im System der x, y, z, indem man rück-
wärts £ = z—\g t 2 in die Gleichung für £ substituirt. 

In dem Specialfall, wo die Anfangsgeschwindigkeit von (i Null 
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ist, bleibt <p stets Null, fi berührt also immer denselben Punkt der 
Kugel, der Normaldruck wird Null. 

3) Weitere bequeme Beispiele zur Bearbeitung liefern folgende 
Fälle: Bewegung eines gewichtslosen Punkts in einer frei fallenden 
schweren Kugel. Bewegung eines schweren Punkts auf einer Ebene, 
die sich gleichförmig verschiebt. Dieselbe, wenn die Ebene mit der 
Beschleunigung vertical abwärts sinkt. 

77. Eine Bedingung in der Ebene. Ist von vorn herein fest-
gestellt, dass der Punkt /< und seine veränderliche Fessel fortwährend 
in einer Ebene bleiben, so kann man diese zur a^-Ebene nehmen. 
Das Problem reducirt sich dann auf 2 Dimensionen, und in diesen 
stellt eine Bedingung eine (im allgemeinen veränderliche) Linie dar. 
Die Bewegung von /i auf dieser Linie kann dann nach der im vorigen 
Paragraphen gegebenen Methode unter Weglassung alles dessen, was 
sich auf die z-Richtung bezieht, behandelt werden. 

B e i s p i e l : Punkt ohne Schwere auf einer Geraden, die gleich-
förmig um einen ihrer Punkte rotirt. Wir nehmen die Ebene, in 
welcher die Gerade sich dreht, zur ¿ry-Ebcnc und den Drehungspunkt O 
zum Anfang. Die Gleichung der Linie in einem bestimmten Moment 

ist dann = tango», wo to der Winkel zwischen der Linie und der 

¿r-Axe. Bei gleichförmiger Drehung ist w = yt, wo <p die Winkel-
geschwindigkeit, also die Gleichung der Linie y — .ztang<pt, oder 

L — x sin <ft—ycosyi = 0. 
Demnach ist 
8L . ÖL d3L , d*L 
g - = sin <pt, — = -cos<tt, ra = 9>cos 9t, _ = 

QL J 

— - = (f.rcos<ft-hyysinyit, — — y ' t f s i n y i - f - y ' y c o s ^ f = 0. 

Die Bestimmungsgleichung für X wird damit, wenn r der Abstand Ofi, 

0 = ^ c o s y i - ^ — l - s i n y i - ^ - j oder A = — 2 

Die Gleichungen der Bewegung sind d3x 
dt1 = Asin q.t, 
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Ein Integral derselben ist ohne weiteres durch die Gleichung der 
Geraden gegeben; zerlegen wir nämlich die Geschwindigkeit von ¡i in 

ihre radiale und tangentiale Componente, also in und 

so ist letztere nach Ausführung der Differentiation frei von t, also 
vv = r<p ist ein erstes Integral. Ein zweites finden wir, indem wir die 
erste Gleichung mit 

(1%C df* 
= c o s y i - ^ yrs inyi 

und die zweite mit 
du . dr 

multipliciren, welche Gleichungen aus x — rcos<pt, y = rs inyi folgen, 
und dann addiren. Es kommt 

dx d?x di/ d?y dr 
-dt - t f - t - W - d F - ~ 1(f ' S t ' 

Das giebt integrirt 
¿t,1 = <pV-J-A, 

wo h die aus der Anfangsgeschwindigkeit zu bestimmende Constante. 
Da nun v3 = v^-hv? und = g>*r', so f o l g t = y ' r ' - f -A 
oder 

(•£)' 
Schreibt man diese Gleichung in der Form 

dr , = dt, 

so lässt sie sich ohne Weiteres zum zweiten Mal integriren; als 
ferneres Integral hat man dann die Gleichung „der Positionswinkel & 
der Geraden ist (ptu, womit die Lage von fi bestimmt ist. Die Durch-
führung überlassen wir dem Leser; bei der Discussion der Resultate 
sind diejenigen Anfangsgeschwindigkeiten, welche den Punkt ¡i über 
den Anfangspunkt hinüberführen, von denjenigen zu unterscheiden, 
welche das nicht thun. Setzt man h gleich Null, so ergiebt sich als 
Bahn von ,« die Spirale logy>r = $-{-c<p, und vr = vv. 

Aufgaben: Ein Punkt ohne Schwere bewegt sich auf einem Kreise, 
der mit der constanten Winkelgeschwindigkeit <p um einen Punkt 
seines Umfangs in seiner Ebene rotirt. Zu Anfang befindet er sich 
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im Endpunkt desjenigen Radius, der auf dem Radius des Rotatious-
mittelpunkts senkrecht steht, in Ruhe. Welches wird seine Bewegung? 

Ein verticaler Kreis rollt gleichförmig auf einer horizontalen Ge-
raden. Auf demselben bewegt sich ein Punkt /t, dessen Geschwindig-
keit in dem Augenblick, wo er im höchsten Punkt des Kreises liegt, 
mit der Geschwindigkeit des entsprechenden -Kreispunktes identisch 
ist; welches wird seine Bewegung, a) wenn er kein Gewicht hat, 
b) wenn er schwer ist? 

78. Zwei Bedingungen. Sind zwei Bedingungen 

(1) L(x,y,z,t) = c, 
(2) K(x,y,z,t) = e 

für einen Punkt /u in der Ebene gegeben, so stellen sie die Bewegung 
desselben vollständig in endlicher Form dar: er liegt zur Zeit t auf 
einem Schnittpunkt der beiden Curven. Diese haben im Allgemeinen 
mehrere reelle Schnittpunkte, die Anfangslage von fi wählt aber einen 
von diesen eindeutig aus, und der ist beizubehalten. Explicit gegebene 
Kräfte sind ohne Einiluss auf die Bewegung von /.i; das Problem ist 
also dann nicht mehr dynamischer Art. Fehlt t in den Gleichungen, 
so ist (i ruhend festgelegt. 

Sind aber die obigen Bedingungen im Raum gegeben, so reprä-
sentiren sie eine (veränderliche) Linie, auf der /i sich bewegen kann. 
Wir können uns diese Linie immer als Durchschnitt zweier Flächen 
denken, von denen jede mit ihren Zwangskräften auf n wirkt. Nennen 
wir X die explicit an ju gegebene .r-Compouente der Beschleuni-
gung, X , die Zwangsbeschleunigung der ersten, X„ die der zweiten 
Fläche in x, so ist 

d*x 

die vollständige Gleichung der Beschleunigung in x. Da nun die 
resultirende Zwangsbeschleunigung der ersten Fläche wieder senkrecht 

^ J ^ Q J 

auf L steht, können wir, wie früher, Xt = 1 ^ , F, = X—Q—, 

8L 
Zl — X d^ setzen, wo X ein unbestimmter Coefficient ist; ebenso 

dK setzen wir X 3 = * - ~— u. s. w., erhalten also die Gleichungen 
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(3) 

(Px 
= X + X 

Y+l 
dt1 

d'z 
de 

= Z-f -A 

8L 8K 
dx \ * <-, ox 

8L dK 

dy 
1 * ^ dy 

dL 8K 
dz 1 ,f dz 

Ferner liefen) (1) und (2) durch zweimalige Differentiation nach t 
zwei Gleichungen 

d'L . , (PK 
_ _ . _ = 0 und = 

Diese haben genau die Form der Gleichung (7) in § 76 . , sind also 
zwei lineare Gleichungen für ). und x. Löst man sie nach diesen 
Unbekannten auf und substituirt in (3), so hat man die Gleichungen 
dor Bewegung in cxpliciter Form. Dabei können zwei von den Glei-
chungen (3) als überflüssig angesehen und durch L = 0, M = 0 er-
setzt werden. 

Da das Schema der Behandlung genau dasselbe ist, wie in 76., 
überlassen wir die Ausführung einiger Aufgaben dem Leser: 

Au fg. Eine Gerade beschreibt einen Kreiskegel um die 2-Axc 
mit constanter Geschwindigkeit. Auf ihr bewegt sich ein Punkt, 
a) ohne, b) mit Schwere, c) ein solcher, der vom Nullpunkt mit einer 
seinem Abstand von diesem proportionalen Kraft angezogen wird-
Welches werden seine Gleichungen? 

Ein Punkt ohne Schwere bewegt sich auf einem Kreise, der um 
einen seiner Durchmesser gleichförmig rotirt. Es soll nachgewiesen 
werden, dass seine auf den Mittelpunkt des Kreises bezogene Winkel-
geschwindigkeit unabhängig vom Radius des Kreises ist, wenn g>0 = 0. 

79. Bemerkung Uber die Coordinatenwahl. Blickt man zurück auf die 
Aufgaben der §§ 75 bis 78, so findet man, dass die Lösung in allen Fällen, wo 
die Bedingungen t enthalten, erst practicabel wird durch die Transformation der 
cartesischen Coordinaten x, y, z auf dasjenige Coordinatensystem, welches sich 
mit der veränderlichen Fessel zugleich bewegt; dies neue System kann selbst 
wieder cartesisch sein (z. B. das System der x, y, £ in 76., 2), oder es kann ein 
System von anderer Art sein, wclches der Natur des Falles angemessen ist (z. B. 
das Polarsystem der 9, r in 77.). Möglichst angemessen ist nun das neue System, 
wenn es so beschaffen ist, dass die in demselben ausgedrückten Coordinaten von |x 
den Bedingungsgleichungen von selbst genügen, m. a. W., wenn wir T h e i l e der 
F e s s e l selbst als Coordinaten von |i benutzen. Das geschieht z. ß . in 77., indem 
die r daselbst Abschnitte auf der beweglichen Geraden sind, und bei Ausarbej-
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tuug der nicht gelösten Aufgaben wird sich der Leser von selbst genöthigt sehen, 
zu einen) ähnlichen Verfahren zu greifen. 

Diese Bemerkungen weisen darauf hin, dass eine al lgemeine Umformung be-
stehen muss, welche gestattet , die Differentialgleichungen der Bewegung von vorn 
herein in andern als cartesischen Coorilinaten aufzustellen, insbesondere in Coor-
dinaten, welche den vorhandenen Bedingungen an sich genügen. Die betreffende 
Methode wird weiter unten in § 9 0 auseinandergesetzt . Vorher werfen wir noch 
einen Blick auf die 

Bedingungen des Gleichgewichts und der Astasie. 
8 0 . Beim f r e i e n Punkt bedarf es keiner besonderen Erörterung 

über den Fall des Gleichgewichts; dasselbe ist vorhanden, wenn die 
Resultante der expliciten Kräfte gleich Null ist, also wenn 

2X = 2Y=2Z= 0. 
Wenn die X etc., als Functionen des Orts vorausgesetzt werden, lie-
fern diese drei Gleichungen drei ein- oder mehrdeutige Werthe x, y, 
z, welche den oder die Gleichgewichtsorte bestimmen. 

Man kann bemerken, dass, wenn eine beschränkte Zahl von Kräften an einem 
freien P u n k t im Gleichgewicht sein soll, die Doppelrichtungen derselben gewisse 
Bedingungen erfüllen müssen. E ine Kraft allein kann überhaupt nie im Gleich-
gewicht sein. Zwei Kräfte können es nur dann sein, wenn ihre Doppelrichtungen 
zusammenfallen. F ü r mehr als zwei Kräfte gehen wir von der B e m e r k u n g aus : 
Sind zwei Doppelrichtungen p und q, die sich in schneiden, gegeben, so lässt 
sich eine vorgeschriebene Resultante R , die in der E b e n e von p und q l iegt, 
jederzei t in zwei Componenten P und Q zerlegen, die in p und q fallen. Also 
lässt sich auch , wenn die Doppelrichlungen p und q vorgeschrieben s ind, j eder -
zeit durch passende Grössenwahl von P und Q eine vorgeschriebene Resultante 
R herste l len; diese l iegt aber immer in der Ebene von p und q. Daraus folgt : 
Sind drei Doppelrichtungen p, q, r gegeben , so lassen sich auf p und q zwei 
Kräfte annehmen, die zusammen j e d e bel iebige dritte Kraft in der Ebene pq dar-
s te l len ; l iegt also r in der Ebene von p und q, so kann die Kraft R beliebig 
angenommen werden, durch passende Wahl von P und Q kann man immer' 
P^-Q — —R machen, also Gleichgewicht herstel len. L iegt aber r nicht mit /> 
und q in derselben E b e n e , so ist kein Gleichgewicht möglich. L i e g e n mehr als 
drei Kräfte in einer E b e n e , so ist das Gleichgewicht a fortiori möglich. Vier 
Kräf te im Raum bestimmen paarweise j e eine E b e n e ; die Ebene der beiden ersten 
schneidet die Ebene der beiden letzten in einer Geraden; wir können die beiden 
ersten so wählen, dass ihre Resultante R in diese. Gerade fällt, die beiden letzten 
so, dass ihre Resultante dasselbe thut und = — R wird. Also ist bei 4 Kräften 
von vorgeschriebener Doppelrichtung das Gleichgewicht immer mögl ich, wenn 
zwei derselben der Grösse nach frei gewählt werden können etc. 

Unterliegt ein Punkt /i Bedingungsgleichungen, so wird es in der 
Regel practisch sehr leicht sein, seine Gleichgewichtsorte zu finden; 
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im Interesse der Methode ist es aber wünschenswerth, die Frage 
systematisch zu behandeln. 

Der bed ing t e Punkt ist im Gleichgewicht, wenn die Resultante 
a l l e r auf ihn wirkenden Kräfte, also der expliciten Kräfte plus der 
Normalkraft, an ihm verschwindet. Bezeichnen wir, wie früher, die 
expliciten Beschleunigungen mit X, Y, Z, die Componenten der Nor-
malbeschleunigung mit NX, N.J, NZ, so sind die Bedingungen des 
Gleichgewichts, wenn wir vorläufig von der Reibung abstrahiren 

X+NX = Y+N, = Z+N, = o: 

Wir denken uns X, Y, Z, in je eine tangentiale Componente 
Xt, F t , Z, und eine normale Xy, Yy, Zy zerlegt. Dann lautet die 
Gleichgewichtsbedingung in x 

Xj-\-Xy-\-Nx = 0. 
Nun ist aber X y + N x stets von selbst gleich Null; denn die Fessel 
supplirt jederzeit die Kräfte, welche erforderlich sind, um Xy zu ver-
nichten. Also bleibt als Gleichgewichtsbedingung 

Xt=YI = ZT=0. 
Ist die Fessel in Ruhe, und hat fi die Geschwindigkeit v, so entsteht 

V" aus o die Centrifugalbeschleunigung - - ; diese ist aber normal, liefert 

also keinen Beitrag zu XT, Yr, Z,. Also ist die Gleichgewichtsbedingung 
von o unabhängig: Ein bewegter P u n k t auf ruhende r Fessel 
ohne Reibung ist an derselben Ste l le im Gleichgewicht , wo 
ein ruhender es sein würde. Wir können demnach, ohne die All-
gemeinheit zu schädigen, für unsern Punkt [i voraussetzen, er sei in Ruhe. 

Ist die Fessel in Bewegung, so nimmt ¡.i im Allgemeinen an dieser 
Bewegung theil. Wir werden dann die Gleichgewichtsbedingung unter 
der Voraussetzung suchen, dass /t nur diejenige Bewegung besitze, 
welche mit Nothwendigkeit aus der Bewegung der Fessel hervor-
geht; m. a. W. wir setzen voraus, dass /i re la t iv zur Fessel in 
Ruhe sei. 

81. Gleichgewicht auf einer festen Fläche. Die Bedingung 
desselben ist offenbar 

X — —Nx, Y=—N„ Z=-Nt. 
Heisst die Gleichung der Fläche L(x, y, z) = 0, so ist 

ÖL dL 8L 
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also dio Gleichgewichtsbedingung 

Y v „ dL dL dL 
A ; i : A — -7:— • —«—• -7:—• ox ay äz 

Zusammen mit der Gl. L = 0 liefern diese Gleichungen drei Bedin-
gungen, welche, nach x, y, z aufgelöst, ausreichen, um die Gleichge-
wichtsorte x, y, z zu bestimmen. Ist L nicht linear, so ist die Be-
stimmung im allgemeinen mehrdeutig. 

Beispiel: Schwerer Punkt auf einer Kugel. Die Gleichung der Kugel sei 
i 2 - f - y 2 4 - : 2 = a2 , die Beschleunigung der Schwero bestimmt durch X = Y — 0, 
Z = g. Dann haben wir die drei Gleichungen 

x2-)-^2-)-^3 = a-' 
0: 0: g = x: y : z, 

welche ergeben x = 0, y = 0, z = ±a. Der höchste und tiefste Pankt der Kugel 
sind also Gleichgewichtsorte. 

Bei der Anwendung des Verfahrens ist immer zu berücksichtigen, 
ob die Fesselung ein- oder allseitig ist. Im letzteren Falle gelten 
sämmtliche Lösungen ohne Weiteres, im ersten tritt die Bedingung 
hinzu, dass die X, Y, Z an der betrachteten Stelle gegen die Fessel 
wirken. Ist z. B. im vorigen Beispiel ¡i durch einen Faden gefesselt, 
so wird zum Gleichgewicht erfordert, dass die Kraft fig den Faden zu 
verlängern strebt; das ist in z = a der Fall, aber in c = —a nicht; 
also bleibt nur die erste der beiden Lösungen brauchbar. 

A r b e i t a u s de r G l e i c h g e w i c h t s l a g e . Man'denke sich, der 
Punkt /i sei in der Lage x, y, z im Gleichgewicht und es werde ihm 
eine unendlich kleine Verrückung ertheilt, welche mit der Bedingungs-
gleichung L = 0 verträglich ist. Eine solche Verrückung hat drei 
Componenten, die wir mit 8x, Sy, 8z bezeichnen wollen. Da sie, wie 
gesagt, mit L = 0 verträglich ist, so gilt die Gleichung L — 0 auch 
dann noch, wenn wir x-+-8x, y-\-dy, z-\-8z für x,y,z in sie sub-
stituiren. Also 

L[(x+8x\ (y+Sy), («+&)] 

= L(*>*> + + = 0, 

oder, da L(x, y, z) = 0 
dL . , dL . dL . A —~— ox H—^— 8u -(—^— dz = 0. ox ay äz 

Multiplicirt man diese Gleichung mit dem Lagrange'schen Coefficienten 
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X, so liefert sie Xt Sx~h Y, Sy+Zi Sz = 0, und weil Xt ——X, 
Y , = - Y , Z , = - Z ist, 

-XAz-t- YSy+ZSz = 0, 
d. h. bei der unendl ich k l e inen , m i t der Bedingung L = 0 
v e r t r ä g l i c h e n Verrückung le is ten die expl ic i ten Kräf te an 
(i ke ine Arbe i t , wenn /i von der Gle ichgewichts lage ausgeht . 

Besitzen nun die Kräfte / i X , fiY, ¡uZ eine Kräftefunction ¡i U, 
so ist 

XSx-1- YSy+ZSz = —SU = 0. 
Die Bedingung SU =0 sagt aber aus: entweder ist U in der ganzen 
Umgebung von x,y,z constant, oder es ist ein Maximum oder ein 
Minimum. Das erstere ist nur bei besonderen Configurationen der 
Fläche L = 0 möglich (z. B. für die Schwere, wenn die Fläche L = 0 
endliche horizontale Theile enthält); im allgemeinen wird also U an 
den Glcichgewichtsstellen ein Maximum oder ein Minimum, unter Um-
ständen auch ein Maximum—minimum sein. Die Bedingung SU = 0 
liefert unter Umständen ein sehr bequemes Mittel, die Gleichgewichts-
lagen zu ermitteln. 

S t ab i l i t ä t . Es seien nun Dx, Dy, Dz die Componenten einer 
zweiten gedachten (virtuellen) Verrückung von /(, welche mit L — 0 
verträglich und sehr klein, aber nicht unendlich klein ist; unter allen 
Umständen soll sie so klein sein, dass /.i, wenn er sie ausführt, keine 
merkliche Krümmungsänderung der Fläche überschreitet. Die Arbeit, 
welche die Kräfte X, Y, Z dabei leisten, ist XDx+YDy+ZDz und 
es sind die drei Fälle 

XDx-\- YDy -f- ZDz = 0 
möglich. 

Im ersten Fall ist die Arbeit von X, Y, Z positiv bei der an-
genommenen Verrückung. Die Resultante von X, Y, Z hat also, wenn 
Iu in seiner neuen Lage z, y, z, angekommen ist, eine angebbare Com-
ponente, welche in die Richtung der Verrückung fällt; d. h. sie strebt, 
die einmal begonnene Verrückung fortzusetzen, der Punkt n entfernt 
sich, nachdem er einmal bis x,y, z gebracht wurde, immer weiter von 
der Gleichgewichtslage. Das Gleichgewicht heisst dann labi l . 

Im zweiten Fall ist die Arbeit Null, sie ist also auch Null, wenn 
wir n von xl,yl,zl aus nach x,y,z hin in Bewegung setzen, d. h. 
/i ist auch in x,, y,, z, im Gleichgewicht. Dann heisst das Gleich-
gewicht dauernd oder i n d i f f e r e n t . 
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Im dritten Fall ist die Arbeit negativ, die Resultante von X, Y, Z 
hat also in z, eine angebbare Componente, die gegen die Rich-
tung der Verrückung gerichtet ist; d. h. sie zieht den Punkt jU, wenn 
die Verrückung hergestellt wird, in die Gleichgewichtslage zurück. 
Das Gleichgewicht heisst dann s t a b i l . 

Es ist nun nicht ausser Acht zu lassen, 1) dass zwei der drei 
Verrückungselemente Dx, Dy, Dz voneinander vollkommen unabhängig 
und vollkommen willkürlich sind, und 2) dass, wenn eine Verrück ung 
Dp nach irgend einer Richtung irgend einem der drei obigen Fälle 
angehört, eine zweite Verrückung Dq nach einer anderen Richtung 
nicht nothwendig demselben Falle angehört. Wir wollen annehmen, 
p und q seien diejenigen Richtungen auf der Fläche L = 0 , welche 
an der betrachteten Gleichgewichtsstelle in die Ebenen der beiden 
Hauptkrümmungskreise fallen, und wenn ¡.i bei einer Verrückung um 
-+-Dp in die Gleichgewichtslage zurückkehrt, so wollen wir das ab-
kürzend ausdrücken durch den Satz: „jii ist stabil nach -4-pu . Dann 
sind alle Combinationen der beiden folgenden Klassen von Fällen 
möglich 

a) /.i ist stabil nach et) /t ist stabil nach +q 
b) ist labil nach +p ß) /t ist labil nach 
c) /t ist stabil nach - t -p und y) fi ist stabil nach +q und 

e und f) /t ist indifferent nach -\-p e und £) ju ist indifferent nach -\-q 

Da p und q gleichwerthig sind, ist die Combination des w,eo Falles 
rechts mit dem mtea links gleichbedeutend mit der Combination des 
v2Un Falles rechts und des wten links. Jederseits stehen 6 Fälle, es sind 
also im Ganzen 18 Arten des Gleichgewichts möglich. Im Fall eines 
schweren Punkts ¡i z. B. haben wir die Combinationen aa und bß auf 
einer Fläche, die in der Nähe des Gleichgewichts synklastisch ist, aß 
dagegen auf einer antiklastischen Fläche, ay in einer nach oben offenen 
Rinne, deren Thalweg bei x, y, z einen Inflexionspunkt mit horizon-
taler Tangente hat, u. s. w. Vollkommen stabiles Gleichgewicht aus 
der Schwere ist nur auf synklastischen Flächen möglich, vollkommen 
indifferentes nur auf einer horizontalen Ebene etc. Der Raum ge-
stattet uns nicht, auf die Einzelheiten näher einzugehen. 

labil nach — p oder um-
gekehrt 

d) fi ist indifferent nach ± p 

labil nach — q oder um-
gekehrt 

($) ¡.i ist indifferent nach + q 

und stabil oder labil nach 
—p-, oder umgekehrt 

und stabil oder labil nach 
—q oder umgekehrt. 
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Haben die Kräfte fiX, ¡1Y, /xZ eine Kräftefunction fi U, so ist ihre 
Arbeit positiv bei der Verrückung um Dx, Dy, Dz, wenn U dabei 
abnimmt, das Gleichgewicht ist also allseitig labil, wenn U in x, y, z 
ein Maximum hat, es ist allseitig stabil, wenn U daselbst ein Mini-
mum besitzt, die zwischenliegenden Combinationen treten ein, wenn 
U ein Maximum-Minimum hat, Indifferenz, wenn U in der Umgebung 
von x, y, z auf der Fläche constant ist, u. s. w. 

82. Oleichgewicht anf einer festen Linie. Liegt die Linie 
in einer Ebene, so kann man diese zur «¿/-Ebene nehmen; die Methode 
des vorigen Paragraphen, auf zwei Dimensionen angewendet, reicht 
dann zur Bestimmung der Gleichgewichtslagen aus. Sie liefert ausser 

dL dT 
der Bedingung L = 0 die Gleichung X : Y = ¿fo : Qy 1 a'ä0 zwe' 

Gleichungen zur Bestimmung von x und y. 
Ist die Linie im Raum gegeben, so ist sie durch die beiden Glei-

chungen 
(1) L = c und (2) M=e 

festgelegt, wo L und M Functionen von x, y, z sind. Setzen wir zur 
Abkürzung 

{ ^ 8L dM dM ÖL 6L SM 8M dL 
dy dz dy dz ' dz dx dz dx ' 

_ dL dM dAl dL 
dx dy dx dy ' 

so sind die Cosinus der drei Winkel, welche die Tangente an die 
Linie im Punkt x, y, z mit den Axen macht, der Reihe nach 

l a m 
cosa = —- , cosa = —-

n 
cosy = —- — • 

fi ist nun offenbar im Gleichgewicht, wenn die expliciten Kräfte senk-
recht auf der Tangente stehen, also wenn 

(3) IX-hmY-hnZ = 0. 

Die Gleichungen (1), (2), (3) liefern zusammen die Bestimmung der 
Gleichgewichtslagen. Lässt man jtt sich um die unendlich kleine Grösse, 
deren Componenten 6x, dy, dz sind, auf der festen Curve verschie-
den, so genügen die drei Veränderungen 8x, Sy, dz der Bedingung, 
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dass sie in die Tangente fallen, also Sx: Sy: 3z = cosa : cosß : cosy 
d. h. 

X6z-+- YSy+ZSz = 0. 

Die bei einer unendlich kleinen, mit den Bedingungsgleichungen 
verträglichen Verrückung von ju geleistete Arbeit der expliciten Kräfte 
ist Null. Eine vorhandene Kräftefunction erfüllt also an den Gleich-
gewichtsstellen die Bedingung 3 U = 0. Das Gleichgewicht ist voll-
kommen stabil, wenn U ein Minimum, vollkommen labil, wenn TJ 
ein Maximum hat. Es kann stabil nach einer, labil nach der ent-

d*U d3U 
gegengesetzten Seite sein, wenn —ß~r = 0 u n < l ^ 0 ist. In-
different ist es, wenn U in der ganzen Umgebung von x, y, z con-
stant bleibt. 

83. Gleichgewicht auf veränderlichen Flächen und Curven. 
Enthalten die Bedingungen t, so kann von Gleichgewicht nur in einem 
besonderen Sinne die Rede sein. Wir können uns nämlich die Be-
dingungsgleichungen dadurch ersetzt denken, dass wir neue Coordinaten 
einführen, die so gewählt sind, dass sie von selbst die Bedingungs-
gleichungen identisch erfüllen. Wäre keine Bedingungsgleichung vor-
handen, so würden drei Coordinaten unter allen Umständen erforder-
lich sein, um die Lage von /t im Raum zu bestimmen. Jede Bedin-
gungsgleichung macht nun eine der Coordinaten abhängig von den 
übrigen; ist also e i n e Bedingungsgleichung vorhanden, so giebt es nur 
z w e i unabhängige Coordinaten, die ihr identisch genügen, und sind 
zwe i Bedingungsgleichungen da, so bleibt von den neuen Coordinaten 
nur e i n e übrig. Wir sagen nun, fi sei ein Gleichgewicht an den-
jenigen Stellen, wo die unabhängigen Coordinaten stets unveränderlich 
bleiben, wenn sie zu irgend einer Zeit t während des nachfolgenden 
Elements dt unverändert sind. S t ü c k e de r b e w e g l i c h e n F e s s e l sind 
immer Coordinaten, die den Bedingungen des Problems von selbst 
genügen; das Vorige heisst also mit andern Worten: (i ist im Gleich-
gewicht, wenn es, an einer Stelle der beweglichen Fessel relativ 
zu dieser zur Ruhe gebracht, daselbst relativ zur Fessel in Ruhe 
bleibt, 

Zur Bestimmung der Gleichgewichtsorte geben uns nun die §§ 76 ff. 
vorläufig folgenden Weg an die Hand: 

Man stelle zunächst die expliciten Kräfte X, Y, Z als Functionen 
von x, y, z her, und entwickle nach der Lagrange'schen Methode die 
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Gleichungen der Bewegung, 7 6 . , 1, oder 78 . , 3, nebst den Gleichungen 
76 . , 7, für den oder die Lagrange'schen Coefficienten X und * , löse 
letztere nach X und * auf und substituiré sie in die Gleichungen der 
Bewegung. 

Hierauf führe man in sämmtlichen Ausdrücken die Transformation 

«=/.(SP» V) 
(1) V =A(<P, V ) 

2 =/í(SP> VO 
ein, wo / , , / j , / j Functionszeichen und <p, ip neue Coordinaten sind, 
die den Bedingungen L = O an sich genügen. Aus den Gleichungen 
( 1 ) folgen 

dx_ __ dj\ dtp d/\ dtp df, 
dt dtp dt dtp dt dt 

<?x _ didfAd^ df^d^ 
"dt1 dt \ dtp) dt dt \dtp) dt dtp dt3 dtp 

+ 

É2L 
dtp dt1 

dt1 

u. h. w. Sind zwei Bedingungen gegeben, so fällt die Coordínate 
ifi fort. 

Substituirt man nun diese sämmtlichen Umformungen in die 
Gleichungen der Bewegung, so hat man die letzteren in <p und ip (oder 
in cp allein) ausgedrückt. Es ist aber nicht erforderlich, dass man in 
a l l e d r e i Gleichungen substituiré, sondern, wenn eine Bedingung 
L — O vorhanden war, genügen zwei Bewegungsgleichungen, um das 
Verhalten von tp und ip zu bestimmen, die dritte wird gleichbedeutend 
mit dem Inhalt der beiden andern; sind zwei Bedingungen L = O 
vorhanden, so werden zwei von den Bewegungsgleichungen überflüssig, 
man braucht bloss in eine zu substituiren. In den so erhaltenen 

Schlussgleichungen setze man nun und , 

gleich Null; was übrig bleibt, giebt die Bedingung dafür, dass ju rela-
tiv zur Fessel keine Beschleunigung besitzt, wenn es keine Geschwin-
digkeit hat, also die Gleichgewichtsbedingung. 

B e i s p i e l . Ein Punkt ohne Schwere kann sich auf einem Kreise bewegen, 
der sich gleichförmig um einen seiner Durchmesser dreht. Welches sind seine 
Gleichgewichtslagen? Wir nehmen den Durchmesser, um welchen die Drehung 
statt findet, zur Axe der x, nennen d den Drehungswinkel und zählen ihn von 
der xj/-Ebene aus. Dann haben wir X = Y = Z = 0 und die Gleichungen der 

B u d d e , Mechanik. I . 1 6 
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Bewegung 

,Px . dL , f)M 

d*y , dL dM 

dh , dL , dM 

Legen wir den Coordinatenanfang in den Mittelpunkt des Kreises, so gehört der 
Kreis jederzeit der Kugel 

L — xi-hf+z* = oJ 

an; er ist der Durchschnitt dieser Kugel mit einer Ebene, die den Winkel ö mit 
der xy-Ebene macht, also die Gleichung z = y t a n g & hat. Bei gleichförmiger 
Drehung ist 9 = u><, wo <o eine Constante, also 

M — y sin uit — zcosiof = 0 

die zweite Bedingung. Hiernach wird 

dL a dL . dL „ PL d*L d*L 

alle übrigen in 76., 7 auftretenden Differentialquotienten von L sind Null. 

dil . dM dil — = 0, —*— = smui , —k— — —cosu>/, 
dx dy dz 

d'M . d*M dm . , 
I h d i = ' -diW = u > C 0 S O "> W = u , s i n u " ' 
yr 

= — <uJJI/ = 0, alle anderen Differentialquotienten sind Null. 

Damit findet sich 

du . . dz „ 
x + 2 ( u c o s u > < - r - +2u>sin<oi-r— = 0. 

dt dt 

Wir substituiren in die erste der Bewegungsgleichungen und finden 

d?x . „ 2* «2 

Eine passende neue Coordinate ist nun der Bogen-Abstand des Punktes von 
der Axe der x, oder was nahe dasselbe sagt, der Winkel welchen der Radius 
0(I mit der x -Axe macht. Derselbe kommt in den Polarcoordinaten von JA vor; 
wir führen also diese ein, indem wir 

x — acostp 

y = a sin (f cos 8 = a sin y cos tu t, 

z = asin^sinuit 

setzen. Damit wird 
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dx da d?x { dx,p V d^o 

du da 
= —aiosin®sinu)/ + acos®cos(o< - , 

dt dt 

dz . d a 
-j— — (iiusin^costüi-hacostpsintui • 

da d^ a 
In diesen Grössen setzen wir nun die Posten, welche —r~ und ent-

ert dt' 
halten, gleich Null und substituiren in (a). So kommt 

. a2 .ui2sin2® „ 
0 = aCOStp ; — COS2U><, 

a* 
nir 

wo n eine beliebige Zahl. |x ist also im Gleichgewicht auf der Axe der x und 
in den Punkten, die um einen Quadranten von ihr abstehen. Die Kräfte, welche 
auf ¡j. wirken, sind reine Centrifugalkräfte, ziehen also von der Axe fort; auf 
dieser sind sie Null, werden aber endlich, sobald |x eine endliche Aenderung Dtp 
erleidet. Also ist das Gleichgewicht auf der Axe labil, in den Quadranten stabil. 

Unter Umständen ergeben sich Bedingungen für die Kräfte, ohne 
deren Erfüllung überhaupt kein Gleichgewicht möglich ist. Beispiel: 
Punkt auf einem wie oben drehenden Kreise, wenn ¡n von einer con-
stanten Kraft /ig afficirt wird, die mit der Axe den Winkel e macht. 

Für die allgemeine Untersuchung der Stabilität muss man 
dem Punkt fi von der Gleichgewichtslage aus eine Verrückung Dg>, 
eventuell zwei, Dtp und Dtp ertheilen, und untersuchen, ob in der neuen 

Lage und mit dem Vorzeichen von D<p übereinstimmen 

oder nicht. Vom Leser durchzuführen. 

84. Gleichgewicht mit Reibung. Die Reibung spielt in 
Gleichgewichtsfragen eine besonders wichtige Rolle, weil sie in der 
Nähe derjenigen Lagen, die ohne sie stabil oder labil sein würden, 
Indifferenzbezirke schafft. Wir berücksichtigen sie daher besonders, 
setzen aber dabei der Kürze wegen f e s t e Flächen oder Curven voraus. 

a) auf C u r v e n . Aus den in 64. bereits aufgestellten Bewegungs-
gleichungen des Punktes /i auf einer festen Curve mit Reibung er-

d?x 
geben sich die Gleichgewichtsgleichungen wenn wir -^-j- etc. = 0 

setzen und zugleich annehmen, habe die Geschwindigkeit Null. 
d*v 

Dabei ist indessen zu bedenken, dass die Reibungskraft / x t j N , 

wenn sie das Uebergewicht über die bewegenden Kräfte hat , keine 
16* 
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Bewegung hervorruft. Die Gleichgewichtsbedingung ist demnach eine 
Ungleichung: „die bewegenden Kräfte X-hNx müssen dem absoluten 
Werth nach kleiner oder eben so gross sein, wie die Reibungskräfte". 
Diese Ungleichung findet in einem endlichen Bezirk der Curve statt, 
und die Grenzen dieses Bezirkes finden wir offenbar, wenn wir die 
Punkte aufsuchen, wo die bewegenden Kräfte der Reibung gerade das 
Gleichgewicht halten; durch diese Grenzen ist aber der ganze In-
differenzbezirk bestimmt, ihre Aufsuchung also die Hauptaufgabe. 
Bedenkt man, dass die Reibung sowohl nach der positiven, wie nach 
der negativen Seite der Curve s hin wirkt, so findet man die Grenz-
bedingungen 

A ' + i ^ z h ^ - ^ - = 0 

(1) Y-hNs±rjN 4t- = 0 

ds 
wo die Bezeichnungen dieselbe Bedeutung haben, wie in 6 4 . Dazu 
haben wir die Bedingungsgleichungen der Curve 

(2) L(x,y,z) = 0, (3) M(x, y, z) = 0 
und die identischen Gleichungen 

(4) N = N i + N } + N ; , 

Hierbei ist zu beachten, dass ds nur in allen drei Gleichungen (1) 
zugleich positiv oder in allen dreien zugleich negativ gewählt werden 
kann; es gelten also gleichzeitig entweder alle drei -+- oder alle drei 
—Zeichen. Dann stellen die vorigen Gl. (1) bis (5) zweimal 7 Glei-
chungen dar, geben also j e zwei n Lösungen für die 7 Unbekannten 
iV, Nx, Nv, Nt und x, y, z, wenn die Gleichungen an sich w-deutig 
sind. J e zwei von diesen gehören zusammen und bestimmen die 
Grenzen je eines Indifferenzbezirks. 

Mit Einführung des Reibungswinkels kann man N, Nx, Ns, Nx von 
vorn herein eliminiren. Summirt man die drei Gleichungen (1) geo-
metrisch, und nennt R die Resultante von X , Y, Z, so liefern sie 

RJ-N±r]N= 0 
wo N normal, yN tangential zur Curve ist. Macht R mit der Nor-
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malebene der Curve den Winkel </, so können wir statt R schreiben 
/ ¿ c o s y - i - f i s i n ^ ; von diesen Componenten fallt die e r s te in die Rich-
tuDg von N, die zweite ist tangential; die erste lässt sich also mit 
N, die zweite mit ijAr algebraisch vereinigen, so dass kommt 

(Rcosg> + N)4-(Rsiny>±tjN) = 0. 

Da die beiden Componeiiten links senkrecht aufeinander stehen, muss 
jede einzelne von ihnen gleich Null sein, wenn die Summe Null sein 
soll; das giebt N——Rcosy und Rsing>zprjRcos<p = 0 oder 

( 6 ) ± 1 ; = tang <p 
als Gleichgewichtsbedingung, die in Worten heisst: „ A n d e n b e i d e n 
G r e n z e n d e s G l e i c h g e w i c h t s m a c h t d i e e x p l i c i t e K r a f t m i t 
d e r N o r m a l e b e n e d e r C u r v e d e n W i n k e l , d e s s e n T a n g e n t e 
g l e i c h d e m R e i b u n g s c o e f f i c i e n t e n i s t " . Derselbe heisst nach 
6 6 . der Reibungswinkel. Nennen wir a, ß, y die drei Winkel, welche 
ds mit den Axen macht, so folgt weiter 

X c o s a 4 - Ycos/S-4-Zcos)' 7 N . t a n g « 
r == cos(/c, ds) — s i n y — -

y X - ' + Y ' - h ' Z * | / H - t a n g V 

= 
V i 

Setzt man nach 8 2 . 

I — d M d M d L
 m — 8 M d M d L 

dy dz dy dz ' dz dx dz dx ' 

dLdM dMdL 

dxdy dxdy ' 

so ist c o s « = — ^ u. s. w., also sind die Gleicheewichts-

grenzen bestimmt durch 

lX-\-mY-\-nZ 
* ' i /Tä ! 5 I 5 i / «i ! tt« ! rw o 

welcho Gleichung mit L = 0 und M = 0 zusammen zweimal drei 
Werthe von x, y, z ergiebt. Die Best immung einer Coordinate, etwa 
x, genügt, wenn man mit L — 0 und M = 0 die beiden andern aus 
(7 ) eliminirt. 

B e i s p i e l . Schwerer Punkt auf einem gegen die Horizontale geneigten 
Kreise. Der Mittelpunkt des Kreises sei Anfangspunkt, die Axe der x gehe durch 
den horizontalen Durchmesser, die z-Axe senkrecht abwärts, der Neigungswinkel 
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sei 8. Dann ist X = Y = 0 und Z = g, und die Gleichungen des Kreises sind 

L = lü+yü-f-z* = 0, 

M = ys inO — z cos 8 = 0. 

Sie liefern 1 = — 2 ( ^ c o s f t - t - z s i n f t ) , m = 2 x c o s 8 , n = 2xsinft . Eliminirt man 

mit Ilülfe der Kreisgleichungen y und z aus dem Ausdruck für l , so findet sich 

1 = 2 Va'1 — x 2 , und damit nach einer kleinen Hebung 

— sinft = ± J L _ , 
K T + ? 

was man mit Einführung des Reibungswinkels bequemer ausdrücken kann 

— s i n d — ± s i n » . 
a 

Ist (9), der absolute Werth von 8, < 9, so müsste x > a se in ; in dem Be-
zirk, der zwischen 9 = -4-9 und 9 = — 9 l iegt , können also die Grenzlagen 
überhaupt nicht vorkommen; dort herrscht entweder immer oder niemals Gleich-
gewicht. Ist (8) > 9 , so wird 

, a sin tp 
x = ± . a • 

sin 8 

E s giebt demnach zwei Gleichgewichtsbezirke, da bei positivem x zwei Werthe 
von y möglich s i n d ; der eine liegt auf der Seite der -4-y und hat die Grenzen 

asin® „ . asin9 „ 
x = H , y > 0 und x = —J-, y > 0 ; 

s i n d s i n 8 

der andere hat die Grenzen 

, asin9 „ . nsin9 „ 
x = H , y < 0 und x = —¡r- , y < 0. 

s m 9 s i n » 

Die Ausdehnung eines jeden Gleichgewichtsbezirks wird, wenn wir sie durch ihre 

Protection auf die Axe der x bestimmen, proi. («) = s i n 9 ^ ^ ^ _ ^ ^ 
s i n » 

fassen beide Bezirke zusammen den ganzen K r e i s , für (8) < 9 bleibt die Tan-
gentialcomponente der bewegenden Kräf te immer unter dem absoluten Werth der 
Reibungskraf t ; also gilt von den obigen zwei Worten „immer" oder „niemals" 
das erste. 

b) auf F l ä c h e n . Wir könnten die Gleichungen der Gleich-
gewichtsgrenzen analog dem Fall a) niederschreiben; einfacher aber 
ist es, sofort den Reibungswinkel einzuführen. Die Resultante R der 
explicit gegebenen Kräfte mache mit der Normale den Winkel </>; sie 
zerfällt dann in eine normale Componente i i c o s y und eine tangentiale 
Ä s i n y ; die Reibungskraft ist r jRcosy , also Gleichgewicht vorhanden, 
wenn i ?s iny < tjRcos<p, und die Bedingung für die Grenze eines 
Gleichgewichtsbezirks lautet 

(8) rj = tangy . 

Die Gleichung unterscheidet sich, von Gl. (6) nur dadurch, dass 'in ihr 
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k e i n ± Z e i c h e n v o r k o m m t ; das l iegt daran , dass der W i n k e l <p be i 
e i n e r F läche n icht bloss 2 Ers treckungen h a b e n kann , die m i t ± 
u n t e r s c h i e d e n werden k ö n n e n , sondern unend l i ch v i e l e , dass also <p 
hier i m m e r m i t s e i n e m abso luten W e r t h e , pos i t iv zu rechnen ist . 

Gl. ( 8 ) k a n n auch geschrieben w e r d e n c o s y = ^ a ; l au te t n u n 

d i e Gle i chung der Fläche 

( 9 ) L = 0 , 
s o fo lgt 

(10) 
COS (f 

X ^ + Y ^ + Z ^ -
ax äy öz 

dy 

l 

B e i d e Gle i chungen z u s a m m e n b e s t i m m e n e ine Curve, w e l c h e d ie Grenze 
e i n e s Jndifferenzbezirkes ist . A u s ( 1 0 ) k a n n m a n m i t Hül fe v o n ( 9 ) 
e i n e der Coordinaten e l i m i n i r e n , worauf ( 1 0 ) d ie Gle ichung e ines 
Cyl inders ist, der aus der g e g e b e n e n F l ä c h e den oder d ie Indifferenz-
b ezirke herausschneidet . 

Beispiel. Ein schwerer Punkt (a liegt auf einer schiefen Ebene vom Nei-
gungswinkel 9. In der Ebene ist eine kleine Oeffnung 0 angebracht; durch diese 
geht ein elastischer Faden, an den p geknüpft is t ; das andere Ende des Fadens 
ist unterhalb der Ebene in dem festen Punkt A Befestigt, der von 0 gerade um 
die natürliche Länge l des Fadens absteht. Die Kraf t , welche der Faden ent-
wickelt, ist proportional der Verlängerung desselben, und hat den Werth c für 
die Verlängerung auf 2 / ; der Reibungscoefficient des Fadens verschwindet, der 
der Ebene ist ij; welches ist das Gleichgewichtsgebiet? 

Man nehme 0 zum Coordinatenanfang, lege die z- Axe senkrecht abwärts 
und die x-Axe in die Ebene. Dann ist die Gleichung der Ebene 

ysinO — z cosO = 0. 

Hat die Coordinaten x, y, z, so ist r = yx3-hy ,+z i sein Abstand von 0 , und 
da der Faden in seiner natürlichen Länge gerade bis O reicht, ist zugleich r 

seine Verlängerung, also die Kraft, welche er entwickelt, - y - ; diese ist nach 0 

hingerichtet, ihre Richtungscosinus sind also — — , — — , —; demnach ist 
T T r 

p X u. s. w., und da die Schwere mitwirkt wird 

v cx v cy „ cz 
, = f " , I — • 
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Die Gleichgewichtsbedingung wird also 

oder 
r:* 

Setzt man hierin noch y = «cotft, so erhält man 

f i V ( H - V ) c o s 2 » = cot ' d z 2 - * - ( ? n - — ) ' • 

Das ist die Gleichung eines elliptischen Cylinders, dessen Erzeugungslinien der 
y-Axe parallel laufen. Der Gleichgewichtsbezirk hat also die Form einer Ell ipse; 
bestimmt man seine Gleichung in der Ebene der Bewegung, indem man die 
Transformation = z = J s inö einführt, so findet s i c h , ' d a s s die Ellipse ein 
Kreis ist, dessen Mittelpunkt an derjenigen Stelle liegt, wo (i ohne Reibung zur 
Ruhe kommen würde. 

85. Astasie. Ein Punkt heisst a s t a t i s c h , wenn er in jeder zu-
lässigen Lage im Gleichgewicht ist. Wir wollen voraussetzen, dass 
der untersuchte Punkt einer Kräftefunction U unterworfen sei. 

a) Ist dann (i innerhalb eines gewissen Raumes k frei beweglich, 
so ist zur Astasie offenbar erforderlich, dass U im ganzen Räume k 
constant sei, eine Bedingung, die nur durch gewisse Configurationen 
der wirksamen Agentien erfüllt werden kann. Von diesen Configu-
rationen wird später die Rede sein, wenn wir die Anziehung conti-
nuirlich ausgedehnter Körper untersuchen. 

b) Ist fi einer oder zwei Bedingungsgleichungen unterworfen, so 
entsteht die Frage, ob diese genügen können, um ihn astatisch zu 
machen. 

a) Findet keine Reibung statt, so liegt die Bedingung, unter der 
eine Fläche L den Punkt fi astatisch macht, auf der Hand; U muss 
auf der Fläche L constant, also L eine Niveaufläche der Kräftefunc-
tion sein. 

Beispiel: horizontale Fläche für einen schweren Punkt /i. 
Eine Curve, auf der ¡x sich bewegen kann, erfüllt dieselbe Be-

dingung, wenn und so weit sie in eine Niveaufläche von ET fallt. 
ß) Findet Reibung statt, so ist Astasie vorhanden, wenn die In-

differenzbezirke des vorigen Paragraphen sich über die ganze Aus-
dehnung der Fläche oder Curve erstrecken, auf welche /t sich bewegen 
kann. Die Bedingung dafür ist, dass kein Element der gegebenen 
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Fläche oder Curve mit der durch dasselbe gehenden Niveaufläche 
einen Winkel macht, der grösser als der Reibungswinkel ist. 

Analytisch ausgedrückt lautet sie für eine Fläche: 

cosy = 

dL 8F 6_L 8F_ dL 8F 
dx dx dy dy dz dz 1 

i^lRlFiWiEFIFW^ 
und für eine Curve: 

,8F 8F 8F 
l-wt-^ ox dy dz rt 

wo l, m, n dieselbe Bedeutung haben, wie in 84. Fragen der ge-
zwungenen Astasie sind für einen Punkt nicht zu unterscheiden von 
denen des indifferenten Gleichgewichts, und die Definition der Astasie 
selbst stimmt überein mit der Definition des Ausdrucks „Indifferentes 
Gleichgewicht auf der ganzen Ausdehnung der Fessel". 

E. Verallgemeinerte Formen der Bewegungsgleichungen. 
Bisher haben wir die Gleichungen der Bewegung in rechtwinkligen 

Cartesischen Coordinaten aufgestellt und behandelt; jetzt handelt es 
sich darum, Formen derselben aufzufinden, die nicht bloss für Car-
tesische, sondern für beliebig gewählte Coordinaten brauchbar sind. 
Dazu dienen gewisse Sätze, welche die Bewegungsgleichungen in ab-
gekürzter Form zusammenfassen; sie werden P r i n c i p i e n genannt, 
weil sie sich in wenig veränderter Gestalt auf die Theorie eines aus 
beliebig vielen materiellen Punkten zusammengesetzten Gebildes über-
tragen lassen. 

Von hervorragender Wichtigkeit ist es, dass man bei den folgen-
den Untersuchungen, im Fall Bedingungen gegeben sind, die Total-
kräfte (Explicite Kräfte vermehrt um die Normalkräfte der Fesseln) 
von den blossen expliciten Kräften wohl unterscheide. Wir setzen 
daher für den ganzen Abschnitt fest: 

Die Totalbeschleunigungen sollen durch griechische Buchstaben 
3, H, Z ausgezeichnet, die explicit gegebenen Beschleunigungen da-
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gegen mit X, Y, Z bezeichnet werden. Für einen freien Punkt fallen 
beide selbstverständlich zusammen. 

86. Princip der kleinsten Wirkung, /i habe die Beschleu-
nigungsfunction V, welche von der Zeit und den Geschwindigkeiten 
unabhängig ist, die Geschwindigkeit v, die Bahn s. Man denke sich, 
dass ju von einem Punkte s, der Bahn ausgeht und bei einem zweiten 
s, ankommt, und bilde das Integral 

5 , 

In diesem Integral drücke man v durch die Coordinaten aus, was am 
einfachsten geschieht, indem man also w = ]/2(A—V) 
setzt. Nun erreicht f.i die Lage s2 im concreten Fall auf einem ganz 
bestimmten Wege; hätte er, von s, ausgehend, um in s1 anzukommen 
einen andern, dem wahren Weg benachbarten, genommen, so würde 
das Integral P eine Variation erlitten haben. Das recht unpassend 
so genannte Princip der kle insten Wirkung spricht nun den Satz 
aus: Für den wirklichen Weg von fi ist 

( 1 ) ¿j\ds = 0 
»i 

vds ist auf der wirklichen Bahn kleiner 

oder grösser als es auf irgend einer benachbarten Bahn sein 
würde," wenn alle Bahnen unter dem Einfluss der gegebenen ex-
pliciten Kräfte beschrieben würden und vom Punkt s, anfangend in 
s, endigten. 

Beweis. 3, H, Z sind die Componenten der totalen Beschleu-
nigung. Es ist 

(2) 6 P = = ä J < v d s ) = fi*» • d s + v •Sds)-
Nun ist: 

Sv.cls = vSv.dt = dt.6(iv") = —dt.SV= dt(XSx+Y8y+Zdz). 
Ist nun (i frei, so ist X — 3 u. s. w. Ist jtt bedingt, so ist 

3 = X-\-Nx u. s. w., 
aber dann unterliegen die zulässigen Variationen der Bedingung 
Nxdx-+-NySy-{-Nzdz = 0, also ist unter allen Umständen 

(3) Sv.ds = dt(3fa-t-H6y-[- Zdz). 
Ferner ergiebt sich aus ds3 = da'-i-dy^-^-dz* 
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(4) ds.Sds = dx ,ddx+dySdy-+-dz 8 dz — dxdäx+dyddy-t-dzdSz. 

Also nach Division mit dt 

(5) vöds = dSx-1- dSy+ ^dSz. 

In (3) und (5) stehen links die Summanden, welche in (2) unter 
dem Integralzeichen vorkommen. Also 

(6) SP=j" \dt(5Sx+HSy+ZSz)-h^ddx+^dSy+^dS^. 

Hier ist der Ausdruck unter dem Integralzeichen das genaue Diffe-
rential von 

dx dy . dz s 

also 

Da nun die festen Endpunkte s, und s2 sich bei der Variation 
des Bahnstückes nicht ändern, so ist für jeden von ihnen 
Sx — ¿y = Sz = 0, also 

(8) SP = 0, 
was zu beweisen war. 

Die Gleichung sagt aus, dass P auf der wirklich beschriebenen 
Bahn ein Maximum, ein Minimum oder auch ein Maximum-mini-
mum ist. 

Man findet nun häufig in der Litteratur folgenden Schluss: P 
kann kein Maximum sein, weil sich immer Wege angeben lassen, 
auf denen o denselben und ds einen grössern Werth hat als auf dem 
wirklich beschriebenen Weg; also ist P ein Minimum oder ein Maxi-
mum-Minimum. Jacobi macht dazu in den „Vorlesungen" die Be-
merkung: „Zu dem Princip der kleinsten Wirkung muss noch eine 
Beschränkung hinzugesetzt werden; das Minimum des Integrals findet 
nämlich nicht zwischen zwei beliebigen Positionen des Systems statt, 
sondern nur, wenn die Endposition der Anfangsposition hinlänglich 
nahe ist." 

Diese Jacobi'sche Anmerkung bedarf einer Erläuterung. Da die 
Sache für die mechanische Anwendung des Princips gar keine Bedeu-
tung hat, wollen wir sie nur an einem Specialfall erläutern, an dem 
Falle nämlich, wo fi sich auf einer vorgeschriebenen Fläche bewegt, 
während die expliciten Kräfte Null sind. Dann ist, wie bekannt, v 
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constant, das Princip giebt also den Satz 

djds = 0, 

d. h. ¡i beschreibt auf der Fläche kürzeste Linien oder solche, deren 
Länge einen anderen Grenzwerth darstellt. Geht z. B. /i auf einer 
Kugel vom Punkte A nach B, und legt man durch A und B einen 
grössten Kreis, so wird dieser Kreis durch A und B in zwei im All-
gemeinen ungleiche Bahnabscissen zerlegt; die eine ist kleiner, die 
andere grösser als der Halbkreis; die erste ist eine kürzeste, die an-
dere eine längste Linie zwischen A und B. Man denkt nun gewöhn-
lich nur an die kürzere der beiden Bahnabscissen und sagt: fi geht 
auf dem kürzesten Wege von A nach B\ ¡.i kann aber eben so wohl 
auf dem anderen Wege nach B gelangen, und in der That hängt die 
Frage, ob fi den einen oder den anderen Weg wählt, nur von der 
Richtung der Anfangsgeschwindigkeit in A ab; ist diese nach B hin 
gerichtet, so wählt (i den kürzesten, ist sie aber von B weggerichtet, 
so wählt er den längsten Weg. In beiden Fällen ist die Gleichung 

gleichmässig giltig; sie bezeichnet nur in dem einen eine Minimum-, 
im andern eine Maximum-Minimumeigenschaft. Der längere der beiden 
Kreisbogen AB ist grösser als jeder andere Kreisbogen zwischen A 
und B, zugleich aber kleiner als andere benachbarte Wege zwischen 
A und B, die nicht Kreisbogen, sondern z. B. Zickzacke sind. In 
der That ist j a das Princip ohne jede Rücksicht auf die Länge des 
Weges bewiesen. Jacobi's Bemerkung trifft also nicht die Gleichung 
(1) sondern nur das Wort „Minimum". Gl. (1) gilt für jede Länge 
des wirklichen Weges, aber sie ergiebt ein Minimum für P nur dann, 
wenn der Weg eine gewisse Länge nicht überschreitet; im andern Fall 
kann sie aussagen, dass P ein Maximum oder Maximum-Minimum 
wird. So wird auch z. B. bei der planetarischen Ellipsenbewegung P 
ein Minimum oder ein Maximum, je nachdem der Endpunkt B des 
betrachteten Bahnstücks vom Anfangspunkt A um weniger oder mehr 
als die halbe Ellipse absteht. 

Für die Anwendung des Princips zur Bildung von Gleichungen 
ist es nun ganz belanglos, ob P ein Maximum oder Minimum sei; 
denn die Gleichung, in der es ausgedrückt wird, sagt nicht, dass P 
ein Minimum ist, sondern sagt, dass die Variation von P verschwindet, 
und dieser Satz, dass die Variation verschwindet, besteht auf alle Fälle. 
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A n w e n d b a r k e i t d e s P r i n c i p s . Dasselbe giebt eine Eigen-
schaft der von /< beschriebenen Bahn an, kann also direct benutzt 
werden, um die Differentialgleichungen der Bahn festzustellen. Da 
Zwangskräfte zu SSx+llSy+Zöz den Beitrag Null liefern, gilt es 
auch für gezwungene Bewegungen, so weit bei diesen überhaupt von 
Variation der Bewegung die Rede sein kann. 

B e i s p i e l a) Centraibewegung. Die Beschleunigungsfunction sei F = j f ( r ) d r . 

Dann ist )• = V'2(/i— V), ferner in Polarcoordinaten ds — (/dr'1-\-r'dW, also 

P=fdr V-2 (h — V) — jkdr, 
>i r, 

wo K zur Abkürzung steht. Dabei ist 8 als die abhängige Variable angesehen. 
Die Kegeln der Variationsrechnung geben 

a v * ) 
dK 

Da i» in V nicht, vorkommt, ist - ^ r - = 0 ; ferner ov 
BK VW — V) d» 

Also wird aus 8 P = 0 

VW-V) ,< /» . < / 8 » \ n 

dT ~dr~ ^ = MS)' 
Integrirt man nach dem aus der Variationsrechnung bekannten Verfahren durch 

Theile, so dass ( • dr den einen Theil bildet, so findet sich, da 89 in den J dr 
Endpunkten Null ist, 

Mir 
also, wenn c die Integrationsconstante, 

d. i. die Bahngleichung 59 . , 10. 
B e i s p i e l b) Wir wollen das Princip noch verwenden, um den Zusammen-

hang zwischen der Krümmung der Bahn und den Normalkräften beim freien Punkt 



254 Dynamik des Punktes. 

darzulegen. Dort ist 
j j « i j 

Slvds = ol V ' 2 ( A ^ F ) ^ < / x 2 - M / - M i 2 = 0. 

j i » , 

Die Ausführung der Variation giebt, wenn man nach dem Differentiiren der 

Kürze wegen wieder v statt V'2 (h — V) und ds statt ^dx1-\-dy'1-\-dz- schreibt 

/ * [ ! ( » , + * , , + « , ) * + . ] = o. 

»i 
Im zweiten Posten giebt die Integration durch Theile 

«i »i 
und entsprechend in y und z. Dabei ist 8x2 = 8xi = 0, der Posten vor dem In-
tegralzeichen fällt also fort. Führt man das übrige in die vorige Gleichung ein, 
so kann diese nunmehr, da Sx, 8y, 8z vollkommen willkürlich sind, nur dann er-
füllt sein, wenn die Factoren von Ix, hy und 8z an sich verschwinden. So er-
hält man 

Xds ,( dx\ Yds ,( du \ Zds ,( dz \ 

Drückt man r durch x, y, z aus, so folgt, eine der Gleichungen aus den beiden 
andern, und alle zusammen sind die Gleichungen der Bahn. Führt man die 
Differentiation nach s aus, so kommt in x 

X_ _ d-x dx_ dv_ _ ^ jPx_ dx —1 dV 
v ds2 ds ds ds2 ds J/2 (h V) ds 

also 

und ebenso 

— d'ix 1 dx dV 
ds'£ v ds ds 

X— 2 «*'* dx dV 

ds2 da ds 

Y _ d'y rfy <iv 
ds2 ds ds 

,, , dh dz dV Z = v' 
ds2 ds ds 

dV dx dV 
ist aber die Tangentialbeschleunigung, — — — die x-Componente 

derselben. Ziehen wir also — von X ab , so bleibt die x-Componente 
da ds 

der Normalbeschleunigung übrig, die wir früher mit u,. bezeichnet haben. Nennen 
wir die drei Componenten von Ük der Reihe nach vx , v0, vs, so folgt 

V X _ d*x_ 
v2 — ds2 ' 

t>2 ds2 ' 
_ dh_ 

t>2 — da1 
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Ist p der Hauptkrümmungsradius der Bahn, so ist bekanntlich, wenn ds das un-

abhängige Increment ist, — = y "+" ( ^ ) + ' Man kann also, 

J V V V 
indem man — die Krümmung der Bahn nennt, die drei Grössen —%-, —%-, —5-

p 0 v v' v' 
als C o m p o n e n t e n der K r ü m m u n g auffassen. 

Man kann die allgemeinen Gleichungen der Bewegung auch auf das Princip 
der kleinsten Wirkung gründen, bequemer aber und allgemeiner gelangt man zu 
ihnen durch die Principien, zu welchen wir uns jetzt wenden. 

87. D'Alemberts Princip für einen Pnnkt. Sind S, H, Z 
die Axencomponenten der Totalbeschleunigung, (explicite -+- implicite), 
so lauten die Gleichungen der Bewegung 

( D M - » - * . » - - § - = 0 , 0 . 

Diese drei Gleichungen lassen sich folgendennassen in eine zusammen-
fassen : Wir verstehen unter Sx, Sy, Sz drei Grössen, die vorläufig keine 
andere Eigenschaft haben, als die, vollkommen willkürlich zu sein. 
Dann sagt die Gleichung 

genau so viel, wie die drei Gleichungen (1) zusammen. Denn sie 
folgt aus ( 1 ) , und sie kann, da die drei S vollkommen willkürlich 
sind, nur dann erfüllt sein, wenn die Factoren der drei S einzeln 
gleich Null sind, d. i. wenn die Gl. (1) erfüllt sind. 

Die Willkürlichkeit der in Gl. ( 2 ) vorkommenden Sx, Sy, Sz geht 
so weit, dass man sich z. B. unter Sx auch ein Kilogramm Eisen vor-
stellen kann. Wir wollen nun festsetzen: wir verstehen unter Sx, Sy, Sz 
drei, den Coordinatenaxen parallele, virtuelle*) (d. h. mit den etwaigen 
Bedingungen verträgliche) unendlich kleine Verrückungen, die wir 
zur Zeit t an p anbringen. Dann nimmt Gl. (2) eine einfachere 
Gestalt an. 

E r s t e r F a l l , /t sei ein f r e i e r Punkt. Dann ist jede unendlich 
kleine Verrückung, die wir dem fi ertheilen, virtuell, Sx, Sy, Sz sind 
also ganz unabhängig von einander. Zugleich sind sämmtliche Kräfte 

*) Virtuell heisst ursprünglich: „bloss gedacht". Im mechanischen Sprach-
gebrauch hat aber das Wort allmälig die Bedeutung von „mit den vorhandenen 
Bedingungen verträglich" angenommen; wir setzen fest, dass' wir es in diesem 
Sinne gebrauchen. 
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S, H, Z explicite an fi gegeben, und haben die Werthe X, Y, Z. 
Gl. (2) lautet also dann 

und in ihr sind ix, iy, iz nach den Axenrichtungen willkürlich zu 
wählen. 

Zweiter Fall , fi sei an eine Fläche ohne Reibung gefesselt, 
oder die Reibung sei als Bestandteil von X, Y, Z explicite darge-
stellt. Zwei Fälle sind möglich: 1) die Fesselung ist allseitig, dann 
gilt unter allen Umständen für die Coordinaten von /x eine Gleichung 
L = 0; 2) die Fesselung ist einseitig; dann kann sich fi nach einer 
Seite des Raumes von der Fläche entfernen. In dem Theil des Raumes, 
wo die Fessel nicht wirkt, ist aber ¡x dann frei, das Gesetz seiner Be-
wegung also schon so eben erledigt; wir brauchen hier nur den Fall zu 
betrachten, wo die Fessel wirklich angespannt wird, also wo die Glei-
chung L = 0 gilt. In beiden Fällen ist also die Gleichung L = 0 
als unbedingt gültig vorauszusetzen. Es ist nun in unserer früheren 
Bezeichnung S— X-t-Nx u. s. w. Gl. (2) wird also 

Hierin ist aber, wenn ix, iy, iz virtuelle Verrückungen sind, von 
selbst 

^Jx+N,Jy-hNJz = 0, 
weil N senkrecht auf der Fläche, also auch senkrecht auf der Ver-
rückung ydx'-i-äy'-^-Sz3 steht. Also bleibt 

d. i. dieselbe Gleichung, wie beim freien Punkt. Vorausgesetzt ist 
aber, dass ix, iy, iz virtuell seien. In Folge dessen sind ix, iy, iz 
nicht mehr ganz willkürlich, sondern eine von ihnen ist bestimmt, 
wenn die zwei andern willkürlich angenommen werden. In der That 
kann man aus L = 0 die Gleichung 

ableiten und kann mit Hülfe dieser Gleichung eines der drei i aus 
(3) eliminiren. So findet man z. B. durch Elimination von iz 
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(5) 

0 = Y tPa ( 7 d*z\ 
dL 
dx 

~dL 
dz 

dL 
y d\j ( 7 d'z\ dy 

dt* V dt') dL 
dz 

dx 

dy. 

Hierin sind nun Sx und dy ganz willkürlich, also ihre Factoren gleich 
Null zu setzen, wenn die Gleichung erfüllt sein soll. Damit erhält 
man zwei Gleichungen, welche, mit L — Ö zusammengenommen, die 
Bewegung von /tt bestimmen. Gl. (3) ist also auch in diesem Falle 
nicht bloss richtig, sondern liefert auch ein Verfahren zur Herstellung 
der Bewegungsgleichungen. Dies Verfahren ist practisch identisch mit 
dem Lagrange'schen. Denn, wenn wir noch aus den in (5) enthaltenen 

dz d'z 
Ausdrücken z, und eliminiren, so brauchen wir dazu die 

Gleichungen L = 0, = 0, d'L 
dt» 0, und nach Einführung der-

selben bekommen wir die Bewegungsgleichungen in x und y, wo sie 
nothwendig dieselbe Form haben müssen, wie in 76. nach der Elimi-
nation von A, weil dieselben Gleichungssysteme zur Elimination benutzt 
werden. Als dritte Bewegungsgleichung dient L = 0. 

D r i t t e r Fa l l : ¡x sei an eine Curve ohne Reibung gefesselt. 
Dann haben wir wieder die Normalbeschleunigungen Nx, Ny, Nt zu 
den expliciten Beschleunigungen X, Y, Z hinzuzufügen, um die Total-
beschleunigungen zu erhalten. Und wieder ist NxSx-\-NsSy-^-Ntäz = 0, 
also die Gleichung (3) richtig, wenn wir voraussetzen, dass die Ver-
rückung, deren Componenten dx, dy, dz sind, virtuell sei, also auf der 
v o r g e s c h r i e b e n e n Curye erfolge. 

Mittels der Gleichungen der Curve, L = 0 und M=0 kann man 
zwei von den Variationen <$x, dy, dz eliminiren, erhält also eine Be-
dingungsgleichung analog (5), in der nur noch e i n e willkürliche Ver-
rückung, etwa dx, auftritt. Der Factor derselben ist gleich Null zu 
setzen; damit hat man eine Gleichung der Bewegung; zusammen mit 
L = 0 und j l / = 0 bestimmt dieselbe die Bewegung von (.i. 

Nach dem Vorstehenden können wir die Bewegungsgleichungen 
eines freien und eines reibungsfrei gefesselten Punktes zusammenfassen 

B u d d e , Mechanik. I . 17 
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in den Satz 

in welchem X, Y, Z die exp l i c i t en Beschleunigungen, Sx, Sy, äz aber 
v i r t ue l l e Verrückungen bedeuten. Derselbe heisst das d 'A lember t ' -
sche Pr inc ip . 

Sind Reibungshindernisse vorhanden, so ändern dieselben offenbar 
nichts an der Thatsache, dass Nxdx-\-NvSy-\-N,dz = 0 ist; der Satz 
bleibt also bestehen, wenn wir die Re ibungsk rä f t e zu den ex-
pl ic i t gegebenen K r ä f t e n h i n z u r e c h n e n , aber nur dann. 

88. Hamilton 's Princip. Wir setzen nunmehr voraus, die 
Kräfte /.iX, fi Y, fiZ besitzen eine Kräftefunction U, in welcher 1) die 
Coordinaten und Grössen, die sich durch die Coordinaten ausdrücken 
lassen, wie Abstände, "2) die Zeit vorkommen dürfen. Dagegen 
schliessen wir den Fall aus, dass U auch die Seitengeschwindigkeiten 
von ju enthalte. Die lebendige Kraft des Punktes fi werde mit T 
bezeichnet, und 6 sei eine virtuelle Variation. Dann ist das d'AIem-
bert'sche Princip gleichbedeutend mit dem kürzeren Satze. 

(1) öj'(T—U)dt = 0. 
0 

Wir sagen zuerst, was der Satz bedeutet: Unter dem Einfluss der 
vorhandenen Kräfte bewegt sich /.i von dem willkürlich zu wählenden 
Augenblick t = 0 bis zu einem zweiten Augenblick t = i, aus einer 
ersten Lage in eine zweite, und in jedem zwischenliegenden Augen-
blick t hat er thatsächlich eine bestimmte Lage x, y, z. Denken wir 
uns nun, er sei zur Zeit t in die Lage (^c+Jx), (y-\-dy), (z-t-«fe) ge-
bracht, wo dx, Sy, ¿z virtuelle Verrückungen sind, so würde er, wenn 
wir ihm in jedem Augenblick zwischen 0 und tl eine derartige Ver-
rückung ertheilen, während wir für die Augenblicke 0 und tx selbst 
keine Abänderung eintreten lassen, eine andere Bahn zwischen den 
gleichen Endpunkten oder auch dieselbe Bahn mit anderer Geschwin-
digkeit beschreiben, als thatsächlich der Fall ist; es wird also das 

Integral (T-U)dt eine Variation erleiden; diese Variation ist 
u 

oben mit ä (2 1 —U)dt bezeichnet, und unsere Gleichung sagt aus, 
0 

dass sie verschwindet, wenn sie an der wirklich beschriebenen Bahn 
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angebracht wird; m. a. W. der Punkt (i beschreibt vermöge der ge-
gebenen Kräfte diejenige Bahn mit derjenigen Geschwindigkeit, für 

r* i 
welche (T-U)dt ein Minimum oder ein Maximum wird. 

0 
Dabei ist vorausgesetzt, dass die Verrückungen virtuell sind; ist 

also fi frei, so sind dx, dy, dz willkürlich; ist es an eine Fläche ge-
bunden, so muss die variirte Bahn in der Fläche bleiben; ist es an 
eine Curve gebunden, so kann die Variation nur darin bestehen, dass 
für n zur Zeit t auf der Curve eine andere Lage angenommen wird, 
als die thatsächlich vorhandene, m. a. AV., dass /( seine Bahn mit ver-
änderter Geschwindigkeit beschreibt. 

Wir beweisen nun den obigen Satz durch directe Ausführung der 
Variation. Es ist 

also 

|~ dx dSx dy dSy dz ddz ] 
W ^Idt dt ^ dt dt ^ dt' dt]' 

fi'rrt,. C'( dx dSx dy ddu dz ddz \ , (4) d j Tdt = p J ( — — + - J L 
0 u 

Rechte werde die aus der Variationsrechnung bekannte Integration 
durch Theile ausgeführt, z. B. in x 

® f w ^ = ( M - ( M - / 4 * 
0 u 

Für den rechts ausserhalb des Integrals stehenden Theil ist dx sowohl 
in der Anfangs- wie in der Endlage gleich Null, weil beide Lagen 
als fest angenommen sind; also bleibt rechts bloss das Integral übrig. 
In y und 2 ergiebt sich ganz Entsprechendes, und damit wird 

(6) ¿ f T d t ^ - v f l ^ S x + ^ L & y + ^ ^ d t . 

Ferner ist 

^ »TT ÖU A 6 Ü X _L_ d U S 
( 0 ä U = = - d ^ ^ - d f ^ - d T * 2 -

Auf die etwaige Anwesenheit von t in U ist dabei keine Rücksicht 
zu nehmen, weil der Fluss der Zeit nicht variirt werden kann, dt also 

17* 
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immer Null ist, wenn wir dem dt in allen Fällen willkürlich die 
gleichen Werthe beilegen. 

Folglich ist 

(8) 

du au dü Y v „ 
und da nun die Kräfte fiX, /t Y, fiZ 

sind, da ferner die Gleichheit der beiden Seiten von (8) in jedem 
Augenblick stattfindet, und die unabhängigen Variationen von Augen-
blick zu Augenblick willkürlich variirt werden können, so ist die 

r' Gleichung <J f (T— U)dt = 0 gleichbedeutend mit 

also mit dem d'Alembert'schen Princip; folglich ist sie erfüllt. 
Gl. (1) heisst das H a m i l t o n ' s c h e P r i n c i p . 
Gl. (6) gilt unter allen Umständen; besitzen X, Y, Z keine Kräfte-

function, so folgt 

S f'Tdt—[if'dt(Xfa-h Yäy+ZSz) = 

0 
d. h. 

Sj' Tdt—nf'dt(Xfa-h YSy+Zdz) = 0. 
0 0 

Das können wir aber so ausdrücken: 
Das H a m i l t o n ' s c h e P r i n c i p g i l t auch f ü r K r ä f t e , die ke ine 

K r ä f t e f u n c t i o n h a b e n , wenn w i r nu r U a ls e in Symbo l be-
t r a c h t e n , welches n a c h den Rege ln der V a r i a t i o n s r e c h n u n g 
zu m a n i p u l i r e n i s t , und wenn wir nach A u s f ü h r u n g der 

V a r i a t i o n — d u r c h uX u. s. w. e r se t zen . ax 
Die Identität (6) besteht immer für beliebige Variationen zwischen 
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zwei bestimmten Endpunkten; im Satz (1) aber muss die Variation 
S in allen Fällen eine v i r t u e l l e sein, weil das d'Alembert'sche Prin-
cip voraussetzt, dass die in ihm auftretenden S virtuell sind. 

89. Bewegungsgleichungen in beliebigen Coordinaten. 
Aus dem Hamilton'schen Princip lassen sich die Gleichungen der Be-
wegung ableiten. Dass das in dreiaxigen cartesischen Coordinaten 
möglich ist, bedarf nicht mehr der Erwähnung, denn die Ableitung 
ist j a im vorigen Paragraphen schon vorgenommen; es geht aber auch 
dann, wenn die Coordinaten ganz beliebig mit der einzigen Bedingung 
gewählt sind, dass sie unabhängig von einander seien, d. h. dass man 
eine von ihnen variirt denken kann, ohne dass deshalb die andern 
nothwendig eine Variation erleiden. Diese Anwendung des Hamil-
ton'schen Princips lässt sich deshalb machen, weil T und U von 
der Wahl des Coordinatensystems unabhängig sind, und auf ihr be-
ruht seine Wichtigkeit. 

Es sei nun ein Coordinatensystem der y>, xp, % gegeben, wo <p, xp, % 

irgend welche von einander unabhängige Grössen sind. Wir betrachten 
(i zunächst als frei. 

Wir haben jederzeit 

« '-»[&)'+fflAZ)'] 
und 

Dabei sind etc. bekannte Functionen von <p, xp, x-

Substituirt man (2) in (1) so erhält man T als h o m o g e n e F u n c -
t i o n z w e i t e n G r a d e s von g>, xp, Dasselbe kann man auf einem 
später zu erläuternden Wege direct erhalten. 

Wi r bilden nun die Hamilton'sche Variation 

¿j'(T—U)dt. 

o 
Es ist 

wo das Summenzeichen abkürzend anzeigen soll, dass die ent-
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< = 0 

2 6 2 Dynamik des Punktes. 

sprecheiiden Ausdrücke auch in ip und / zu bilden und zuzufügen 

sind. Hierin kann, da dt keine Variation zulässt, statt i - ^ - gesetzt 

werden ^ f ^ , und es wird mittels der Integration durch Theile dt 

f dT dSif ( dT , \ ( 8T , \ J ^ H i i l l ^ I 
Hierin ist rechts der vom Integralzeichen freie Antheil gleich Null, 

weil bei der Hamilton'schen Variation der Anfangs- und Endpunkt 
der Bahn unveränderlich gedacht wird, also d<p für t = 0 und für 
t = t verschwindet. Führt man die Umformung (4) in die Hamilton'-
sche Variation ein, so findet sich demnach 

Da 6(p, Sip, Sx jederzeit willkürlich sind, so kann diese Gleichung 
nur erfüllt sein, wenn für jede der freien Coordinaten eine Gleichung 
besteht 

fK\ d ( dT \ dT au 
d t ^ d ( d ( p y d(f d(p' 

dt 
und diese Gleichung is t die Gleichung der Bewegung fü r d i e 
Co Ordinate <p. Es stehen ihr zwei ganz entsprechende Gleichungen 
in ip und % zur Seite. Vorausgesetzt bleibt, dass eine Kräftefunction 
U existirt, welche die Zeit enthalten darf, aber nicht die Geschwin-

digkeit A 

Um sich über die Bedeutung der Gleichung (6) ganz klar zu sein, 
muss man im Auge behalten, dass das T in ihr nichts anderes be-
deutet als den iden t i s chen Ausdruck für die lebendige Kraft, der 
aus der Na tu r des gewäh l t en C o o r d i n a t e n s y s t e m s hervorgeht, 
von den speciellen Bedingungen des Problems aber unabhängig ist. 
Ein Beispiel wird dies erläutern: 
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B e i s p i e l . Gleichungen der Bewegung in Polarcoordinaten. W i r setzen 

x = reosep, y = rsintpcosf), z = r sin tp sin 9. 

Dann ist 

dx dr da 
—— = cos®—; rsintp —!- . 
dt T dt T dt 

du . „ dr 
- p - = sintpcos» - — 
dt T dt 

d*.p, 
UT dt 

d » 
— s i n s p s i n f t - ^ - - t - r c o s t p s i n f t - ^ + r s i n ^ c o s ® 

Quadrirt man die drei Gleichungen, addirt und multiplicirt mit so findet 

sich 

als der identische Ausdruck für die lebendige Kraft in Polarcoordinaten. Es ist 
sonach für die Anwendung von Gl. (6) 

BT dr BT (d<f\> . . fd%y 
= -dT' ~gr = r { i r ) { -

> ( t ) 
BT 2 

~ ^ at 
8T . . /</ay 

BT . 2 d a 
- / T e r = ^ s m 2 < p ¿ r 

Und die Gleichungen der Bewegung werden 

(8) 

d*r r ( d f Y , • i (MVI <>u 

d ( „d9\ . . (d%y du 

d ( , . „ dt \ B V 

Es wird oft v o r t e i l h a f t sein, die Differentiation nach t, wie hier in der zweiten 
und dritten Gleichung, unausgeführt hinzuschreiben, weil die betreffenden Aus-
drücke dann sofort als vollständige Differentialquotienten kenntlich sind. 

Selbstverständlich kann man in Gl. ( 6 ) schreiben 

_ d ü _ = d ü dx 8U dy QU dz 

d(f dx dep dy d<p dz d(p 

„ dx Tr dy „ dz 

wo Gl. ( 6 ) dann lautet: 
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/o\ d / dT \ dT dx , vdy , „dz (9) ^ ( j p ^ y J - s t = ^ 
und nach der Schlussbemerkung von 88. gilt diese Gleichung nun 
auch, wenn die Kräfte fiX etc. keine Kräftefunction U besitzen. Sie 
ist also der allgemeinste Ausdruck der Bewegung eines Punktes in 
willkürlichen Coordinaten. 

Man nennt Gl. (6) oder (9) die zwei te L a g r a n g e ' s c h e Form 
der Bewegungsgleichungen. (Die erste Form sind die GL der Bewegung 
in x, y, z des § 48. oder das d'Alembert'sche Princip.) Sie ist mit 
ihren später zu erwähnenden Verwandten die wichtigste, weil allge-
meinste Gleichung der ganzen Dynamik. 

Ist nun der Punkt [i nicht frei, sondern Bedingungen unterwor-
fen, so besitzt er nicht mehr drei freie Coordinaten, sondern nur zwei 
oder eine, je nachdem eine oder zwei Bedingungsgleichungen vorhan-
den sind. (Wir sagen: „f.i hat einen, zwei oder drei Grade der Frei-
heit," je nachdem zwei, eine oder keine Bedingungen vorhanden sind.) 
Bei zwei Freiheitsgraden ist die dritte Coordinate durch die beiden 
andern bestimmt, bei einem Freiheitsgrade genügt eine Coordinate, 
um alle drei zu bestimmen. Wir brauchen uns also, um die Be-
wegung von jit zu bestimmen, nur um so viele Coordinaten zu küm-
mern, wie Freiheitsgrade vorhanden sind. 

Diese f r e i en C o o r d i n a t e n wol len wir nun s t e t s so ge-
w ä h l t denken , dass sie die v o r h a n d e n e n Bed ingungen iden-
t i sch e r fü l l en . Dann giebt es für sie keine Bedingungsgleichungen 
mehr; es kann also auf sie ohne Weiteres die Gleichung (6) oder (9) 
angewendet werden, und damit ist dann das Problem, die Differential-
gleichungen der Bewegung eines beliebig gefesselten Punktes herzu-
stellen, durch die Formeln (6) und (9) in allen Fällen gelöst, wo wir 
die Kräfte X, Y, Z, bezw. die Kräftefunction U kennen. 

Als Coordinaten, welche den vorhandenen Bedingungen identisch 
genügen, können offenbar immer dienen 1) Theile der Fläche oder 
Curve, auf welcher sich fi bewegt, 2) Winkel, durch welche derartige 
Theile bestimmt werden. Z. B. der Winkel <p, auf den wir das Bei-
spiel in § 83. transformirt haben, war eine solche Coordinate und eben 
deswegen so brauchbar. 

Man bemerkt nun übrigens, dass Gl. (9) noch drei Defecte hat: 
1) sie recurrirt auf den Ausdruck der Kräfte in x,y,z-, 2) sie giebt 
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k e i n e A n w e i s u n g dafür, wie T in <jp, xp, % a u s z u d r ü c k e n ist , ausser 

d u r c h Gleichung ( 1 ) u n d ( 2 ) , also wieder m i t R e c u r s a u f x, y, z: 

3 ) sie l iefert keine Normalkriifte , also a u c h k e i n e n A u s w e i s über die 

R e i b u n g . Diese Defecte sollen z u s a m m e n in § 9 1 . abgeste l l t w e r d e n . 

V o r e r s t a b e r zeigen wir die B e d e u t u n g von ( 6 ) u n d ( 9 ) a n einigen 

9 0 . Anwendnngen. 1) K e p l e r ' s c h e C e n t r a i b e w e g u n g i n P o l a r c o o r -
d i n a t e n . Das anziehende Centrum sei der Anfangspunkt O, r und <p seien die 
Polarcoordinaten in der Ebene der Bewegung. Ist m die Masse von 0 , so ist 

die Kräftefunction • 
r 

Also ^ - = — t t -—- , = 0 ; die Gleichungen der Bewegung erhalten 
dr r' <7<p 

wir aus Gl. (8) des vorigen Paragraphen, wenn wir alles auf 9 bezügliche fort-
lassen 

Die zweite dieser Gleichungen liefert sofort das Princip der Flächen; sie giebt 
nämlich 

(3) r 3 - ^ = const. 
dt 

und ^ r 2 ist die Sectorengeschwindigkeit. Setzen wir die Constante = c und 

elininiren mit ihr aus (1), so kommt 

<Pr c1 m 

~di} T3 

multiplicirt man mit und integrirt, 

1 (±.Y = _ . I . J L + ± 
* V d t ) 2r3 r 2 ' 

wo -g- die Integrationsconstante, 

Sezt man darin — = z, so läuft die Behandlung weiter, wie in 61 . 

2) Schwerer Punkt auf einem verticalen Kreise , der gleichförmig um seinen 
ve'ticalen Durchmesser rotirt. Als Coordinate, die den Bedingungen des Pro-
blims identisch genügt, führen wir den Winkel 9 ein, welchen der nach |x ge-
zogene Radius mit dem vertical abwärts gehenden Radius des Kreises macht. Ist 
o 1er Radius des Kreises, so ist — ¡ i g a c o s y die Kräftefunction. 

Die constante Rotationsgeschwindigkeit sei u>; dann ist der Drehungswinkel 
ft les Kreises, von irgend einer festen, durch den Mittelpunkt gelegten Vertical-
Elene ab gemessen, gleich mt, und die lebendige Kraft von ¡1 ist, wie man leicht 
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findet 

(1) T = ( a - J - ) V - J - ( a « r i n T ) * . 

Also 

(2) 
ST 

= dt (3) 
ST 
dtp 

Demnach die Gleichung der Bewegung nach Weglassung des Factors f « 

dH 
(4) a f — aoi 'shupcostp— ^sintp. 

dt' 
Die erste Integration dieses Ausdrucks liegt auf der I land; die zweite giebt einen 
Ausdruck für t in elliptischen Integralen, also periodische Bewegungen, Umläufe 
oder Schwingungen um die Gleichgewichtslage. Letztere ist bedingt durch 

d? y 
di' •• 0, also 

COS<p0 : 

Verschwindet y gegen atu Jcostp, so wird costp0 = 0, also fällt die Gleichge-
wichtslage in den horizontalen Durchmesser des Kreises; die Integration von (4) 
liefert, wenn ysintp fortgelassen wird, 

= +u>'sin5<f> + c, 

wo c aus den Anfangsbedingungen zu bestimmen ist. Es folgt, wenn ^ = <p, 

dtp —</<}> dt •• 
V2c 

Fig. 42. 

2sin2tp ^2(H-u>2 — u>3sin2i{/ 
eine Gleichung, die der für die Schwingungen des einfachen Pendels ganz analog 
is t ; das weitere wie bei diesem; nur ist auf den Unterschied zu achten, dass 
beim Pendel , nachdem seine Gleichung auf die vorstehende Form gebracht ist, 

den halben, hier aber den ganzen Ausschlagswinkel bedeutet. 
3) (i bewegt sich auf einem Rotationsparaboloid aus der Classe der ellipti-

schen Paraboloide mit verticaler Axe und mit dem Parameter p; es sollen die 
Gleichungen seiner Bewegung aufgestellt werden. 

Als unabhängige Coordinaten wählen wir 1) den 
Winkel 0 , welchen die durch und die A i e des Pa-
raboloids gelegte Ebene mit einer festen Ebene macht, 
2) den Winkel 9 , welchen der vom Brennpunkt aus 
nach (j. gezogene Radiusvector mit der Axe einschliesst. 
Denken wir uns den Brennpunkt zugleich als Aus-
gangspunkt eines rechtwinkligen Coordinatensystems, 
dessen s-Axe mit der abwärts gerichteten Axe des Pa-
raboloids zusammenfällt. 

In Polarcoordinaten ist die Gleichung des Para-
boloids 

r — 1+cos tp ' 
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wenn 9 von der negativen i-Axe ab gezählt wird. Zugleich ist dann 

x , + y 1 — i-2sin «p2, z = —rcostp, 

und wir können willkürlich die Fundamentalebene so wählen, dass 

x :y = cosft : sind 
wird. Dann wird 

psintpcosft p sin tp sin 9 pcostp 
l - f -cosy ' ^ H-cos<p ' Z l-|-cos<p 

und wenn wir diese Werthe in die cartesische Gleichung des Paraboloids ein-
setzen, reducirt sie sich auf eine Gleichung zwischen 9 und 9; da aber keine 
für das Paraboloid charactcristische Beziehung zwischen 9 und 8 existirt, muss 
sie identisch erfüllt sein, sonst wäre sie nicht möglich. Wir brauchen also die 
Gleichung des Paraboloids in x, y, 2 gar nicht zu bilden, brauchen aber die obi-
gen Gleichungen um T zu eruiren. Sie geben 

^ p c o s » - ^ - - / > s i n < p s h i » - ^ -

dt H - c o s y ' 

. d<f . </» 
P sin o —r- -f-p sin 9 cos ö —¡— 

dy dt r T dt 

dt 1+costp ' 

(1 -I- 2 cos . p sin 9 dz dt 

Daraus 

T = 

dt (l-l-costp)* 

M (l-Hcos<p)3 \dt' 2(l-f-costp): i V dt / 

Die Kräftefunction U ist — t t g z oder „ 9PC0S,f m Damit werden die (jleichun-
r H - c o s y 

gen der Bewegung nach Weglassung des Factors (xp' 
d |~9 l+2costpsinJ (p d<p __ / ¿9\ 2 d / l-|-2cos9sin29 \ 

~dT L (TTcos?)1 dt~ J \dT' ~cty \ (H-COS9)5 ' 

(d » \ 2 d f" p ssin29 "1 g d f C0S9 \ 
~dT) L 2(i-i-cos<p)2-I ~ ~~ y v H-COS9' ' 

dt L (l-t-cos?)2 dt J — 

Die zweite giebt, wenn e eine Constante 

db = ( l + c o s y ) » 

dl sin29 ' 

und wenn man dies in die erste einsetzt, so ist jene auf eine Differentialglei-

chung zweiter Ordnung in 9 reducirt. 

91. Reduction des Lagrange'schen Verfahrens auf die Auf-
stellung der characteristischen Gleichungen des Coordinaten-
systems; Normalkräfte und Reibung. 

a) Z u s a m m e n s e t z u n g etc. in s c h i e f w i n k l i g e n Coord i -
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n a t e n s y s t e m e n . Neben dem rechtwinkligen System der x, y, z sei 
ein schiefwinkliges der / , g, h mit demselben Anfangspunkt gegeben; 
ein und dieselbe Kraft R soll im einen X, Y, Z, im andern F, G, H 
heissen, ein und dieselbe willkürliche Verrückung soll im ersten die 
Componenten 8x, 6y, 8z, im zweiten 8f, 8g, 8h haben, und die Projection 
der Resultante Sx-^-Sy-^f-Sz auf die Richtung von R sei 8r. Es sei 

cos(^f, K) = a 
(1) cos ( h , f ) = b 

cos(/,sO == c. 

Es sind dann F, G, H die Ortscoordinaten eines Punktes, der um R 
vom Anfangspunkt absteht, X, Y, Z dieselben im System der x, y, z. 
Also nach den Regeln für die Coordinatenverwandlung: 

X = cos ( / , «)G+cos(A, x)H 
(2) Y = cos(/,y)F+cos(g,y)G-hcos(h,y)H 

Z = cos(/, z)F-j-cos(g, z) G-\-cos(h, z)H. 

Quadrirt und addirt man die drei Gleichungen und berücksichtigt 
dabei, dass 

(cos/, «) a4-(cos/ , y)'-h cos(/, 2)* = 1 u. s. w ., 
cos(ß, x)cos(h, x)+cos(g, y)cos(h, y)-+-cos(g, z)cos(h, z) = a u. s. w. 

so findet man 
(I) Rt = Ft+Gi+H1+2aGH+2bHF+2cFG 

als Gleichung für die Länge der Resultante von F, H und G. 
Ebenso sind 8f, 8g, 8h die Ortscoordinaten eines Punkts, der im 

System der x, y, z die Coordinaten 8x, 8y, 8z besitzt. Also 

(3) 8x = cos (J , x~).8f-\-cos{g, x)8g-{-cos(h, x)8h u. s. w. 

Multiplicirt man die drei Gleichungen (3) mit den (2) der Reihe nach 
und addirt, so findet sich 

f ß<fr = F8f+G8g+H8h+a(H8g+G8H) 
1 +b(F8h+H8f)+c(G8f+F8h) 

als Gleichung für die Arbeit im schiefwinkligen System. 
! Liegt R mit F und G in derselben Ebene und macht mit F den 

Winkel e, mit G den Winkel so ist 
F= Rcose—cG 

. Ö = Rcos£—cF. (4) 
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Löst man nach F und G auf, so findet sich 
COS£— CCOSf 

(III) 
F= R 

G = R 

1—ca 

cosf—ccose 
1—c a ' 

die Formeln für die Zerlegung einer Kraft in zwei Componenten, die 
den Winkel arccosc miteinander machen. 

b) Die A u f s t e l l u n g der L a g r a n g e ' s c h e n Gle i chungen f ü r 
e i n e n f r e i e n P u n k t . Wir schreiben nunmehr abkürzend <p' für 

-^¡r» wenn <p irgend eine Function der Zeit ist. 

Für den Punkt p seien drei Coordinaten <p, tp, % gegeben, die 
irgend welche räumliche Beziehungen darstellen. Wir betrachten sie 
zunächst alle drei als willkürlich und zur Bestimmung von n erfor-
derlich, wie das beim freien Punkt fi der Fall ist. Ist das Coordi-
natensystem der <p, ip, % so beschaffen, dass es sich mit der Zeit än-
dert, so fassen wir seinen Zustand in einem bestimmten Augenblick 
t ins Auge; die Betrachtungen gelten dann für den Augenblick t. 

Aendert sich <p um d<p, während tp und % constant bleiben, so 
erleidet fi eine Verrückung df\ ebenso entspreche die Verrückung dg 
der Aenderung dip, und dh der Aenderung d%. Für die Grössen d f , 
dg, dh können dann aus der Natur des gewählten Coordinatensystems 
sechs Gleichungen aufgestellt werden, welche lauten 

d<p 

dtp " 
dh r 

Diese Gleichungen sind die c h a r a c t e r i s t i s c h e n Gle ichungen des 
C o o r d i n a t e n s y s t e m s . A, B, C und a, b, c sind in ihnen im All-
gemeinen Functionen von tp, ip, % und ausserdem von t, wenn das 
System veränderlich ist. 

Beispiel: Polarcoordinaten <p, 9, r; <p der Meridianwinkel. 

Bf Bg . 8h , . 

Es soll nun gezeigt werden, dass mit Aufstellung dieser 6 Glei-
chungen das Problem, die Differentialgleichungen der freien Bewegung 

(5) (6) 
cos (dg, dh) =5. a 
cos (dh, d f ) — b 
cos ( d f , dg) = c. 
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von (i aufzustellen, so wie die Herstellung der Normalkräfte für ge-
zwungene Bewegung, nebst der Herstellung der Gleichungen für den 
Fall der Reibung, auf einen blossen Schematismus zurückgeführt ist. 
Die Lagrange'sche Formel lautet mit der oben erwähnten Abkürzung 

dT 8Ü 
d<p' ) dtp 8(f ' 

und wir ziehen folgende Fälle in Betracht: 1) die explicite gegebenen 
Kräfte besitzen entweder eine Kräftefunction, oder sie lassen sich 
durch drei Componenten F, G, H, welche die Richtungen von d f , dg, 
dh haben, darstellen, 2) es kann ausser ihnen ein Widerstand des 
Mittels gegeben sein, 3) es kann Reibung an Flächen und Curven 
vorhanden sein. 

Wir haben, wenn die drei Geschwindigkeiten 

auf den Axen der / , g, h sind, welche Axen die Richtung von d f , dg, 
dh besitzen, nach (I) 

(8) 
dt dt dt dt dt dt. 

Da nun eine Aenderung von <p im gegebenen Augenblick nur eine 
Aenderung df hervorruft, die Aenderungen von ip und % aber keine 
Verrückung in / bewirken, so ist 

/q<v JL — d(P — Am' dg — Rib' — — (V W — — Af ' —j— iftp , — _ (. x • 

Also 
dt ~ dg, dt ~ ' dt 

( ; \-+-2aBCip'x'-h2AbCx'(p'-h2ABc<p'ip'], 

und damit ist T in einer Form dargestellt, an der die von Gl. (7) 
verlangten Differentiationen ohne Weiteres angenommen werden können. 
Insbesondere wird 

dT (11) = p(A'y'+ABcip'+AbCx') u. s. w. 

Wir ziehen nun die rechte Seite der Gl. (7) in Betracht. Die-
selbe ist nach 89. in allgemeinster Form 

dx „ dy v dz 
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wofür wir zur Abkürzung i> setzen. Reduciren sich sämmtliche Kräfte 
Q TJ auf eine Kräftefunction, so ist ohne weiteres = 
dtp 

Ist das 

(12) <i> = 

aber nicht der Fall, so haben wir 

Xdas-t-Ydy+Zds 
dtp 

wo die runden d anzeigen sollen, dass unter dx, dy, dz im Zähler 
nur diejenigen (partiellen) Verrück ungen verstanden werden, welche 
durch die Aenderung d<p hervorgebracht werden. Verstehen wir ebenso 
unter dr die Projection der Resultante von dx, dy, dz auf die Rich-
tung von R, so ergiebt (12) 

(13) ' " * <£ = R 
d<p' 

(14) 

d. i. aber nach Gl. (II), für alle drei Coordinaten niedergeschrieben, 

^ = A(F+bH-i-cG) 
V = B(G-hcF-haH) 
X = C(E+aG+bF). 

Damit sind <P, *P, X gegeben, wenn F, G, H bekannt sind, also sind mit 
(10) und (14) die Mittel zur Herstellung von (7) gegeben. Setzen wir 

1 b 

J = 1 a 
b a 1 

so ist, indem man (14) nach F, G, H auflöst 

(15) d.G = (l-i'0-4- ^(bc-ai + ^ a b - c ) 

Damit sind die Kräfte bestimmt, wenn die „Actionen", wie wir sie 
nennen wollen, 9* und X gegeben sind. Die Kräfte lassen sich 
nun nach Gl. (I) zusammensetzen, und es kann somit das Problem 
gelöst werden, die Resultante der drei Actionen zu finden. Eine directe 
Zusammensetzung der Actionen würde im Allgemeinen nicht möglich 
sein, weil (p, xp, also auch 51, X nicht notwendig untereinander 
homogen sind, (p kann z. B. ein Winkel und i)j eine Länge sein. 
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Beim freien Punkt kann nun ausser den expliciten Kräften ein 
Widerstand gegeben sein, der eine Function der Geschwindigkeit ist; 
wir wollen ihn mit W bezeichnen, während die Geschwindigkeit v 
heisst. Es ist zunächst 

df ~ dg ^ dh 
(16)  V ~ ~~dt  1 5T" 1 df 

=\>A><f>' 3-bB ,ip' 3-hC ,x"+2aBCrp'x'-+-2AbCx'<p'+2ABcx!<p', 

da ja die Theilgeschwindigkeiten miteinander dieselben Winkel machen, 
wie / , g, h. W zerfallt entsprechend in drei Componenten F, G, H\ 
für diese haben wir 

F:G:H=f :g' :h' = A<p': Bip': 0£ 
und 

W= }/F 3-{-G'-hH'-h2aGH-i-2bHF+2cFG. 

Woraus 

W= -f-, \ /A ,<p"+B^>-hC ,x"-i-2aBGyip'-h2AbCx'<p'-h2ABc<f'ip' 

oder 

(17) 2 ^ 2 1 , entsprechend G = H= 

Bildet man nun das entsprechende nach Gl. (14), so findet sich 

$> = A (W A (f' |  e W BV' , bWCx'\ 

V V V V / ' 

A W ( 1 8 ) * = (Ay'+cBip'+bCx!). 

Differentiirt man aber v partiell nach y>', so findet man 

d v
r=^-(Ag,'+cBil>' + bCx'). 

dtp 
Also ist 

d(p' ' dip" dx' ' 

und diese drei Actionen sind in den Hauptgleichungen (7) rechts zu-
zufügen, wenn man den Widerstand W berücksichtigen will. 

Indem wir nun zu gefesselten Punkten übergehen, machen wir 
zunächst die Annahme, die Fundamentalpunkte und -linien des Coor-
dinatensystems der (p, ip, x seien als im Kaum festliegend anzusehen. 

c) Der P u n k t fi auf e iner Curve. Auf einer Curve hat 
nur eine freie Coordinate <p. Wir können aber jederzeit zwei e r -
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g ä n a e n d e Coordinaten ip und % hinzufügen, die so beschaffen sind, 
dass <p, ip und % zusammen den ganzen Raum bestreichen. Dann 
haben wir, vorläufig ohne Rücksicht auf Reibung und Normalkräfte 
die (Gleichungen 

(19) 

d j (ÖT\ dT du 
l dq>') 8<p 6<p 

d , ( 6 T \ 8T dU 
d T [dtp' J dtp dip 
d ! f 8 T \ ri r au 

ÖX ~ dX 
QJJ 

wobei unter — -Q^ etc. die expliciten Actionen nebst den Actionen der 

etwaigeil Widerstände, so weit dieselben in (b) behandelt wurden, 
verstanden sind. 

Die erste, von den übrigen durch einen Strich abgetrennte Glei-
chung hat andere Eigenschaften als die zweite und dritte. Jene ist 
die eigentliche Gleichung der Bewegung von /i; für sie existirt keine 
Bedingung, denn wir setzen ja voraus, dass <p die Bedingungen der 
vorgeschriebenen Curve identisch erfülle. In <p giebt es daher keinen 
Zwang und keine Normalkraft, wohl aber Reibung, die wir noch zu 
ermitteln haben. 

Die beiden andern Gleichungen dagegen sind für die Bestimmung 
d U der Bewegung von /t unter dem Einfluss von — ü b e r f l ü s s i g . Die 

Bedingungen des Problems sind von ip und % nicht identisch erfüllt; 
für (p und ip giebt es also Bedingungsgleichungen, die wir schreiben 

r 2 m i ' - O / W . 0 = o 

Wären diese beiden Gleichungen nicht vorhanden, so würde fi den 
drei Gleichungen (19) frei folgen; erst durch die Existenz von (20) 
wird die Bewegung so modificirt, dass sie ihre wirklich vorhan-
dene Form annimmt. In tp und % g i e b t es a lso a u c h N o r m a l -
k r ä f t e . 

Aber in ip und % g i e b t es k e i n e R e i b u n g ; denn die Rei-
bung hat die Richtung der Bahn, afficirt also nur die Coordinate cp. 
Folglich sind die beiden letzten Gleichungen von (19) vollständig, 
auch wenu Reibung vorhanden ist, bis auf die Normalkräfte. 

B u d d e , Mechanik. I . 18 
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Wir denken uns nun zunächst ip und % in ( 2 0 ) durch x, y und 
z ausgedrückt. Dann wissen wir, wenn X und * die beiden Lagrange'-
schen Coefficienten sind, dass 

(21) 

_ 8L 8K 8L 8K 

f _ , d L , 8K 
i 5 ' ~~ d T 

die drei Componenten der Normalbeschleunigung sind. 
Ferner ist bekannt, dass die Reibung dem absoluten Wert Ii nach 

gemessen wird durch 

wenn tj der Reibungscoefficient, dass also ihre Componenten sind 

(22) u. s. w. 

x, y, z liängen nun in ( 2 0 ) von ip und x ab, und diese Abhän-
gigkeit benutzen wir, um aus Gl. ( 2 1 ) und ( 2 2 ) die x, y, z fortzu-
schaffen. 

Wollen wir ( 2 1 ) in die beiden letzten Gleichungen von ( 1 9 ) ein-
führen, so bilden wir 

und 

( 2 3 ) 

( 2 4 ) 

d. i. 

dy_ 
dx 

dz 

( 2 5 ) m d K \ X ( i 8 L j l . d K \ 
dtf> ' " dtp V — rV* 8X " dx 

Die beiden letzten Gleichungen ( 1 9 ) heissen also, für die Normalkräfte 
vervollständigt 

(26) 
( — - V Ä 

dt \ dtp 
(L 

dt 

8T 8U ( , 8h 
dtp ~~ — 

8T 817 , ( . 8L 

dx ~ 

8K\ 

*) Zur leichteren Unterscheidung zwischen dem lateinischen X und dein grie-
chischen X ist das letztere in Gl. (24) und (25), wo es auf der linken Seite steht, 
durch grössere Form ausgezeichnet. 
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Hierin kann man die Differentiation nach t in Gemässheit der Glei-
chung (10) ausführen, erhäl t also dann zwei lineare Gleichungen 

für 
d'üj , d':v T und * 
di-

so kommt 
ie 

Löst man dieselben nach — ,-T- und —¡-5- auf, 
dt' 
Pip d>X 

dt2 

(27) 

d'ip 
df 

= M 

df 

wo M und A' zur Abkürzung für die in allgemeiner Form etwas weit-
läufigen Dift'erentialausdriicke des Resultats steht. 

Nun hat man wegen L = 0 und Ä ' = 0 

dt* ~ dtp dt' + dx dt2 + d i p A dt ) + ~ d f \ d t ) 

+ 2 -
dydx dt dt dtpdt dt ~ 0X0t dt dt' 

0 = 
d'K 
dt» 

etc. 

ä'tf/ d'x Setzt man hierin die Werthc von und aus (27) , so hat 

man lineare Gleichungen, aus denen sich A und * ergeben. 
Die so gefundenen Werthe von X und x sind dann als bekannt 

anzusehen. Somit sind 

(•28) dK' 
d<f>j 

ÖL 8K\ 
dx * dx. 

die Actionen der Normalkraf t in ip und Diese sind nach dem in 
(15) gegebenen Verfahren 1*11 Kräfte umzuwandeln; dabei aber , weil 
sie bloss in </' und x gegeben sind, alle i>, b und c ausser Acht zu 
lassen. Dann ist das J der Gl. (15) gleich ( 1 — « s ) . Also wird 
aus (15) 

(29) 
(1 - „ ' ) < ? = 

(1-

und 

18* 
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(30) 

G H = y G2 -h H2 -\-2aGH 

X' 
B2 C2 BC 

ist die in unsern Grössen ausgedrückte Normalkraft. 
Dieselbe wirkt nun, m i t — t ] multiplicirt, als Reibung ausschliess-

lich nach der Coordinate </>, ist also als Kraft F einzuführen in Cxi. (14). 
Wir erhalten 

(31) 
c 2 

-2a 
BC ) 

als die Action der Reibung; fügen wir dies zur ersten Gleichung 
(19), so ist die Gleichung der Bewegung mit Rücksicht auf die Reibung 
hergestellt. 

d) P u n k t auf e iner F l ä c h e . Ist ,u an eine Fläche gefesselt, 
so hat er zwei freie Coordinaten, xl> und die dritte können wir 
wieder ergänzen, haben also dann drei Gleichungen 

(32) 

r a n BT _ 
\d(f' J d(p 

A 
dt 

d f 8T\ 
dt \dip' ) 

dü 
d(f 

ÔT 

d(f 

dU 
dip dip 

d foT 
dt V di 

dT 
dt 

d_U 

Sx 

Die beiden ersten sind die Gleichungen der Bewegung; für <jr und t/< 
giebt es keine Bedingung und keine Normalaction; dagegen wird die 
Reibungsaction zuzufügen sein. 

In x giebt es dagegen keine Reibung, wohl aber eine Normal-
action. Die letztere ist, wie analog dem Obigen leicht zu linden, 

8 L 
wenn ). der Lagrange'sche Coefficient, /<Â 

(33) 

die Bedingungsgleichung in x ist. 

3 / 

Hx, 0 = 0 

d2L 

wenn 

X bestimmt sich aus der Gleichung — die in extenso 

lautet 

(34) 0 = 
8L_ d?x_ 8' 
8x dt2 8x 

I±(dx V 
r V dt ) 

82L </x 82L 
8tdx dt 1 dt 
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nachdem man in ihr den Werth von 

chung ( 3 2 ) eingeführt hat. 

Der Acl 

die Reibung 

d'x 
df aus der letzten Glei-

Der Action a l entspricht die Kraft I I = , dieser 
ÖX C dx ' 

(3T0 Ä — M i - ^ . 

Diese hat die Richtung von — c , und ist in zwei Componenten F und 
G zu zerlegen, die den Componenten Ay>' und Bip' von v entsprechen. 
Es ist 

0 = yj^+B'^^eABgi'if/, 
F:G — Atp': Btp', 

woraus 

also 

(36) 

(37) 

R = yF*+ G'+2cFG, 

—RA<f>' 

F = 

yAi<f,'*+B'tp',-h2cAB9'ip' 

RAif' 

G = — 

o 
RBtp' 

Demnach werden die componirendcn Actionen der Reibung 

( 3 8 ) 

= R ^f'+cAB^j' = _ R dv 

— 
Und die für die Reibung vervollständigten Gleichungen ( 3 2 ) in y und 
ip lauten: 

d / \ er = eu rmx bl do 
dt \ d<f' ) ö(f dtp C dx d(p' 
d (ÖT \ dT _ QU TjpX 6L dv 

\ dtp' . 

(39) 

dt V dtp' J dtp dtp C dX dtp' ' 

womit das Problem, die Differentialgleichungen aufzustellen, erledigt ist. 
e) P u n k t a u f e i n e r b e w e g t e n C u r v e oder F l ä c h e o h n e 

die o b i g e V o r a u s s e t z u n g . Die Voraussetzung, man könne sich <f>, 
xp und x so gewählt denken, dass die Fundamentalpunkte und -linien 
des Systems absolut ruhen, umfasst eine grosse Zahl von Einzel-
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fällen, wird sich aber nicht immer erfüllen lassen. (Haben wir z. B . 
einen Punkt ¡u auf einem bewegten Ellipsoid, so wird das einzig be-
queme Coordinatensystem folgendes sein: W i r legen durch den Mittel-
punkt des Ellipsoids und durch zwei seiner Axen eine im Ellipsoid 
feste Fundamentalebene, wählen eine der in ihr liegenden Axen zur 
Fundamentallinie, den Mittelpunkt zum Anfangspunkt und construiren 
von diesem aus die Polarwinkel <p und 1}. Dieselben genügen der 
Gleichung des Ellipsoids identisch, sind also geeignet, als freie Coor-
dinaten von ju zu dienen. Als überzählige Coordinate % nehmen wil-
den Parameter p des Ellipsoids, durch dessen Variation der ganze 
Raum bestrichen werden kann). Die drei Coordinaten (p, xp, % 0 m 

Falle des Ellipsoids r/, p) genügen dann nicht, um ja zu bestimmen; 
es muss vielmehr, wenn das System der g>, xp, % sich im Raum ver-
schiebt, noch die Lage seines Mittelpunkts festgestellt werden, und wenn 
es sich ausserdem dreht, so müssen die AVinkel, welche d f , dg, dh mit 
drei festen Axen machen, als Functionen der Zeit angegeben sein, /t, 
hat also anscheinend sechs oder gar neun Coordinaten, nämlich 1) <f, 
xp, 2 ) die drei Coordinaten des Mittelpunkts, 3 ) die drei eben ge-
nannten AVinkel, wenn Drehung stattfindet. Die directe Behandlung 
des Problems würde dadurch ungemein weitläufig werden; wir werden 
es aber auf die Probleme (c) und (</) reducircn lernen, wenn wir die 
Bewegung eines Punkts in einem bewegten Coordinatensystem unter-
suchen; das geschieht später in dem Capitel Relativbewegung §§. 9 8 
und folgende. 

B e i s p i e l . Das Vorstehende möge durch ein sehr einfaches Beispiel er-
läutert werden. Ein schwerer Punkt bewege sich mit dem Reibungscoefficicnten 
c auf einer verticalen Geraden, welche gleichförmig um eine feste Verticale rotirt. 
Der Anfangszustand sei Ruhe auf der Geraden. 

Durch die feste Verticale legen wir eine Ebene, welche die rotirende Gerade 
l enthält und nennen <}< den Winkel, welchen diese Ebene mit einer festen Fun-
damentalebene macht. Der Winkel ^ bestimmt dann die Lage der rotirenden 
Linie. Auf der Linie selbst nehmen wir als Anfangspunkt 0 den Punkt, in 
welchem ¡J. sich zu Beginn der Bewegung befindet und nennen x den nach \mten 
gerechneten Abstand Op. Die Lage von (i ist dann durch <!> und x bestimmt. 
Der Abstand der rotirenden Geraden l von der Drehungsaxe sei r : lässt man r 
von 0 bis <%> variiren, so bestreicht die Gerade l bei ihrer Rotation den ganzen 
Raum (jeder Punkt des Raumes fällt für irgend einen Werth von <\i, x und r ein-
mal in l), daher ist r eine passende Ergänzungscoordinate, und x, •]/, r sind die 
Coordinaten, welche wir verwenden wollen. 

Aendert sich x um dx, so beschreibt die Strecke dx; ändert sich ty um db, 
so beschreibt ¡* die Strecke rdty, ändert sich r um dr, so beschreibt ¡x die Strecke 
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dr, allso ist 

A = 1, ß = r, C = 1. 

Die dlrei Verrückungen dx, rtty, dr s tehen, wie man leicht s ieht , senkrecht auf 

einantder, also ist 

a = b = c = 0 . 

D a die Gerade l gleichförmig rotirt ist 

•i = u>< oiler L = - i — ml — 0 

die eirste, und da l von der Drehungsaxe einen bestimmten constanten Abstand 

i- = p> hat , ist 

r = p oder K — r—p — 0 

die z weite Bediugungsgleichung. Die Kräftefunction der Schwere ist U =—¡j.yx, 

also 

du dU BU 
— a r - w , — w = — a r = ° -

Es is t nun die lebendige Kraft 

2 ' = i ! x [ x ' - - + . •*<{/* + >•'•]. 

Die drei Lagrange'schen Gleichungen sind demnach 

fji = | i ^ + d e r noch zu ermittelnden Reibung 

(I) 

d-r /, flL dK \ 

Die beiden Bedingungsgleichungen zweimal nach l differentiirt, liefern, da u» 
und p constant sind 

ausserdem 
d<> ü' dfl 

- - - - == to, - - — = 0 . 
dt dl 

Setzt man dies in die beiden letzten Gleichungen (1), so ergiebt sich 

X = 0 , ux = — ¡ir u>-
Iii Gl . (30) ist hiernach = 0 , X , = —(¿ru>2, da ausserdem C = l , a = 0 , so 
ist die Grösse G - + - / / ohne Weiteres gleich — ¡mo 2 , also die Reibung epru)*. 
Dieselbe wirkt der Schwere entgegen, ist also in der ersten Gleichung (1) mit 
dem negativen Vorzeichen einzuführen; somit ist nach Weglassung des Factors ¡a 

d-x 

die Differentialgleichung der Bewegung von [x. S ie gilt bis zu der Grenze w- — 

wird U ) 2 ^ - ^ , so ist {jl im Gleichgewicht. Die Integrat ion liegt auf der Hand. 

Das vorliegende Beispiel hätte sich direct kürzer behandeln lassen, da auf 
der Hand liegt, dass jj. vermöge der Rotat ion die Centrifugalkraft pnu 2 besitzt, 
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welche mit e multiplicirt, die Reibungskraf t liefert. Der Leser denke sich nun 
aber die Gerade l schief gelegt oder um eine schief s tehende Axe rotirend, oder 
er nehme stat t der Geraden eine Parabe l , die um ihre verticale Axe rot ir t : da 
wird sich der Vortheil des obigen Verfahrens herausstellen. (Anlei tung: Als erste 
Coordinate diene bei der Parabel der Winkel tp, welchen der nach ¡i vom Brenn-
punkt aus gezogene Leitstrahl mit der nach oben gerichteten Axe macht, als 
zweite der Rotationswinkel, als dritte der Parameter .) 

92. Hamilton's canonische Form nnd characteristisclie Function. Wir 
setzen voraus, dass eine Kräftefunction U von den oben angegebenen Eigen-

e s 
schaffen vorhanden se i : sie darf t en tha l t en , aber nicht — u . s. w. Und wir 

dl 

führen nunmehr folgende abgekürzte Bezeichnungen e i n : werde durch ©', 
dt 

durch <y, durch v ' bezeichnet und durch », durch n, 
di T dt 3<f ' d<y &/' 

durch r. Die Gl. (6) des § 89 . lautet in dieser Bezeichnung 

( > dt e-t ~ 
und entsprechend in y. 

T ist , wie bekannt, eine homogene Function von 9' , und / ' . Ks gilt also 
für T der Lehrsatz von den homogenen Func t ionen: 

BT 

(2) 2 T = 2 - g - ; - <p' = + j f -+- r X \ 

Schreiben wir denselben 

(3) r = + 
so folgt, wenn wir vollständig nach den hierin vorkommenden unabhängigen 
Grössen <p, i f , y und 9', y' differenti iren, 

I dT = <t'dp -(- ii'dq y'dr -+-pd<?' •+- qdty'-t- rdy 

(4) ! BT BT.., BT BT BT,. BT 

Hierin ist dp, dq und dr noch als je ein von <p, <{*, y und <p', tj/, y' abhängiges 
Differential anzusehen. In Gl. (4) heben sich nun die mittleren 6 Glieder heraus, 

BT 
Bf' 

(5) J T = M + M + t d r - ^ d f - ^ - ^ d y . 

Anderersei ts können wir T als reine Funct ion von <p, <j>, y und p, 9, r dar-
stellen, in welcher kein <p' etc. mehr vorkommt. Es ist nämlich nach den beiden 
ersten Gleichungen von 8 9 . 

(dz dz Bt 
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Also 

(7) 
Ì)T I (dx , dt . t>x A dx 

i 

( 1 + T i * il* 

r ^ * ^ fti < ^ 73z 

und zwei entsprechende Gleichungen bestehen für q und >•. Diese drei Glei-
chungen sind in cp', <j/, y linear: wenn wir sie nach <p', i/', y' auflösen, erhalten 
wir drei in ¡>, q, >• lineare Ausdrücke von der Form 

. ( Bx Bi \ 
9 = A 7. r> — 

(8) 

ftp' 

X = C ^ i . r . - g -Bf ' 

wo vi, B, V Functionszeichen, und zwar Quotienten von Determinanten sind. 
Diese Grössen denken wir uns in T eingesetzt, so dass also 7* die Form bekommt 

' dx , . rix 
O) l ' = 4H- ^ ftp Bty 

\ d<f 

• ( — A + — ß - H — C \ fitf ftji ßy 
Bt „ . „y-

und nunmehr eine Function von />, q, r und den Coordinaten tp, '1, y ist - - denn 
fix 

die - g - u. s. w. sind ja bekannte Functionen der Coordinaten. 

Zu Gleichung (9) können wir nun wieder das vollständige Differential von T 
bilden, wollen aber dabei, um daran zu erinnern, dass T bei der Differentiation nicht 
als Function von <p und <p' etc., sondern als Function von <p und /> aufgcfasst 
wird, die partiellen Differentialquotienten in Klammern setzen. Dann ist 

(10) 

Vergleicht man nun (10) mit (5), so ergiebt sich, da beide Gleichungen, auf die 
Bewegung eines und desselben Punktes (jl bezogen, identisch sein müssen: 

<"> © = <"> {%) = -% 
und wenn man die zweite von diesen Gleichungen in (1) einführt, so erhält man 
das System 

dem zwei ganz analoge Gleichungen in <1/ und y entsprechen, so dass man mit 
Gl. (11) und (13) für alle drei Coordinaten ausreicht, wenn man <p als Symbol 
einer beliebigen Coordinate ansieht. Die Gleichungen (11) und (13) heissen 
H a m i l t o n ' s c a n o n i s c h e F o r m der Bewegungsgleichungen. 
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Da U kein p etc. enthält, kann man Gl. (11) auch schreiben = ? ' 
und hat dann das System 

Es sind also hier die beiden Grössen tp' und von ein- und derselben 

Function T + U , der „ c h a r a c t e r i s t i s c h e n F u n c t i o n " des Systems abhängig 
gemacht. T-hU ist aber die Energie, wir können also die Gleichungen, indem 
wir die Energie mit E bezeichnen, auch schreiben 

« *- (£) . <™ 
Es bestehen dabei zwischen <p' und p die reeiproken Beziehungen 

, (dT\ ST 

Hamilton hat die Bewegungsgleichungen noch abhängig gemacht von einer be-
sonderen, nicht linearen Differentialgleichung erster Ordnung. Näheres hierüber 
findet man in Jacobi's Vorlesungen, Seite 141 ff. 

93. Die verlornen Kräfte und das Princip des kleinsten 
Zwanges , a) Es bezeichne, wie verabredet, X, Y, Z die cxplieiten, 
S, H, Z die vollständigen Componenten der Beschleunigung bei einer 
gezwungenen Bewegung. Wir setzen abkürzend 

(1) X - £ = h Y—H = t), Z - Z = h . 

(Px 
Dann kann man im d'Alembert 'sehen Princip jederzeit — ^ r ~ ** 

u. s. w. setzen, also lässt sich dasselbe schreiben 

(2) = 
Die CS rossen ¡r, t), J nennt man die Componenten der verlornen Be-
schleunigung, oder nachdem sie mi t /.i multiplicirt sind, die Compo-
nenten der verlornen Kraft. Die vorstehende Gleichung sagt aus: 
D i e v e r l o r n e K r a f t l e i s t e t d i e A r b e i t N u l l . Der Satz ist nur 
eine indirecte Ar t , das d'Alembert'sche Princip auszusprechen, und ist 
im übrigen selbstverständlich: denn ]C ist nichts anderes als die x-
Componente der Normalcomponente von der cxplieiten Kraft R plus 
der ¿¡-Componente der Zwangskraft, welche j a die Normalcomponente 
von R genau aufhebt . Er ha t nur historisches Interesse: Man grün-
dete auf ihn früher das d'Alembert 'sche Princip, welches sich offenbar 
ableiten lässt, indem man erst die Gl. (2) ausspricht, dann in ihr jr 

d'x 
durch X — S und schliesslich S durch ,. , ersetzt. dt' 
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b) Es sei A der Platz, den ju zur Zeit t F'g- 43. 
bei einer gezwungenen Bewegung einnimmt, 
B der Platz, an den er zur Zeit t-\-dt ge-
langen würde, wenn die explicite gegebene 
Resultantß r an ihm frei wirkte, C der Platz, 
an den er unter dem Einfluss des Zwanges 
und der cxpliciten Kraft wirklich gelangt. ^ 
Die Totalkraft, welche den Punkt (i nach C 
führt , ist dann r - i - r , wenn r die Zwangskraft. Nach der Deviations-
gleichung ist dann 

A B = cdt4- r d f , AC = vdt4- .} (rj-x)dt\ ¿(i ¿/J, 
also 

(3) AC— AB = BC=~tdt\ 

d. h. r ist die Kraft, welche die Deviation BC hervorbringen 
würde, und das heisst r fällt in die Richtung von BC. Es sei 
nun D ein von B verschiedener Punkt , der den Bedingungen des 
Problems genügt, und wir wollen annehmen, es seien Variationen der 
Bahn von n möglich, so dass fi auch nach D gelangen könne. CD 
ist dann eine virtuelle Verriickung von und wenn CD in die drei 
Componenten Sx, Sy, dz fällt, so ist, da jr, t), g die Componenten von 
r sind 

= 0 
oder 

(4) xCDcosi} — 0. 
Nun ist 

(ä) r = % BC, 

also nach (4) auch 

((5) f HJ. CD co* V = 0. 

Ferner ist (vergl. Fig. 43) 

CO BD2 = BC--hCD'—2BCc<jsit, 
also nach (ö) 

BC2 = BD'—CD", 

d. h. BC* ist immer kleiner als BD3. „ B e i d e r w i r k l i c h s t a t t -
f i n d e n d e n B e w e g u n g i s t das Q u a d r a t de r A b w e i c h u n g von 
der f r e i e n B e w e g u n g k l e i n e r a l s be i j e d e r a n d e r n B e w e g u n g " 
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unter dem Einfluss der gegebenen Kräfte, die mit den Bedingungen 
des Problems verträglich wäre. 

Die Arbeit der Kraft v kann man als das Maass des von ¡i 
erlittenen Zwanges ansehen. Sie ist X . B C , also nach Formel (5) 
2 u j 

(BC) , also bei der wirklichen Bewegung ein Minimum. Der vor-
stehende Satz lässt sich also kürzer aussprechen: „ B e i de r w i rk -
l i c h s t a t t f i n d e n d e n B e w e g u n g i s t de r Z w a n g ein M i n i m u m . " 
Dieser Satz ist das Gauss'sche „Princip des kleinsten Zwanges". 

F. Besondere Fälle der Bewegung. 

1)4. Momentanwirkungen. Der Punkt /i habe zur Zeit t die 
Coordinaten x, y, z, die Seitengeschwindigkeiten ox, o„, vt. Auf ihn 
wirke eine Kraft R während der äusserst kurzen Zeit T, und R sei 
so gross, dass es in dieser Zeit eine merkliche Geschwindigkeitsver-
änderung an fi hervorbringe. Zerfällt dann R in die Componentcn 
X, Y, Z, und schreiben wir die Gleichungen der Bewegung 

( i ) 

d 
dt 
d 

ft dt 
d 

1« dt 

( i ) * 

so kann mau in denselben, da die Wirkungszeit von R so kurz ist, 
dass fi während derselben keinen merklichen Weg zurücklegt, die Coor-
dinaten als constante Grössen ansehen, erhält also, wenn man die 
Gleichungen (1) mit dt multiplicirt und integrirt 

d. i., wenn Anfangs- und Endwerth der Seitengeschwindigkeit o0x und 
vx heissen, 
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! ü r l( l\u = jXdt 

u 

( 2 ) - / ' v>> — ! ' vO" = f w t 
(I 

II Cj /( l'O; = jzdt. 

» 

Summirt man die drei Gleichungen geometrisch, so liefern sie 

/tu—ju«0 = Jßdt. 

u 

D i e B e w e g u n g s q u a n t i t ä t v o n ft n i m m t in d e r Z e i t r g e o -
m e t r i s c h zu um das Z e i t i n t e g r a l der Kraf t . 

Auf den Axen degenerirt die geometrische Zunahme selbstver-
ständlich zur algebraischen. 

Es wäre nun — die Betrachtung von Specialfällen ausgenommen — über die 
Momentanwirkungen nichts weiter zu sagen, wenn nicht in der Litteratur gewisse 
missbräuchliche Bezeichnungen und Verwendungen in Gebrauch wären. Nämlich 

1) Man pflegt die Zeitintegrale j*Rdt oder u. s. w. als M o m e n t a n k r ä f t e 

zu bezeichnen, da sie doch nicht Kräfte sondern Zeitintegrale von Kräften sind. 
Wenn man sie „momentane Bewegungsquantitäten" nannte, so wären sie richtig 
bezeichnet. Man kann sie auch Impulse nennen (Thomson und Tait), wenn man 
die Definition aufstellt: Impuls ist das Zeitintegral einer Kraft von äusserst kurzer 
Dauer. Wir benutzen diese Benennung. 

2) und hauptsächlich: für Zeit t sei der Punkt (x mit einer Geschwindigkeit 
v und mit der entsprechenden Bewegungsmenge pv gegeben. Will man sich um 
seine Vergangenheit nicht kümmern, so kann man sich vorstellen, der Zustand 
des Punkts sei durch einen Impuls vom Betrage (iw hervorgebracht, der in dem 
Zeittheilchen, welches t unmittelbar vorangeht, und an der gerade betrachteten 
Stelle auf (i gewirkt, hat. Es hat sich nun die phoronomische Betrachtungsweise 
der Bewegung viel später entwickelt, als die dynamische; wie man Kräfte zu-
sammensetzen kann, wusste man seit Varignon, dass aber das Zusammensetzungs-
verfahren auf der Definition des Zeichens -+- beruht , und dass man desswegen 
auch Ortsunterschiede, Geschwindigkeiten und Bewegungsmengen wie Vectoren 
zusammensetzen kann, das ist erst im laufenden Jahrhundert zu vollem Bewusst-
sein gekommen. Deshalb stellte man sich früher, wenn man mit Bewegungs-
mengen operiren wollte, diese Bewegungsmengen so vor, als wären sie an Ort 
und Stelle durch momentane Impulse hervorgebracht und operirte dann mit den 
Kräften dieser Impulse, zerlegte sie etc. Dies Verfahren ist jetzt überflüssig 
geworden, da wir wissen, dass man eine Bewegungsmenge ¡iv direct zerlegen oder 
mit andern zusammensetzen kann. Trotzdem hat es sich erhalten und man findet 
in der Litteratur vielfach Sätze ausgesprochen, die sich auf die „Momentankräfte" 
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beziehen, wclche eine zu untersuchende Geschwindigkeit v am Punkt (jl „hervor-
bringen wurden". Das sind dann in Wirklichkeit Sätze über die Bewegungs-
menge des Punktes fi. Wo man diese Ausdrucksweise findet, da lese man ein-
fach „Bewegungsmenge" statt „Momentankräfte, welche ••• hervorbringen würden". 
Man braucht sich nicht damit aufhalten, erst an die Impulse zu denken, welche 
das gegebene (it> hervorbringen würden, sondern operire mit der Bewegungsinenge 
selbst, was einfacher und natürlicher ist. 

M i t t e l k r a f t z a h l r e i c h e r I m p u l s e . Von Interesse ist folgende 
Specialbetrachtung: Es seien <,, t2, . . . bis t,„ eine grosse Anzahl von 
Zeitpunkten, deren letzter vom ersten den Abstand t hat. In jedem 
dieser Zeitpunkte treffe den Punkt /t ein Impuls in x von der Dauer 

Xidt, wo i der Reihe nach die Wertlie 0 
>i 

bis n annimmt. Welches ist die constaiite continuirliche Mittelkraft 
S, welche die zahlreichen kleinen Impulse ersetzen kann? Wir führen 
die Untersuchung nur in x, da auf den andern Axen das Gleiche gilt. 

dx f ' , + T 

Der erste Impuls liefert eine Zunahme von um JXtdt. oder 

dtx um Jx; ist also ju der Anfangswerth der Bewegungsquantität, so 
• • die ist die Bewegungsquantität nach dem ersten Stoss /t ^ -(—•/,, nach 

dx0 

dt 
dx dx„ " , 

Soll andererseits die constante Kraft S denselben Werth von —=— in 
dt 

der Zeit t hervorbringen, so muss 
dx dx. , 

0 
dx„ 

dem zweiten wird sie fi ^ +•/ ,-+-. /2 u. s. w. Zur Zeit t ist 

sein. Also wird 
1 " 
t. 0 

Setzen wir t = 1, und ist t die Zahl der Impulse, welche auf die 
Zeiteinheit fallen, so wird 
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Die M i t t e l k r a f t , we lche be i c o n t i n u i r l i c h e r W i r k u n g 
d i e s e l b e B e w e g u n g s m e n g e e r z e u g t , w ie d ie I m p u l s e , i s t 
g le ich de r in der Z e i t e i n h e i t von den I m p u l s e n g e l i e f e r t e n 
B e w e g u n g s m e n g e . Das gilt auf jeder Ooordinatenaxe, also auch 
im Räume. 

95. Sehr kleine Bewegrangen um eine stabile Gleichge-
wichtslage. Der Punkt /( sei an eine feste Fläche oder Curve ge-
fesselt, und x = a, y = b, z = c sei eine stabile Gleichgewichtslage 
desselben. Er sei irgendwie, z. ß . durch Ertheilung einer kleinen 
Anfangsgeschwindigkeit, um eine sehr kleine Grösse aus der Anfangs-
lage entfernt, während auf ihn die explicit gegebenen Kräfte X, Y, Z 
wirken. Dann wird er Schwingungen durch oder um die Gleichge-
wichtslage machen, und bei der Berechnung derselben werden wegen 
der Kleinheit der Elongationen Vereinfachungen eintreten. Es handelt 
sich darum, dieselben zu eruiren. 

Die Bedingung oder Bedingungen, denen /t unterworfen ist, seien 

(L = 0 
w U - o , 

von denen die zweite nicht zählt, wenn nur eine Bedingung vorhanden 
ist. Den Werth, welchen X, Y, Z in a, b, c haben, wollen wir mit 
A, B, C bezeichnen. Ferner setzen wir während der Bewegung von fi 

(2) x — a-f-£, y = b-+-tj, z ---

so dass also nunmehr ij, £ die variablen Coordinaten von /t sind. 
Wir haben dann zunächst nach der Taylor'schen Reihe, die wir wegen 
der Kleinheit von rj, C mit dem zweiten Gliede abbrechen, wenn 

dX dX der Werth von Q im Punkte a, b, c mit bezeichnet wird etc., 

£ 

£ 

c)X ax dX X A-h da db de 

(3) B+ 
dY dY dY (3) Y = B+ da db de 

Z = c+ 
dZ dz dZ Z = c+ da db n-t de 

Ferner ist bei entsprechender Bezeichnung, da die Gl. (1) sowohl in 
« ab in etc. erfüllt sein müssen 
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W 

dL dL d'L 
dx da 1 da' 
dK dK d'K 
dx da 1 da' 

Dynamik des Punktes. 

d'L d'L 

5 + 

dadb 
d'K 

dadc 
d'K 

dadb n+ dadc ~ C u. s. w. 

Und schliesslich ist, da die Lagrange'schen Coefficienten X, * gleichfalls 
Functionen von x, y, z sind, 

(5) 

1 8 1 H -
dl di 

da H - db y-h de 
dx dx 

1 1 da db n- de 
Die in S, 17, f wirkenden Totalkräfte sind nun in x 

dX 

(ß) 

» v , dL dK . dX „ 
ox ox oa 

dx 
da 

dX 
db** 

dX 
de 

( dL d'L V 1 d'L 
\ da da' S 1 da db 

dx 
da 5-4-

dx , 
db^' 

dx 
de <ì 

( dK d'K 
•S-+-

d'K 
\ da 1 da' •S-+- dadb 

db 

>2 + 
d'L 
dadc 

dadc ~J 
\ 
1 = 0, weil in a, b, c Gleich-

; 0 

Hierin ist nun 
dK !Lk_i 

da "" da. 
gewicht herrscht. Ferner kann bei der Ausmultiplication der beiden 
Klammerpaare wegen der Kleinheit von S, »;, £ jedes Quadrat und 
jedes Product dieser Grössen ausser Acht gelassen werden; es bleibt also 

d'S schliesslich, wenn wir noch /i für 3 setzen 

(V 

£L 
dt' (i {( da ^ 

L idX 
i V da 

dx 
de 

da 
d'L 

i S~ 

s , dx 

d'L 

dX 
de 
d'L 

c 

^ - H e t c . } , da' dadb ' dadc 
oder, indem wir die constanten Factoren von t , ij, £ mit L, l3 be-
zeichnen, 
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<is>i . * 
j t l =mli-Jrm.iri-\-m.iQ 

* , t-
dt2 

wo die analogen Gleichungen in y und 2 zugefügt sind. Die charac-
ter is t ische , durch die Kleinheit von ij, £ hervorgebrachte Verein-
fachung besteht also darin, dass die Gleichungen der Bewegung in 

£ linear werden. Aus dieser Eigenschaft folgt: 
Es werde § = i", = »y, -t-r/ 2 , £ = gesetzt, die Ver-

riiekung also aufgefasst als die Resultante zweier Ver-

riickungen, wclche zu Componenten t j n und rj,. haben. 
Dann würden für S, und 'S., die Gleichungen gelten 

( 9 ) = / . s . + U + U , , % = + 

worin /.,, l3 dieselben Werthe liaben wie in (8) . Durch Addition 
folgt 

0 0 ) = * * ; dt- ^ dt* dt2 

und das gleiche in y und r. Das heisst a b e r : 
Setzt sich die Verrückung von /t zu irgend einer Zeit t aus zwei 

(oder mehreren) Einzelverrückungen zusammen, so ist auch die Ge-
sammtbeschleunigung von fi die Resultante aus den durch die Einzel-
verrückungen hervorgebrachten Beschleunigungen. Dabei bleibt sich 
gleich, wie die Verrückungeu entstanden sind; also folgt weiter : 

L i i s s t s i c h d e r A n f a n g s z u s t a n d von jtt a u s z w e i o d e r 
m e h r e r e n A n f a n g s z u s t ä n d e n , V e r r ü c k u n g e n o d e r G e s c h w i n -
d i g k e i t e n , z u s a m m e n s e t z e n , so e r h ä l t m a n d i e g a n z e B e -
w e g u n g v o n /(, w e n n m a n d i e d u r c h j e d e d e r a n f ä n g l i c h e n 
T h o i l z u s t ä n d e h e r v o r g e b r a c h t e n B e w e g u n g e n a l l e i n v e r f o l g t 
u n d n a c h h e r d i e z u r Z e i t t v o r h a n d e n e n T h e i l b e w e g u n g e n 
c o m p o n i r t . 

B e i s p i e l . Sphärisches Pendel. Die Anfangsbewegung desselben 
können wir hervorbringen, indem wir 1 ) dem /t eine sehr kleine Ver-
riiekung, 2 ) eine sehr kleine Geschwindigkeit v erteilen. W i r zerlegen 
also den Anfangszustand in zwei Thei le : 1 ) habe fi die sehr kleine 
Verrückung J ; vermöge derselben beschreibt er eine einfache Schwin-

Budde, Mechanik. I. 19 
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gung in der Ebene, welche durch S geht und senkrecht auf der Tan-
gentialebene im Gleichgewichtspunkt steht. 2) habe /<, von «, b, c 
ausgehend, die sehr kleine Geschwindigkeit e; vermöge derselben be-
schreibt er gleichfalls eine einfache Schwingung in der durch r gehen-
den Normalebene der Kugel. Heide Schwingungen setzen sich zu 
einer Bewegung zusammen, deren Protection auf die Tangentialebene 
eine elliptische Schwingung ist. 

Die Gleichungen (8) lassen sich mittels des vorstehenden Satzes 
sehr einfach integriren. U m dieses Geschäft für eine vorgeschriebene 
Fläche zu vereinfachen, denken wir uns, der Anfangspunkt sei in den 
Punkt a, b, c und die «(/-Ebene in diejenige Ebene verlegt, welche die 
vorgeschriebene Fläche in a, b, c berührt . Um die Anschauung voll-
ständig zu fixiren, mag man sich vorstellen, die ¿r-Axe sei die Pro-
tection einer I lauptkrümmungsl inie der Fläche; die y-Axe ist dann 
die Projection der zweiten Hauptkrümmungsl inie . Es genügt olfen-
bar , die Bewegung in .r, y zu best immen. Zu dem Ende zerlegen wir 
die Gleichungen (8 ) unter Weglassung dessen, was sich auf f bezieht, 
in die Theilgleichuugen 

(PI 
dt3 

und (12) 

= « , £ , dt' ' 

integriren und addiren nachher die Resultate. Der erste Satz von Glei-
chungen giebt 

(11) 

d% 
dt 

dt1' 

= hv 

(13) 

d% 
df 

d \ 
dt3 

m, 
l. dt2 

integrirt, 

= rtcos(<]/— 1 , - h r ) 

Der zweite giebt ebenso 

(14) 
tjt = r t ' c o s ( i ] / — m s + / ) . 

Die Addition ergiebt 

5 = „ cos ( t + + cos (t ]/'—m, + e')+jj' t+</ 

(15) 
m 3 

m 
rt — a ' c o * ( t j / — - f - j - a cos Q ]/— /, +c)-J

rpt-\-q. 
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Hier in haben wir vorläufig 8 zu bestimmende. Constanten, nämlich 
(i, a', e, e', p, p', q, q'. Es muss nun aber offenbar p' und p gleich 
Nul l sein, weil sonst der Punkt /i sich bei fortschreitendem t ins 
Unendl iche aus der Gleichgewichtslage entfernen würde, was nicht 
a n g e h t ; ebenso muss q und q' gleich Null sein, weil sonst die mit t lere 
Lage von /t nicht in die Gleichgewichtslage fallen wurde. Also bleibt 

Wo 
( i c ) . _ _ 2 

n = -J1-cos 0 V— 'i + « ) - + • «'cos (<]/— ?«., + e'), 
'i 

worin die 4 willkürlichen Constanten a, «', e, e' durch die Anfangs-
bedingungen zu bestimmen sind. Ist das Gleichgewicht in a, b, c. 
s tab i l , so sind und m3 nothwendig negativ, die Cosinus also reell. 
Der Anblick der Gleichungen (16) ergiebt den Satz: d i e ä u s s e r s t 
k l e i n e n B e w e g u n g e n e i n e s P u n k t s u m s e i n e s t a b i l e G l e i c h -
g e w i c h t s l a g e a u f e i n e r F l ä c h e l a s s e n s i c h i m m e r a u f e i n 
S y s t e m v o n z w e i e i n f a c h h a r m o n i s c h e n S c h w i n g u n g e n z u -

2 7i 2TT 
r i i e k f ü h r e n . Die Perioden derselben sind - - - und 

V-i, V-m, 
Liegt der Punkt auf einer vorgeschriebenen Curve, so können 

wir ebenso verfahren. Die Integration vereinfacht sich aber noch 
weiter durch die Bemerkung: Legen wir die Axe der x in die Tan-
gente von a. b, r, so sind bei sehr kloinen Vernickungen die tj Grössen 
zweiter Ordnung, können also ausser Betracht bleiben. Es bleibt also 
dann nur die Gleichung 

(17) = 

welche sofort ergiebt. dass /< eine harmonische Schwingung vollführt . 
Durch Betrachtungen, welche den obigen analog s ind, lässt sich 

noch folgender Satz beweisen: Tr i t t zu dem System der Kräfte X, Y, Z 
ein zweites .X,, Yj, Z, welches für sich sehr nahe beim Punkte a, b, c 
im stabilen Gleichgewicht sein würde , so lagern sich die Wirkungen 
beider Kraftsysteme in der Weise übereinander, dass man die Vcr-
rückung von fi zur Zeit t erhält, wenn man 1) das System X, Y, Z 
beim gegebenen Anfangszustand allein wirken lässt, 2) den Punk t /t 
ruhend in a, b, c annimmt und das System X , , Y,, Zx allein auf ihn 
wirken lässt und darauf die aus (1) und (2) resultirenden Ver-
rückungen coinponirt. Den Beweis unterdrücken wir aus Rücksicht 

1 9 * 
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auf den Raum. Selbst verständlich beschreibt /i nunmehr Schwin-
gungen um eine neue, sehr wenig von u, b, <• abweichende Gleichge-
wichtslage. 

96. Stationäre Bewegungen. Stationär heisst eine Bewegung, 
bei der die Coordinaten des Punktes /1 nicht mit der Zeit ins Unbe-
grenzte wachsen, sondern um gewisse Mittelwerthe schwanken. Der-
artige Bewegungen sind z. B. die Planetenbewegungen in einem durch 
die Sonne gelegten Coordinatensystem, oder die Bewegungen eines 
vollkommen elastischen Punkts, der in eine feste, ruhende Kapsel ein-
geschlossen ist. Die Eigentümlichkeit derartiger Bewegungen muss 
sich in einem analytischen Gesetz ausprägen; Clausius hat dasselbe 
i'olgendermaassen formulirt: 

Die Gleichungen der Bewegung sind 

(Px dh) <Pz ( 1 ) v - w = x, = = ̂  

wenn X, Y, Z die Totalkräfte darstellen. Es ist nun in x 

oder, anders geordnet 

X tl^x 
setzt man darin ---- für - ^ r ? 8 0 kommt nach Multiplicatior. mit 

W 
Diese Gleichung giebt, mit dt multiplicirt und von 0 bis t integrirt 

m imp— 
u o 

wo die Marke 0 den Werth zur Zeit Null bezeichnet. Dividirt 
u 1 r' ( dx X' man nun durch t, so stellen die Grössen — I J dt und 0 

— ^ J xXdt die Mittelwerthe von un<^ — i X x für die 
u 

Zeit von 0 bis t dar; bezeichnet man also die Mittelwerthe einer 
Grösse durch einen über die Grösse gesetzten Strich, so lautet Gl. (5) 
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nach der Division mi t t 

Macht n u n /i regelmässige Umläufe , bei denen er nach der 
Periode T an seinen alten Ort zurückkehr t , und wäh l t man T fü r t, 

so gilt zur Zei t T die Glcichung = ( — d i e rechts ste-
ift V dt Jo 

hende Klammer ist also Null, und es bleibt 

Dieselbe Gleichung gilt auf jeden Fa l l , wenn m a n für t, eine Zeit 

wühlt, die sehr gross ist gegen die Zeit , in welcher /.« eine Einzel-

bewegung von best immter Richtung mach t ; denn da vorausgesetzt ist, 

dass /» sich nie über eine gewisse Grenze von se inem Anfangsort ent-

fernt, kann nicht ins unbegrenzte mit der Zei t wachsen, son-

dern nur innerhalb best immter Grenzen schwanken . Hei hinreichend 

grossem t verschwindet also J [ — ( j und dieGleichung 

(7 ) bleibt allein übrig. Ihr entsprechen in y und z zwei ganz analoge 
Gleichungen; fasst mau alle drei addit iv zusammen, so erhäl t man 

(8) = = - \ ( X ^ Y y V Z z ) . 

Clausius nenn t die Grösse —-l (X.i- -+- Ytj-+-Zz) das V i r i a l des 
Punktes /». Manche neuere Autoren sind darin von ihm abgewichen, 
das< sie nicht den Mi t te lwer th , sondern den Momentanwer th 
— j (X<; - ) - Yy-\-Zz) das Virial nennen . Da wir fü r diesen W e r t h 
e in : Bezeichnung brauchen , erlauben wir u n s , der Abweichung uns 
anzuschliesscn. W i r nennen — ^ ( X x - \ - Y y - \ - Z z ) das V i r i a l von /x 
und — ^ ( X r - f - Y y + Z z ) das m i t t l e r e V i r i a l . Gl. (8 ) heisst d a n n : 

B e i d e r s t a t i o n ä r e n B e w e g u n g e i n e s P u n k t e s i s t d a s 
m i t t l e r e V i r i a l g l e i c h d e r m i t t l e r e n l e b e n d i g e n K r a f t . Der 
Satz gilt zugleich auf jeder einzelnen C'oordinatenrichtung. Voraus-
set iung ist, dass t hinreichend lang gewähl t werde. Der Satz heisst 
•/.n- ¿coy.V ( ' c r Virialsatz. 

Beim einzelnen P u n k t lässt sieh für die Bedingung, dass die Be-
wegung s ta t ionär sei , ein noch e infacherer Ausdruck geben. Die 
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Coordinatc x in Gl. (7) enthält im Grunde immer eine willkürliche 
Constante; wir können ja, ohne die Gleichungen (1) zu stören, statt 
des angewandten Coordinatensystems ein neues der ij, £ einführen, 
in welchem £ = x-\-a, ij = y-\-b, £ — ist. Audi in diesem 
System gilt der obige Beweis, also die Gleichung 

« 2 = 
<p£ iPx 

Zugleich ist = und X hat in Gl. (9) denselben AVerth wie 

in (7). Also muss auch 
(10) IÄS) 

oder, wenn (10) nicht mit (7) in Widerspruch stehen soll, aX = (), 
d. h., da a constant ist, 

(11) X = 0, 7 = 0 , 

sein. Der mittlere Werth der Kräfte, die auf /( im Laufe einer langen 
Zeit wirken, ist also Null, wenn die Bewegung stationär ist. Das ist 
auch leicht direct einzusehen. Der grosse Werth des Virialsatzes 
beruht darauf, dass er sich, wie wir sehen werden, unverändert auf 
Systeme von vielen Punkten übertragen lässt. 

97. Eigenschaften (les Yirials. Bezeichnen wir die Resultante 
von X. Y, Z mit R und den vom Coordinatenanfang nach /i gezogenen 
Radiusvector mit r , so ist 

xX+yY+zZ = ± ^ + A f j = Rrco*(R, /•)• 

Das Virial ist also —iRrcos (R , / • ) , das halbe negativ genommene 
Product aus dem Radiusvector r und der auf ihn projicirten Kraft, 
oder auch dasselbe aus der Kraft und der Projection des Radiusvectors 
auf sie. 

Das m i t t l e r e Virial eines stationär bewegten Punktes fi ist ver-
möge der Gleichung (11) eine von der Wahl des Coordinatenanfangs 
unabhängige Grösse; das temporäre Virial dagegen hängt von der Wahl 
des Coordinatenanfangs ab, hat also einen bestimmten Sinn nur in 
Beziehung auf den bestimmten Anfangspunkt O. Dieser muss mit 
angegeben sein; übrigens kann selbstverständlich jeder Punkt des 
Raumes als Anfangspunkt angenommen werden. Wir haben die Ab-
hängigkeit des Virials von der Lage von 0 festzustellen. 
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Ist cos(/i, r) = 0. so ist das Virial Null. Das tritt ein, wenn 
0 in einer Ebene liegt, die durch /i geht und senkrecht auf R steht. 
Diese Nullebene theilt den llaum in zwei Theile; für den einen Theil 
ist eos(ß, r) ;> 0 für den andern < 0. in dem ersten ist also das 
Virial negativ, in dem zweiten positiv. 

Nimmt man ¡i und R constant, entfernt sich 0 von /( auf einer 
Geraden, so bleibt cos(R, r) constant, das Virial wächst also propor-
tional mit r. r cos (R, >•) ist der Abstand des Punktes 0 von der 
Nullebene; also kann das Virial von ¿i in Bezug auf 0 auch definirt 
werden als das neg. gen. halbe Product aus der Kraft und dem Ab-
stände des Punktes O von der Nullebene. Flächen gleichen Virials 
sind bestimmt durch die Gleichung cos (R, /•) = const.; sie sind 
schildförmige Rotationsflächen, welche sich im Unendlichen der Null-
ebene asymptotisch nähern, und denen die Richtungslinic von R als 
Axe dient. 

Nimmt man fi und O constant, und lässt R bei constanter Länge 
sich drehen, so wild das Virial Null, wenn R in die Ebene fällt, 
welche senkrecht zu r durch /t geht. Jenseit derselben ist das Virial 
negativ, diesscit (nach O zu) positiv. Errichtet man auf der Null-
ebene Ordinaten, welche die von R beschriebene Kugel schneiden, so 
sind diese Ordinaten, mit r multiplicirt, zugleich graphische Dar-
stellungen des Virialwerthes für die verschiedenen Lagen von R. 

Nimmt man 0 constant und Grösse und Richtung von R con-
stant, lässt aber die Lage von fi variiren, so hat das Virial eine 
Nullebene, die durch O geht und senkrecht auf R steht. Die Flächen 
gleichen Virials haben dieselbe Gestalt, wie bei variablem 0 . 



Zweite Unterabtheilung: 

Die Relativbevvegung eines Punktes in einem beweglichen 
Coordinatensystem. 

98. Kinematisches. In dem Coordinatensystem der .r, //, ~ sei 
irgend ein zweites, bewegliches Coordinatensystem des r;, £ gegeben. 

Die Betrachtung der Vorgänge in beiden Systemen läuft im 
Grunde immer darauf hinaus, dass wir uns den Raum als die Super-
position zweier Räume vorstellen, von denen der eine am System der 
x, y, r, der andere am System der t, tj, £ befestigt ist. Diese Befesti-
gung kann man sich, ohne den Raum zu materialisiren, analytisch 
dadurch vorgenommen denken, dass man festsetzt: Wenn ein geome-
trischer Punkt des ersten Raums die Coordinaten .r, y. z hat. so sollen 
x. y, z für ihn constante Grössen sein; ebenso, wenn ein geometrischer 
Punkt des zweiten Raums die Coordinaten »;, £ hat, so sollen rt. £ 
für ihn constante Grössen sein. Wir Itaben nun schon im Eingang 
des Buches darauf hingewiesen, dass alle Bewegung nur relativ be-
stimmbar ist. Wenn wir also sagen „das System der £ (mit dem 
an ihm befestigten Raum) bewegt sich im Räume der x, y, s " , so 
heisst das kinematisch gerade so viel, wie „das System der x,y, z 
bewegt, sich im Raum der »;, f . Ist e ein im System der £ 
ruhender Punkt , und e der Punkt des Raumes von .r, y, z, mit dem 
e zur Zeit 1 zusammenfällt, so hat e gegen e eine gewisse Geschwin-
digkeit; ist die Verriickung, welche e in dt gegen c erleidet, der 
Grösse und Richtung nach durch dr dargestellt, so ist gleichzeitig 
— clr die Verrückung, welche e gegen t erleidet. Sprechen wir diesen 
Satz für alle Punkte beider Räume gleichzeitig aus, so lautet er: 

B e s i t z t d a s S y s t e m de r £, )j, f w ä h r e n d d e s Z e i t e l e m e n t s 
dt e i n e b e s t i m m t e B e w e g u n g g e g e n d a s S y s t e m de r x, y, z, 
so h a t d a s S y s t e m d e r a, y, z d i e e n t g e g e n g e s e t z t e B e w e g u n g 
im S y s t e m der r^ f. 
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Wir bezeichnen eine und dieselbe Thatsache, wenn wir einmal 

den Satz: „das System der rt. £ bewegt sich gegen das der x,y,zu, 

und das anderemal den Satz „das System der x, y, z bewegt sich 

in dem der % £" aussprechen. Es steht uns aber frei, willkürlich 

eines der beiden Systeme als das primär gegebene anzusehen; wir 

wählen das System der x, y, z, betrachten also dieses als das zuerst 

gegebene Hauptsystem, und stellen uns vor, dass das System der 

»;, £ auf jenes bezogen sei. In diesem Sinne nennen wir die Be-

wegung, welche in Punkt ,« ein System der x, y, z hat, kurz die „ab-

solute" Bewegung von /e; dagegen heisse die Bewegung von ju im 

System der 'S, »/, £ die „relative". Das Wort „absolut" soll dabei 

nur ein abgekürzter Ausdruck für „relativ zum primär gegebenen 

System" sein. 

Ist das System der S, £ gegen das der x, y, z in Ruhe, so ist 

die Geschwindigkeit und Beschleunigung von ¡.i in beiden offenbar 

durch denselben Vcctor dargestellt; die Bewegung in beiden wird 

identisch. Ist statt der 4, rh £ irgend ein ruhendes System willkür-

licher Coordinaten / , <j. h gegeben, so kann man stets von den x, y, z 

zu den / , </, Ii durch eine einfache Substitution übergehen, wie wir 

dieselbe z. B. beim l 'ebergang von rechtwinkligen zu Polarcoordinaten 

schon öfter angenommen haben. Die Allgemeinheit der Untersuchung 

wird also nicht beeinträchtigt, wenn wir das sekundäre System, wie 

das primäre, cartesisch und rechtwinklig voraussetzen; denn ist z. B. 

als primäres System ein System der /', ¿7, h, als sekundäres eines der 

y , tp. x gegeben, so gehen wir von den /,</,/« durch Substitution zu 

einem in / , <7. h ruhenden rechtwinkligen System der x, y, z, von 

diesen zu einem System der £ über, welches gegen die y , </», x 

ruht, und dann von den '£, rt, £ wieder durch eine Substitution zu 

den <f, rf). x• Bewegung des zweiten Systems kommt dabei einzig 

in den Beziehungen zwischen den S, £ und x, y, z zum Vor-

schein. 

Die Bewegung des Systems der '£, »;, £ wird practisch immer be-

stimmt sein durch die Bewegung eines materiellen Körpers A', an 

den wir uns das System der tj, £ befestigt denken. Dabei steht 

es uns frei, die Lage der Axen S, tj, £ zu dem Körper beliebig zu 

wäalen. "Wir können also über die Anfangslage der sekundären A x e n 

frei verfügen. Die Axen der x, y, z können in dem zu x, y, z ge-

hörigen Raum ganz beliebig gelegt werden. 

E r s t e r S p e c i a l f a l l . Das System der ij, £ besitzt eine blosse 
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Vcrschicbungsbewegung, d. h. seine Axen rücken im Räume fort, ohne 
ihre Richtung zu ändern. 

Dann legen wir die Axen der i j , C zu Anfang parallel den 
Axen der x, y, z\ sie bleiben ihnen dann stets parallel. Ist co der 
Anfangspunkt der rj, C, so hat m im System der x, y, z drei Co-
ordinaten xm, y,K dieselben sind vermöge der Bewegung des se-
kundären Systems Funktionen der Zeit. Zwischen x, y, z und q, 
£ bestehen nun die bekannten Gleichungen 

(1) 

Daraus folgt: 

U — »; 

2 - - + 
(2) 

£ = x—xK 

n = n—u>-

(•r>) 

dx dx,„ 
~dt ~ dt dt 

dy dy,,, , ¿1 
dt dt h dt 

dz d:,„ 
dt dt dt 

d'x d'x,,, , <n 
df h de 

d'y _ d , d*n 

dt1 'de 

d'z <l*Ztü 

dt1 ~~ df H 

(4) 
d'L 
'dt 

dx 
~ dt 

u. s. w., 

dxw 

dt 

(6) 
d2i 
dt* dt-

u. s. w. 

de 

Bezeichnet man die absolute Geschwindigkeit von co mit u,„, die re-
lative Geschwindigkeit von fi mi t <p, die Beschleunigungen mit 6 und 
ff, so liefert die geometrische Summation der vier vorstehenden Sätze 
von j e drei Gleichungen 

( 3 a ) v = v,0^-<p, ( 4 a ) tp = t>—v < 0 , 

( 5 a ) i> = ( 6 a ) <j> — 6~6M. 

Die absolute Geschwindigkeit von fi ist also die geometrische S u m m e 

aus der relativen Geschwindigkeit von fi und der absoluten Geschwin-

digkeit des Anfangspunkts w. Dasselbe gilt für die Beschleunigungen. 

Die Herstellung der absoluten Grössen aus den relativen und umge-

kehrt ist sonach ein einfaches Summations- oder Subtract ionsexempel . 

Die Gleichungen ( 3 a ) bis ( 6 a ) gelten für die Vectoren , welche v, 
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</>, u. s. w. darstellen, gelten also auch dann, wenn wir für x, y, z 

ein beliebiges, gegen x, y, : ruhendes Coordinatensystem der / , <7, h 

und für t , rj, C ein beliebiges, gegen 'S, 17, £ ruhendes System der </, 

ip, also ein beliebiges System, welches im Körper K festliegt, sub-

stituiren. 

Z w e i t e r S p e c i a l f a l l . Der Körper K und mit ihm das System 

der 'S, rj, £ dreht sich ohne Verschiebung um eine feste Axe. 

Wir legen sowohl die Axe der 'S als auch die Axe der x in die 

Axe der Drehung und geben beiden Systemen den gleichen Anfangs-

punkt. iy sei der Winkel, den die Axe der 17 mit der y-Axe macht; 

dann macht £ mit 2 den gleichen Winkel; (nach § 1. sind beide 

Systeme rechthiindig). Die Gleichungen für die Coordinatenver-

tauschung lauten in diesem Fall 

Ix = £ 11 = x 

y = ijcosv/—fsin^- (8) rj = ycostf + zsiny-G) Csin ^ (8) 

3 = j js iny-+tcos#, 1 1 = —i/siny- + 2costf, 

und hierin ist tf Function der Zeit. Wir erhalten also aus (7) 

dx dS 
dt dt 

<iy 
dt 

— custf 
dn 

dt SI11 ~dt ' 
-|-(—qsintf—£cosit) 

dlt 
dt 

dz 
dt 

= sin 
drj 
dt 

+- ( rj cos y- — £ sin i) ) 
di> 
dt 

CO) 

Dasselbe ist ausgedrückt in den Gleichungen 

dx _ ß 
dt ~ dt 

dy dy dt] 8y d£ dy d& 
dt ~ + 

dz dz dt] dz d£ dz d& 

Denken wir uns nun zunächst, ein Punkt e sei im System der q, 'C 

in Ruhe, habe also nur diejenige absolute Geschwindigkeit v„ welche 

aus der Veränderlichkeit von # hervorgeht; dann zerfällt v, in die 

drei Componenten 

(10) 
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O D 

dx 
d» 

ÈL 
a» 
8z_ 

d» 
dt 
dlt 
dt 

d&_ 
dt 

= 0 

Denken wir uns ferner, das System der t , »;, £ sei in seiner augen-
blicklichen Stellung in Kuhe, und ¡li besitze in ihm die relative Ge-
schwindigkeit (f \ dann zerfallt <p nach x, y, z in die Componcnten 

(12) 

fx = 
dx 
w dt ' 

qu dì dt 

dt" 
dz * = w 

dx drj dx dt . d'S 
"dy ~di+~dt ~dt ~~ dt 

= J ^ ^ ? 
d>) dt 

_ d z 

~ ^ 

dy 
er' 

dt] dz 
7 i t + ~ d £ 

'5 
dt 

"dt 

d.r. 
dt 

Aus dem Vergleich von ( 1 1 ) und ( 1 2 ) mit ( 1 0 ) crgicht sich 

= »s..t + < f x u. s. w., oder 

( 1 3 ) v = u, ̂ H-f/j woraus ( 1 4 ) <[> = o — c s . 

J)ie absolute Geschwindigkeit von jit ist also die geometrische Summe 
aus ( 1 ) der relativen Geschwindigkeit von /», 2 ) der Geschwindigkeit 
eines Punktes e, der den Ort von /t im System der S, £ einnimmt 
und sich nur vermöge der Rotation des Systems bewegt. Die rela-
tive Geschwindigkeit von /« ist dem entsprechend die geometrische 
Differenz von v und v.,. 

Wir wenden uns nun zur Beschleunigung. Aus ( 9 ) folgt: 

( 1 3 ) 

d\v_ 
dt* dt' 

d'i/ d\t . I L dX , . „ v (Pit —iL = c o s ^ - ^ f — sm — (i/sintf -hCcostf ) -
df dt2 

d» d£ 
dt 

dh . d'n - ; T = SUI x> dt* dt2 
-cos V 

dX 
df -( j jcos^ — Csin^) 

d>& 
dt* 

, • r « dr. dir dt 



Punkt ira rotirenden Coordinatensystem. 301 

Wäre nun das System der tj, C in Ruhe, so würden wir die Be-
schleunigungscomponenten von fi erhalten, indem wir die Gleichungen 
(7 ) zweimal l>ei eonstantem ü diirerentiircn. Die diesem Zustande 
entsprechende Beschleunigung wäre die relative Beschleunigung von 
/i im System der H, t ; sie heisse </. Es ergäbe sich 

(PS 

(14) <p,j= c o s t f - ^ f -sin & 
d-t 
dt' 

• ,, A , dx 

Nehmen wir andererseits einen im Raum von •>], t festen Hülfspunkt 
f , der im System der 5, iq, £ die augenblickliche Stellung von (i ein-
nimmt und bloss die aus der Bewegung des sekundären Systems her-
vorgehende Beschleunigung hat, so erhalten wir die Componenten 
seiner absoluten Beschleunigung ö , wenn wir die Gl. ( 7 ) zweimal bei 
eonstantem t] und £ diiierentiiren; es kommt 

d ( d$ \2 
i\v = — fasintf-Kcostf)-^— ( i j c o s ^ — 

( dü \ * 
vSy; = (>] cos Csin - j p — ( i j s i n ö - + £cos£^) ( - ^ - J " 

Der Vergleich von ( 1 4 ) und ( 1 5 ) mit ( 1 3 ) ergiebt 

d'x 

d2V . n d!> ( . dri dl; \ 

( 1 5 ) 

(IG) 

d?z . „ dtt .. a 
- J j f = - + - 2 — | c o s # dt 

a dr, . dt\ 

Ausser den Beschleunigungen <f und existirt also noch eine dritte; 
wir bezeichnen sie mit ip\ es ist 

ipx = 0 
„ dit ( . „ drj ti dt \ 

(17) 
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Die Ausdrücke werden einfacher, wenn wir die Grösse ip nicht, nach 
x, y, z, sondern nach 17, £ zerlegen. Da die Axe der x mit der Axe 
der 5 zusammenfällt , ist 

Vi = V* = 
Denken wir uns die Länge ip am Coordinatenanfang angesetzt, 

so sind ifi,, und ipz, so wie und ip£ die Coordinaten ihres End-
punktes. Es bestehen also zwischen den 4 Grössen die Gleichun-
gen (8) 

xfjq = i / ^ c o s # - H ^ s i n # 

ip~ = — + t / j j C o s y - , 

Rechnet man sie mit (17) aus, so findet sich 

= 0 
d» dt 

(18) 

dt dt 

Die Grösse ip nennt man recht unpassend die z u s a m m e n g e s e t z t e 
C e n t r i p e t a l b e s c h l e u n i g u n g . Ihre Grösse ist 

Die Wurzel ist die Protection von <f auf die ijC-Ebene; nennt 
man also a den Winke], welchen <p mit der Drehungsaxe mach t , so 
ist auch 

(20) ip = 2-^-ysina 

und in dieser Form, ist der Ausdruck für 1p unabhängig von der 
Coordinatenwahl. 

ip steht senkrecht auf der Drehungsaxe (weil seine | -Componente 
Null ist) und zugleich senkrecht auf der Geschwindigkeit q>, weil 

Da es zwei entgegengesetzte Richtungen giebt, welche die Eigenschaft 
haben, auf der Drehungsaxe und auf (p senkrecht zu stehen, muss 
noch entschieden werden, welche von beiden gemeint sei. Zu dem 
Ende projiciren wir tp auf die »fC-Ebene und nennen die Projection u. 
diy 

- j j - setzen wir zunächst positiv voraus und lassen den für die Be-
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trachtung unwesentlichen Factor 

2 fort. Die Winkelgeschwindig-

keit ~ lässt sich nun analog 

wie eine Streckengeschwindigkeit 
durch einen AVinkel geometrisch 
darstellen, durch den AVinkel näm-
lich, welchen die Axe der 17 in 
1 Sekunde zurücklegen würde, 
wenn sie sich während dieser Sekunde constant mit der Winkelge-

¿¡g. 
- j j - bewogte. In Fig. 44 sei der AVinkel rjwy diese geo-

metrische Darstellung von ; AB sei u. Dann ist ( D = u;- = -^f-
° 'u " dt 

schwindigkeit 

dt 

und EF ist ~ • l 'm die Grössen — u n d 
drj 

~dt~ zusammen-dt dt 
zusetzen, schneiden wir von A aus AG = —CD und All = -+-EF 
ab, und vervollständigen das Rechteck AGHK. Dann ist AK die 

d'& di> Richtung von ip, wenn > 0. Wäre - negativ, so wären die 

Strecken AG und All im umgekehrten Sinn aufzutragen, und AKt 

würde die Richtung von ip sein. Beide Sätze fassen sich zusammen 
in den Satz: De r r e c h t e AArinkel, we lchen if> m i t u m a c h t , h a t 

d e n s e l b e n S i n n , wie • Denn im ersten Fall werden und 
dt dt 

L. BÄK beide, von oben gesehen, von rechts nach links beschrieben, 
dd-im zweiten Fall gehen und BAKt von links nach rechts. 

Gl. (16) lautet nun, wenn man die drei Gleichungen durch geo-
metrische Summation zusammenfasst 

(22) v = (23) <p - d — vs—rfj. 

Die absolute Beschleunigung hat zu Componenten 1) die relative Be-
schleunigung, 2) die Beschleunigung die /( haben würde, wenn er im 
System der TJ, L ruhte, 3) die zusammengesetzte Centripetalbesclileu-
nigung. Für <f> ergiebt sich daraus Gl. (23), in welcher 6, und tp als 
Subtrahenden auftreten. Hätten wir statt der Gl. (7) die Gl. (8) 
difl'erentiirt, so würden wir zuerst Gl. (23) und mit dieser Gl. (22) 
gefunden haben. Die Resultate sind in der Form (22) und (23) 
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unabhängig von der Coordinatenwahl. Gl. (22) heisst der S a t z von 
C o r i o l i s . 

Es ist noch der Mühe wer th , die Hestandtheile von i s ins Auge 
zu fassen. Gl. (15) liisst sich kürzer schreiben 

\'C,,x =0 

— _ ( < V & \ 
~ Z dt* y \ d T ) (24) 

( d » y 

f , besteht hiernach aus zwei Componenten. Nennen wir q den 
Radiusvector, der die £-Axe mit ft verbindet, so ist die erste Coni-
ponente 

sie steht senkrecht auf q, ist hervorgebracht durch die Winkel-
beschleunigung des sekundären Systems und hat deren Richtung. 
Die zweite 

Sie ist nach w hin gerichtet und ist die wohlbekannte gewöhn-
liche Centripetalbeschleuuigung. 

Im a l l g e m e i n e n F a l l kann das System der tj, £ zur Zeit t 
gleichzeitig eine Verschiebung und eine Drehung besitzen. Wir denken 
uns dann durch die Dj'ehungsaxe ein Iliilfssystem der p, q, r gelegt, 
welches an der Drehung n i c h t Theil nimmt. Die relative Geschwin-
digkeit von ;(( in diesem System sei mit xr bezeichnet, und die ab-
solute Geschwindigkeit seines Anfangspunktes sei xs. Dann haben wir 
im Augenblick t nach Gl. (3a ) 

0 — Xs-i-Xr 

.und nach Gl. (13) xr = 
wenn k, die Geschwindigkeit relativ zum System der />, <j, r bezeichnet, 
welche [t haben würde, wenn er im System der f , 17, C ruhte. Also ist 

(28) v = 
Nimmt man nun aber a n , /i ruhe im System der tj, K und 

nennt die Geschwindigkeit, welche er dann in x, y, z haben würde, 
wie oben vs, so ergiebt sich auf dieselbe Weise, dass 

(27) l 
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Man kann also auch schreiben 

(29) v = 

wo v a diejenige absolute Geschwindigkeit bezeichnet, die ju haben 
würde, wenn er im System der tj, £ ruhte. Practisch ist die auf-
gelöste Formel (28) meist brauchbarer als (29). 

Ganz entsprechend findet sich für die durch übergesetzte Punkte 
bezeichneten Beschleunigungen 

<5 = * , 4 - * r , 

*r = Ä . + SP-i-Ip-
Also 

(30) v = Xj-i-Ä.-i-y-^»/' oder 

(31) <5 = » , + f + f 

Die Componente xp ist nur durch den augenblicklichen Rotationszu-
stand, nicht durch die Verschiebungsgeschwindigkeit der 5, rj, £ be-
stimmt. In va geht sowohl die Verschiebungsbeschleunigung als auch 
die Rotationsbeschleunigung und die gewöhnliche Centripetalbeschleu-
nigung des Systems der J , tj, C ein. (31) ist die allgemeine Gleichung 
der Relativbewegung, welche die vorhin besonders betrachteten Spe-
cialfälle mit umfasst. Ein in J , ij, £ ruhender Beobachter hat selbst 
die Beschleunigung ö,, sieht also </>-+-1/». 

A n m e r k u n g . Die besondere gegenseitige Lage der beiden Coordinaten-
systeme, welche im obigen benutzt wurde, genügt für das nächste Bedürfniss, ist 
indessen keineswegs für alle Anwendungen bequem. Es ist vielmehr zweck-
mässig, die Coordinatenformeln herzustellen für den Fall, dass die Axe, um welche 
das System der r), C sich dreht, in dem System der r, y, z und auch im System 
der S, 7), C eine beliebige Lage hat. Die Untersuchung würde aber an dieser 
Stelle weitläuftig sein und wird desshalb auf einen späteren Zeitpunkt (Scbluss 
der Dynamik des einzelnen festen Körpers) verschoben, wo sie sich mit grosser 
Leichtigkeit ausführen lässt. 

9 9 . Dynamisches . Es sei nunmehr das System der x , y , z ein 
Fundamentalsystem, und es seien in ihm Körper A , B , C . . . gegeben, 
welche nach bekanntem Gesetz mit Kräften auf / x wirken; die Resul-
tante dieser Kräfte, im Fundamentalsystem bestimmt, sei R und habe 
die Componenten X , y , Z . Dann gelten im Fundamentalsystem die 
Gleichungen der Bewegung 

(1) = X u. s. w. 

Es entsteht die Frage: welches sind die Gleichungen der Bewegung in 
B u d d e , Mechanik. I . 2 0 
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einem System der ij, dessen Bewegung gegen das Fundamental-
system bekannt ist? Diese Frage hat für uns grosses Interesse, weil 
wir thatsächlich genöthigt sind, in einem bewegten Coordinatensysteni 
zu beobachten, da ja die Erde, auf welche wir unsere Beobachtungen 
beziehen, unzweifelhaft in Bewegung ist. 

Die drei Gleichungen (1) fassen wir zusammen in 

R (2) v fx 

Die Antwort auf die obige Frage ist dann durch Gl. (30) des vorigen 
Paragraphen 

(3) d = 

gegeben, welche mit (2) unmittelbar liefert 

R 
(4) 9 = — — [i 

Wir betrachten nun einzelne Specialfalle dieses Satzes, unter-
scheiden aber dabei zwei Hauptfalle, nämlich 

I. Die Kräfte X, Y, Z enthalten n i c h t die Geschwindigkeiten etc. 
von A, B, C und (i. 

II. Sie enthalten dieselben. 
I. K r ä f t e , w e l c h e k e i n e G e s c h w i n d i g k e i t e n e tc . e n t h a l -

t en . Sie können nur von Entfernungen abhängen, und die sind in 
jedem Augenblick durch den Momentanzustand von /.i bestimmt. Ins-
besondere sind sie bestimmt, wenn die Stellung der A, B, C. . . und 
des /i zur Zeit t im System der 'S, rj, C gegeben sind. 

E r s t e r S p e c i a l f a l l : Das System der J, r„ £ besitzt bloss Ver-
schiebung. Dann ist nacli Gl. (5a ) und (6a) des vorigen Paragraphen 

<f> = v—ö<o, 
also wird Gl. (4) 

(5) <p = 

E r s t e r U n t e r f a l l . Ist die Verschiebung gleichförmig, so ist 
cw = 0, also 

R <p = — f» 

Die relative Beschleunigung ist identisch mit der absoluten. Zerlegen 
wir R im System der TJ, C in die drei Axencomponenten S, H, Z, 
so ist 
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n ^ - H 

dX 
fl~w = z 

und die Resultante von 3, H, Z ist identisch mit R. D. h. mit an-
deren Worten: J e d e s C o o r d i n a t e n s y s t e m , w e l c h e s s ich gegen 
ein F u n d a m e n t a l s y s t e m g l e i c h f ö r m i g v e r s c h i e b t , i s t s e lbs t 
ein F u n d a m e n t a l s y s t e m . Die Kräfte R können in ihm, so wie 
sie durch die Abstände bestimmt sind, ohne Weiteres in die Bewe-
gungsgleichungen eingeführt werden. 

Z w e i t e r U n t e r f a l l . öa ist von Null verschieden. 
R 

<P = — »«, f* 

d'Z „ f d'x,,, dx | iZJi/w dy dh^ „ 5 

so\ d2n (d^Xa dx dru,0 du d,zm dz\ 

d% _ _ (d?xM dx d7yu, dy d*z<o ö z \ 

Das System der £, 17, C ist also in diesem Fall kein Fundamen-
talsystem mehr; es müssen vielmehr von den absoluten Kräften 
3, II, Z die Beschleunigungen des Anfangspunkts, mit ¡x multiplicirt, 
abgezogen werden, wenn man die Relativkräfte haben will. Kann 
man direct in einem Coordinatensystem der x, y, z bestimmen, 
dessen Axen denen der 17, £ parallel sind, so hat man als Factoren 
von jU einfach vWi j , , , öUi { einzusetzen. 

Z w e i t e r S p e c i a l f a l l . Das System der 17, £ besitzt bloss 
Drehung. Dann kommen die Gleichungen (22), (23) des vorigen 
Paragraphen zur Anwendung, und wir erhalten 

(7) 9 = 
f1 

E r s t e r U n t e r f a l l , /t ist im System der 77, £ in Ruhe. Dann 
isl xf> = 0 und es bleibt 

(8) 
r 

20* 
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~di) ' 
<r2iy 

und, wenn die Rotation nicht gleichförmig ist, aus der Kraft f tQ-j^ , 

welche in die Richtung der Rotationsbeschleunigung fällt. Denken 
wir uns die Rotationsaxe zur Axe der £ genommen, so lautet Gl. (8), 
nach S, t), £ zerlegt: (die Zerlegung wird ausgeführt, indem man in 
§ 98. Gl. (8) für x, y, z die Werthe der Kraftcomponenten einsetzt). 

»-dt 

(9) 

• = S 

d% d'i> 
dt* 

fdvy 

4 $ ) ' 
wo nun S, H, Z die Componenten von R nach ry, £ sind. 

Zwe i t e r Un te r fa l l , ju bowegt sich im System der rj, 
Dann hat [iip einen endlichen Werth, und auch der ist noch zu sub-

trahiren. 

und dt dt 

Da xp in die beiden Componenten 
dt) 

„dV d£ 
~dt~dt~ (nadl 9) 

(in J), zerfällt, erhalten wir 

(10) d'rj _ 
dt* 

ß = Z—HT) 

dW 
dt3 

d&\ 0 d» dr) 
- "H-ar j dt2 - dtj 

A l l g e m e i n e r Fall. Das System der tj, t besitzt Drehung 
und Verschiebung; dann ist die allgemeine Gleichung (4) anzuwenden. 
Die Coordinatenzerlegung von y erhält man, indem man (6) mit (10) 
combinirt. 

Zweiter Haaptfal l : Die Kräfte X, Y, Z enthalten Geschwindig-
keiten etc. Die Gleichungen des ersten Hauptfalls bleiben vollständig 
bestehen, da ja die Grundgleichungen (28) und (30) keine Beschrän-
kung für die eintretenden Kräfte enthalten. Nur muss man, ehe man 
sie anwendet, die betreffenden Geschwindigkeiten etc. ausgerechnet 
und in X, Y, Z eingeführt haben. Dabei sind zwei Unterfalle zu 
unterscheiden: Nämlich 
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1. U n t c r f a l l . Die in X, Y, Z eingehenden Geschwindigkeiten 
beziehen sich bloss auf die Entfernung des Punktes /t von andern, 
activen Punkten A, B, C. . .; es kommt also in X, Y, Z die Grösse 

, etwa auch noch etc. vor. Oder sie sind von vorn 
dt dt3 ' dt3 

herein Relativgeschwindigkeiten gegen Körper, die im System der 
f , T], £ bestimmt sind, z. B. die Geschwindigkeit eines irdischen Punktes 
gegen die Erdatmosphäre, welche ja als Argument des „Widerstandes" 
in die auf fi wirkenden Kräfte eingeht. In diesem Fall kann man 
die fraglichen Geschwindigkeiten offenbar einfach im System der >?, £ 
ausrechnen und einführen. 

2. U n t e r f a l l . Das Gesetz, wonach die A, B, ('.. . auf fi wirken, 
ist so beschaffen, dass die auftretende Kraft von der absoluten Ge-
schwindigkeit der A, B, C... /( in einem bestimmten Fundamental-
system der x, y, z abhängt. In diesem Fall genügt es offenbar nicht, 
dass man die Geschwindigkeiten etc., im System der f , rh £ ausrechnet, 
sondern nachdem das geschehen, muss man mittels der Gleichungen 
(3a) , (5a), (29), (31) des vorigeil Paragraphen aus den Relativge-
schwindigkeiten und -beschleunigungen erst die absoluten Geschwin-
digkeiten und Beschleunigungen v, v herstellen und diese in X, Y, Z 
einführen. 

Ein Coordinatensystem der T], welches sich im absoluten 
System der x, y, 3 gleichförmig verschiebt, ist im ersten Unterfall immer 
noch ein Fundamentalsystem, im zweiten nicht. 

100. Anwendmig. S c h w e r e P u n k t e auf d e r b e w e g t e n Erde. Wir 
denken uns zunächst den Punkt JJ, auf ein Coordinatensystem bezogen, d«ssen 
Axe der ? durch die Erdaxe geht. Ein irdischer Punkt f* unterliegt 1) der An-
ziehung der Sonne, 2) der Anziehung der Erde, 3) der des Mondes: ausserdem 
nimmt er an der Rotationsbewegung der Erde Theil. 

Die Anziehung des Mondes vernachlässigen wir; die der Sonne liefert drei 
Componenten, Antheile von E, H, Z, welche mit (*$, |j.t), (ij bezeichnet seien. Ver-
möge der Revolution der Erde besitzt aber nun jeder Punkt der Erde drei that-
sächliche Beschleunigungen j, t), welche eben die von jenen Kräften hervor-
gebrachten sind. Die Grössen (ij, (J.Q, (jij treten also 1) in S, H, Z, 2) in der zu 
subtrahirenden Grösse (jti?a auf; d. h. sie heben sich heraus, und der Einfluss der 
Sonne braucht nicht berücksichtigt zu werden, noch auch die Revolutionsbeschleu-
nigung. 

Es bleibt also die Anziehung der Erde und ihre Rotation zu untersuchen. 
Letztere ist gleichförmig; es fallt also aus den Gleichungen (10) des vorigen 
Paragraphen die Rotationsbeschleunigung heraus, und es bleibt 
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0) 

„ , , / d » y o dr> 

wo S, H, Z die Componenten der reinen Erdanziehung sind. 
Denken wir uns nun zunächst fi in Ruhe auf der Erde. Dann wirken au jj. 

die Componenten 

deren Resultante die geometrische Summe aus reiner Erdanziehung und Centri-
fugalkraft ist. Diese Kraft ist es, die wir gewöhnlich schlechthin „Schwere" |vj 
nennen, deren Richtung die „Verticale" bestimmt, und zu der die Niveauflächen 
der Erde, also alle „horizontalen" Oberflächen, normal sind. 

Da die reine Erdanziehung nach dem Innern der Erde gerichtet ist, sind II 
und Z negativ, der absolute Werth der Schwere nimmt also durch die positiven 

Zusätze und rl und somit auch der Drehungsradius p, 

erreichen den grössten absoluten Werth, den sie auf der Erdoberfläche haben 
können, unter dem Aequator; dort ist p gleich dem Erdradius; nach den Polen 
zu wird es kleiner und auf den Polen ist es Null. Wäre also die reine Erdan-
ziehung auf der Erdoberfläche constant, so würde bloss vermöge der Rotation die 
Beschleunigung der Schwere am Aequator, wenn A der Erdradius, um 

/ dö 40 000 000 00 ( 2iz y _ cm 
' V I T / - 2 T ~ V86I64J/ ~ m ? 

abnehmen; das ist, da g am Pol = 983,09, rund der 291. Theil der Polschwere. 
(Bei stark 17 mal schnellerer Drehung der Erde würde also die Schwere am 
Aequator Null sein.) Thatsächlich ist die Abnahme der Schwere erheblich grösser; 
das liegt theils an der Gestalt der Erde, deren Polradius kürzer ist, als der 
Aequatorradius, theils auch möglicher Weise an der inneren Vertheilung der Erd-
masse. 

Die mittlere Erdoberfläche ist ein Sphäroid von der Excentricität 0,00817. 
(Besse!.) Legt man durch |x einen Meridianschnitt der Erde, nennt den Polradius 
a, den Aequatorradius 6, so ist die Gleichung des Schnittes, da die Axe der x 
mit der Erdaxe zusammenfällt, wenn wir die zweite Axe Axe der q nennen, 

a? ^ b> 

ß sei der Winkel, den die in [* an unseren Meridianschnitt gelegte Tangente 
mit der Erdaxe macht, d. i. die Polhöhe von fi. Dann ist nach bekannter Formel 

J'x 
tangß = ± ^ 

woraus 
_ 

9 ~ j/&M-aatang2ß 
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Ik 9 „a a J 
Nennt man die Excentricität e, so ist e = 1/ — also —r = 1 — e3, 

|r 6" b3 

1 = 
^ + ( 1 —«»Jtang'ß 

Da nun e eine recht kleine Grösse ist, kann sein Quadrat vernachlässigt 
werden: dann erhält man 

1 = 
^ H - t a n g 3 ß 

= b cos ¡3. 

Fig. 45. 

(2) 

Nun ist aber ? der Dre-
hungsradius, den wir vor-
hin mit p bezeichneten. 
Daraus ergiebt sich zwi-
schen jjLgr und der reinen 
Erdanziehung R folgen-
des Verhältniss: Es sei 

Fig. 45, die geome-
trische Darstellung der 
Centrifugalkräfte. Sic 
ist nach aussen gerichtet: 

fiC, nach innen, .sei R, |xB sei die Resultante beider, also [ig. Man sieht leicht, 

dass BCD — ß. Fällt man von B aus auf R ein Lolh BD, so ist 

BD • ZJCsin p = ( I i sin ß, und DC = ¡ IZcosß. 

Also ist, wenn man für pA seinen Werth einführt 

(3) « = | / ( w ) - - [ t ^ c o s ß s i n ß ( - J ) 2 ] J - H ( x 4 c o s ' - ß ( 4 J - ) * . 

Ii ist grösser als p</ und weicht bei uns nach Norden ab. Der Sinus des Ab-
Z?Z) 

weichungswinkels BfiD ist , was nach dem obigen leicht zu beziffern ist. Aus 

Gl. (3) folgt ^ 

(4) <«,)» = [ / < - pftcoi 'ß [ ^ c o s ß s i n ß ( - J ) ! ] 2 . 

ist, kann man annähe 

* ausziehen und erhäl 

[ n i c o s ß s i n ß ^ ) ' ] ' 

Da R gegen die übrigen Posten rechts gross ist, kann man annähernd die Qua-

dratwurzel nach dem Schema J / l + x = l 4 - £ x ausziehen und erhält dann 

' < f » \ H 5 
I iiA/>ACHcinHI 

(5) w = — [ i 6 c o s 2 ß ( — ) 
• 2 [ R - , 6 c o s ' ß ( f ) 2 ] 

Hier kann der letzte Posten in roherer Annäherung noch weggelassen werden, 
wäil er R im Nenner hat; dann bleibt 

(6) 

Die Schwere würde also ungefähr mit dem Quadrat des Cosinus der geographi-
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sehen Breite abnehmen, wenn die Erde so beschaffen wäre, dass ihre Anziehung 
an sich überall den gleichen Werth hätte. 

Z w e i t e n s sei ja in Bewegung gegen die £rde. Dann tritt zu |jl<j noch die 
Componente —4') welche durch die letzten Glieder in (1) bestimmt ist. Wir 
haben also 

(?) 

= ffcos(g, Ü 

d% , 0 d» dr, 

als Gleichungen der Bewegung von |x. 
Unter Umständen kann es vortheilhaft sein, nicht im System der tj, C, son-

dern in einem andern System zu rechnen, in welchem die Beobachtung an der 
Erdoberfläche sich einfach präsentirt. Ein solches System wäre z. B. eins, dessen 
x-Axe an der Oberfläche der Erde nach Norden, die y-Axe nach Westen, die 
2-Axe vertical nach oben gerichtet ist. Wir wollen die vorstehenden Gleichungen 
noch auf dies System, welches nunmehr das System der x,y,z genannt werde, 
umrechnen. Dazu denken wir uns die Axe der C durch den Meridian von fJt ge-
legt. Die Axe der y ist dann parallel der Axe der t), die der x macht mit £ den 

Winkel ß und mit £ den Winkel -^--Hß, die der z macht mit C den Winkel ß, 

mit 5 aber — ß. 

Demnach ist 

(8) (9) 
i 5 = . rcosß- l -zs inß 

I i 
' { = — j j s i n ß + s c o s ß , l z = Ssinß-f-Ccosß. 

Die Componenten von —<|» werden also nach (9) 

| x — fccosß — Csinß 

\ y = 1 
l z = Ssin 

(10) 

i o dn • a 

i o K 

I o d % dji fl 

und wenn man hierin für und ihre Werthe aus (8) setzt, so kommt dt dt w > 

(11) 

i n ti» du . „ 

also sind die Totalbeschleunigungen aus Rotation und Schwere 
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(12) 

d2x 
dp dt dt * 

d*y . d» / dx . _ dz 
= 2 - 3 - 1 -y - s inß-H — 

' dt » dt r dt dt' 
dh 
dt3 * dt dt 

Dabei is t indessen vorausgesetzt, die Bewegung von |a halte sich innerhalb der-
jen igen Grenzen, wo ß als constant betrachtet werden kann ; geht sie meilenweit, 
so müssen auch die Differentialcoefficienten von cosß und sin ß eingeführt werden. 

Multiplicirt man in (12) die erste Gleichung mit , die zweite mit 

die dri t te mit und addir t , so erhält man 
dl ' 

Das Pr incip der lebendigen Kräf te gilt also für unsern Fall gerade so , als 
ob die zusammengesetzte Centrifugalkraft nicht existirte. 

C o n c r e t e F ä l l e . 1) p i s t f r e i . W i r setzen voraus, die Bewegung sei so 
klein, dass ß und g constant bleiben, benutzen zur Integrat ion das System (7) 
und denken uns dabei die Axe der C durch p gelegt. Da in den Gleichungen 
nu r Differentialquotienten der Coordinaten, nicht die Coordinaten selbst vorkom-
men, ändern sie sich n i ch t , wenn wir das Coordinatensystem parallel mit sich 
selbst an die Erdoberfläche schieben. Es ist 

cos(y, ?) = — s inß , cos(g, r)) = 0, c o s ( g , C) = — c o s ß ; 

wir bezeichnen nunmehr —r— durch den einfachen Buchstaben u>; wir haben also 
dt 

d2Z • o 
-¡¡r = 

(13) 
d'n 

dt* 

dX 
dt2 

dt 

= — j c o s ß — 2 w ~ ~ • 
dt 

Sinti a, b, c die drei Componenten der Anfangsgeschwindigkeit , so liefern sie 

dü 
dt 

-— c — jrfcosß — 2tCTj. 

Die erste von diesen giebt unmit te lbar , wenn wir die Anfangslage von |x zum 
Coordinatenanfang nehmen 

(14) £ = at — i 0< 3 s inß . 

Combinirt man die zweite Gl. (13) in der A r t , wie es beim Princip der le-
bendigen Kräf te geschieht, mit der dri t ten, so erhält man 
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Setzt man hierin für - ^ j - seinen Wer th 6-(-2u>C, so kommt 

4 6 w I + 4 t o i { i + = c2 - 2 < ? c o s ß t , 

dt -

'dt 

dZ 

±Vc2 — 2(*6t«-f-0COsß)C — A w H 1 

Hier ist von den Vorzeichen der Wurzel das obere zu wählen, so lange |jl steigt, 
das untere, so lange (jl. fällt. Setzt man abkürzend 

* für — , X für 
2t« ' 4u>J 

so ist 
¿ i 2 wdl = + • 

j V - t - X 2 —(X-HQ a 

Daraus findet man mit Rücksicht auf die Anfangsbedingung £ = 0 fiir l = 0 

2«><±arccos —, — + a r c c o s —. • 
y*2-+-X2 K x ' + X 2 

Nimmt mau auf beiden Seiten die Cosinus, so kommt, da 

1 j ± x 

t = Xcos2 t«<±xs in2u) i— X. 

C muss jedenfal ls , wenn wir irgend einen Punk t der Bahn zum Anfangspunkt 
nehmen, für unendlich kleines t das Vorzeichen von c haben; für unendlich 
kleines t reducir t sich aber der Ausdruck fü r C auf + xsin2t«<; also ist für beide 
Bewegungen das positive Vorzeichen von x zu wählen; denn C ist dann für t = dl 
von gleichem Vorzeichen mit c. F ü h r t man nun die Wer the von x und X wieder 
ein, so kommt 

(15) 4t«3C = (26u.--f-0cosß)(cos2t»< — 1)-)-2 u>c sin 21»<. 

Damit liefert die Gleichung = 2u>C-)-4 nebst der Bedingung tj = 0 für t — 0 

(IG) Ti = ~ — sin2ic< + 9 ( s i n 2 w t — 21vi) (cos2u>< — 1). 
2to 4te* 2te 

Die drei Gleichungen (14), (15), (16) enthal ten die Lösung des Problems. 
E r s t e r S p e c i a l f a l l . Freier Fal l aus der Ruhe, a = 4 = e = 0. Wir 

haben 

g = - ^ s i n ß . < = 

g cosß (17) . --„ (sin2t«i — 2u>t) 
iw' 

, _ _£Cosß_ (cos2u>i—1), 
4t«'' 
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drt j c o s ß 
dt 2tc 

( cos2wi— 1) 

= - j c o s ß . i - - ^ J L ( s i n 2 u > < - 2 « » 0 . 
dt ¿w 

Die Gleichungen für ij und C zeigen, dass die Project ion der Bahn auf die Ebene 
der r)C (Ebene des Parallelkreises) eine Cycloide i s t ; und da die Cycloide vom 
Wälzungs rad ius r mit dem Wälzungswinkel welche im ersten Quadranten des 
Coordinatenfeldes liegt und der Axe der 7) ihre concave Seite zukehr t , die Glei-
c h u n g e n hat 

1 = r ( X — sin"/)> C = r ( l — c o s x ) 
so folgt , dass unsere Cycloide auf der Seite der negativen rj mid £ liegt, dass 
ih re Anfangsclementc also nach Osten und nach der Erdaxe hin gerichtet sind, 
während ihre convexe Seite der Axe der £ zugekehrt ist. Der Wälzungskreis hat 

d e n Radius : er dreht sich mit der doppelten Winkelgeschwindigkeit der 
Aw1 

Erde . Da rj stets negativ is t , weicht n nach Osten hin aus dem Meridian ab. 
Transformiren wir die Gleichungen (17) mittelst (9) auf das in (9) gebrauchte 
System der x, y, z, so findet sich 

. „ n « g cos 3 sin ß , . 
.t = — ^ sin ß cos ß. i- - — — - (cos i w i — 1), 

£ c o s ß ( s . n 2 ( t . < _ 2 t t j 0 ) 

" Ali-* 4 t c 

. = — ^ f f s i n ' ß . ^ - t - (cos2ic<— 1). 
¿tc 

Entwickeln wir cos2w< und sin2ro/ in Reihen, so wird 

(2u>0? (2u>04 
(cos 2u.-<—1) = 

sin2u-< = 2iet-

2 ! ' 4 ! 

(2u'i)3 

3 ! 

Da w sehr klein ist, und t nicht gross sein dar f , weil g und ß sonst nicht con-
s tan t angenommen werden dürf ten, kann man die Potenzen von wt, welche höher 
als die zweite sind, vernachlässigen. Dann ergiebt sich 

( x = —¿0«> 2 s inßcosß t 4 

y = _ 
(18) { y = — $ji«cosßi3 

- i f f t ' - h i g w ' c o s ' ß l 4 . 

Es findet also eine Abweichung zweiter Ordnung nach Süden , eine erster Ord-
n u n g nach Osten und zugleich eine Verminderung der Fallhöhe statt , die zweiter 
Ordnung, also unbedeutend ist. Vernachlässigt man noch die Glieder mit w3, so 
ist die Bahn eben und eine Neil'sche Parabel . 

Die Rechnung gilt nicht in der Nähe der Po le , weil dort die Variation von 
ß nicht mehr zu vernachlässigen ist. Sie ist ferner ohne Rücksicht auf die Varia-
tion der Erdanziehung mit der Höhe geführ t . Page (Nouvelles Annales de Math, 
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Serie 2 Band 6) berechnet, dass bei nahe 30 Sekunden Fallzeit (4000 m Fallhöhe) 
flie Variation der Schwere 0,006 ihres ursprüngl ichen Wer thes beträgt, und schätzt 
hiernach die höchste zulässige Fallzeit auf etwa 30 Sekunden. 

Z w e i t e r S p e c i a l f a l l , ja besitzt eine vertical aufwärts gerichtete Anfangs-
geschwindigkeit v 0 ; dann ist a = t>0sinß, 6 = 0, c = v0cosß 

(10) 

S = r 0 t s i n ß — J<?t2sinß 

tfcosß 
iit-'1 (8in2wi—2wt)- (cos2w< — 1) 

Zw 

r y c o s ß , . D0 cos ß . 
£ = (cos2UJ/— 1 ) H — ' sin2wi, 

4 M)J 2 w 

Setzt man 

C20) 

f 0 c o s ß 
n— 

di 
- j p = i - o s i n ß — j / s i n ß 

= c 0 cosß — gt cosß—2w i). 

j c o s ß 

dt 

dl 

2w 
(cos 2wt— 1) = 

, t)0cosß . 
C — CH ^ — — sin2t»< 

2 w 

4u>» 
9 cos ß 

4<r» 

(sin '2wt — 2 wt) 

(cos 2 wt — 1), 

w0 cos ß , , 
1 » = J l ö r r M c o s 2 , c i - « » 

so sieht man, dass die Projection von (t auf die ij£-Ebene in einem in dieser 
Ebene beweglichen Coordinatensystem der tj', die Cycloide des ersten Special-
falls beschreibt. Das Coordinatensystem der t / , hat Axen, welche denen der 
7j, C parallel s ind : sein Anfangspunkt u> hat die Coordinaten 

r 0 c o s ß . -
2w v " " 2w 

unter l iegt also der Bed ingung 

/ fpCOSßy , , _ (VoCOSßV 

v cos 3 
d. h. u> bewegt sich auf einem Kreise vom Radius — d e s s e n Mittelpunkt in 

Zw 

c = 0, 1) = — l i e g t . Zieht man von diesem Mittelpunkt nach u> einen 
2 w 

Radius, so macht dieser Radius mit der Axe der tj den Winkel ± 2 w t und mit 
der der t den Winkel , dessen Cosinus —sin2u>< i s t ; der Radius dreht sich also 
mit der Winkelgeschwindigkei t 2ir. 

F ü h r e n wir die oben gegebenen Ausdrücke für sin «ei und cos wt— 1 ein, so 
kommt mit Weglassung eines Gliedes, welches w3 enthält , 

») = u0cos ßtoi2—J^cosßici® 

C = t> 0 cosßi—$ycosß< J —Jt> 0 cosßu> 2 < 3 +£jcosßu> s i 4 . 

W i r t ransformiren nunmehr mittels der Gleichung (9) auf das System der x, y, z, 
dessen Azen nach Norden, Wes t en u n d oben zeigen. Das ergiebt 
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I x = l u o c o s ß s i n ß i o ' i 3 — ¿ ^ c o s ß s i n ß u » 2 / 4 

y = t) = r0cosßu'<3 — J j c o s ß w i 3 

r = i-0t — igt'—iioCOsSßioV-l-i^cosßVi4, 
dz 

= 1'0— gt — 2i>0COS;!ßtc2i;!+ $£COS2ßu.'2/3. 

dz 

In kommt w gar nicht in der ersten Potenz vor; man kann also mit 

grosser Annäherung -~- = v0—gt se tzen; das giebt für die Steigzeit = al g u n d damit aus der Formel für z die Steighöhe 

= | c o s ' ß ^ - ) . 

dx 

In x t r i t t zuerst eine Abweichung nach Norden e in ; dieselbe nimmt zu, bis = 0 

wird, was, wie man leicht findet, für t = 3 — der Fall ist, also erst nachdem (x 
beim Herabfallen die doppelte Steigzeit zurückgelegt ha t ; den höchsten Punk t 
seiner Bahn passirt also p mit einer nach Norden gerichteten Geschwindigkeit ; 
diese nimmt ab, wird vom Augenblick < = 3 - ^ negativ, bringt u. zur Zei t , wo 

9 

x = 0, d. i. zur Zeit t = 4 - ^ - wieder in die yz-Ebene, und von da ab ist die 
9 

Abweichung nach Süden gerichtet. Aehnliches ist in y der Fal l : ist erst nach 

Wes ten gerichtet, passirt seinen höchsten Punk t mit westlicher Geschwindigkeit ; 
äy 

n n u n u n lur i ~ & 
9 

noch gleich 4 i c c o s ß - ^ ; erst für < = 3 — tri t t u. wieder in den Meridian des 
9 9 

Ausgangspunktes und weicht von da ab nach Osten hin ab. Die westliche Ab-
„3 

weichung im höchsten P u n k t ist y t o c o s ß , also doppelt so gross, wie die öst-
9 

liehe beim freien Fall aus der Steighöhe. 
Der allgemeine Fal l , dass a, b und c endliche Wer the haben , kann analog 

dein vorigen behandelt werden. 
2) [i a u f e i n e r h o r i z o n t a l e n E b e n e . Wi r beziehen die Gleichungen der 

Bewegung, um die Bedingung bequem ausdrücken zu können, auf das System 
der x, y, z, wo sie die Form (12) 

d'x . du 
-—r- - 2u>sin ß 
dt' r dt 

wird Null für t = 2 — , also in der ursprüngl ichen Höhe ; dabei ist aber y 

(22) ^ = 2 „ ( - s i n ß £ + c o s ß £ ) 

~ !) 2 t«cosß 

mit der Bedingung 
= 0 
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haben, welche ohne Wei teres ergiebt, dass die von der Ebene zu liefernde Nor-
malbeschleunigung 

JV = 0 - + - 2 i o c o s ß - ^ - ist. 

Das Princip der lebendigen Kraft giebt, wenn die Anfangsgeschwindigkeiten 
a und b sind, 

v — v0. 

Wegen = 0 reducirt sich die zweite Gleichung (22) auf ihr erstes Glied. 

Die beiden ersten geben dann 
dx d3 

Es ist also 

—— = n + 2tosinßy, —f- — h — 2iesinßj-. 
dt dt r 

( 2 3 ) ~ f"( a :~~ 2 ^ E ~ ß ) - ( " 2 u T s k ß ) ' 

d. h. (x bewegt sich auf einem Kreise, dessen Mittelpunkt die Coordinaten 
b a v" 

x<o — t*——TT, y., — ; — : — h a t , und dessen Durchmesser ——^—¡r ist. 
2u>smß w 2w s inß 2tosinß 

Dividirt man r„ durch diesen Radius, so erhält man die ± Winkelgeschwindigkei t 
von [i auf diesem Kreise ; sie i s t , wenn der laufende Winkel mit 9 bezeichnet 
wird 

dtp = 2u>sinß, woraus ±<p = 2u>sinß<, 
dtp 

wenn man 9 vom Ausgangspunkte ab zählt. Der Ausdruck f ü r 9 und ist 

unabhängig von r 0 , also für alle Bewegungen von (jl derselbe. 2 t c s inß ist für 
die Breite von 50° rund 0,000115. 

Die beiden vorstehenden Gleichungen enthal ten die Lösung der Aufgabe, 
wenn man noch in ihnen das Vorzeichen bestimmt. Setzen wir ß zunächst positiv, 
und lassen ¡jl in den ers ten Quadranten hineingehen (a > 0 , b > 0), so l iegt der 
Mittelpunkt des Kreises im letzten Quadranten ( r a > 0, yu> < 0), die Drehung 
geht also im gleichen Sinn wie eine Drehung von der y zur x-Axe hin vor sich, 
d. h. das negative Zeichen ist zu wählen : 

(24) = — 2io sin ß, 9 = — 2w sin ßt. 

Auf der nördlichen Halbkugel weicht p für einen aufrecht h inter ihm her-
schauenden Beobachter stets nach rechts a b ; auf der südlichen nach l inks. 
(Gesetz, wonach die Flüsse ihre Ufer unterwaschen.) Der Betrag der Abweichung 

ist zur Zei t t, wie man leicht findet, D — „ " l „ (1 — cos®); die Projection der 

2 tcs inß 

Bahn auf die Anfangsr ichtung t>0 ist 9 ^ sin 9. Da 9 schon w enthäl t , kann 

annähernd s i n y = 9 genommen werden, womit 1 — c o s 9 = i 9 s wird. Damit 
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wird die Abweichung i>0i»iJsinß und die Projection der Bahn auf die Anfangs-
richtung v0t. 

Unter dein Aequator fällt die Abweichung D ganz fort; die Bewegung ver-

läuft, als ob die Erde in Ruhe wäre; nur bleibt für N die Formel bT = g-\-'2w~-

Ist also negativ, d. h. nach Osten gerichtet, so wird der Normaldruck ver-

ringert, und wenn dabei der absolute Werth von so gross ist, dass N zu 

Null oder negativ wird, so verlässt [x die Horizontalebene, bezw. steigt aufwärts. 

Die dazu erforderliche Geschwindigkeit müsste 6 5 5 0 - ^ übersteigen. 
In der Nähe der Pole gilt die ganze Rechnung nicht mehr, weil dort die 

Variation der Breite, welche aus der Bewegung von ¡x hervorgeht, nicht mehr 
gegen die Breite selbst zu vernachlässigen ist. 

Dort fällt g bis auf Grössen zweiter Ordnung in die Richtung der 
Zugleich ist nicht zu vergessen, dass die Horizontale unter dem Pol sogut wie 
überall die ganze Grösse g (Erdanziehung Centrifugalkraft) aufhebt. Es wird 
demnach aus Gl. (7) 

d'S „ = 0 — 

JC dt 

dt' dt 

Die beiden letzten Gleichungen geben 

= 2u>C-l-rt, = — 2ü'7)-HJ>, 

wenn a und b die Anfangsgeschwindigkeiten in r( und £ sind. Man findet 
ausserdem sehr leicht. i>2 — a'-\-lts. Damit ergiebt. sieh aus den beiden vor-
stehenden Gleichungen 

(2«,-i-+-a)2-|-(2«") —6)2 = a 2 + 62, 
l/a'-t-b3 

d. i. wieder die Gleichung eines Kreises, der den Radius - hat und 

dessen Mittelpunkt in i = — , r) = liegt. Das übrige wie oben. 
Zw ¿to 

Anm. Die in der Litteratur sehr verbreitete Angabe, der Punkt beschreibe 
un'.er dem Pol eine archimedische Spirale, erhält man, wenn man zu den obigen 
Gltichungen noch die Centrifugalkräfte hinzufügt, wenn man also schreibt 

Diise Gleichungen gelten für eine im Pol an die Erde gelegte Tangentialebene. 
Dit Erdoberfläche selbst hobt aber die Centrifugalkraft mit auf; für die Bewegung 
eiies Punktes auf der horizontalen Erdoberfläche muss man also consequenter-
weise die Kräfte m>2t) und m>2£ als aufgehoben betrachten — das obige Resultat: 
„H beschreibt einen Kreis", ist genauer als das hier angeführte. Ein ganz zu-
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verlässiges Resultat erhält man aber e rs t , wenn man ausser der Thatsache, dass 
die Erdoberfläche die Centrifugalkraft a u f h e b t , auch die berücksichtigt , dass sie 
gekrümmt ist. 

3) D a s s p h ä r i s c h e P e n d e l a u f d e r b e w e g t e n E r d e . Die Gleichungen 
eines Punk te s , der sich auf einer relativ zur Erde ruhenden Kugel bewegt, 
sind im System der z, y, z die Gleichungen (12; mit Rücksicht auf die Bedingung, 
wenn der Coordinatenanfang im t iefsten Punkt der Kugel l iegt: 

(26) x»+y'+(z-a)* = *>, 

. „ dy 
—T^- - 2i» sin ß —7- -+- Xr 

dt1 ^ dt 

(27) - g L = 2 « , ( - s i n ß - 5 - + c o s ß - J ) _ f . X j , 

= — 9 — 2wcosß-^—l-X(2 — o). 

W i r integriren dieselben un te r der Vorausse tzung , dass |a unendlich kleine 
Schwingungen mache. Dann ist aus (26) 

2az — zs = x2-t-y-

also, weil z- gegen r vernachlässigt werden kann 

2 = — 

z und sind also unendlich klein zweiter Ordnung. Es kann somit z und 
dt 

überall gegen x, y etc. vernachlässigt werden. Damit liefert das Pr incip der 
dt 

lebendigen Kräf te 

(28) ( ^ ) V ( l ) 2 = c - 2 ^ / 0 = - - £ • 

d*u d*x a . B( dx , du \ 

(29) x - % — = - « » s i n ß C i ' H - ^ + c . 
dt dt 

Setzt man in (28) und (29) x = rcosf t , y = r s i n f t , so bekommt man 

.M = c — «or'sinß. 
dl r 

Setzen wir nun 

ft+tosinB = y, also -^y- = — u > s i n ß , 
dt dt 

so wird die letzte Gleichung 

(31) = e . 

Aus Gl. (30) aber wird 

( i r ) a ~ 2 r ' l i n w s i n ß = - ( i + t t ' s s i n ' P ) r 2 + / ' -
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dy 

Setzt man hierin für r2 — s e i n e n Werth aus (31) und vernachlässigt das Glied 

mit w2, so kommt 

Und wenn man nun 2cu>sinß+A in eine neue Constante H zusammenfasst, 
hat man die Gleichungen 

(32) 
dt 

In diesen kommt aber w nicht mehr vor; sie sind also die Gleichungen für die 
unendlich kleinen Schwingungen eines Punktes JJL, der auf der ruhenden Erde an 
eine Kugelfläche gefesselt wäre. D. h. ¡x bewegt sich wie ein gewöhnliches Raum-
pendel in einem Coordinatensystem, dessen Fundamentalebene durch die Be-
dingung 

y_ = 9 + < « ) s i n ß 

bestimmt ist; d. h. diese Fundamentalebene dreht sich mit der Winkelgeschwin-
digkeit — ios inß um die Verticale. w ist positiv, lassen wir also das Pendel 
ebene Schwingungen ausführen, so dreht sich seine Schwingungsebene von + x 
nach — y , von Norden nach Osten, gleichsinnig mit der scheinbaren Bewegung 
der Sonne. 

101. Experimentelle Bestätigung; Folgerungen. Die im 
vorigen Capitel gezogenen Schlüsse sind, soweit der Versuch reicht, 
durch die Erfahrung bestätigt worden. Insbesondere fand Reich in 

Freiburg für ß = 50°57', g = 9 8 1 , l - ^ r , 2 = 15850cm, beim Fall 

eines kleinen schweren Körpers aus der Ruhelage y = 28,4, während 
die Rechnung 27,5 ergiebt. Die das Pendel betreffende Rechnung 
wurde durch Foucault's bekannten Versuch bestätigt. 

Es folgt hieraus: 1) dass ein in der Erde festliegendes Coordinaten-
system thatsächlich kein Fundamentalsystem ist; 

2) dass wir aber mit der Genauigkeit, welche das Experiment 
zulässt, ein Fundamentalsystem angeben können. 

Mit Rücksicht darauf, dass auch die Anziehung der Sonne bei 
der Bewegung schwerer Körper auf der Erde in Betracht gezogen 
wurde, ist dies Fundamentalsystem folgendermaassen zu bestimmen: 
es ist ein System, in welchem der Mittelpunkt der Sonne festliegt, 
und welches relativ zur Erde die Winkelgeschwindigkeit —w hat. 

In diesem System F und in jedem andern, welches relativ zu 
ihm ruht oder sich gleichförmig verschiebt, gilt das Trägheitsprincip; 

B u d d e , Mechanik. I . 2 1 
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in einem andern System aber, welches sich gegen F dreht, gilt es 
nicht mehr, wie die Erfahrung an der Erde zeigt. Daraus folgt aber 
der wichtige Satz: 

D i e F u n d a m e n t a l s y s t e m e m ü s s e n im r e a l e n U n i v e r s u m 
p h y s i s c h b e s t i m m t s e i n . Denn wenn das System F sich nicht 
p h y s i s c h von dem in der Erde festliegenden Coordinatensystem 
unterschiede, wäre kein Grund vorhanden, warum die Kraftbestimmung 
in ihm anders ausfallen sollte, als in diesem. 

Ein Coordinatensystem kann nun physisch nur bestimmt sein 
durch einen realen Körper, in dem es fest liegt. Es muss also ein 
Körper vorhanden sein, der das System F bestimmt, und die Existenz 
dieses Körpers muss sich im ganzen Weltraum geltend machen, wenn 
wir die unabweisbare Annahme machen, dass auf anderen Wcltkörpern 
dieselben Bewegungsgesetze herrschen, wie auf der Erde. Die ein-
fachste Vorstellung von dem fraglichen Körper erhalten wir, wenn 
wir annehmen: das Universum ist durchdrungen von einem Me-
dium, welches einerseits die Kräfte vermittelt, die wir zwischen 
irgend zwei Körpern wahrnehmen, und aus dessen Eigenschaften an-
dererseits die Trägheit der ponderablen Materie hervorgeht. Dies 
Medium ist dann der fragliche Körper; Coordinatensysteme, welche in 
demselben festliegen (oder nur gleichförmige Translation besitzen) sind 
Fundamentalsysteme. Das Trägheitsprincip ist im letzten Grunde eine 
Eigenschaft der Materie rolativ zum Medium. 

S c h l u s s b c m e r k u n g . Durch die Untersuchung des § 99. sind 
nun auch die Mittel zur Ergänzung der Lagrange'schcn Methode ge-
geben, auf welche am Schluss der allgemeinen Entwicklungen von 
§ 91. verwiesen wurde. Sieht man sich veranlasst, ein Problem nach 
Lagrange in einem Coordinatensystem mit beweglichen Fundamental-
punkten und -linien zu behandeln, so kann man nach 99. die Rela-
tivkräfte in diesem System bestimmen und dann auf sie die Lagrange-
sche Grundgleichung anwenden. 



Zweite Abtheilung. 
Zwei und viele Punkte. 

Erste Unterabtheilung. 
Zwei Punkte. 

102. Die Naturkräfte sind Kräfte, mit welchen die Körper ein-
ander g e g e n s e i t i g afficiren. Eine scharfe Betrachtung ihres Wesens 
wird also erst möglich, wenn wir wenigstens zwei gleichzeitig gege-
bene materielle Punkte untersuchen. In Folge dessen benutzen wir 
die specielle Untersuchung über zwei Punkte zur Verschärfung und 
Verallgemeinerung bisher gewonnener Begriffe, so wie zur Einführung 
einiger neuen Hülfsbegriffe; im Uebrigen lassen sich die allgemeinen 
Grundsätze der Behandlung eben so bequem für beliebig viele, wie 
für zwei Punkte aufstellen; wir werden daher die Theorie der Be-
wegung von zwei Punkten im Speciellen nur so weit durchführen, 
wie erforderlich ist, um die Gesetze der Bewegung zweier Punkte, die 
sich nach der Newton'schen Formel anziehen, abzuleiten; für das 
Weitere sei auf die zweite Unterabtheilung verwiesen. 

So lange wir nur einen Punkt betrachteten, war es ziemlich 
gleichgültig, ob wir mit den kinematischen Begriffen Geschwindigkeit, 
Beschleunigung, etc. oder mit den dynamischen Begriffen Bewegungs-
menge, Kraft etc. operirten. Denn der Quotient Bewegungsmenge 

r Geschwindigkeit 

oder f r — n ; ist ja einfach die constante Masse u für den be-
Beschleunigung 

trachteten Punkt. Untersuchen wir aber mehrere gleichzeitig gege-
bene Punkte /u,, ju, u. s. w., so ist im allgemeinen /i, von fi, u. s. w. 
verschieden; jener Quotient ist also für die verschiedenen Punkte ver-
schieden. Es ist also nicht mehr gleichgültig, ob wir mit Kräften und 
Bewegungsmengen, oder ob wir mit Beschleunigungen und Geschwin-

21* 
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digkeiten rechnen; haben die ersteren einfache Verhältnisse, so ist das 
für die letzteren nicht mehr der Fall, und umgekehrt. Die directe 
Einwirkung der Naturkörper aufeinander wird nun durch K r ä f t e be-
ziffert; es werden also die Kräfte und Bewegungsmengen einfachere 
Verhältnisse haben, als die Beschleunigungen und Geschwindigkeiten; 
demnach wird es geboten sein, von jetzt ab in sämmtlichen Begriffen 
die Massen von vorn herein einzuführen. (Das ist der Hauptgrund, 
wesshalb die technischen Ausdrücke „lebendige Kraft", „Arbeit" ur-
sprünglich mit Rücksicht auf die Masse gebildet wurden.) 

A. S c h w e r p u n k t s e i g e n s c h a f t e n . 

103. Ortsquantität; Schwerpunkt. Gegeben sei zunächst ein 
Punkt jtt im System der x, y, z. Wir kennen an demselben folgende 
Hauptbegriffe: 

l a ) Beschleunigung ü; deren Componenten sind ^ f - , 

d'x <2®w d'z 
l b ) Kraft / oder juü; deren Componenten sind / i - ^ - , 

2a) Geschwindigkeit v; deren Componenten sind 

2b) Bewegungsmenge juü; deren Componenten sind ¡ u ^ , f t ^ , / ( ^ • 

3a) Radiusvector vom Anfangspunkt Q; dessen Componenten sind 
y, 2-

3b) fehlt. 

In der dritten Kategorie haben wir noch keine Gelegenheit gehabt, 
den Begriff ad b) zu bilden, der aus dem entsprechenden ad a) durch 
Multiplication mit jtt hervorgeht. Wir bilden denselben nunmehr 
willkürlich; er heisse O r t s q u a n t i t ä t , und sei definirt als (.ig. Dann 
ist also ad 3 b) zu setzen 

3b) Ortsquantität /UQ-, deren Componenten sind /.ix, ¡iy, ¡iz. 
Die Componenten ad (2) sind dann die ersten, die ad (1) sind die 
zweiten Differentialquotienten von den Componenten ad (3); oder, was 
dasselbe sagt, es ist: 

Ü — — • « » - - F E I UA — A ^ A . 1 _ dt' u ~ dt' ^ - dt • ' u - dt 
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Es seien nunmehr zwei Punkte fi, und /;2 gegeben; ihre Coordinaten 
seien xl,yi,zt und x,,, y,,, z2. Die Ortsquantität des ersten hat die 
Componenten ju,ar,, fity„ ju, zt; die des zweiten hat die Componenten 

fi,«/,, /¿.¿z.y Offenbar hängt die Ortsquantität eines jeden von 
der Wahl des Coordinatenanfangs ab; verlegen wir den Coordinaten-
anfang in einen Punkt, dessen Coordinaten rt, £ sind, so werden die 
0rtsquantitäten beider Punkte bestimmt durch die Componenten 

/ ' , (> ,—?) , Mj 0 , — i ) , (¿,—0, 

Der Punkt »7, £ lässt sich nun so wählen, dass die Resultante der 
Ortsquantitäten beider /.t für ihn den ausgezeichneten Werth Null 
annimmt. Zu dem Ende haben wir die drei Gleichungen 

p . G * I — 0 + f t C * , — 9 = ft(yi—= o 
ftfr-ö+ftfc-ö^o 

nach £ aufzulösen. Das giebt 

Der so bestimmte Punkt J7, £ heisst der M a s s e n m i t t e l p u n k t oder 
der S c h w e r p u n k t der beiden materiellen Punkte j«, und fi3. Der 
Ableitung gemäss lautet die Definition desselben: „Massenmittelpunkt 
zweier Punkte jit, und ju3 ist derjenige Punkt, für den n i und /u3 ent-
gegengesetzt gleiche Ortsquantitäten haben." 

Nach der Definition muss der Massenmittelpunkt offenbar auf 
der geraden Linie liegen, die /<, mit fi.2 verbindet; nennt man (?, 
seinen Abstand von und q., seinen Abstand von ,ua, so muss 

(2) = — C2i«2 

sein. Das findet sich auch leicht, wenn man p, und nach der 
Formel 

ft = V i x - i Y + i y - n y + ^ - Q 1 

aus 61.(1) berechnet. Da erhält man, wenn r den Abstand |u,ju3 

bezeichnet 

( 3 ) e. ft 

Dem absoluten Werth nach ist also = r , woraus zu ersehen, 
dass f , rj, £ auf der geraden Linie und zwar zwischen ¡ii und 
fr liegt. 
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(4) 

Nach Gl. (1 ) ist 

' O . + i O ? = ft^+ft^, O j + i O » ? = + j « 2 y 2 

d. h. denkt man sich im Schwerpunkt die vereinigte Masse ju, +//2 

angebracht, so ist die Ortsquantität des Schwerpunkts gleich der 
geometrischen Summe der Ortsquantitäten 

von ^ und . 
Es erleichtert für das Folgende den Ausdruck, wenn wir folgende 

Festsetzung treffen: Wir wollen uns ein für alle mal im Schwerpunkt 
von JUJ und fi2 die fingirte Masse /¿¡-hp, angebracht denken; wenn 
von Bewegungsmenge, lebendiger Kraft etc. des Schwerpunkts die 
Rede ist, so ist damit die Bewegungsmenge, lebendige Kraft etc. ge-
meint, die der Schwerpunkt haben würde, wenn er die Masse ¡iy-\-fji,2 

enthielte. 
Gemäss Gl. (3 ) ist die Lage des Schwerpunkts im Raum durch 

tii und /i2 ohne Rücksicht auf das gewählte Coordinatensystem be-
stimmt. Es versteht sich von selbst, dass der Schwerpunkt im All-
gemeinen in Bewegung ist, wenn /<, und fi2 sich bewegen. 

104. Bewegungsmenge des Schwerpunkts. Der Schwer-
punkt hat nach Gl. (1 ) des vorigen Paragraphen die Seitengeschwin-
digkeiten 

(1) 

dxl dw„ dyl 

dt dr] _ dt 
dy, 
dt 

dt fi,-hfl. ' dt fil-\-fi.i 
ete, dz2 

di 
dt Mi + M 2 

also, wenn wir ihm die fingirte Masse i',+|W2 ertheilen, so hat seine 
Bewegungsmenge die Componenten 

d'S da;, dx„ 

(2) 
o , + j u J 

/ x dn 

dt Pi d t + f h dt 

a dlJy 
dt 

<l,J-2 
dt etc. 

D. h. d ie B e w e g u n g s m e n g e des S c h w e r p u n k t s i s t d ie geo-
m e t r i s c h e S u m m e der B e w e g u n g s m e n g e n b e i d e r P u n k t e jU, 
und jU2. 

Nehmen wir den Schwerpunkt zum Coordinaienanfang, so ist 
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— f - = — i - = -—- = (); also nach dem vorstehenden Satz: D i e 
dt dt dt 

B e w e g u n g s m e n g e der b e i d e n P u n k t e /u, und /u2 h a t in e i n e m 
d u r c h d e n S c h w e r p u n k t g e l e g t e n C o o r d i n a t e n s y s t e m d i e 
g e o m e t r i s c h e S u m m e N u l l . 

Hierin liegt der Satz, dass in dem genanuten Coordinatensystem 
¡u, und jtt., stets antiparallele Geschwindigkeiten besitzen, deren Ebene 
durch den Schwerpunkt geht. 

105. Lebendige Kraft des Schwerpunkts. Unter der leben-
digen Kraft eines Systems verstehen wir die algebraische Summe der 
lebendigen Kräfte seiner Theile; die lebendige Kraft von fJ,-i~iu1 

ist also v ' + i ju , »j . Nach den Gleichungen ( l ) des vorigen Para-
graphen hat der Schwerpunkt die Seitengeschwindigkeiten 

... s dt 1 ( dx. dx\ 
^ i t = l " - n r + ^ t ) e t c -

Schreiben wir ihm die Masse ju ,+ ju„ zu, so ist seine lebendige Kraft A 

Es hat ferner der Punkt jtr, relativ zum Schwerpunkt die lebendigo 
Kraft 

Ebenso besitzt /u, relativ zum Schwerpunkt die lebendige Kraft 

Um Summen der vorstehenden Art bequemer schreiben zu können, 
führen wir die schon bei den Lagrange'schen Gleichungen gebrauchte 
Abkürzung ein: „Das Zeichen vor einen Ausdruck in x gesetzt, 

3 

soll bedeuten, dass der gleiche Ausdruck in y und z zu bilden und 
zu dem in x gegebenen Ausdruck zu addiren ist". Die beiden vor-
stehenden Gleichungen lauten dann 
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(4) 
Die Gleichungen (2), (3) und (4) addirt geben 

Nun ist nach (1) 

( dx, 

und dasselbe gilt in y und z. Also heben sich die letzten Glieder 
in den beiden Klammern der Gl. (5), und es bleibt 

(6) 
D. h., bezeichnet man die lebendige Kraft, die der Schwerpunkt haben 
würde, wenn er die Masse / e n t h i e l t e , kurz als „lebendige 
Kraft des Schwerpunktes", so ist die lebendige Kraft der beiden 
Punkte gleich der lebendigen Kraft des Schwerpunkts, ver-
mehrt um die lebendigen Kräf te relativ zum Schwerpunkt-

106. Die Beschleunigung des Schwerpunkts. Aus Gl. (4) 
§ 103. folgt durch eine zweite Differentiation nach t 

dt ^^ dt 

A (P.X rf'iF, (1) (|U,-H|U3)-^f = iw.^-H/«, -¿-f etc. in y und z. dt dt' 
Sind nun an ju, die Kraftcomponenten X, , F,, Z,, an ju2 aber X2, Y2, Z3 

thätig, so ist 
Y d x 2 <r.v, 

dt* ~ = etc. 

also 

(2) 

d'i 

d. h. der Schwerpunkt bewegt sich gerade so, als hätte er 
die Masse ju,-f-|U2 und sämmtliche an ju, und /¿2 thät igen 
Kräfte griffen an ihm an. 
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B. Das Reactionsprincip und seine Folgen. 

107. Reactionsprincip. Das sogenannte „Princip der Gleich-
he i t von Action und React ion" lautet: S ind irgend zwei 
Punkte ju, und /(„ gegeben, so ist die Kraf t , welche ju, von 
/(j erleidet, entgegengesetzt gleich der Kra f t , welche ju3 von 
fi, erleidet. 

Der Satz ist nicht a priori beweisbar. Newton hat ihn als Axiom eingeführt; 
aber er kann auch nicht sicher als solches gelten. Die Kräfte, mit denen |ii und 
Ha aufeinander wirken, werden, wenn beide Punkte endliche Entfernung von ein-
ander haben, durch ein Medium von dem einen zum andern hingeleitet. Sind 
(I, und (JLJ in Bewegung, so wird ihre Einwirkung auf das Medium im Allgemeinen 
von ihrer Bewegung beeinflusst, und da (J., im Allgemeinen eine andere Bewegung 
hat, als (¿2, so ist es nicht undenkbar, dass p, durch das Medium anders auf 

wirkt als (JUJ auf Es kann also nicht behauptet werden, dass das Re-
actionsprincip ein absolut gültiger Satz sei, es stellt vielmehr eine Beschränkung 
der Bewegungsbedingungen dar, die in gewissen, sehr umfassenden Fällen ein-
tritt., die der B e s t ä t i g u n g durch die E r f a h r u n g b e d a r f , und die durch 
alle bis jetzt bekannten Erfahrungen w i r k l i c h b e s t ä t i g t wird. 

Insbesondere gilt es 1) wenn die Punkte (¿i und (ta Kräfte auf einander üben, 

die bloss von ihrer Entfernung r, oder auch von , u. s. w. abhängen. 
dt dti 

Speciell gilt es für das Newton'sche Gesetz, gilt also für alle kosmischen Bewe-
gungen, soweit dieselben durch das Newton'sche Gesetz dargestellt werden. Und 
zwar beruht seine Gültigkeit in diesen Fällen einfach darauf, dass der concrete 
Ausdruck des Anziehungsgesetzes das Reactionsprincip schon enthält; er lautet 
nämlich: Die Punkte FIJ und (JL3 ziehen e i n a n d e r mit der Kraft f { r , etc.) 

an, d. h. p, wirkt auf pu in der Richtung von ¡x2 nach [¿, bin mit der Kraft / ; 
und |i2 wirkt auf |x, in der Richtung von m nach hin mit der Kraft — / ; 
darin liegt, dass beide Kräfte entgegengesetzt gleich sind. 

2) gilt es unbedingt für Druckkräfte, die aus Berührungswirkungen hervor-
gehen und im Gleichgewicht sind. Denn wenn zwei Körper A und B, die be-
rührend aufeinander drücken, im Gleichgewicht stehen, so müssen in der Berüh-
rungsfläche die Drucke einander aufheben, d. h. der Druck von B auf A ist ent-
gegengesetzt gleich dem Druck von A auf B. Macht man die nahe liegende und 
bis jetzt durch die Erfahrung bestätigte Annahme, dass A und B, wenn sie in 
einem bestimmten Deformationszustand gegeben sind, mit Kräften aufeinander 
drücken, die nur vom Deformationszustand, nicht aber von den gleichzeitig vor-
handenen Geschwindigkeiten abhängen, so ist leicht nachzuweisen, dass unser 
Princip für Druckkräfte, die aus Deformationen hervorgehen, überhaupt gilt; es 
findet also innerhalb der Grenzen der Beobachtungsgenauigkeit auf alle Defor-
mationskräfte Anwendung. 

3) gilt es für Reibung und verwandte Widerstände. Wird der Körper A 
durch die Reibung etc. eines Körpers B aufgehalten, so erleiden A und B ent-
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gegengesetz t gleiche Kräfte . Das ist leicht durch physikalische Be t rach tungen 
nachzuweisen, die wir hier aus Rücksicht auf den Raum un te rd rücken . 

Für die beiden Punkte fi i und f.i., spricht sich das Reactions-
princip in den Gleichungen aus 

(1) X, +X2 = 7, + Y2 = Z, + = 0, 
wenn X t , Yn Zx die Kräfte sind, mit denen ;x2 auf /u,, und X2, Y2, Z2 

diejenigen, mit denen fi i auf fi2 wirkt. 

108. Schwerpunktseigenschaften in Folge des Reactions-
princips. Mit der vorstehenden Gleichung wird, wenn wir voraus-
setzen, dass ft, und n u r ihren gegenseitigen Kräften unterliegen, 
Gl. (2) des § 106 

d'i = 0, etc., oder 

W dt* ~ df ~~ df 
D . h . U n t e r l i e g e n zwei P u n k t e n u r i h r e n g e g e n s e i t i g e n K r ä f -
t e n , und g i l t f ü r d i e se das R e a c t i o n s p r i n c i p , so i s t d ie Be-
s c h l e u n i g u n g i h r e s S c h w e r p u n k t s N u l l ; derselbe bewegt sich 
geradlinig und gleichförmig. 

Legen wir durch den Schwerpunkt ein verschiebliches, d. h. mit 
dem Schwerpunkt sich verschiebendes Coordinatensystem, so ist das-
selbe demnach ein Fundamentalsystem. Zugleich ist die Lage seines 
Anfangspunktes durch die Anfangsbedingungen vollständig bestimmt; 

denn die Werthe von - f - , die sich aus diesen ergeben, 
dt dt dt 

bleiben während der ganzen Bewegung constant. 
Sind fremde, d. h. nicht aus der gegenseitigen Einwirkung von 

fi, und ¡i2 hervorgehende Kräfte vorhanden, so mögen dieselben mit 
griechischen Buchstaben 8 , etc. bezeichnet werden. Wir haben dann 

( l ) (X = x, + x2+B, +Ä2 = ä,+S.2 

und andererseits 

d'x. _ d x2 ^ 

Legen wir nun durch den Schwerpunkt ein verschiebliches Coor-
dinatensystem und bezeichnen die Coordinaten in diesem durch kleine 
deutsche Buchstaben u. s. w., so ist 
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(3) 
dt® dt1 dt1 (i, j+/ia 

dt' /t, 4-/x3 

Diese Gleichungen nehmen eine einfachere Form an, wenn 
¿T -4-JET S 3 

S, : S, = H, : u„ denn dann ist auch — — — = — - = ——• Es 

bleibt dann 

—r-,— — , , , — etc. in i/ und z. dt1 ju, ' rfi' fi„ J 

D. h. Wirken auf ju, und fremde Kräfte ein, die sich jederzeit 
verhalten wie die Massen /u, und ju,, so bewegt sich jeder Punkt in 
einem durch den Schwerpunkt gelegten Coordinatensystem so, als ob 
die fremden Kräfte nicht vorhanden wären. 

109. Bewegungsmenge. Aus X, + .X2 = o folgt 
dir, d \ 

(1) = 0 

D. h. sind zwei Punkte nur ihrer gegenseitigen Reaction unterworfen, 
so ist die Summe ihrer Bewegungsmengen auf jeder Axe constant. 
Durch Addition der drei Gleichungen (2) ergicbt sich, dass die geo-
metrische Summe ju^-f-ju.,«., constant ist; das folgt auch unmittelbar 
aus Gl. (1) und dem Schlusssatz von 104. 

C. Das N e w t o n ' s c h e Gesetz für zwei Punk te . 

110. Anz i ehung des S c h w e r p u n k t s . Das Newton'sche Ge-

setz lautet: „Zwei Punkte und ju2, deren Abstand r ist, ziehen ein-

ander mit der Kraft c fo an, wo t eine Constante, die von den 
r' 

gewählten Einheiten der Masse, Zeit und Entfernung abhängt. Die 
auf jtt, wirkende Kraft ist nach fi2 hin gerichtet und umgekehrt." 

Nennen wir Ri die auf ju, wirkende Kraft, so ist demnach 
R Jhp. 

' r 
und nach R, gerichtet. Ist nun q, der absolute Werth des Abstandes 
des Schwerpunktes beider Punkte von ju„ so ist nach 103 
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' ) ' — Vi) 1 f i + f j H 
also ist 

R = L l1'^ J_ 
' e i 

und ebenso bei entsprechender Bezeichnung 

R .J_. 

Da der Schwerpunkt auf der geraden Linie yw, /u2 liegt, heisst das: 

fi, verhält sich gerade so als würde er vom Schwerpunkt mit der Masse 

fo+M,)* a D g e Z O g e n ; 

(ij verhält sich gerade so, als würde er vom Schwerpunkt mit der 

Masse . angezogen. Oder: 

Der Schwerpunkt hat für u, die Potentialfunction — £ t b } h — 

und für u , die Potentialfunction — e , 
Ql 

III. Bewegung zweier Funkte nach dem Newton'schen 
Gesetz. Durch die vorstehenden Bemerkungen ist das Problem ge-
löst, die Bewegung zweier freien Punkte zu bestimmen, die keiner 
fremden Einwirkung unterworfen sind und einander nach dem New-
ton'schen Gesetz anziehen. 

Denn 1) durch die Anfangsdaten ist die Bewegung ihres Schwer-
punkts vollständig bestimmt (108). 

2) Legen wir durch den Schwerpunkt ein verschiebliches Coor-
dinatensystem, so wird ¡il in diesem vom Coordinatenanfang mit der 

Masse angezogen; es gelten also für fi i die Rechnungen 
(Mi -r-Pi) 

w w 
des § 6 1 , wenn wir in diesem tf=«——' 3 setzen; und die-

(.Mi -r-Pi) 

selben gelten für fi3, wenn ff = e , gesetzt wird. Beide 
(.Hi-r-fi 2) 

Punkte drehen sich planetarisch um ihren Massenmittelpunkt. Dabei 
liegt der letztere stets auf der Geraden, welche ju, mit ¡x2 verbindet, 
beide Punkte haben also stets relativ zum Massenmittelpunkt entgegen-
gesetzt gerichtete Geschwindigkeiten. 
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Das Problem ist auch dann noch gelöst, wenn auf die beiden 
Punkte i», und |U3 fremde, den Massen in jedem Augenblick propor-
tionale, aber von der relativen Lage des Punkts /x, gegen unab-
hängige Kräfte wirken. Denn nach 108 ist dann die Bewegung von 
/t, und |u2 in einem durch den Schwerpunkt gelegten System gerade 
so wie in dem Fall der Abwesenheit fremder Kräfte zu behandeln, 
die Bewegung des Schwerpunkts aber ist nach 106 zu ermitteln. 

Es ist dem absoluten Werth nach Ri = R3, also in der Relativ-
d?x <Px 

bewegung ^ : ^ = fi t . Die Beschleunigungen, und damit 

auch die Geschwindigkeiten in der Bewegung relativ zum Schwerpunkt 
verhalten sich umgekehrt, wie die Massen der Punkte. 

112. Potential. Wir bilden mit Bezug auf jtt, und /i3 eine 
Grösse, die in derselben Art wie die Potentialfunction von der Ent-
fernung abhängt, aber beide Massen enthält; nämlich die Grösse 

Jh.. 
r 

Dieses IFwird das P o t e n t i a l b e i d e r P u n k t e a u f e i n a n d e r genannt. 

Legen wir durch /u, irgend eine Richtung pl und durch fi2 eine Rich-

tung p2, so ist ^dp Pi'Komponente der an ¡nt thätigen 
Beschleunigung, also ist 

dW d ie p , - C o m p o n e n t e de r an ju, t h ä t i g e n K r a f t , und ebenso 

dW 
die p 2 - C o m p o n e n t e de r an /«, t h ä t i g e n K r a f t . 

Bewegt sich nun /u, um dpt und /.i2 gleichzeitig um dp}, so ist die an 
dW geleistete Arbeit der von jw, ausgehenden Kraft gleich ^ — d p t , 

und die von j«, geleistete Arbeit der von ¡it ausgehenden Kraft ist 
dW 
~— dp,. Die Summe beider Arbeiten ist also 

f d w , a w , \ 

Dies ist aber das totale Differential — d W , welches durch die beiden 
Elementarbewegungen hervorgebracht wird. Also haben wir den Satz: 
bezeichnet dL die Elementararbeit der Kräfte, womit ftl und ft2 auf-
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einander wirken, so ist 

(1) dL = —dW, 
woraus durch Integration, wenn endliche Zunahmen mit ä bezeichnet 
werden 

(2) JL = —JW. 
Die bei einer B e w e g u n g von den g e g e n s e i t i g e n K r ä f t e n ge-
l e i s t e t e A r b e i t i s t g l e i ch der A b n a h m e des P o t e n t i a l s . 

Sind keine fremden Kräfte vorhanden, so folgt ohne Weiteres: 
Die Zunahme der lebendigen Kraft des Systems /u,-i—ju2 ist gleich 

der Abnahme des Potentials. 

Die Arbeit , welche an (x, und ^ geleistet wird, lässt sich auch aus den in 
1 0 9 . gegebenen Ausdrücken für die Potentialfunction des Schwerpunkts mit 
Leichtigkeit bestimmen. Aendert sich pi um dp, und pj um </p2, so ist sie 
offenbar 

Q»i 
oder 

• ^ M f W O ] 
(pi+m)* 

d. i. aber gemäss den Werthen von p, und p2 

(t»H"f»2) 
oder — £(1,(12—^ oder — d W . 

Das Potential spielt hiernach für die Bestimmung der gegen-
s e i t i g e n Kräfte und der gegenseitigen Arbeit zweier Punkte ganz die-
selbe Rolle, wie die Potentialfunction für die Arbeit, die fe s te Kräfte 
an einem einzelnen Punkt verrichten. 

Das Potential hat selbstverständlich die Dimension einer Arbeit, 

also „Kraft mal Länge", d. i. wenn M Masse, L Länge, T 
Zeit bedeutet; denn sonst könnte 61. (2) nicht bestehen. 

113. Die Constante e und die astronomische Masseneinheit. 

Wir haben einerseits, da W = — e , 

r 

Dim W = ( c ^ ) , 

andererseits, wie eben gesagt 
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Daraus ergiebt sich durch Gleichsetzung 

Dime = (w)-
Der Werth der Constante s hängt also von den gewählten Einheiten 
der L, M und T ab. Die Bestimmung von e erfolgt experimentell 
dadurch, dass man zwei bekannte Massen /», und fi., aus bekannter 
Entfernung r auf einander wirken lässt und die Kraft / bestimmt, 

welche sie auf einander üben. Wegen / = c - ^ — - ' i a t m a n dann 

A'i i"2 

Der Versuch hat für s in cm gr sec den Werth 6 , 6 . 1 0 - 8 ergeben, 
der aber noch mit einer Unsicherheit von etwa TV seines Werths be-
haftet sein mag. 

Wir wollen nunmehr vi statt /<, und fi statt /i2 schreiben und 
von den beiden vorhandenen Wirkungen diejenige ins Auge fassen, 
welche m auf (t übt. Es ist an /1 thätig 

(1) die Kraft f = e — j - , die Beschleunigung ü = • 

Da wir nun t durch Variation der Einheiten willkürlich variiren 
können, können wir auch e den Werth 1 ertheilen. Dann ist 

, mu . m 
(2) / — -~pr > u = 

Setzen wir darin r und ü gleich 1, so wird m = 1; d. h. In d e n -
j e n i g e n E i n h e i t e n , wo « = 1 w i r d , i s t d ie M a s s e n e i n h e i t d i e -
j e n i g e Masse , we lche e i n e r b e l i e b i g e n a n d e r e n Masse in d e r 
E n t f e r n u n g 1 nach dem N e w t o n ' s c h e n Gese tz d i e B e s c h l e u -
n i g u n g 1 e r t h e i l t . Diese Einheit nennt man die a s t r o n o m i s c h e 
M a s s e n e i n h e i t . 

Die Gleichung (2) sagt auch 

(3) m = r*ü. 

In d e n s e l b e n E i n h e i t e n is t e i ne Masse g l e i ch d e m P r o d u c t 
aus der B e s c h l e u n i g u n g , d ie sie e i n e r a n d e r n , in de r E n t -
f e r n u n g r b e f i n d l i c h e n Masse e r t h e i l t , u n d d e m Q u a d r a t 
von r . 
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In astronomischen Einheiten kann man also die Masse aus der 
blossen Feststellung einer Beschleunigung und einer Entfernung be-
rechnen, also z. B. aus der Umlaufszeit eines Planeten und seinem 
Abstand von dem Centraikörper. 

Betrachten wir z. B. die Mondbahn als Kreis, nennen R den Radius der 
Erde,' T die Umlaufszeit des Mondes, so ist der Abstand r des Mondes nahe 

= GOR, die Geschwindigkeit des Satelliten j a i s o ¿ i e v o n <}er Erde 

ausgehende Centripetalbeschleunigung == ( ) • ; diese ist das 

von der Erde geübte ü, also die Masse der Erde 

( m-tiR V 1 , , n 12Q2.60ir2-fi3 

V T / "eöR" ^ = 

Gl. (3) giebt unmittelbar die Dimensionsbestimmung 

(4) DimM = ü i m ( L 2 . ü) = ( ^ r ) -

Wollen wir noch die astronomische Masseneinheit in Grammen be-
stimmen, so nennen wir die Masse eines Gramms in astronomischen 
Einheiten m'. Dann haben wir, wenn das Gramm auf eine andere 
Masse in der Entfernung r die Beschleunigung ü' übt, 

m! = f r 2 . 

Andererseits ist, wenn wir die Masse des Gramms gleich 1 setzen, 

ü' = also 

woraus 
•m' = e, 

oder die astronomische Masseneinheit wiegt Gramm, d. i. etwa 

15000 Kilo. In Meter/sec würde m' nach (4) 10Bmal kleiner, also 
die Masseneinheit 10f imal grösser werden. 

Magnetismus und Electricität werden stets in astronomischen 
Einheiten gemessen. D. h. man versteht unter der Mengeneinheit des 
Agens diejenige Menge, die auf eine ihr gleiche Menge in der Ent-
fernung 1 die Kraft 1 übt. In Folge dessen lautet das Anziehungs-
gesetz für Magnetismus und Electricität, wenn qt und q2 zwei Quaii-
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titäten von einem dieser Agentien sind 

gi (U 
J ~ 

Misst man also die ponderable Masse in astronomischen Einheiten, 
so hat man den Vortheil, dass die für die ponderable Masse gegebenen 
Sätze gleichzeitig für magnetische und electrische Quantitäten gel-
ten. Nur ist zu beachten, dass / im Falle der Electricität und des 
Magnetismus Abstossung bedeutet, wenn das Product qx q2 positiv ist. 
Das Potential von ql und q2 aufeinander ist in Folge dessen nicht, 

wie bei der ponderablen Materie ^7""» sondern -+- • 

Hat man bei magnetischen und electrischen Punkten mit Be-
schleunigungen zu rechnen, so muss man bedenken, dass electrische 
und magnetische Quanta an materielle Massen angeheftet zu sein 
pflegen; in Folge dessen is t , wenn es sich um sogenannte pondero-
motorische Wirkungen handelt, in den Gleichungen der Bewegung die 
Masse des ponderablen Trägers als Trägheitscoefficient einzuführen. 

D. A l l g e m e i n e K r ä f t e ; E r g a l e . 
114. Beliebige Functionen von r. Die Kraft, mit welcher 

/t, und /u, aufeinander wirken, sei jw2/(''), wo / eine beliebige 
Furction bezeichnet, und habe die Doppelrichtung von r. Dann er-
leidet 

jte, die Beschleunigung /<2/(') 

f , » » /('•)• 

Nach 5 3 . existirt 

für i-t, die Beschleunigungsfunction — = P t 

für n, „ „ „ — ix, jf{r)dr = I\ 

dP 
und für jeden der beiden Punkte ist die A'-Componente der 

von ihm erlittenen Beschleunigung. Wir bilden die Grösse 

W = /*, 1\ = ,,,1\ = - fi2jfi>-)dr-

sie ist das Analogon des Potentials, und wir nennen sie nach Clausius 
d a s E r g a l von und /ia. (Das Potential ist das Ergal für den speciellen 

Fall wo /(*•) = ± -^j- ist.) Das Ergal hat folgende Haupteigen-

schiften: 
ludde, Mechanik. I. 22 
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ÖW 
1) I s t x e i ne b e l i e b i g e C o o r d i n a t e n r i c h t u n g , so i s t — 

die nach d i e s e r R i c h t u n g an /t, t h i i t i ge K r a f t c o m p o n e n t e , 
dW u n d e b e n s o — die e n t s p r e c h e n d e K r a f t c o m p o n e n t e 
ox., 

an i t . . 

dW 9P, . . . , DP, Beweis . ,,-• — — . « , ~ wir wissen aber, dass ; — 
dx[ ox{ dx, 

die an /(, thätige, aus der Einwirkung von hervorgehende Be-
d P x 
dx. 

SP 
schleunigung ist; also ist —/«, - L die entsprechende Kraftcompo-

nente etc. 
2) B e w e g e n s ich u n d b e l i e b i g , so ist. d ie an i h n e n 

g e l e i s t e t e A r b e i t de r g e g e n s e i t i g e n Krä l ' t e g le ich der A b -
n a h m e des E rga i s . 

B e w e i s wie in 111. Ist dp, eine unendlich kleine Verdickung 
von (lp2 eine solche von f.t.2, so ist die bei beiden geleistete Arbeit, 

dW d W 
da die Kraftcomponenten — u n d sind, 

Daraus folgt durch Integration, wenn der Anfangswerth von W mit 
Wt bezeichnet wird 

(2) / , = — ( W — W . ) 

womit der Satz bewiesen ist. 
Wir können Gl. (2) auch schreiben, wenn wir voraussetzen, dass 

/<, und fi., sich selbst üborlassen sind 

(3) 

wo E eine Constante. Diese Constante, die Summe aus lebendiger 
Kraft und Ergal des Systems /', ist die E n e r g i e des Systems. 
Gl. (3) lautet also in Worten: Die Energie zweier Punkte ist con-
stant, wenn sie ihrer gegenseitigen Anziehung überlassen sind, und 
wenn diese Anziehung irgend eine Function der Entfernung ist. 

Der Begriff „Kräftefunction" fällt hier, wie man leicht sieht, mit 
dein Begriff „Momentanwerth des Ergais" zusammen. 

115. Kräfte, welche Differentialquotienten nach der Zeit enthalten; 
Bedingung für die Erhaltung der Definition unseres Kraftbegriffs. Ks sind 
Kräfte denkbar, welche nicht bloss die Coordinaten der thätigen Punkte, sondern 
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auch Differentialquotienten der Coordinaten nach der Zeit enthalten. Derartige 
Kräfte haben eine Zeit lang eine wichtige Rolle in den electrologischen Hypo-
thesen gespielt; augenblicklich lässt sich kein Kraftgesetz angeben, welches Diffe-
rentialquotienten nach der Zeit enthält, und dem man praktische Zuverlässigkeit 
zuschreiben könnte. Dennoch ist die Möglichkeit, dass ein solehes Gesetz für 
electrische Punkte wirklich besteht, nicht ausgeschlossen, und in der Litteratur 
(W. Weber, B. Riemann, Clausius) stösst man häufig auf Kraftformeln der an-
gegebenen Art. Wir geben desshalb einige allgemeine Betrachtungen über solche 
Kräfte, ohne tief in die Einzelheiten einzugehen. 

Soll unsere in § 40ff. gegebene Definition des Begriffes „Kraft" überhaupt 
mit einem Anziehungsgesetz verträglich sein, in welchem Differentialquotieuteu 
nach der Zeit vorkommen, so muss die Anziehungsformel eine gewisse Bedingung 
erfüllen. Wir haben nämlich definirt: „Kraft / ist das Product aus Masse und 
Beschleunigung des afficirten Punktes". Wir haben ferner den Satz zu Grunde 
gelegt : Wirken zwei Körper A und B gleichzeitig auf einen Punkt [¿, so ist die 
resulti^ende Kraft gleich der geometrischen Summe der Kraft, welche A für sich, 
und der Kraft, welche B für sich üben würde. Es sei nun der Punkt (J. in x, 
und zwei Körper A und B wirken auf ihm mit den z-Componenten 3, und S2 . 
Wirkte dann A allein, so würden wir haben 

< » 

wirkte B allein, so würde sein 

® 
Wirken beide zusammen, so wird 

d2x t <Px \ ( d?x\ „ „ 

Diese Gleichungen können offenbar immer miteinander bestehen, wenn 5, und a 2 

d-x d2x 
kein ——- enthalten. Enthalten sie aber — — , so lassen sich die beiden Glei-

dt' dt1 

d'x 
cliungen (I) und (2) nach - ^ j - auflösen, und die Lösungen lassen sich in der Form 

= S 1 + i>, |x = + darstellen, wo P und Q irgendwelche, 

jedenfalls aber von Null verschiedene Grössen sind. Dann müsste also, wenn A 
und B zusammenwirken 

sein. Man kann nun beispielsweise S 2 = S, wählen, wo dann auch P = Q wird. 
Dann steht die vorstehende Gleichung in offenbarem Widerspruch mit (3), so 
lange P von Null verschieden ist. Es muss also P = Q = 0 sein, d. h. I n d e m 
G e s e t z , w e l c h e s d i e W i r k u n g e i n e s P u n k t e s A a u f e i n e n P u n k t ft 
d a r s t e l l t , d a r f d i e B e s c h l e u n i g u n g v o n ¡J. n i c h t v o r k o m m e n , w e n n 
d e r G a l i l e i - N e w t o n ' s c h e K r a f t b e g r i f f a n w e n d b a r b l e i b e n so l l . 

Dagegen steht nichts im Wege, dass etwa die Beschleunigung von A in ihm 
auftrete. Auch folgt aus der Betrachtung nicht , dass ein Kraftgesetz, welches 

22* 
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die Beschleunigung des passiven Punktes enthält, durchaus unmöglich sei, sondern 
nur, dass es eine von der Galilei'schen abweichende, weniger einfache Definition 
des Begriffes Kraft erfordert. 

116. Ergal. Setzen wir nun voraus, dass die an ¡x thätige Kraft, deren 

Componenten X, Y, Z sind, die Grossen enthalte, so könnten 

wir unter Umständen eine Kräftefunction V bilden, deren Differentialquotienten 
die Eigenschaft hätten, dass 

dU v dU v dU 
—wr = x > - U 7 = 1 ' = z w a r o -

Damit wäre aber wenig gewonnen; denn, wie sich bald zeigen wird, würde 
für dieses U das Princip der lebendigen Kräfte nicht mehr gelten, es würde also 
gerade d e r Satz verloren gehen, der die Anwendung der Kräftefunctionen so 
werthvoll macht. Wir wollen vielmehr darauf ausgehen, eine Function II ' zu 
suchen, welche die Eigenschaft hat, dass ihre Aenderung bei irgend einer Be-
wegung die negativ genommene Arbeit bei derselben Bewegung darstellt. Und 
zwar beschränken wir uns dabei auf die Voraussetzung, W habe die einfachste 
Form, die noch möglieh is t , wenn in ihm Differentialquotienten nach t vor-
kommen sollen, d. h. IV enthalte keine höheren Differentialquotienten als die 
Geschwindigkeiten der thätigen Punkte. Dann wird also II7 im Allgemeinen die 
Form haben 

(1) \V = U+ V, 
wo U eine blosse Function der Coordinaten ist , V aber die Geschwindigkeiten 
enthält. Da alle physikalischen Functionen homogen sein müssen, wird V eine 
homogene Function der Geschwindigkeiten sein. Unter diesen Voraussetzungen 
wollen wir die Grundbeziehung zwischen W und den Kräften aufsuchen. Die 
beiden Punkte, zwischen denen IV besteht, seien wieder ¡a, und i , bedeute 

etc. In dem Zeitelement dt ändert sich dann r , um ^f ' • dt, s, um —-dt dt dt dt 

u. s. w. Das vollständige Differential von W wird 

(2) d\V= dU+dV. 
Hierin ist 

(3) 
du— - U dt - ( — ^ + — , dU dx, 

dt V dij dt di/i dt dz, dt dr.j dt 
c?_t/ dz.a 

dy* dt ^ dz2 dt ' 

oder, wie wir kürzer schreiben wollen 

(-1) d u = 2 * " ^ d t 
w e dx dt 

wo das Zeichen 2 analog dem früheren £ eine Summation bezeichnet, die sich 
>; 3 

über alle fi Coordinaten für beide Punkte erstreckt. In entsprechender Bezeich-
nung ist 

dV , v f d V dx , BV di\ (5) dV = —-— dt = . ¿ ( vr 3 5-7 — — I i 
w dt 6 \ dx dt dx dt t 

\dt. 
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N u n ist 

(G) 

a lso 

d dV dx . d (dV\ 
dt vr di' _ ~dT dt +X dt V dx ' ' 

dV_ ¿ r _ _d_ / . <?T r\ . d ( d V \ 

dx dt ~ dt V dx ' X dl \ dx >' 
Zugle ich ist nach dem Lehrsatz von den homogenen Func t ionen 

dV 

0) 

(8) « ox 
•nV, 

w e n n « den Grad der Func t ion V bezeichnet. 
Also 

ydV dx dV 
(9) ¿d-TS-. T- — n -, w « dx dt dt --T 6 dt 

Fül i r t man dies in Gl. (5) ein, so wird sie 

„ y f i r è . d 
(10) dV 

( I I ) 

dx dt 

1 — n L dx dt dt \ dx / j 

Damit wird schliesslich 

(12) d\V: v du dx J i „ r 
6 Ox dt 1 — n e L 

dV_ dx 
dx dt dt 

dt 

(13) T 1 -« dx 1 — n « L dx 

Soll nun die Aenderung von W die negativ genommene Arbei t der Kräf te dar-
stellen, so muss 

(14) d\V=— E X d x , also, 

(15) -Hxd* = Z 
« « ox 

i v r 5 r d fdv\-\J 

~ + T^r « l ai l i h r U d j c 

sein. Da die Geschwindigkeiten von (i, und ¡ji2, somit auch die Verrückungen 
dx,, etc. ganz willkürlich sind, kann diese Gleichung n u r erfül l t sein, wenn die 
einzelnen Glieder der Summen, die mit dxu </y, u . s . w . mult ipl icir t s ind, e inander 
gleich s ind : also muss sein 

(IG) 

<?i/ i rdv d ( d r y i 
1 ~ dx, i - „ L »Xl ~~ dt v dx, u 

du | i r j r d (d^Vl 
dy, 1 — n L dt/i dt * dy, ' J - l 'i 

Diese Gleichungen enthal ten das Gesetz, nach welchem die Kräf te abgelei tet 
werden, wenn die Grösse W gegeben ist. W i r brauchen für W den Namen E r g a l . 
(Es kommt in der Li t te ra tur auch un t e r dem Nainen „Potent ia l" in weiterem Sinne 

vor, wenn U und V den Fac to r — haben.) 
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In dem besonderen Falle, wo n = 2, erhält man einfach 
dU , dV d (dV\ 

Man bemerke, dass in dieser Formel und -tt—- entgegengesetzte Vor-
OX\ ox! 

zeichen haben, während U und V in Gl. (1) dasselbe Vorzeichen besitzen. 
BU 

Da - t£ t- = 0, weil U kein x enthält, kann man die vorstehende Formel auch 

schreiben 

Man bemerke die vollständige Analogie dieses Ausdrucks mit dem Ausdruck 
in T, der in der zweiten Lagrange'schen Form der Bewegungsgleichungen vor-
kommt. Die letztere heisst für unsern Fall 

J_ (BT\ dT _ d ( f ) ( U - V ) \ _ d(U- V) 
{ > dt V di, 1 Sx, ~ dt V Bi, ) Sx, ' 

so dass U— V und T in ganz identischer Art auf beiden Seiten derselben auf-
treten. Ist n — 1, so wird nach (16) -Y, = oo: es sind also keine Ergalformeln 

möglich, in denen ^ etc. nur in der ersten Dimension vorkommen. 

Der Satz, dass die geleistete Arbeit gleich der Zunahme der lebendigen Kraft 
ist, gilt unbeschränkt. Sind also die beiden Punkte keiner fremden Einwirkung 
ausgesetzt, so ist 

(20) ¿ ( ^ . » i - H l ^ ^ - d W ' 
oder, wenn die lebendige Kraft kurz mit T bezeichnet wird 

(21) T + W = E 
wo E die Integrationsconstante „Energie" oder ,Arbeitsinhalt" ist. 

Setzt man voraus, dass ursprünglich nicht W, sondern -X, u. s. w. gegeben 
seien, so ist aus diesen das Ergal zu bilden gemäss der Gleichung 

' (22) —d\V= 2 X~-dt. 
6 dt 



Zweite Unterabtheilung. 

Beliebig viele Punkte. 

1. Sei l w e r p u n k t s e i g c n . s c h a f t e n . 

117. Schwerpunkt. Gegeben seien u Punkte /»,, /i.n /(, 
deren Coordinaten durch entsprechende Marken bezeichnet werden. 
Die Gesammtheit derselben nennen wir den Punkthaufen M. Wie 
immer, sollen die Buchstaben fi zugleich die Massen der Punkte be-
zeichnen. 

Analog dem, was wir bei zwei Punkten gethan haben, bilden 
wir die Coordinaten eines Hiilfspunkts 'S, •»/, indem wir willkürlich 
setzen 

, _ / « . g . - H ' ^ - H ^ H ( l a ) 

oder kürzer 

W Z.I ' 2p ' Sft ' 
wobei die Summen sieh über alle Punkte des Haufens erstrecken. 
Den so gefundenen Punkt nennen wir den M a s s e n m i t t e l p u n k t oder 
S c h w e r p u n k t des Haufens M. Wir setzen conventioneil fest, dass 
wir uns diesen Massenmittelpunkt immer mit der fictiven Masse 
behaftet denken wollen, weil der Ausdruck der Sätze dann wesentlich 
vereinfacht wird. 

Denken wir uns den Haufen M in Theilgruppen gespalten, von 
denen der erste etwa r , der zweite r r der dritte r 3 u. s. w. von den 
Einzelpunkten ¡.i enthält, so können wir für jede dieser Theilgruppen 
einen Schwerpunkt suchen. Sind die Coordinaten desselben 
u. s. w., so ist 

Co = — — u. s. w., 
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wobei das übergesetzte v bedeutet, dass die Summation sich auf die 
Punkte der ersten, zweiten, u. s. w. Gruppe erstreckt. Dabei hat zu-
gleich conventionsmässig 

y,, f, die Masse 2fi 
»•i 

| 2 , tj2, £2 die Masse 2/u u. s. w. 

Bilden wir also nunmehr den Schwerpunkt der sämmtlichen Theil-
schwerpunkte, so hat dieser die Coordinaten 

r y, r3 

e Z u Z f i 

v, 
I/u - h S f t - \ 

Das ist aber 

(2) |„ = ebenso ^ = ^ f , 

d. h. 
(3) = rjn = tj, = f. 

T h e i l t man M in be l ieb ige T h e i l h a u f e n , so ist der 
S c h w e r p u n k t des ganzen Haufens M zugleich der Schwer-
p u n k t der S c h w e r p u n k t e a l ler T h e i l h a u f e n . 

Man kann also J?, wenn es bequem ist, durch successive 
Combination von Theilschwerpunkten bilden. 

Satz: Die Lage des S c h w e r p u n k t s i s t u n a b h ä n g i g von der 
W a h l des Coord ina tensys t ems . 

Beweis. Wählen wir statt des ursprünglichen Systems der 
x, y, z ein anderes der x', y', z', so erhalten wir Transformations-
formeln, die für einen ausgewählten Punkt lauten 

( 4 ) ^ = k-\-ax',-\-by\^rCz'a 

und für den vorhin bestimmten Punkt rj, £ 
(5) | = k - h a i ' + b T j ' + c C . 

Die Grössen k, u, b, c haben für alle Punkte /u den gleichen Werth; 
bestimmen wir den Schwerpunkt rj', im neuen System, so ist 

_ Z y x ' _ 2 i , y ' ' _ 

- ~ Z u '  n ~ S f i '  — Sft ' 

Der Ort dieses Punktes im System der x, y, z ist, wenn er mit (?) 
bezeichnet wird 
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Sfi Zfi Sft 

Andererseits ist nach Gl. (4 ) 

Zita: , lux' , 2W -juz' 

Also ist identisch mit womit der Satz bewiesen ist. 
Nimmt man also eine beliebige feste Ebene im Räume an und 

nennt D den senkrechten Abstand eines Punktes ju von dieser Ebene, 
Dm aber den Abstand des Schwerpunktes von ihr, so ist immer 

S/uD 
D m = 

118. ßewegungsmenge. Satz: Die Bewegungsmenge des Schwer-
punkts ist gleich der Resultante der Bewegungsmengen aller einzelnen 
Punkte des Haufens. 

B e w e i s . Da wir uns den Schwerpunkt mit der Masse —fi be-

haftet denken, ist seine Bewegungsmenge in x gleich fi) • -fv • Das 

dx (hl* ist aber nach Gl. (1) des vorigen Paragraphen + H-, H , 

also die Summe der Bewegungsmengen der einzelnen Punkte. Das-
selbe gilt in y und 2, womit der Satz bewiesen ist. 

Legen wir durch den Schwerpunkt ein verschiebliches l'oordiiiatcn-
system, so ist in diesem £ = rj = £ = 0. Daraus folgt: 

Die geometrische Summe der Bewegungsmengen aller Punkte des 
ganzen Punkthaufens relativ zu ihrem Schwerpunkt ist Null. 

119. Lebendige Kraft . Satz: Die lebendige Kraft des ganzen 
Punkthaufens ist gleich der lebendigen Kraft seines Schwerpunkts, 
vermehrt um die lebendige Kraft der einzelnen Punkte relativ zum 
Schwerpunkt. 

Beweis . Es ist die relative Geschwindigkeit in x irgend eines 

Punktes ft in Bezug auf den Schwerpunkt gleich — s e i n e doppelte 

relative lebendige Kraft in x also — , die doppelte leben-

dige Kraft des ganzen Haufens relativ zum Schwerpunkt ist also in x 
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Die lebendige Kraft des Schwerpunkts, doppelt genommen, ist 

(2) 2Lc = ( _ > > ( ! ) 2 . 

Gl. (1) und (2) addirt, geben 

(3) [ , ( - ) • _ „ 

Nun ist aber 

I « I ) 
dt Zu 

also durch Multiplication mit 2 / u - - ^ 

Folglich heben sich die beiden letzten Glieder in der Klammer auf 
der rechten .Seite von (3), und es bleibt 

o ) 4 , ( ; ; ; ) ] , 

und ebenso in y und z, was nach Division mit 2 den zu beweisenden 
Satz unmittelbar ergiebt. 

120. Kräfte. Satz: Wirken an dem Punkthaufen M beliebige 
explicite Kräfte, und keine anderen Bedingungen als solche, welche 
die Punkte u n t e r e i n a n d e r verknüpfen, so ist die Bewegung seines 
Schwerpunkts dieselbe, als ob die Resultante aller Kräfte an ihm 
angriffe. 

Bewei s , a) Es seien zunächst alle Punkte des Haufens frei. 
Aus der Gleichung des Schwerpunkts 116. (1) folgt 

CD ^ - w - y 

d"x 

Sind aber Xs, Y„ Z, die an angreifenden Kräfte, so ist = X, 

u. s. w. also d'S (2) (•S'/w) -^ir — ~ ^ ebenso in y und z. 

Das ist aber der obige Satz, da ja 2 f i die fictive Masse des 
Schwerpunkts ist. Sind Bedingungen vorhanden, so sind die Punkte 
des Haufens frei, nachdem man die Zwangskräfte des Haufens ein-
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geführt hat. Dann gilt also Gl. (2), wenn man unter 2 X die Summe 
der expliciten und impliciten Kräfte versteht. Gehen aber die Zwangs-
kräfte bloss aus g e g e n s e i t i g e r Verknüpfung der Punkte hervor, so ge-
nügen sie paarweise dem Reactionsprincip; ihre Summe ist also Null, 
und Gl. (2) bleibt richtig, wenn man unter 2X die Summe der ex-
pliciten Kräfte versteht. 

Ist 2X = 2Y= ZZ = 0, so folgt unmittelbar 

(3) -^-f- = 0, ~ — const., ebenso in y und z. 

D e r S c h w e r p u n k t b e w e g t s i ch d a n n g l e i c h f ö r m i g u n d 
g e r a d l i n i g . Dieser Satz gilt, 1) wenn die Punkte /.i nur ihren 
gegenseitigen Anziehungs- und Druckkräften unterworfen sind, da für 
diese das Princip der Gleichheit von Action und Reaction gültig ist. 
Insbesondere also auch, wenn je zwei Punkte ein Ergal besitzen, in 
welchem bloss Abstände vorkommen. 2) Wenn die Punkte ausser-
dem elastisch mit einander verknüpft oder au Bedingungen geknüpft 
sind, die z w i s c h e n j e z w e i e n oder mehreren von ihnen existiren 
und durch angespannte Fäden zwischen Punkt und Punkt vertreten 
werden können; denn derartige Verbindungen genügen dem Reactions-
princip. 

Er gilt aber im Allgemeinen nicht mehr, wenn die Bedingungen 
nicht zwischen den Punkten unter sich, sondern zwischen (allen oder 
einzelnen von) ihnen u n d dem C o o r d i n a t e n s y s t e m gegeben sind, 
also, wenn einzelne Punkte im Coordinatensystem festliegen oder auf 
festen Flächen und Curven bleiben müssen. Denn die impliciten 
Kräfte, welche aus derartigen Bedingungen hervorgehen, afficiren direct 
nur die gefesselten Punkte und jeden einzelnen von diesen unabhängig 
von allen andern; die Rcactionskräfte, welche den Zwangskräften ent-
gegengesetzt gleich sind, afficiren nicht den Punkthaufen, sondern die 
Fesseln, kommen also beim Punkthaufen nicht in Rechnung, und die 
Summe der am Punkthaufen wirkenden Zwangskräfte ist nicht Null. 

Auf Satz (2) beruht es, dass wir einen geworfenen Körper, einen 
Planeten und dergl. annähernd als schweren Punkt behandeln können. 
Wir untersuchen dabei in Wirklichkeit die Bewegung seines Schwer-
punkts. 

Satz (3) heisst das P r i n c i p d e r E r h a l t u n g d e s S c h w e r p u n k t s . E r f in -
det Anwendung auf den Schwerpunkt des Sonnensystems, weil die Fixsterne so 
weit abliegen und annähernd gleichinässig um dasselbe vertheilt sind, dass ihre 
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Anziehung auf dasselbe unbeträchtlich i s t : auf explodirende Körper , so weit bei 
diesen bloss innere Kräfte ins Spiel kommen: der Schwerpunkt sämmtlicher Thei lc 
einer geplatzten Bombe z. B . (die Pulvergase mit eingerechnet) würde im leeren 
Raum fortfahren, die ursprüngliche Wurfparabel zu beschreiben. Ein Mensch würde 
auf einer vollkommen glatten Fläche seinen Schwerpunkt nie in horizontaler Rich-
tung verlegen k ö n n e n : j e d e Bewegung eines irdischen Körpers h afficirt auch 
die L a g e der ganzen Erde, da der Schwerpunkt des Systems (Er i le+A - ) durch 
dieselbe nicht afficirt werden kann, u. s. w. 

Schreibt man die Gleichung ( 3 ) 

so liefert sie integrirt 

o, 

const. 

D. h. wenn das Princip der Erhaltung des Schwerpunkts gilt, so ist 
die Summe der Bewegungsmengen für alle Punkte des Haufens auf 
jeder Axe constant. Dasselbe sagt: Die Resultante der Bewegungs-
mengen aller Punkte ist constant. Riickstoss der Geschütze, Auf-
steigen von Raketen, Segncr'sches Wasserrad. 

2. D i e i n t e g r i r e n d e n P r i n c i p i e n . 

Schon das Princip der Erhaltung des Schwerpunkts ist ein inte-
d'£ ( dx \ 

grirendes Princip; die G l e i c h u n g e n = const. und J^/t J = const., 

von denen jede so viel sagt wie die andere, liefern e in erstes Inte-
gral der Bewegungsgleichungen in w, wenn die Kräfte dem Princip 
der Gleichheit von Action und Reaction unterliegen. Wir wenden 
uns nun zu denjenigen Principien, die schon beim einzelnen Punkt 
für die Integration benutzt wurden. 

a. Das Princip der Momente oder der Flächen. 

121. Die Gleichungen der Bewegung für einen einzelnen Punkt 
fts lauten 

( 1 ) 

d\ 
de 

'' s dt 2  

dV. _ r. 

wenn die X etc. die Componenten der an wirkenden Resultante 
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sind. Combiniren wir die (1) in der Weise, wie es beim Princip der 
Flächen für den einzelnen Punkt geschieht, und summiren über sämmt-
liche Punkte des Haufens, so erhalten wir 

Auf der linken Seite dieser Gleichungen stehen genaue Differential-
quotieuteu. Es ist nämlich 

Hier stehen rechts und links wohlbekannte Momente. Die Gleichun-
gen (3) lieissen in Worten: „ I n j e d e r E b e n e i s t d ie S u m m e d e r 
M o m e n t e der B e w e g u n g s m e n g e n das I n t e g r a l d e r in d i e s e l b e 
E b e n o f a l l e n d e n K r a f t m o m e n t s u m m e ; dabei ist als selbstver-
ständlich vorausgesetzt, dass alle Momente auf den gleichen, übrigens 
willkürlichen, Anfangspunkt bezogen sind. 

Statt „Moment in der .ry-Ebene" können wir auch sagen „Mo-
ment um die 2-Axe", und da das Geschwindigkeitsmoment in der 
.zy-Ebene gleich der doppelten Sectorengeschwindigkeit in derselben 
Ebene ist, so kann der Satz auch die Form annehmen: 

M u l t i p l i c i r t m a n die d o p p e l t e S e c t o r e n g e s c h w i n d i g k e i t 
j e d e s P u n k t e s u m i r g e n d e i n e A x e m i t d e r M a s s e des P u n k t e s 
u n d b i l d e t d ie S u m m e d i e s e r P r o d u c t e , so i s t d i e s e S u m m e 
das I n t e g r a l d e r S u m m e a l l e r au f d ie g l e i c h e A x e b e z o g e n e n 
K r a f t m o m e n t e . 

Jede beliebige Ebene oder Axe kauu dabei als Coordinatenebene 

Also liefert Gl. (2) durch Integration 
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oder -Axe aufgefasst werden; der Satz gilt also in beiden Formen für 
jede Ebene und jede Axenlinie. 

Die Gleichungen (3) sprechen den allgemeinsten Inhalt des „Prin-
cips der Momente" aus. Ihre rechten Seiten sind aber im Allge-
meinen nicht integrabel. Sie sind evident integrabel, wenn sie Null 
sind, und dieser Specialfall umfasst eine wichtige Reihe von Problemen. 
Ist z. B. 2(yZ—zY) — 0, so hat man sofort 

wo a eine (aus den Anfangsdaten zu bestimmende) Constante. 
Is t also die Summe a l le r auf e ine Ebene p r o j i c i r t e n 

K r a f t m o m e n t e gle ich Nu l l , so is t die Summe der Momente 
der Bewegungsmengen in d e r s e l b e n Ebene cons tan t . 

[Oder: Ist die Summe der Kraftmomente, bezogen auf eine Axe, 
gleich Null, so ist die Summe der Quantitätsmomente für dieselbe 
Axe constant.] 

[Oder: Unter der gleichen Bedingung ist die Summe der mit den 
Massen multiplicirten Sectorengeschwindigkeiten, bezogen auf die Axe, 
constant.] 

Rückläufige Sectorengeschwindigkeiten sind dabei selbstverständ-
lich als negativ zu zählen. 

Die Bedingung, dass die Summe der Kraftmomente verschwindet, 
ist nun für alle drei Coordinatenaxen erfüllt, 1) wenn die Punkte 
frei ihren gegenseitigen Einwirkungen unterworfen sind, und wenn 
dabei diese Einwirkungen a)- dem Reactionsprincip unterliegen, b) in 
die Richtung der Abstände fallen. Denn dann wirken auf irgend 
zwei Punkte /<r und /.i, vermöge ihrer gegenseitigen Anziehung zwei 
entgegengesetzte Kräfte -+-R und — R , die auf derselben Geraden 
liegen; die Summe der Momente von +/<! und — R ist also Null, 
und da die ganze Summe 2(zY—yX) etc. sich aus lauter solchen 
Dyaden zusammensetzt, von denen jede einzelne Null ist, ist sie 
selbst Null. 

Dasselbe gilt, wenn zwischen den Punkten Nahewirkungen durch 
Stoss, Reibung etc. vorkommen; denn wenn fir und ft, sich berühren, 
stossen, reiben etc., so erleiden sie entgegengesetzt gleiche Kräfte, 
die am gleichen Berührungspunkt angreifen, deren Momentsumme also 
wieder Null ist. 

Dasselbe gilt ferner, wenn zwischen den Punkten fi Bedingungen 
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bestehen, die so beschaffen sind, dass die aus ihnen hervorgehenden 
impliciten Kräfte für j e zwei Punkte entgegengesetzt gleich sind und 
in ihre Verbindungslinie fallen, z. B . wenn irgend welche Punktpaare 
durch geradlinige Fäden verknüpft sind. 

Endlich ist die obige Bedingung erfüllt, wenn auf die (i noch 
fremde Kräfte wirken, die für jeden einzelnen Punkt beständig durch 
den Coordinatenanfang gehen. Denn dann ist jedes einzelne Moment 
xY—yX gleich Null. 

(Sie ist aber im Allgemeinen nicht mehr erfüllt, wenn für die 
Punkte Bedingungen bestehen, bei welchen die dem Reactionsprincip 
entsprechende Gegenkraft nicht die Punkte trifft, z. B . wenn einzelne 
derselben an festen Orten oder auf festen Flächen bleiben müssen). 

In den recht umfassenden Fällen, wo alle Summen der Kral't-
moinente verschwinden, haben wir nun 

W e n n d i e o b i g e B e d i n g u n g e r f ü l l t i s t , so i s t d ie S u m m e 
der M o m e n t e d e r B e w e g u n g s m e n g e n für j e d e C o o r d i n a t e n -
e b c n e c o n s t a n t . 

Oder, wenn wir uns in den drei Gleichungen ( 4 ) die einzelnen, 
auf denselben Punkt bezüglichen Grössen geometrisch addirt denken: 

W e n n d i e o b i g e B e d i n g u n g e r f ü l l t i s t , so i s t d ie geo-
m e t r i s c h e S u m m e d e r M o m e n t e s ä m m t l i c h c r B e w e g u n g s -
q u a n t i t ä t e n c o n s t a n t . 

Diese geometrische Summe hat , wenn sie auf ihrer Axe in be-
kannter AVeise dargestellt wird, die Länge 

und sie macht mit den C'oordinatenaxen die Winkel a, ß, y, wo 

(5 ) m = } 

(6) 
cosa = — , COS ff = —;: , 

c 
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Dabei geht die Axe durch den Coordinatenanfang, der übrigens will-
kürlich ist; in Folge dieser Willkürlichkeit hat die Axe nur eine be-
stimmte Richtung, keine bestimmte Lage, sofern nicht etwa die Kraft-
bedingungen an eine feste Lage des Anfangspunkts geknüpft sind. 

m und die Winkel a, ß, y sind von der Zeit unabhängig. Die 
Grösse m hat also nicht bloss fortwährend dieselbe Länge, sondern 
auch stete dieselbe Richtung: D i e A x e d e s r e s u l t i r e o d e n M o m e n t s 
i s t e in u n v e r ä n d e r l i c h e r f r e i e r V e c t o r . Mit ihr ist die auf ihr 
senkrecht stehende Ebene, d i e E b e n e de s r e s u l t i r e n d e n M o m e n t s , 
u n v e r ä n d e r l i c h , d. h. stets ein und derselben Ebene parallel. Man 
nennt jene Axe nach Laplace, der diese Eigenschaft entdeckte, die unver-
änderliche Axe, diese Ebene die unveränderliche Ebene des Punkthaufens; 
auch werden sie als Laplace'sche Axe und Ebene bezeichnet. Ihre 
Lage kann uach (5) und (6 ) jederzeit aus den Anfangsbedingungen 
bestimmt werden. Da die unveränderliche Ebene nur durch Projec-
tionsbedingungen bestimmt ist, sind alle mit ihr parallelen Ebenen ihr 
selbst gleichwerthig. 

Die S ä t z e g e l t e n iu j e d e m C o o r d i n a t e n s y s t e n i , in w e l c h e m d i e 
X, Y, Z d i e v e r l a n g t e n E i g e n s c h a f t e n h a b e n . Man muss sich also even-
tuell, um die Sätze zu benutzen, ein solches Coordinatensystem herrichten, z. B., 
indem man die Coordiuatenaxen durch den Schwerpunkt des Haufens legt, wo 
sich die Kräfte meistens am einfachsten präsentiren. 

Wählt man eine beliebige Axe und bildet für sie die Momenten-
summe vi aller Bewegungsmengen, so ist , wenn vi mit der unver-
änderlichen Axe den Winkel X macht, weil die Momentensummen 
genau wie Kraftsummen gebildet und zusammengesetzt werden, 

(7 ) vi = «icosA. 

Daraus folgt, dass die unveränderliche Axe zugleich die Axe ist, 
für welche die uns beschäftigende Momentensumme den grössten Werth 
hat (weil cos X < 1). 

Dasselbe sagt: Die Summe der Momente der Bewegungsmengen 
in der Projection der Bewegung auf irgend eine Ebene erlangt ihren 
grössten Werth, wenn diese Ebene die unveränderliche Ebene ist. Für 
Axen, die in der unveränderlichen Ebene liegen, ist tri = 0. Ferner 
folgt, dass die Sätze (4 ) , wenn sie für die drei Coordinatenebenen 
gelten, für jede im Coordinatensystem feste Ebene gelten müssen. 

Die Sätze (4 ) nebst Zubehör nennt man gewöhnlich xa-' ¿«'j/ r/v 

das P r i n c i p der F l ä c h e n oder das Priucip der M o m e n t e . 
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A n w e n d u n g e n . Das Flächenprincip hat grosse Analogie mit dem Princip 
der Erhal tung des Schwerpunkts. Wie dieses sich in die Worte fassen lässt: 
„Ein sich selbst überlassener Punkthaufen kann seinen Schwerpunkt nicht be-
schleunigen", so führt das Flächenprincip zu der Folgerung: Ein sich selbst 
überlassener Punkthaufen kann seine Momente um die Coordinatenaxen nicht 
abändern. Man kann geradezu das Moment m als das „Quantitätsinoment der 
Laplace'schen Axe" bezeichnen und hat dann an den beiden Sätzen: 

1) die Bewegungsmenge des Schwerpunkts ist constant, 
2) das Quantitätsmoment der Laplacc'schen Axe ist constant, 

zwei einander analoge Sätze, in welchen Schwerpunkt und Laplace'sche Axe ent-
sprechende Rollen spielen, und die beide auf dem Princip der Gleichheit von 
Action und Reaction beruhen. Der tiefere Sinn dieser Analogie beruht auf dem 
Dualismus von Verschiebung und Drehung, den wir später kennen lernen werden. 

Wenn ein Theil eines ruhenden, sich selbst überlassenen Punkthaufens ein 
Quantität'smoment. g um irgend eine Axe annimmt, so muss nach den obigen Sätzen 
der andere Theil gleichzeitig das Moment —q um dieselbe Axe annehmen. Ein 
sich selbst überlassener, d. h. von allem reibenden Contact abgelöster Mensch 
würde sich hiernach niemals umdrehen können, sondern wenn er ein Glied dreht, 
so dreht sich der übrige Körper um einen entsprechend kleineren Winkel in der 
entgegengesetzten Richtung. Soll ein Luftballon ohne Störung durch Propeller-
sthrauben mit verticaler Axe in die Höhe getrieben werden, so müssen wenigstens 
zwei solche Schrauben vorhanden sein, d ie ' in entgegengesetztem Sinn wirken, 
sonst rotir t der Ballon etc. Das ganze Sonnensystem hat, soweit es von der 
Anziehung der Fixsterne unabhängig ist, eine invariable Ebene. 

Verschwinde t die S u m m e der K r a f t m o m e n t e n icht für die Pro-
jec t ion auf j e d e E b e n e , sondern nur für die Project ion auf e ine be-
s t i m m t e Ebene , so g i l t das Pr inc ip der F lächen in dieser Ebene, bezw. 
für e i n e auf ihr senkrechte A x e . D a n n ist iu j ener Ebene , bezw. auf 
dieser A x e die S u m m e der Q u a n t i t ä t s m o m e n t e constant . 

S e t z e n wir n u n voraus, das F lächenpr inc ip ge l te i n der yr -Ebene , 

und vers tehen unter F, die v o n der Ze i t <, ab gerechnete Fläche , 

w e l c h e der v o m A n f a n g s p u n k t n a c h der Project ion von / i , hin gezogene 

Radiusvector beschreibt , so ist die Gle ichung 

g le ichbedeutend m i t 

s ie l iefert also das wei tere Integral 

.2) iF — ^ a i - J - c o n s t . 

B u d d e , Mechanik. I . 2 3 
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„Die Summe der mit den Massen multiplicirten, in der «/«-Ebene beschrie-
benen Flächenräume ist der von tl ab gerechneten Zeit proportional." 

Dasselbe gilt in den andern Coordinatenebenen (und in jeder 
Ebene), wenn die Bedingungen des Flächenprincips in ihnen erfüllt 
sind. Ist das für alle drei Coordinatenebenen der Fall, so folgt, dass 
die geometrische Summe der mit den Massen multiplicirten Flächen-
räume, welche die vom Anfangspunkt nach den f.t gezogeneu Radien-
vectoren im Räume beschreiben, der von t) ab gerechneten Zeit pro-
portional ist. Die Axe, auf welcher diese geometrische Summe abzu-
schneiden ist, ist die Laplace'sche Axe. 

b. Das Princip der lebendigen Kräfte. 

122. Arbeit und lebendige Kraft. 
„Lebendige Kraft des Punkthaufens Mu nennen wir die alge-

braische Summe der lebendigen Kräfte seiner einzelnen Punkte, 
Unter der „Arbeit, die am Punkthaufen geleistet wird", verstehen 

wir die algebraische Summe der Arbeiten, welche an seinen einzelnen 
Punkten geleistet werden. Heisst also L die Arbeit am einzelnen 
Punkt, so ist die Arbeit am ganzen Haufen einfach - L . 

Da für den einzelnen Punkt /u, 
(1) dQfiX) = dL„ 

so ist durch einfache Summirung 
(2) d { ^ ) = d(2L)-

der Satz, dass die Zunahme der lebendigen Kraft gleich der geleisteten 
Arbeit ist, gilt also für den Punkthaufen, wie für den einzelnen Punkt. 

Sind X,, Y„ Z, die an (i„ thätigen Kräfte, so ist 
2L = 2(Xdx-h Ydy+Zdz). 

123. Das innere Potential. Wir setzen voraus, dass die Punkte 
(i des Haufens von fremder Einwirkung frei sind und einander nach 
dem Newton'schen Gesetz anziehen, und rechnen in astronomischen 
Einheiten. Wir wählen einen Punkt /1, willkürlich aus, combiniren 
ihn mit sämmtlichen ande rn Punkten des Systems, bilden für jede 
Combination des Punkts jus mit einem andern Punkt /u; die Grösse 

Ht'Ht WQ ^ (jell Abstand zwischen ju, und fi3 bezeichnet, und 
ri,> 

addiren alle diese Grössen; so erhalten wir die Summe 

£ 1=1 '»,» (i = s auszulassen). 
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Für /Uj setzen wir hierin der Reihe nach alle Punkte des Haufens, 
und summiren aufs Neue über den ganzen Haufen; dann entsteht 
die Summe 

i = n i = n Ii * 
- 2 P.2 TT 

3 = i • = 1 ''•> (t = s auszulassen). 

In dieser Summe kommt jede Combination von zwei Punkten ju* und 
/it zweimal vor, nämlich einmal für k = s und l = i, einmal für 
k = i und l = s. Dividiren wir sie also durch 2, so erhalten wir 
den Werth, welchen jene Summe haben wird, wenn jede Combination 
nur einmal in ihr auftritt. Die so erhaltene Grösse 

« = n i — n ||. 
(1) = P 

s=i ,=i r 
heisst das i n n e r e P o t e n t i a l des Punkthaufens oder das P o t e n t i a l 
d e s P u n k t h a u f e n s auf sich se lbs t . Beim Niederschreiben der-
selben haben wir die Bemerkung „« = s ist auszulassen" und die 
Marke (»', s) an r als selbstverständlich getilgt. 

Cum grano salis kann man die Summe P a u c h einfacher — schreiben; 

man niuss dann aber im Auge behalten, dass unter dem Zeichen 2 jedes Product 
zweier ¡i zweimal vorkommen soll. Die Schreibart der Gleichung (1) ist frei von 
jeder Unsicherheit. 

• = » n. 
Es ist nun — - die wohlbekannte Potentialfunction V, welche 

alle andern Punkte des Haufens in der zur Zeit t gegebenen Stellung 
auf (t„ üben. Wir können also auch schreiben 

(2) P = i £ / i , V . . 
J = I 

dV Wir wissen, dass :- die auf u, zur Zeit t von sämmtlichen 
ax, 

d V, 
[i geübte Beschleunigung in x ist; also ist auch — ( i , - ^ - die auf 

von sämmtlichen andern Punkten geübte Kraft in x, welche wir 
X., nennen. 

Wir untersuchen nun, welche Aenderung von P hervorgebracht 
wird, wenn zur Zeit t der Punkt fi, allein eine Yerrückung dx, er-
leidet, während alle andern Punkte (i in ihrer jeweiligen Stellung 
festgehalten werden. Die Wirkung, welche diese Verrückung auf den 

s=n i=n . 
Werth der Summe — f i , 2 oder, wie wir sie abkürzend schreiben, 

2 P übt, ist eine doppelte. 
23' 
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dV, 
Erstens nämlich ändert sich Vs, und zwar um ci.r„; die 

ox, 
dV 

hierdurch entstehende Aenderung von 2 P ist j», » dx„. oxs 

Zweitens aber ändern sich gleichzeitig alle andern fi V, die in 2 P 
vorkommen. Es enthält nämlich 

it. F. den Summanden — 1 1 r u 

fij V, den Summanden 

u. s. w. 
r-2. 

Diese ändern sich um 

d 

»I \ ¡ = 1 l'u ) , : ' 

dx, 

Addiren wir sämmtliche Aenderungen der zweiten Klasse, so erhalten 
wir 

d 

dx, \ 1 = i y = ^ auszulassen). 

Was aber in dieser Klammer steht, ist nichts anderes als Also 
beträgt die zweite Aenderung von 2 P nochmals 

" • - a s r * * -

Folglich ist nach den Grundsätzen der Differentialrechnung die Ge-
sammtänderung 

5 ( 2 P ) . • dV, . 

d. h. 
8P dV. 
dx, ' dx, 

und das heisst nach dem obigen 

D e r n a c h x, g e n o m m e n e D i f f e r e n t i a l q u o t i e n t des P o t e n t i a l s 
i s t . n e g a t i v g e n o m m e n , d i e # - C o m p o n e n t e d e r an fi, t h ä -
t i g e n K r a f t . Dabei kann x, eine beliebige Richtung haben, der Satz 
gilt also ohne weiteres in y, z und jeder andern Richtung p. 

Erleiden die Punkte /u beliebige unendlich kleine Verrückungen, 
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so ist die fresammtarbeit, die von ihren gegenseitigen Kräften an ihnen 
geleistet wird 

(6) dL = Z ( X d x + Y d z + Z d z ) , d. i. nach (5) , 

J d l ' j S P , d P J \ 

und das ist 
(8) dL = —dP, 

wenn dP das totale, durch sämmtliche Verrückungcn hervorgebrachte 
Differential von P bedeutet. Also ist die geleistete Arbeit gleich der 
Abnahme des Potentials, wenn beide sich auf die inneren Kräfte des 
Punkthaufens beziehen. Wir wollen in diesem Fall die Arbeit als 
„innere Arbeit" des Haufens bezeichnen; dann heisst der vorstehende 
Satz, schärfer ausgedrückt: „Die Z u n a h m e der i n n e r e n A r b e i t 
i s t g le ich der A b n a h m e des i n n e r e n P o t e n t i a l s " und in dieser 
Form gilt er durch einfache Integration auch für endliche Aende-
rungen beider Grössen. 

Ist der Haufen sich selbst überlassen, so ist 

(9) dL = d S Q p e * ) , 
also 

(10) <1(21 po*) = —dP, 
oder 

(11) 2 i p o ' + l > = E h 

wo die Integrationscun,staute E t die „innere Energie" des Haufens 
heisst. 

124. Das innere Ergal. Ziehen sich je zwei Punkte fi t und 
H, nach einem Kraftgesetz an, in welchem eine beliebige Function 
der Entfernung, aber keine Geschwindigkeit vorkommt, so besteht für 
sie eine Beschleunigungsfunction; ist bei positiv gerechneter Abstossung 

f i , f t i / ( r ) die Kraf twi rkung von ju, auf ju,, so ist — f a P i j f ( r ) d r 
0 

die Kräftefunction; diese bezeichnen wir mit —/i ,F i . Wir bilden 
nun die Summe 

- f i l Ü F i , , 
1 = 1 (t = s auszulassen). 

Diese ist die Kräftefunction aller ande rn Punkte auf ju,; wir be-
zeichnen sie mit Us. Bilden wir nun durch eine zweite Summirung 
und Division mit 2 die Grösse 
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( 1 ) P = i £ f i , U „ 
j = i 

so heisst P das i n n e r e E r g a l des Punkthaufens. In dem Special-

falle, wo /(»•) = — i also F{ = — ~ , wird das Ergal zum Po-

tential. 

Man beweist nun leicht in ganz derselben Art, wie es im vorigen 
Paragraphen geschehen ist, die Sätze 

ÖP dUs y 

O ~ Hx, = = ' U' S" W' m y ' ^ 

(3) dL = —dl1, 

und wenn die Punkte nur ihren gegenseitigen Kräften unterliegen, 

(4) 
Also: 

Die Kraftcomponente, welche auf fi, nach der ßichtung p wirkt, 
ist der negativ genommene Differentialquotient des Ergais nach dp. 

Die Zunahme der inneren Arbeit ist gleich der Abnahme des 
Ergais. 

W i r k e n a u f d e n H a u f e n k e i n e f r e m d e n K r ä f t e , so i s t 
d ie S u m m e a u s l e b e n d i g e r K r a f t u n d E r g a l e i n e C o n s t a n t c , 
d ie i n n e r e E n e r g i e des H a u f e n s . 

Zweiter F a l l : Wir wollen nun annehmen, je zwei Punkte des Haufens, 
(Xj und ft;, besitzen für ihre gegenseitige Einwirkung ein Ergal, in welchem die 
Geschwindigkeiten von |x4 und ^ vorkommen, und zwar fügen wir die Beschrän-
kung hinzu, dass die Geschwindigkeiten in diesem in der zweiten Dimension 
auftreten, da Ergale mit anderen Dimensionen wohl so bald nicht verwendbar 
sein werden. (Die Verallgemeinerung ist übrigens leicht.) Das Ergal von auf ¡jls 

wird die Torrn haben 

wo 9 bloss Coordinaten, ip aber Geschwindigkeiten enthält. Wir bilden die 
Summe 

i—n 

(5) M t 7 » - t - r ( ) = ¡-l-'h,,-) ( { = s auszulassen). 
» = i 

Diese Summe ist dann das Ergal sämmtlicher anderen Punkte auf f»,: es sei dabei 
V der Theil der Summe, welcher aus den <\> entstanden ist, also die Geschwin-
digkeiten enthält. Wir summiren zum zweitenmal über s und setzen 

s = n i—n 

(6) W=P-hQ = l2? P-, 2 (i = s auszulassen). 
3 = 1 i = l 

Dann ist zugleich 
(7) 1F = P + Q = F.), 
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und es sei Q der Theil -von IV, welcher die Geschwindigkeiten enthält. 

Gan i wie im vorigeu Paragraphen beweist man nun, dass nicht Ox, OX, 
sondern 

(8) 

dL =
 8ut 

Sx, |X* Sx, 
SQ = dVs 
Sx, dx, 
SQ_ = SV, 
di» ~ *** Sx, ist. 

Nun ist aus 116. bekannt, dass 

(!)) X, = (ij £ > Su 
Sx, ' dx, dl \~3xjj' 

also ist nach (8) 

(10) -Aj — 3 OX, 
SQ_d_ ( SQ) 

Dx, dt ^ Sx, ' ' 
SQ' 

D i e B i l d u n g e i n e r K r a f t c o m p o n e n t e a u s d e m E r g a l u n t e r l i e g t 
be i » P u n k t e n d e r s e l b e n R e g e l wie be i z w e i e n . 

Ferner wissen wir aus 116., dass, wenn in der Zeit dl sich x um dx und x 
um dx ändert, die an (ij geleistete Arbeit in x 

(11) dL p 3,X = [Aj I 
S(U, + V,) , , SV, 

dx. dx-\- V, "I 
"ST J = Xdx ist. 

Das giebt aber mit (8) 
SP SQ SQ 

(12) <1L,,X = -

Und wenn wir die entsprechenden Ausdrücke für alle Punkte und für alle drei 
Coordinatenrichtungen summiren, so kommt, wenn dL das totale Differential der 
Arbeit bezeichnet 

'—niSW SW \ (13) dL = 22xdx = -2 £ 
liier steht aber rechts das totale Differential von TT, da ja in dieser Grösse die 
.T, y, : und i , y, z die unabhängigen Veränderlichen sind. Also haben wir 

(14) dL — —dW. 
Die Z u n a h m e d e r i n n e r e n A r b e i t i s t g l e i c h d e r A b n a h m e d e s 

i r i n e r n E r g a i s . M. a. W. die Gleichung der lebendigen Kraft gilt für diese 
Ergale in derselben Form, wie für gewöhnliche Ergale, welche die Geschwindig-
keiten nicht enthalten. Sind die Punkte sich selbst überlassen, so folgt 

(15) W=Et. 
L e b e n d i g e K r a f t u n d i n n e r e s E r g a l h a b e n d i e c o n s t a n t e S u m m e 

i n n e r e E n e r g i e . 

Dieser Satz gilt demnach unter den allgemeinsten Bedingungen, 
wo noch ein inneres Ergal existirt; insbesondere gilt er für die Welt 
als Ganzes, bedarf aber da der Erfahrungsbestätigung, weil die An-
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nähme, dass die Welt ein inneres Ergal besitze, hypothetisch ist. Er 
heisst das P r i n c i p der Erha l tung der Energ ie . 

Man nennt die lebendige Kraft auch den k i n e t i s c h e n , das Ergal den po-
t e n t i e l l e n Bestandtheil der Energie, oder kürzer, man unterscheidet und 
W als „kinetische" und „potentielle" Energie. Nach Gl. (15) bestehen alle Be-
wegungsprocesse eines Punkthaufens bloss darin, dass kinetische Energie sich in 
potentielle, oder potentielle sich in kinetische verwandelt. Letzteres findet statt, 
wenn die inneren Kräfte des Haufens positive Arbeit thun, ersteres im entgegeu-
gesetzten Fall. Potentielle Energie lässt sich aufspeichern (Hebung eines schweren 
Steins gegen die Schwere und festlegen desselben in der Höhe, dauernde An-
spannung einer elastischen Feder); sie ist in diesem Zustande unabhängig von 
Reibung etc., hält aber practisch nicht ewig wegen der desintegrirenden Aende-
rungen, welche die zeitlichen Einwirkungen an dem Träger der Energie hervor-
bringen (Verwittern des Steins oder seiner Unterstützung, Elasticitätsverlust der 
Feder). Kinetische Energie lässt sich nicht aufspeichern, wohl aber lassen sich ihre 
Wirkungen auf kleine Räume concentriren (Stoss eines schweren Körpers gegen 
eine Spitze, Concentration der Wärmeentwicklung eines galvanischen Stroms auf 
den kleinen Raum des galvanischen Lichtbogens). Sie leidet unter der Einwir-
kung der Bewegungshindernisse; bei der Bewegung eines messbaren Körpers mit 
Widerstand oder Reibung, und, wie wir später sehen werden, beim unelastischen 
Stoss geht lebendige Kraft verloren, und zwar ohne dass man direct einen Ersatz 
derselben in Form potentieller Energie auftreten sähe. Wenu die Welt ein Ergal 
besitzt, so muss in solchen Fällen die scheinbar verlorne Energie in einer Form, 
welche weder Bewegung messbarer Massen, noch Ergal messbarer Massen ist, zum 
Vorschein kommen; sie thut das in der That, als Wärme oder als Wärmewirkung 
irgendwelcher Art, als electrische Energie etc. Auf diesem Satz beruht die Lehre 
von der Verwandlung der Energie in der Physik. 

Gewisse Körpergebilde, die man Motoren nennt, (geheizte Dampfmaschinen, 
electrische Motoren, die Wasserdünstc, welche vom Meer aufsteigen und als Regen 
wieder herabfallen etc.) zeigen ein Verhalten, welches dem der Widerstände ent-
gegengesetzt ist; sie liefern lebendige Kraft messbarer Massen, ohne dass man 
dafür eine entsprechende Menge von potentieller Energie messbarer Massen ver-
loren gehen sieht; in diesen Fällen entsteht die scheinbar neu gelieferte Energie 
aus denselben Quellen, in welchen sie beim vorigen Falle unscheinbar wird. 

Schneidet man aus dem Universum einen bestimmten Theil F heraus und 
isolirt ihn nach Möglichkeit von allen fremden Einwirkungen, so würde derselbe, 
wenn in ihm keine Widerstände existirten, dem Princip der Erhaltung der Energie 
für sich unterliegen. Da aber die Widerstände unvermeidlich sind, ist die leben-
dige Kraft der endlichen Massen von F nach irgend einer Zeit t immer kleiner, 
als sie nach dem Energieprincip sein müsste, die scheinbare Energie der end-
lichen Massen von F nimmt also fortwährend ab und nähert sich der Null; k e i n 
e n d l i c h e r T h e i l de r W e l t k a n n e in p e r p e t u u m m o b i l e s e i n , so weit 
man die Mobilität auf die Massenbewegung bezieht. 

125. Aeussere Arbeit und äusseres Ergal. Genau genommen 
giebt es in der Welt nur Einwirkungen, die a l l e Punkte der Welt 
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afficiren; es kann aber im Interesse der Betrachtung liegen, einen 
bestimmten Theil M derselben für die Untersuchung abzusondern, 
die Einwirkungen, welche entfernte Punkte auf M üben, zu vernach-
lässigen, und entweder alle fremde Einwirkung auf M ausgeschlossen, 
su denken, oder nur diejenigen Einwirkungen zu berücksichtigen, 
welche von einer bestimmten Gruppe N ausgehen. (Ersteres thut man 
z. B., wenn man die Bewegungen in unserm Sonnensystem so be-
rechnet, als ob ausser dem Sonnensystem nichts existirte, letzteres, 
wenn man die Zustände einer eingeschlossenen Gasmasse untersucht, 
wobei die einschliessenden Wände die Gruppe N bilden.) Im ersten 
Falle kommen in M nur innere Kräfte in Betracht und das erforder-
liche ist bereits abgehandelt; wir wenden uns zum zweiten. 

Zwei Unterfälle sind da möglich. 1. alle N sind ähnlich be-
weglich, (d. h. beweglich in demjenigen Coordinatensystem, in welchem 
die Untersuchung geführt wird,) wie die M. Dann bilden M und^ N 
zusammen einen grösseren Punkthaufen, und in diesem gelten die im 
vorigen Paragraphen entwickelten Gesetze. Das Ergal des Gesammt-
haufens lässt sich folgendermaassen darstellen: die Punkte von M 
bezeichnen wir durch ft; einer derselben sei und das auf ihn be-
zügliche Ergal, welches von den Punkten des Haufens M ausgeht, sei 

„,, das auf ihn bezügliche Ergal, welches von den Punkten des 
zweiten Haufens N ausgeht, aber sei fi, F,,„. Die Punkts von N da-
gegen seien mit v bezeichnet, einer von ihnen sei v, und die ent-
sprechenden Ergale für ihn rT VT,m und r , F r , „ . Dann ist das Ge-
sammtergal des Haufens (M-\-N) auf sich selbst 

(1) P — F,,,,,-*-^. F^+^v, Vt,m-hi£v, V,,„. 
Hierin ist 

das innere Ergal von M 
FT,„ das innere Ergal von N 

-H^—v, Vr „,) das gegenseitige Ergal von AI auf N 
und die Arbeit, welche je eine Klasse von Kräften leistet, ist gleich 
der Abnahme des ihr entsprechenden Ergais. 

2. Eine Anzahl der N ist im Coordinatensystem fest. Dann 
rechnen •wir die beweglichen Punkte, die in der Betrachtung vor-
kommen, sämmtlich zum Haufen M, haben also nunmehr den Fall zu 
betrachten, wo feste Punkte N auf einen beweglichen Haufen M wir-
ken. Das Gesammtergal der Punktsumme (M-+-N) wird wieder durch 
den Ausdruck (1) dargestellt. In diesem sind aber nunmehr sämmt-
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liehe v als fest zu denken, d. h. das innere Ergal von N ist constant, 
also für das Problem bedeutungslos, da ja die Arbeit nur von den 
Aenderungen des Ergais abhängt. Das innere Ergal von M verhält 
sich, wie oben, und in dem Ergal, welches M und N gegenseitig auf-
einander üben, sind nur die Punkte ju als veränderlich zu denken. 
Es sei nun n , d a s Ergal des einzelnen Punkts vT auf ¡ut. Dann 
ist Uslvj <f3 das Ergal des Haufens N auf den Punkt ju, und 
x — m 
£n,-Vj<pyti das Ergal von N auf sämmtliche Punkte von M. (Der 

»=i 
Factor ^ fällt hier fort, weil das Ergal von M auf sämmtliche Punkte 
von N nicht berücksichtigt wird.) Das Gesammtergal, dem M unter-
liegt, ist also, soweit es veränderlich sein kann 

P = i^fis Fs,m+1.2na2vr(fyt,, 

der erste Theil ist das innere Ergal von M, den zweiten können wir 
als äusseres Ergal von M bezeichnen. Die geleistete Arbeit ist 
gleich der Abnahme von P. Wir bezeichnen die beiden Summanden 
von P jetzt kürzer als P< und Pe. 

126. Vorübergehende Einwirkungeil. Von der Zeit Null bis 
zur Zeit ti sei der Punkthaufen M bloss seinen inneren Kräften über-
lassen, von der Zeit t, bis t., wirken irgendwelche äussere Kräfte an 
ihm, von t., ab hören die fremden Kräfte auf, zu wirken; wie äussert 
sich ihre Einwirkung auf M't 

Von t = 0 bis t = i, haben wir die Gleichung 

(1) L+P = E„ 

wenn L die lebendige Kraft, P, das innere Ergal von M, und Ei die 
bis t, vorhandene Energie bezeichnet. Während der Zeit i, bis t2 

leisten die fremden Kräfte an M irgend eine Arbeit, die mit Ä"lt2 

bezeichnet werde. Dann gilt während dieser Zeit die Gleichung 

(2) dL = —clPi-\-dKu.2, 

d. i. am Ende derselben ist 
( 3 ) L+PI = EL+KUI. 

Von da ab ist nun wieder L-t-P< constant, also zu jeder späteren Zeit 
L+PI = E,+KI<T, 

d. h. die Einwirkung der vorübergehenden Kräfte stellt sich dadurch 
dar, dass die Energie von M um K1I2 gewachsen ist. 
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Princip des letzten Multiplicators. 
127. Ausser den Principien der Flächen und der lebendigen 

Kraft giebt es noch ein integrirencles Princip; das ist das von Jacobi 
aufgestellte „Princip des letzten Multiplicators". Die Anwendung des-
selben geht über den Rahmen dieses Buches hinaus; wir verweisen 
dafür auf Jacobi's Vorlesungen. 

3. D i e P r i n c i p i e n , w e l c h e z u r B i l d u n g d e r D i f f e r e n t i a l -
g l e i c h u n g e n d i e n e n . 

128. Haufen freier Funkte. Ist jeder einzelne Punkt /i des 
Haufens f re i , so muss eben auch jeder für sich als freier Punkt be-
handelt werden. Es hat also jeder seino drei Differentialgleichungen 

d2x _ Y 
Mi -Jii — A i 

(1) 

dt3 

u dhj = Y 
de 
(P-y 

(X, = Z, u. s. w., 

wo X, , Y„ Z, die expliciten Kräfte am Punkt n, sind. Diese Diffe-
rentialgleichungen müssen einzeln aufgestellt, und nachher, wenn mög-
lich, integrirt werden. Besitzen die Punkte bloss ein inneres Ergal 

8P 
P, wclchcs eine Function der Abstände ist, so ist X, = — — u. s. w. 

oxx 

Die Integration kann dann, wie wir gesehen haben, geleistet werden, 
wenn das Ergal das Newton'scho ist, und wenn n u r zwe i Punkte 
gegeben sind; schon wenn der Haufen aus drei Punkten besteht, ist 
die Integration so schwierig, dass sie bis jetzt nicht gefunden wurde; 
das „Problem der drei Körper" ist noch ungelöst. 

Die Mittel zur Aufstellung der Differentialgleichungen (1) sind 
im concreten Fall immer vorhanden, da ja, wenn die Punkte frei sind, 
alle an ihnen thätigen Kraftcomponenten explicite gegeben sein müssen. 
Will man statt der Coordinaten x, y, z andere, <f, xp, % in die Diffe-
rentialgleichungen einführen, so gilt für jeden einzelnen Punkt fi, der 
Lagrange'sche Satz 

(2) ± ( d I \ - d T = 
dt \d<f>) dtp 8<f d(p d(p ' 

was keines besonderen Beweises bedarf , da j a dieser Satz für jeden 
f r aen Punk t gilt. 
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Kurz: sind alle Punkte des Haufens frei, so stehen sie ohne Zu-
sammenhang nebeneinander, und jeder einzelne bildet ein System für 
sich, welches, nachdem die an ihm wirksamen Kräfte einmal eruirt 
sind, seine besonderen Bewegungsgleichungen (1) oder (2) hat. 

129. Bedingungen. Sind die Punkte (i des Haufens Bedin-
gungen unterworfen, so können diese von zweierlei Art sein. Nämlich: 

1) die Bedingungen verknöpfen irgend welche Punkte des Haufens 
mi t dem C o o r d i n a t e n s y s t e m , bzw. mit einer im Coordinaten-
systcm gegebenen Fessel; Bedingungen dieser Art wollen wir kurz 
Abso lu tbed ingungen nennen. 

2) die Bedingungen verknüpfen irgend welche Punkte des Haufens 
m i t e i n a n d e r ; R e l a t i v b e d i n g u n g e n . 

Beispiele für absolut bedingte Probleme: n schwere Punkte bewegen sich 
auf einer zur Erde festen Curve; 2 Punkte, die einander nach dem Newton'schen 
Gesetz anziehen, bewegen sich auf der Aussenfläche einer im Coordinatensystem 
ruhenden (oder auch nach Vorschrift bewegten) Kugel. 

Beispiele für relativ bedingte Probleme: Zwei Punkte [M und ¡J ,̂ die irgend 
welchen Kräften unterliegen, sind durch einen Faden von unveränderlicher Länge 
mit e i n a n d e r verknüpft. Vier Punkte sind so miteinander verbunden, dass der 
vierte stets mit den drei andern ein Tetraeder von constantem Inhalt bilden muss. 

Im allgemeinen Fall werden gemisch te Bed ingungen vorhan-
den sein; die Punkte des Haufens werden 1) unter sich verknüpft und 
2) werden sie selbst oder die verknüpfenden Bedingungen mit dem 
Coordinatensystem in Beziehung gesetzt sein. 

Beispieh Sind zwei schwere Punkte einfach durch einen Faden miteinander 
verknüpft, so ist ihre Bedingtheit bloss relativisch: hängen wir aber den Faden 
über eine feste Rolle, so ist eine Fesselung hergestellt, welche sich auf das 
gegenseitige Verhalten der Punkte und zugleich auf ein in der Erde festes Coor-
dinatensystem bezieht; die Bedingung ist also dann gemischt. 

Sind nun die Bedingungen eines Punkthaufens M sämmtlich 
r e ine A b s o l u t b e d i n g u n g e n , so stehen die Punkte desselben wieder 
unverbunden, vereinzelt nebeneinander. Die Bedingungen und die 
Kräfte, welche den Punkt fia treffen, lassen sich isolirt herstellen, 
und insbesondere beziehen sich die Bedingungen für (ia eben nur auf 
fi„, ohne dass irgend ein anderer Punkt des Haufens direct durch sie 
mit afficirt wird. Man kann und muss also, gerade wie beim Haufen 
freier Punkte, die Differential- und Bedingungsgleichungen jedes ein-
zelnen Punktes besonders aufstellen; das Problem erfordert keine be-
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sondere Untersuchung, so weit es die Aufstellung der Differential-
gleichungen betrifft. 

B e i s p i e l . Die vorhin Erwähnten zwei Punkte, die sich nach dem Newton'-
schen Gesetz anziehen und sich auf der Aussenfläche einer festen Kugel bewegen 
können. Wir nehmen den Mittelpunkt der Kugel zum Coordinatenanfang; der 
eine Punkt sei ¡j. und habe die Coordinaten x,y,z; der andere sei p' und habe 

x'—x 
x',y',z'. Die x-Componente der Anziehung von ¡i' auf ¡jl ist fi'jt — , wo 

r = V(x — x')*+Q/—y')a-+-(z — z')"', u. s. w. Wir haben also die 6 Bewegungs-
gleichungeu 

d2x , x'—x . -,r d-x' x—x' 

»- + »1 

d?Z , z'-z , v dV 2 
— + N » - w 

und dazu die Bedingungen, wenn a der Kugelradius, 

x s + / + 2 » = a \ = a2 

Nl-\-N*+Nl = N1, N^+Nf+N'* = N'2 

NX:NS: = x-.y.z, N>x:N'y-, N't = x' :y', z'. 

Das sind die 14 Gleichungen für die 14 Unbekannten x, y, z, Nx, Nv, Nt, 2V u. s. \v. 
Man bemerkt, dass der Satz der Gleichungen für p unabhängig von dem für |V 
aufgestellt werden kann, wie oben behauptet wurde, und man sieht, wie dies 
eben daran liegt, dass die beiden Bedingungsgleichungen unabhängig nebenein-
ander stehen. 

Erst durch Relativbedingungen zwischen seinen Punkten wird der 
Haufen AI zu einem einheitlichen S y s t e m , und erst wenn. Relativ-
bedingungen für ihn gegeben sind, bedarf es einer besonderen Unter-
suchung über die Art, wie diese Bedingungen sich in den Differential-
gleichungen der Bewegung darstellen. Selbstverständlich können dabei 
neben den Relativbedingungen auch noch Absolutbedingungen be-
stehen, ohne dass der Punkthaufen deshalb aufhört, ein zusammen-
hängendes Ganzes zu bilden. 

Es kann der Fall sein, dass eine gegebene Punktsumme in mehrere Systeme 
Mu M3, etc. zerfällt, in der Art, dass die Punkte von Af, unter sich, die von 
unter sich etc. durch Bedingungen verknüpft sind, während zwischen 1/, und Mi, 
.l/3 und Mt etc. keine Relativ-Verknüpfung besteht. In diesem Fall betrachten 
wir jeden einzelnen Theilhaufen Ma als ein System für sich, auf welches die 
späteren Sätze anzuwenden sind. Wir werden demgemäss, wenn wir ein Punkt-
system M in Untersuchung ziehen, voraussetzen, dass alle Punkte jjl desselben 
au irgendwelche Relativbebingungen gefesselt sind, und dass alle diese Relativ-
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bedingungen unter einander zusammenhängen; denn wären in M Tbeile vor-
handen, die dieser Voraussetzung nicht genügen, so hätten wir diese Theile als 
gesondertes Punktsystem in Betracht zu nehmen. 

Die allgemeinen Sätze, welche wir im Folgenden aufstellen, gelten für Ab-
solut- wie für Relativbedingungen; wirkliches Interesse besitzen sie aber nur für 
den Fall, dass Relativbedingungen gegeben sind, denn im andern Fall sagen sie 
nicht mehr aus, als das, was in den Paragraphen 87. bis 93. bereits für verein-
zelte Punkte dargelegt wurde. Der Leser möge sich demgeinäss in erster Linie 
die zugelassenen Bedingungen als relativische oder gemischte denken. 

Wir stellen nun zuerst die allgemeinen Principien auf, um nach-
her ihre Anwendung zu zeigen. Von vorn herein ist wieder zu be-
merken, dass die Principien aus dem im Anfang der zweiten Ab-
theilung angegebenen Grunde nicht ohne Rücksicht auf die Massen 
hingestellt werden können. 

a. Die Bewegungsprincipien. 

130. Princip der kleinsten Wirkung. Bezeichnet /i die Masse, 
v die Geschwindigkeit, ds das Bahnelement eines Punktes, so lautet 
das Princip der kleinsten Wirkung für das Punktsystem M: Für d i e 
w i r k l i c h e n W e g e ist, wenn die Summirung über alle Punkte des 
Ilaufens erstreckt wird 

¿J" 2¡.ivds = 0, 

»i 
wobei vorausgesetzt wird: 1) Der Punkthaufen M besitze ein Ergal, 
in welchem nur die Coordinaten vorkommen, 2 ) jedes v sei durch die 
Coordinaten ausgedrückt. 3 ) Bei der Variation sei die Anfangs- und 
Endlage der Punkte unveränderlich zu denken. 

Beweis . 

8 j l \xvds = JS(jl8(ü&). 

Nach (86.) ist nun für jeden einzelnen Punkt | i a , wenn X, Y, Z die Beschleunigung, 

8 (vds) = dt{Xbx+Yly + Zlz)+^dlx+^-dly+-^dhz. 
Also 

8 j l p v t k = + 

Hier steht rechts unter dem Integralzeichen das genaue Differential von 

Also ist 
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d. i. 

o 1;ds = 0, 

weil die Endlagen s, und s2 bei der Bildung der Variationen als festliegend 
gedacht sind, also in den Endlagen jedes Ix = oy = oz = 0 ist. 

In Betreff der Bedeutung und Anwendbarkeit des Princips ist 
hier nur zu wiederholen, was schon in 86. gesagt wurde. 

131. D'Alembert ' s Princip. An irgend einem Punkt /<„ des 
Punktsystems M sei die explicite Kraft X0, Y„, Z„ gegeben. Wäre 
er frei, so würde er irgend eine Bahn beschreiben, ist er Bedingungen 
unterworfen, so zwingen ihn diese, eine im Allgemeinen andere Bahn 
zu beschreiben. Die Wirkung der Bedingungen ist also unter allen 
Umständen dieselbe, als würden den expliciten Kräften X„, Y„, Za 

gewisse Zwangskräfte Nxa, N,,a, N:a zugesetzt. Setzen wir also 
(1) 3a = Xa-hNxl,, H„ = Ya+N9„ Z„ --- Z.+N.„, 

so bewegt sich n„ als ein freier Punkt, der unter dem Einiluss der 
Totalkräfte E a , I l a , Z a steht. Die Gleichungen seiner Bewegung 
sind also 

<1 Xg ^ 

(2) 

f l a de 

d'yo _ 
dta = / / „ 

d'za _ 
' " dt3 ~ 

und die entsprechenden Gleichungen existiron für jeden andern Punkt 
des Systems M. Besteht dasselbe aus m Punkten, so existiren 3m 
derartige Gleichungen. Bezeichnen wir nun mit 

Sx„ dx2, . . . 6i/,, ... <fc„ . . . 
3vi vollkommen willkürliche Grössen, so können wir die 3m Glei-
chungen (2) in eine zusammenfassen; diese lautet 

° = £ 4 ? - ) r ) ^ « 

Dass diese Gleichung richtig ist, ergiebt sich durch directe Summation 

(3) 
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der (2), und dass aus ihr die 3m Gleichungen (2) einzeln folgen, 
sieht man, wenn man bedenkt, dass sämratliche 6 vollkommen will-
kürlich sind; denn sie kann in Folge dessen nur erfüllt sein, wenn 
jeder Factor eines jeden J Null ist. Man kann sie noch kürzer 
schreiben 

a=m ( f p r \ 
(4) (So-fio Sxa = 0. 

Die Gleichungen (3) und (4) gelten nun auch in dem Specialfall, wo 
wir unter Sx„ etc. v i r t u e l l e , d. h. mit den Bedingungen des Systems 
verträgliche, übrigens innerhalb dieser Bedingungen willkürliche Ver -
r ü c k u n g e n der Punkte fia etc. verstehen. 

Wie nun auch die am Punkt fi„ vorhandenen Bedingungen be-
schaffen sein mögen, sie bedeuten jedenfalls, dass der Punkt zur Zeit 
t bei der in diesem Augenblick gegebenen Configuration des Systems 
M sich während des Zeittheilchens dt nur auf einem bestimmten 
Flächen- oder Linienelement bewegen kann, auf diesem aber ohne 
Hinderniss, wenn wir von der Reibung absehen. Die resultirende 
Zwangskraft, welche aus den Bedingungen hervorgeht, steht demnach 
senkrecht auf dem fraglichen Flächen- oder Linienelement. D. h. die 
erlaubte, virtuelle Bewegung jedes Punktes n„ steht senkrecht auf 
der resultirenden Zwangskraft, welche den Punkt afficirt; m. a. W. 
die Zwangskräfte leisten bei der Bewegung, welche in dem betrach-
teten Zeittheilchen wirklich stattfindet, die Arbeit Null. Schreiben 
wir also die Gleichung (4) aus, indem wir S u. s. w. gemäss (1) in 
seine beiden Bestandtheile spalten, 

0 = m ( (Pt \ 

2 2^ 4- Nx0 - Mo ~ J dx, = 0, 

so ist in dieser Gleichung die Arbeit der Zwangskräfte a = m 
(5) 2 2 NXi„$xa = Q. 

3 0 = 1 

Also bleibt 
o=m / \ 

(6) 2 2 x \ X a - i i 0 ^ ) d x a = 0 

oder 

T { x a - ^ ) s x a + { Y a + , 0 % ) S y a 

(V , # V 
- + - ( Z o — Vo -¿ar) fco = 
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Diese Gleichung (6) oder (7), in der die X, Y, Z explicite Kräfte, die 
Ar, Sy, §z Componenten virtueller Verrückungen sind, ist das d ' A l e m -
b e r t ' s c h e P r i n c i p . Zu seiner Gültigkeit ist nach dem obigen er-
forderlich, dass jeder Punkt fi sich ohne Reibung innerhalb der ge-
gebenen Bedingungen bewegen könne. Sind also im System M Rei-
bungen vorhanden, so muss man dieselben zunächst bei Aufstellung 
der Gleichung (6) unberücksichtigt lassen, und erst nachträglich, wenn 
man mit Hülfe von (6) die Normalkräfte eruirt hat , kann man die 
Reibungscomponenten ermitteln und zu den cxpliciten Kräften hin-
zufügen. Wie die Ermittlung der Normalkräfte zu leisten sei, wird 
in § 134 und 136 auseinandergesetzt. 

Vorausgesetzt ist bei der ganzen Entwicklung, dass die gegebenen 
Bedingungen während der Zeit, wo man sie betrachtet, sämmtlich 
wirkliche Gültigkeit haben, d. h. dass die vorhandenen Fesseln that-
sächlich wirken. Ist die Fesselung der Punkte allseitig, so ist diese 
Voraussetzung immer erfüllt; ist sie einseitig, z. B. eine Fadenfesselung, 
so muss die Annahme gemacht werden, dass die Fessel thatsächlich 
bei der vorhandenen Bewegung angespannt sei. Ist das in dem Inter-
vall i, bis <2 nicht der Fall, ist etwa eine Fessel während dieses 
Zeitraums nicht angespannt, so gilt eine auf die Existenz dieser Fessel 
gegründete Bedingung während dieses Zeitraums nicht, ist also ausser 
Betracht zu lassen; eventuell sind die Bedingungsgleichungen so um-
zuformen, dass sie den Zustand ausdrücken, welcher gegeben wäre, 
wenn die betreffende Fessel nicht existirte. (Ist z. B. ein Punkt fia 

an zwei Fäden von der Länge und l2 geknüpft, die ihn mit zwei 
Punkten a, und a, verbinden, so ist der Faden Z, als nicht vorhanden 
zu betrachten, wenn der Abstand a, ¡xa kleiner als l, wird u. s. w.) 
Wie lange eine Fessel für den Punkt fi„ als wirksam zu betrachten 
sei, das ergiebt sich aus der Berechnung der Zwangskräfte, welche 
diese Fessel liefert; ihre Wirkung hört auf in dem Augenblick, wo 
diese Zwangskräfte durch Null gehen, um negativ zu werden. 

Im Folgenden ist immer angenommen, dass die Bedingungsglei-
chungen des gerade untersuchten Problems während der Zeit der Be-
trachtung nicht überflüssig sondern wirklich in Geltung seien. 

A n m e r k u n g . Die physikalische Natur der praktisch herstellbaren Fesseln 
kann wohl dazu verführen, dass man jede Art der Verknüpfung von Punkten als 
eine „Bedingung" auffasst. Verknüpfungen stellen aber nur in dem Fall Be-
dingungen dar, wo sie nicht von vorn herein explicite Kräfte liefern. Wir wollen 
das zunächst an einem Faden darthun: Der physikalische Faden ist im Allge-

B u d d e , Mechanik. I . 2 4 
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meinen elastisch dehnbar. Verknüpft er zwei Punkte fi und fx' miteinander, so 
hat er jederzeit eine bestimmte Länge l, und so lange er (der letzten Voraus-
setzung gemäss) wirkt, ist l wenigstens eben so gross, im Allgemeinen aber 
grösser als seine natürliche Länge la. Nun lehrt die Elasticitätstheorie, dass die 
Kraft, mit welcher l auf seine Enden wirkt, eine Function seiner Verlängerung, 
a l so / ( / — /„) ist. Nehmen wir also den Ort der Punkte (JL und JJL' willkürlich an, 
so kennen wir ihren Abstand !, und damit auch sofort explicite die Kraft f(l—/„). 
Der elastische Faden liefert also gar keine Bedingung, sondern von vorn herein 
explicite bestimmbare Kräfte X, Y, Z. Erst wenn wir die Elasticität des Fadens 
vernachlässigen (was der Natur gegenüber immer nur eine ungenaue vereinfachende 
Annahme ist) und ihm die abstracte Eigenschaft der Unausdehnbarkeit zuschreiben, 
wird die Grösse l —10 zu Null und die vom Faden gelieferte Kraft unbestimmt; 
sie hat nicht e i n e n festen, von der Lage der Endpunkte abhängigen Werth, 
sondern sie hebt j e d e explicite Kraft auf, welche den Faden verlängern will, 
einerlei, wie gross diese sei. Dann also ist die Fadenkraft rein implicite gegeben, 
die Existenz des Fadens wird mathematisch ausgedrückt durch die Gleichung 
/ = const., und dies ist dann eine wirkliche Bedingung, d. h. eine Gleichung, 
welche implicite Zwangskräfte liefert. 

Das hier über einen Faden gesagte lässt sich leicht zu dem folgenden, un-
mittelbar einleuchtenden Satz verallgemeinern: W i r k l i c h e B e d i n g u n g e n be-
r u h e n i m m e r d a r a u f , das s gewi s sen v e r k n ü p f e n d e n o d e r a b s o l u t 
f e s s e l n d e n L i n i e n , F l ä c h e n oder K ö r p e r n in a b s t r a c t o e ine G r ö s s e , 
Form o d e r Lage z u g e s c h r i e b e n wi rd , die von d e n C o o r d i n a t e n de r 
b e w e g t e n P u n k t e und von den e x p l i c i t e g e g e b e n e n K r ä f t e n u n a b -
h ä n g i g ist . Denn nur in diesem Falle lassen sich die Kräfte, welche aus der 
Fesselung hervorgehen, nicht von vorn herein angeben. Sind die Linien dehnbar, 
die Flächen und Körper dehnbar oder elastisch biegsam, so sind die aus ihrer 
Existenz hervorgehenden Kräfte von vorn herein durch das physikalische Gesetz 
ihrer Deformation explicite bestimmt; sie liefern also dann explicite Kräfte, d. h. 
freie, nicht bedingte Bewegungen. Auf Grund dieser Bemerkung lässt sich mm 
auch das d'Alembert'sche Princip von einer andern Seite her beleuchten: Eine 
Zwangskraft erleidet Arbeit, wenn die Fessel, von der sie geübt wird, sich ver-
ändert, wenn die fesselnde Linie gedehnt, der fesselnde Stab verbogen etc. wird. 
Denn die Zwangskraft ist ja eben die Kraft, womit die Fessel ihrer Veränderung 
widerstrebt, ist also gegen die Veränderung gerichtet, und wenn eine Verände-
rung der Fessel durch die expliciten Kräfte oder Centrifugalkräfte statt findet, 
so bewegt sich dabei der Angriffspunkt irgendwie gegen die Kraft der Fessel. 
Da nun aber die physikalische Fessel, wenn sie als Bedingung gelten soll, in 
Bezug auf ihre gegenwirkende Eigenschaft als unveränderlich vorausgesetzt werden 
muss, so folgt, dass gerade die Aenderungen, bei welchen die Fessel Arbeit er-
leiden oder leisten würde, ausgeschlossen sind. Also: Die Fesseln, insofern sie 
Bedingungen repräsentiren, leisten bei der wirklich stattfindenden Bewegung die 
Arbeit Null, und das ist, wie oben gezeigt wurde, der in Gl. (5) enthaltene 
Grundsatz, aus welchem das d'Alembert'sche Princip unmittelbar folgt. 

Es handelt sich nun darum, die Anwendung des d'Alembert-
schen Princips zu zeigen. Dazu wollen wir es aber auf eine allge-
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meinere Form bringen, in welcher es von den Cartesischen Coordi-
naten unabhängig wird. 

132. Hamilton's Princip für Kräfte und Ergale, welche keine 
Geschwindigkeiten enthalten. Zur Zeit tl hat das Punktsystem 
M eine bestimmte Gestaltung A, zu einer späteren Zeit t2 hat es 
eine zweite Gestaltung B. Seine Punkte können rein geometrisch 
auf je unendlich vielen Wegen aus der Gestaltung A in B über-
gehen; von allen diesen Wegen ist aber für jeden Punkt /.ia nur einer 
der wirkliche, der bei gegebenen Kräften und Bedingungen zurück-
gelegt wird. Unter S verstehen wir eine virtuelle Variation des 
Weges, d. h. eine willkürlich angenommene, aber mit den vorhandenen 
Bedingungen verträgliche Abweichung von der wirklichen Lage zur 
Zeit t, (t liegt zwischen <, und ¿,) die wir den Punkten fi ertheilt 
denken. Dann lautet das Hamilton'sche Princip für den in der Ueber-
schrift ausgesprochenen Fall, wenn T die lebendige Kraft des Systems 
M ist, und X„, Y„, Z„ die an [x„ thätigen Kräfte sind 

(1) SJ 'm +J Z(X&c+ Y6y+Zdz)dt = 0, 

oder, wenn ein Ergal U vorhanden ist, welches natürlich gleichfalls 
keine Geschwindigkeiten enthält, 

(2) S j (T— U)dt = 0. 

He w e i s . Es ist 

also 

Gerade wie iu § 8 8 wird nun mittels der Integration durch Thei le bewiesen, 
dass für j eden Punkt |x0 

f''dxa dhxa . f'* d*x„ 

t. t. Also ist 

i, 
Die linke Sei te von Ol. (1) ist also 

„ r dx dix dy dhy dz dhz "1 
= ^ Llit ~dT + ~dT IT + 1t ~dTA' 

svird nun mittels der Integi 

r'>dxa dhxa . r'* J = 11 

(4) = - f i 2 ( ,x0 lx„ + Sy0 + ^ 8 * , ) • 

ist also 

(5) j »- i o = i - ' -* 

24* 
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und da die hierin vorkommende Doppelsumme nach dem d'Alembert'schen Princip 
gleich Null ist, so ist Gl. (1) richtig. 

Ist ein Ergal U vorhanden, so ist 

( 7 ) — $ U = — 2 ^ d x = 2 ( X & b + Ydy+ZSz), 

also Gl. (2) identisch mit (1). U darf die Zeit enthalten, im Uebrigen 
ist der Satz an dieselbe Begriffsbestimmung der Bedingungen geknüpft, 
wie das d'Alembert'sche Princip. 

133. Hamilton's Princip fUr Ergale, welche die Geschwindigkeiten ent-
halten. Das Ergal des Haufens sei W oder U-\-V, wo V die Geschwindigkeiten 
seiner Punkte enthält. Dann besteht die Gl. (1) des vorigen Paragraphen unver-
ändert; es ist 

(1) ^ffdt+[l{Xix-i-Y^+Ziz)dt = 0, 

denn zum Beweise dieses Satzes dient nur die Gl. (4), die von der Natur der X, 
dW dW BW 

Y, Z unabhängig ist. Aber es ist nicht mehr 5 W r = 8x + -g-

sondern 
d U x B U * S U x (2) 

aber 

üv* < ? r , flV, d V f . dV• SV. 

und nach Gl. (15) des § 116. 

(4) "Fxi*= 
3 0 = 1 3 0 = 1 ax 1 — n 3 0 = 1 L dx dt \dxlJ ' 

wo n die Dimensionszahl von V bezüglich der Geschwindigkeiten ist. Es ist nun 
aber für jeden Punkt 

I, 
und hier ist rechts der vom Integralzeichen freie Theil gleich Null, weil in den 
als fest angenommenen Endconfigurationen 8r für jeden Punkt gleich Null ist. 
Also bleibt 

(5) 

(6) 1 
<i 

Führen wir dies im letzten Glied von Gl. (4) ein, so kommt 
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O) 

11 
Damit wird Gl. (1) 

- J Xlxdt 

(8) 
i, 

und fiir den bis je tzt einzig angewendeten Fal l , wo n = 2 , 

s j ( T — = 0. 

Dies ist das Hamilton'sche Princip für Erga le , die Geschwindigkeiten enthalten. 
Für V = 0 zieht es sich auf Gl. (2) des vorigen Paragraphen zurück. 

b. Die Anwendung; Bildung der Bewegungsgleichungen. 

134. Erster Fall; reine Punktcoordinaten. Gegeben sei das 
Punktsystem M, welches aus m Punkten besteht, zwischen denen k 
Bedingungen vorhanden sind. Wir können jedem der m Punkte 3 
Coordinaten zuschreiben, so dass die m Punkte zusammen 3?w Coor-
dinaten besitzen, und nebenher die k Bedingungen durch Gleichungen 

(1) f ä = c 2 , . . . . Wk = ek 

ausdrücken, in welchen die f * Functionen der Coordinaten und even-
tuell der Zeit, die c Constanten sind. Aus diesen Bedingungen werden 
im Allgemeinen implicite Kräfte hervorgehen, die in irgend welcher 
Form eruirt werden müssen. 

Die 3 m Coordinaten seien <pv . . . . (p3m. Der Punkt fi„ wird 
deren 3 besitzen, die <p„, (p„+m, <fo+2». sein mögen. 

Wir nehmen nun das Hamilton'sche Princip in seiner allgemein-
sten Form 

( 2 ) 6j''Tdt+p2(X8x-+-Y$y+Zöz)dt = 0 . 

Dann ist zunächst 
/•'> (dT dT \ 

( 3 ) 6 j Tdt —J d t . ^ S y + ^ y ) , 

i, <, 
wo die Summation rechts über alle 3 m vorhandenen <p zu erstrecken 
ist. Wir wissen ferner aus mehrfach wiederholten Beweisen, dass 
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'i 'i 
ist, also 

Ferner ist für den Punkt (i„ 

d ¿Cff d ¿Cq 5 cOfj 
— -5 S(p„ H S<pa + m-+- -5 Sw0 + '<m Ö(p„ T Ö(p„ + m . 0(pa + 2m 

dy„ 8y„ dy0 Ol/o = -jp— 0(fc + - g - 2 ¿(Pa + m + ^r^ <fy>0+ '.',„ Ö(p„ X äifa + m O(f0 + 2,„ 

, dza * dza dza „ 
Sza = °<Pa+ ^ 0(pa + m-f-"ä O(fa + om. Offa 0 ( f a + m ' Cy0 + 2m 

Also 
+ Y0 Sya + Z0 8z„ 

( dx„ y dya v dzg \ 
• I —5 1 o ~~5 \-£jg—~ locpa + m V ctya + m o y 0 + m d(p„ + m ) 

/ dx„ dy. v 6z„ \ 
-+- I A-o - 5 r- A j - 5 |Ö<P(I + 2»|. V d(pa+2m d<pa + 2m 0<fa+'2m J 

Gl. (2) wird also 

f j ^ r ö T d ( d T \ v dx v d y „dz "I , 

'1 
wo in jedem Posten der Summe in allen Gliedern ein und dasselbe jp,-, 
wie in 8<fi auftritt. Zugleich ist jedes X, Y, Z eine Kraft an dem-
jenigen Punkt ¡ia, dem <pt als Coordinate angehört. 

Gl. (5) kann nun nur erfüllt sein, wenn in jedem Augenblick die 
unter dem Integralzeichen stehende Summe Null ist, da ja die Syn 
von Augenblick zu Augenblick willkürlich variirt werden können. Also 
muss sein 

v r ö r d | x dx | y d y , z ^ l j = 0 

""Yd<fi dt \ d ( f i ) d(fi d(fi dtfil 

Die Variation Sy>i muss nun so beschaffen sein, dass die Bedingungs-
gleichungen 

f , = 0 , « P 3 = 0 , . . . . ^ . = 0 

immer noch erfüllt sind, wenn man in ihnen für <fi setzt; 
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d. h. es muss für jedes V 

375 

rVP 

d<pi 
S<fi = 0 

sein. Siud A,, A.,, Aa . . . unbestimmte Factoren, so muss also auch 

d*P 8 W d W 

<7) 0 = ^ l ^ ' + ^ T ^ + ^ l ^ • • • 
sein. Führen wir diese Bedingung in (6) ein, so kommt 

(8) 
~ L d < f i d t \ d < f i ) d<f>i depi d<pi 

6 W 1 
d t f i 1 d ( f i 

und hierin muss nun wegen der Willkürlichkeit von S<fi jeder ein-
zelne Posten der Summe Null sein; wir erhalten also 

dl 

(9) 

. ( P L = x ™ L + Y - d 2 - + Z — 
y d c j : , ) d ( f l 8<pt d ( f t d ( p t 

-f-A 
d v , ; W j l 

3 d y , ' ö<p, 

d t \d~<p,)~ 

8 T _ x dx__ 

dtp., ~ d ( p 3 

d W 

d i f , 

Y d y | Z d z 

d V , d V y 

d ( f t 

u. s. w. für jede einzelne Coordinate bis (p3m. X, Y, Z sind hierin 
die Kräfte, welche an dem durch <f\ bestimmten Punkt ¡ia thätig sind, 

und in 
d x d y d z 

sind x, y, z die dreiaxigen Coordinaten des 
d ( f i ' d t f i ' d ( p i 

Punkts /x0. Es sind so viele A wie Bedingungsgleichungen vorhanden. 
Uni diese A zu bestimmen, haben wir die aus (1) folgenden Glei-
chungen 

(10) st — 
d f 

d*\f>; 

d t ' 
= 0, . . . d ' V * 

d t 1 
= 0. 

Diese stellt man ausführlich her in Gleichungen, die der Gl. (7) des 
d2g>, ¿ V a 

etc. vor. Hat § 76. analog sind. In ihnen kommen , , —¿¿r 

man nun in den Gleichungen (9) die A { ^ r ^ aus den Eigenschaf-

ten der Coordinaten hergestellt, so steht in ihnen auf der linken Seite 
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wenigstens je ein ' Nach diesen löse man die Gleichun-
gen (9) auf und setze die erhaltenen Wertlie in die Gleichungen (10). 
J)ann sind die (10) k lineare Gleichungen in Bezug auf die X. Aus 
diesen hat man die X durch einfache Elimination zu bestimmen und 
dann ihre Werthe in die (9) einzusetzen. Hiernach sind die (9) zur 
Integration reif. 

Besitzen die expliciten Kräfte X, Y, Z ein Ergal U, welches die 
Geschwindigkeiten nicht enthält, so ist 

Y dx dy dz 8U 
.A-g 1- I -3 r^-5— = n Ö(fi Ö(pi Ö<fi Ö(fi 

Die Gleichungen (9) vereinfachen sich also in 

(11) 4 ( | D _ | r _ ... 
dt xöipi/ ö<pi ocpi ' ö<fi • ä(fi o<fi 

und (11) nebst (10) enthalten dann die Lösung des Problems. 
Wählt man als y> die 3 m cartesischen Coordinaten s, y, : (recht-

winklig) der Punkte (i, so ist 

dt \dx„J dxa dt' ' n dx„ dx„ 0 

für jeden Punkt, also sind dann die Bewegungsgleichungen 

(12) 
^ dt* ~ 0 + 1 dxa dx a 

' 0 dt2 ~ ' dy„ 8y„ 
u. s. w. 

welche mit den aus (x, y, z, t) = e-, u. s. w. folgenden Gleichungen 

(13) ^ - = 0 - ^ - = 0 ^^ dt2 ' dt' 
die Lösung des Problems enthalten. Die Grössen 

A. -
~ 1 6xn ^ 3 dx, a 

d*V, dW, 

A7 — 3 u > | 1 " a | 
— dza dza

 + . 
sind dann die Componenten der an fia thätigen Zwangskraft. Ver-
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wendet man in Gl. (6) rechtwinklige cartesische Coordinaten x, ij, z 
als (f, so rcducirt sie sich, wie leicht zu sehen, auf das d'Alembert'sclie 
Princip. Im Vorstehenden ist also die directe Anwendung des d'Alem-
bert'schen Princips mit enthalten. 

Man ist aber durch nichts gehindert, auch andere als cartesische 
Coordinaten, z. B. Polarcoordinaten, in den Gl. (9), (10) und (11) zu 
verwenden. In diesem Fall ist 

dW 8W dWi 2 ' _i_ 3 i i i 1 ' 

dio eine der an [ia thätigen Zwangsac t ionen; es giebt deren für 
jeden Punkt 3, und sie können an dem Punkt nach dem in 91. ge-
gebenen Verfahren auf Kräfte reducirt und zusammengesetzt werden. 

135. Zweiter Eall; reine Systemcoordinaten. Sind, wie 
vorhin, m Punkte mit k Bedingungen gegeben, so sind von den 3m 
Coordinaten der m Punkte k durch die übrigen bestimmt, also 3 m — k 
sind frei. Kann man also 3?« — k Coordinaten <plg>1 • • • • so 
wühlen, dass sie sämmtliche Bedingungen des Punkthaufens identisch 
erfüllen, so braucht man nur diese 3rn — k Coordinaten zu bestimmen 
und hat auf keine Bedingungsgleichungen mehr Rücksicht zu nehmen. 
Die Grössen (p sind aber dann nicht mehr Coordinaten der einzelnen 
Punkte fi, sondern sie sind als C o o r d i n a t e n des g a n z e n P u n k t -
sys t e ins aufzufassen; es kann ganz wohl vorkommen, dass z. B. ein 
System von 50 Punkten /t nur eine oder zwei freie Coordinaten </> 
besitzt, (d. i. der Fall, wenn k = 149 oder 148 ist); jedes <p kann im 
Allgemeinen mehr als einen Punkt n, es kann eventuell alle m Punkte 
bestimmen. 

In diesem Fall nehmen wir wieder die allgemeinste Form des 
llamilton'schen Princips zur Grundlage: 

(1) SpTdt+ß{Xdx-^Y8+ZSz)dt = 0, 
>, i, 

und haben 

Ferner ist, wenn ,«„ ein Punkt 

dds ÖX 
(3) = + - ' • • S ^ * * * 
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Entsprechendes gilt in y und z. Also ist 

2 ( X a -+- Y 0 dy„ •+• Z„ Sza) 

( 4 ) 
¿ = 1 a = i V og>i ö f f i d ( f i ) 

Führt man nun diesen Ausdruck nebst ( 2 ) in ( 1 ) ein, so kommt 

FdtTW— - — { — + 
J i = i Idcpi dt \d<j>i) 0 = 1 V " d(f>i " dcpi ^" d < f i ) Y 
'l 

Da nun die S willkürlich sind, folgt hieraus 

d ( d T \ d T _ " - ! " ( 8 x „ dy„ dz„ \ 

])ie Summe rechts erstreckt sich über alle Punkte des Haufens; hängt 
d x 

aber ein Punkt ti„ nicht von a\ ab, so wird etc. von selbst zu Null, 
Ö(fi 

es liefern also alle die und nur die Punkte ¡.i wirkliche Beiträge zur 
Summe, die von <jr\ abhängen. Gl. ( 5 ) unterscheidet sich von der 
entsprechenden Gl. ( 9 ) des vorigen Paragraphen eben durch die An-
wesenheit des Summenzeichens auf der rechten Seite, ausserdem aber 
dadurch, dass keine Zwangsactionen in ihr auftreten. 

Besitzen die Kräfte X, Y, Z ein Ergal, in welchem keine Ge-
schwindigkeiten auftreten, so ist 

d U _ y 8x„ „ dy^ „ dz„ \ 

d 9 i d i p i " + • d V i + ^ d t p j ' 

Gl. ( 5 ) nimmt also die kürzere Form an 

C6) = 
dt V ö y , / d f i dq>i 

Im Allgemeinen ist das Verfahren dieses Paragraphen, die Her-
stellung der Gleichungen ( 5 ) oder (G), viel bequemer und brauchbarer 
für das concrete Problem, als das Verfahren der Punktcoordinaten. 
Besonders tritt das hervor, wenn m und k grosse Zahlen sind, während 
3m — k eine kleine Zahl ist ; dann bekommt man nach 134. sehr viele 
Bewegungs- und Bedingungsgleichungen, nach 135 . aber nur 3 m — k 
Bewegungsgleichungen. Wird m unendlich, während 3 m — k endlich 
bleibt, so ist das erste Verfahren, 134 . , überhaupt nicht mehr anwend-
bar, während das zweite, 135 . , anwendbar bleibt. 
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Dagegen hat das Verfahren 134. allerdings den Vortheil, dass es 
die Zwangskräfte schliesslich explicite hervortreten lässt; wo man also 
die Zwangskräfte an den einzelnen Punkten haben will, ist es vor-
zuziehen. 

136. Gemischtes Verfahren. Es sei y eine ganze positive Zahl, 
die kleiner als k ist. Man kann in die Lage kommen, dass die Coor-
dinaten qp,, q>, . . . . , welche man wählt, nicht so eingerichtet sind, 
dass sie alle k Bedingungen identisch erfüllen, sondern, dass sie y von 
den k Bedingungen identisch erfüllen, k—/ aber nicht. Dann bleiben 
aus den Bedingungen k — y Bedingungsgleichungen 

(1) «P, = Vt = e„ . . . Vk r = c k - r 

expresse übrig, während die übrigen Bedingungen schon in der Coor-
dinatenwahl berücksichtigt sind, also nicht mehr besonders ausgedrückt 
werden. Das Verfahren setzt sich in diesem Fall aus dem der beiden 
vorigen Fälle zusammen; man erhält als Gleichung für </>, offenbar 

C2) Afj^V-—= - - ^ - 4 - A — ' H - - * * 

dt \ d<f>i) difi d(fi 1 d(fi "2 d(fi , r dy, ' 

wo nunmehr k—y Grössen X aus den Gleichungen 

di> ' dt1 U' 
zu bestimmen sind. Ist kein U vorhanden, so hat man in (2 ) nur 
einzusetzen 

( v dx„ v dy„ r. dzn\ dU 

Dies Verfahren kann für eine endliche Zahl von Punkten ¡i be-
sonders dann praktisch werden, wenn man wissen will, wie gross ein-
zelne Zwangskräfte sind, während man sich um andere nicht kümmert; 
man wird dann die Bedingungen, deren Zwangskräfte man kennen 
will, durch Gleichungen ausdrücken, die übrigen durch Coordinaten-
wahl zum Verschwinden bringen. 

Die Gl. (2 ) dieses Paragraphen ist die allgemeine Gleichung, 
welche die Fälle 134. und 135. mit umfasst. Wählt man nämlich 

S U 
reine Punktcoordinaten, so ist y = 0, und in — ~ — ist a>. von selbst 

d (J 
eine Coordinate eines einzigen bestimmten Punktes ¿uff, — ^ 
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d dz 
also gleichbedeutend mit dem X—, h Y — der Glei-

c h orp. dq>. 
chung 134. (8 ) bezw. (9). Wählt man reine Systemcoordinaten, so 

d TJ 

ist y = k, und die *P fallen von selbst fort, ist gleichbe-

deutend mit dem z ( x „ + Y a - f i ü ^ von 135. Gl. (5). 

Der Leser hat also die Formel für das ganze Verfahren, wenn 
er sich die obige Gleichung (2) merkt, und dazu im Auge behält, 

d U dass in Fällen, wo kein Ergal existirt, durch 

s f ^ + y-fäL + Z * ) \ dq>{ dtPi dcpi J 

zu ersetzen ist. Auch in dieser Summe wird das Summenzeichen 
von selbst hinfällig, wenn man reine Punktcoordinaten wählt, weil 
dann jedes q<i nur von den x „ , y„, z„ eines einzelnen Punktes ( i „ 
abhängt. 

C o n c r e t c F ä l l e . 
137. Die Schlussgleichungen der §§ 134. , 135. , 13G. enthalten 

das Hamilton'sche Princip, mithin auch das d'Alembert'sche, mithin 
die ganze allgemeine Theorie der Bewegung eines Punktsystems, in 
einer zur directen Anwendung vorbereiteten Form. Sie bilden also 
das eigentliche Handwerkszeug des Kinetikers, und man wird sich 
ihrer zur praktischen Lösung der Aufgaben bedienen. Wir wollen 
nun zunächst eine und dieselbe Aufgabe nach den 3 Methoden 134., 
135. und 136. behandeln, um zu zeigen, wie dieselben das Gewünschte 
leisten. 

Fig . 46. No. 1. Gegeben seien zwei 
schiefe E b e n e n , die mit der hori-
zontalen die Winkel a und a ' bil-
den und oben in einer horizontalen 
Kante zusammenstossen. Auf der 
einen l iege der schwere Punkt m 
auf der andern (t', beide Punkte 
sind durch einen schwerlosen Faden 

von der unveränderlichen Länge l miteinander verknüpft, der ohne Reibung über 
die Durchschnittskante der Ebenen gleitet. Es werde angenommen, dass die 
Ebene des Fadens zur Zeit Null eine Verticalebene sei, und dass beide Punkte, 
also auch der F a d e n , sich nur in dieser Verticalebene bewegen. Welches wird 
die Bewegung der Punkte? 
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E r s t e L ö s u n g n a c h 134. Wir legen durch die Ebene des Fadens die 
Ebene der x, z, legen die Axe der x horizontal, die der z vertical abwärts und 
legen den Anfangspunkt in denjenigen Punkt, in welchem die Coordinatenebene 
von der Durchscbnittskantc getroffen wird. Es hat dann pt, die beiden Coordinaten 
x, z, und habe x', z'. Die gerade Linie, in welcher die erste Ebene die Coor-
dinatenebene schneidet, hat die Gleichung, wenn die x nach der Seite des spitzen 
Winkels a' positiv gerechnet werden, 

(1) z = xtanga oder z — xtanga = 0, 

und dies ist die erste Bedingung des Problems; denn (i muss j a auf dieser 

Geraden bleiben. Ebenso ergiebt sich die zweite 

(2) z' — x ' tanga ' = 0. 
Die dritte ergiebt sich, wenn man die Länge des Fadens gleich / setzt; man 
findet leicht 

(3) xcos o - H i s i n a + x ' c o s a ' - H i ' s i n a ' = l. 

Die explicite gegebenen Kräfte sind 

(4) für (x: X = 0, Z *= w für |t': X' = 0, Z = (ji'y. 

Bezeichnen wir die Polynome der Bedingungsgleichungen mit f , , V j , V 3 , so ist 

SV, 
-Jx- = - «ang«, 

«W» - g ^ r = - t a n g a , 

- j ¡ — = coso, 
Cx 

"dV -

dz' 

í W 3 

dz 

= 1, 

— sina, 

dV, 

dx 

dx a y , 
dx' 

ov, 

dz' 

d% 

dz 

= 0, 

= 0, 

~57" 

Also sind die Bewegungsgleichungen 

<fJx 
|jl - j ^ - = —X, tanga-HXjCOsa 

H = ^ + X , + X 3 s i n a 
-

|x — — — A, tang a 4-A.j cos a 

dh' 

Dazu 

(6) 

<f2¥, dh <Px 
— = — - t a n g a ^ = 0, 

d''x d"'z . 
r cos a - | — r r sina -

dh' t .<py 
— - t a n g a ^ - = 0 , 

d'x' , d'*z' . , . 
— c o s a H — ~ sin a = 0. 

dt' dt' dt' dt2 

Setzt man hierin für die zweiten Differentialquotienten ihre Werthe aus (5), so 
kommt 

X, ( H - tang2a) = — 

X 2 ( l + t a n g V ) = — ¡t.'ff 

X3((i'-t-(x) = — (i( i '^(sina'4-sina) , 
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d. i. 
Xi = — j i ^ c o s 2 a 

X2 — — ¡ i ' ^ c o s V 

X3 = - - 7 3 ( s i n a + sina') . 
| H - [ i 

Setzt man diese Werthe in (5) ein, so erhält man 

M 1 ' 

0) 

d2x 

~dt? 

dh 

II —T17 = Uff COS osili a 
r dt' |JL+|J. 

7 j c o s a ( s i n a + s ina ' ) 

(jl — j = | i j — | i j c o s 2 a — ^ , g s i n a ( s i n g + s ing' ) 
dt1 

,dh:< 

oder 

(8) 

.wu; i i > i tili . , . . .. 
u, = [Ascosa Sina - - — ^ c o s a (s ina -+- s i n a ) 

dt' (i 4- ¡j. , , , . • • , • . ¡X - 7 j - = ( t j r — ( l y c o s ' o — — r y s i n a ( s i n a + s i n a ) 
dt |i-f-|i 

l • f-' / • .A « c o s a , . . . . 
—¡jf — gcos a ^sin a — ( s i n a + sin a ) ) = ( [ i s i n a — fi s i n « ' ) 

d z • ( • V- / • , • j s i n a , . 
= o s i n a I s i n a 7 (sin a 4 - s i n a ) ) = — r ( u . s m a — l i s i n a ' ) 

dt' * (A-f-f- ' u+u 

i f • , Ix ,• i . • o c o s a . . . . . . — — — g cosa I s i n a 1 — r ( s ina +S111 a) l = r ( l i s i n a — l i s i n a ) 
dt' ^ C'-Hf1 ' H-H-f1 

• , t • , M- / • , , . A v s i n a ' , , . , . , = j s i n a ^s ina ( s ina + s i n a ) J = - i - j — r ( ( i s i n a — ( is ina) . 

Ist ¡ i s i n a = |i'sina', so ist die Klammer iu allen 4 Gleichungen gleich Null, 
also keine Beschleunigung, d . h . Gleichgewicht vorhanden. Ist ¡ i s i n a > f i ' s ina ' , 
so ist die Klammer in den beiden ersten Gleichungen posit iv , in den beiden 
letzten negat iv ; |i ist also abwärts, |i' aufwärts beschleunigt, etc. 

Die Zwangskräfte treten in (7) deutlich heraus. Die von der ersten Ebene 
gelieferte Normalkraft ist, bloss an (i thätig, 

= { / ( ¡ i ^ c o s a s i n a ) 2 4 - ( [ i j c o s s a ) 2 = |i</cosa. 

Die zweite Ebene liefert ebenso, bloss an ji ' 

iV'2 = y!g c o s a ' . 

Die dritte an |i 

und an jj.' 

E s ist für die Wurzel dasjenige Vorzeichen zu wählen, welches die Kraft als nach 
oben gerichtet erscheinen lässt , also wenn der F a d e n von |i nach |i' hin als po-
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sitiv gil t , ist AT
3 positiv, N'3 negativ. Die Kräfte, welche beide Enden des Fa-

dens liefern, sind einander gleich vind in Bezug auf den Faden entgegengesetzt: 
beide wirken fadeneinwärts. 

Z w e i t e L ö s u n g . (135.) Wir nennen q den Abstand des Punktes (i von 
der Durchschnittskante. Ist q bekannt, so ist die Lage beider Punkte ¡j. und 
|A' bestimmt; wir können also q als die (einzige) Coordinate, die beiden Punkten 
gemeinsam ist, ansehen. 

1. Bestimmung von T. Aendert sich 7 in dt um dq, so ist der absolute 
dt 

Werth der Geschwindigkeit von ¡x und zugleich der der Geschwindigkeit von |x'; 
also ist die lebendige Kraft des Punktsystems 

2. Bestimmung von U. Es ist U ——(n^z-f-ix'^'), und , da z — ys ina , 
z' (l—q)sinn', so ist 

U — —j(jj.i/sinaH-(ji'(/—17) sin«'), 
dU 

(10 ) = + 9 ( u s i n a — u'sina') . 
dq 

Also ist die Bewegungsgleichung 

(11) = (fisina — n'sina ') . dt- JJL —t— (J«-' 

Gleichgewicht ist vorhanden, wenn ¡xsina— ¡x'sina = 0 ist; vergl. die erste 
Lösung. Ist (isina > p.'sina', so wächst etc. Ucber die Zwangskräfte er-
fahren wir nichts, die Darstellung der Bewegung beider Punkte ergiebt sich aber 
in Gl. (11) nicht bloss ausserordentlich viel einfacher, sondern zugleich viel an-
schaulicher, als in Gl. (8): wir sehen in (11) die g e m e i n s c h a f t l i c h e Bewe-
gung beider Punkte, wie die anschaulichen Bedingungen sie verlangen, während 
(8) die Bewegungen beider von einander absondert. 

D r i t t e L ö s u n g . Wir wünschen etwa die vom Faden ausgehende Zwangs 
kraft kennen zu lernen, während die Zwangskräfte der beiden Ebenen uns nicht 
interessiren. Dann werden wir den beiden Punkten («. und JJL' je eine Coordinate 
geben, die den Bedingungen, dass sie auf den Ebenen bleiben sollen, identisch 
genügt. Solche Ooordinaten sind 

für (i der Abstand q des Punktes ¡i von der Durchschnittskante. 
für n ' der Abstand q' des Punktes fi' von der Durchschnittskante. 

Diese Ooordinaten behandeln wir als frei, und führen ausserdem expresse die 
Bedingung, dass die Fadeulänge gleich l ist, welche, als Gleichung geschrieben, 
lautet, 

q-hq' = l. 
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1) Bestimmung von T. Hat q die Geschwindigkeit und q die fieschwii-
j t 

digkeit , so ist 

, < v 

St 
dq 

dT _ dg dT 
dq ~ ^ dt ' Sq- : 

d (i)T\ d'q d (ST\ ,dV 
( l 2 ) ~dT W = 'dT M = * Ä?' 

2) Bestimmung von U. Ks ist U = — ̂ ([xr—I-fi'z'), und ^ = vsina, 
z' = g 's ina ' , also 

U = — g ([10 sin a -+- fx' q' sin a') 

d U 8U , 
(13) — = j i ( i s i n a , — = s i n a . 

Also sind die Bewegungsgleichungen, da 
dV 

1 und -g-r- = 1, 
tfq 

(14) 

d'q 

, <Pq' , • , 
M- - j - f - = 9V- sina-f-X. 

Dazu 
d'g 
di' dt1 

Setzt man hierin Gl. (14) ein, so erhält man 

X </sina 

(15) X = 

4 - o s i n a ' H r = 0, 
f1 t1 

, g (sin a -+- sin a'), 
fi-t-fi ' 

(16) 

d29 9 , t • t\ 

¿ y _ 
dt' ~ ——j (pisina—(».'sina'). 

h+l*' 

Die Zwangskraft ist ±X in Uebereinstimmung mit dem früheren. Die Integration 
der Gleichungen ist in allen 3 Fällen sehr leicht.. 

No. 2. Zwei Punkte werden mittels eines unausdehnbaren Fadens verknüpft 
und dieser wird über eine Rolle gehängt. Die Punkte bewegen sich bloss in 
verticaler Richtung. Welches wird ihre Bewegung? Die Ausarbeitung bleibe dem 
Leser überlassen. 

No. 3. Das Rad an der Welle. Zwei Kreise von den Radien a und a ' 
sind centrisch mit einander verbunden; ihr Gewicht sei zu vernachlässigen. 
Ueber jeden von beiden ist ein Faden gewickelt, der eine rechts, der andere 
links herum; der eine trägt den schweren Punkt p , der andere trägt (V: wie 
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bewegen sich beide Punkte, wenn ihre Anfangsgeschwin-
digkeiten Null oder rein vertical sind? 

Die Geschwindigkeit bleibt offenbar auf Grund der 
letzten Bedingung immer rein vertical, es ist also, wenn 
wir die vertical abwärts gehende Richtung als Richtung 
der z bezeichnen, nur die Coordinate 2 resp. 2' in Be-
tracht zu ziehen. 

E r s t e L ö s u n g , p habe 2, p' habe 2'. Die Kräfte 
der Schwere an ihnen sind Z = py und Z' = \i'g. Ver-
längert sich der Faden von ¡1 um Az, so verkürzt sich 

der von p' um A2'. Die Bedingung ist also 
a 

a'dz — —adz' 
oder 

(1) a'z+az' = c, 

wo c eine Constante. Die Gleichungen sind also 
£z_ 
dt' 

(2) 

Fig. 47. 

= ( i jH-a 'X 

d?z 
dt2 

d'z' 
dt3 = 0. 

Letzteres giebt mit (2) 

p p ' ( a - •a') 

Die Fadenkräfte sind a'\ und nX. 
d*z 
dt* 
<Pz' 
dC 

= ga 

= 9a 

pa 2 - t -p '« ' 2 

Die Gleichungen der Bewegung werden 
p a — p'a' 

pa a - ) -p 'a ' 3 

p'a'— (i a 
¡i a' + (j.'a2 

Die Bewegung ist im Allgemeinen gleichmässig beschleunigt; ist p'a' — pa , 
so ist Gleichgewicht vorhanden; ist pa > p'a', so sinkt p, im andern Fall sinkt p'. 

Z w e i t e L ö s u n g . Als gemeinschaftliche Coordinate beider Punkte können 
wir etwa das 2 des einen Punktes betrachten, da durch dies das z' des andern 
offenbar mitbestimmt ist. Oder auch: Wir legen durch 0 einen Radius OP, der 
sich mit dem Wellrad dreht; die Anfangslage desselben sei OQ, der Winkel 
POQ, den OP zur Zeit t mit OQ macht, heisse <p und sei positiv, wenn p ge-
sunken ist. Dann bestimmt dieser Winkel die Lage beider Punkte, kann also 
ihre gemeinschaftliche Coordinate sein. 

Ist d<f ein unendlich kleiner Zuwachs von <p, so entspricht dem <ftp eine 
Senkung von p um adtp und eine Steigung von p' um «'</<p; der Winkelgeschwin-

digkeit entspricht also die Geschwindigkeit 

Budde, Mechanik. I. 25 
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a^- von ix und — a ' ^ - von u \ dt dt 
also die lebendige Kraft 

' - » I - W y - M ' * ) * ! . 

d (dT\ <*2<P dT -

Andererseits ist s = a tp+const . , ¿ = — o'íp'const., also die Potentialfunction 
V = — s(h^-I-h'z') = —9<f(v-a — (i'a')H-const. 

Also 

d U , ' * 
d2tp jia — fi'a' 

(j.a2-|-(jLa' 

Das giebt sofort dieselbe Gleichgewichtsbedingung, wie oben. Aus 2 = atp-t-const. 
d'2z (Pia 

folgt - ^ j - = a ^ etc., was dieselben Gleichungen für z und 2 giebt, wie die 

erste Lösung. 
No. 3. Zwei schwere Punkte |x und [«.', die durch einen unveränderlichen 

Faden von der Länge l verknüpft sind, werden auf horizontaler Ebene mit belie-
bigen Anfangsgeschwindigkeiten geworfen. Welches ist ihre Bewegung von dein 
Augenblick an, wo der Faden angespannt wird? 

Die Schwere ist aufgehoben, kann also, wenn es sich bloss um die Her-
stellung der Bewegung handelt , ausser Acht gelassen werden. Nehmen wir die 
Horizontalebene zur Ebene der xy, so ist die dritte Coordinate z nicht zu berück-
sichtigen. Nach dem Princip der Erhaltung des Schwerpunkts beschreibt der 
Schwerpunkt der beiden Punkte eine gerade Linie (der Faden genügt dem Re-
actionsprincip) und seine Lage kann jederzeit aus den Anfangsbedingungen 
hergestellt werden. Legt man durch den Schwerpunkt ein verschiebliches Coor-

dinatensystem, so gilt in diesem, Fig. 48. weil der Faden durch den Anfangs-
punkt geht , das Princip der Flä-
chen, beide Punkte drehen sich 
also gleichförmig um den Schwer-
punkt (gleichförmig, weil ihr Ab-
stand vom letzteren constant ist), 
ihre Winkelgeschwindigkeit ist aus 
den Anfangsbedingungen zu be-
stimmen. Die Principien allein lie-
fern also in diesem Fall die Lö-
sung des Problems. Wie viel Trag-
kraft muss nun aber der Faden be-
sitzen, um nicht zu reissen? 

No. 4. Zwei schwere Punkte 
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p und (i' sind durch eine starre Linie miteinander verbunden, von deren Ge-
wicht man absehen kann. Sie werden in einen verticalen Kreis gelegt und der 
Schwere überlassen; wie bewegen sie sich? (Vergl. Fig. 48.) 

E r s t e L ö s u n g . Durchmesser des Kreises a , Länge der starren Linie 2; 
wir nehmen die Ebene des Kreises zur Ebene der xz, rechnen die z senkrecht 
abwärts vom Mittelpunkt des Kreises aus. Die expliciten Kräfte sind 

X = 0, Z = X ' = 0 , 27 = (i-V-

Die Bedingungen i 

x ' + 2 > — a>, x ' ' + z " = a ' , 

(x-x'y-H*-*')8 = p, 

woraus der Leser die Differentialgleichungen selbst herstellen möge. 

Z w e i t e L ö s u n g . Wir fällen vom Anfangspunkt (Mittelpunkt des Kreises) 
ein Perpendikel auf die Gerade l oder (¿¡j.' und nennen 9 den Winkel, welchen 
dies Perpendikel mit der z-Axe macht. Dann bestimmt 9 die Lage beider Punkte, 
kann also als ihre gemeinschaftliche Coordinate dienen. 

Bestimmung von T. Aendert sich tp mit der Winkelgeschwindigkeit 
d<f 

I T 
dt,p 

so haben ja und p. die Geschwindigkeiten a also ist 

Bestimmung von U. [ iOB sei mit a bezeichnet; es ist s ina = «^—• 

¿.pOz = a-)-<p, Z.¡x'Oz = — a - h < p . Also ist z = acos(a+tp) , z' = acos(a — 9), 
und, da V = —g (|ju+pV) 

U = — po[ [ i cos (a+ ip)+(A'cos(a—9)] , 

dU 
= — ^ a [ ( t s i n ( a + 9 ) — ft'sin(a — 9)]. 

Hiernach ist die Gleichung der Bewegung 

5 = [t1 s i n ( a + 9 ) H-'sin(g — 9)]. 

Gleichgewicht ist vorhanden, wenn |j.sin(aH-9) = p.'sin(a — 9) ist. Die Inte-
gration führt im Allgemeinen auf elliptische Integrale; sie vereinfacht sich 

1) wenn (i = ¡i' ist; dann giebt Gl. (3) 

= — — cosa . s in9 d . i . die Pendelgleichung. 

2) wenn man voraussetzt, dass die Elongation 9 immer sehr klein bleibe. 
Dann kann cos9 = 1 und sin9 = 9 gesetzt werden; man erhält 

d'9 jsina £Cosa(fx — fi') 
= ä a([*+|x') , < P ' 

was nach Multiplication mit leicht zu integriren ist. Am einfachsten setzt 

25* 
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man 
_ 6 s i n a ( p 4 - f / ) 

' n r t a n f n nr\ cosa(p —p') ' 
woraus sich ergiebt 

also harmonische Schwingungen um die Gleichgewichtslage. 

No. 5. A u f g a b e n . 1) Zwei schwere Punkte p und p' sind in verschiedener 
Flöhe an einem Faden befestigt, der von einem festen Punkt O vertical herab-
hängt. Man ertheilt ihnen eine sehr kleine Abweichung aus der Gleichgewichts-
lage; wie bewegen sie sich? Die Abweichung beider falle a) in dieselbe 4) in 
verschiedene Ebenen. 

2) Von zwei durch einen Faden verknüpften schweren Punkten liegt der eine 
auf einem glatten horizontalen Tisch, während der andere über den Rand des 
Tisches herabhängt. Welches wird ihre Bewegung? (Anleitung zur Behandlung 
nach 1 3 5 : Als Coordinaten wähle man a) den Abstand des einen Punkts vom 
Tischrande, 4) den Winkel, welchen der horizontale Theil des Fadens mit dem 
Perpendikel auf die Tischkante macht). 

3) Zwei schwere Punkte, die durch eine starre Stange verbunden sind, 
können sich auf den beiden Seiten eines gleichschenkligen Dreiecks bewegen, 
dessen Grundlinie horizontal, dessen Spitze nach unten liegt; welches wird das 
Gesetz ihrer Bewegung bei sehr kleiner Amplitude? 

4) Drei schwere Punkte sind sternförmig durch drei gleichlange Fäden ^ 

mit einander verknüpft. Zu Anfang werden sie vom Mittelpunkt des Sterns aus 
geworfen, und zwar der erste mit den Componenten « nach Süden 4 nach oben, 
dqr zweite mit a' nach Nordwesten 4' nach oben, der dritte mit a' nach Nordosten 
// nach oben. Wann ziehen die Fäden an, und welches wird von da ab die Be-
wegung der Punkte? 

Fig. 4!). 
5) An einem Faden hängen 

3 Punkte, wie Fig. 49 zeigt; jx = jx' 
und p - | - p ' > p " , (J." hängt, in der 
Mitte zwischen den beiden Rollen; 
welches wird die Bewegung? 

Beispiele mit Reibung und Wider-
stand. 

6) Von zwei schweren Punkten 
i / t , p und p', die durch einen Faden 

Fig. 50. verknüpft sind, liegt der eine, p , 
auf einer horizontalen Linie AB, der andere, 
p', hängt über das Ende derselben am Faden 
senkrecht herab; p habe den Reibungscoefßcien-
ten i), während die Reibung im übrigen vernach-
lässigt werden kann; welches wird die Bewegung, 
wenn vorausgesetzt wird, dass p' sich rein vertical 
bewege? Vergl. Fig. 50. 
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W i r nehmen die Ebene des Fadens zur xz-Ebene und legen den Anfangs-
punkt an die Stelle, wo die verticale Fadenrichtung die horizontale schneidet; 
die A x e der x sei nach |x, die der z nach ¡t' hingerichtet. Die expliciten Kräfte 
sind dann 

x = o, z = w, x' — o, Z 1 = nV, 

die Bedingungen 

«F, = 2 = 0, <r2 = x ' = 0 , = x + i ' = const., 
woraus 

svt _ 9v, n avt _ , bv, n 

flv, _ , M » _ dV, _ BV, _ 
Ar ' Bz ~ dx' ~ ' dz' 

Wäre keine Reibung vorhanden, so würden die Gleichungen der Bewegung 
lauten 

* * ^ 3 V * s v t 
-¿i- = s r 

11 ~ °+>" "SP" + + ~dx~ 

f _ . . . . , » w . , , , . bv3 r - ^ -+-> • . - d 7 - •+• h - r - g p - • 

Die Reibung bringt nun an jx eine neue explicite Kraft an: und diese ist gleich 
7) mal der Normalkraft, welche die Linie AB auf (i übt. Diese Normalkraft ist 

/7~SW V T B*¥ 
X| 1/ ^ j j , das ist X,: die Reibung liefert also die Kraft r)X,. Diese 

Reibungskraft wirkt der vorhandenen Geschwindigkeit entgegen; und da sind zwei 
dx d^x f/t* 

Fälle möglich, nämlich a) - — hat dasselbe Vorzeichen wie —pr-, d. h. —¡— 
iii u£ ai 

ist nach ß hin gerichtet; b) hat das entgegengesetzte Vorzeichen wie 

—£¡-1 d. h. ist nach A hin gerichtet. 

d'x 
Im ersten Fall ist die Reibungskraft g e g e n , im zweiten m i t gerich-

d?x 
tet, im ersten Fal l also liefert die Reibung an ^ die Zusatzkraft —T]X,, im 

zweiten + i ) X , . Wir erhalten also zwei verschiedene Sätze von Bewegungsglei-
dV 

chungen; dieselben lauten, wenn nunmehr für die * etc. ihre Werthe einge-ox 
setzt werden 
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dx 
Fur negative — r-

dt 

<Px 

dp 

<Pz 

,dU 

</V 

Für positive 
dz 
dt 

A . i 

Dazu in beiden Fällen 
dh 

dtJ 
= 0, d V 

= 0, 
d J * d V 
de dt* 

Die beiden ersten Bedingungen ergeben in beiden Fällen Xa = 0 und Xt = — ¡¿y; 
die letzte gilt 

dx 

bei negativem 

X3 = — J ^ + l ) 

bei positivem 

7 ( 1 - 1 ) -

Damit wird 

bei negativem 

d'x 

dt2 

dh 

dV 

dt1 

y M V 

= 0 

— 9 

dx 

d V 

bei positivem 

dta 

H-'—'It* 
H+t * ' 

(Px 

dt* 

dh 

dl3 

d V 
dia 

dx 

dt 
= _ 0 

9 M V 
= 0 « 

dfl 

Bei positivem wirken hiernach Reibung und Schwere in gleichem Sinn; die 

Bewegung ist stets verlangsamt; das erste Integral derselben lautet, wenn die 
Anfangsgeschwindigkeit in x mit vx q bezeichnet wird 

dx 

dt = vxfi~9 
J ? M V dz' 

dt 

dx 

dt 

dz 

dt 
= - £ = 0. 

dt 

Die Bewegung kommt zur Ruhe, wenn t = geworden ist. Von da 
s f o M K ) 

ab tritt das zweite, links aufgeführte System von Gleichungen in Geltung. Ist 
zunächst tjjjl = p', so bleibt das Punktsystem in der Ruhelage im Gleichgewicht; 
dasselbe ist der Fall, wenn i)|x > p' ist, da die überwiegende Reibung keine Be-
wegung erzeugt. Ist aber ij|i < ft', so geht die Bewegung nunmehr rückwärts, 
und es wird 

* = g W - t f f . 9 + V 
dt 

-Im), 

wenn tm die Zeit bezeichnet, wo die Ruhelage erreicht wurde. 
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dx 

War von Anfang an ein negatives gegeben, so fehlen die ersten Phasen 

der Bewegung. 
Z w e i t e L ö s u n g . Die Lösungsmethode des § 135 liefert die Zwangskräfte 

nicht, kann also nicht allgemein benutzt werden, um Reibungsprobleme zu lösen, 
weil ja zur Bestimmung der Reibung die Kenntniss der Zwangskr&fte erforderlich 
ist. Kann man aber im einzelnen Fall die Zwangskräfte direct bestimmen, so 
ist es auch leicht, sie in das System der Lagrange'schen Gleichungen einzuführen. 
Im vorliegenden Fall z. B. sieht man direct, dass p mit der Kraft auf die 
Unterlage drückt, dass also ijpi^ die Reibung ist. Dann hat man, wenn man x 
zur einzigen Coordinate nimmt 

wenn l die Fadenläugc. 
Also 

d ( d T ^ , ^ * * * 

U= -¿gz = - ( t ' y ( i - x ) , 

d'x 

8u weil die Reibungskraft einfach als explicites X den zuzusetzen ist. Die 

d3x 
vorstehende Gleichung ist identisch mit der oben entwickelten Gleichung für t , 

liefert aber die Bewegungsart des Systems in einer Form, die sieb sofort an-
schaulich in die Worte fassen lässt: „Als Masse funetionirt die Gesammtmasse 
(¿-f-fjt' des Systems, als Triebkraft die Schwere von [/, d . i . —\>!g, und die Rei-
bung ±ir)|i g." 

No. 7. Aufgabe No. 1, wenn Reibung an beiden Ebenen vorausgesetzt wird. 
No. 8. n schwere Punkte, {i,...|xn, sind durch starre Stangen mit einer ge-

meinschaftlichen drehbaren Axe in Verbindung gesetzt, welche horizontal liegt; 
sie erleiden bei ihrer Bewegung einen Luftwiderstand, der dem Quadrat der Ge-
schwindigkeit für jeden einzelnen Punkt proportional ist. Welches wird ihre 
Bewegung? 

Wir betrachten zunächst einen einzelnen Punkt. 
Die Drehungsaxe sei die Axe der y , der Punkt |xf habe von ihr den Ab-

stand pj und dieser Abstand mache mit der horizontalen Axe der x den Winkel 
da, 

a r Aendert sich a,. mit der Winkelgeschwindigkeit , so hat die Ge-

dai ( dai V schwindigkeit pt- — , also die lebendige Kraft i C i l P i " ^ - ) • 

Ferner hat die Coordinaten 
xt = P icosa., z. = p^sina,.. 

Die Potentialfunction der Schwere von ^ ist, wenn wir die z nach unten positiv 
rechnen, — g z i t also —¡^yp. sina^. 
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Das Wegelement, welches beschreibt, ist dsi = also, da 

dxi — —p^sina,.«/^ und dz. = p^cosa^rfa^ ist, so ist dai = p-d^, und 

dx. dz( 

Der Widerstand, den ^ erleidet, wenn es die Geschwindigkeit 1 hat, sei xg\ 

( d a i V dann erleidet es den Widerstand ig I p̂  ^ I , wenn es die Winkelgeschwin-

- hpcit7t iitiH riiecA TTrnft 
dl 
da, 

digkeit —-— besitzt, und diese Kraft ist gegen ds gerichtet, macht also mit x 

dx{ Sz{ 
und z Winkel, deren Cosinus und — s i n d : die Componenten des 

Widerstandes von ^ sind also 

(  d ai v (  d ai v 

Zi = + kg J s i n a ( und = Cosa., 

dige Kraft sämmtlicher 

Hiernach ist nun 
die lebendige Kraft sämmtlicher Punkte 

Da aber alle Punkte starr mit der Axe verbunden sind, ist die Winkelgeschwin-
da, dat 

digkeit — f ü r alle die gleiche; wir können also statt ^ in allen Posten 

der Summe ein und dieselbe Winkelgeschwindigkeit einsetzen, die wir mit dl 
bezeichnen; dann ist 

Die hier noch vorkommende Summe ist eine ein für allemal durch die Configu-
ration der Punkte bestimmte Grösse, die wir mit K bezeichnen. Dann ist 

Die Potentialfunction sämmtlicher Punkte ist 

U= — 2 n ( i r p . s m v 

Nun besitzen die n Punkte einen Schwerpunkt, dessen Coordinaten sind 

i C 0 S t t » u n (J £ __ Z ^ s i n « , . 

Denken wir uns also die Masse aller Punkte im Schwerpunkt vereinigt, so ist 
dessen Potentialfunction — d . i . U. Wir können also kürzer setzen 

U = — 

Verbinden wir nun den Schwerpunkt durch ein auf die Axe gefälltes Perpendikel 
mit der Axe, so macht dies Perpendikel mit der Verticalen einen Winkel ; diesen 
Winkel wählen wir als das vorhin genannte <p; dann ist 

C = pcosip, 
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wenn p den Abstand des Schwerpunkts von der Axe bezeichnet. Also ist 
U — —jpcostp. 

Dies <p wollen wir nunmehr als Coordinate des ganzen Systems von Punkten an-
sehen. Dann haben wir die am Punkt (î  thätigen Widerstände und ^ in Form 
der Actionen 

'="/ drt dz., 

¿ i h - a r ^ - a f ) 
Bxi dzi 

in. die Bewegungsgleichung einzuführen; es müssen aiso ^ und be-

stimmt werden, ferner müssen £ und so ausgedrückt werden, dass <p die ein-

zige Variable in ihnen ist. Wir nennen fy den Winkel, welchen p( mit p macht; 
dann ist jedes ö vermöge der Constitution des Punkthaufens unveränderlich, und = a's<> >st 

*i = P.cos^-t-ftj), zi = Pism(<f-H».). 
Demnach 

Bx. dz. 
= -p ( - s in («p-l-»,), - g - = p.cos(«p-»-»j) 

und 

Also ist 

wenn wir für die direct bestimmbare 2p? den einfachen Bachstaben F einführen. 
Wir haben also nun 

d f dT\ „ d-n 8U 
- * \ d j ) = K^F> — ^ = -99»»* 

also 

Ist <p klein, so kann man <p statt sin<p setzen, und dann stimmt die Gleichung 
in der Form mit der in § 69. behandelten Gleichung des einfachen Pendels mit 
Luftwiderstand überein, kann also nach der dort gegebenen Methode integrirt 
werden. 

No. 9. Zwei gleich grosse und gleich schwere Kugeln, die durch einen Faden 
von der Länge l miteinander verknüpft sind, werden geworfen; es werde voraus-
gesetzt, dass sie als Punkte behandelt werden können, und dass sie in ein 
Medium eingetaucht sind, dessen Widerstand proportional der Geschwindigkeit ist; 
welches wird ihre Bewegung? 

A n l e i t u n g . Die Bedingungsgleichung ist, wenn x,y,z, x", y\ £ die Coor-
dinaten sind, 



3 9 4 Dynamik der Punktsysteme. 

(1) V = = P. 

Die z-Axe gehe vertical abwärts. Dann sind die expliciten Kräfte Z = Z1 = ¡ig. 
Der Widerstand, den der erste Punkt erfährt, ist xv, wenn v seine Geschwin-
digkeit bezeichnet; er macht mit den Axen Winkel, welche den 'Winkeln von u 

dx dy 

entgegengesetzt sind; v macht aber die Winkel, deren Cosinus sind , 

dz 

, also sind die Componenten des Widerstandes an p. 

dx dy dz 
~X~dt' ~X~dT' 

entsprechend sind die an jt' 

d 

Somit werden die Gleichungen der Bewegung 

dx' rfy dz? 
x d t ' x~dT' *~dT 

<Px dx d V , SW dx' 
dt3 = ~5*r -x~dT' » dt' ~ A dx' % dt 
dhj dy 
dt* 

— V — 
dt u. s. w. 

d*z , dW dz 
I1 

= x * X dt 

Der Schwerpunkt beider Punkte hat die Coordinaten £ = ^ — , rj = ^ ••• , 

z+z' 

: — — ^ — , und bewegt sich so , als ob al\e vorstehenden Kräfte zugleich an 

ihm angriffen. Er hat also, da seine Masse 2p ist, die Gleichungen 

0 d'S .fdV , dV\ (dx , d*>\ 

Nun ist aber = 0 nach Gl. (1), und = 2 " ^ r - Also 
dx fix dt dl dt 

werden die Gleichungen des Schwerpunkts 

d'S d£ d\ dii d?C dt 

Diese liefern als erste Integrale 
dl dri dC p—=a—xt, (x -^ - = b — XT„ | i — = c — x C + ^ i , 

und als zweite 
* * 

= 6—*i) =Be C — = *- j j r j ( f - 0 + C e " ! • 

Damit ist die Bewegung des Schwerpunkts bestimmt; man sieht, seine Bahn 
nähert sich asymptotisch der verticalen Geraden a — x ? = 0, b—xrj = 0 , und 
seine Geschwindigkeit nähert sich asymptotisch der Gleichförmigkeit. 
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dt/' 

L e g e n wir nun durch d e n S c h w e r p u n k t ein n e u e s Coordinatensys tem der j , t), j , 

dh cPx d2£ 
so s i n d i n diesem die G l e i c h u n g e n der P u n k t e p - j ß - — '" ' "dfi U l s " w ' ' 

w ä h r e n d die B e d i n g u n g s g l e i c h u n g d i e s e l b e Form behäl t , die s ie i n (1 ) hat. W i r 

e r h a l t e n a lso in i 

«Py , dW 

* - d t - = 

dt dx dt N u n i s t a b e r —f- = - 3 - ¡ - , also 
dl dt dt 

D i e wei tere B e h a n d l u n g se i dem L e s e r ü b e r l a s s e n . 
No. 10 . Man behandle das B e i s p i e l No. 3 ers t mi t R e i b u n g an der Hori -

zonta lebene , dann mit R e i b u n g und Luf twiders tand . 

No. 11 . E i n schwerer F a d e n wird re ibungs f re i ü b e r eine schwerlose Rol le ge-
h ä n g t ; wiebewegt er s ich, wenn die h e r a b h ä n g e n d e n E n d e n i m m e r vert ical b l e i b e n ? 

L ö s u n g . D e r F a d e n ste l l t e in Gebi lde von unendl i ch vie len E l e m e n t e n d a r ; 
e r k a n n also n u r nach 1 8 5 . behandel t werden. S e i n e L ä n g e se i l ; der e ine E n d -
p u n k t bef inde s ich in der T i e f e z , der andere in z' unter dem Mit te lpunkt der 
R o l l e ; 2 a l le in genügt , um die L a g e des ganzen F a d e n s zu b e s t i m m e n , es k a n n 
also a ls Coordinate d e s s e l b e n dienen. E i n S t ü c k des F a d e n s , welches 1 c m laug 
ist , wiege t G r a m m ; d a n n wiegt der g a n z e F a d e n h Gramm. H a t se in E n d p u n k t 

die Geschwindigke i t so hat j e d e r P u n k t des F a d e n s die g le i che Geschwin-

digkei t , also is t die" l e b e n d i g e K r a f t ( - ^ g r ) . u n d 

d ( d T \ _ , d'z 

dt \ di dt*' 

Die Potent ia l func t ion , welcher der F a d e n unter l i eg t , setzt sich aus 3 The i l en zu-
sammen. Der ers te betriff t den T h e i l des F a d e n s , der von z b i s a re i cht , d. h. 
b i s zu dem P u n k t e , i n welchem der F a d e n die R o l l e auf der S e i t e von z berührt . 
E i n E l e m e n t dz d ieses T h e i l s h a t die Masse tdz und die P o t e n t i a l f a n c t i o n — g t : dz, 

a l s o hat das ganze S t ü c k za die P o t e n t i a l f a n c t i o n — g t j 2 dz oder —^gzz 2. D a s 

0 
S tück ab des F a d e n s , welches der R o l l e a n l i e g t , h a t , wenn p der R a d i u s der 
R o l l e i s t , die L ä n g e pre; es b le ib t während der B e w e g u n g immer ein gle ich g r o s s e s 
und gleich geformtes F a d e n s t ü c k mit der R o l l e i n B e r ü h r u n g , dieses F a d e n s t ü c k 
h a t also e ine c o n s t a n t e Potent ia l func t ion , die wir m i t P beze ichnen k ö n n e n . Das 
drit te S t ü c k des F a d e n s endl ich re i ch t v o n b b i s z1, d . i . von z = 0 b is z = i—rcp — z, 

/

'l—TIQ—Z 

zdz oder — $gt(l—irp—z)3. Im Ganzen 
0 
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ist also 
U= / > _ ^ - i y e ( / - i t p - z ) s , 

und 
d U 
g j - = fft (2z—¿-Hitp). 

Also ist 

Für die Discussion werde angenommen, dass der Faden zu Anfang in Ruhe sei. 
Ist 2z = l—71p, d. h. sind beide herabhängenden Fäden gleich lang, so ist Gleich-
gewicht vorhanden; ist z von Anfang an grösser als z*, so ist 2z > l—irp und z 
wächst fortwährend; das umgekehrte tritt ein, wenn z' von Anfang an> > z ist. 
Die Gleichung gilt bis zu dem Augenblick, wo eins der Fadenenden im Niveau 
des Rollenmittelpunkts angekommen ist; von da ab wird P veränderlich, und eine 
neue Gleichung tritt ein, die der Leser selbst herstellen möge. Gl. (1) giebt 
integrirt, wenn man abkürzend q statt -y- schreibt, 

Vi dt = 

a- f -gz 3 — q(l—ltp)z, 

dz 

Va — q(l—7tp)z+9z'J ' 

Vit - C 4 - J - - - l o g [ ( / J T P )
 + z y g + V a - g ( l - ^ ) z + q z ' ' \ . 

Vg 2 Vq 
l— Tip 

Wir wollen die Zeit von dem Augenblick an rechnen, wo z = — i s t ; 

dann ist 

C = log [ i ( Z - r p ) + 
also 

J f S Z _ • -(l-TZP) + 2zq + 2Vqya-q(l-T.P) + P 
q S (l np ) ( i l ) + 2 Yq Va — ijq(l—7tp)^ 

No. 12. Dasselbe Beispiel, wie 11, nur soll die Hasse der Rolle berücksichtigt 
werden, indem angenommen wird, der Umfang der Rolle bewege sich eben so 
schnell, wie der Faden. 

A n l e i t u n g . Die Potentialfunction für die Rolle ist constant; die Winkel-

geschwindigkeit derselben ist — ; ein Element der Rolle, welches vom Mittel-
p dt 

punkt um r absteht, hat die Fläche rdrdtf, also die Masse krdrdtp, wenn k die 
Masse der Flächeneinheit der Rolle ist. Dies Element hat wegen der Winkel-
geschwindigkeit — die Geschwind igke i t - - ^ - , also die lebendige Kraft 

p dt p dt 
( r dz\2

 r<p=2n.r=<> •krdrdy, und deren Integral J J ist die lebendige Kraft, 
9 = 0 r = 0 

mit welcher die Rolle in das Problem eingeht. 



Beispiele; Bewegungsgleichungen von Hamilton und Weinstein. 397 

Die letzten Beispiele zeigen bereits, dass man mi t der Lagrange-
schen Form der Bewegungsgleichungen auch solche Gebilde behandeln 
kann, die durch das Zusammenwachsen unendlich vieler Elemente ent-
s tehen, wenn nur die Zahl der zwischen den Elementen bestehenden 
Bedingungen so gross ist, dass bloss eine endliche Zahl von freien 
Coordinaten für die Gesammtheit des Gebildes übrig bleibt. Es wird 
also möglich sein, von dieser Stelle aus zur Behandlung beliebiger 
Gebilde überzugehen, insbesondere zur Behandlung starrer Gebilde 
von beliebiger Art; nur wird eine Voruntersuchung über dieselben 
erforderlich sein, die sich wesentlich auf die Frage der passendsten 
Coordinateneinrichtung bezieht. 

138. Nebenformen der Lagrange'schen Grundgleichung. Das Punktsystem 
J / habe n freie Coordinaten <pi, <p2, . . . tpn. Aendert sich <fg um die virtuelle 
Grösse d<fg, so werden im Allgemeinen die Punkte von M ihre Lage ändern. 
Und zwar wird sich die Lage irgend eines Punktes ändern um eine Grösse 
•A i ady a , wo A i eine Function der Coordinaten von ja, ist. Hat also cp0 allein 

dtfg 
die Aenderungsgeschwindigkeit ^ , so hat der Punkt [î  die räumliche Ge-

dtf / d<fa \ j 
seil windigkeit u n ( l seine lebendige Kraft ist ' 

Aendern sich sämmtliche <p, so ist die Geschwindigkeit von fi, 

( 1 ) • '<l ~dt ^ ».2 ^ft ^ <>3 d t
 H

 d l 

Die Art, in welcher die geometrische Summirung auszuführen ist, hängt von der 
Natur des Coordinatensystems ab; allgemein kann man sich ein rechtwinkliges 
Coordinatenkystem der x , y , z eingeschoben denken; in diesem hat irgend einer 

d<p 
der Posten von v-, etwa A. „ — d i e Coordinaten 

' dt 

A A A 
d? dt ' d f e dt ' d<f0 dt 

Die x Componente von ^ ist also die Summe £ Ai entsprechende 

Ausdrücke erhält man in y und z, und in allen dreien sind die 

Functionen der Coordinaten (p. Die lebendige Kraft des Punktes lässt sich 
also darstellen in der Form 

oder wenn man untei B.o, C. u. s. w. entsprechende Coordinatenfunctionen 
versteht, 
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c ^ d<f, dtfj | c ^ d<fi </<fe [ c rfy! rfq>4 [ 

•'•2 <ft dt dt dt dt dt 

A <ft ¿< dt 

dft 
dt dt 

-+- u. s. w. 

Hierin sind sämmtliche Grössen jB, C, D etc. reine Functionen der Coordinaten. 
Denken wir uns alle derartigen Ausdrücke für jedes jj. gebildet und addirt, so 
wird die lebendige Kraft des ganzen Punkthaufens die Form haben, 

t—m 
(3) T= 

i=l 

"<.».3 dt df W'4 dt dt 

d^dy4 

wo die Q blosse Functionen der Coordinaten sind. Es ist a l so d i e l e b e n d i g e 
K r a f t i m m e r e i n e h o m o g e n e F u n c t i o n z w e i t e n G r a d e s der D i f f e -

d f P r e n t i a l q u o t i e n t e n Wir schreiben nunmehr c statt -^r-- Die vor-
1 dt T dt 

stehende Summe lässt sich dann so gruppiren: 

(4 ) T = 4 9 , £ j Q ( , 3 % + • • • Q, ,n?n 
<=i ' ' 

+ Q.,2,«!f"> 

+ * % ( ̂  ,3̂ 3 % + Q.,3,4 + 
+ i ? 4 2 U. s. w. 
u. s. w. 

oder auch, indem wir J Q w o X, p. zwei verschiedene Zahlen sind, gleich 

Ki,i,f = Ki,t>,A> ^ = Ki,x,i setzen 

(5) 

T = i f r 2 i < P i + ^ , I , 2 9 > + 

, 2 , 2 ' P a , 2 , 3 ^ 1 , 2 , 1 . * " 

+ 3,1 + 3,2% + -
-+- u. s. w. 



(6) 

(8) 
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Bei dieser letzten Anordnung ist = Q ( 1 2 etc., so dass also die 
Summe mit der vorigen übereinstimmt. 

Wir setzen nun abkürzend 

p, — S p i ^ t , i < P , - + - K i i U i ? 2 - h - % , i , n ? n ) 

Pt -1 . (¿T ^-hK. 2 2 +• • • KiSn cpn) 
u. s. w. bis pn. 

Dann retrahirt sich (5) auf 
(7) T = i 2 $ P . 

Femer sind die (6) lineare Gleichungen in 9 ; es lassen sich also aus ihnen die 
9 in der Form 

<Pl = P l , l P l + P 2 , 2 / ' 2 + JDl,3P3 + - P l , n P n 

$8 = • P 2 , l P l + P 2 . 2 P 2 + P 2 ,nPn 

<?3 = P 3 ,>Pl - ( - P 3 ,2 i '2+ P3,„P„ 
u. s. w. 

durch blosse Elimination herstellen; die P sind dann Quotienten von Determi-
nanten aus den Coefficienten der Gleichung (6), sind also reine Functionen der 
Coordinaten. Denkt man sich dies ausgeführt und die so erhaltenen Werthe der 
9 in (7) eingesetzt, so hat man T in der Form 

O) r = iip0(.P0,lPl+PafiP3-hPa,3P3+-Pa<nPn). 
Wir haben also nun T in drei Formen dargestellt: 
1) in Gl. (3) bis (5) als homogene Function zweiten Grades der 9 , in wel-

cher Coordinatenfunctionen als Coefficienten vorkommen; dies T möge nunmehr 
als Tyy bezeichnet werden; 

2) in Gl. (7) als Function ersten Grades von den Grössen 9 und p; dies T 
sei als Tp0 bezeichnet; 

3) in Gl. (9) als Function zweiten Grades der p ; dies T heisse TPV. 
Man kann nun in T<py die Grössen 9 und 9 , in Tpy die Grössen 9 und 

p, in Tp,f die Grössen 9 und p als unabhängige Variable betrachten. Thun wir 
das und differentiiren Gl. (5) partiell nach irgend einem 9 , welches mit <p0 be-
zeichnet werde, so erhalten wir unter Beachtung des Umstandes, dass 9 0 einmal 
vor einem 2 und einmal in jedem 2 auftritt 

dT 

(9) 

Nun ist aber nach der Art, wie wir die K gebildet haben, Kian = Kina> also 

ist die zweite Zeile dieses Ausdrucks gleich der ersten, d. h. 

d . h. 

üT • 
(10) ^ = + 0 i 2 9 2 + - ), 
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Da ferner in den Gleichungen (6) die Coefficienten K i m n und K i n m einander 
gleich sind, werden die Determinanten, welche sich in den P finden, identisch 
für Pga und Pa , also ist auch in Gl. (8) Pg = P^g; daraus findet sich, 
analog, wie oben, mit Gl. (9) 

dTpq, 
(12) 

dpa 

Q=n 
PpBPo> d-i- Mch (8) 

e = i 

(13) 

Differentiirt man aber Gl. (7) partiell nach <p und p, so bekommt man 

(14) 
ST, p<f 

iP„, (15) 
dTp(p 
dPa 

Somit folgt aus (11), (13), (14), (15) 

(IG) d2"<p<y _ 0 dTpyr 
d'io 

(17) 
ST, ptp 

T f o -

S'Tp, 

ho dPo 
Nun sind aber die als verschiedenartige Functionen ausgedrückten T ihrem Werth 
nach einander jederzeit gleich, also ist jederzeit 

Tpm tptp- ~ - 1 "i, 0. 

Bilden wir die vollständige Variation dieser Gleichung mit Bezug auf die 
Marke a, so erhalten wir 

0 : 
ST, p<p 

hierin hebt sich nach (16) und (17) das fünfte Glied gegen das vierte, und das 
sechste gegen das erste; es bleibt also 

n Q\ STpy STyq, 
(18) 

Geht man nun mit den Gleichungen (IG), (17), (18) in die Lagrange'sche 
Bewegungsgleichung 

STtptp 
^ ~dt U J " 

SU_ 
d<?a 

ein, so erhält man folgende Nebenformen derselben 

2 -

(20) 

d BTqxp SU 
dt U J dit„ 

d ( STpcp\ 1 dTpp _ SU 
dl 8<?o dt a 
d STpV SU 
dt U * ) * 3<te " dto 

Nach Gl. (11) kann man in (19) und in die letzte Gleichung (20) pa statt 

einsetzen, wodurch dieselben etwas kürzer lauten 
dPa STytp _ 

BT(pq> 
d<?a 

(21) dt d'-fo 

SU 

Öta 
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und 

(22) J ^ ^ - ™ dt dya 

Die beiden ersten Gleichungen (20) sind von Weinstein (Wied. Ann. Bd. 15, 
1882) auf anderem Wege abgeleitet, die letzte Gl. (20) und (22) rühren von 
Hamilton her. Sie sind, namentlich in Maxwells Händen, für feinere physikalische 
Fragen nutzbar geworden. Man kann noch weitere Unterformen ableiten, wenn 
man TPV in das Hamilton'sche Princip einführt, was aber hier nicht geschehen soll. 

Zur Verdeutlichung des Gesagten möge nun die obige Rechnung an dem 
einfachen Beispiel eines freien Punktes wiederholt werden, der in Polarcoordi-
naten bestimmt ist. Es sei r sein Radiusvector, <u der Meridian-, ¿> der Längen-
winkel. Die folgenden Gleichungen sind in eckigen Klammern ebenso numerirt, 
wie diejenigen Gleichungen der allgemeinen Ableitung, denen sie entsprechen. 
Es ist, wie bekannt 

[3] 2 W = ^ ( ' i ) + ( ' Bin c o • § ) ' } -

[5] T<py — ^r.[j.r-(-^(i).[j.?-2(i> + ^i.[Jir2sin2io4 l-

Also ist zu setzen, wenn die p entsprechend den Coordinaten markirt werden 

[6] p r = p r , = ¡J.r2ü>, p y = p-2 sin2 tut};. 

Damit wird aus [5] 
[7] TPy = i [ f p r + ihpi0+<i,pyjl 

Nach [6] ist nun 

r«i . Pr . Po, r ?> [8] r = , tu = ty = Tr-hr [A (Ar' ¡Ar-sin^iu 

Dies in [7] eingesetzt giebt 

[9] J (x fjLj-̂  ¡jir'sm'iji J 
Wählen wir nun zur Differentiation etwa die Coordinate cu aus, so ergiebt sich 
aus [3], [7], [8] der Reihe nach 

dTww „ . STpm . 

und 

[11] — = [ir24i2siniocos (u, 

dTvlp P%, ¡j/Msin4^2 

[141 - y = COSOJ = ., . ,——COSO) 
O co | i r i m J « i ¡JII-'sinken 

i i 9 • dTq,ip = — p - u ^ s m i o c o s i u = 

womit (18) verificirt ist. Endlich ist nach [7] und [9] 

r i n dTpa r 0 dTpcp Pw 
[151 ^ [13] j = — r = tu. 

dpa
 7 dp«, F"* 

Die Gleichung der Bewegung in tu wird, einerlei nach welcher von den Formen 
Budde, Mechanik. I. 26 
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(19), (20), (21), (22) man sie bildet, 
d ( „dm\ . dU 

-irK^-dC)-^*'s'™™8" = 
Der Leser führe das Entsprechende für die Coordinaten r und <J> selbst durch. 

Wir empfehlen ihm ferner, die Umformungen für andere Beispiele nachzurechnen. 
Z. B. Zwei schwere Punkte sind durch einen Faden verknüpft; T soll nach (3), 
(7), (9) dargestellt werden (Passende Coordinaten: das x, y, z des Schwerpunkts 
und zwei Winkel, welche die Lage des Fadens bestimmen). 

Wendet man die Gl. (7) auf die rechtwinkligen Coordinaten eines Punkts, 
x, y, z an, so nimmt sie die Form an 

T=\(i.(xx-\-y.¡xy+z. |xz), 
es ist also dann 

dx du dz 

(I. h. die drei p sind im einfachsten Falle die drei C o m p o n e n t e n der B e -
w e g u n g s m e n g e . Allgemein kann man demnach die p als Analoga auffassen, 
welche bei beliebigen Coordinaten und Verknüpfungen dasjenige repräsentiren, 
was die Bewegungsmengen in dreiaxigen Coordinaten sind. Bei den englischen 
Schriftstellern, wo „Bewegungsmenge" durch „momentum" wiedergegeben wird, 
heissen sie desshalb „kinetic momenta"; wir können dementsprechend die Grössen 
p als „verallgemeinerte Bewegungsmengen" bezeichnen. 

c. Der S p e c i a l f a l l des G l e i c h g e w i c h t s . 

139. Das Princip der virtuellen Geschwindigkeiten. Sollen 
die am Punktsystem M thätigen Kräfte im Gleichgewicht sein, so 

d3x d'u 
müssen im d'Alembert'schen Princip sämmtliche ^ , ^ , ^ 

verschwinden; es muss also sein 
(1) Y6y->r ZSz) = 0. 

wenn die 8 v i r tuel le Verrückungen bedeuten. Verstehen wir unter 
Pa die an n„ thätige Kraft, unter öpa die auf die Richtung von 
P projicirte (virtuelle) Verrückung von fi„, so ist die bei dieser 
Verrückung an P geleistete Arbeit einerseits PaSpa> andererseits 
Xa Sx„ -(- Y0 Sya+ZSza, also kann (1) auch geschrieben werden 

(2) 2PSp = 0. 
In dieser Form ist der Satz von den dreiaxigen Coordinaten un-

abhängig. Er heisst „das Princip der virtuellen Geschwindigkeiten", 
und enthält die allgemeine Gleichgewichtsbedingung. 

140. Die Anwendung des Princips. Sind alle Punkte des 
Haufens frei, oder sind sie bloss an Absolutbedingungen gebunden, 
so muss eben jeder für sich behandelt werden, und die Untersuchung 
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ist in der Theorie des einzelnen Punktes bereits abgethan. Wir setzen 
also, wie beim allgemeinen Fall der Bewegung, voraus, dass die 
Punkte des Haufens durch Relativbedingungen miteinander verknüpft 
seien. Es giebt dann zwei Arten, die Gleichung (2) des vorigen Para-
graphen zu benutzen, welche den beiden Arten, die Lagrange'sche 
Bewegungsgleichung zu verwenden, vollkommen analog sind, nämlich 

1) man giebt jedem Punkt des Systems 3 Coordinaten und führt 
die k Bedingungsgleichungen expresse neben her, 

2 ) man giebt dem ganzen Punktsystem 3 m — k Coordinaten, welche 
den ßedingungsgleichungen identisch genügen, und bestimmt PSp aus 
diesen am—k Coordinaten. 

Selbstverständlich müssen Widerstände, Reibungen etc. von vorn 
herein oder nachträglich als explicite Kräfte eingeführt werden. 

E r s t e Methode. Jeder der m Punkte hat 3 Coordinaten; als 
solche nimmt man am bequemsten cartesische Coordinaten x, y, z. 
Dann ist das Princip der virtuellen Geschwindigkeiten ausgesprochen 
durch die Gleichung: 

(1) YSy + Zdz) = 0 

in der X, Y, Z die expliciten Kräfte sind. Dazu haben wir die Be-
dingungsgleichungen 

(2 ) * P , = 0 , <P2 = 0 , . . . , «P* = 0. 

Die letztern müssen auch noch gelten, wenn man in ihnen (x-\-6x) 
statt x u. s. w. setzt, wo die S natürlich wieder virtuell sind; daraus 
folgt 

(3) 

« = " (dV, * ö<P, f dfP, . \ 

0 =" ! ( d V , «9iP„ . , . \ _ 
yo 

u. s. w. 

Die ¿Gleichungen = 0 liefern k Gleichungen (3 ) ; mit Hülfe 
der letzteren können k von den in (1 ) auftretenden Variationen eli-
minirt werden; es bleiben also in (1 ) noch 3 m — k freie Variationen 
übrig; setzt man die Factoren derselben einzeln gleich Null, so hat 
man die 3 m — k Gleichungen, denen die X, Y, Z und die Coordi-
naten genügen müssen, wenn Gleichgewicht bestehen soll. 

Die Elimination kann man direct ausführen; man kann aber 
auch — und das wird meistens das bequemste sein — die Elimi-

26* 
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nation mittels der Lagrange'schen unbestimmten Coefficienten X vor-
nehmen. Man setze 

für den ersten Punkt /n, 

(4) 

dV, 

dxi 
- M 5 

Ö«P2 

dx, 1 <rh 
dVk 

dx, 
= 0 

d*P, 

fy i 

dV, + 
ty, 

dVk 

dy, 
= 0 

dV, 

dz. H - A 2 
dz, ' 

• • • • + Xk-
dVk 

dz, 
= 0 

für den zweiten. ju2 

Qqs 

u. s. w. 
u. s. w. bis 

Ö2„, 3 

9<P, 
cta,, dx.t 

dVk 

dy-i 
= 0 

Ö2„ ozm 

So hat man 3m Gleichungen, in denen k unbestimmte Coeffi-
cienten A vorhanden sind. Zu denselben Gleichungen gelangt man 
auch unmittelbar, wenn man in den Gleichungen der Bewegung 134 

£C d~ U Gl. (12) alle Grössen ^ , u. s. w. gleich Null setzt. Die X 

haben also hier auch dieselbe Bedeutung wie dort. Dass die Glei-
chungen (4) dem Princip (1) genügen, ist offenbar; denn man braucht 
sie nur der Reihe nach mit ¿x, dy, 6z, ..Szm multipliciren 
und addiren, so erhält man vermöge der (3) die Gleichung (1). 

Man eliminire nun aus den 3 m Gleichungen (4) die k Grössen A; 
dann bleiben 3 m—k Gleichungen übrig, welche zusammengenommen 
die Gleichgewichtsbedingung darstellen. 

Als B e i s p i e l nehmen wir dasselbe, welches zu No. 1 des §137. gedient 
hat. Zwei schwere, durch einen Faden von der Länge l verknüpfte Punkte liegen 
auf zwei Seiten eines verticalen Dreiecks, welche mit dem Horizont die Winkel 
s und a' machen. Die Gleichgewichtsbedingung soll nach (4) hergestellt werden. 

Wählen wir die Coordinaten, wie oben in 187.} so sind die expliciten Kräfte 
Z = ( i j und Z = ¡¡.'g, die Bedingungen 

V, = artanga = 0, = z' —x'tanga' = 0, 
•Fj = ¡ rcosa+zs ina- f - s ' cosa ' -M's in a' = 0. 
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dx 

= — tanga, 

_ J 5 ^ 

~ Bz 

— cosa, 

av, _ 
~sr -

OX 

AYi 
dz 

fix• 

= - tango', 

dz' 
= 0, 

ò* 

= sina, 
S* 

= cosa 

= 1, 

Folglich 
— taug aXi-(-cos aX3 = 0 

( t^+Xj-)-s inaX3 = 0 

— tanga'X2H-cosa'X3 = 0 

[ i ' j + X 2 + sina'X3 = 0. 

Die erste und dritte Gleichung liefern 

sina , 
X3 = cos 'a 

X , = 

Damit die zweite und vierte 

X, = —(ijcos-'a, X2 — —¡x'ycos'a ' 

X3 = — ( j u / s i n a , X3 = — ( i ' j s ina 1 . 

Also ist die Gleichgewichtsbedingung X3 = X3 

[ ts ina = (i 'sina' . 

Die Normalkraft, welche die erste Ebene liefert, ist 

dx / """ V dz 
Die der zweiten Ebene ist entsprechend j i ' j cosa ' ; die Zwangskraft des Fadens eue ist entsprechend ( i ' j cosa ' ; 

i s t am einen und X3 ( J ^ ) ' a m andern 

Ende, d. i. beiderseits X3 oder p^s ina , nach oben gerichtet. 

Ist Reibung vorhanden, so muss dieselbe aus den Normalkräften 
hergestellt, und, wie gesagt, als besondere Kraft eingeführt werden. 

Wir wollen z. B. annehmen, die beiden Punkte des vorigen Beispiels reiben 
sich an den beiden Unterlagen mit den Coefficienten tj und jj'; die Normalkräfte, 
welche von den Dreiecksseiten ausgehen, sind dann 

ÖV, \ 2 

• / ( Î W Î ) ' -
x. 

und entsprechend X2 Die Reibungskräfte sind also 
qXi 

und J Ü S -
cosa cosa cosa 

Diese wirken tangential vor- und rückwärts, machen also mit der Axe der x 
Winkel, deren Cosinus sind ± c o s a und +cosa ' , mit der Axe der z aber die 
Winkel, deren Cosinus sind ± s i n a und +s ina ' . Die Gleichungen des Gleich-
gewichts werden also 
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— tangccX1-|-cosaX3±r]Xi = 0 

Ixjr + Xi + s inaXair jXj tanga = 0 

— t a n g a ' X 2 + c o s a ' X 3 + 7)'X2 = 0 

¡ j /£+X 2 -| -s ina 'X 3 + 7]'X2 tanga1 = 0. 

Die weitere Ausführung sei dem Leser überlassen. 

Zweite Methode. Das System M hat 3m—h Coordinaten, 
welche die physisch gegebenen Bedingungen identisch erfüllen. Ist 
<f eine derselben, so setze man in der Gleichung 

d ( 8T\ BT _ dü 
W dt\d<p) dcp 8<p 

sowohl - ^ J r wie — 0. So erhält man für jede freie Coordi-
dt 2 dt 

nate eine Bedingungsgleichung, zusammen 3m—¿Gleichungen; diese 
sind die Gleichgewichtsbedingungen. Da T eine homogene Function 
zweiten Grades der Grössen <p ist, fällt die linke Seite von (1) von 

3 TJ 
selbst fort, und es bleibt für jedes q> eine Gleichung = 0, bezw. 

+ = 0 . 
V ö(p ocp dcp J 

B e i s p i e l . Das vorige, zunächst ohne Reibung. Das System von zwei 
Punkten mit drei Bedingungen hat, da das Problem sich in zwei Dimensionen 
bewegt, 2 . 2 — 3 = 1 freie Coordinate. Als solche wählen wir den Abstand q des 

Cdq \ ̂  / dq \ ̂  
-ft-) + 21-1' v ^ r i ' 

also wird, wenn man in der Lagrange'schen Gleichung und gleich Null 

setzt, die linke Seite derselben einfach zu Null, und es bleibt als Gleichgewichts-
bedingung 

dq 
Nun ist 

U = —g([i.q sina + |i'(i— ?)sma') , 
also 

S u , • - ' - N A 
—s— = —jr(u.sina— u sina ) = 0 
dg oder 

[j. sin a = ¡j.' sin a' 

die Gleichgewichtsbedingung. 
Man erfährt aber hierbei nichts über die Zwangskräfte. Kann man die letz-

teren direct (constructiv) herstellen, so kann man auch Reibungen einführen, sonst 
nicht. 

Im vorliegenden Fall z. B . findet man die Zwangskräfte, welche von der 
Unterlage ausgehen, leicht direct. Die Schwere bringt an [/. die Kraft ¡xjr an, 
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diese hat senkrecht zur Dreiecksseite die Componente ¡ j^cosa, und da der Faden 
rein tangential wirkt, muss diese Componente durch die blosse Zwangskraft der 
Dreiecksseite aufgehoben werden; also ist letztere —(i^cosa. Die Reibung von [x 
ist also i i j f i y c o s a , diejenige von |V ist +Tj'|A'sKOsa'. Beide zusammen wirken der 

dU 
Action 3 — gerade entgegen. Diese ist selbst eine Kraft, da q eine Linie 

dq 
ist ; beide Reibungen wirken mit ihrem absoluten Werth im gleichen Sinn; zu-
gleich ist zu bedenken, dass keine Bewegung entsteht, wenn die Reibungskräfte 
überwiegen; ist also a' der spitze Winkel, so ist die Gleichgewichtsbedingung 

Abs. Werth [ ¡ i s ina— ¡¿'sina'] ^ — i ] | j . c o s a + 7 ) ' f j i ' c o s a ' . 

A n d e r e s B e i s p i e l . Auf einem verticalen Kreise liegen zwei schwere 
Punkte |i und fi' mit dem Reibungscoefficienten rj, welche durch einen über den 
Kreisumfang gelegten Faden von der Länge l verbunden sind. Wann sind sie 
im Gleichgewicht? 

Wir nennen o den Radius des Kreises, 9 den Winkel, Fig. 51. 
welchen der nach ja gezogene Radius mit der Verticalen 
macht, und nehmen dies 9 als Coordinate des Punktsy-
stems. Der nach fx' gezogene Radius macht dann mit der 

Verticalen den Winkel — — tp. Man verificirt leicht, dass 

- i - — 0 sein muss. Es bleibt also 1) die / | 

Action — , 2) die Action der Reibung; beide zu- ^ y 

sammen müssen Null sein. 
Die Normalkraft, welche der Kreis auf ¡j. übt, ist entgegengesetzt gleich der 

in den Radius pO fallenden Componente der Schwere; d. i. (ijcostp; die Reibung 
von n ist also r^gcostp. Dies ist eine Kraft, welche die Richtung des Kreis-
elements ds hat; die Componenten derselben sind also 

X = i jn^cosy und Z = ±-g^-'»iHL9C0S<P 

und die entsprechende Action ist 
v 3 i , , fdx dx dz dz \ 

Nun ist x = osin<p, s = 09, 2 = a cos 9, also ds — adtf und 

dx dx dz dz 

dx dx dz dz 
ds df ds d<f 

Demnach ist die Action der Reibung an ¡x gleich ±ai)p£C0S9. Das hätte sich 
kürzer aus den Grundsätzen des § 91. ergeben: der Zunahme 8<f entspricht die 

Verrückung ds = adtf; also ist für 9 der Coefficient A = ^ ^ = a, also die 

Action der Reibung +aTj|i#cos9. Ganz ebenso wird die Action der Reibung an 

(j.' gleich ±orj(x'ir ( ;0S — 9 ) • 
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Das Ergal U ist 3^cos«p-|-|x'cos — also 

~ = 9 [ i\ s i n <p-14 ' s i n ( 4 - ?)]• 

Die Gleichgewichtsbedingung wird demnach 

(jLSincp — (x'sin — i p ) ± i j a ^¡jicos9+|x'cos — < p ) J = 0, 

womit die Grenzen des Gleichgewichts festgestellt sind. 

141. Ergal; Stabilität. Besitzen die Kräffe, welche auf den 

Punkthaufen M wirken, ein Ergal U, so ist 

(1) 2PSp = —SU. 

Das Ergal ist also in der Gleichgewichtslage unter den vorhandenen 

Bedingungen ein Maximum oder Minimum oder ein Maximum-mini-

mum, da die Bedingung 2PSp = 0 identisch wird mit 

(2) 6Ü= 0. 

Die Gleichgewichtsbedingung lässt sich dann einfach schreiben (indem 

man SU nach den freien Coordinaten auflöst) 

™ d U x ^ d ü Ä ^ , SU s n (3) - q ^ ^ + ^ S ^ . . . - = 0 , 

eine Form, die uns in dem obigen Beispiel ohne Reibung bereits ent-

gegengetreten ist. Sie zerfällt in die Einzelbedingungen 

... dU n dU dU 8U . 
(4) - g — = 0, — = 0, " 5 — = 0, . . . , = 0. 

d(fl Ö(p3 Ö(p3 Oflm-k 

Dabei kann U auch Geschwindigkeiten enthalten, weil im Falle des 

Gleichgewichts alle Null sind. 

B e i s p i e l , welches der Leser selbst bearbeiten möge: Ein schwerer Punkt 

(j. kann sich auf einer Eugel bewegen; an ihn ist mittels eines Fadens ein zweiter 

schwerer Punkt ja' geknüpft; wann sind beide im Gleichgewicht? 

Die Eigenschaft des Ergais liefert nun ein einfaches Kriterium 

für die Stabilität des Gleichgewichts. Ist nämlich U ein Maximum, 

und man ändert eine der freien Coordinaten, etwa <pa, um eine kleine 

Grösse dtpa, so erleidet U eine Aenderung J U„, welche negativ ist. 

Geht darauf <p„ wieder in seine alte Lage zurück, so ist die der 

Rückbewegung entsprechende Aenderung von U, welche durch — J U „ 

ausgedrückt wird, positiv. Da nun die Zunahme der Arbeit gleich 

der Abnahme des Ergais ist, so ist bei der Rückbewegung die Arbeit 
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negativ, d. h. die Rückbewegung erfolgt gegen den Sinn der auf fia 

wirkenden Resultante, m. a. W. diese Resultante hat nicht die Ten-
denz, die Rückbewegung einzuleiten, sondern die entgegengesetzte, 
d. h. das Gleichgewicht ist labil. 

Ist dagegen U in der Gleichgewichtslage von ¡xa ein Minimum, 
so ist bei demselben Process die Aenderung — 4 U a negativ; also die 
Arbeit der Kräfte bei der Rückbewegung positiv, d. h. das Gleich-
gewicht —iua ist stabil, wenn U durch die Lage von /.i„ zu einem 
Minimum gemacht wird. 

Dasselbe gilt für alle anderen Punkte; man übersehe nicht, dass 
ein gegebener Gleichgewichtszustand für einzelne Punkte des Haufens 
stabil sein kann, während er für andere labil ist. (Beispiel: zwei 
durch eine starre Linie verbundene schwere Punkte ¡i und /.i', von 
denen ¡x auf dem tiefsten Punkt einer Kugel aufliegt, während jtt' 
vertical ü b e r n ruht). Soll das Gleichgewicht für den ganzen Haufen 
schlechthin stabil sein, so muss U ein Minimum sein, derart, dass 
jede Verrückung eines Punktes von M den Werth von U ver-
grössert. *) 

Sind einzelne Punkte so gefesselt, dass J U für sie Null wird, so 
ist für sio das Gleichgewicht indifferent; sie können dann virtuell ver-
schoben werden, ohne das Gleichgewicht zu stören. 

142. Einführung des Reibungswinkels, a) Bei festen 
Curven . Es seien Absolutbedingungen vorhanden, vermöge deren 
einzelne Punkte ¡.i sich auf festen Curven bewegen müssen, an denen 
sie sich zugleich reiben. Dann giebt es Indifferenzbezirke, deren 
Grenzen, wie folgt, mit Einführung des Reibungswinkels ip festgestellt 
werden können. Es ist, wie bekannt, tangip„ = tja , wenn rja der 
Reibungscoefficient von ju„. Der Punkt fi0 ist, wenn er auf einer 
Curve gleiten soll, an zwei Absolutbedingungen gebunden; diese seien 
mit = 0 und 5*1/ = 0 bezeichnet, die zugehörigen X mit /.' und 
X". Wir setzen nun abkürzend 

*) Wir erinnern hier noch einmal daran, dass manche Autoren unter U nicht 
diejenige Function verstehen, deren n e g a t i v genommener Differentialquotient 

du nach x die Kraft X ist, sondern U durch die Gleichung + -g^- = X definiren. 

Dadurch kehrt sich natürlich in allen Beziehungen zwischen Ergal und Arbeit 
das Vorzeichen des Ergais um; bei den hier erwähnten Autoren ist also U ein 
Maximum, wenn das Gleichgewicht stabil ist. 
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(1) 

Q Y _l_ 3 9 P , . X , , J Qx - A 0 + A , - g — - + - A , - g — 

d<P" 

llständig zu dei 

durch die Subtraction der beiden letzten Glieder in Gl. (1 ) die Glieder 

— und A 
<JX„ 

sprechend sei 

Die Reihe der A-g^- ist dabei vollständig zu denken; es sollen also 

lurch die Subtraction 
öiP' d<P" 

— und A " - ^ — einfach aus der Gesammtreihe fortfallen. Ent 
ox„ dxa 

Q Y -f-A + 
+lkdya 1 dya 1 dya 

Dann sind Qx, Qv, Qt die drei Componenten der vollständigen Kraft, 
welche an ju„ wirkt, abgesehen von der Normalkraft und der Rei-
bung der Curve V = 0, f " = 0. Jene Totalkraft wird nun auf-
gehoben, wenn sie mit der Normalebene der Curve einen Winkel 
macht, der kleiner ist als der Reibungswinkel. Setzen wir also 
(vergl. 84, a) 

t _ 69*' diP" d*¥' d*P" _ dV 8>P" dV dlP" 
dy„ dz„ dza 8ya ' dza dx„ dx„ dz„ 

e r a r a r a r 
dx dy dy dx ' 

so muss an den Grenzen des Gleichgewichtsbezirkes sein 

lQx+mQv-j-nQt _ ± s i n ^ _ 

yi'+m^n'MQl^Ql + Ql r Vl+rjl 

wo sämmtliche Wurzeln positiv zu nehmen sind. Hat man y Punkte, 
die analogen Bedingungen unterliegen, so erhält man y analoge Glei-
chungspaare. Zwischen diesen und den übrigen 3 m—3 y Gleichungen 
eliminire man die ( k — 2 y ) übrigen A, so bleiben ( 3 m — y — k ) Glei-
chungen übrig; da jeder von den y absolut bedingten Punkten auf 
seiner Curve nur eine freie Coordinate hat, sind durch y Gleichungen 
auch y Punkte bestimmt; die ( 3 « i — y — k ) Gleichungen bestimmen 
also vollständig die Grenzen der Indifferenzbezirke. 

b) Auf F l ä c h e n . Ist analog der Punkt fi„ an eine feste Fläche 
gefesselt, deren Gleichung W = 0 ist, so setze man 
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und entsprechend in y und z. Dann muss die Kraft, deren Compo-
nenten Qx, Qy, Qz sind, mit der Normale der Fläche ¥*' = () einen 
Winkel machen, der kleiner ist, als der Reibungswinkel, d. h. es 
muss an der Grenze sein (vergl. (84) (b)) 

„ dW r i dW „ 3W 

Nach der Elimination der A bestimmen diese Gleichungen in Verbin-

dung mit den übrigen die Gleichgewichtsflächenbezirke. 

Besondere Fä l l e der Bewegung. 

143. Momentane Impulse. An dem Punkthaufen M seien zur 
Zeit Null Kräfte gegeben, die sehr gross aber von äusserst kurzer 
Dauer sind, so dass man annehmeu kann, während ihrer Wirkungs-
zeit x haben sämmtliche Punkte keine merkliche Ortsveränderung er-
litten. Dann kann man im d'Alembert'schen Princip jedes Glied mit 
dt multipliciren, erhält also 

(1) 22{*-ii^r)dt8x = 0, 

und kann hierin, indem man die Coordinaten jedes einzelnen Punktes 
als constant ansieht, von 0 bis x integriren. So findet man 

0 
ciic dx 

wo ^ 0 den Anfangswerth von bezeichnet und der Differential-
ausdruck vornhingesetzt ist, um keine Undeutlichkeit in der Schreib-
weise entstehen zu lassen. 

Bezeichnet man J Xdt abkürzend mit jr, j Ydt mit 1) u. s. w., 
o o 

so schreibt sich Gl. (2) mit Weglassung der Marke x 

Die Grössen je, t), g nennt man missbräuchlich „Momentankräfte"; wir 
wollen sie „ I m p u l s e " nennen. Gl. (3) zeigt, dass man den Einfluss 
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derselben auf die Bewegung des Punkthaufens bestimmen kann, wenn 
man sämmtliche f , t), j kennt, ohne sich dabe i um die Momen-
t a n w e r t h e zu k ü m m e r n , welche die K r ä f t e X, Y, Z zu irgend 
e ine r Ze i t t w ä h r e n d des I n t e r v a l l s T haben. Sind 

(4) f , = 0 , f 2 = 0 , . . ., «P* = 0 
die Bedingungen des Haufens, so lässt sich Gl. (3) gerade so be-
handeln, wie das d'Alembert'sche Princip selbst. Setzt man 

u ^ - r + X
 dV> 

(5) 

i 

so genügen diese Gleichungen dem Princip (3), wie man leicht findet, 
wenn man sie der Reihe nach mit dz,, Syl, ..., $zm multiplicirt und 
summirt. 

Zur Bestimmung der X hat man die Gleichungen 

(6) = 0 ^ = 0 ^ = 0 W dt U' dt U' ' • dt ' 
dx in denen nach der Ausführung der Differentiation für jedes , 

rfy j l z s c j n lYgj.^ a u s Qj einzuführen ist: man erhält dann 
dt dt v 

k lineare Gleichungen für die k Grössen A. Das Verfahren ist dem für 
dtp 

continuirliche Kräfte ganz analog, nur haben die Grössen Xn ~ " etc. 
OX$ 

hier nicht die Dimension „Kraft", sondern die Dimension „Impuls", 
welche „Kraft mal Zeit" ist. 

Ist der Punkthaufen, statt in dreiaxigen cartesischen, in allge-
meinen Coordinaten tp bestimmt, so hat man einfach die Gleichung 

( 7 ) = + 

mit dt zu multipliciren und von 0 bis t ZU integriren, indem man 
die in dein einzelnen System etwa vorkommenden Veränderlichen als 

constant nach der Zeit ansieht. Dann sind aber auch , , , 
o(p d(p dtp 
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x dt = ]i etc.; 

die Ausführung der Operation giebt also 

/Q, (ÖT\ (dT\ rz8T u „/ dx djf , dz\ 
( 8 ) w ) r w l ~ } rfcp d t = + 

fdT wobei in J -ß^dt die Veränderlichen als unabhängig von der Zeit 

zu behandeln sind. Sind je, j in diesem Falle die drei negativen 
Differentialquotienten nach x, y und z von ein und derselben Grösse, 
der „Impulsfunction" u, so kann man kürzer schreiben 

d<p )o J dq> d<p 

Sollen die Impulse im Gleichgewicht sein, d. h. sollen sie keine an-
gebbare Aenderung der Bewegungsmengen hervorbringen, so ist in 

(d%c d*c \ e t c - g ^ h Null zu setzen, 

bezw. in der integrirten Gleichung (9) jedes Eüminirt 

man dann die etwa vorhandenen A, so ist das übrig bleibende System 
von Gleichungen die Gleichgewichtsbedingung. 

Ueber die missbräuchliche Verwendung von „Momentankräften" 
zur Darstellung der Bewegungsmengen siehe § 94. 

144. Sehr kleine Schwingungen. Besitzt der Haufen M eine 
stabile Gleichgewichtslage A und entfernt man einzelne oder alle 
Punkte desselben sehr wenig aus derselben, so beschreibt jeder Punkt 
ju, wie aus 95. bekannt ist, eine einfach harmonische Schwingung um 
seinen Gleichgewichtsort. Die ganze Bewegung des Haufens resultirt 
also aus einfachen Schwingungen. Und zwar sind so viele Arten 
dieser Schwingungen möglich, als freie Coordinaten vorhanden sind, 
d. h. 3vi—k. An jedem Punkt superponiren sich sämmtliche vor-
handenen Schwingungen nach 95. Die Periode der einzelnen Schwin-
gung erfahrt man aus der Lagrange'schen Grundgleichung, indem man 
die qp von der Gleichgewichtslage aus rechnet, und ihre höheren Po-
tenzen vernachlässigt. 

145. Stationäre Bewegungen. Die Grösse 

(1) -^(Xx+Yy+Zz), 

in der X, Y, Z die Kräfte sind, und die Summirung sich über alle 
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Punkte des Haufens M erstreckt, nennen wir das Virial des Haufens. 
Sind die Bewegungen des Haufens stationär, so gilt für jeden seiner 
Punkte der Clausius'sche Satz 9 6 : „Das mittlere Virial ist gleich der 
mittleren lebendigen Kraft". Folglich gilt er (durch Summatioa) 
für den ganzen Haufen M; und er gilt hier, wie beim einzelnen Punkt 
auch für jede Coordinatenrichtung; es ist 

(2) 2Qtnv xy = u. s. w. 

Besteht der Haufen aus einer sehr grossen Zahl von Punkten, die 
sich ungeordnet durcheinander bewegen, so dass das Vorkommen der 
verschiedenen Kräfte und Geschwindigkeiten in ihm den Gesetzen der 
Wahrscheinlichkeitsrechnung unterliegt, so treten die Kräfte und Ge-
schwindigkeiten, welche während des grossen Intervalls von t = 0 bis 
t=T den einzelnen Punkt fta nacheinander ergreifen, gleichzeitig 
zur Zeit t an den verschiedenen Punkten des Haufens auf. Der 
temporäre Durchschnittswerth des Virials und der lebendigen Kraft 
für den ganzen Haufen zu irgend einer Zeit t ist also dann gleich-
zeitig der Mittelwerth derselben Grössen für eine längere Periode T; 
d. h. der Virialsatz gilt nicht bloss für den zeitlichen Mittelwerth des 
Virials und der lebendigen Kraft, sondern für deren Gesammtwerth 
in jedem Augenblick; es ist jederzeit das Virial des ganzen Haufens 
gleich der lebendigen Kraft desselben. 

Die lebendige Kraft ist eine Grösse, welche von der Wahl des 
Coordinatenanfangs unabhängig ist. Also muss das mittlere Virial 
die gleiche Eigenschaft haben. Verschieben wir nun den Anfangs-
punkt der Coordinaten irgendwie, so wird im allgemeinen an 
die Stelle von x, y'+rj an die Stelle von y und 2 f + £ an die von 
z treten. Der Ausdruck für das Virial nimmt dann, da die Kräfte 
durch blosse Coordinatenverschiebung nicht geändert werden, in x die 
Form an 

und es muss nach wie vor —%2Xx' gleich der lebendigen Kraft in 
x sein. Also ist eine stationäre Bewegung nur möglich, wenn 

(3) i X = 0, ebenso ¿ 7 = 0 , 2 Z = 0 

ist. Diese Gleichungen sind offenbar identisch erfüllt, wenn die Kräfte, 
welche auf die Punkte des Haufens wirken, dem Princip der Gleich-
heit von Action und Reaction unterliegen, und wenn alle Punkte, die 
bei Ausübung dieser Kräfte in Frage kommen, mit zum Haufen M 
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gerechnet werden. Ist das aber nicht der Fall, so stellen die Glei-
chungen (3) besondere Bedingungen dar, die erfüllt'sein müssen, wenn 
der Haufen stationär bleiben soll. 

Das Virial ist für die beiden wichtigsten in der Natur vorkommenden Fälle 
leicht herzus te l len : 

1) Die Kräfte , welchc auf die Punkte des Haufens wirken, seien gegenseitige 
(positive oder negative) Anziehungen derse lben , die nach irgend einem Gesetz 
von der Ent fe rnung abhängen. Sind f* und (t' i rgend zwei Punkte des Haufens, 
ist r ihre Entfernung, so sei / ( r ) die Abstossung, welche fj.' von p erleidet. Die 
drei Componenten derselben sind dann 

. y' — y „ , i ' — z 
/ M — — , / ( ' l 1 - 1 , / C O — - , r r r 

und die Componenten der Abstossung, die p erleidet, sind 

/ M ^ , / w l = * , 

Also ist fü r beide Punk te 

. ( X— x' x' X ,1 „ . (x — x') J 

Xx+Xx' = / ( r ) — - — X H r — x | = /(»") ——-——, 

Z i K r + x x ' ) = / W y + c r - y y + c - Q ' = r / ( r ) . 

Folglich ist das ganze Virial des Haufens, welches aus der Summirung von lauter 
derartigen Posten ents teht 

- i 2 ( X x + Yy + Zz) = - | 2 r / ( r ) 

wo in der Summe rechts alle im Haufen vorkommenden r einzusetzen sind. 
2) Der Punkthaufen sei eingeschlossen in ein Ge-

fäss, dessen Innenfläche mit F bezeichnet werde. Jedes F ig . 52. 
Element dF dieser Innenfläche drücke auf die einge-
schlossene Hasse mit einer Kraf t , welche die Grösse 
pdF ha t , wo p eine Constante, und welche die Rich-
tung der einwärts gerichteten Normale von dF besitzt. 
Das Virial dieser Kräf te pdF soll bestimmt werden. 

Wi r legen den Coordinatenanfang irgendwie in 
das Innere des Gefässes. Die Kraf t pdF hat die Rich-
tung der nach innen gerechneten Normale N; sie zer-
fällt also in die drei Componenten 

^ 

Folglich ist das Virial, da die Summe rechts zum Integral wird 

Yy+z*) = -ipf(*-£r+s 

Nennen wir R den Abstand des Elements dF vom Coordinatenanfang, so ist 

p dR _ dx_ dy_ dz 
dN ~X d N + y dN+Z dN' 
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also 
Yy+Zz) = - i p j n ^ r d F . 

dR 
Nun ist aber — ^ der Cosinus des Winkels (ß,N), also ist, wenn man vom dN 
Coordinatenanfang eine Elementarpyramide durch den Rand des Elements dF 
legt, der Inhalt dieser Elementarpyramide, den wir mit dK bezeichnen wollen 

dK = —idF.Reos(B, N) = — d F -

Also ist das gesuchte Yirial 

| pjdK 

d. i. 
I PK, 

wenn K das Yolumen des Gefasses bezeichnet. 

146. Geometrische Verwandtschaften. Man erhält besonders specialisirte 
Probleme, wenn man den untersuchten Gebilden geometrische Verwandtschafts-
bedingungen vorschreibt, also z. B. wenn man die Bewegung eines Punkthaufens 
untersucht, der sich selbst immer affin bleibt, oder wenn man zwei Punkthaufen 
untersucht, die zu einander während der Bewegung projectivisch bleiben. Der-
artige Aufgaben können grosses geometrisches Interesse haben; der Raum ver-
bietet uns aber, hier auf sie einzugehen. Wir erwähnen nur einen von Newton 
herrührenden Satz, der vielfache Verwendung finden kann. Er lautet: 

Wenn zwei Gebilde einander ähnlich sind nach dem Aehnlichkeitsverhältniss 
a, wenn ihre homologen Punkte Massen vom Verhältniss ß besitzen, wenn an 
den homologen Punkten Kräfte von ähnlicher Richtung wirken, deren Intensitäts-
verhältniss constant gleich y ist, wenn sie ferner von homologen Stellungen mit 

ähnlich gerichteten Geschwindigkeiten ausgehen, deren Verhältniss ist, so 

führen sie ähnliche Bewegungen in Zeiten aus, deren Verhältniss j / - y - i s t ' ( l a s 

Geschwindigkeitsverhältniss bleibt dabei stets 

Beweis . Die Coordinaten, Massen, Zeiten etc. für die Punkte des ersten 
Gebildes seien mit lateinischen, die für das zweite mit griechischen Buchstaben 
bezeichnet. Die Bewegungsgleichungen des ersten Systems können wir dann 
schreiben 

(1) 

0 

wenn Lj = 0, i 2 = 0 etc. die Bedingungsgleichungen sind. 
Die des zweiten Systems sind entsprechend 
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(2) 

. [ ( . - ^ j M + i H - ^ V t z - , « ) « ] - , 

9Ai 
dr, 

Die Bedingungsgleichungen des zweiten Systems können sich von denen des 
ersten nur dadurch unterscheiden, dass t„ £ in jenen amal grösser ist, als in 

diesen; folglich ist der Form nach identisch mit u. s. w. Es ist nun 

| = ax, ja = ßm, H = ~[X, 

und wir nehmen willkürlich an, dass für das zweite Gebilde die Zeiteinheit emal 

grösser gerechnet werde, als für das erste. Dann ist auch dz in Gl. (2) emal 

grösser, als dt in Gl. (1). Wir können also dann die Bewegungsgleichung des 

zweiten Systems schreiben 

(3) 

Setzt man hier i = —ir, so wird daraus, indem y oder — a l s gemeinschaft-
1 s £ 

licher Factor vor die Summe tritt 

0. 

d% £ dhi dK <Px d2y d2z 
Also verhält sich dann _ : : = d. h. die Bewegun-

gen beider Systeme sind ähnlich, wenn die Anfangsbedingungen ähnlich sind. 
aß 

Die Bedingung hierfür war y = — o d e r 

J ® . T 

d. h. ist das Verhältniss der homologen Zeiträume. Die homologen Ge-

, , . , . , • . Länge Länge , . . a 
schwindigkeiten verhalten sich dabei wie ~ ^ i f t T : ~Zei t ' W ' 6 s ' 

wie 1 : 1 D i e Anfangsgeschwindigkeiten müssen demnach auch das Ver-

hältniss 

• = V 1 

haben, wenn die Anfangsbedingungen ähnlich sein sollen. Die impliciten Nor-
malkräfte werden, wo die Kräfte selbst, für das zweite System ymal so gross 
wie für das erste, indem die X entsprechende Werthe annehmen. 

Man kann den Newton'schen Satz u. A. benutzen, um zu beurtheilen, wie 
eine Maschine arbeiten wird, wenn die Arbeitsweise eines Modells derselben be-
kannt ist. Die Maschine wird nach allen Dimensionen amal grösser sein, als das 
Modell. Dann ist das Verhältniss der Massen a\ das der Schwerkräfte also auch 

B u d d e , Mechanik. I . 2 7 
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a 3 ; also müssen auch die übrigen Kräfte das Verhältniss a 3 haben. Dann ist 

= Vä, a = Va und das Verhältniss der Arbeiten a4 . Der Luftwider-
a» ' 

stand ist proportional den Flächen a2 und dem Quadrat der Geschwindigkeiten a, 
also hat er das "Verhältniss a3. Die gleitende Reibung ist proportional dem 
Druck,, also a3 , die wälzende Reibung aber, welche dem Druck proportional und 
dem Durchmesser der wälzenden Theile umgekehrt proportional angenommen 
wird, hat die Verhältnisszahl a 2 , stellt sich demnach in der Maschine günstiger 
als im Modell. Ist in der Maschine die Schwere durch passende Vertheilung der 
Lasten aufgehoben, so wirken die Schwerkräfte nur indirect durch die Reibung. 
Der Leser berechne selbst, welches das Verhältniss der Kräfte sein muss, wenn 
man dann für die Geschwindigkeiten willkürlich das Verhältniss rj annimmt. Ein-
zelne Aufgaben über Bewegungsverhältnisse lassen sich leicht mit Hülfe des 
Newton'schen Satzes lösen. Z. B. 

Zwei ähnliche Körper vom Dimensionsverhältniss 1:1' sind an homologen 
Punkten aufgehängt und schwingen als Pendel unter dem Einfluss der Schwere. 
Welches ist das Verhältniss ihrer Perioden? Es ist für sie 

_ V m' __ l't _ m' 
a l ' m t3 ' ^ m ' 

also e = j / ^ " ^ ] / " ! " <*as Verhältniss der homologen Zeiten, d. i. der 

Perioden. 

Zwei Fäden von den Längen l, l' und den Massen m, m sind durch zwei 
Gewichte P, P gespannt. Welches ist das Verhältniss ihrer Schwingungszeiten? 

„ m' P , -ill' m' P 
Es ist a = -j- , ß = - , r = ~ / r ^ l s o e = J / T - 1 > T . 

Zwei Planeten von den Massen m und m' bewegen sich in ähnlichen Bahnen 
um zwei Centraikörper von den Massen M und M'; homologe Dimensionen der 
Bahn seien r und r ' , die Umlaufszeiten T und T' ; wie verhält sich M zu M''i 

r' „ m' T' , 
Es ist a = — , ß == — , £ = 7 P " . also 

l / l . Z l . . 
' Y r ~T . T 

_ J 2 »•' 
r — j n — 

ist das Verhältniss der Centraikräfte. 
Nun ist 

M'm' r2 

T == ~mr' z 2" ' 
woraus 

M' _ r'3 T-
~M~ r3T" 

woraus, wenn man M — M' setzt, sich das dritte Kepler'sche Gesetz ergiebt. 
Einen ähnlichen Satz hat v. Helmholtz speciell für Flüssigkeiten in seiner 

Abhandlung über die Lenkung des Luftballons (Monatsberichte der berl. Academie, 
1873 p. 501) aufgestellt und angewendet. 
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