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1  Einleitung

Mit der sogenannten Energiewende ist fiir Politik, Industrie und Wissenschaft die
Stromerzeugung aus erneuerbaren Energien zum zentralen Thema geworden. Die Fra-
ge nach geeigneten Speichertechnologien ist dabei eine der gréfsten Herausforderungen.
In der Automobilindustrie haben Batterien eine vielversprechende Zukunft — aufgrund
ihrer vergleichsweise hohen Energiedichte vor allem die Lithium-Ionen-Batterie. Aller-
dings weist diese momentan noch den nicht unerheblichen Nachteil auf, dass sich die
Speicherkapazitéit durch sogenannte Alterungsvorgénge verringert.

Einer moglichst optimalen Ausnutzung der in der Batterie gespeicherten Energie kommt
also eine grofe Bedeutung zu. Die Batterieeffizienz zu erhéhen und zudem einen siche-
ren Betrieb zu gewéhrleisten erfordert hochentwickelte Diagnosesysteme. Ein wichti-
ger Baustein hierbei ist die automatische Identifikation des physikalisch motivierten
Alterungszustands. Diese ermoglicht neben einer hohen Batterieeffizienz bei zugleich
sicherem Betrieb eine bessere Prozessiiberwachung bei der Zellherstellung und hilft bei
der Weiterentwicklung von Zellmaterialien.

Bisher géngige Ansétze zur Alterungsbestimmung bilden eine Summe von physika-
lischen Alterungsprozessen mit jeweils unterschiedlichem Alterungsverhalten in einer
einzigen Mafzahl ab, beispielsweise als aktuell verfiighare Ladungsmenge oder als Zy-
klenzahl. Solche globalen Gréfen haben jedoch nur eine geringe Aussagekraft, da ein-
zelne Prozesse nicht separat untersucht werden koénnen.

In dieser Arbeit werden die verschiedenen Batterieprozesse hingegen in einem physika-
lischen Modell separat abgebildet und dessen Parameter modellbasiert im Zeitbereich
identifiziert. Anders als bei signalbasierten Methoden wie der Electrical Impedance
Spectroscopy! (EIS) lassen sich die Parameter durch die Modellannahme automatisch
im Zeitbereich wihrend der Identifikation bestimmen. Somit kann die in den Material-
wissenschaften etablierte, sogenannte Distribution of Relaxation Times? (DRT) auto-
matisch berechnet und dadurch das Alterungsverhalten physikalisch interpretiert wer-
den. Je nach Anwendungsszenario sind die Verfahren in der Lage, im laufenden Betrieb
eingesetzt zu werden.

Zur Beschreibung der Batterie werden in der Literatur mit absteigender Detaillierung
folgende Modellformen eingesetzt:

1
2

engl. fiir elektrische Impedanzspektroskopie
engl. fiir Verteilungsfunktion der Relaxationszeiten
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Mikromodelle sind feingranulare 3-D-Modelle. Sie werden mit einem Rasterelektro-
nenmikroskop aufgenommen, beschreiben die Reaktionskinetik und zeichnen sich durch
eine sehr hohe Genauigkeit aus [EJCIT11]. Sie sind aufgrund ihrer hohen Komplexitét
physikalisch exakt.

Mesomodelle beinhalten die wesentlichen Diffusionsprozesse und den Ladungstrans-
fer an den Grenzschichten. Von Vorteil ist, dass sie intrinsisch physikalisch interpre-
tierbar sind, aber trotzdem eine vergleichsweise geringe strukturelle Komplexitit auf-
weisen. Eine Gruppe dieser Modelle lasst sich als Elektrisches Ersatzschaltbild (ESB)
darstellen.

Makromodelle arbeiten mit konzentrierten Parametern in Form von einfachen ESBs.
Positiv zu bewerten ist die einfache Handhabung, da bereits zahlreiche Identifikations-
methoden existieren. Zu bedenken ist allerdings, dass sie physikalisch nicht interpre-
tierbar und relativ ungenau sind.

In den meisten wissenschaftlichen Arbeiten zur modellbasierten Batterieidentifikation
werden Makromodelle in Form von gewohnlichen Impedanzen betrachtet. Sie ergeben
sich durch Approximation der Mesomodelle. Die Identifikation der Modellparameter
erfolgt mit Standardverfahren aus der Regelungstechnik, wie etwa die Least-Squares®
(LS)-Schétzung und das Kalman Filter.

In der vorliegenden Arbeit spielen Makromodelle keine Rolle, da sie nicht physikalisch
motiviert sind und daher keine physikalische Interpretation der Alterung erlauben.
Die Mikromodelle sind fiir den Online-Einsatz aufgrund ihrer Komplexitit und den
entsprechend hohen Anforderungen an die Rechenleistung ungeeignet. Stattdessen fin-
den in dieser Arbeit Mesomodelle Anwendung, da sie die positiven komplementéren
Eigenschaften von Mikro- und Makromodellen vereinen und bei iiberschaubarer struk-
tureller Komplexitéit physikalisch interpretierbar sind. Die konkrete Modellform ist ein
fraktionales Impedanzmodell, das sich in die einzelnen Batterieprozesse wie den La-
dungstransfer, die Diffusion und die Solid Electrolyte Interphase (SEI) separieren lasst.
Verdndert ein Degradierungsmechanismus, wie z.B. die Zunahme der SEI, nun die Im-
pedanz, so lasst sich das Alterungsverhalten der SEI genau analysieren. Durch dieses
Wissen kénnen dann neue Entwurfsverfahren fiir die Batterie entwickelt werden, welche
das Anwachsen der SEI verkleinern. Da die Verfahren in der Lage sind, auch im lau-
fenden Betrieb eingesetzt zu werden, kann die Analyse auch online erfolgen. Dadurch
liefse sich beispielsweise die Effizienz der Batterie eines Elektrofahrzeugs erhéhen.

Der erste fundamentale Beitrag dieser Arbeit in Kapitel 4 besteht in der Auto-
matisierung der physikalischen Alterungsbestimmung durch den Entwurf zweier mo-
dellbasierter Methoden zur automatischen Identifikation fraktionaler Systeme im Zeit-
bereich:

3 engl. fiir kleinste Quadrate
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e Methode der Modulationsfunktionen fiir fraktionale Systeme

e Algebraisches Verfahren fiir fraktionale Systeme

Die Methode der Modulationsfunktionen hat sich schon fiir gew6hnliche Systeme be-
wahrt und wird hier erstmalig gesamtheitlich fiir fraktionale Systeme entwickelt. Die Ei-
genschaften des Verfahrens werden durch die sogenannte ®-Transformation bestimmt.
Diese basiert auf einer Modulationsfunktion, die gewisse Bedingungen erfiillen muss
und zunéchst heuristisch ermittelt wird.

Allerdings miissen einige Modellparameter, die sogenannten fraktionalen Ableitungs-
ordnungen, vorab bekannt sein, was einen Nachteil des Modulationsfunktionsverfahrens
darstellt. Aus diesem Grund wird ein algebraisches Identifikationsverfahren hergelei-
tet, welches in der Lage ist, die Ableitungsordnungen zu identifizieren. Das Verfahren
basiert auf einer algebraischen Darstellung des fraktionalen Systems, in welcher die
Ableitungsordnungen als gewGhnliche Parameter vorkommen.

Um die Verfahren an realen Zellen einer Batterie testen zu kénnen, wurde im Rahmen
dieser Arbeit eine Labortestumgebung mit einem Batteriemessstand aufgebaut. Da in
dieser Arbeit die Methodik im Vordergrund steht, wurden keine umfangreichen Studien
durchgefiihrt. Die Messergebnisse liefern jedoch klare Hinweise darauf, dass die Identi-
fikation mit dem Modulationsfunktionsverfahren auch im realen Einsatz im Fahrzeug
funktionieren kann.

Beide Verfahren grenzen sich ab von der unter nahezu rauschfreien Bedingungen im
Labor durchgefiihrten EIS, die in den Materialwissenschaften zum Handwerkszeug zur
Bestimmung des Impedanzspektrums der Batterie gehort. Da die EIS signalbasiert im
Frequenzbereich ablduft, hat sie den Vorteil, dass sie keine Modellannahme benétigt.
In vielen Féllen ergeben sich jedoch lange Wartezeiten. Nach Aufnahme des Spek-
trums wird die DRT in einem Zwischenschritt durch manuelles Eingreifen aus dem
Spektrum berechnet und die Alterungsanalyse unter Annahme einer bestimmten Mo-
dellstruktur durchgefiihrt. Aufgrund dieses spét eingebrachten Modellwissens kann die
Identifikation nicht automatisch ablaufen und ist daher in vielen Féllen aufwendig in
der Umsetzung.

Falls ein Modell vorliegt, ldsst sich also mit den Methoden dieser Arbeit die DRT-
Identifikation von manuelle auf automatische Schritte iibertragen. Soll jedoch die DRT
beispielsweise zur Modellierung eingesetzt werden, dann sind diese Methoden keine
Alternative zum Vorgehen mit der EIS.

Problematisch bei der Modulationsfunktionsmethode sind die entwickelten Heuristiken
zum Finden einer passenden Modulationsfunktion. Deshalb besteht der zweite fun-
damentale Beitrag dieser Arbeit darin, die Methode der Modulationsfunktionen fiir
fraktionale Systeme durch eine methodische Bestimmung einer speziellen Modulations-
funktion erstmalig theoretisch weiterzuentwickeln. Dies ist in den Kapiteln 6 bis 8
dargestellt.



4 1 Einleitung

Mit der modellbasierten Modulationsfunktion kénnen die Alterungsparameter getrennt
voneinander ohne Heuristik identifiziert werden. Das Verfahren basiert auf einem de-
finierten Ersatzsystem in Form einer zeitvarianten fraktionalen Zustandsraumdarstel-
lung. Die Zustandsgrofien des Ersatzsystems werden dabei so gewahlt, dass die Vorgabe
bestimmter Endwerte einhergeht mit der Erfiillung der Bedingungen fiir die Modulati-
onsfunktion. Um die Endwerte einstellen zu konnen, wird eine Steuerfunktion fiir das
fraktionale System bendotigt.

Allerdings hat sich gezeigt, dass die zeitvarianten fraktionalen Zustandsraumsysteme im
Gegensatz zum zeitinvarianten Fall weitgehend unerforscht sind. Losgel6st von der frak-
tionalen Identifikation beinhaltet daher ein grofser Teil dieser Arbeit die Erweiterung
der fraktionalen Systemtheorie in Kapitel 7. Hierbei wird der Weg von der analyti-
schen Losung der zeitvarianten fraktionalen Zustandsgleichung iiber die Systemanalyse
bis hin zur Steuerungssynthese erstmalig beschritten.

Die Definition eines fraktionalen Zustands aus dieser Arbeit unterscheidet sich grund-
legend von der des gewdhnlichen Zustands nach KALMAN, da er von seiner kompletten
Vergangenheit abhéngig ist. Dieser fraktionale Zustand erfiillt die zeitvariante fraktio-
nale Zustandsgleichung. Die analytische Losung dieser Gleichung bildet die Grundlage
fiir die Systemanalyse und die Steuerungssynthese und wird daher in der Arbeit her-
geleitet. Die Losung basiert auf einer entsprechend neu definierten R-Matrixfunktion,
welche in gewisser Weise eine Erweiterung der fraktionalen Matrixexponentialfunkti-
on darstellt. Die in diesem Zusammenhang von den gewohnlichen Systemen bekannte
Bezeichnung Transitionsmatrix muss hierbei vermieden werden, da die Transitions-
eigenschaft aufgrund der Tatsache, dass ein fraktionaler Zustand laut Definition ein
unendliches Gedéchtnis besitzt, ausgeschlossen ist.

Fiir den fraktionalen Zustand wird, basierend auf der Zustandslosung, eine fraktionale
Definition der urspriinglich von KALMAN fiir gewShnliche Systeme definierten Begriffe
der Steuerbarkeit und Erreichbarkeit eingefiihrt und ein Kriterium zur Uberpriifung
dieser Eigenschaften vorgestellt. In diesem Zusammenhang ergibt sich eine fraktiona-
le Gram’sche Matrix. Ebenfalls unter Zuhilfenahme der analytischen Zustandslésung
erhélt man eine Steuerung fiir das fraktionale System, die ein modifiziertes energieop-
timales Giitemafl minimiert und die fraktionalen Anfangsbedingungen und Endwerte
beriicksichtigt.

Mit diesem Stellsignal 1dsst sich schlieflich die Modulationsfunktion steuerungsbasiert
ermitteln. Ob das Ersatzsystem iiberhaupt vollstdndig steuerbar ist, wird mit dem
hergeleiteten Steuerbarkeitskriterium tiberpriift.

Zum Einstieg in die Thematik werden zunéchst in Kapitel 2 die wichtigsten State-
of-the-Art*-Verfahren zur Alterungsbestimmung der Batterie im Betrieb vorgestellt.
Auferdem erfolgt die Einfiihrung der fraktionalen Impedanz und es wird gezeigt, mit
welchen Methoden diese bisher identifiziert wurde. AnschlieRend wird die Forschungs-
liicke erortert, die diese Arbeit zu schliefen beabsichtigt. In Kapitel 3 wird eine kurze
Einfiihrung in die Grundlagen der bekannten fraktionalen Analysis gegeben. Dies ist

4 engl. fiir Stand der Technik
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notwendig, da in dieser Arbeit modifizierte Definitionen fraktionaler Operatoren einge-
fiihrt werden. Darauf aufbauend werden fraktionale Zeitbereichsmodelle definiert und
das zu identifizierende Batteriemodell vorgestellt. Die fraktionale Methode der Modu-
lationsfunktionen steht im Fokus von Kapitel 4. Hierfiir wird eine neue Integraltrans-
formation eingefiihrt, welche auf einer Modulationsfunktion mit bestimmten Eigen-
schaften beruht. Basierend auf dieser Transformation wird die fraktionale Methode der
Modulationsfunktionen hergeleitet. Das Verfahren kann zwar die Koeflizienten, nicht
aber die fraktionalen Ableitungsordnungen der fraktionalen Impedanz identifizieren.
Daher wird aufserdem eine algebraische Methode prasentiert, die genau dies ermog-
licht. Das Kapitel 5 ist der Anwendung gewidmet, indem die Ergebnisse einer realen
Batterieidentifikation mit dem Modulationsfunktionsverfahren prasentiert werden. Au-
Kerdem wird durch Simulation gezeigt, dass sowohl das Modulationsfunktionsverfahren
als auch das algebraische Verfahren zur Batterieidentifikation eingesetzt werden kon-
nen. Nach dem Anwendungskapitel folgt im zweiten Teil dieser Arbeit die theoretische
Herleitung einer neuen Methode, welche die Heuristiken des Modulationsfunktionsver-
fahrens vermeidet. Hierfiir wird in Kapitel 6 gezeigt, wie die Modulationsfunktion
mit Hilfe eines Ersatzsystems modellbasiert gefunden werden kann. Auferdem wird
erortert, wie sich mit dieser Modulationsfunktion einzelne Parameter separat identifi-
zieren lassen. Fiir den Ansatz sind allerdings neue systemtheoretische Erkenntnisse fiir
fraktionale Systeme notwendig, die in Kapitel 7 hergeleitet werden. Anschliefend ist
es dann in Kapitel 8 moglich, die Realisierbarkeit des methodischen Verfahrens zu
iiberpriifen. Eine Zusammenfassung in Kapitel 9 beleuchtet noch einmal die zentralen
Aussagen dieser Arbeit.

Die Arbeit ist entstanden aus dem von der deutschen Forschungsgesellschaft geférderten
Projekt Identifikation von Lithium Zellen mit physikalisch interpretierbaren Modellen
im Fahrzeugbetrieb.?

ot

Die Projektnummer lautet HO 4738/1-1 und die Antragsteller sind Prof. Dr.-Ing. Séren Hohmann
vom Institut fiir Regelungs- und Steuerungssysteme (IRS) am KIT und Prof. Dr.-Ing. Ellen Ivers-
Tiffée vom Institut fiir Angewandte Materialien — Werkstoffe der Elektrotechnik (IAM-WET) am
KIT, 2014






2  Verfahren zur Alterungsbestimmung

Ziel dieser Arbeit ist die Entwicklung von modellbasierten, automatischen Identifi-
kationsverfahren im Zeitbereich, mit denen sich der Alterungszustand einer Lithium-
Ionen-Zelle physikalisch motiviert feststellen lasst. Zur Untersuchung der Alterung sind
hauptséchlich zwei Modellformen verbreitet, die in Abbildung 2.1 links dargestellt sind:
physikalisch motivierte fraktionale Impedanzmodelle und phénomenologische Modelle
in Form von Mafszahlen. Losgelost davon sind signalbasierte Analyseverfahren ohne
detaillierte Modellbeschreibung. Die Mafzahlen fusionieren eine Summe von verschie-

Modellform Identifikation | Ergebnis
| |
| |
S I . l .
< o | nicht- | Diskretes
=3 I .
o w parametrisch w Spektrum
n O | |
: : DRT
| |
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= early-
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g
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direkt/
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Abbildung 2.1: Uberblick iiber die verschiedenen Modelle und Identifikationsarten, die zur Alte-
rungsbestimmung eingesetzt werden. Die Blécke mit den durchgezogenen Randern
sind hierbei State-of-the-Art, die gestrichelten Blécke werden erstmalig in dieser
Arbeit behandelt.

denen Alterungsprozessen in einer einzigen Grofse. Durch diese Aggregation lassen sich
die einzelnen Phénomene und ihr Einfluss auf die Alterung jedoch nicht mehr separat
betrachten, wodurch die detaillierte Analyse und die Ableitung gezielter Synthesever-
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fahren erschwert wird. Sie kénnen entweder direkt, beispielsweise durch Fuzzy-Logik,
bestimmt werden, oder indirekt durch Prognosemodelle, die sich offline bestimmen las-
sen und dann im Betrieb mitgefiithrt werden. Mit den Mafzahlen l&sst sich dann der
sogenannte State of Health® (SoH) im laufenden Betrieb berechnen.

Die fraktionale Impedanz hingegen bildet die Alterungsprozesse getrennt voneinan-
der ab und ist intrinsisch physikalisch motiviert. Zu ihrer Identifikation werden drei
grundsétzlich verschiedene Herangehensweisen betrachtet, die in Definition 2.1 zusam-
mengefasst sind. Die Identifikationsarten sind in der mittleren Spalte in Abbildung 2.1
dargestellt.

Definition 2.1 (Klassifikation von Identifikationsverfahren fiir die frak-
tionale Impedanz)

e Parametrische late-lumping Identifikation: Modellbasierte,
automatische Zeitbereichsidentifikation der Parameter des fraktio-
nalen Modells ohne jegliche Approximation. Je nach Anforderung
in der Lage, wihrend des Betriebs mit wenig Implementierungsauf-
wand eingesetzt zu werden.

e Parametrische early-lumping Identifikation: Modellbasierte,
automatische Zeitbereichsidentifikation der Parameter eines Mo-
dells, welches die fraktionale Impedanz approximiert. Je nach An-
forderung in der Lage, wihrend des Betriebs eingesetzt zu werden.

e Nichtparametrische Identifikation: Signalbasierte Aufnahme
des Frequenzspektrums fiir diskrete Frequenzen in einem bestimm-
ten Frequenzbereich mit der EIS und ohne Modellannahme.

In der werkstofforientierten Batterieforschung gehort die nichtparametrische Identifi-
kation mit der Electrical Impedance Spectroscopy” (EIS) zum Handwerkszeug [OT11].
AnschlieRend erfolgt manuell eine numerische Umrechnung des Impedanzspektrums in
die Distribution of Relaxation Times® (DRT) [MB87, S.34-42|. Basierend auf der An-
nahme einer bestimmten Modellstruktur lassen sich die Batterieprozesse in der DRT-
Darstellung besser analysieren. Durch dieses signalbasierte Vorgehen wird das Modell-
wissen also erst spét eingebracht, was dazu fiihrt, dass die Identifikation nicht automa-
tisch ablaufen kann. Da aufgrund der signalbasierten EIS zudem in vielen Féllen lange
Messzeiten entstehen, eignen sich diese Verfahren vornehmlich fiir den Laborbereich.

Das beschriebene nichtparametrische Vorgehen wurde vom Institut fir Angewandte
Materialien — Werkstoffe der Elektrotechnik (IAM-WET) am KIT zunéchst fiir Brenn-
stoffzellen angewendet [SMV 02| und dann auf Batterien tibertragen [ICE* 10| u.v.a..
Fiihrend in der werkstofforientierten Batterieforschung sind in Deutschland neben dem
TAM-WET folgende Einrichtungen:

6

7
8

engl. fiir Gesundheitszustand
engl. fiir elektrische Impedanzspektroskopie
engl. fiir Verteilungsfunktion der Relazationszeiten
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e Miinster Electrochemical Energy Technology (MEET)

o Zentrum fiir Sonnenenergie- und Wasserstoff-Forschung Baden- Wiirttemberg
(ZSW)

o Fraunhofer-Institut fiir Chemische Technologie (ICT) in Pfinztal

o Lehrstuhl fiir Elektrische Energiespeichertechnik an der Technischen Universitéit
Miinchen

e Lehrstuhl fir Elektrochemische Energiewandlung und Speichersystemtechnik an
der RWTH Aachen

o [Institut fiir Angewandte Materialien (IAM) am KIT

Die beiden parametrischen Verfahren sind modellbasiert, unterscheiden sich jedoch in
der Modellform. Die early-lumping Methode, die in der anwendungsorientierten Batte-
rieforschung weit verbreitet ist, approximiert die fraktionale Impedanz und kann dann
Standardverfahren zur Identifikation anwenden. Diese Vereinfachung geht jedoch einher
mit dem Verlust der physikalischen Interpretierbarkeit. Daher kann mit den identifi-
zierten Parametern nur noch der phanomenologische SoH berechnet werden.

Der grofte Vorteil der parametrischen late-lumping Verfahren ist, dass sie physikalisch
interpretierbar sind, da sie génzlich ohne Approximation des fraktionalen Modells aus-
kommen. Die Vermeidung von N&aherungen reduziert auflerdem in vielen Féllen den
Implementierungsaufwand. Durch die Nutzung des Modellwissens werden die fraktio-
nalen Parameter wihrend der Identifikation automatisch bestimmt. Da ein analytischer
Zusammenhang besteht, ldsst sich die DRT mit diesen Parametern ohne manuelles
Eingreifen direkt berechnen. Aufgrund der beschriebenen Eigenschaften erfiillen die
Methoden wichtige Voraussetzungen um im laufenden Betrieb eingesetzt zu werden.
Anhand dieses Kapitels wird sichtbar, dass es unter den late-lumping Verfahren bisher
nur erste Ansétze gibt, die im Batteriebereich keine Verwendung finden.

In diesem Kapitel wird zunéchst das Funktionsprinzip einer Lithium-Ionen-Zelle er-
klart und auf ihre Alterungsmechanismen eingegangen. Dann folgt die Bestimmung des
SoH auf Basis phanomenologischer Grofen. Der anschlietende Abschnitt widmet sich
der Batterieimpedanz. Hierbei wird das Impedanzspektrum vorgestellt und die frak-
tionale Beschreibungsform hergeleitet. Der analytische Zusammenhang zwischen den
Impedanzparametern und der DRT ist ebenso Thema. Der letzte Abschnitt stellt den
State-of-the-Art der parametrischen und nichtparametrischen Verfahren dar. Hierbei
wird insbesondere herausgearbeitet, dass es zwar zahlreiche early-lumping und nicht-
parametrische Verfahren gibt, die late-lumping Methoden bisher jedoch weitgehend
unerforscht sind.

2.1 Lithium-Ionen-Zelle

Eine Lithium-Ionen-Zelle ist ein galvanisches Element, mit welchem sich gespeicherte
chemische Energie durch Oxidation und anschlieffende Reduktion in elektrische Energie
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umwandeln ldsst. Da die Zelle als elektro-chemischer Wandler funktioniert, lasst sich
der chemische Speicher wieder auffiillen. Daher wird die Zelle auch als Sekundérspeicher
bezeichnet. Der grofste Vorteil dieser Batterietechnologie besteht darin, dass sie eine
sehr hohe spezifische Energiedichte besitzt [LR95, S.32-34]. Dies geht allerdings einher
mit einer leichten Entflammbarkeit, z.B. durch eine exotherme Reaktion bei Uberla-
dung, was bis zu einer Explosion fithren kann (Thermal Runaway) [Fral2, LM14].

2.1.1 Funktionsweise

Um die Identifikationsmethoden beispielhaft nachzuweisen, wird in dieser Arbeit ei-
ne Lithium-Polymer (LiPO)-Zelle von KOKAM mit Graphit an der Anode und einem
Blend aus Nickel-Cobalt-Aluminium und Cobaltdioxid an der Kathode (Anhang G) als
Beispielsystem eingesetzt.? Es handelt sich um eine Pouchzelle, welche aufgrund ihrer
sehr flachen Bauweise hiufig in Notebooks oder Smartphones eingesetzt wird.!? Die
Funktionsweise einer Lithium-Ionen-Zelle stellt Abbildung 2.2 dar. An der Grenzfla-

Kathode

Q Elektron
@ Lilon

Elektrolyt

Separator

Graphit Partikel LiCoO, Partikel

Abbildung 2.2: Batterieprozesse einer Lithium-Ionen-Zelle bei der Entladung

che zwischen der negativen Anode und Elektrolyt findet, im Falle von Graphit an der
Anode, wiahrend der Entladung folgende Reaktion statt:

Li;Cg — Li; ,Cg + xLi™ +xe .
Das frei gewordene Elektron fliefst iber den elektrischen Leiter, wihrend das Ion durch

den Elektrolyten transportiert wird. Im Falle von Lithium-Cobaltdioxid an der positi-
ven Kathode erfolgt dann die Reduktion:

9 Verschiedene Anoden- und Kathoden-Materialien werden in [I1114, S.6-12][Whi04] diskutiert.
10 Fiir Vor- und Nachteile von Gehduseformen siehe [Sch13, S.11-12].
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Li,CoO, + xLi® +xe” — Lij ,CoO,.

Zwei wesentliche Prozesse, die in der Zelle ablaufen, sind der Ladungstransfer und die
Festkorperdiffusion, die in den Definitionen 2.2 und 2.3 beschrieben werden:

Definition 2.2 (Ladungstransfer)

An der Grenzschicht Anode/Elektrolyt kommt es zum Ladungstransfer, in dem
das Lithiumatom ein Elektron abgibt und als Ion in den Elektrolyten eintaucht.
Das Elektron gelangt iiber den Anodenstromableiter in den dufseren Stromkreis.
An der Grenzfliche Kathode/Elektrolyt findet erneut ein Ladungstransfer statt.
Das Lit-Ion nimmt ein Elektron auf und wird wieder zum Lithiumatom.

Definition 2.3 (Festkorperdiffusion)

Am Ort des Ladungsdurchtritts an der Grenzschicht Anode/Elektrolyt werden Li* -
Ionen aus der Anode ausgebaut, wodurch ein Konzentrationsgefélle in der Anode
entsteht. Der entstehende Prozess der Ladungswanderung durch den Festkorper
hin zur Grenzschicht wird als Diffusion bezeichnet. Aufgrund des Ladungstrans-
fers an der Grenzfliche Kathode/Elektrolyt entsteht ein Konzentrationsunterschied
im Kathodenmaterial. Der entstehende Prozess der Ladungswanderung durch den
Festkérper hinein in die Kathode wird als Diffusion bezeichnet.

Im Detail laufen in der Batterie wihrend der Entladung folgende physikalische Vor-
ginge ab (siche Abbildung 2.2):

1. Festkorperdiffusion in der Anode entsprechend Definition 2.3.

2. Ladungstransfer an der Grenzschicht Anode/Elektrolyt entsprechend Definiti-
on 2.2.

3. Das Li*-Ion diffundiert durch den Elektrolyten. Da dieser Vorgang aufierst schnell
ablauft, kann er als ohmscher Widerstand beschrieben werden [Jos05].

4. Das Elektron wandert durch den dufieren Stromkreis zur Kathode und kann einen
Verbraucher speisen.

5. Ladungstransfer an der Grenzschicht Kathode/Elektrolyt entsprechend Definiti-
on 2.2.

6. Festkorperdiffusion in der Kathode entsprechend Definition 2.3.

Jeder dieser Prozesse hat eine Uberspannung zur Folge, welche auch als Verlustspan-
nung bezeichnet wird. Die gesamte Verlustspannung ist dann die Summe iiber alle
Uberspannungen. In dieser Arbeit wird davon ausgegangen, dass ein Kleinsignalver-
halten vorliegt und die Batterie sich ausschlieflich linear verhélt. In Abschnitt 2.3 wird
zu sehen sein, dass sich die Dynamik der Prozesse mit einer fraktionalen Impedanz
modellieren lésst.
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Die eben beschriebenen Uberspannungen treten dann auf, wenn ein Verbraucher ange-
schlossen ist und Strom fliefst. Falls jedoch die Batterie in Ruhe ist und alle Prozesse
abgeklungen sind, ist trotzdem eine Spannung messbar. Diese Spannung wird als Ru-
hespannung oder Open Circuit Voltage (OCV) bezeichnet [JW06, S.16]. Die gesamte
Spannung @(t) setzt sich daher aus den Uberspannungen und der Ruhespannung zu-
sammen.

2.1.2 Solid Electrolyte Interphase

Nach den ersten Zyklen bildet sich an der Grenzfliche Anode/Elektrolyt eine Festkor-
perschicht, die sogenannte Solid Electrolyte Interphase (SEI) [DB11, S.479-523],
[LR95, S.427,1017 u.a.]. Diese ist unvermeidbar und sorgt dafiir, dass der Elektrolyt
sich nicht zersetzt. Die SEI an der Grenzfliche Kathode/Elektrolyt ist weniger ausge-
préigt. Problematisch ist, dass die Schicht bei Benutzung der Zelle und auch in Ruhe
weiter wichst und eine Vergroferung des Innenwiderstands verursacht [I1114, S.14].

2.1.3 Alterung

Generell unterscheidet man zwischen der zyklischen Alterung, also der Alterung auf-
grund von Entlade- und Ladevorgdngen und der kalendarischen Alterung, also der
natiirlichen Alterung aufgrund der blofien fortgeschrittenen Lebensdauer [Tro05, ab
S.108]. Die Summe aller Alterungsvorgénge fithrt zu einer Verringerung sowohl der ver-
figharen Kapazitét als auch der abrufbaren maximalen Leistung [SZK ™ 14a, WGDIT16].
Letztere wird durch einen erhéhten Innenwiderstand aufgrund von SEI-Wachstum oder
eine Verschlechterung der ablaufenden Prozesse wie Ladungstransfer oder Diffusion aus
den Definitionen 2.2 und 2.3 verursacht.

2.2 Alterungsbestimmung auf Basis
phanomenologischer Mafszahlen

In Abschnitt 2.1.3 wurde schon erwéhnt, dass die zyklische und kalendarische Alte-
rung einhergeht mit einer Verringerung sowohl der verfiigharen Ladungsmenge als auch
der abrufbaren maximalen Leistung [SZK*14a, WGDIT16]. Ausschlaggebend fiir das
Maf der Anderung sind laut [MN12, AWD98| Entladetiefe, Temperatur und Entla-
derate. Ubersichtliche Darstellungen der physikalischen Alterungsprozesse und deren
Auswirkung auf Kapazitéit und Leistung sind z.B. in [VNW*05, LWHG'10, ALC* 03]
beschrieben.
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2.2.1 Alterungsgrofien

Im Folgenden werden die zur Alterungsbeschreibung géngigen Mafzahlen SoH¢c und
SoHp eingefiihrt. Diese reprisentieren jeweils in einer einzigen Grofe eine Summe
von Alterungsprozessen, welche ganz unterschiedliches Alterungsverhalten aufweisen.
Dadurch haben sie eine sehr geringe Aussagekraft, denn es ist nicht moglich aus der
Summe heraus einzelne Prozesse zu separieren und dann getrennt zu untersuchen,
um Riickschliisse auf die physikalischen Ursachen treffen zu kénnen. Es sind lediglich
globale Aussagen denkbar, wie beispielsweise ,die Zelle ist beschadigt®.

Der die Leistung begrenzende Spannungseinbruch bei einem Strompuls héngt vom
Gleichstromwiderstand R; ab, der durch Pulstests bestimmt werden kann [SOK™10]:
Ry = Bu _ulty) —ulte) (2.1)
Ai o di(ty) —ite)
Dabei stellt Au den Spannungs- und Ai den Stromsprung dar, ¢; und to sind zwei
unterschiedliche Zeitpunkte, die ausreichend nah beinander liegen miissen, um die Be-
rechnung nicht durch Dynamiken zu verfdlschen. Um mit der Leistung als Mafizahl
bewerten zu kénnen, ob eine Zelle noch die gewiinschte Leistung besitzt oder nicht,
definiert man ein End of Life!’ (EoL). Dieser ist genau dann erreicht, wenn die ver-
fiighare maximale Leistung nur noch zu einem bestimmten Prozentsatz, normalerweise
60%, vom Wert am Begin of Life'? (BoL) abrufbar ist [HXZ09]:

Pmax,EoL =m: Pma:v,BoLa me (07 1] (22)

Unter Zuhilfenahme von Gl. (2.1) resultiert fiir den maximalen Strompuls:
Alppae = % und man erhélt fir die Leistung in Gl (2.2):

i

Au?
PnLaa:,EoL =m Ymae . (23)
Ri Bor
Der EoL Widerstand ist daher definiert als:
Ri o
Ri por = —22%. (2.4)

Die verfiighare Ladungsmenge C(T,,;) und damit die mogliche Reichweite beispiels-
weise eines Elektrofahrzeugs berechnet sich im Labor durch eine komplette Volladung
einer zu Beginn leeren Batteriezelle und der gleichzeitigen Integration des Ladestroms
i(t) [NMCHO09]:

Tvoul

C(Tyon) = f i(t)at. (2.5)

0

Die Bestimmung der Ladungsmenge durch die Stromintegration ist jedoch bei Messfeh-
lern verfélscht [ECST12|. Abhilfe schafft hier eine Methode zur Bestimmung der aktu-
ellen Kapazitéit, die zusétzlich die Spannungsmessung beriicksichtigt [Ple11]. Weiterhin

11
12

engl. fiir Lebensende
engl. fiir Lebensanfang



14 2 Verfahren zur Alterungsbestimmung

ist es moglich, einen Kapazitétsverlust anhand der Steilheit der Ruhespannungskurve
zu detektieren [SFC10].

Mit den beschriebenen Grofen definiert man iiblicherweise den SoH, indem man das
Verhiltnis zwischen der aktuell verfiigharen Ladungsmenge und der Ladungsmenge im
Neuzustand der Batterie bildet [JW06, NMCHO09, PPC*08]:

C(Tvoll)

BoL

SoHo = x 100%. (2.6)

Entsprechend Gl. (2.3) und Gl. (2.4) fiihrt eine Verringerung der Leistungsfahigkeit zu
einem erhdhten Innenwiderstand. Daher 14sst sich auch hier ein SoH angeben [RBSGD13,
RBD14]:

SoHp = (1 + Ri’B"L_Ri) x 100%. (2.7)
R; Bor

Eine alternative Definition ergibt sich mit dem Widerstand Rg,r, am EoL [HXZ09]:

Rpor — Ri
SoHp = —————— x 100%. 2.8
% Rpor — Ripor ’ (28)

Die naheliegendste und einfachste Methode, die zyklische Alterung zu bestimmen, be-
steht darin, sich ein Haltbarkeitsdatum in Form der maximalen Zyklenzahl zu definie-
ren und die Lade-/Entladezyklen zu zéhlen [SWO08]. Somit 14sst sich auch hier ein SoH

angeben:

akt. Zyklenzahl
H = 1 . 2.
So max. Zyklenzahl x 100% (2:9)

Neben dem SoH ist der State of Charge'3 (SoC) eine weitere wichtige DefinitionsgriRe:

§5 (i(t)/3600)dt
C(Tvoll)

Da der SoC nur beziiglich der aktuell verfiigharen Ladungsmenge berechnet werden
kann, ist er in Abhéngigkeit vom SoH zu betrachten. Angenommen, die maximale
Ladungsmenge der Batterie sei bekannt, so lasst sich der SoC also durch Stromintegra-
tion bestimmen [NMCHO09|. Aulerdem besteht die Mdglichkeit, {iber den OCV-SoC-
Zusammenhang den SoC zu ermitteln, wobei die OCV-Kurve immer auf dem aktuellen
Stand gehalten werden muss [STR113|. Eine Verfahrensiibersicht ist in [PPJ01| zu
finden.

SoC(t) = SoC(0) + x 100%. (2.10)

2.2.2 Zustandsbestimmungsverfahren

Im Folgenden werden Verfahren zur Bestimmung der Alterungsgrofen aus dem vorhe-
rigen Abschnitt aufgezeigt.

13 engl. fiir Ladezustand
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Direkte Verfahren Diese Verfahren nutzen die obigen Definitionsgleichungen (2.6)-
(2.8) und bestimmen die dafiir notwendigen Grofien in Echtzeit im Fahrzeug. Es gibt
parametrische Verfahren, die auf einem approximativen elektrischen Ersatzschaltbild
beruhen. Diese kénnen in Abschnitt 2.4.2 nachgeschlagen werden, eine Ubersicht ist in
[Ros10, S.123|[WFS14] zu finden. Eine weitere Vorgehensweise besteht darin, die Entro-
pie eines Datensatzes [RMO00]| von Strom- und Spannungsmessungen zu verwenden, da
diese Entropie mit der Kapazitit der Batterie korreliert [HLJE14, WSCY11, STW09].
AuRerdem werden in [SFS199, SR02| Methoden basierend auf Fuzzy-Logik vorgestellt,
welche die Abhéngigkeit der elektrischen Impedanz von der Alterung an bestimmten
Frequenzpunkten ausnutzen.

Indirekte Verfahren Diese Verfahren bringen Alterungsmodelle offline in Bezug
zur Nutzungsdauer oder zur Zyklenzahl. Hieraus entsteht dann ein Prognosemodell,
welches im Fahrzeug in Echtzeit simulativ mitgefiihrt wird. In [WLHG" 11| wurde
mittels beschleunigter Alterungstests und sogenannten destruktiven Methoden [GJD97]
eine Testmatrix erstellt und der Kapazitatsverlust als Funktion von Temperatur, Zeit,
Entladetiefe und Stromstérke dargestellt. Hierbei handelt es sich um der Arrhenius
Gleichung in [Arr89] dhnliche Modelle, wie sie auch in [EGV 12| vorkommen. Bekannt
ist auch die Extrapolation von Kapazitdt und weiteren Grofen durch Neuronale Netze,
deren Training und Datengenerierung in Summe fiinf Jahre beansprucht [MBKO07] oder
auch nur weniger als 50 Zyklen [PRKO07]. In [EBV14] ist ausgefiihrt, dass bei einer
Constant Current Constant Voltage'* (CCCV)-Ladung'® der Batterie, die Zeitspanne
in der CV-Phase von der Alterung abhéingig ist, was wiederum zu einem SoH-Wert
fiihrt.

2.3 Physikalisch motiviertes fraktionales
Batterieimpedanzmodell

Bei einer physikalisch korrekten Alterungsuntersuchung muss es moglich sein, die Aus-
wirkung der Alterung auf jeden einzelnen Prozess beobachten zu kénnen. Dies sind
hauptséchlich mehrere Ladungstransferprozesse geméaft Definition 2.2, die SEI aus Ab-
schnitt 2.1.2 und die Festkorperdiffusion entsprechend Definition 2.3. Im Folgenden
wird erlautert, weshalb gerade das Impedanzspektrum der Batterie genau dies ermog-
licht. Daraufhin wird die mathematische Beschreibungsform der Impedanz hergeleitet,
welche intrinsisch fraktionaler Natur ist.

2.3.1 Impedanzspektrum

Die Aufnahme des Spektrums einer Batteriezelle erfolgt mit der EIS [MB87, OT11].
Hierbei wird die Zelle mit einem sinusférmigen Strom- oder Spannungssignal fester

14 engl. fir Konstant Strom Konstant Spannung
15 Die CCCV-Ladung wird gelegentlich auch als IU-Ladung bezeichnet [JW06, S.199].
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Frequenz w angeregt und die Antwort gemessen. Ist das System linear, so ist das Aus-
gangssignal ebenfalls sinusférmig mit der gleichen Frequenz. Die Impedanz ergibt sich
dann mit den Amplituden /4 und U4 und der Phasenverschiebung Ay:

—LelAe, (2.11)

Um ein ganzes Spektrum aufzunehmen, wird die Frequenz variiert und die Prozedur
fiir jede Frequenz wiederholt. Die EIS benétigt eine sehr hohe Signal-to-Noise Ratio'®
(SNR) von SNR>100dB. Das Ergebnis ist in Abbildung 2.3 am Beispiel einer LiPO-
Zelle von KOkAM als Nyquist-Plot dargestellt. Die Daten stammen vom IAM-WET.
Abgebildet sind in a) Kurven, die bei verschiedenen Ladezusténden aufgenommen wur-
den und in b) Kurven, die bei verschiedenen Alterungszustinden gemessen wurden.

Die Kurven in a) schneiden bei 3.5kHz die reelle Achse. Diese Verschiebung lésst sich
als ohmscher Widerstand modellieren. Steigt die Frequenz an, so zeigt die Zelle ein Ver-
halten &hnlich einer Induktivitidt. Sinkt die Frequenz, zeigt sich ein Verhalten dhnlich
einer Kapazitét. Es ist zu erkennen, dass sich bei der Kurve mit dem kleineren SoC der
Knick bei 0.65 Hz nach rechts verschoben hat. Der Ladungstransferprozess zeigt sich
bei mittleren Frequenzen in Form eines abgeflachten Halbkreises (hier: 3.5 kHz-0.65 Hz).
Dieser Prozess teilt sich wiederum auf in den Ladungstransfer der Anode und Kathode
und die SEI. Der Diffusionsprozess tritt dagegen bei kleineren Frequenzen auf und be-
schreibt zusammen mit der sogenannten differentiellen Kapazitiat Cy = (fgg% C(Tyour)
den kapazitiven Ast.!” Verdndert ein Degradierungsmechanismus einen der Prozesse,
dann dndern sich laut [SZK*14a, SZK*14b, BPJ106] die betroffenen Impedanzberei-
che. Da es also eine klare Zuordnung von Prozess und Impedanzbereich gibt, ldsst
sich das Zellverhalten analysieren. In der Abbildung a) hat sich z.B. der Verlauf des
kapazitiven Diffusionsastes verdndert. Die Prozesse des Ladungstransfers und der SEI
lassen sich noch besser voneinander separieren, wenn die Impedanzdaten in die DRT
umgerechnet werden (siche Abschnitt 2.3.2).

Um die Abhéngigkeit des Impedanzspektrums von dem Alterungszustand der Zelle
zu zeigen, sind in Abbildung 2.3 b) das Impedanzspektrum einer neuen Zelle und
einer gealterten Zelle beispielhaft dargestellt. Es ist deutlich zu erkennen, dass sich
der Schnitt mit der reellen Achse nach rechts verschoben hat, was sich entsprechend
Abschnitt 2.1.2 mit einem gréfseren Innenwiderstand durch die SEI erkléren lasst. Auch
der Verlauf der Kurve im Ladungstransfer- und Diffusionsbereich hat sich verédndert.

16 engl. fiir Signal-Rausch- Verhiltnis
17 Fiir die differentielle Kapazitit sieche Abschnitt 5.2 oder [Sch13, S.22].
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Abbildung 2.3: Impedanzkurven der KokaMm LiPO-Zelle aus Anhang G a) fiir zwei verschiedene
Ladezustidnde und b) fiir eine neue und eine gebrauchte Zelle bei SoC=50%

2.3.2 Mathematische Beschreibung des Spektrums

Das Spektrum aus dem vorherigen Abschnitt soll nun in eine mathematische Darstel-
lung tiberfiihrt werden, um es fiir die modellbasierte Identifikation einsetzen zu kénnen.
Hierbei soll die physikalische Interpretierbarkeit nicht verloren gehen. Im Folgenden
wird herausgearbeitet, dass das fraktionale Impedanzmodell mit der allgemeinen Be-
schreibungsform
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ai,bjeR, n,meNyy, m<n, «,B;eR" jweC

5 b (juo)
Z(jw) = (2.12)

2, ai(jw)*

i=0
intrinsisch physikalisch motiviert ist.!® Charakteristisch in GIl. (2.12) sind die nicht-
ganzzahligen Exponenten. Um die Gesamtimpedanz der Zelle angeben zu kénnen, wer-
den der Ladungstransferprozess aus Definition 2.2, die SEI aus Abschnitt 2.1.2 und die
Diffusion aus Definition 2.3 getrennt betrachtet und anschlieffend zusammengefiigt.

Ladungstransfer und SEI

Gesucht wird eine mathematische Beschreibung des Spektrums im mittleren Frequenz-
bereich, da hier der in Definition 2.2 definierte Ladungstransfer und die Bildung der SEI
stattfindet. In dem Beispiel in Abbildung 2.3 a) ist das der Bereich zwischen 0.65Hz
und 3.5kHz. Um sich der Beschreibung zu néhern, ist es hilfreich, den Grenzbereich
Elektrode/Elektrolyt ndher zu betrachten. Hier stehen sich Ladungen unterschiedli-
cher Polarisation gegeniiber, was sich unter realen Bedingungen durch die Parallel-
schaltung eines Kondensators und eines ohmschen Widerstands darstellen ldsst. Dies
wird als RC-Element bezeichnet. Inhomogenitéiten innerhalb der Zelle sorgen jedoch
dafiir, dass der Ladungstransfer komplexer ist und nicht mit nur einem einzigen RC-
Element, welches nur mit einer Relaxationszeit charakterisiert ist, beschrieben wer-
den kann. Vielmehr ist eine Modellierung in Form der DRT ¢(7) physikalisch moti-
viert, bei der sich die Relaxationszeiten 7 um einen Hauptwert Tol /o gruppieren [MBS87,
S.34-42|,[SMV 102, ICE*10]. Laut [CC41] kann die Streuung der Zeitkonstanten mit
einer sogenannten Cole-Verteilung beschrieben werden, die einer Gaufsverteilung ent-
spricht: ™ 20

Definition 2.4 (Distribution of Relaxation Times (DRT))
0eR ae(0,1)
1 sin((1 — o))

~2rr cosh(aln(T/Tol/a)) —cos((1 — a)nm) .

9(7) (2.13)

In Abbildung H.1 im Anhang H sind die glockenférmigen Verldufe der Dichtefunktionen
fiir unterschiedliche « zu sehen. Falls die fraktionale Impedanz tatséchlich physikalisch

18 Ts gibt zahlreiche Beispiele in [0S74, KST06, Das11, Pod99] u.v.a. dafiir, dass partielle Differen-
tialgleichungen (PDGLen) natiirlicherweise zu fraktionalen Impedanzen fithren wenn man diese
an der Systemgrenze betrachtet.

19 Fiir die Verteilungsfunktion G(o) gilt G(o) = {7 g(r)dr, limg—e G(o) = 1.

20 Achtung, in der Literatur (z.B. [MB87, S.37]) werden oft die Parameter o und 79 der GI. (2.13)

durch die Funktionen o = 1 — & und 79 = 7:(}_& substituiert.
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motiviert ist, muss es mdéglich sein, die DRT mit den Impedanzparametern zu verkniip-
fen. Hierfiir wird zunichst das RQ-Element aus [CC41, SMV 102, Has08| definiert:

Definition 2.5 (RQ-Element)
R,QeR>% «ae(0,1)

R

T+ nGwe ° 7 RQ. (2.14)

Zpro(jw) =

Das RQ-Element ist demnach eine Parallelschaltung eines ohmschen Widerstands und
eines Constant Phase Element (CPE) [Mac84, S.37] mit der Ubertragungsfunktion
Zopg = m (siehe Abbildung 2.4).2! Die Ortskurve eines RQ-Elements beschreibt
einen Halbkreis, dessen Endpunkte auf der reellen Achse liegen und dessen Mittel-
punkt sich unterhalb der reellen Achse befindet. In der Abbildung H.2 im Anhang H
sind zwei Ortskurven fiir verschiedene o dargestellt. Weitere Informationen iiber das

RQ-Element kénnen den oben angegebenen Quellen entnommen werden. Der Satz 2.1

Q

Abbildung 2.4: ESB eines RQ-Elements

postuliert nun den Zusammenhang zwischen dem RQ-Element und der DRT:

Satz 2.1 (Zusammenhang zwischen RQ-Element und DRT)

Die Parameter 19 und a des RQ-Elements (2.14) entsprechen denen der DRT aus
Gl (2.13).

Der Beweis von Satz 2.1 befindet sich im Anhang I.1. Er wurde in zahlreichen Ver-
offentlichungen durch numerische Berechnung der DRT aus Impedanzdaten verifiziert
[SCE*11] u.v.a.. Da die DRT den physikalischen Prozessen zugeordnet ist, gehort ent-
sprechend Satz 2.1 auch das RQ-Element zu einem physikalischen Prozess. In der Li-
teratur wird héufig die Darstellung der DRT bevorzugt, da mit ihr Anderungen der
Prozesse besser erkennbar sind [ICE110, 11114, SZK*14a).

2l Fiir « = 1 wird des CPE-Element zu einem Kondensator und das RQ- zu einem RC-Element.
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Das bisher Beschriebene trifft auf einen Transferprozess zu. Nach neuesten Erkenntnis-
sen lasst sich das Gesamtmodell der Anode bzw. der Kathode jeweils physikalisch mit
einem sogenannten Transmission Line Model (TLM) beschreiben [I1114, S.45-48]. Das
TLM enthilt den Ladungstransfer und die SEI. Im DRT-Spektrum treten unendlich
viele Peaks auf, die durch Gl. (2.13) beschrieben werden.

In vielen Fallen miissen aber nur eine endlich Anzahl von Peaks betrachtet werden. Bei
Untersuchungen an der Anode einer SONY 18650 Hochleistungszelle in [I1114, S.161]
stellte sich beispielsweise heraus, dass zwei Peaks dominant sind und es ausreicht, nur
diese zu beriicksichtigen. Da die Prozesse der Kathode, im Vergleich zur Anode, keine
nennenswerten Auswirkungen zeigten, wurde fiir die Kathode kein Modell verwendet.
Die Gesamtimpedanz in diesem Beispiel ist daher die Summe iiber N = 2 Prozesse:

Rk»Qk € R>0, Qp € (07 1)

N

Z(jw) = ),

k=1

Nimmt man die Kurven in Abbildung 2.3 a) als Beispiel, dann ist die Gl. (2.15) also

die mathematische Beschreibung des Spektrums zwischen 0.65 Hz und 3.5 kHz. Es sei

jedoch erwédhnt, dass N = 2 zunéchst nur fiir die SONY 18650 Hochleistungszelle in
[I114, S.161] gilt und N variieren kann (z.B. fiir unterschiedliche Zellmaterialien).

Ry

ThrorGayen k= Ry Q. (2.15)

Diffusion

Gesucht ist nun die mathematische Beschreibung des einer Kapazitdt dhnlichen Astes
im Spektrum abziiglich der differentiellen Kapazitét. Fiir das Beispiel in Abbildung 2.3
a) betrifft dies Teile des Spektrums fiir Frequenzen kleiner als 0.65 Hz, bei denen sich die
in Definition 2.3 beschriebene Diffusion zeigt. Unter Annahme einer eindimensionalen
Bewegung stellt diese die Ausbreitung der Ladungskonzentration c(t, z) in z-Richtung
im Falle eines Konzentrationsgradienten dar. Das verteiltparametrische Verhalten auf-
grund der rdumlichen als auch zeitlichen Abhéngigkeit der Konzentration fiihrt auf eine
partielle Differentialgleichung (PDGL) in Gestalt der Fick’schen Gesetze. Wird diese
PDGL gel6st und am Diffusionsrand ausgewertet, ergibt sich ein sogenanntes fraktio-
nales Warburg-Element, welches sich wiederum durch RQ-Elemente formulieren lasst.
Dieses Ergebnis ist in Satz 2.2 festgehalten, der Beweis findet sich im Anhang 1.2.

Satz 2.2 (Diffusionsimpedanz)
Der Diffusionsprozess lésst sich durch eine Summe von RQ-Elementen beschreiben:

Ry, QreR7% oy €(0,1)

Ry

ThmorGa)or’ k= R Q. (2.16)

L
Zaiss(jw) = ),

=1

o
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Die messtechnische Verifikation von Gl. (2.16) bzw. Gl. (I.7) anhand von Batteriedaten
ist in [I114, S.151-156] zu finden. In der DRT-Darstellung von (2.16) gibt es einen
Hauptpeak mit stark abfallenden Nebenpeaks [I1114, S.42]. Daher reicht es in vielen
Fallen aus, eine endliche Anzahl von L Peaks zu betrachten. Wie grofs L letztendlich
ist, muss in der konkreten Problemstellung entschieden werden.

Ruhespannung

Wie schon in Abschnitt 2.1 auf Seite 12 beschrieben, ist auch im unbelasteten Fall
eine Spannung zu messen, welche als OCV bezeichnet wird. Sie beschreibt eine vom
Ladezustand abhéingige, nichtlineare Funktion (siehe Abbildung G.3). Im Impedanz-
spektrum zeigt sie sich bei sehr niedrigen Frequenzen als die genannte differentielle
Kapazitit Cy = ggg(‘j,C(TW”) (siehe Abschnitt 5.2). Fiir die vorliegende Arbeit gilt
nun folgendes:

Annahme 2.1

Der aktuelle Wert der Ruhespannung wird in der gesamten Arbeit als bekannt
vorausgesetzt und braucht daher weder im Frequenz- noch im Zeitbereichsmodell
beriicksichtigt zu werden.

Die Annahme 2.1 ist durchaus plausibel, da die OCV, falls sie bekannt ist, einfach aus
der gemessenen Spannung subtrahiert werden kann (siehe hierfiir auch das Anwen-
dungskapitel 5).

Gesamtmodell

In den vorherigen Abschnitten wurde gezeigt, dass die fraktionale Modellierung des
Ladungstransferprozesses, der SEI und der Diffusion intrinsisch physikalisch motiviert
ist. Das Gesamtmodell ergibt sich dann aus der Summe der Impedanzen beider Prozesse
zuzliglich eines ohmschen Widerstands R;, welcher ohmsche Verluste durch metallische
Ableiter, Elektrolyt etc. berticksichtigt und fiir die Verschiebung der Ortskurve um R;
in Abbildung 2.3 sorgt. Geméf Gl. (2.15) und Satz 2.2 lautet die Gesamtimpedanz:

Definition 2.6 (Fraktionales Batteriemodell)

Zges(Jw) = Ri + Zr4(jw) + Zaig s (jw)- (2.17)

Um prinzipiell die Funktionsweise der Identifikationsverfahren zu zeigen, wird speziell
in dieser Arbeit ein vereinfachtes Modell verwendet, das lediglich den Diffusionsprozess
beriicksichtigt. Dieser ist der langsamste Vorgang in der Batterie. D.h. im Zeitbereich
hat die Spannung — verursacht durch die Ladungstransferimpedanz (2.14) nach einem
Stromsprung — schon annéhernd ihren Endwert erreicht, wenn die Diffusion sichtbar
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wird [JW06, S.19]. Wie man an der Ortskurve H.2 im Anhang H erkennt, ist die
Impedanz der RQ-Elemente bei niedrigen Frequenzen reell. Der Ladungstransfer aus
Gl. (2.15) ist daher durch einen ohmschen Widerstand repriisentierbar:2

N
Zrs = Z Ry. (2.18)
k=1

Dieser Widerstand wird mit R; zu Ry zusammengefasst. Fiir die Diffusions-
impedanz (2.16) wird angenommen, dass sie sich mit einem RQ-Element modellieren
lasst. Das vereinfachte Gesamtmodell fiir den niederfrequenten Part ist daher die Sum-
me aus Ry und einem RQ-Element:

Definition 2.7 (Niederfrequentes fraktionales Batteriemodell)
bo=Ro + R, b1 =Rg79, ao=10, T0=RE

- bo + bl(jw)“

Z(jw) = w0y 117 (2.19)

Das ESB von Gl. (2.19) zeigt Abbildung 2.5.

Abbildung 2.5: ESB des in dieser Arbeit betrachteten vereinfachten Batteriemodells

2.4 ldentifikation des fraktionalen Impedanzmodells

In diesem Abschnitt wird der State-of-the-Art der Verfahren zur Identifikation der frak-
tionalen Impedanz mit der allgemeinen Beschreibung in Gl. (2.12) vorgestellt. Es han-
delt sich hierbei ausschliefslich um die in Definition 2.1 klassifizierten parametrischen
early-lumping sowie die nichtparametrischen Methoden. Die bisher kaum untersuchten
parametrischen late-lumping Ansétze sind dann Gegenstand von Abschnitt 2.5.

22 Dies bestitigt auch der Endwertsatz der Laplace-Transformation [F5111], denn fiir die Sprungant-
wort hrg gilt mit GL (2.15): lim¢—eo hre(t) = Z1:(0) = S, Ry
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2.4.1 Nichtparametrische Verfahren

Bei den nichtparametrischen Verfahren wird das Impedanzspektrum, wie in Abschnitt
2.3.1 beschrieben, mit der EIS bei einem in der Regel sehr hohen SNR>100dB auf-
genommen [MB87, OT11]. Durch die frequenzserielle Sinusanregung mit mehreren
Schwingungen iiber einen grofen Frequenzbereich entstehen lange Wartezeiten, weshalb
die Aufnahme iiblicherweise nur im Labor méglich ist. Die nichtparametrischen Verfah-
ren bendtigen kein Modell zur Aufnahme des Impedanzspektrums. Zur anschliefsenden
Interpretation wird eine Modellstruktur jedoch benétigt [SCE*11, BPJ*T06, TKT02,
BPJ"06]. Da sie eine noch bessere Trennung der Prozesse erlaubt, wird in der Regel die
DRT in einem Zwischenschritt durch manuelles Eingreifen aus den Impedanzdaten mit
Gl (I.1) numerisch berechnet [SMV*02, Sch13, ISWIT13, ICE*10, 11114, SZK " 14a,
SZK*14b|. Zur Alterungsanalyse in der DRT-Darstellung muss ebenfalls Modellwissen
vorhanden sein. Alternativ lassen sich die Batteriemodelle aus Kapitel 2.3.2 mit Hilfe
des Complex Nonlinear Least-Squares*® (CNLS)-Verfahrens [Bou85] an das Impedanz-
spektrum fitten [SSST 14| um die Parameter zu extrahieren. In diesem Fall werden dann
die Parameter physikalisch interpretiert. Méglich ist es auch stochastische Algorithmen
wie etwa Partikelfilter [BTK11] zur Bestimmung der Modellparameter zu nutzen. Al-
ternativen zur EIS wie z.B. die Korrelationsanalyse [IM11], die fiir eine schnellere Iden-
tifikation des Spektrums sorgen sollen, werden in [KSSIT11, GBK14, BRL02, Krol2]
eingesetzt.

Sowohl die DRT-Berechnung als auch das CNLS-Fitting erfolgen also in einem Zwi-
schenschritt nach Aufnahme des Spektrums. Daher lassen sich nichtparametrische Ver-
fahren nicht zur automatischen Identifikation einsetzen.

2.4.2 Parametrische early-lumping Verfahren

Diese Verfahren approximieren die fraktionale Impedanz (2.12), um dann géngige re-
gelungstechnische Identifikationsverfahren wie etwa LS-Schitzung oder Kalman Filter
einzusetzen. Nachteilig hierbei ist, dass durch dieses sogenannte early-lumping die phy-
sikalische Interpretierbarkeit verloren geht. Im Folgenden werden parametrische Iden-
tifikationsverfahren vorgestellt, wobei sich drei Verfahrensklassen unterscheiden lassen.
Die ersten basieren auf der Approximation des RQ-Elements, die zweiten nutzen die
Naherung der First Principle Models (FPMs) und die dritten approximieren direkt im
Zeitbereich den fraktionalen Operator.

Approximation des RQ-Elements

Eine Approximation des RQ-Elements (2.14) ergibt sich durch Diskretisierung der kon-
tinujerlichen Dichtefunktion g(7) aus Gl. (2.13). Hierfiir werden nicht mehr unend-
lich viele Relaxationszeiten 7 angenommen, sondern nur eine endliche Anzahl [. Die

23 engl. fiir komplexes nichtlineares Least-Squares Verfahren
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Funktion ¢(7) wird daher mit einem mit g(7;) gewichteten Impulskamm angenéhert
[SMV*02, ICE*10]:
!
g(r) = 3 g(r)o(r — 70, (2.20)
i=1

9 ist die Dirac’sche Distribution [OMS09, S.76]. Durch Einsetzen von Gl. (2.20) in
Gl. (I.1) erhélt man unmittelbar die Approximation im Frequenzbereich, welche einer
Reihenschaltung von RC-Elementen entspricht [RS11, OT11, MK97, Has08]:%*

l
Zro(jw) = Z +mw (2.21)

g(7:) = R;, 7, = R;C;.?> Je mehr RC-Elemente verwendet werden, desto besser wird die
Approximation [BTDDKO5]. Die Intention der folgenden Verfahren ist dann, die Para-
meter des RC-Modells direkt im Zeitbereich zu identifizieren, um mit diesen wiederum
die phéanomenologischen Gréfsen SoH und SoC aus Abschnitt 2.2 berechnen zu kénnen.
Dieses Vorgehen entspricht den direkten Verfahren (vgl. Abschnitt 2.2.2). Die Parame-
teridentifikation der im Zeitbereich resultierenden gewohnlichen Differentialgleichung
(DGL) erfolgt meistens mit gingigen LS-Verfahren [DBL*15, MKC12, LKC11]. Ei-
nige Publikationen nutzen das identifizierte Modell, um mit einem FEztended Kalman
Filter (EKF) [RBS11, JJL09|, Luenberger Beobachter [REBC12| oder Zustandsmen-
genbeobachter [RKS™ 14| den SoC zu bestimmen. Manche Verfahren identifizieren Pa-
rameter und den SoC gleichzeitig, indem sie einen sogenannten dual EKF verwenden
[ZHML15, AASGS13, Ple04a, Ple04b, Ple04c]. Eine Methode, die den SoC mit einem
PI-Beobachter schitzt, ist in [TWC15] zu finden. Verdffentlichungen, in denen basie-
rend auf einem schon identifizierten RC-Modell nur der SoC bestimmt wird, gibt es
zahlreiche [TWC15, ECST12, CSR08]. Eine Kombination von einem neuronalen Netz
und einem EKF beschreibt [ANSGS13].

Will man keine Modellstruktur und Ordnung des Batteriemodells vorgeben, bietet sich
die Subspaceidentifikation in [RBD13| an. Auch hier werden mit den resultierenden
Parametern SoC und SoH berechnet.

Approximation der First Principle Models (FPMs)

FPMs [NTA04, DFN93, FDN94| werden durch nichtlineare, gekoppelte PDGLen be-
schrieben und resultieren aus der Approximation von feingranularen Modellen [EJCIT11,
WCBH11], welche die Reaktionskinetik und die dreidimensionale, pordse Mikrostruktur
der Batterie abbilden. Da die Modelle fiir eine modellbasierte Identifikation aufgrund
der Komplexitit und der vielen unbekannten Parameter jedoch immer noch ungeeig-
net sind, gehen noch weiter vereinfachte Modelle davon aus, dass es entweder nur

24 Weitere Verfahren, die eine Approximation durch gewhnliche Systeme im Frequenzbereich liefern,

sind die Oustaloup-Naherung [OLMNOO], die Crone-Né&herung [VC11] und die Kettenbrucherweite-
rung [VHPFO00]. Speziell in der Literatur zur Batterieidentifikation tauchen diese Verfahren jedoch
nicht auf.

25 Das RC-Modell wird gelegentlich auch als Voigt-Modell bezeichnet [OSMO02].
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einen Partikel pro Elektrode mit einer Ausbreitungsrichtung der Ladungstriger gibt
(Single Particle Model (SPM) [CKC*T10, SGRW06, SW06]) oder treffen sonstige Ver-
einfachungen [SMF*13, KCC*10, SRW08|. Ein Modellvergleich ist in [SDDFS09| zu
finden. Durch die mehrfache Approximation erhélt man ein virtuelles Modell, welches
viele Phanomene nicht mehr abbildet. Daher ist es fragwiirdig, ob diese {iberhaupt noch
physikalisch interpretiert werden konnen. Da das Modell nicht zugénglich ist, bleiben
viele Parameter unbekannt. Die vereinfachten FPMs werden dann nochmals simplifi-
ziert, um anschliefend modellbasiert Parameter bestimmen zu kénnen [SPSR11]:

e Einerseits konnen FPMs analytisch am Rand ausgewertet werden, was zu Impe-
danzen mit hyperbolischer und fraktionaler Struktur fiihrt [FWHS14a, SMF*13].
Die Naherung dieser analytischen Ausdriicke kann durch eine gewéhnliche Impe-
danz [FBSF11] mit der Padé-Approximation [BGM96| erfolgen, wobei die Impe-
danzparameter dann mit géngigen LS-Verfahren identifiziert werden [FWHS14b,
PR13, MKC12]. Basierend auf einem Padé-Modell lédsst sich der EKF zur SoC-
Bestimmung einsetzen [BMO™16]. Weitere analytische Methoden nutzen ein ver-
einfachtes SPM und wenden direkt PDGL-Filtertechniken wie einen PDGL-
Beobachter an, um die Ladungskonzentration zu bestimmen [RKS*14, MCK12b,
MCK12a, MKC12, KCC*10]. Eine analytische Alterungsformel leitet [TR15] her.
In [SBIG10] wird ein nichtlineares Optimierungsproblem beziiglich unbekannter
Parameter aufgestellt und mit einem LS-Verfahren gelost.

o Andererseits lassen sich die rdumlichen Ableitungen der PDGLen durch Differen-
zenquotienten ersetzen, wobei numerische Verfahren wie die Finite-Diffe-renzen-
Methode, die Finite-Elemente-Methode [SB73] und Spektralmethoden [Cos04]
zum Einsatz kommen. Dabei werden die Partikel in einzelne Diskretisierungs-
punkte aufgeteilt [Ott11, SRWO0T7]. Jeder Knoten beschreibt dann eine gewohn-
liche DGL erster Ordnung fiir die Ladungskonzentration. Die DGLen werden in
einem Zustandsraummodell zusammengefasst und die Zusténde mit Hilfe eines
Kalman Filters [BZDH15, DFS08|, moving horizon-Techniken [SRNG13] oder ei-
nem Partikelfilter [GB03| geschétzt.

Mit den Impedanzparametern und der Ladungskonzentration lassen sich dann wieder
die phéanomenologischen Gréfien SoH und SoC aus Abschnitt 2.2 berechnen.

Approximation des fraktionalen Operators

Die Interpretation der komplexen fraktionalen Variable (jw)® im Zeitbereich kann mit
Hilfe des sogenannten Grinwald-Letnikov (GL)-Operators approximiert werden (sie-
he Anhang L). Dadurch ergibt sich eine Zeitfunktion, die den Ausgang beschreibt
und von den Messgrofien und den Parametern abhéingt. Die Parameter lassen sich
somit mit einem LS-Verfahren identifizieren [Xial2]. Problematisch an dieser Vorge-
hensweise ist der erhohte Rechenaufwand durch die GL-Approximation. Einen &hn-
lichen Ansatz, allerdings mit einem nicht physikalischen fraktionalen Modell, verfol-
gen [SCLT10, SAO106]. Da die Parameter hier keine physikalische Bedeutung haben,
dienen sie dazu, in einem zweiten Schritt den SoC {iber die Parameterkennfelder zu



26 2 Verfahren zur Alterungsbestimmung

bestimmen. Der SoC kann aber auch in einem Schritt bestimmt werden, indem die
Parameter in der Zeitfunktion mit ihren SoC-abhéngigen Funktionen ersetzt werden.
Da der Ausgang dann nur noch vom SoC abhéngt, kann dieser mit einem nichtlinearen
Optimierungsverfahren direkt identifiziert werden [EXH12, EH13|. In weiteren Verfah-
ren [KSGH16, LLW*16, WLL"17, XMCC13| wird mit einem diskretisierten fraktio-
nalen Zustandsraummodell der SoC mit Kalman Filtern geschétzt, wobei die mit dem
GL-Operator approximierte Spannung iiber dem RQ-Element sowie der SoC die Zu-
standsgrofen sind. Der entscheidende Nachteil der GL-Approximation ist insgesamt
ein stark erhohter Rechenaufwand der die Online-Bestimmung bei knappen Hardware-
Ressourcen unmoglich macht.

2.5 Liucke des State-of-the-Art und Ziele der Arbeit

In den vorherigen Abschnitten wurde herausgearbeitet, dass sich parametrische late-
lumping Methoden am besten zur Alterungsbestimmung eignen, da sie das physikalisch
motivierte fraktionale Modell mit der allgemeinen Beschreibung in Gl. (2.12) ohne
Approximation identifizieren kénnen.

In der Batterieforschung werden diese Methoden jedoch bislang nicht eingesetzt. Es
existieren ausschliefllich die phianomenologischen Ansétze aus Abschnitt 2.2 sowie die
early-lumping und nichtparametrischen Verfahren aus Abschnitt 2.4. Durch das early-
lumping geht jedoch die physikalische Interpretierbarkeit verloren und die nichtpara-
metrischen Verfahren kénnen aufgrund des notwendigen manuellen Zwischenschritts
zur Berechnung der DRT nicht automatisch ablaufen.

In anderen Fachrichtungen gibt es erste Ansétze zur Identifikation fraktionaler Syste-
me mit parametrischen late-lumping Methoden, beispielsweise in [GR13b, VMGO13,
LLKGP13|. Allerdings muss man Folgendes konstatieren:

e In [LLKGP13| werden spezielle Anfangsbedingungen der Systeme vorausgesetzt,
welche Sonderfille darstellen und in der konkreten Anwendung falsche Ergebnisse
liefern

e In [GR13b, VMGO13| miissen die speziellen Anfangsbedingungen zudem bekannt
sein

e Die Methode nach [GR13b] zeigt sich stark rauschempfindlich
e Das Verfahren nach [VMGO13] ist aufwendig in der Umsetzung

e Die Methode nach [LLKGP13| muss fiir unterschiedliche fraktionale Systeme,
beispielsweise Batteriezellen mit unterschiedlichen Materialien, heuristisch ange-
passt werden

e Keine der Methoden wurde bisher in der Realitdt ausgefiihrt
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Das Ziel dieser Arbeit besteht darin, die vorhandene Forschungsliicke zu schlieffen und
neue parametrische late-lumping Methoden zu entwerfen.

Hierfiir soll im ersten fundamentalen Beitrag dieser Arbeit die sogenannte Methode
der Modulationsfunktionen fiir fraktionale Systeme erstmalig gesamtheitlich hergeleitet
werden. Eine Modulationsfunktion ist zunéchst heuristisch zu bestimmen. Das Verfah-
ren ist inspiriert von [LLKGP13], schriankt die Anwendung jedoch nicht auf Sonderfille
beziiglich der Anfangswertbedingungen ein. Mit diesem Verfahren kénnen die Parame-
ter a; und b; von Gl. (2.12) identifiziert werden. Damit sich auch die fraktionalen Ex-
ponenten «; und §3; bestimmen lassen, ist ein weiteres Ziel ein von [GR13b] inspiriertes
algebraisches Verfahren vorzustellen welches dies ermdglicht. Mit den Parametern und
den Exponenten ist es dann moglich, die DRT mit der geschlossenen Darstellung (2.13)
zu berechnen.

Die entwickelten Methoden sollen zur Batterieidentifikation mit realen Messdaten einer
Lithium-Ionen-Zelle beispielhaft angewendet werden.

Das Ziel des zweiten fundamentalen Beitrags dieser Arbeit ist, die notwendige Heuri-
stik zur Bestimmung der Modulationsfunktion zu vermeiden, indem die Methode der
Modulationsfunktionen um eine modellbasierte Generierung der Modulationsfunktion
theoretisch erweitert wird. Hierfiir sind neue systemtheoretische Erkenntnisse iiber die
Steuerbarkeitsanalyse und den Entwurf einer fraktionalen energieoptimalen Steuerung
fiir zeitvariante fraktionale Systeme notwendig.

Im Laufe dieser Arbeit musste festgestellt werden, dass hier eine weitere grofke For-
schungsliicke besteht, denn viele der in der gingigen Regelungstechnik fiir gewohnliche
Systeme schon lange etablierten Methoden sind fiir fraktionale Systeme bisher kom-
plett unerforscht. Dies betrifft hauptsichlich die zeitvarianten fraktionalen Systeme,
da es fiir zeitinvariante bereits Ansétze gibt. Daher soll ein grofer Teil der Arbeit aus
der grundlegenden Herleitung der analytischen Losung einer zeitvarianten fraktionalen
Zustandsgleichung, der erstmaligen Formulierung des fraktionalen Steuerbarkeitskri-
teriums basierend auf einer fraktionalen Gram’schen Matrix und der Synthese einer
fraktionalen energieoptimalen Steuerung bestehen.

In der vorliegenden Arbeit sind zahlreiche Sdtze und Lemmata enthalten. Hierfir gilt:

Falls nicht explizit anders angegeben, sind die in dieser Arbeit in Satz-Beweis- bzw. in
Lemma-Beweis-Struktur dargestellten Aussagen und deren Beweise neu.

2.6 Zusammenfassung

Dieses Kapitel beleuchtete zunéchst phinomenologische Verfahren zur Alterungsbe-
stimmung. Anschliefend wurde die mathematische Beschreibungsform eines Impedanz-
spektrums einer Batterie hergeleitet und gezeigt, dass diese Beschreibung intrinsisch
physikalisch motiviert ist. Hierbei liefs sich ein analytischer Zusammenhang zwischen
den Parametern des Modells und der DRT herstellen. Dadurch ist es moglich, die
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DRT direkt mit den Parametern zu berechnen. Es wurde dargestellt, dass zur Identi-
fikation der Impedanz in der Literatur lediglich early-lumping und nichtparametrische
Methoden zu finden sind. Die fiir das early-lumping benétigten Approximationen des
fraktionalen Modells waren ebenso Gegenstand dieses Kapitels wie die Beschreibung
der manuellen Schritte des nichtparametrischen Verfahrens.

Demgegeniiber haben die in dieser Arbeit erstmalig betrachteten late-lumping Verfah-
ren den Vorteil, den modellbasierten Ansatz mit physikalischer Deutungsméglichkeit
zu kombinieren. Dieses Kapitel stellte die in der Literatur vorhanden late-lumping Ver-
fahren vor und legte dar, dass es sich hierbei lediglich um erste Ansétze handelt.

Als Zielsetzung liegt daher der Entwurf von drei neuartigen late-lumping Methoden
zur Identifikation der fraktionalen Impedanz im Zeitbereich vor. Da fiir speziell eine
der Methoden tiefere systemtheoretische Untersuchungen fiir zeitvariante fraktiona-
le Zustandsraumsysteme wie die fraktionale Steuerbarkeitsanalyse und eine fraktionale
energieoptimale Steuerungssynthese benotigt werden, ist die Erarbeitung dieser Grund-
lagen fraktionaler Systemtheorie ebenso ein wichtiger Bestandteil dieser Arbeit.
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Grundlage fiir eine parametrische late-lumping Identifikation?® der Frequenzbereichs-
darstellung (2.12) ist ein Zeitbereichsmodell und damit eine Interpretation der kom-
plexen Frequenzbereichsvariablen mit nicht-ganzzahligen Exponenten im Zeitbereich.
Im ersten Abschnitt dieses Kapitels werden daher die fraktionale Integration und die
fraktionale Ableitung definiert. Die Besonderheit an diesen Operationen ist, dass sie
nicht-ganzzahliger Ordnung sind. Sie sind in der Literatur bekannt, in dieser Arbeit
werden sie aus folgendem Grund trotzdem definiert: Ein Grofiteil der Definitionen
in der Literatur beriicksichtigt keine Anfangswerte der fraktionalen Operatoren, was
zu falschen Ergebnissen in der Berechnung fiihrt. Daher ist es notwendig, korrigierte
Integrations- und Ableitungsoperatoren zu definieren, welche um eine sogenannte Ini-
tialisierungsfunktion erweitert sind. Fraktionale Operatoren von Funktionen mit zwei
Verénderlichen und eine ,vektorielle Ableitung® werden im Anhang B definiert.

Basierend auf den modifizierten fraktionalen Integrations- und Ableitungsoperatoren
kénnen dann Linear Time-Invariant®” (LTT)-Systeme in Form von Fraktionalen Diffe-
rentialgleichungen (FDGLen) definiert werden. Es wird deutlich werden, dass sich der
Zusammenhang zwischen der Frequenzbereichsdarstellung und dem Zeitbereich durch
die Laplace-Transformation herstellen lasst. Das Batteriemodell (2.19) lésst sich daher
im Zeitbereich als spezielle FDGL interpretieren. Die Verifikation des Zeitbereichsmo-
dells erfolgt durch einen Vergleich der Simulation mit realen Daten. Am Ende die-
ses Kapitels wird aufierdem ein Linear Time-Varying®® (LTV)-System in Form einer
fraktionalen Zustandsraumdarstellung eingefiihrt und die Definition eines ,, fraktionalen
Zustands' gegeben.

3.1 Fraktionale Analysis

Die fraktionale Analysis ist eine Verallgemeinerung der herkémmlichen Analysis. Wéh-
rend fiir gewohnlich die Integrations- und Ableitungsordnungen n € N+ ¢ einer Funktion
f(t) ganzzahlig sind, werden im fraktionalen Fall reelle Integrations- und Ableitungs-
ordnungen a € R>Y betrachtet. Die Definitionen in dieser Arbeit entsprechen denen
in [LHO7, LHOO, LH11], welche korrigierte Versionen der sonst géngigen Operatoren in
[Pod99, S.65,68,79],[KST06, S.69,70,92] sind, da sie f(¢) iiber den kompletten Geltungs-
bereich betrachten. Es sind auch approximierte Operatoren in [SFT14, TM11]| oder
zeitdiskrete Operatoren (siehe Anhang L) bekannt. Da in dieser Arbeit late-lumping

26 Die parametrische late-lumping Identifikation ist in Definition 2.1 definiert.
27 engl. fiir linear zeitinvariante
28 engl. fiir linear zeitvariante
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Verfahren ohne Approximationen entworfen werden, spielen diese Definitionen hier kei-
ne Rolle.

3.1.1 Fraktionale Integration

Betrachtet wird zunéchst die gewohnliche Integration der kontinuierlichen Funktion
(t) = t. Wie in Abbildung 3.1 zu sehen ist, fiihrt die einfache Integration zu einer Pa-
rabel und die zweifache Integration zu einer Hyperbel (in Griin und Blau dargestellt).
Die zweifache Integration ergibt sich hierbei durch zwei hintereinander ausgefiihrte In-
tegrationen erster Ordnung. Auf diesem Wege liefse sich also eine allgemeine n-fache
Integration durch die Hintereinanderreihung von n-Integrationen erster Ordnung be-
rechnen. Um das n-fache Integral einer Funktion ¢(¢) : R — R zu berechnen, muss aber

p(t) =t

§§p(o)dodo

Abbildung 3.1: Ganzzahlige Integrationen (in Griin und Blau) einer Geradenfunktion ¢(t) =t (in
Schwarz)

nicht zwingend n-mal eine Integration erster Ordnung durchgefiihrt werden. Stattdes-
sen kann die n-fache Integration auch auf eine einfache, mit I'(n) =1 (t—¢)"~! gewichtete
Integration von ¢(¢) reduziert werden [Kacll, S.29]:

Vi<e:p(t)=0, neNyg

f: fl fz ' r p(on)dondoy, 1 - doy = F(ln) f: 0 ‘p(g)ln dc. (3.1)
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In Gl (3.1) ist I'(n) die Gammafunktion [BSM05, S.476]. Ausgehend von dieser Dar-
stellung ist eine natiirliche Erweiterung auf eine reelle Integrationsordnung o € R>°
moglich, da I'(n) auch fiir reelle Zahlen definiert ist und daher n durch « ersetzt werden
kann. Dies fiihrt zu der linksseitigen fraktionalen Integration !i%¢(t) nach Riemann-
Liouville (RL), die in Gl (3.3) definiert ist.

Definition 3.1 (Fraktionales Integral)

Die initialisierte fraktionale linksseitige RL-Integration ‘Z¢ der Ordnung a € R>°
ist definiert zu:

a<e<t, Yt<a:¢(t) =0, ot)e Lla,t]

Tyo(t) == Lido(t) + n(p, a,a,e,t), (3.2)

mit dem in [SKM93, S.33| definierten uninitialisierten Integrationsoperator

{00 = i | o= (33)

und der Initialisierungsfunktion n(p, a, a,e,t), die so gewéhlt werden muss, dass
Teot) = ;if‘g?(t) gilt (siehe Gl. (J.1) im Anhang J). Nun wird

t < g <bVt=>=b:elt) =0 und p(t) € L[t,b] angenommen. Dann ist die
rechtsseitige fraktionale Integration wie folgt definiert:

Zoo(t) == figo(t) + nes(p, a, g, b, 1), (3.4)

mit der uninitialisierten rechtsseitigen Integration

t-a _ 1 g QO(C)
lizet) = & L(c—t)lfadc' (3.5)

)

Die Indizes des Operators Z bzw. i sind wie folgt zu deuten: Links oben kennzeichnet
die Variable, beziiglich welcher integriert wird, in diesem Fall also t. Rechts oben steht
die Integrationsordnung und links bzw. rechts unten sind die Integrationsgrenzen ange-
geben. Damit die fraktionale Integration existiert, muss die zu integrierende Funktion
©(t) im Integrationsintervall, definiert durch [e, t], Lebesgue integrierbar sein [KST06,
S.72].2% Die Menge der Lebesgue integrierbaren Funktionen wird in dieser Arbeit mit
Lle,t] bezeichnet. Zur Veranschaulichung der fraktionalen Integration ist in Abbil-
dung 3.2 die linksseitige Integration einer Geradenfunktion dargestellt. Bisher wurde
der spezielle Fall V£ < e : p(f) = 0 betrachtet. Im Allgemeinen kann die Funktion
jedoch schon ab einem fritheren Zeitpunkt a < e giiltig sein. In diesem Fall muss
das fraktionale Integral Z in Gl. (3.2) in einen zeitabhéngigen Initialisierungsterm, der
die Vergangenheit beriicksichtigt, und ein uninitialisiertes Integral aufgeteilt werden
[LHOO]. In Abbildung J.1 des Anhangs J ist die fraktionale Initialisierungsrechnung an

29 In [KST06, S.1-2| sind Funktionsriume und im Speziellen die Lebesgue Integrierbarkeit definiert.
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einem Beispiel grafisch veranschaulicht, allerdings wird dabei die Ableitung betrach-
tet. Eine Tabelle mit wichtigen fraktionalen Integralen ist in [Reyl3, S.138-139] zu
finden. In Gl. (B.12) ist die Erweiterung auf eine vektorielle Integration mit mehreren
Integrationsordnungen fiir eine Matrixfunktion definiert. Eine Besonderheit bei fraktio-
nalen Systemen ist, dass es auch eine sogenannte rechtsseitige fraktionale Integration
gibt, die in den Gln. (3.4) und (3.5) definiert ist. Da die untere Grenze bei t liegt,
befindet sich das Integrationsintervall immer rechts von der Integrationsvariablen (im
Unterschied zur linksseitigen Integration, bei der sich das Integrationsintervall immer
links befindet). Einen grafischen Vergleich zwischen den beiden Integrationsdefinitio-
nen zeigt Abbildung A.1 im Anhang A. Die rechtsseitige Initialisierungsfunktion 7,
wird so berechnet, dass ﬁl’;‘go(t) = li%p(t) gilt (siehe Gl (J.2)). Bisher wurde nur
die skalare Integration einer Funktion betrachtet. Fiir die Grenzbetrachtung o € N5

ergibt sich & = |« und man erhélt Konsistenz zur klassischen Definition, denn die

Initialisierungsfunktion (J.1) ergibt sich in diesem Fall zu n(y, o, a, e, t) = Zﬁjl citt.

"Tp(t)
4

3

Abbildung 3.2: Fraktionale Integrationen der Ordnungen «; € (0,1] (Blau) einer Geradenfunktion
(Schwarz). Fiir a = 1 ergibt sich wie zu erwarten die Parabelfunktion.
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3.1.2 Fraktionale Ableitung

Nachdem die fraktionale Integration eingefiihrt wurde, kann nun die fraktionale Ablei-
tung der Ordnung o € R0 einer Funktion f(t) in Definition 3.2 betrachtet werden.

Fiir die Existenz der fraktionalen Ableitung von f(¢) muss f(¢) [a]-fach absolut kon-
tinuierlich im Ableitungsintervall [e,t] sein, wobei [a] := min{k € Z|k > a} und
la] := [a] — 1 gilt [KST06, S.73,92].3° Die Menge der [a]-fach absolut kontinuierlichen
Funktionen wird in dieser Arbeit mit AC!®l bezeichnet. Prinzipiell gibt es mehrere
konkurrierende Ableitungsdefinitionen in [SKM93, OS74, KST06, Pod99], welche al-
le die fiir eine fraktionale Ableitung notwendigen Kriterien in [OM14] erfiillen. Eine
Ubersicht iiber die verschiedenen Definitionen, beispielsweise nach Riesz [Agr07b], Ha-
damard, Weyl oder RL, ist in [OM14] zu finden.?! Am weitesten verbreitet ist die RL-
Ableitung. Daher wird sie, zusammen mit der eng verwandten Caputo (C)-Ableitung,
in dieser Arbeit betrachtet. In den eben erwdhnten Quellen werden die Ableitungen
ohne Anfangswerte betrachtet. Wie im Folgenden zu sehen sein wird, fiihrt dies jedoch
zu falschen Ergebnissen in der konkreten Problemstellung. Daher wird die fraktionale
Ableitung in dieser Arbeit in Definition 3.2 mit sogenannten Initialisierungsfunktionen
korrigiert eingefiihrt.

Die Differentiation nach RL in Gl. (3.7) setzt sich aus einer fraktionalen Integration
und einer anschlieffenden ganzzahligen Ableitung zusammen. Warum das so ist, ldsst
sich sehr anschaulich anhand von Abbildung 3.3 erklaren. Hier ist beispielhaft die Vor-
gehensweise zur Berechnung der (o = 2.4)-ten Ableitung einer Funktion f(t) grafisch
dargestellt. Um die gesuchte Ableitung zu bilden, integriert man zunéchst fraktional
mit [a] —a = 0.6. Das bedeutet, man bewegt sich auf dem Zahlenstrahl 0.6 nach links.
Anschliefend wird ganzzahlig [«]-fach abgeleitet und sich daher um 3 nach rechts be-
wegt, wodurch man schlieflich bei 2.4 landet (roter Punkt). Bei der C-Ableitung nach
Gl. (3.8) werden fraktionale Integration und ganzzahlige Ableitung in umgekehrter
Reihenfolge durchgefiihrt.

Da die fraktionale Ableitung in beiden Féllen durch die fraktionale Integration definiert
wird, ist sie im Gegensatz zur gewohnlichen Ableitung keine lokale Operation. Falls die
abzuleitende Funktion schon fiir a < e giiltig ist, muss das initialisierte Integral aus
Gl. (3.2) zur Berechnung der fraktionalen Ableitung verwendet werden. Hieraus ergibt
sich die initialisierte fraktionale Ableitung in Gl. (3.6) mit der allgemeinen Initialisie-
rungsfunktion ¢ (f, o, a, e, t) [LHOO].

30 In [KSTO6, S.1-2] ist die Menge der absolut kontinuierlichen Funktionen definiert.
31 Eine Approximation der fraktionalen Ableitung basierend auf dem Short-Memory-Prinzip ist The-
ma des Anhangs L.
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Definition 3.2 (Fraktionale Ableitung)

Die initialisierte fraktionale linksseitige Ableitung der Ordnung o € R>? ist wie
folgt definiert:

a<e<t, Vi<a:f(t)=0, f(t)e ACI*|[a,t]
DFf(t) = Ly f() + 9 (f, 0 ae.1), (3.6)

wobei die uninitialisierte Ableitung 'd® geméf [Agr07a, S.5470] fiir den RL-Fall
definiert ist als

t o d Lo+ t. lo)+l—a

WRLEF) (3 ) [T (3.7)
im C-Fall lautet sie

. . ) d le]+1

ace 0= | () o). (39

Die Funktion ¢¥(f, a, a,e,t) wird Initialisierungsfunktion genannt und wird so be-
stimmt, dass Dy f(t) = ld?f(t) gilt (siehe Gln. (J.3) und (J.4)). Es sei nun

t<g<bVt=0b:f(t) =0 und f(t) € ACI*I[t,b]. Dann ist die rechtsseitige
Ableitung definiert als:

1Dy f(t) := 1dg f(t) + Yrs(f, 0, 9,b,) (3.9)

mit den uninitialisierten rechtsseitigen RL- und C-Ableitungen [Agr07a, S.5470]:

N d la]+1 e Cu

Rz = 0 () [ ). (3.10)
N . B d |a]+1

02 f(1) 1= (—1)1H L rima [(dt) f(t)] (3.11)

Die rechtsseitigen Initialisierungsfunktionen sind in den Gln. (J.5) und (J.6) zu
finden.

Im Unterschied zum ganzzahligen Fall muss die fraktionale Ableitung also aufgrund des
Integrals initialisiert werden. In Abbildung J.1 des Anhangs J ist die fraktionale Initia-
lisierungsrechnung anhand eines Beispiels grafisch veranschaulicht. Es ist zu erwihnen,
dass die beiden initialisierten Ableitungsoperatoren fiir « € (0,1) identisch sind, wenn
Vi, a <t < e: f(t) = konst. gilt [LH11]. Fraktionale Ableitungen und Integrale
iiber wichtige Funktionen sind in [HMS11, S.11,12,90,123], [OS74, S.95], [Mun04, S.§],
[Pod99, ab S.309] oder [Rey13, S.138-139] zu finden.
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Abbildung 3.3: Grafische Darstellung der fraktionalen Ableitung nach Riemann-Liouville

Analog zur rechtsseitigen Integration gibt es auch eine rechtsseitige fraktionale Ablei-
tung. Um beim vorherigen Beispiel zu bleiben, wird im ersten Schritt in Abbildung 3.3
das linksseitige Integral durch das rechtsseitige ersetzt und dieses dann ganzzahlig
abgeleitet (im RL-Fall). Daraus resultiert Gl. (3.10). Fiir die C-Ableitung ergibt sich
Gl. (3.11). Falls die Funktion schon ab einem Zeitpunkt b > g giiltig ist, muss die initia-
lisierte Integration (3.4) abgeleitet werden, wodurch sich die initialisierte rechtsseitige
Ableitung (3.9) ergibt.

Fiir die Grenzbetrachtung « € N5 ergibt sich a = |/, es verschwinden also die Initia-
lisierungsfunktionen und man erhélt Konsistenz zur klassischen Definition [KSTO06].

3.1.3 Operatoren-Eigenschaften

In der fraktionalen Analysis gilt die Uberlagerungseigenschaft fiir zwei fraktionale
Ableitungsoperatoren [Pod99, S.74] bzw. Integrationsoperatoren [SKM93, S.34| so-
wie die gemischte Uberlagerung von Ableitungs- und Integrationsoperator [KSTO06,
S.74,75,94,95|. Diese Eigenschaften werden als bekannt vorausgesetzt und daher nicht
gesondert thematisiert. Fiir diese Arbeit ist auflerdem der Zusammenhang zwischen
der RL- und C-Ableitung, dargestellt in Gl. (A.6) des Anhangs A, sowie der Reflekti-
onsoperator, dargestellt in Definition A.1 des Anhangs A, wichtig. Zwei Operatoren-
Eigenschaften, die in Abschnitt 7.1 ben6tigt werden, in der Literatur aber bislang nicht
behandelt wurden, werden im Folgenden in den Lemmata 3.1 und 3.2 erstmalig vorge-
stellt:
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Lemma 3.1 (Caputo-Ableitung eines Parameterintegrals)
a e ([0,1])7

t t
JLdcy | F(t,r)dr =,/dRLY f F(t,7)dr
t

t() 0

t
:J YWRLYF(t,r)dr + lLim Y, “F(t, 7). (3.12)
t

T—1t—0
0

Lemma 3.2 (Vertauschung von Ableitungen)
Die RL-Ableitung ldsst sich vertauschen:

ae((0,1)1

RLYTARLYF (t,7) = TdRL] '[dRLS F (t,7). (3.13)

In den Gln. (3.12) und (3.13) werden die vektorielle Ableitung (B.12) und die Matrix-
funktion (B.11) verwendet. Die Beweise finden sich im Anhang als 1.4 und L.5.

3.2 Fraktionale Systemdarstellungen

In diesem Abschnitt werden mit Hilfe der eben eingefiihrten Integrations- und Ablei-
tungsoperatoren fraktionale Zeitbereichsmodelle in Form von FDGLen definiert. Um
die Systeme korrekt zu modellieren, ist es hochst wichtig, die fraktionalen Ableitungen
aus Definition 3.2 zu verwenden, da diese die Anfangswerte korrekt beriicksichtigen
[LHOO]. Der Zusammenhang mit dem Frequenzbereich ergibt sich hierbei durch die
Laplace-Transformation. Diese Verbindung erméglicht eine direkte Interpretation der
Batterieimpedanz (2.19) im Zeitbereich. Die FDGL im Allgemeinen und die Batterie
als spezielle FDGL werden in dieser Arbeit direkt im Zeitbereich mit late-lumping
Verfahren identifiziert.

3.2.1 Fraktionale Ubertragungsfunktion

In Anlehnung an den fraktionalen Frequenzgang G(jw) der Batterie in Gl. (2.12) lasst
sich eine Verallgemeinerung der Darstellung durchfiihren. Dabei wird das komplexe
Argument jw um einen Realteil zu s = 0 + jw erweitert, was bedeutet, dass die Uber-
tragungsfunktion G(s) betrachtet wird. Hierbei wird s als komplexe Laplace-Variable
bezeichnet [F6l11]. Dies fiihrt auf die Systembeschreibung mit dem Eingang U(s)
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1'1'nd dem Ausgang Y (s) in Form einer fraktionalen, nicht-kommensurablen? Laplace-
Ubertragungsfunktion [Pod99, S.245],[MCV10|:

Definition 3.3 (Nicht-kommensurable fraktionale Ubertragungsfunkti-
on)

aj,bjeR, n,meNsy, m<n, ;3R

(=)
<8
V2]
@®
<

(3.14)

Q

S

@
2

=
Va)
4= TD3

S
Il
o

Der Zusammenhang mit dem Zeitbereich wird wie fiir gewShnliche Systeme auch iiber
die Laplace-Transformation hergestellt [F6111]. Das Laplace-Integral einer Zeitfunktion
f(®) : R - R lautet:

teR, ceR>% op:=min{oc eR||f(t)| <ce’}, D :={seC|Re(s)> o}

0
F(s) = L{f(t)} := f(t)e *'dt, seD. (3.15)
0
Die Gl. (3.15) ist in der durch D angegebenen rechten s-Halbebene absolut konvergent
[Fol11, S.5].33 Wird das fraktionale Integral und die fraktionale Ableitung einer Funk-
tion f(¢) mit Gl. (3.15) in den Bildbereich transformiert, dann ergeben sich folgende
Ausdriicke [LH98, S.48,54]:

Lemma 3.3 (Fraktionaler Integral- und Differentiationssatz der Lapla-
ce-Transformation)

Die Laplace-Transformation von ‘I f(t) lautet
LETP (O} = s F(s) + L{n(f, o, a,e,1)} (3.16)
und von D¢ f(t):

L{IDEf(t)} = s*F(s) + L{(f, a,a,e,t)}. (3.17)

Die Laplace-Transformierten der Initialisierungsfunktionen sind in Lemma J.1 zu fin-
den. Fiir Ableitungen ohne Initialisierungsfunktionen, wie sie standardméfig betrach-
tet werden, ist die Transformation beispielsweise in [Pod99, S.104,106] oder Lemma J.2
nachzuschlagen. Eine Tabelle mit fraktionalen Laplace-Transformationen verschiedener
Funktionen ist in [MCV10, S.392] dargestellt.

32 In der kommensurablen Darstellung sind alle Ableitungsordnungen Vielfache der Ordnung a.
33 Firice R¥%, 0 e R: |f(t)] < ce? stellt D entsprechend die leere Menge dar. Dies ist beispiels-

weise fiir f(t) = e*® der Fall.
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3.2.2 Fraktionale Ein-/Ausgangsdarstellung im Zeitbereich

Analog zum gewohnlichen Fall lassen sich auch im Fraktionalen Differentialgleichungen
aufstellen, um dynamische Systeme mit dem Eingang u(t) und dem Ausgang y(t) im
Zeitbereich zu beschreiben. Mit dem initialisierten fraktionalen Ableitungsoperator von
Gl. (3.6) werden folgende FDGLen definiert:

Definition 3.4 (Fraktionale Differentialgleichungen)
Das folgende Eingréfsensystem wird als nicht-kommensurable FDGL bezeichnet:

an = 17 aivbj€R7 a<ty<t, n7meNZO7 m<n, O[i,,Bj €R>Oa
u,y € AC!*[a,t]

W DEmy(t Z a; D y(t) + Z b, tSDtBW(t)- (3.18)
=0

Fiir den Fall, dass alle Ableitungsordnungen Vielfache von « sind, ergibt sich die
kommensurable FDGL:

aeR>0

an DYy (t Z a; /Dy (t) Z b; \DI%u(t (3.19)

Anstelle gewohnlicher Ableitungen in DGLen treten also fraktionale Ableitungen auf,
daher die Bezeichnung FDGL. In der vorliegenden Arbeit werden nur eindeutige Sy-

steme betrachtet.3* Unter der gegebenen Annahme gilt:

Annahme 3.1 (Eindeutigkeit der fraktionalen Systeme)

Fiir die in dieser Arbeit betrachteten Modelle aus den Definitionen 3.3 und 3.4 gilt
stets, dass die Polynome

AU @y A 4 agA® und by NP 4 by NP L b AP (3.20)

teilerfremd sind.

Falls ein System in Form einer Ubertragungsfunktion (3.14) vorliegt, kénnen die FD-
GLen durch Faktorisierung und anschliefende Riicktransformation mit Gl. (3.17) in
den Zeitbereich, hergeleitet werden. Andererseits konnen sie auch direkt aus physi-
kalischen Zusammenhéingen im Zeitbereich entstehen.3® Die beiden Darstellungen in

34 Die Eindeutigkeit ist eine notwendige Bedingung fiir die Identifizierbarkeit der Systeme.
35 Da die Menge der in den Laplace-Bereich transformierbaren Funktionen wie in Abschnitt 3.2.1
erwahnt eingeschrénkt ist, gelten die FDGLen fiir eine grofiere Funktionsmenge.
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Definition 3.4 sind auch in den Standardwerken [Pod99, S.122]|, [KST06] oder [MCV10]
zu finden, allerdings wird dort immer nur der Fall mit einer speziellen Initialisierung
aus [Pod99, S.104,106] betrachtet. Es ist offensichtlich, dass dieser Fall nur eine einzige
von unendlich vielen Méglichkeiten darstellt, die Ableitungen zu initialisieren. Aufer-
dem berticksichtigt die spezielle Initialisierung nur einen einzigen Anfangswert zum
Zeitpunkt tg, wohingegen die allgemeine Initialisierungsfunktion geméf Definition J.1
die gesamte Vergangenheit mit einbezieht. Um fraktionale Systeme korrekt zu model-
lieren, ist es daher hochst wichtig, die fraktionalen Ableitungen aus Definition 3.2 zu
verwenden, da diese die komplette Historie représentieren [LHOO].

Durch Anwendung des in Definition A.1 im Anhang A deklarierten Reflektionsoperators
Q mit der Eigenschaft (A.4) auf der linken und rechten Seite der Gl. (3.19) kann diese
in eine dquivalente rechtsseitige Darstellung iiberfiihrt werden:

Definition 3.5 (Aquivalente rechtsseitige zeitinvariante FDGL)
an=1, a;,bjeR, t<t.<b n,meNs, m<n, a;f( R
a,5 € ACI[t,b], §=Qy, u=Qu

n—1 m
IDReg(t) = = D) i (DG(t) + ) by (DI at). (3.21)
=0 7=0

Die dquivalente Darstellung beschreibt also die gleiche Dynamik, allerdings mit rechts-
seitigen Ableitungen. In Kapitel 6 wird sich herausstellen, dass diese dquivalente Dar-
stellung von grofem Nutzen fiir die Identifikation fraktionaler Systeme ist.

Das Ziel der in den Kapiteln 4 und 6 vorgestellten Identifikationsverfahren ist die
Bestimmung der Parameter a;, b; und der fraktionalen Ableitungsordnungen «;, 3;
der FDGLen aus Definition 3.4, die als Spezialfall die Zeitbereichsinterpretation der
Batterieimpedanz (2.19) enthalten. Die FDGL der Batterie ergibt sich iiber die Laplace-
Riicktransformation von Gl. (2.19) mit Gl. (3.17) unter Beriicksichtigung der Initiali-

sierungsfunktionen zu:3¢

Satz 3.1 (Fraktionales Zeitbereichsmodell der Batterie)
bo=Ro+ R, bi=LRRQ, ao=RQ

u(t) = —ao, Dy u(t) + boi(t) + b1,/ Dyi(t). (3.22)

Eine Batteriesimulation ist im nachsten Abschnitt 3.2.3 zu finden.

36 Das Modell (3.22) ohne die Ruhespannung ist zulissig, da gem#R Annahme 2.1 die Ruhespannung
im Batteriemodell dieser Arbeit nicht beriicksichtigt werden muss.
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3.2.3 Batteriesimulation

In diesem Abschnitt wird die KOkAM LiPO-Batteriezelle mit Graphit an der Anode und
einem Blend aus Nickel-Cobalt-Aluminium und Cobaltdioxid an der Kathode, welche
im Anhang G dargestellt ist, beispielhaft numerisch simuliert. Das Zeitbereichsmodell
resultiert aus der Maschengleichung des Ersatzschaltbildes in Abbildung 2.5:

u(t) = URQ(t) + Ryi(t). (3.23)

upro(t) ist die Spannung iiber dem RQ-Element mit der FDGL:

1 1
—R—QuRQ(t) + @z(t) (3.24)
Die Gl. (3.23) ist dquivalent zum Zeitbereichsmodell in Gl. (3.22). Die Zelle wurde bei
Aufnahme der Referenzdaten am TAM-WET bei konstanter Raumtemperatur betrie-
ben. Ein Ausschnitt des Strom- und Spannungsprofils ist in Abbildung 3.4 zu sehen.
Gut zu beobachten ist der auf einen Stromsprung direkt folgende Spannungssprung,
hervorgerufen durch den ohmschen Innenwiderstand Ry. Die Ubergangsphase bis zum
néchsten Sprung wird durch das RQ-Element bestimmt. Zusétzlich zu den Validierungs-
daten wurde auch die OCV-Kurve vermessen. Fiir die Simulation der Batteriezelle wird
diese Ruhespannung zu der Spannung u(t) aus Gl. (3.23) addiert:

wdi ung(t) =

i(t) = uo(SoC) + uft). (3.25)

Lost man die Gl. (3.24) numerisch mit Hilfe der GL-Ableitung (L.4) aus dem Anhang
L und setzt das Ergebnis in Gl. (3.25) ein, ergibt sich:37

| 5]

R
wa,kuRQ(t — kh) + <R0 + —a> Z(t) (326)
= 1+ RQh

_ RQ

t) = s
a(t) = ug(SoC) RO+
In (3.26) werden Vergangenheitswerte bis zu M = 220s berticksichtigt, was
N = [%J = 1100 Werten bei einer Schrittweite von i = 0.2 s entspricht.3®

Zur Parametrierung des Modells wurden die EIS mit einem sehr hohen SNR>100dB
und das CNLS-Fitting genutzt. Die SoC-abhéngigen Parameterkurven sind in Abbil-
dung G.4 im Anhang G zu finden. Da die Parameter sich sehr langsam &ndern, ist
es gerechtfertigt, das Modell als zeitinvariant zu betrachten. In Abbildung 3.5 ist ein
Ausschnitt aus den Ergebnissen der Simulation zu sehen. Das Modell wurde mit dem
gleichen Strom i(t) wie die reale Zelle beaufschlagt. Zum Vergleich wurde das Ergebnis
eines gewohnlichen Modells mitgeplottet, bei welchem das RQ- mit einem RC-Element
ersetzt wurde. An den Ergebnissen ist zu erkennen, dass die fraktionale Simulation
der Referenz deutlich genauer folgt. Allerdings ist die Ubereinstimmung nicht iiber die

37
38

Alternativ konnte auch Gl. (3.22) numerisch geldst und in Gl. (3.25) eingesetzt werden.

Dieser Speicher wurde heuristisch bestimmt. Es zeigte sich, dass sowohl eine Verkleinerung als
auch eine Vergroferung zu schlechteren Ergebnissen bei der Batteriesimulation fiihrt. Letzteres
lasst sich mit numerischen Problemen durch den erhéhten Rechenaufwand erkliren.
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Abbildung 3.4: Ausschnitt des Strom-/Spannungsverlaufs der Kokam Batteriezelle bei einem
sprungférmigen Stromprofil, welches die Batterie abwechselnd 14dt, entladt und rela-
xieren ldsst. Im Durchschnitt wird die Batterie mit C(Ty1;)/4 h entladen, was einer
Nutzungsdauer von 4 h Stunden entspricht, die Abtastfrequenz betragt 5 Hz.

gesamten 4 h Stunden exakt. Desweiteren gibt es Abschnitte in denen das RC-Modell
akkurater ist. Uber den gesamten Zeitraum betrachtet hatte das fraktionale Modell

einen relativen Root Mean Squares Error (rRMS) e = %Ziﬂ %f’;z’;(k) = 0.130%
bei einer Simulationsdauer von 337.5s. Im Vergleich dazu hatte das RC-Modell einen
rRMS von € = 0.154 % mit einer Simulationsdauer von 105s. Die lingere Laufzeit des
RQ-Modells resultiert aus der Tatsache, dass die fraktionale Ableitung eine globale

Operation ist und daher mehrere Rechenschritte notwendig sind.

T T T T

T
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Abbildung 3.5: Vergleich der Simulationen eines RQ- und eines RC-Modells in MaTLaB 7.0 (Hard-
ware: Laptop mit Celeron 2.2 GHz Prozessor)
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3.3 Fraktionale Zustandsraumdarstellung

Bisher wurde nur das Ein-/Ausgangsverhalten eines fraktionalen Systems betrachtet.
Im spéteren Verlauf dieser Arbeit wird es jedoch auch wichtig sein, ein Systemmodell
zu finden, welches nur bestimmte Ableitungsordnungen besitzt. Zu diesem Zweck 1dsst
sich ein Zustandsraummodell aufstellen, bei dem ein fraktionaler Zustand wie folgt
definiert ist:

Definition 3.6 (Fraktionaler Zustand)

Eine Vektorfunktion z(t) heit dann fraktionaler Zustand eines Systems, wenn sich
allein mittels der Initialisierungsvektorfunktion vo(7) = ¥(z,a,a,to,7) und des
Verlaufs der Eingangsvektorfunktion u(t) alle Folgezustidnde fiir beliebige Zeiten
t € [to, te] eindeutig bestimmen lassen.

Entspricht eine Grofie einem fraktionalen Zustand dann spricht man auch von einer in-
neren Systemgrofe. Laut Definition 3.6 muss also der fraktionale Zustandsvektor z(t)
fiir alle t < ¢y bekannt sein. Aufgrund dieser Definition unterscheidet sich der fraktiona-
le Zustand grundlegend von dem Zustand eines gewohnlichen Systems nach KALMAN,
der dadurch charakterisiert ist, dass mittels eines einzigen Anfangswertes z(tp) und
des Verlaufs von u(t) alle Folgezusténde eindeutig berechnet werden kénnen [Lun96,
S.53|[Lud95, S.14]. Aufgrund dieses Unterschieds bezeichnet [SFT14] den fraktionalen
Zustand auch als einen ,Pseudo-Zustand“. In dieser Veréffentlichung wird zu Recht kri-
tisiert, dass in [Das13, MCV10| u.v.a. die Historie von z(¢) nicht beriicksichtigt wird,
da ausschlieRlich eine spezielle Initialisierungsfunktion

U(x,0,a,t0,) =ty " x(t)],_, 3(t —to) (3.27)
mit der Dirac’schen Distribution ¢ [OMS09, S.76] zum Einsatz kommt. Diese bertick-
sichtigt nur einen fraktionalen Anfangswert zum Startzeitpunkt. Um dem entgegenzu-
wirken, wird in [SFT14] versucht, die Historie zu approximieren. In der vorliegenden
Arbeit wird dieses Problem ohne Approximation behoben, indem durchweg initialisier-
te Ableitungen zum Einsatz kommen. Eine Vektorfunktion z(t), welche als Zustand
im Sinne von Definition 3.6 bezeichnet werden kann, beschreibt folgende lineare und
zeitvariante FDGL, die somit auch Fraktionales Zustandsraumsystem genannt wird:
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Definition 3.7 (Fraktionales Zustandsraumsystem)

i,n; € Nug, a; € (0, 1], a<ty<t, $1(t) ‘R=0 RniX1, @(t) ‘R — RYi n‘X1,
z(t) € (AC[a, t])Xi=1 i1 Vi< a:z(t) =0, ¥(t) : R — REL=mix1)

u(t) : R — RP¥L y(t) : R — R™LA(t) : R — RE= max Xl e

B(t) : R - RE=1m%P () : R — R™2Z1 i D(t) : R — R™P

Die Initialisierungsvektorfunktion ¢ (z, a, a, to, t) setzt sich aus den Initialisierungs-
vektoren der einzelnen Untervektorzustiande zusammen:

w($7 o, aut()?t)

T
:[y(gl,al,a,to,t)T y(gg,az,a,to,t)T z_b(gq,aq,a,to,t)T] . (3.30)

In Definition 3.7 sind der Eingang u(t) und der Ausgang y(t) stiickweise kontinuierliche
Vektorfunktionen und die Systemmatrix A(¢), die Ausgangsmatrix C(t), der Durchgriff
D(t) sowie die Eingangsmatrix B(t) sind kontinuierliche und beschrénkte Matrixfunk-
tionen. Da ein fraktionales System mehrere Ableitungen besitzen kann, handelt es
sich um ein Mischsystem. Das bedeutet, der Ableitungsvektor ist vektoriell mit ins-
gesamt ¢ unterschiedlichen Ableitungsordnungen a € (R>%)%, wobei der i-te Eintrag
des Ableitungsvektors den i-ten Untervektor von z(t) ableitet. Der vektorielle Ab-
leitungsoperator ist in Gl. (B.12) definiert. In der Literatur sind deutlich restriktivere
fraktionale Zustandsraumsysteme géngig. Diese sind zeitinvariant, besitzen die spezielle
Initialisierung von Gl. (3.27) und haben nur eine Ableitungsordnung [Das13, MCV10].
Lediglich in [XLZ14] wird ein Mischsystem betrachtet, das jedoch auch zeitinvariant
mit spezieller Initialisierung ist. In [Dasl1, S.350-359] und [MT11] werden allgemeine
Initialisierungsfunktionen zugelassen, jedoch ist das Modell zeitinvariant und hat nur
eine Ableitungsordnung. Verfahren, welche das fraktionale Zustandsraumsystem durch
ein gewohnliches approximieren, sind in [TM11, SFT14] zu finden.

Wie aus dem vorherigen Absatz hervorgeht, werden fraktionale LTV-Systeme system-
theoretisch in aktuellen Standardwerken iiber fraktionale Systeme [PD13, MCV10,
SLMO15, Dasl1] nicht behandelt. Rein mathematische Standardwerke beschéftigen
sich zwar mit der analytischen Losung fraktionaler zeitvarianter DGLen, allerdings
wird nur die Existenz und Eindeutigkeit einer solchen Losung gezeigt [KST06, S.135-
220].3% Es gibt jedoch einzelne Verdffentlichungen iiber fraktionale LTV-Systeme, wie
z.B. [Ost16], in welcher die Linearisierung eines fraktionalen nichtlinearen LTV-Systems
behandelt wird. Dazu zéhlen auch numerische Ansétze zur Zustandsschétzung [SD06],

39 In Kapitel 7 werden erstmalig eine analytische Zustandslésung und darauf aufbauend ein Steuer-
barkeitskriterium sowie eine energieoptimale Steuerung hergeleitet. Mit diesen Ergebnissen lésst
sich die in Kapitel 6 vorgestellte steuerungsbasierte Parameteridentifikation einer FDGL in kom-
mensurabler Form (3.19) realisieren.
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zur Losung eines Optimalsteuerungsproblems [ABO7b, Agr04]| und zur robusten Re-
gelung [SOIL02| von fraktionalen LTV-Systemen. In der vorliegenden Arbeit werden
jedoch late-lumping Verfahren entworfen, d.h. numerische Approximationen werden
vermieden.

Im Gegensatz zu den fraktionalen Systemen werden gewohnliche LTV-Systeme in ei-
ner Reihe von Werken betrachtet. Hierzu zdhlen klassische Werke wie [Kai80, Kapitel
9][Fre71] und neuere Biicher wie [BM11, Rug96, Lud95]. Die Losung der gewohnlichen
Zustandsgleichung ist z.B. in [Rug96, Kapitel 3] zu finden.

Ein Spezialfall der LTV-Systeme sind die sogenannten Linear Parameter-Varying*°
(LPV)-Systeme. Sie wurden fiir den gewohnlichen Fall in den letzten Jahren inten-
siv erforscht [Corl5, T6t10|. LPV-Systeme sind auch fiir Batteriesysteme relevant.
Betrachtet man einen groferen Operationsbereich, dann &ndern sich die Batteriepa-
rameter aufgrund ihrer Abhéngigkeit von der Temperatur und dem SoC [Ple04a]. In
[RBD13, RBSGD13, RBD14] wird ein gewohnliches LPV-Batteriemodell mit Subspace-
Methoden identifiziert. Fiir fraktionale LPV-Systeme gibt es erste Veroffentlichungen
zu Modellierung [MGBGMGO09] und Identifikation [SCA16], die mit dem Thema Bat-
terie jedoch nichts zu tun haben. In der vorliegenden Arbeit wird die Batterie in einem
definierten Bereich betrieben, sodass Parameterdnderungen vernachlissigt werden kon-
nen.

Beispiel 3.1:

In diesem Beispiel wird die Impedanz (2.17) mit jeweils einem RQ-Element fiir den
Ladungstransfer und fiir die Diffusion sowie einem Innenwiderstand R; in ein frak-
tionales Zustandsraummodell {iberfiihrt. Der Strom i(¢) ist die Eingangsgrofe und
die Spannung u(t) tiber alle Elemente die Ausgangsgrofie. Die beiden Spannungen
iiber den RQ-Elementen werden als Zustandsgréfen x; und x4 aufgefasst. Uber die
Laplace-Riicktransformation durch Gl. (3.17) ergeben sich zwei FDGLen mit aq-ter
und as-ter Ordnung. Mit der vektoriellen Ableitungsordnung o = [al ag] erhalt

man daher:
St DA | R 7 OIS

Der Spannungsausgang u(t) setzt sich aus der Summe der Zustandsgrofen sowie
dem Durchgriff des Stroms iiber dem Innenwiderstand zusammen:

u(t) =[1 1]z(t) + Rii(t). (3.32)

Fiir die fraktionalen Systeme gibt es immer ein rechtsseitiges Pendant zur linkssei-
tigen Darstellung. Das rechtsseitige fraktionale Zustandsraummodell lautet mit dem
rechtsseitigen Ableitungsoperator (3.9) wie folgt:

40 engl. fiir linear parametervariierende
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Definition 3.8 (Rechtsseitiges fraktionales Zustandsraumsystem)
t<te<b, Vi=b:a(f)=0

15 2(t) + Yrs(2, e, b, 1) = A(t)z(t) + B(t)u(?). (3.33)

Die Initialisierungsvektorfunktion ,s(z, a,te,b,t) setzt sich aus den Initialisie-
rungsvektoren der einzelnen Untervektorzustinde zusammen:

?TS(-Iagytevb7t)
— [ Wrs(@n, s te, b, )7 ot pg(@n e b,0)T T (3.34)

Auch in Gl. (3.33) wird die vektorielle Ableitung geméaf Gl. (B.12) eingesetzt. Diese
Modellform ist notwendig um in Kapitel 7.4 eine energieoptimale Steuerung fiir das
linksseitige System (3.28) herleiten zu konnen. Die Losung von Gl. (3.33) ist dann in
Satz 7.3 erstmalig angegeben.

3.4 Zusammenfassung

Dieses Kapitel fiihrte die fraktionale Integration und Ableitung von Funktionen ein und
stellte einen Zusammenhang mit dem Laplace- bzw. Frequenzbereich her. Es bildet da-
durch die Grundlage fiir die gesamte fraktionale Integral- und Differentialrechnung der
vorliegenden Arbeit. Basierend auf diesen Ausfiihrungen wurden Zeitbereichsdarstel-
lungen fiir fraktionale Systeme definiert, die als Spezialfall das in dieser Arbeit ein-
gesetzte fraktionale Batteriemodell beschreiben. Hierbei wurde festgehalten, dass nur
eindeutige Systeme in dieser Arbeit betrachtet werden, was eine notwendige Bedingung
fiir die Identifizierbarkeit darstellt. Die Systeme werden in den folgenden Kapiteln oh-
ne Approximation der Operatoren im Zeitbereich identifiziert. Das Zeitbereichsmodell
wurde numerisch simuliert und mit realen Messdaten verglichen, wobei sich eine hohe
Ubereinstimmung der Werte zeigte. Am Ende das Kapitels erfolgte die Definition eines
fraktionalen Zustandsraumsystems. Es wurde klar, dass der fraktionale Zustand sich
grundlegend von dem gewdhnlichen Zustand unterscheidet.
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fiir fraktionale Systeme

Nachdem im vorherigen Kapitel das fraktionale Zeitbereichsmodell der Batterie pré-
sentiert wurde, soll nun ein parametrisches late-lumping Identifikationsverfahren zur
Bestimmung der physikalischen Batterieparameter hergeleitet werden. Bei dem Iden-
tifikationsverfahren handelt es sich um die sogenannte Methode der Modulationsfunk-
tionen, die schon fiir gewohnliche Systeme bekannt ist [Shi54, PR93| und nun erstmalig
gesamtheitlich fiir fraktionale Systeme ohne Einschrinkungen beziiglich der Anfangs-
wertfunktionen der Messdaten entwickelt wird [EKH14b, EKH14a, EKH14c|. Das Ver-
fahren wird zunéchst allgemein fiir eine FDGL beliebiger Ordnung geméf Definition 3.4
betrachtet. Die Batterie wird dann als Spezialfall vorgestellt. Da es sich um eine late-
lumping Methode handelt, werden keine Approximationen durchgefiihrt, was in vielen
Féllen den Implementierungsaufwand reduziert.

Die wesentlichen Verfahrensschritte der Methode der Modulationsfunktionen sind in
Abbildung 4.1 dargestellt. Zum Einsatz kommt eine auf einer speziellen Funktion — der
Modulationsfunktion — basierende ®-Transformation. Diese Transformation uberfiihrt

Fraktionale par-
tielle Integration

®-Transformation

LS-Schétzung

Abbildung 4.1: Zentrale Schritte beim Modulationsfunktionsverfahren

die Differentialgleichung in eine algebraische Darstellung, indem sie die Ableitungen
der Messgrofen auf die Modulationsfunktion {ibertragt. Die Parameter ergeben sich
dann, falls Messgroffen mit additiven Stérungen vorliegen, iiber eine LS-Schétzung.
Fiir rauschfreie Messgrofen kénnen die Parameter analytisch berechnet werden. Da
die ®-Transformation bisher nur flir gewohnliche Systeme bekannt war, wird sie in
diesem Kapitel auf fraktionale Systeme erweitert. Grundlage bildet hierfiir die partielle
Integrationsregel, welche fiir fraktionale Ableitungen neu definiert werden muss.
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Eine besondere Herausforderung stellt die heuristische Wahl einer geeigneten Modulati-
onsfunktion dar. Diese muss bestimmte Eigenschaften besitzen, welche sich von System
zu System unterscheiden kénnen. Das Problem wird ab Kapitel 6 gesondert betrachtet
und die Losung stellt den zweiten fundamentalen Beitrag dieser Arbeit dar.

Das Grundprinzip des algebraischen Verfahrens ist, die FDGL in eine algebraische
Darstellung zu iiberfiithren, um dort durch sukzessives Ableiten die fraktionalen Ablei-
tungsvariablen zu entfernen. Dadurch ergibt sich eine fiir die jeweilige FDGL charak-
teristische Gleichung, in welcher die Ableitungsordnungen als gewohnliche Parameter
auftauchen.

Abschnitt 4.1 fiihrt die fraktionale partielle Integration ein. Darauf aufbauend wird
die fraktionale ®-Transformation definiert und gezeigt, wie mit dieser Transformation
eine Identifikationsgleichung hergeleitet werden kann. Im Anschluss folgt die Konver-
genzbetrachtung der Identifikation im Falle von mit additiven Stérungen belasteten
Messgrofien. Der letzte Teil leitet das algebraische Verfahren zur Bestimmung der Ab-
leitungsordnungen her.

4.1 Fraktionale partielle Integration

Bevor auf die partielle Integration fiir fraktionale Ableitungen eingegangen wird, soll
zunéchst noch die bekannte partielle Integration fiir gewthnliche Ableitungen erwdhnt
werden. Unter der Annahme, dass die Funktionen ~(¢) und f(t) ausreichend glatt sind
(d.h. ihre Ableitungen sind stetig) gilt folgender Zusammenhang [Rie97, SR11]:

e<g, neNsg, teR

[0 L Bar = oy [T dt+Z R el IR

. den . dt” dgn—i—1  deI

Gl. (4.1) besitzt die besondere Eigenschaft, dass die Ableitung der Ordnung n von der
Funktion f(t) zu v(t) wechselt. Zusitzlich kommt noch ein Vorfaktor (—1)"™ sowie ein
Summenterm mit Randwerten hinzu.

Im fraktionalen Fall gibt es eine partielle Integrationsregel sowohl fiir die fraktionale
Integration als auch fiir die fraktionale Ableitung. Auch hier wechselt die Ableitung
bzw. die Integration die Funktion. Dies bestétigt die fraktionale partielle Integrations-
regel fiir die fraktionale Integration in Gl. (4.2), die unter dem &ufieren gewohnlichen
Integral eine fraktionale Integration beinhaltet [SKM93]:
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Lemma 4.1 (Fraktionale partielle Integration der fraktionalen Integra-
tion)
a<e<t<g<b aeR> teR, w(t)eLla,g], p(t)eLle,b]

f ? o) p(t)dt - fg w(t) T p(t)dt. (4.2)

e e

Gl. (4.2) bildet die Grundlage fiir die in Lemma 4.2 festgelegte partielle Integration fiir
fraktionale Ableitungen [Agr07b, S.6291].4! Hierbei kommen unter dem Integral anstel-
le der fraktionalen Integration, wie es in Gl. (4.2) der Fall ist, fraktionale Ableitungen
in den Gln. (4.3) und (4.4) vor. Wie zu schen ist, verbinden diese nicht nur die links-
und rechtsseitige Ableitung, sondern auch die RL- und C-Definition. Die Gleichungen
in Lemma 4.2 kénnen als ein Analogon zum gewohnlichen Fall in Gl. (4.1) angesehen
werden.

Lemma 4.2 (Fraktionale partielle Integration der fraktionalen Ablei-
tung)

a<e<t<g<b aeR>0 teR, f(t)e ACI*[a,g], ~(t)e AC!*I[e,b]

f A(t) DRLY (1)t = f DO (1) F(1)dt

(& €

o] _j g
) ool dled=i~(t
_ E (_1)LaJ+1+J éDRLt +i—le] 1f(t) aj(_)
~ dtlel—i
j=

e

(4.3)

a<e<t<g<b acR> teR, f(t)e ACI*[e,b], ~(t)e ACI*![a,q]

[ wmregwa= [ o soa
la]
- [iDRL;'“—laJ-lfu)

dlel=iy (1) ]g
=0

EREYR (44)

€

Der Beweis von Gl. (4.3) befindet sich im Anhang I.6. Die Gleichungen in Lemma 4.2
vereinfachen sich, wenn die Summenterme durch die geeignete Wahl der gew6hnlichen
Randwerte von () und der fraktionalen Randwerte von f(¢) verschwinden. Werden
in Gl. (4.3) die linksseitigen fraktionalen Ableitungen der Ordnung o+ j — || — 1 von
f(t) an den Stellen e und g zu Null gesetzt, ergibt sich die vereinfachte Gl. (4.5). Un-

41 Die Gleichungen stammen urspriinglich aus der fraktionalen Lagrange und Hamilton Mechanik in
[Rie97]. In [OMT12, S. 11] werden sie mit einer generalisierten fraktionalen Ableitung fiir 0 < av < 1
bestatigt. Fiir die Herleitung der Gleichungen siehe auch [Kupl3, S.53-56].
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ter Annahme verschwindender rechtsseitiger fraktionaler Randwerte wird aus Gl. (4.4)
die Gl. (4.6). Eine weitere Option, die Summenterme zu entfernen, besteht darin, die
Funktion ~y(t) sowie ihre ganzzahligen Ableitungen an den Stellen e und g bis zur Ord-
nung |a] zu Null zu setzen. Somit wird aus Gl. (4.3) die vereinfachte Gl. (4.7). Fiir die
gleichen Randwerte wird aus Gl. (4.4) auferdem die Gl. (4.8).

Korollar 4.1 (Vereinfachte fraktionale partielle Integration fiir die
fraktionale Ableitung)

IDRLYTIT @), = IDREFTT )], _ =0, k=0,1,..., ]
g g
f 2(1)!DRLE f(t)dt = f DO (1) £ (1), (4.5)

DRLGH N )| _ = IDRLGT T @), _ =0, k=0,1,..., o]

t=

[[wiprzgswa = [ ez s (4.6)

e e

yFl(e) =y®)(g) =0, k=0,1,...,|]

| () DRLY F(1)dt = | " Doy (1) f(nat, (47)

e e

[[wiprzgswa- [ peg s (1)

(& €

Es ist durch den Einsatz des Reflektionsoperators Q aus Definition A.1 auflerdem mdog-
lich, die rechtsseitigen Ableitungen, die z.B. in den Gln. (4.5) und (4.8) vorkommen,
zu vermeiden [LLKGP13]:

| " Qy(t)!DRL (1)t = f DO (1) f()dt
- [ apep s (19)

Wie in Gl (4.9) zu sehen ist, geht die Vermeidung der akausalen rechtsseitigen Ablei-
tung einher mit zusétzlichen Einschrinkungen durch den Reflektionsoperator.
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4.2 Fraktionale Modulationsfunktionstransformation

Die ®-Transformation der Funktion f(¢) in Gl. (4.10) ist definiert als ein Integralaus-
druck mit konstanten Grenzen e und g und mit der sogenannten Modulationsfunktion
o(t) als Kern. Daher wird sie auch Modulationsfunktionstransformation genannt. So
wie es auch bei der Laplace-Transformation géngig ist, £ durch den Buchstaben der
zu transformierenden Funktion zu ersetzen, so wird hier ® entsprechend mit F ersetzt.
Der hochgestellte Index gibt den Kern der Transformation an — also die verwendete
Modulationsfunktion — und die tiefgestellten Indizes die Integralgrenzen:

Definition 4.1 (Fraktionale ®#-Transformation)
f0)p(t) : R =R

Fg, =07 {f(t)}:= Jg F@®)p(t)dt. (4.10)

Die Eigenschaften der Transformation werden durch die Wahl der Modulationsfunktion
bestimmt. Es handelt sich entgegen [PR93| jedoch nicht um eine Filterung der Funkti-
on f(t), da (4.10) keine Faltung darstellt. Im Folgenden soll die links- und rechtsseitige
RL-Ableitung der Ordnung « einer Funktion f(t) transformiert werden. Hierfiir ist
die Modulationsfunktion so zu wéhlen, dass die Funktion selbst und ihre ganzzah-
ligen Ableitungen bis zur Ordnung |«| an den Grenzen e und g verschwinden. Die
®-Transformationen von "DRLS f(t) und iDRLg f(t) lauten dann unter der Annahme,
dass die eben beschriebenen Randbedingungen erfiillt sind:

Lemma 4.3 (®-Transformation der Riemann-Liouville-Ableitung)
Die ®-Transformation der linksseitigen RL-Ableitung lautet:

ft)e AC™™a,g],  o(t) € ACT[e,0], oM (e) = oM (g) =0,
E=0,1,..,|la], a<e<t<g<h

t o
DCFe(t)

g
2 {'DRL{ (1)} = f FOIDC (1)t = FiT (4.11)

Die ®-Transformation der rechtsseitigen RL-Ableitung ergibt sich zu:
f(t) € ACT[e,b],  o(t) € ACTN[a,g], oM (e) = ™ (g) =0,

k=0,1,..,|la], a<e<t<g<h

g t o
2 {{DRLY f(1)) = f F(OIDCs ()t = FDP0. (4.12)
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Beweis:
Mit der Definition der ®-Transformation in Gl. (4.10) ergibt sich fiir die Transformation
der linksseitigen RL-Ableitung:

g
7 {{DRLY (1)} = f IDRLY f(t)p(t)dt. (4.13)
Anwendung der vereinfachten fraktionalen partiellen Integration (4.7) fithrt unter der
Annahme verschwindender gewohnlicher Randbedingungen zu Gl. (4.11). Um auf

Gl. (4.12) zu kommen, wird die ®-Transformation von iDRLg‘ f(t) unter Annahme ver-
schwindender gewthnlicher Randbedingungen gebildet und auf den entstehenden Aus-
druck die vereinfachte fraktionale partielle Integrationsregel (4.8) angewendet. [

Es gibt zahlreiche Modulationsfunktionen, welche die erforderlichen ganzzahligen Rand-
werte in Lemma 4.3 erfiillen [PR93, EKH14c, Shi54|, darunter auch die in Kapitel 5 ver-
wendete Spline-Typ-Funktion (siche Anhang C). Es fillt auf, dass sowohl in Gl. (4.11)
als auch in Gl. (4.12) die fraktionale Ableitung durch die ®-Transformation von der
Funktion f(¢) auf die Modulationsfunktion iibergeht. Hierbei &ndert sich auch die
Ableitungsdefinition von RL zu C sowie die Ableitungsrichtung von der linksseiti-
gen auf die rechtsseitige Ableitung und umgekehrt. Im Folgenden soll die linksseiti-
ge C-Ableitung der Ordnung « transformiert werden. Hierfiir muss die Modulations-
funktion ¢(t) so gewéhlt sein, dass deren fraktionale Randwerte mit den Ordnungen
a+j—|a]—1 verschwinden und die Funktion fiir alle < e null ist. Die ®-Transformierte
von iDCg f(t) auf Basis der eben beschriebenen Modulationsfunktion lautet dann:

Lemma 4.4 (®-Transformation der Caputo-Ableitung)
Die ®-Transformation der linksseitigen C-Ableitung lautet:

£(t) € ACT1[e,b], o(t) € ACI[a,g], DRLI™ 11 p0) _ =0,
IDRL;MI @) _ =0, k=0,1,...]a], ase<t<g<b

g t a
®¢ (DO f(t)} = j FOIDRLYo(t)dt = FegRHie®, (4.14)

Die ®-Transformation der rechtsseitigen C-Ableitung berechnet sich zu:
f() € ACT[a, g], (t) € ACT[e,b], [DRLG (), =0,
DRLG @), =0, k=0,1,..,|a], a<e<t<g<h

o ! a (DAL (1)
®2,({DC7F0) = | FODRLG 0 = FITT0 ()
€
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Beweis:
Die ®-Transformierte der rechtsseitigen C-Ableitung ldsst sich mit der Gl. (4.10) fol-
gendermafsen darstellen:

#2,(pC; 50} = [ PCssWpiat (4.16)

Anwendung der vereinfachten fraktionalen partiellen Integrationsregel (4.5) fithrt zu
Gl. (4.14); Gl. (4.15) basiert auf Gl. (4.6). O

Eine Modulationsfunktion heuristisch zu finden, welche die fraktionalen Randwerte in
Lemma 4.4 erfiillt, ist sehr schwierig. Dies liegt in der Tatsache begriindet, dass sich die
fraktionalen Ableitungen einer Funktion nicht interpretieren lassen (z.B. als Steigung
etc.). Trotzdem sind fraktionale Randwerte bei der modellbasierten Bestimmung der
Modulationsfunktion in Kapitel 6 zu wéhlen, denn nur mit ihnen ist eine methodische
Generierung moglich.*? Fiir die ®-Transformation ldsst sich auch eine Produktregel
aufstellen:

Lemma 4.5 (Fraktionale Produktregel der ®-Transformation)

f(t) e ACT®M[a,g], (1), h(t) € ACTN[e,b], o) (e) = ") (g) =0,
k=0,1,..|a], a<e<t<g<h

82, (b0 DRLE £0)) = [ 100 (00 at. (@.17)

Der Beweis findet sich im Anhang 1.7.

4.3 Parameteridentifikation mit
Modulationsfunktionen

In diesem Abschnitt wird nun gezeigt, dass mit Hilfe der in Abschnitt 4.2 definierten
®-Transformation die Parameter

]_DT = [ apg -+ Ap-—1 bo bm ] (418)
der FDGLen (3.18) und (3.19) identifiziert werden kénnen. Aufgrund der Annahme 3.1
ist das System stets eindeutig. Die Messgrofien u(t), y(¢) und die fraktionalen Exponen-
ten o; und f; sind als bekannt vorausgesetzt und es wird davon ausgegangen, dass die
Initialisierungsfunktionen der Messgrofen beliebig sind und keine Informationen iiber
sie vorliegen. Zunéchst wird von storfreien Messgrofien ausgegangen. Die Betrachtung
von additiven Storungen ist Gegenstand von Abschnitt 4.4.

42 Der Grund hierfiir ist, dass sich die Anforderungen an die fraktionalen Randwerte im Gegensatz zu
den Ganzzahligen in ein Anfangswertproblem eines bestimmten fraktionalen Zustandsraumsystems
libersetzen lassen.



54 4 Methode der Modulationsfunktionen fiir fraktionale Systeme

Als Erstes wird die nicht-kommensurable Variante (3.18) in RL-Form betrachtet:

n—1 m
WDRLY y(t) = — Y. ai JDRLFy(t) + Y. b ' DRLY u(?). (4.19)
i=0 j=0

Der Satz 4.1 postuliert mit Gl. (4.23) eine Berechnungsvorschrift fiir die gesuchten
Parameter.*3 Vorab werden die fiir die Berechnung bené&tigten Vektoren und Matrizen
definiert:

Definition 4.2
Die Elemente der Matrizen
a<to<t, nmuveNsy,, m<n, a;fB;,AT,TeR>" t;eR>0,
g=n+m-+1, <p("3)(t)’t:to7t0+T =0, ot)e AC[e,b], t, =ty +vAT,
t,=t,+T, k=0,1,.., |max{max{a;}, max{f;}}|
T T
Y := [Wo Wi - Wq—l] , M:= [mo mq_1] (4.20)
lauten:
:’DC:’f"Lp(tvaT)
Wy = }/;vatL v , (4.21)
T IDCO p(t—vAT) EDC(’,"_ltp(tf'uAT)
m = _ ty . _ ty
- th,t; Ytu,t,’v
tDCPO p(t—vA EDCAM p(t—vA
e TR PO (g 99)
ty,t, Ly,t,
Satz 4.1 (Riemann-Liouville-Identifikation)
Die Parameter p des Systems (4.19) in RL-Form ergeben sich zu
p=M"Y (4.23)
mit Y und M gemél Definition 4.2. Die Parameter lassen sich dann und nur dann
mit Gl. (4.23) identifizieren, falls Rang(M) = n + m + 1 gilt.

Beweis:

Zunichst wird die ®-Transformation (4.10) der zu identifizierenden Gl. (3.18) mit den
Grenzen to und tg + T durchgefiihrt. Da die Ableitungsregel (4.11) gilt, ergibt sich mit
(4.21) und (4.22) aus Definition 4.2:

Wo = mg p. (4.24)

43 Die zentralen Schritte des anschlieRenden Beweises konnen der Abbildung 4.1 entnommen werden.
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Die Modulationsfunktion muss entsprechend den Angaben fiir Gl. (4.11) so gewé&hlt
sein, dass ihre ganzzahligen Ableitungen bis zur Ordnung |max{max{c;}, max{$;}}|
verschwinden. Um eine weitere linear unabhéngige Gleichung zu erhalten, verschiebt
man das Zeitintervall um AT und transformiert mit den Grenzen t; = tg + AT und
t; = to + AT + T erneut, wodurch man

W, = m{]g (4.25)

erhélt. Als Néchstes wird das Integrationsintervall um 2AT verschoben und die Trans-
formation nochmals durchgefiihrt. So fahrt man sukzessive fort, bis ¢ = n + m + 1
Gleichungen generiert worden sind und sich schlieflich mit Y und M aus (4.20) das
Lineare Gleichungssystem (LGS) Y = Mp aufstellen lésst. O

Damit die Matrix M aus Gl. (4.20) vollen Rang besitzen kann, muss die Eingangsgrofie
so gewihlt sein, dass das betrachtete System (4.19) ,hinreichend angeregt* wird (engl.
persistent excitation). Der Begriff persistent excitation wird haufig verwendet [IM11,
S.250], eine genaue Definition l4sst sich hier jedoch nicht angeben. Damit M invertier-
bar ist, muss als weitere notwendige Bedingung das System eindeutig sein, was hier
durch Annahme 3.1 gegeben ist.

In den Eintrégen des Vektors Y und der Matrix M aus Gl. (4.20) der Identifikations-
gleichung (4.23) befinden sich ®-Transformationen der Eingangs- und Ausgangsgrofen
u(t) und y(¢) mit einer geeignet zu wihlenden Modulationsfunktion ¢(t) — bzw. deren
rechtsseitigen fraktionalen C-Ableitungen — als Integrationskern. Die akausalen rechts-
seitigen Ableitungen der Modulationsfunktion stellen hier kein Problem dar, da fiir die
Integration ebenfalls die Aufnahme aller Messdaten nétig ist. Zudem ist (¢) a priori
bekannt, d.h. die benétigten Ableitungen kénnen bereits im Voraus offline berechnet
werden. In dieser algebraischen Darstellung sind also die fraktionalen Ableitungen der
Eingangs- und Messgrofen durch die ®-Transformation auf die Modulationsfunktion
iibergegangen. Das bedeutet auch, dass die in der FDGL zu berticksichtigenden Ver-
gangenheitswerte dieser Grofen (im fraktionalen Fall sind das unendlich viele) bei der
Identifikation wegfallen. Die Ableitungsordnungen entsprechen gerade denen, die in der
zu identifizierenden FDGL (4.19) vorkommen. Die Modulationsfunktion ist so zu wéh-
len, dass die ganzzahligen Randwerte aus Definition 4.2 erfiillt werden. In Abschnitt 4.2
wurde schon darauf eingegangen, dass es zahlreiche Veroffentlichungen gibt, die eine
solche Funktion beinhalten. Fiir die vorliegende Arbeit wurde hieraus die im Anhang C
dargestellte Spline-Typ-Modulationsfunktion ausgewahlt. Vorteilhaft an dem Verfah-
ren ist aukerdem, dass es leicht auf zeitvariante Systeme erweitert werden kann (siehe
Satz 4.5).

Das Integrationsintervall der ®-Transformation hat die Lénge 7. Die Elemente von
Y unterscheiden sich dann zeilenweise jeweils lediglich darin, dass das Integrationsin-
tervall um AT verschoben ist. Das Gleiche gilt fiir die Elemente aufeinanderfolgender
Zeilen in der Matrix M. In Abbildung 4.2 ist dies beispielhaft anhand des Verlaufs der
Ausgangsgrofe einer zu identifizierenden FDGL veranschaulicht. Hatte das Integrati-
onsintervall eine Lénge von T' = 100s, wiirden in dem Beispiel die Ausgangsdaten vom
obersten Bild fiir die Transformationen in den ersten Zeile von M und Y verwendet
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werden. Im néchsten Bild sind in Dunkelblau die Daten dargestellt, welche im Falle von
AT = 20s fiir die Transformationen in den zweiten Zeilen verwendet wiirden. Das un-
terste Bild zeigt in Dunkelblau die Daten, die fiir die Transformationen in den dritten
Zeilen bei AT = 20s genommen wiirden.
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—4
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< - |
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I
s L |
_2 = |
—4 | | | |
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Abbildung 4.2: Beispielhafter Verlauf der Ausgangsgrofie eines fraktionalen Systems. Die dunkelblau
eingeférbten Verldufe zeigen die unterschiedlichen Daten, welche jeweils fiir die ersten
drei um AT verschobenen ®-Transformationen verwendet wiirden.

In Beispiel 4.1 wird die Identifikationsgleichung des Modulationsfunktionsverfahrens
fiir die Batterie vorgestellt. Die praktische Umsetzung folgt mit Simulationsdaten in
den Abschnitten 5.1 und 5.2 und mit realen Messdaten einer Lithium-Ionen-Zelle in
Abschnitt 5.3.

Beispiel 4.1:

In diesem Beispiel sollen die physikalischen Parameter ag, by und b; bzw. die Bau-
teilparameter Ry, R und @ des fraktionalen Zeitbereichsmodells der Batterie (3.22)
in RL-Form identifiziert werden:
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bO = RO + R» bl = RORQ7 ap = RQ» tO =0
u(t) = —ag ;DRLYu(t) 4 boi(t) + by (DRLYi(t). (4.26)

Es gelte @ = 0.71. Anwendung der ®-Transformation (4.10) mit dem Integrations-
intervall T auf die dquivalente rechtsseitige Darstellung von Gl. (4.26) entsprechend
Gl. (3.21) fithrt in Vektor-Matrix-Notation zu:

ao
t @ t @
gy :[ _yiPRe® el DOk ] ZO (4.27)
1

Voraussetzung fiir die Transformation ist, dass ¢(tg) = @(to+7") = 0 gilt. Verschiebt
man nun das Integrationsintervall um AT und wendet die Transformation wieder
auf das Batteriesystem (4.26) an, so ergibt sich eine zweite Gleichung:

[e=AT)
AT, AT+T
= [/iPCRr 70 (t=AT)  [p(t—AT)  [{DO%pre(t=AT) Zo (138)
TYATATHT AT,AT+T *AT,AT+T bO :
1

So fahrt man fort, bis mindestens so viele Gleichungen generiert sind, wie es unbe-
kannte Parameter gibt. In diesem Fall sind das also drei Verschiebungen des Zeitin-
tervalls. Aus den Gleichungen ldsst sich dann ein Lineares Gleichungssystem (LGS)
aufstellen um die Parameter entsprechend Gl. (4.23) zu identifizieren:

Y = [Wo Wi Wa]", M= [mg mo)" . t, = vAT,
ty=ty+T
ao
by | =MY (4.29)
by
mit
mT _ _UEDCzjw(tvaT) P(l—vAT) iDCZ‘P(t*”AT) W, = ULP(tTUAT),
v Lo, th Lot toot, oty
(4.30)
Uber die nichtlinearen Zusammenhénge
[ ao RQ
p:= bo = Ro+ R (431)
| 01 RoRQ
ergeben sich letztendlich die Bauteilparameter zu:
Ry | p3/p1
R | = P2 — p3/p1 (4.32)
Q | p1/(p2 — p3/p1)

Mit der Gl. (4.29) wird in Abschnitt 5.1 die Identifikation anhand des Simulations-
modells durchgefithrt und entsprechende Ergebnisse prasentiert.
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Das Modulationsfunktionsverfahren ist nicht nur auf RL-Systeme beschrénkt, sondern
kann auch fiir ein kommensurables System (3.19) in C-Form

n—1 m
WDCPoy(t) = = - ai (JDCI*y(t) + ). by 'DCTu(t) (4.33)
i=0 j=0

angewendet werden. Der Satz 4.2 postuliert mit Gl. (4.37) eine Berechnungsvorschrift
fiir die gesuchten Parameter. Vorab werden die fiir die Berechnung benétigten Vektoren
und Matrizen definiert:

Definition 4.3

Die Elemente der Matrizen

a <ty <t, nmuveNsy, m<n aAT, T e R t; e R g =
ntmt 1 DRLEIN @) =0, k=0,1,.. lia], @=Qu,

§=Qy, i=0,1,...,n, t,=to+vAT, t,=t,+T

- - - _ . ~ ) i .
Y = [WO Wl e qul] s M B [ml e mq—l] (434)
lauten: DL oA
T Y ro(t—uv
Wy =Yy, 7 : (4.35)
Ty = [ _yelt—oAT) i DRLYT Ve (—0AT)
Ly - tvvti} tzut;
o(t—vAT) - DRLI™ p(t—vAT)
e o TP |- (36

Satz 4.2 (Caputo-Identifikation)
Die Parameter p des Systems (4.33) in C-Form ergeben sich zu

p=M'Y (4.37)

mit Y und M geméf Definition 4.3. Die Parameter lassen sich dann und nur dann
mit Gl. (4.37) berechnen, falls Rang(M) =n +m + 1 gilt.

Beweis:

Zur Herleitung der Gl. (4.37) wird die dquivalente rechtsseitige Darstellung (3.21) des
zu identifizierenden C-Systems (4.33) betrachtet. Auf diese Gleichung wird die
®-Transformation (4.14) angewendet, unter der Voraussetzung, dass die fraktionalen
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Randwerte der Modulationsfunktion in Definition 4.3 verschwinden. Die weitere Be-
weisfiihrung entspricht der des Beweises von Satz 4.1. O

Fiir die Invertierbarkeit der Matrix M gelten die Anmerkungen nach Satz 4.1 beziiglich
der Invertierbarkeit von M. Im Unterschied zur Identifikationsgleichung (4.23) des RL-
Systems, bei welcher rechtsseitige C-Ableitungen der Modulationsfunktion vorkommen,
miissen bei der Identifikation des C-Systems linksseitige RL-Ableitungen der Modula-
tionsfunktion in der Identifikationsgleichung (4.37) berticksichtigt werden. Ein weiterer
auffalliger Unterschied besteht darin, dass die Modulationsfunktion keine gewohnlichen,
sondern fraktionale Randwerte erfiillen muss. Solch eine Funktion heuristisch zu finden,
ist extrem schwer, da die fraktionalen Randwerte im Gegensatz zu den gewohnlichen
Randwerten nicht physikalisch (z.B. als Steigung etc.) interpretiert werden koénnen.
Wie schon in Abschnitt 4.2 erklért, sind bei der modellbasierten Bestimmung der Mo-
dulationsfunktion in Kapitel 6 trotzdem die fraktionalen Randwerte zu bevorzugen.

Fiir die RL-Identifikation kann alternativ zu Gl. (4.23) eine dquivalente Identifikations-
gleichung verwendet werden, in der linksseitige Ableitungen vorkommen:

Satz 4.3 (Aquivalente Riemann-Liouville-Identifikation)

Eine zu Satz 4.1 dquivalente Identifikation ergibt sich, indem in Gl (4.23) die
Ableitung iDCt/ durch tvtDCt ersetzt wird und y,u durch § = Qy,u = Qu ersetzt
werden.

Beweis:

Wird in dem Beweis von Satz 4.1 die &quivalente rechtsseitige FDGL (3.21) ver-
wendet und dementsprechend die Modulationsfunktionstransformation mit der Ablei-
tungsregel (4.12) anstelle der Ableitungsregel (4.11) eingesetzt, folgt unmittelbar der
Satz 4.3. O

Diesen Ansatz verfolgt auch [LLKGP13]. Die dquivalente Gleichung hat jedoch kei-
ne besonderen Vorteile, da die Berechnung der akausalen rechtsseitigen Ableitung in
Gl. (4.23) wie erwdhnt keine Probleme darstellt und die Modulationsfunktion identisch
ist. Auch fiir die Identifikation des C-Systems lésst sich alternativ zu Gl. (4.37) eine
dquivalente Identifikationsgleichung mit rechtsseitigen Ableitungen aufstellen:

Satz 4.4 (Aquivalente Caputo-Identifikation)

Eine zu Satz 4.2 dquivalente Identifikation ergibt sich, indem in Gl (4.37) die
Ableitung thRLt durch iDRLt/ ersetzt wird und y,u durch y = Qy,u = Qu
ersetzt werden und die Modulationsfunktion anstelle der linksseitigen fraktionalen
Randwerte die rechtsseitigen Randbedingungen erfiillt.
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Beweis:

Wird in dem Beweis von Satz 4.2 die FDGL (4.33) anstelle der dquivalenten rechts-
seitigen Darstellung (3.21) verwendet und dementsprechend die Modulationsfunktions-
transformation mit der Ableitungsregel (4.15) anstelle der Ableitungsregel (4.14) ein-
gesetzt, folgt der Satz 4.4, sofern die rechtsseitigen Randwerte der Gl. (4.15) bertick-
sichtigt werden. O

Eine giinstige Eigenschaft des Modulationsfunktionsverfahrens besteht darin, dass sich
die Identifikation des RL-Systems leicht auf einen zeitvarianten Spezialfall

n—1

DRL;"y(t) Zalgl DRI y(t) + Y bihy(t) JDRLYu(t)  (4.38)

ng

erweitern lasst. Die Koeffizienten a;g;(t) und b;h;(t) setzen sich aus dem Produkt be-
kannter zeitabhéngiger Funktionen g;(t) bzw. h;(t) und den unbekannten a; bzw. b;
zusammen. Die Berechnungsvorschrift fiir die unbekannten Parameter a; bzw. b; der
Gl. (4.38) postuliert Satz 4.5 mit Gl. (4.39). Falls die Zeitfunktionen g;(t) und h;(t)
unbekannt waren, liefsen sie sich auch als Polynomfunktionen mit unbekannten Koef-
fizienten darstellen. In diesem Fall konnten dann die einzelnen Polynomkoeffizienten
identifiziert werden. Aus Griinden der Ubersicht werden hier aber die bekannten Funk-
tionen g;(t), h;(t) betrachtet.

Satz 4.5 (Zeitvariante Riemann-Liouville-Identifikation)
Die Identifikationsgleichung fiir Gl (4.38) lautet:

p=MY, (4.39)

wobei Y und M in GI. (4.20) definiert sind und

T tDC, go(t—vAT)p(t—vAT) zDC:,"flgn,l(tvaT)ga(tvaT)
m, = . v

Y to.t, t.t,

DCP0 ho (t—vAT)p(t—vAT) chffmh (t—vAT)p(t—vAT)
u o U (4.40)
byt Lot
gilt.
Beweis:

Der Beweis ist identisch zum Beweis von Satz 4.1 mit dem einzigen Unterschied, dass
anstelle der Ableitungsregel (4.11) der ®-Transformation die Produktregel (4.17) zu
verwenden ist. O
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4.4 Parameteridentifikation bei
fehlerhaften Messgrofsen

Unter realen Umsténden sind die Messungen Funktionen y,(t) und u,(t), welche in
vielen Fillen von additiven stochastischen Stérungen y,(t) und wu4(t) iiberlagert wer-
den:

y(t) = yo(t) + ys(1), (4.41)
u(t) = uo(t) + us(t). (4.42)

In diesem Fall kommt zu den Identifikationsgleichungen (4.23), (4.37) und (4.39) noch

ein zusétzlicher Fehlerterm hinzu, der sogenannte Gleichungsfehler e:*4

Y = Mp+e. (4.43)

Ein direktes Losen der Gl. (4.43) beziiglich p durch Invertierung von M wiirde aufgrund
des Gleichungsfehlers zu ungenauen Ergebnissen fithren. Vielmehr ist es hier sinnvoll,
mit Hilfe von Optimierungsverfahren die Parameter so zu wihlen, dass ein geeignetes
Fehlermaff minimiert wird. Fiir den Fall, dass der Gleichungsfehler im quadratischen
Mittel minimiert werden soll, lassen sich bekannte Verfahren aus der Regelungstechnik
anwenden [Lju99, IM11]. Die Parameter berechnen sich mit dem Modulationsfunkti-
onsverfahren dann so wie in Lemma 4.6 beschrieben. Um den Einfluss der Stérungen
gering zu halten, sollte fiir die Anzahl der Messgleichungen ¢ » n+m+ 1 gelten [IM11,
S.226].

Definition 4.4

Die Matrizen M und Y entsprechen denen in Definition 4.2, Definition 4.3 und
Satz 4.5 mit dem Unterschied, dass die fehlerhaften Messgrofien (4.41) und (4.42)
verwendet werden und fiir die Anzahl der Zeilen ¢ » n +m + 1 gilt. Mit den
Matrizen wird der Gleichungsfehler definiert:

e:=Y — Mp=Y, — Mg (4.44)

44 Da die Parameter aufgrund der fehlerhaften Messgrofen nicht mehr exakt bestimmt werden kon-
nen, wird in diesem Abschnitt die Nomenklatur p anstatt p verwendet.
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Lemma 4.6 (Methode der Modulationsfunktionen mit LS-Schéitzung)
Der Parametervektor p der Systeme (4.19) und (4.33) mit den fehlerhaften Mess-
groken (4.41) und (4.42) ist dann und nur dann identifizierbar, falls

Rang(M) = n + m + 1 gilt. Fir den Fall, dass der Gleichungsfehler e aus
Gl (4.44) im quadratischen Mittel minimiert werden soll, ergeben sich die Pa-
rameter mit dem rekursiven LS-Verfahren [IM11, S.269-279] oder mit der Pseu-
doinversen M+ := (MTM)=*MT von M [IM11, S.225-227|. Letzteres fiihrt zu:

p=M"Y, (4.45)

wobei Y und M geméfs Definition 4.4 festgelegt sind.

Fiir die Regularitdt der Matrix M gelten die Aussagen iiber die ,hinreichende Anre-
gung” des zu identifizierenden eindeutigen Systems in den Anmerkungen nach Satz 4.1.

Der Vorteil der rekursiven LS-Schitzung ist, dass sie sich je nach Anwendung mit we-
nig Rechenaufwand im laufenden Betrieb einsetzen lasst. Daher wurde das rekursive
Verfahren in dieser Arbeit verwendet. Somit wiirde zum Beispiel in Abbildung 4.2 ab
100s alle 20s ein neuer Schitzwert berechnet werden. Fiir die Konvergenz der Para-
meteridentifikation mit Gl. (4.45) gilt die Aussage in Korollar 4.2. Aus Korollar 4.2
folgt unmittelbar Korollar 4.3. Der Biasfehler (4.46) héngt von der Stérke der Sto-
rungen y,(t) und u,(t) ab. Um ihn klein zu halten kann das Instrumental Variables*®
(IV)-Verfahren anstatt der LS-Schitzung eingesetzt werden [Lju99, S.224-227].

Korollar 4.2 (Konvergenz)
Die Parameteridentifikation mit GI. (4.45) besitzt den Bias

b= E{M"e}, (4.46)

wobei e den Gleichungsfehler (4.44) darstellt [IM11, S.230]. Daher ist die Identifi-
kation biasfrei falls E{e} = 0 gilt und e und M* unkorreliert sind.

Korollar 4.3

Da ohne weitere Vorkehrungen E{e} # 0 gilt und e und M nicht unkorreliert sind,
ist das Modulationsfunktionsverfahren nicht biasfrei. Der Bias entspricht Gl. (4.46).

Wie groft der Einfluss der Stérung letztlich auf die Ergebnisse ist, wird hauptséichlich
von den Eigenschaften der ®-Transformation der verrauschten Eingangs- und Mess-
grofsen und damit durch die Modulationsfunktion bestimmt. Auch die Wahl der Inte-
grationszeit T' sowie der Zeitverschiebung AT spielt bei der Transformation eine ent-
scheidende Rolle. Durch die Integration wird die Rauschsensitivitét sicher verringert.

45 engl. fiir Hilfsvariablen
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Giinstig ist auch, dass keine Ableitungen beziiglich den Eingangs- und Messgréfien
mehr vorkommen. Es kann aber entgegen den Behauptungen in [PR93] nicht davon
ausgegangen werden, dass die Eingangs- und Messgrofen gefiltert werden, da es sich
bei der Transformation eben nicht um eine Faltung handelt. Dementsprechend gibt es
bei der Wahl der Modulationsfunktion und der Einstellung der Transformationspara-
meter keine Anhaltspunkte, was zu einem unsystematischen Ausprobieren fiihren kann.
Abhilfe schafft hier die modellbasierte Bestimmung der Modulationsfunktion, welche
in Kapitel 6 dargestellt wird.

4.5 Algebraisches Verfahren fiir fraktionale Systeme

Das Modulationsfunktionsverfahren kann die Koeflizienten der FDGLen (3.18) bzw.
(3.19) identifizieren, nicht aber deren fraktionale Ableitungsordnungen. Zu diesem
Zweck wird in dem vorliegenden Abschnitt ein Ansatz vorgestellt, welcher auf einer
algebraischen Darstellung der FDGL im sogenannten Mikusiriski-Operatorenbereich
basiert und alle Parameter inklusive Ableitungsordnungen bestimmt [EKH15].46 Fiir
die Batterieidentifikation hat dies den Vorteil, dass die von den Ableitungsordnungen
abhingige DRT direkt mit Formel (2.13) berechnet werden kann. Im Folgenden wird
nun das algebraische Identifikationsverfahren zur Bestimmung der Parameter

pli=[a - an bo - bnm @ - an fo - Bm | (4.47)

der nicht-kommensurablen FDGL (3.18)

Loy Z ai ! Z by Lt (4.48)

hergeleitet. Aufgrund der Annahme 3.1 ist das System eindeutig. Zusétzlich werden
stets homogene Anfangsbedingungen V¢ < 0 : u(f) = i(t) = 0 vorausgesetzt.

Zunéchst wird die Mikusinski-Interpretation der fraktionalen Ableitung dargelegt und
die algebraische Ubertragungsfunktion eingefithrt. Darauf aufbauend wird eine Glei-
chung aufgestellt, die fiir das zu identifizierende System (4.48) charakteristisch ist und
in welche die fraktionalen Ableitungsordnungen als gewohnliche Parameter zusammen
mit den Koeflizienten eingehen. Diese Gleichung ermoglicht dann die Identifikation von

p.

4.5.1 Algebraische Darstellung fraktionaler Systeme

Bevor eine algebraische Systemdarstellung der FDGL (3.18) angegeben werden kann,
muss die fraktionale Ableitung im sogenannten R-Bereich interpretiert werden. Dies

46 Finige Vor- und Nachteile der Mikusiniski-Operatorenrechnung im Vergleich zur Laplace-
Transformation sind im Anhang K.1 zu finden.
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kann mit Hilfe der Faltungs- und Divisionsalgebra aus Anhang K geschehen. Die Ele-
mente im R-Bereich heifsen Mikusiniski-Operatoren. Fiir die Interpretation der fraktio-
nalen Ableitungen wird eine Integrations- und Differentiationsvariable definiert:

Definition 4.5 (Mikusinski’s Integrations- und Differentiationsvariable)

Die fraktionale Integrationsvariable wird mit dem ersten Homomorphismus (K.9)

definiert: )
(A
o= . 4.4
=0 () (449)

Die fraktionale Differentiationsvariable ist definiert als das algebraisch Inverse zu
Gl. (4.49):

pe = 07O, (4.50)

Man beachte, dass fiir a = 1 die gewohnliche Integrationsvariable ¢ = o resultiert.
Ahnlich der Differentiationsregel der Laplace-Transformation in Gl. (3.17) kann mit
den Operatoren von Definition 4.5 nach Mikusinski eine algebraische Darstellung der
fraktionalen Ableitung (3.6) einer Funktion f € % hergeleitet werden. Dabei ist die
Menge Z in Definition K.1 deklariert. Das Ergebnis ist in Satz 4.6 dargestellt.

Satz 4.6 (Fraktionale algebraische Ableitung)
Im R-Bereich gilt fiir jede Funktion f € # und o € R>? die folgende Gleichung:

oDy f =pf + 4, (4.51)

wobei die Mikusiniski-Darstellung der Initialisierungsfunktion in Lemma J.1 zu
finden ist.

Der Beweis fiir Satz 4.6 befindet sich im Anhang 1.8. Wie im Anhang K erwihnt,
ist die Funktionsmenge der im R-Bereich interpretierbaren Funktionen gréfler als die
Funktionsmenge der im Laplace-Bereich interpretierbaren Funktionen. Der Zusammen-
hang (4.51) kann dazu genutzt werden, um die fraktionale FDGL (3.18) in eine alge-
braische Darstellung zu iiberfiihren:

Lemma 4.7 (Algebraische ﬁbertragungsfunktion)

ai,bjeR, n,meNyy, m<n, a;pB; R

0

G(p) := % i (4.52)

n

> aip®i

=0
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Beweis:
Jeder Summenterm der FDGL (4.48) lasst sich mit Hilfe von (K.13) und Gl. (4.51) nach
Mikusiriski unter Annahme homogener Initialisierungsfunktionen (£ < 0 : f(f) = 0) wie
folgt interpretieren:
vod] f = vp . (4.53)
O

In Beispiel K.1 wird die algebraische Darstellung des Batteriesystems aus Ab-
schnitt 3.2.2 betrachtet.

4.5.2 Charakteristische Gleichung

Das besondere Merkmal des algebraischen Verfahrens besteht darin, dass die Ablei-
tungsordnungen unbekannt angenommen werden. Eine direkte Interpretation des Sys-
tems im Zeitbereich wie beim Modulationsfunktionsverfahren ist daher ausgeschlossen.
Es ist allerdings moglich, durch sukzessives Ableiten fiir jedes fraktionale System (4.52)
eine charakteristische Gleichung aufzustellen, in welcher alle Parameter p inklusive
der fraktionalen Ableitungsordnungen als gewohnliche Parameter erscheinen und die
sonst nur noch von den Ein- und Ausgangsgrofsen sowie der gewohnlichen Mikusinski-
Variablen p abhingig ist. Diese Gleichung, fiir die zunéchst folgende Definition festge-
legt wird, ist in Gl. (4.55) deklariert.

Definition 4.6

Li=[po oo pon pfo o phe |7 (4.54)
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Satz 4.7 (Charakteristische Gleichung)

Fiir jedes algebraische System der Form (4.52) gilt das LGS HI = 0 und daher die
charakteristische Gleichung:

F(y,u,p~",p) = det(H) = 0, ke Nx, (4.55)
mit
aoy ce anly —bou e —bmu
~ana ~o,a ~3,b ~3,b
Y10 T Yin —U0 T —Ulm
~a,a ~a,a ~B3,b ~3,b
H:= Y2.0 t Ya n —Uz o T —Ug . (4.56)
Aa,a. Aa,a' Aﬁ,b. m&b.
Yntm+1,0 °° Yntm+in “Untm+10 “Uptm+1,m

Die einzelnen Matrixelemente berechnen sich durch:

B N Vih 4.57
Mi = o\ ap (cip7*h). (4.57)

Beweis:
Die Faktorisierung der algebraischen Ubertragungsfunktion (4.52) fiihrt zu:

aop™y + ... + app®y — bopou — ... — bypPmu = 0. (4.58)

Nun wird die vorherige Gleichung abgeleitet und es ergibt sich beispielhaft fiir den
ersten Term agp®°y:

agaop™ 'y + agp™y’, (4.59)
wobei 3 = (di—g gilt. Im néchsten Schritt wird die so entstandene Gleichung nochmals
abgeleitet und man erhélt z.B. fiir Gl. (4.59):

aoag(ag — 1)p® 2y + 209a0p®° 1y + app®y”. (4.60)

Dies wird nun sukzessive fortgefiihrt, bis es soviele Gleichungen wie unbekannte Ablei-
tungsordnungen gibt. Dadurch erhélt man das LGS:

H [ pao . pan pﬁo e pﬁm ]T = Q (461)

Offensichtlich muss hier det(H) = 0 gelten, damit das LGS erfiillt ist, was Gl. (4.55)
bestatigt. O

Fiir den Fall, dass  Ableitungsordnungen (r < n+m+2) aus dem Vektor p unbekannt
sind, kann eine vereinfachte charakteristische Gleichung aufgestellt werden. Fasst man
im Vektor [° alle Mikusinski-Ableitungsvariablen mit unbekannten Ableitungsordnun-
gen zusammen, so ergibt sich Korollar 4.4 direkt aus dem Satz 4.7. In dem Vektor [°
kommt dabei jede Ableitungsvariable nur einmal vor.
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Definition 4.7
ZNGRTJrle, I° ¢ RT*1

L= FT]T (4.62)

Korollar 4.4 (Reduzierte charakteristische Gleichung)

Falls es r unbekannte Ableitungsordnungen gibt, sind nur die ersten r + 1 Zeilen
des LGS HI = 0 aus Satz 4.7 von Interesse. Aus dem LGS H,1xn+m+2l heraus
ldsst sich dann eine reduzierte Gleichung EI j = 0 aufstellen, zu der es folgende zu
(4.55) alternative charakteristische Gleichung gibt:

E[ e Rr+ixr+1

det(H) = 0. (4.63)

Das folgende Beispiel zeigt die charakteristische Gleichung fiir das Batteriesystem in
Beispiel K.1:

Beispiel 4.2:

Die algebraische Batteriedarstellung (K.14) enthélt die unbekannte Ableitung o dop-
pelt und die bekannte Ableitungsordnung Null kommt ebenfalls zweimal vor. Daher
lasst sich die reduzierte charakteristische Gleichung aus Korollar 4.4 aufstellen. Da

es eine unbekannte Ableitungsordnung gibt, wird mit den ersten beiden Zeilen der
Matrix (4.56) folgendes LGS aufgestellt:

pOL
apt u 7bOZ *bll 1 B
[aou’ —+ aoOZUpfl u/ _boi, —bli/ _ blaipl] 1 - Q (464)
pOt
Umschreiben der Gleichung fiihrt zu:
aou — byt u—boi | [p*]
[aou’ —bii’ + (apu — byi)ap™ u — boi’] [ 1]=9 (4.65)
wobei f/:= 4 gilt. Mit der Matrix
T agu — byt u — boi
H = [aou’ — by’ + (agu — byi)ap~t ' — b()i/] (4.66)

erhélt man die charakteristische Gleichung entsprechend Gl. (4.63):

det(H) = (aou—byi)(u' —boi’) — (agu’ —byi’ + (apu—byi)ap~t) (u—boi) = 0. (4.67)
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4.5.3 Parameteridentifikation

Wurde die charakteristische Gleichung (4.55) bzw. (4.63) einmal aufgestellt, so lasst
sich diese im Zeitbereich interpretieren, da es keine unbekannte fraktionale Mikusinski-
Variable mehr gibt. Die Gleichung lésst sich so umformen, dass Terme aus Produkten
von u und y sowie deren ganzzahligen Ableitungen entstehen. Diese Terme werden
mit gewdhnlichen Integrationsvariablen multipliziert. Im Zeitbereich entsteht somit
eine Gleichung mit integrierten Faltungstermen. Fasst man die aus den urspriingli-
chen Parametern zusammengesetzten Koeflizienten dieser Terme als Ersatzparameter
6 zusammen und erzeugt linear unabhingige Gleichungen durch wiederholte gewohn-
liche Integration, so ergibt sich schlieflich ein LGS zur Bestimmung der Ersatzpara-
meter. Dieses Vorgehen bezeichnet man gemeinhin als Uberparametrierung [GR13a].
Die urspriinglichen Systemparameter lassen sich dann aus den nichtlinearen Zusam-
menhingen zwischen Ersatz- und Systemparametern bestimmen. Das Vorgehen wird
in Beispiel 4.3, welches auf Beispiel 4.2 aufbaut, wieder fiir die Batterieidentifikation
erldutert. Die praktische Umsetzung folgt mit Simulationsdaten einer Lithium-Ionen-

Zelle in Abschnitt 5.4.
Beispiel 4.3:

Fiir die Batterieidentifikation wird deren charakteristische Gl. (4.67) aus Beispiel 4.2
aufgegriffen. Einsetzen der Bauteilparameter in diese Gleichung und Umformung
fiihren zu:

01 = *(R‘F Ro)Ro, 0, =2Ry+ R, 03= 7%

2 U uu

91~E+92-?+03~(i’u—iu’) = —. (468>

Interpretation der Gl. (4.68) im Zeitbereich und wiederholte Integration fithren zu
folgendem LGS:

Ri0g 0, att)
t §/0 ()" at’ b2 = | 1§’O q(t")dt’ , (4.69)
5o (SO [I(t”)Tdt”) at' | | 63 5o (SO q(t”)dt”) dt’
—:P(1) =0 —q(1)
mit
H(t)T = [71'11 (t) T12 (t) 7T13(t)] y (470)
m3(t) = (=t -i(t)) = u(t) — i(t) = (=t - u(t)) (4.72)
und

q(t) = J (uu)(t)dt'. (4.73)

0
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Falls die Matrix P(t) regulér ist, kénnen die Ersatzparameter durch

6 = P(t)"'q(t) (4.74)

berechnet werden. Fiir die Regularitidt der Matrix P(t) gelten die Aussagen {iber
die ,hinreichende Anregung® des zu identifizierenden eindeutigen Systems in den
Anmerkungen nach Satz 4.1. Die Bauteilparameter ergeben sich hier zu:

0 62
Rozzm, R:\/M, (4.75)

—A/ 9% + 46,

03

o =

(4.76)

Die verallgemeinerte Kapazitat () kommt in dem Ersatzvektor § nicht mehr vor. Da
die restlichen Parameter aber mit den Gln. (4.75) und (4.76) bekannt sind, kann
Gl. (K.14) nach dem noch fehlenden Parameter aufgelost werden:

P ((Ro + R)i —u)

— 4.77
@ Ru — RoRi ( )
Interpretation im Zeitbereich fithrt damit zu:
1 o .
Q oii ((Ro + R)i(t) — u(t)). (4.78)

" Ru(t) — RoRi(t)

Mit Formel (2.13) kann schlieflich die DRT berechnet werden, deren Ergebnisse in
Abschnitt 5.4 vorgestellt werden.

Problematisch an der beschriebenen Vorgehensweise ist, dass schon bei Systemen klei-
ner Ordnung sehr komplexe Gleichungen entstehen kénnen, woraus sich eine hohe An-
zahl zu bestimmender Ersatzparameter ergibt. Zu erkennen ist das an der Matrix H
der charakteristischen Gleichung (4.55), welche schon fiir m = n = 1 einer 4x4-Matrix
entspricht. Als Konsequenz erhélt man schlecht konditionierte Matrizen, die zu einem
rauschempfindlichen Verhalten und Singularitdten fiithren, was z.B. in der Anwendung
in Abschnitt 5.4 oder auch in [GR13a, K6113] deutlich wird. Auerdem kénnen sich
durch die Umformungen bei der Bestimmung der Determinanten Parameter heraus-
kiirzen. Diese Parameter sind dann entweder nicht identifizierbar oder kénnen, wie in
Beispiel 4.3 die Pseudokapazitidt @, erst in einem zweiten Schritt berechnet werden.
Im Gegensatz zu den Modulationsfunktionsverfahren in den Kapiteln 4 und 6 ist eine
korrekte Beriicksichtigung der Initialisierungsfunktionen nicht moglich, da man die Ab-
leitungsordnung kennen muss, um diese Funktionen und ihre Mikusiriski-Darstellung
berechnen zu konnen (siche Anhang J). Eine Identifikation unter Annahme der speziel-
len Randbedingungen in [Pod99, S.104,106] ist zwar moglich [GR13a|, aber von geringer
Bedeutung, da dies einen Ausnahmefall darstellt. Daher bleibt der grofe Vorteil des
Verfahrens, dass die unbekannten fraktionalen Ableitungsordnungen mit identifiziert
werden konnen.
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4.6 Zusammenfassung

In diesem Kapitel wurde das fraktionale Modulationsfunktionsverfahren zur Identifika-
tion fraktionaler Differentialgleichungen beliebiger Ordnung erstmalig gesamtheitlich
vorgestellt. Hierbei wurden sowohl der Fall von storfreien Messdaten als auch der Fall
von mit additiven Storungen versehenen Daten theoretisch beleuchtet. Das Verfahren
basiert auf einer neu eingefiihrten ®-Transformation, welche die fraktionalen Ableitun-
gen der Eingangs- und Messgrofen auf die sogenannte Modulationsfunktion iibertragt.
Die Modulationsfunktion muss bestimmte Randwerte besitzen und wird in dem vor-
liegenden Kapitel heuristisch bestimmt. Es kann erwartet werden, dass sich durch die
Transformation die Rauschempfindlichkeit verbessert. Auferdem hat sie den Vorteil,
dass die Historie der Messgrofien nicht mehr benotigt wird, was insbesondere fiir frak-
tionale Systeme mit dem unendlichen Gedéchtnis wichtig ist. Das vorliegende Kapitel
zeigte aufserdem die konkrete Identifikationsgleichung, mir der sich das in dieser Arbeit
betrachtete Batteriemodell mit der Methode der Modulationsfunktionen identifizie-
ren lisst. Bei der Untersuchung des Konvergenzverhaltens im Falle von fehlerhaften
Messgrofen stellte sich heraus, dass das Verfahren ohne weitere Vorkehrungen einen
Biasfehler aufweist.

Eine notwendige Voraussetzung des Modulationsfunktionsverfahrens ist, dass die frak-
tionalen Ableitungsordnungen bekannt sind. Daher wurde ein algebraischer Ansatz
zur Identifikation dieser Ableitungsordnungen vorgestellt. Hierbei wird die fraktionale
Differentialgleichung in eine algebraische Darstellung tiberfiithrt. Wiederholtes ganz-
zahliges Ableiten fiihrt dann fiir jedes System zu einer charakteristischen Gleichung, in
welcher die fraktionalen Ableitungsordnungen zusammen mit den sonstigen Koeffizi-
enten als gewOhnliche Parameter auftreten und die fraktionalen Ableitungsoperatoren
verschwunden sind. Die Identifikationsgleichung ergibt sich durch die Zeitbereichsin-
terpretation der charakteristischen Gleichung.
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Ziel dieses Kapitels ist es, Indizien dafiir zu liefern, dass die Methode der Modulations-
funktionen und das algebraische Verfahren aus Kapitel 4 zur Identifikation einer realen
Lithium-Ionen-Zelle angewandt werden konnen. Die Verifikation erfolgt sowohl anhand
von Simulations- [EKH14c, EKH15| als auch mit realen Messdaten [ESSH17|. Es wer-
den keine umfangreichen Studien durchgefiihrt, sondern die Anwendung beispielhaft
an einer einzigen LiPO-Batteriezelle von KOKAM aus Anhang G gezeigt.

Um die Messdaten generieren zu kénnen, wurde am Institut fiir Regelungs- und Steue-
rungssysteme (IRS) im Rahmen der vorliegenden Arbeit eine Batteriemessstandsumge-
bung aufgebaut [EH15, ESSH17]|. Diese Testumgebung unterscheidet sich von géngi-
gen, aus der Materialwissenschaft bekannten Aufbauten hauptséichlich dadurch, dass
beliebige Signale mit sehr hoher Dynamik aufgeschaltet werden kénnen. Der Aufbau
des Batteriemessstands, die Beschreibung der einzelnen Komponenten und deren Ver-
netzung sowie der Prozess der Datengenerierung werden gesondert im Anhang M er-
lautert.

Der erste Abschnitt prasentiert die Identifikationsergebnisse des Modulationsfunktions-
verfahrens, basierend auf Simulationsdaten. Hierbei wird, wie in der gesamten Arbeit
(Annahme 2.1) und bei der EIS, die Ruhespannung als bekannt vorausgesetzt. Wei-
tere Ergebnisse zeigen, dass es moglich ist, die Ruhespannung mit zu identifizieren.
Anschliefsend folgt die Identifikation mit realen Messungen. Das Kapitel endet mit der
auf Simulationsdaten basierenden Anwendung des algebraischen Verfahrens.

5.1 Methode der Modulationsfunktionen
mit Simulationsdaten

In diesem Abschnitt wird die Methode der Modulationsfunktionen zur simulativen
Identifikation der Bauteilparameter Ry, R, @ des Zeitbereichsmodells der Batterie aus
Gl. (4.26) eingesetzt [EKH14c|. Das Modell geht davon aus, dass die Ruhespannung
bekannt ist. Zunéchst erfolgt die Beschreibung der Simulations- und der Identifikati-
onseinstellungen und im Anschluss die Diskussion der Ergebnisse.

5.1.1 Simulations- und Identifikationssetting

Das Identifikationsschema dieses Abschnitts ist in Abbildung 5.1 dargestellt. Die Iden-
tifikation erfolgt simulativ mit dem Zeitbereichsmodell der Batterie aus Gl. (4.26):
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Batterie- u(t) n
modell
a(t)
i(t) Modulationsfunktions- p Nichtlineare | o, R
verfahren Umrechnung Q

Abbildung 5.1: Blockdiagramm der Identifikationsprozedur

bp=Ro+ R, b =RRQ, ay=RQ, to=0

u(t) = —agDRLYu(t) + boi(t) + b1 {DRLYi(t). (5.1)

Um die Batterie realitdtsnah zu simulieren, werden Modellparameter verwendet, wel-
che aus einer prézisen EIS-Messung bei einem sehr hohen SNR>100dB und einem
SoC von 50 % extrahiert wurden: Ry = 0.0154Q), R = 0.0441Q, Q = 610.69 As/V,
a = 0.71. Der fraktionale Exponent wird vereinbarungsgeméfs bei der Identifikation als
bekannt vorausgesetzt. Das Stromanregungssignal i(t) ist eine mit einem 8-Bit Schie-
beregister erzeugte Pseudo-Random Binary Sequence*” (PRBS) mit einer Amplitude
von 1 A und einem Sprungabstand von 1s [Krol2]. Die Taktrate betrégt 0.1s. Die Be-
rechnung der Ausgangsspannung u(t) des Modells (5.1) erfolgt mit Hilfe des Matlab-
Befehls Fractional-Order Transfer Function (FOTF) aus der Fractional-Order Modeling
and Control (FOMCON)-Toolbox. Sie wird bei der Identifikation mit mittelwertfreiem
weifien gaufischen Rauschen n(t) = nwgr(t) tberlagert (4(t) = w(t) + nwr(t)). Die
Abbildung 5.2 zeigt fiir n(t) = 0 einen Ausschnitt des PRBS-Stromsignals und der
Spannungsantwort. In der Simulation gilt 0.B.d.A V£ < to : u() = i(t) = 0. Der Strom
und die verrauschte Spannung dienen dann zur Identifikation mit der Methode der
Modulationsfunktionen.

In Gl (4.29) des Beispiels 4.1 wurde die zu dem Modell (5.1) passende Identifika-
tionsgleichung p = M ™'Y schon aufgestellt. Da hier jedoch Stérungen betrachtet
werden, erfolgt die Berechnung anstatt mit der Inversen von M, entsprechend Lem-
ma 4.6 durch das Modulationsfunktionsverfahren in Kombination mit der rekursi-
ven LS-Schitzung. Als Modulationsfunktion ¢(¢) findet die im Anhang C beschriebe-
ne Spline-Typ-Funktion Verwendung.*® Die einstellbaren Parameter lauten m = 12,
Ty = 43.75s und folglich T = 525s, womit auf jeden Fall sichergestellt ist, dass
o(tg) = (to + T) = 0 gilt. Da fiir die Spline-Typ-Modulationsfunktion ¢(tg) = 0 gilt,
kann geméf (A.6) sowohl RL als auch C zur Ableitungsberechnung verwendet werden.

47 engl. fiir pseudobindres Rauschen

48 Die Identifikation mit einer sinusoidalen Funktion ergab sehr #hnliche Ergebnisse [EKH14c], wes-
halb sie hier nicht extra betrachtet wird.
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a)

4
10 11 12 13 14 15

¢ [min]

Abbildung 5.2: Abbildung a) Ausschnitt des pseudobinédren Stromsignals, b) Zugehdrige Spannungs-
antwort des Batteriemodells ohne Rauschen (n(t) = 0)

Aufierdem verschwinden wegen V¢ < ty : p(f) = 0 die Initialisierungsfunktionen. Zur
Schétzung des Parametervektors:

agp RQ
pi=1| bo [=| Ro+R (5.2)
by RoRQ

wird die rekursive LS-Schitzung verwendet. Insgesamt wurden 150 Messgleichungen
erzeugt, mit einer Zeitverschiebung von AT = 6.5s. Daher ist alle 6.5s ein neuer
Schitzwert berechnet worden. Der Messzeitraum betrug 150AT + T = 1500s. Die
rechtsseitigen Ableitungen der Modulationsfunktion wurden mit dem auf dem Short-
Memory-Prinzip aus Anhang L basierenden Matrixansatz von [Pod00] berechnet.
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Im letzten Schritt wurden die Bauteilparameter {iber die nichtlinearen Zusammenhénge
in GL (5.2) bestimmt:

Ry P3/p1
R | = P2 — p3/p1 : (5.3)
Q p1/(p2 — p3/p1)

Die reale Berechnungszeit der Simulation betrug inklusive Identifikation ca. 2s und
war damit im Vergleich zur eingestellten Simulationszeit von 25 min deutlich geringer,
was als Indiz fiir die Echtzeitfdhigkeit angesehen werden kann. Als Hardware wurde ein
Laptop mit Intel Core i5 2.2 GHz Prozessor verwendet.

5.1.2 Identifikationsergebnisse

Die Prozedur wird entsprechend Abbildung 5.1 durchgefiihrt. Betrachtet werden zwei
Szenarien: Zunéchst erfolgt eine Diskussion der Ergebnisse im Falle einer rauschfreien
Spannung, d.h. n(t) = 0, und dann der Ergebnisse bei mittelwertfreiem weifen gauf-
schen Rauschen (t) = u(t) + nwr(t). Die Resultate im Falle eines Sinusrauschens
kénnen [EKH14c] entnommen werden.

Szenario 1 In Abbildung 5.3 a) sind die Fehler e(t) der identifizierten Parameter
im Falle einer rauschfreien Spannung @(t) = wu(t) dargestellt. Trotz der idealen Be-
dingungen liegen die Fehler nicht exakt bei Null. Die grofste Abweichung betragt ca.
0.11 %. Dies lasst sich durch numerische Ungenauigkeiten bei der Berechnung der frak-
tionalen Ableitungen der Modulationsfunktion und in der Simulation erklaren. Da die
Unsicherheit des LS-Verfahrens in den ersten Minuten vergleichsweise hoch ist, haben
die Ungenauigkeiten dort einen grofen Einfluss auf die Ergebnisse. Fiir grofse Zeiten
konvergiert die Schiatzung gegen einen sehr kleinen Biasfehler.

Szenario 2 In Abbildung 5.3 b) sind die Parameterfehler e(¢) fiir den Fall dargestellt,
dass die Ausgangsspannung von einem mittelwertfreien weiffen gaufschen Rauschen mit
einer Varianz von o2 = 0.25 uV? iiberlagert ist (a(t) = u(t) + nwr(t)). Dies fiihrt zu
einem SNR = 32.5 dB. Trotz dieses sehr niedrigen SNR (die Impedanzspektroskopie hat
in dieser Arbeit ein SNR>100dB) erscheinen die Ergebnisse duferst akkurat. Durch
die vergleichsweise hohe Kovarianz des LS-Verfahrens zu Beginn, haben die Stérungen
in den ersten Minuten einen grofien Einfluss auf die Ergebnisse. Mit der Zeit wird der
Einfluss geringer.*® Entsprechend Korollar 4.3 ist das Modulationsfunktionsverfahren
im Falle von Stérungen jedoch nicht biasfrei. Dies ist auch in der Anwendung zu sehen,
da die Parameterfehler gegen einen Wert ungleich Null konvergieren. Die Abweichungen

49 Dieses Einschwingen bei fehlerhaften Messdaten kann auch beim klassischen LS-Verfahren beob-
achtet werden [IM11, S.242-244]. Die Einschwingzeit von mehreren Minuten ist hier, verglichen
mit den Zeiten bei dem klassischen LS-Verfahren im Sekundenbereich, ldnger. Der Grund ist, dass
beim klassischen Verfahren zu jeder Taktzeit eine neue Messgleichung vorliegt, wiahrend hier die
Zeitverschiebung AT = 6.5s betragt.
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liegen allerdings in einem Bereich, der kleiner als 1% ist. Das Verfahren zeigt sich also

wenig rauschempfindlich.
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Abbildung 5.3: Fehler e(t) bei der Identifikation der Batterieparameter bei Verwendung einer Spline-
Typ-Funktion: a) Ohne Rauschen, b) Bei additivem weiflen Ausgangsrauschen mit

einem SNR = 32.5dB

5.2 Methode der Modulationsfunktionen mit
Simulationsdaten inklusive Ruhespannung

In der gesamten Arbeit wird die Ruhespannung entsprechend Annahme 2.1 als be-
kannt angenommen und kann daher aus dem Batteriemodell eliminiert werden. Dieser
Abschnitt beschreibt nun noch die Identifikation fiir den Fall, dass die Ruhespannung
unbekannt ist [EKH14b]. Sie wird dann zusammen mit den anderen Parametern iden-
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tifiziert. Zur Identifikation wird die Methode der Modulationsfunktionen aus Kapitel 4
eingesetzt.

5.2.1 Identifikationsgleichung

Fiir den Fall einer unbekannten Ruhespannung muss geméfs Abschnitt 2.1.1 zu der
Spannung {iber dem Innenwiderstand und dem RQ-Element noch wug(SoC) addiert
werden. Fiir die Klemmenspannung gilt dann:

u(t) = u(SoC) + upg(t) + Roi(t). (5.4)

Die nichtlineare Ruhespannung®® lisst sich mit der Taylorreihe linearisieren:

e 6u0 1 t ) ,
u(S0C) = g + 5% s L i)t (5.5)

Der Ausdruck Cy = aSOCC(TWU) wird auch als differentielle Kapazitdt bezeichnet

auo

[Sch13, S.22]. Einsetzen von Gl. (5.5) in Gl. (5.4) ergibt:

t

w(t) = i + uro(t) + Roi(t) + cio L i(t)dt" (5.6)

Schlieklich 16st man Gl. (5.6) nach urg(t) auf und setzt den Ausdruck in die
FDGL (3.24) eines RQ-Elements ein. Insgesamt resultiert folgende Batteriebeschrei-
bung im Zeitbereich:
u(t) = — ag, DRL{u(t) + bs,'DRLY(t) + bay ' DRLY Vi)
+ byi(t) + bo, /Dy Vi(t) + o + a1, 'DRL} g (5.7)
mit by = C%)? b = Ro+ R, by = %, b3 = RoRQ, a1 = RQ, ag = RQ. Der erweiterte

Parametervektor lautet daher:

» [ a0 ] [ RQ
1
D2 bo o
D3 by Ry + R
pi=| ps | = by = 2 : (5.8)
Ds bs RoRQ
De U g
| P7 ] B RQ’&Q i | RQHO

Der Parameter p; = RQ1uyg ist eine Kombination aus p; und pg: p7 = p1ps. Dementspre-
chend enthalt p7 keine neuen Informationen und muss erst gar nicht bestimmt werden.
Wie schon bei der Identifikation ohne Ruhespannung in Abschnitt 5.1 wird das Modu-
lationsfunktionsverfahren aus Kapitel 4 zur Identifikation der Parameter p verwendet.
Mit Satz 4.1 ergibt sich fiir Gl. (5.7) die folgende Identifikationsgleichung, wobei der

50 Fiir den Verlauf der Ruhespannung in Abhingigkeit des Ladezustands siche Abbildung G.3.
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letzte Summenterm in (5.7) aus den angegebenen Griinden nicht mehr berticksichtigt
wird:

p=M"'Y (5.9)
mit:
ty =to + AT, t,=t,+T
Ve [Wo Wi o W] Mi=[m o omea]” (5.00)
und (oaT)
_ rre(t—vAT
W, = U7, (5.11)
T tDCY% p(t—vAT) DOS o(t—vAT) DO p(t—vAT)
mr = B th toy ty,
v bt bt bt

DC p(t—vAT
Itp(tvaT) It Ct; p(t—vAT)
ot

| P(t=vAT) ] . (5.12)

to,t,, to,t]

Die Bauteilparameter berechnen sich dann wie folgt:

Ry Ps/P1

R p3 — D5/P1

Q | =1 p/(p3—ps/p1) |- (5.13)
U De

Co P1/Pa

5.2.2 Identifikationseinstellungen

Die Einstellungen entsprechen denen in Kapitel 5.1.1, mit dem Unterschied, dass hier
eine sehr kleine Amplitude von 0.01 A des PRBS-Signals verwendet wird. Dies ist not-
wendig, da die Ruhespannung als SoC-abhéngige nichtlineare Funktion in die Simu-
lation eingeht, fiir die Identifikation jedoch in Gl. (5.5) linearisiert wird. Bei hohen
Stromstérken wiirde sich der SoC zu stark dndern und es ergébe sich ein stark nichtli-
neares Verhalten der Simulation.

5.2.3 Ergebnisse

In Szenario 1 wird anstatt direkt Gl. (5.9) zur Identifikation zu verwenden, das Modu-
lationsfunktionsverfahren mit der rekursiven LS-Schitzung entsprechend Lemma 4.6
kombiniert. Dies ist aufgrund numerischer Ungenauigkeiten sinnvoll. In Szenario 2
kommt ein Regularisierungsverfahren zum FEinsatz, um die Konditionierung der Re-
gressormatrix M zu verbessern.
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Szenario 1 In diesem Szenario wird der Fall einer variablen Ruhespannung ohne
Rauschen betrachtet. Es fillt auf, dass trotz idealer Bedingungen in Abbildung 5.4 a)
die Fehler nicht bei Null liegen. Im Vergleich zu den Ergebnissen bei der Identifikation
des Batteriemodells ohne Ruhespannung und ohne Rauschen in Abschnitt 5.1.2 sind
die Fehler der Parameter Ry, R und @ deutlich angestiegen. Diese Tatsache kann zwei
Ursachen haben: Zum einen wére es moglich, dass die Taylorreihenapproximation der
Ruhespannung durch den Abbruch nach dem ersten Glied zu ungenau ist. Dies wur-
de jedoch durch die Hinzunahme weiterer Taylorglieder untersucht, mit dem Ergebnis,
dass sich durch die Hinzunahme keine Verbesserung ergab. Zum anderen kénnte die Ur-
sache darin liegen, dass die Identifikationsmatrix M im Vergleich zu der in Gl. (4.29)
schlechter kondinioniert ist, da das Batteriemodell zusétzliche Parameter besitzt. In
so einem Fall fithren numerische Ungenauigkeiten, die z.B. bei der Berechnung der
fraktionalen Ableitungen der Modulationsfunktion enstehen, zu grofsen Fehlern. Auf-
grund dieses dann schlecht gestellten inversen Problems wurde im folgenden Szenario
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Abbildung 5.4: Identifikationsfehler der Batteriezelle bei Verwendung von Spline-Typ-Funktionen,
logarithmisch aufgetragen: a) ohne Rauschen, b) ohne Rauschen und mit Regulari-
sierung
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2 eine Regularisierung der Matrix nach dem Verfahren von Tikhonov [TGSY95| imple-
mentiert. Wurde weifles gauksches Rauschen u(t) = u(t) + nwr(t) betrachtet, lieferte
das Verfahren brauchbare Ergebnisse bis zu einem SNR=60dB, was deutlich iiber den
32.5dB der Identifikation ohne Ruhespannung im Abschnitt 5.1.2 liegt.

Szenario 2 In diesem Szenario soll die Auswirkung der Regularisierung der Matrix
M mit dem Tikhonov-Verfahren untersucht werden. Das Grundprinzip ist in Kapi-
tel 5.3.2 erlautert. In Abbildung 5.4 b) erkennt man, dass die Regularisierung teilweise
die Ergebnisse verbessert. Insbesondere die Parameter Ry, R und () weisen einen klei-
neren Fehler auf, Cy dndert sich kaum und der Fehler bei @y ist in beiden Fallen
vernachldssigbar klein. Nachteilig hierbei ist allerdings, dass Zusatzinformationen iiber
die ungefiahre Lage der Parameter vorhanden sein miissen. Die Grenze von SNR=60 dB
bei der Rauschbetrachtung in Szenario 1 liefs sich auch mit der Regularisierung nicht
nennenswert verbessern.

5.3 Methode der Modulationsfunktionen
mit realen Messdaten

Mit dem im Anhang M beschriebenen Batteriemessstand wurden die Validierungsda-
ten (Strom- und Spannungsmessungen), die OCV-Daten und die Impedanzkurven der
LiPO-Batteriezelle von KOKAM aus Anhang G aufgezeichnet. Fiir die Validierungs-
daten gilt SNR=37.97dB und fiir die EIS-Messung SNR>100dB. Nun kann mit dem
Modulationsfunktionsverfahren die Identifikation durchgefiihrt werden [ESSH17]. Diese
basiert auf dem Modell (3.22), welches auch bei der Identifikation mit Simulationsdaten
in Abschnitt 5.1 verwendet wurde:

bop=Ro+ R, b =RoRQ, ap=RQ, ty=0

u(t) = —aoiDfu(t) + boi(t) + by {DYi(t). (5.14)

Das Ziel ist also die Identifikation der Parameter ag,bg,b;. Die Ableitungsordnung
wird — wie im Anhang M.2.3 beschrieben — schon vorher bestimmt und ergibt sich zu
a = 0.68 bei SoC=50%. Sie wird als bekannt angenommen. Der Aufbau zur Identi-
fikation ist in Abbildung 5.5 dargestellt. Der Strom wird mit dem BOP20-20M Vier-
quadrantensteller von KEPCO generiert. Wie zu sehen ist, miissen die Spannungsdaten
U (t) vor der eigentlichen Identifikation noch bearbeitet werden. Im Folgenden wer-
den zunéchst die Vorverarbeitung und die Identifikationseinstellungen beschrieben und
anschliefend werden die Ergebnisse der Identifikation diskutiert.

5.3.1 Datenvorverarbeitung und Identifikationseinstellungen

Bei der Datenvorverarbeitung wird die Ruhespannung aus der gemessenen Spannung
eliminiert. Anschliefiend folgt eine Filterung des entstandenen Signals w,, (t).
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C FIR-Filter

Ty (1)

Modulationsfunktions- ao, bo
verfahren by

Abbildung 5.5: Blockdiagramm der Identifikationsprozedur, der Index m steht fiir Messung.

OCV-Elimination Vor der eigentlichen Identifikation muss die gemessene Spannung
noch um die OCV-Daten bereinigt werden, da die Ruhespannung im Modell nicht
beriicksichtigt wird. Wie im Anhang M.2.4 beschrieben, wird wahrend der Aufnah-
me der Validierungsdaten der SoC(t) mit aufgezeichnet. Daher ist in Kombination
mit der a priori gemessenen OCV-Kennlinie ug(SoC) der aktuelle OCV-Wert zu je-
dem Zeitpunkt bekannt, was der Annahme 2.1 entspricht. Nun ist es moglich, die
Ruhespannung aus den gemessenen Spannungsdaten durch einfache Differenzbildung
U (t) = Um () — uo(SoC) zu eliminieren. Es hat sich gezeigt, dass es extrem wichtig
ist, sehr genaue OCV-Werte zu nutzen, was die geringe Stromstérke von C(T,;)/40h
bei der OCV-Bestimmung im Anhang M.2.2 rechtfertigt.

Filterung Geméf Abbildung 5.5 wird die um die Ruhespannung bereinigte Spannung
Um (t) gefiltert. Bei dem Filter handelt es sich um ein digitales Finite Impulse Respon-
se’! (FIR)-Filter 64ter Ordnung |[PLKJ11|. Dieses Filter ist nicht nur aufgrund der
Rauschfilterung giinstig, sondern es sorgt auch dafiir, dass héherfrequente Systeman-
teile, die nicht zur Diffusion gehoren, entfernt werden, da sie im Modell nicht enthalten
sind. Da die zu identifizierende Ortskurve in Abbildung M.3 bei 1 Hz beginnt, wird die
Grenzfrequenz des Filters auf f; = 1Hz festgelegt. Das gefilterte Signal @, (t) kann
nun zur Identifikation genutzt werden.

Die Einstellungen beziiglich des Modulationsfunktionsverfahrens sollen nun noch kurz
erlautert werden:

Setting Die ,Eingangsgrofen® fiir die Identifikation sind der Eingangsstrom i(¢) und
die gefilterte Spannung ., (t), betrachtet wird ein SoC von 50 %. Das Batteriemo-
dell (5.14) soll nun mit der Methode der Modulationsfunktionen identifiziert werden.
Wie schon bei der Simulation in Abschnitt 5.1 wird auch hier das Verfahren in Kom-
bination mit der rekursiven LS-Schitzung entsprechend Lemma 4.6 verwendet. Die
Transformationen der Regressormatrix M sowie des Vektors Y besitzen alle ein Inte-
grationsintervall von T' = 525 s und sind zeilenweise jeweils um AT = 6.5s verschoben.

51 engl. fiir endliche Impulsantwort
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Dies bedeutet, dass alle 6.5s ein neuer Schétzwert berechnet wird (siehe hierfiir auch
Abbildung 4.2). Da zuvor @ = 0.68 < 1 bestimmt wurde, muss als Randbedingung nur
die Funktion selbst verschwinden, d.h. ¢(tg) = ¢(to +T) = 0 gelten. Daher ist es mog-
lich, die gleiche Spline-Typ-Modulationsfunktion wie bei der simulativen Identifikation
in Kapitel 5.1 einzusetzen. Die Funktion ist im Detail im Anhang C beschrieben. Die
einstellbaren Parameter lauten m = 12, Ty = 43.75s und folglich T' = 525s. Durch das
hohe m ist auf jeden Fall sichergestellt, dass die Randwerte erfiillt sind. Insgesamt wur-
den 150 Messgleichungen aufgenommen, was einem Beobachtungszeitraum von 1500 s
entspricht. Die Schrittweite h wurde wie die Abtastzeit T, zu 0.1s gewahlt.

5.3.2 Identifikationsergebnisse

Die Parameter ag, bg und b; der Frequenzbereichsdarstellung

bO + bl (jw)0'68

) = S Gw)0 11

(5.15)
sollen nun modellbasiert bestimmt werden. Die identifizierte Ortskurve ldsst sich dann
mit der gemessenen Ortskurve aus Abbildung M.3 vergleichen. Auflerdem wird mit
der parametrierten FDGL (5.14) eine Zeitbereichssimulation durchgefiihrt, um die re-
sultierende Spannung (t) = 4(t) + uo(SoC) mit der gemessenen Spannung i,y (t) zu
vergleichen.?? Die eigentlichen Bauteilparameter ergeben sich mit den nichtlinearen
Zusammenhéngen (5.2).

In Szenario 1 wird das rekursive LS-Verfahren verwendet. In Szenario 2 wird dann
noch versucht, durch eine Regularisierung die Konditionierung der Matrix M zu ver-
bessern.

Szenario 1 Mit dem rekursiven LS-Verfahren ergibt sich die folgende Batterie-

impedanz:
A ~0.0345 + 0.1(jw)0-68

GUw) = 5830w

(5.16)

Der grafische Vergleich zwischen der bei einem sehr niedrigen SNR=37.97 dB mit dem
Modulationsfunktionsverfahren identifizierten Impedanz (5.16) in Blau und der mit der
EIS bei einem SNR>100dB gemessenen Impedanz ist in Abbildung 5.6 a) dargestellt.
Man erkennt trotz des niedrigen SNR eine gute Ubereinstimmung der Kurven, iiber
den betrachteten Frequenzbereich ergibt sich lediglich ein mittlerer Fehler von 1.35 %.
Unverkennbar ist allerdings auch die Verschiebung auf der reellen Achse, denn der
ohmsche Widerstand Ry wurde um 5% niedriger als die Referenz geschétzt. Bei sehr
kleinen Frequenzen im Diffusionsbereich zeigt sich ebenfalls eine Abweichung. Der ohm-
sche Fehler dufert sich beim Vergleich der gemessenen Spannung und der Spannung,

52 In der Simulation wird die a priori bekannte OCV-Kurve einfach zu der simulierten Spannung (t)
addiert.
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Abbildung 5.6: a) Verldufe der identifizierten Impedanz bei einem SNR=37.97dB und der EIS-
Messung bei einem SNR>100dB fiir SoC=50 %, b) Verlaufe der identifizierten und
gemessenen Spannung fiir SoC=50 %

die sich aus dem parametrierten Modell ergibt, als Fehler direkt bei einem Spannungs-
sprung (siche Abbildung 5.6 b)). Auch in der darauffolgenden Phase, in der sich die
Diffusionsspannung zeigt, erkennt man eine leicht unterschiedliche Dynamik.

Insgesamt sind die erzielten Ergebnisse positiv zu bewerten, da sie wenig empfindlich
gegeniiber Rauschen sind. Die Griinde fiir die vorliegenden Ungenauigkeiten werden im
Folgenden diskutiert:

Als Ursache fiir die Abweichung auf der reellen Achse wird der ohmsche Innenwider-
stand der Kabel vermutet, denn fiir die EIS-Messung wurden andere Kabel verwendet
als bei der Spannungsmessung am Batteriemessstand. Aufterdem wurde, wie zuvor be-
schrieben, die EIS-Messung bei einem sehr hohen SNR grofer als 100 dB aufgenommen,
wahrenddessen das BOP-Messgeréit geméfs Anhang M.2.4 ein SNR von 37.97dB auf-
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weist. Das sehr geringe Rauschen bei der EIS-Messung hat zudem den Vorteil, dass
die Amplitude der Stromanregung im mA-Bereich liegen kann, wahrend bei der BOP-
Messung die Amplitude hoher gewéhlt werden muss. Somit ist die Kramers-Kronig
Beziehung [Bou95] nicht eingehalten. Hoherfrequente Dynamiken im Signal, die trotz
der langsamen Abtastung und der Filterung enthalten sind, fiihren zu Modellfehlern.
Eine potentielle Fehlerquelle ist auch der Temperaturunterschied im Inneren der Zelle,
den der Klimaschrank nicht exakt ausgleichen kann. Zu einem Fehler konnten aufser-
dem ungenaue OCV-Werte fithren, wenn der Anfangsladezustand nicht genau genug
bestimmt werden konnte oder die OCV-Kurve sich z.B. durch Alterung verédndert hat.
Es hat sich generell gezeigt, dass die Ergebnisse dufserst sensitiv auf OCV-Fehler rea-
gieren. Moglich ist natiirlich auch, dass die Zellparameter sich zwischen den Parameter-
bestimmungen durch Alterung veréindert haben. Auflerdem fiihrt das eher geringe SNR
zu einem Biasfehler in den Parametern geméf Gl. (4.46) und im Falle einer schlech-
ten Konditionierung der Regressormatrix M zu Problemen bei der LS-Optimierung.
Um einem sogenannten schlecht gestellten Problem entgegenzuwirken, wird nun eine
Regularisierung in Form des weit verbreiteten Tikhonov-Verfahrens [TGSY95] vorge-
nommen.

Szenario 2 In diesem Szenario soll die Auswirkung einer Regularisierung der Regres-
sormatrix M auf die Ergebnisse untersucht werden. Zum Einsatz kommt das bekannte
Tikhonov-Verfahren [TGSY95]. Da es bekannt ist, wird hier nur die Grundidee kurz
dargestellt:°® Das sonst iibliche Giitemaf bei der LS-Schitzung wird um den Parame-
terfehler erweitert, was dafiir sorgen soll, dass grofere Abweichungen nicht vorkommen:

35— v]* + 2 - n,)[ (517)

||| ist die euklidische Norm und p_ ~der erwartete Parametervektor. Die Minimierung
muss in Blockverarbeitung erfolgen, wobei die eigentliche Herausforderung in der Wahl
des Gewichtungsfaktors A besteht. Prinzipiell gibt es hierfiir mehrere systematische
Ansétze, wobei in dieser Arbeit das sogenannte L-Kriterium genutzt wurde. Nachteilig
ist das notwendige Zusatzwissen, das man bendtigt, um .., 2u bestimmen. Hierbei
hatten zwei der drei angenommenen Parameterwerte eine Abweichung von ca. 20 %
bzw. ca. 10% und einer von ca. 0%.?* Mit dem Tikhonov-Verfahren ergibt sich in
diesem Fall folgende Impedanz:

0.04 + 0.2(jw)"-68
1+ 14.5(jw)068

Grin(jw) = (5.18)

Der grafische Vergleich von gemessener (in Magenta) und identifizierter Impedanz (in
Griin) ist in Abbildung 5.6 a) dargestellt. Zu erkennen ist eine Verbesserung gegeniiber
der blauen Kurve sowohl bei der Verschiebung auf der Realteilachse als auch im Verlauf

53 In den Materialwissenschaften wird das Tikhonov-Verfahren verwendet, um die DRT numerisch

aus den Impedanzdaten zu berechnen [ICE*10].
Die Vergleichsparameter sind ausschlieflich durch Ausprobieren entstanden. Andere Konstellatio-
nen kénnten daher durchaus zu besseren Ergebnissen fiihren.

54
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des Diffusionsastes. Diese Verbesserungen wirken sich auch im Zeitbereich positiv aus,
was in Abbildung 5.6 b) deutlich wird. Zu sehen ist jeweils nur ein vernachlissigbarer
Fehler beim Spannungssprung und in der Diffusionsspannung. Allerdings erfordert die-
ses genauere Ergebnis Zusatzwissen, das im Allgemeinen nicht zur Verfiigung steht.

Die Rechenzeit mit MATLAB ist in beiden Szenarien im Vergleich zur Messdauer ver-
nachléssigbar gering, was einen Hinweis auf die Echtzeitfihigkeit des Verfahrens gibt.
Als Hardware wurde ein Laptop mit Intel Core i5 2.2 GHz Prozessor verwendet.

5.4 Algebraisches Verfahren mit Simulationsdaten

In diesem Abschnitt wird das algebraische Verfahren zur simulativen Identifikation des
Bauteilparametervektors

p=[R0 R Q af (5.19)
des Zeitbereichsmodells der Batterie aus Gl. (4.26)
bo=Ro+ R, bi=RRQ, ao=RQ, 1 =0

u(t) = —aofdu(t) + boi(t) + by {dyi(t) (5.20)

eingesetzt [EKH15]. Anschliefend wird mit diesen Parametern die DRT mit folgender
Formel aus Gl. (2.13) berechnet:

_ L sin((1 — a)m)
27T cosh(w 1n(7'/7'§/a)) —cos((1 — a)m)

9(1) , 70=RQ. (5.21)

5.4.1 Simulations- und Identifikationssetting

Die gesamte Anordnung zur Simulation und Identifikation ist in Abbildung 5.7 darge-
stellt. Die grundlegenden Simulationseinstellungen entsprechen denen bei der Verifika-
tion des Modulationsfunktionsverfahrens in Abschnitt 5.1.1. D.h. es wird das gleiche
Modell (5.20) und das gleiche PRBS-Eingangssignal i(t), allerdings mit einer kleine-
ren Amplitude von 0.5 A, verwendet. Das Spannungssignal u(t) wird mit Hilfe der
FOMCON-Toolbox bei einer Schrittweite von h = 5ms berechnet. Die prinzipiellen
Verlaufe der Signale entsprechen daher auch der fritheren Abbildung 5.2. Die Anfangs-
bedingungen sind stets homogen (V¢ < 0 : u(f) = i(f) = 0). Der groke Unterschied
zur Identifikation mit dem Modulationsfunktionsverfahren liegt darin, dass der frak-
tionale Exponent o mit identifiziert wird. Fiir eine realitdtsnahe Simulation werden
auch hier die Referenzparameter mit der sehr genauen EIS mit einem SNR grofer als
100dB und dem anschliefenden CNLS-Fit aufgenommen. Allerdings handelt es sich
hier um ein anderes Zellexemplar, weshalb sich die Referenzparameter etwas unter-
scheiden: Ry = 0.6963Q, R = 0.02868 %2, Q = 553.7 As/V, a = 0.6. Der Hauptwert der
DRT-Kurve liegt daher bei 79 = 15.8801s.
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Identifikation Her Formel

Abbildung 5.7: Blockdiagramm der Simulations- und Identifikationsprozedur bei der algebraischen
Batterieidentifikation

Mit Gl. (4.74) des Beispiels 4.3 wurde die algebraische Berechnungsvorschrift

0 = P(t)"'q(t) zur Identifikation der Ersatzparameter 6; = —(R + Ry)Ry,

0> = 2Ry + R und 63 = —g bereits hergeleitet. Die Matrix P sowie der Vektor g
sind in Gl. (4.69) zu finden. Die eigentlichen Bauteilparameter ergeben sich dann mit
@ iiber die nichtlinearen Zusammenhénge in den Gln. (4.75), (4.76) und (4.78). Wie in
Abbildung 5.7 dargestellt, erfolgt nach der algebraischen Identifikation eine Filterung
der identifizierten Parameter p. Dies ist erforderlich, weil bereits im idealen Fall ohne
Rauschen bei der Inversion der Matrix P in Gl. (4.74) Singularitidten auftreten, welche
sich stark auf die Identifikationsergebnisse auswirken. Zu sehen ist dies im Identifika-
tionsfehler des Parameters Ry in Abbildung 5.8.°° Die Filterung erfolgt alle 5s durch

T
|

0.72
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T
|

Ry [Q]

0.64

T
|

| | | |
0'610 11 12 13 14 15
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Abbildung 5.8: Das algebraische Identifikationergebnis des ohmschen Widerstands Ry mit Singula-
ritdten.

eine Mittelwertbildung mit einem Zeitfenster von 10s, wobei 5s der vergangenen und
5s der zukiinftigen Werte verwendet werden. Mit den gefilterten Parametern p erfolgt
letztlich die Berechnung der DRT mit Gl. (5.21).

55 Auch die Ergebnisse in [GR13a] weisen Singularitiiten auf.
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5.4.2 Identifikationsergebnisse

Es werden zwei Szenarien betrachtet: Im ersten ist die Ausgangsspannung u(t) rausch-
frei und im zweiten mit einem weifien gaufschen Rauschen ny r(t) beaufschlagt. Die
Simulation dauert T, = 30s bei einer Schrittweite von 0.5 ms, was bedeutet, dass
60000 Messwerte vorliegen. Im Versuch wurde sichtbar, dass die Ergebnisse nur von
der Anzahl der Messwerte abhéngen. Bei einer Schrittweite von 0.25ms wiirde man
also bei gleichen Simulationseinstellungen die gleichen Identifikationsergebnisse bereits
nach 15s erzielen.

Szenario 1 Die Abbildung 5.9 a) zeigt die Identifikationsfehler im Falle einer rausch-
freien Ausgangsspannung. Es ist ersichtlich, dass trotz dieser idealen Bedingungen die
Fehler nicht wie erwartet bei Null liegen. Dies liegt daran, dass durch die Inversion der
Matrix P in Gl (4.74) Singularitdten auftreten, welche sich stark auf die Identifikati-
onsergebnisse auswirken. Diese Tatsache lésst sich auch gut an Abbildung 5.8 erkennen,
welche die Ry-Schitzung ohne Filterung zeigt. Der maximale Fehler von 10 % entsteht
beim Parameter ). Im Vergleich zu dem rauschfreien Szenario 1 bei der Identifikation
mit Modulationsfunktionen in Abschnitt 5.1.2 sind die Fehler also deutlich weniger ak-
kurat. Die identifizierten Parameter R = 0.02857Q, Q = 609.3 As/V und & = 0.6001
fithren zu der blauen DRT in Abbildung 5.10 a). Zu erkennen ist, dass die Kurve in
Hohe und Breite sehr gut mit der Referenz iibereinstimmt, was auf das sehr genau
geschitzte « zuriickzufiihren ist. Der Hauptwert betrigt allerdings 7o = 17.4077 s und
bedeutet einen Fehler von 9 %. Nimmt man noch Ry = 0.6964 Q hinzu, so lisst sich die
Ortskurve in Abbildung 5.10 b) zeichnen. Hier sicht man, dass die Verschiebung auf
der reellen Achse aufgrund des ebenfalls sehr genau identifizierten Parameters Ry quasi
fehlerfrei ist. Bei kleineren Frequenzen wirken sich dann die fehlerhaften Parameter des
RQ-Elements aus und die Abweichung von der Referenz wird grofer.

Szenario 2 In diesem Szenario wird die Ausgangsspannung mit einem weifsen gaufs-
schen Rauschen n(t) = ny g(t) beaufschlagt: @(t) = u(t) +nwr(t). Dies fiihrt zu einem
SNR = 75 dB. Wie erwartet steigen die Identifikationsfehler in Abbildung 5.9 b) an. Die
gemittelten Parameterschitzungen lauten Ry = 0.6963Q, R = 0.03113Q, & = 0.5919,
Q = 581 As/V. Die griinen Kurven in Abbildung 5.10 zeigen die Auswirkung dieser
Fehler auf die DRT und die Impedanz. Bei Betrachtung der griinen DRT-Kurve fallt
auf, dass sie sich in der Hohe und Breite etwas von den anderen beiden Kurven unter-
scheidet. Dies léasst sich durch den grofseren Fehler in « erkldaren, wodurch auch eine
fehlerhafte Impedanz bei kleineren Frequenzen geschétzt wird. Der Fehler des Haupt-
wertes Ty betragt 13%. Fiir ein SNR<75dB konnten keine brauchbaren Ergebnisse
erzielt werden. Aus diesem Grund lies sich das Verfahren auch nicht an realen Daten
am Batteriemessstand testen, da fiir die Messdaten dort ein SNR=37.97 dB vorliegt.
Die Ergebnisse sind also deutlich rauschempfindlicher als die Resultate bei der Identi-
fikation mit Modulationsfunktionen in den Abschnitten 5.1 und 5.3.
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Abbildung 5.9: Identifikationsfehler des algebraischen Verfahrens, logarithmisch aufgetragen. In Bild
a) sind die Simulationsdaten rauschfrei, in Bild b) wird additiv weifles gaufisches
Rauschen aufgeschaltet, so dass SNR=75dB gilt.
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Abbildung 5.10:

Mit dem algebraischen Verfahren identifizierte a) DRT und b) Impedanz. Die blau-
en Kurven sind ohne Rauschen und die griinen mit Ausgangsrauschen bei 75dB
entstanden. Die Legende in Bild b) zeigt die jeweils mit den Identifikationsergeb-
nissen parametrierten Ubertragungsfunktionen aus Gl. (K.14) fiir die Szenarien.

5.5 Zusammenfassung

In diesem Kapitel wurde das Modulationsfunktionsverfahren zunéchst mit Simulati-
onsdaten einer Lithium-Ionen-Zelle ohne Beriicksichtigung der Ruhespannung getestet.
Das Verfahren zeigte sich wenig rauschempfindlich. Es funktionierte bei additivem wei-
fen gaulischen Rauschen stabil mit akkuraten Ergebnissen bis zu einem dufterst niedri-
gen SNR=32.5dB. Zum Vergleich: Die EIS aus dem State-of-the-Art in Abschnitt 2.4.1
benétigt ein SNR>100dB. Im Anschluss konnte gezeigt werden, dass auch eine Para-
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meteridentifikation inklusive der Ruhespannung im Gegensatz zur EIS moglich ist. Hier
waren die Resultate allerdings nur bis zu einem SNR=60dB brauchbar. Auch ein Re-
gularisierungsverfahren verbesserte die Ergebnisse bzgl. des SNRs nicht. Anschliefend
wurde die Identifikation an realen Messdaten ohne die Ruhespannung am eigens dafiir
aufgebauten Batteriemessstand erstmalig durchgefiihrt. Hierbei bestétigte sich das we-
nig rauschempfindliche Verhalten aus der Simulation, denn es ergaben sich sehr genaue
Schétzergebnisse bei einem ebenfalls sehr geringen SNR=37.97 dB der Spannungsmes-
sung. Wahrend die Dauer der Identifikation mit dem Modulationsfunktionsverfahren
25 Minuten betrug, hatte die EIS eine Messzeit von ca. 2h. Obwohl keine umfangreiche
Studie durchgefiihrt wurde, kénnen die wenig rauschempfindlichen Identifikationsergeb-
nisse als ein Indiz dafiir angesehen werden, dass das Verfahren auch in der Realitdt gut
funktioniert. Durch die Regularisierung liefsen sich die Ergebnisse noch verbessern, das
Auffinden der hierzu erforderlichen Tuningparameter war jedoch sehr arbeitsintensiv.

Zum Ende des Kapitels wurde das algebraische Verfahren simulativ anhand der Bat-
terieidentifikation getestet. Dieses lieferte brauchbare Ergebnisse bis zu einem SNR
von 75 dB, zeigte sich also deutlich rauschempfindlicher als das Modulationsfunktions-
verfahren. Es hat hat allerdings den groffen Vorteil, dass die Ableitungsordnung mit
identifiziert wird und somit die DRT berechnet werden kann.

Fiir die Identifikation des kompletten fraktionalen Systems werden aufgrund ihrer kom-
plementéiren Eigenschaften sowohl das algebraische (Identifikation der Ableitungsord-
nung) als auch das Modulationsfunktionsverfahren (wenig rauschempfindliche Identifi-
kation der Koeffizienten) benétigt. Es kann aus den bisherigen Erkenntnissen sinnvoll
sein, beide Verfahren in einem iterativen Ansatz zu kombinieren.






6  Steuerungsbasierte Methode
der Modulationsfunktionen

Nachdem der erste fundamentale Beitrag dieser Arbeit mit der Batterieidentifikation
in Kapitel 5 abgeschlossen wurde, beginnt nun der zweite fundamentale Beitrag. Das
vorliegende Kapitel zeigt erstmalig, wie die fraktionale Methode der Modulationsfunk-
tionen durch die modellbasierte Bestimmung einer Modulationsfunktion theoretisch
erweitert werden kann [EH15|. Mit der modellbasierten Modulationsfunktion ist die
separate Identifikation des einzelnen s-ten Parameters p, von

P =l o prima]=[ a0 - s b o ba]  (61)

des C-Systems in kommensurabler Form aus den Gln. (3.19) bzw. (4.33) moglich.
Durch die methodische Generierung der Modulationsfunktion wird die Schwachstelle
des Modulationsfunktionsverfahrens, also die heuristische Bestimmung einer geeigneten
Modulationsfunktion, gelost. Dies ist insbesondere dann wichtig, wenn das Verfahren
auf unterschiedliche Systeme angewendet werden soll, wie beispielsweise auf Batte-
riezellen mit unterschiedlichen Materialien. Die Parameter werden einzeln, d.h. ohne
Verwendung der restlichen Parameter, identifiziert. Somit ist sichergestellt, dass sich
mogliche Parameterfehler nicht fortpflanzen. Die zentralen Verfahrensschritte sind in
Abbildung 6.1 dargestellt. Die zu bestimmende Modulationsfunktion ergibt sich unmit-

Steuerung eines
fraktionalen zeitvari-
anten Ersatzsystems

Fraktionale ®-
Transformation

Separate Identifikation

Abbildung 6.1: Zentrale Verfahrensschritte des fraktionalen Modulationsfunktionsverfahrens mit
modellbasierter Bestimmung der Modulationsfunktion

telbar durch die Steuerung eines definierten zeitvarianten fraktionalen Ersatzsystems in
Zustandsraumdarstellung in einen bestimmten Endwert. Im Anschluss an die Ermitt-
lung der Modulationsfunktion erfolgt die aus dem Abschnitt 4.2 bekannte fraktionale
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®-Transformation des zu identifizierenden Systems. Dadurch kann fiir jeden zu identifi-
zierenden Parameter eine separate Identifikationsgleichung berechnet werden. Im Falle
von fehlerhaften Messgrofsen sorgt eine energieoptimale Steuerung fiir einen geringen
Identifikationsfehler. Das Vorgehen ist inspiriert von dem Ansatz fiir gewShnliche Sy-
steme in [SR11, Sch1l, FD16|.

Die fiir den steuerungsbasierten Ansatz benétigten neuen systemtheoretischen Erkennt-
nisse, wie die Losung eines zeitvarianten fraktionalen Steuerungsproblems, werden in
Kapitel 7 hergeleitet. Das Kapitel 8 untersucht dann, ob sich das Verfahren realisieren
l&sst.

Im ersten Abschnitt dieses Kapitels wird beschrieben, wie eine parameterspezifische
Modulationsfunktion aussehen muss, damit sich mit ihr ein einzelner Parameter be-
stimmen ldsst. Im zweiten Abschnitt wird ein Ersatzsystem in Form eines zeitvarianten
fraktionalen Zustandsraumsystems eingefiihrt. Die Beschreibung der zu dem Ersatz-
system gehorenden Systemmatrix ist Gegenstand des dritten Abschnitts. Der letzte
Abschnitt macht dann deutlich, dass eine Steuerung, die das Ersatzsystem in einen
spezifischen Endzustand fiihrt, die gesuchte Funktion implizit enthélt. Mit Hilfe der
Steuerung wird dann eine Berechnungsvorschrift zur separaten Identifikation eines ein-
zelnen Parameters présentiert. Desweiteren wird gezeigt, dass sich im Falle fehlerhafter
Messgrofen eine obere Schranke des Identifikationsfehlers minimieren lasst.

6.1 Parameterspezifische Modulationsfunktion

Im Folgenden wird die Moglichkeit aufgezeigt, einen einzelnen Parameter mit einer
parameterspezifischen Modulationsfunktion tiber die ®-Transformation (4.10) separat
und direkt zu identifizieren. Die zu identifizierenden Groéfen sind, wie beim Modulati-
onsfunktionsverfahren in Satz 4.2, die Parameter a;,b; € R des kommensurablen und
gemif Annahme 3.1 eindeutigen Systems (3.19) in C-Form

n—1 m
wDOIy(t) = = Y a; (f DCy(t) + Y by (DO ult), (6.2)
i=0 7=0

wobei hier zusitzlich m < n, m € Nyg,n € Nog und a € R%\N.( angenommen wird.
Die Ableitungsordnung « sei bekannt und es wird davon ausgegangen, dass keinerlei
Informationen iiber die Initialisierungsfunktionen der Eingangs- und Messgrofen vor-
liegen. Fiir die Eingangsgrofe u(t) gilt die Annahme, dass sie keine homogene FDGL
bis zur Ordnung ma beschreibt:
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Annahme 6.1
Fiir nicht komplett verschwindende Koeffizienten b; € R gilt:

3 by D u(t) # 0. (6.3)

§j=0

Der Satz 6.1 postuliert die Gl. (6.10), mit welcher der einzelne Parameter ps des Pa-
rametervektors aus Gl. (6.1) separat identifiziert werden kann. In dieser Gleichung ist
ws € Ws eine zu dem Parameter p; spezifische Modulationsfunktion aus Definition 6.1.
Auf der linken Seite der Gl. (6.10) steht die ®-Transformation (4.10) von § mit dem
Kern ,'dRL}¢,(1).

Somit kommt der Funktionsmenge W, aus Definition 6.1 fiir die folgenden Betrach-
tungen eine essentielle Bedeutung zu. Die Modulationsfunktion muss die folgenden
Eigenschaften (6.5)-(6.7) erfiillen, damit sie zu W; gehort, wobei die Gln. (6.5) und
(6.6) auch fiir die Modulationsfunktion beim Standardverfahren in Satz 4.2 gelten
miissen (siehe Definition 4.3). Die Eigenschaften aus den Gln. (6.5) und (6.6) sind fiir
alle zu identifizierenden Parameter py gleich. Allerdings ist die Eigenschaft in Gl. (6.7)
von der Parameternummer s abhingig. Daher wird ¢4 (t) auch s-spezifische Funktion
genannt.

Definition 6.1 (s-spezifische Funktion)

Eine Funktion ¢4 wird s-spezifische Funktion genannt, falls p, € Wy gilt, wobei
die Menge W, wie folgt definiert ist:

a<ty<t, se[l,....n+m+1], ¢it):R->R

o W,i=W; nWyn W3, (6.4)
o Wii={pu(t) s VE < 0:p,(f) = 0}, (6.5)
o Wyi={p(t): LRIl GI Lo, (6.6)
k=0,1,...,lia|], i=0,1,...,n—1},
o W= {ps(t) i mlte) = €5} (6.7)
o e e RMFMAIXL (o~ { (1) i‘;’;ﬁ; i=s (6.8)
m(t)" = [ SPEO L BRI e gdRET () ]
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Satz 6.1 (Parameterspezifische Identifikation)

Der s-te Parameter des kommensurablen Systems (6.2) in C-Form berechnet sich
mit seiner s-spezifischen Modulationsfunktion wie folgt:

QDS € Wsa p@ = {I_)T}I,S7 ﬂ/ = QU, g = Qy

S LARLT™ o (t
o thtee® — (6.10)

Beweis:
Fiir den Beweis von Gl. (6.10) ist es notwendig, die rechtsseitige Darstellung (3.21) der
Gl. (6.2) zu verwenden:

n—1 m
IDCP(t) = = ) a; (DCIG(t) + > b (DCIu(t). (6.11)
i=0 j=0

Nun wird die ®-Transformation der Gl. (6.11) mit Hilfe der Ableitungsregel (4.14) und
der Modulationsfunktion ¢s durchgefiihrt:

ﬁﬁ?@RL?’atps(t) _ m(b‘e)T]_O- (6.12)
Dies ist entsprechend den Angaben fiir Gl. (4.14) nur dann erlaubt, falls die fraktiona-
len Randwerte der Modulationsfunktion verschwinden. Wird die spezifische Funktion
@s(t) aus Definition 6.1 verwendet, verschwinden aufgrund der Eigenschaft (6.5) zu-
néchst die Randwerte an der unteren Grenze:

k=0,1,..., i, i=0,1,...,n
iat+k—|ia|—1 iat+k—|ia|—1
WDRLEIN T G )], = RLETE G )], = 0. (6.13)

Die homogenen Randbedingungen an der oberen Grenze werden durch Gl. (6.6) si-
chergestellt. Aufgrund der dritten Eigenschaft (6.7) von ¢ (t) wird aus Gl. (6.12) die
Gl. (6.10). O

Die Gl. (6.10) wird iiber die ®-Transformation mit ihrer Ableitungsregel (4.14) hergelei-
tet. Die dafiir bendtigten Randbedingungen der Modulationsfunktion werden durch die
Eigenschaften (6.5) und (6.6) abgedeckt. Der Unterschied zur Modulationsfunktions-
transformation bei der Herleitung von Satz 4.2 liegt darin, dass die hier betrachtete
Modulationsfunktion @g(t) zusitzlich zu den Randbedingungen noch die spezifische
Eigenschaft (6.7) besitzt. Mit ihr lassen sich alle Terme aus der Identifikationsglei-
chung (6.10) entfernen, deren Koeffizienten nicht identifiziert werden sollen. Diese Ei-
genschaft ermoglicht die separate Identifikation jedes einzelnen Parameters. In Ab-
schnitt 6.4 wird sich herausstellen, dass es ein Vorteil ist, dass in Definition 6.1 und
Satz 6.1 ausschliefslich linksseitige Ableitungen enthalten sind.

Eine Modulationsfunktion, in der Art wie sie eben beschrieben wurde, kann nicht ohne
weiteres gefunden werden, da fraktionale Randwerte zu erfiillen sind und auferdem
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fiir jeden zu schitzenden Parameter eine eigene Funktion bestimmt werden muss. In
Kapitel 6.4 wird gezeigt, wie die Funktion methodisch generiert werden kann. Ein
hierfiir benotigtes fraktionales Zustandsraummodell wird bereits im néchsten Abschnitt
eingefiihrt.

Im folgenden Beispiel werden die Entwurfsschritte im Detail erlautert, beginnend mit
der Systemgleichung eines Beispielsystems bis zu seiner spezifischen Identifikationsglei-
chung.

Beispiel 6.1:

Gesucht sei der Parameter a; des kommensurablen Systems 2a-ter Ordnung
(n=2,m=1) mit « =0.4

WDCEyY(t) = —apy(t) — a1, DCYy(t) + bou(t) + by DCFu(t). (6.14)

Zu a; gehort die spezifische Modulationsfunktion ws(t) € Wa. Wie sich spéter her-
ausstellen wird, ist es zunéchst sinnvoll, die dquivalente rechtsseitige Darstellung
von Gl. (6.14) entsprechend Definition 3.5 aufzustellen:

IDC7G(t) = —aofi(t) — a1;DCY §(t) + bot(t) + b1 ;DCy u(t). (6.15)

Entsprechend Definition 6.1 erfiillt ¢2(¢) mehrere Eigenschaften:

Erstens wird wegen Gl. (6.5) die Initialisierungsfunktion

¥(p2, 20, a, to, t) L0eVi<0: ©a(t) =0 (6.16)
gesetzt, was zu
wDRLY a(t)],_, = ydRL{ 2(t)],_, =0, ne[2a—la—1,-1]  (6.17)

fithrt. Zudem werden geméf Gl. (6.6) folgende Ableitungen am oberen Rand t = t,
Null gesetzt:

!
t(fDRLfgog(t)|t:te = t(deLf(pg(t)}t:te =0, pel2a—1,a—1,-1].  (6.18)
Durch die Gln. (6.17)-(6.18) sind alle Voraussetzungen fiir eine ®-Transformation

des Systems (6.15) mit Gl. (4.14) gegeben. Mit der Transformation kann das System
dann in die Integraldarstellung

ag
?t?filRLfa«m(t) =m@®)T Z; (6.19)
by

mit der Vektorfunktion

m(t)T zz[_)}wz(t) _mggRme Utﬁ?t(” U,,thL?soz(t)] (6.20)

0
to,t to,t
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iberfiihrt werden. Nun wird weiterhin angenommen, dass @2(t) geméf Gl. (6.7)
gewahlt ist und daher fiir m(t) folgendes gilt:

m(t)"=[0 1 0 0]. (6.21)

Damit erhédlt man durch Einsetzen von Gl. (6.21) in Gl. (6.19) eine einfache Identi-
fikationsgleichung fiir den Parameter a;:

~ ot 2a
Y'ttngLt p2(t) —

05te

as. (6.22)

6.2 Ersatzsystem

In Abbildung 6.1 wurde vermerkt, dass die methodische Bestimmung der Modulations-
funktion ¢, (t) € Ws, welche zur parameterspezifischen Identifikation geméf Gl. (6.10)
des Systems (6.2) mit den Systemordnungen n und m und der Ableitungsordnung «
fiihrt, auf einem Ersatzsystem basiert. Dieses soll nun formal definiert werden. Wie
mit diesem Modell die separate Identifikation gelingt, ist dann Gegenstand des Ab-
schnitts 6.4.

Bei dem Ersatzsystem handelt es sich um das linksseitige fraktionale Zustandsraumsy-
stem mit gemischten Ableitungen wie in Gl. (6.23) dargestellt:

Definition 6.2 (Ersatzsystem)
Q)(t) ‘R — Rlu7z+7z+'rrl+1+[na]+7“Z,’U‘:l[(7L—v)a]7 u® (t) :R—>R, n,meN.,

m<n, aeR>0  w:= min{k € N>0|% < 1}, ro= min{k € N>O|maz(j) < 1}

t(fdtg?A)(t) 17/)(;‘A, %, a,to,t) b (t)
" (t —z™ (to)d(t — to) (1) .
‘_’bj (t + 71:@(153)5@ o t(())) = A(t) Qfe(t) +bu (t), (623)
(dpzo(t) P(2%,/r,a,to, ) 27 (t)
u*(t) = yd(t). (6.24)

Das System ist aus vier Untersystemen mit den Symbolen A, +, e und o zusammen-
gesetzt, wobei der Zustandsvektor z(t) in den folgenden Gln. (6.25)-(6.29) definiert
ist. Geméaf Definition 3.6 wird er fraktionaler Zustandsvektor genannt. Die zugeho-
rige zeitvariante Systemmatrix A(t) und der Eingangsvektor b werden detailliert in
Abschnitt 6.3 behandelt. Die vektorielle Ableitung von z°(¢) mit den Ableitungsord-
nungen % ist in Gl. (6.31) definiert. Das System ist offensichtlich ein Eingrofensystem
mit der Eingangsgrofe u*(¢) in Gl. (6.24). Da unterschiedliche Ableitungsordnungen
vorkommen, ist es zusétzlich ein sogenanntes Mischsystem.
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Der erste Untervektor z*(t) in Gl. (6.25) wird fraktional mit der Ordnung < abge-
leitet. Der Parameter w ist wie folgt einzustellen: w := min{k € Z|% < 1}. Somit ist
garantiert, dass die Ableitungsordnung kleiner als Eins ist, was fiir ein fraktionales Zu-
standsraumsystem Voraussetzung ist (siehe Definition 3.7). Der Vektor selbst besteht
wiederum aus Teilvektoren, welche die Modulationsfunktion ¢(t) und deren fraktionale
Ableitungen beinhalten. Jeder dieser Teilvektoren beginnt mit einer fraktionalen Ab-
leitung mit dem ganzzahligen Vielfachen von « als Ableitungsordnung. Das bedeutet,
der erste Teilvektor startet mit der Ordnung Null, der zweite mit «, usw., bis zum
letzten Teilvektor, der mit der Ordnung (n — 1)« beginnt.

Definition 6.3 (Fraktionaler Zustandsvektor des Ersatzsystems)
g2 (t) : R > R g(f)F iR — RFmHIXL 0 ge(p) R — RInelxd)
ZJD ‘R — ergzl[(n—v)a]xl
i tjdgjf(t)
L0 tdja w
tot o(t)
S—UA (t) = ’ ZJA = ’ ) (625)
A :
Z?’L—l ’aJ’,Ea
w7 ()
z(t)" = m(t), (6.26)
e ol
t jna+1—|na
d t
= | o (6.27)
10" (1)
<
B :L,il {‘ZD}J
3 3t
2°(t) == : , o xyi= T2 ) (6.28)
Ty n—v)o o :
L =201 [(n—v)a] 25y
Thy o= gdy T {2y, o gy = de T {205 (6.29)

Zuséatzlich enthélt jeder Vektor jeweils w — 1 weitere Zusténde, welche ebenfalls fraktio-
nale Ableitungen der Modulationsfunktion zwischen den ganzzahligen Schritten darstel-
len. Der in Gl. (6.26) enthaltene zweite Untervektor z*(t) entspricht dem in Gl. (6.9)
definierten Vektor m(t). Die beiden Teilsysteme z*(¢) und z¢(¢) bilden gewohnliche
Zustandsraumsysteme, da die Vektoren einfach ganzzahlig abgeleitet werden. Der Vek-



98 6 Steuerungsbasierte Methode der Modulationsfunktionen

tor z°(t) beinhaltet einen Teil der Funktionen, die in Gl. (6.6) am oberen Rand t.
verschwinden miissen. Es muss gelten:

JARLYTRT oy — 0, K =0,1,...,|nal. (6.30)

Der vierte und letzte Untervektor 2°(¢) ist in Gl. (6.28) definiert. Er setzt sich wiederum
aus den Untervektoren z7,...,25n [(n—v)a] ZUSAMIMen und wird vektoriell abgeleitet:
v=1

o

Ly

& LS SN ] : 6.31
[ JMdRL, 7 -+ MdRL; 7 ' o0

~

t(deLtT «ID =

xs
Yooil(n—v)a]

Der Vektor mit den Ableitungsordnungen lautet:

v e RZ::J(”*”)O‘]

vi=| 87 8y - B, ma+1], (6.32)

mit
Bl i=[ [(n—i)a]l+ia [(n—i)a]—1+ia -+ 1+ia |. (6.33)
Um sicherzustellen, dass alle Ableitungsordnungen kleiner als Eins sind, wird jeder

Eintrag durch r geteilt, wobei r := min{k € N>o|max(7) < 1} gelten muss. Der Zu-

standsvektor z°(¢) beinhaltet den Teil der Funktionen, die in Gl. (6.6) am oberen
Rand ¢, verschwinden miissen und in z°(¢) noch nicht enthalten sind:

JARLETRENT oy k=01, lia], i=0,1,...,n— 1. (6.34)
Die Funktionen aus GI. (6.34) sind zur besseren Ubersicht noch einmal in dem folgenden
Vektor zusammengefasst:
z°(t) : R — RZuv=1l(n—v)e]

td(n Da—[(n—1)a QO(t)
td(n Da+1—[(n— 1)0(]%0([‘/)

td 77,71 ;1 1 )
td(n 2)a [(n— 2)a QO(t)
td(n 2)a+1—[(n— 2)0(]%0(0
x2°(t) := : . (6.35)
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In 2°(¢) findet sich geméf Gl. (6.29) also z°(¢) mit den Komponenten, die in Gl. (6.35)
detailliert beschrieben sind.

Im folgenden Beispiel wird das System (6.14) mit @ = 0.4, n = 2, m = 1 aufgegriffen
und es werden der Zustandsvektor und die fraktionalen Ableitungsordnungen des zu-
gehorigen Ersatzsystems (6.23) angegeben. Die Eingangsgrofe lautet gemafs Gl. (6.24):
u*(t) == JARL?p(t).

Beispiel 6.2:

Der Zustandsvektor des Ersatzsystems ist entsprechend Definition 6.3 in vier Un-
tervektoren aufgeteilt:

t e a—
0= | D s = ml), af(0) = AR (0), (6.36)
todt o(t)
. a5 . 1 dRLY ™ (t) ; wdRL; o(t)
x (t) = o 5 T = ¢ 3a2—1 s Lo 1= p 2{12—1 .
$2 tOdRLt SD(t) todRLt gD(t)

(6.37)

Das erste Untersystem A in Gl. (6.25) wird fraktional mit < abgeleitet, wobei hier
a=04<1= w=1 gilt. Der Zustandsvektor z* enthélt die Modulationsfunktion
und deren a-fache Ableitung. Das zweite Untersystem ist gewthnlich und wird mit +
bezeichnet. Der Zustandsvektor 21 entpricht dem Vektor aus Gl. (6.20) und besitzt
daher vier Zustandsgréfsen. Das dritte Untersystem ist mit einem e indiziert und
besteht nur aus einer einzigen Zustandsgrofe, welche gerade der ersten Funktion
aus Gl. (6.18) entspricht. Das vierte und letzte Untersystem ist mit o markiert. Der
zugehorige Vektor mit den Ableitungsordnungen (6.32) ergibt sich mit (6.33) zu:

v=[a+1 20+1]=[14 18]. (6.38)

Mit Gl (6.38) ist r := min{k e Noo|Z22 < 1} — 2 und die vektorielle Ablei-
tung (6.31) des letzten Untersystems lautet:

X

5 atl 2a+1 x
tdRLZ 2” := [ JdRL,* 'dRL, ® ] [

Do =0

z

] . (6.39)

Der Zustandsvektor " hat daher die Dimension vier und ist wiederum in zwei Un-
tervektoren der Dimension zwei unterteilt. Der erste Zustand des ersten Untervek-
tors entspricht der zweiten, der erste Zustand des zweiten Untersystems der dritten
homogenen Randbedingung aus Gl. (6.18).
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6.3 Zeitvariante Systemmatrix und
Eingangsvektor des Ersatzsystems

In diesem Abschnitt wird die zeitvariante Systemmatrix A(¢) und der Eingangs-
vektor b des fraktionalen Zustandsraumsystems (6.23) mit dem Zustandsvektor gemé&f
Definition 6.3 definiert. Zunéchst wird jedes der Untersysteme A, +, e und o fiir sich
betrachtet. Anschlieffend werden die Untersysteme zu einem Gesamtsystem zusammen-
gefligt.

Untersystem A Die Abbildung 6.2 zeigt das Strukturdiagramm des ersten Unter-
systems mit dem fraktionalen Zustandsvektor z® von Gl. (6.25). Die Ausgénge der
Integratoren sind demnach die einzelnen Zusténde.

(w—1)a 2a (o3
t ma t y(n—1)o+ == t 17w t jw
todi P L 1o ¥ todt" ¥ .o todi" ¢ Lo | ¥
tolt tot tolt
u* ’ "1:1617L .’L‘ﬁ 0 IQA ’ xlA

Abbildung 6.2: Integratorenkette des ersten Untersystems A

Den Anfang der Integratorenkette bildet die Eingangsgrofte des Ersatzsystems. Solch
eine Kette stellt systemtheoretisch ein Zustandsraumsystem in Regelungsnormalform
mit einer Block-Jordan-Matrix, die auf der Hauptdiagonalen ausschliefslich mit Nullen
besetzt ist, dar [MCV10, S.38]:

AA Eanan, bA EanXl, w = min{k€N>o|% < 1}

dLdrat () = [ 0 91::%1 ! ]:BA(t) + [ o ]u*(t). (6.40)
X | S
A bA

Untersystem + Das Strukturdiagramm des zweiten Untersystems mit dem Zu-
standsvektor ™ von Gl. (6.26) ist in Abbildung 6.3 gezeigt. Die Ausgéinge der Integra-
toren sind wieder die einzelnen Zustdnde. Dadurch, dass in die Eingdnge der Multipli-
katoren die Modulationsfunktion sowie deren fraktionale Ableitungen ka-ter Ordnung
mit k € N5 eingehen, steht das zweite Untersystem in direkter Verbindung zum ersten
Untersystem A. Die Zusténde hidngen nicht von sich selbst ab. Da jedoch in die Multi-
plikatoren auch die zeitabhéngigen Ein- und Ausgangsgréfen des zu identifizierenden
Systems eingehen, ist das Untersystem zeitvariant. Mit Hilfe des Strukturdiagramms
von Abbildung 6.3 lisst sich die folgende gewohnliche Zustandsdarstellung herleiten:
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BJr(t) . R N Rn+m+lxnw

—B*(1)

Die Matrix H in Gl (6.41) ist wie folgt definiert:5

Definition 6.4
HeRnxnw’ bjERanI

by fiir k
, 1fiirk=(G—Dw+1,
H:= : o Absih, = { 0 sonst G=1) (6.42)
hT '
o(t) y i [
—5(t)
n— +
"D (1) y [
ot
+
(p(t) y S xn-&-l
a(t)
t ima $+
1ot o(t) " S n+m+1

Abbildung 6.3: Struktur des zweiten Untersystems +

Untersystem e Das dritte Untersystem mit dem Zustandsvektor z¢ von Gl. (6.27)
ldsst sich mit einer Integratorenkette, bei der die Ausgéinge der ganzzahligen Integra-
toren die einzelnen Zustédnde bilden, in Abbildung 6.4 darstellen.

56 Piir w = 1 wird die Matrix H zur n x n Einheitsmatrix, da in diesem Fall o < 1 gilt und im ersten
Untersystem keine Zwischenzustidnde eingefiihrt werden miissen.
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_1 —

tﬁd?a@ t(fd?a 12 t(fd;m el ¥
» S : § § -
u x[na] xl

Abbildung 6.4: Struktur des dritten Untersystems e

Das Untersystem ist offenbar von den anderen Untersystemen vollstéandig entkoppelt,
nur die Eingangsgrofe des Ersatzsystems wirkt direkt auf die Ableitung des letzten
Zustands. Somit ergibt sich (wie auch schon beim ersten Untersystem A) eine gewhn-
liche Zustandsdarstellung in Regelungsnormalform:

A € R[na]x[na], be € R[na]xl

ie(t) _ Q[na]flxl I[noz]flx[na]fl $e(t) + Q[na]flxl u*(t) (643)
0 le[na]fl 1
|
Ae be

Untersystem o Bei dem vierten und letzten Untersystem mit dem fraktionalen Zu-
standsvektor z° von Gl. (6.28) ist es sinnvoll, sich zunéchst dessen Untervektoren x7
anzuschauen. Wie in Abbildung 6.5 gezeigt ist, kann fiir jedes z eine Integratorenkette

erstellt werden.

(r—1){~v}1

I < Lol
u* o |t {z°} (7)1 (7)1 {z°},
t: " r t: " r t:=—w P
tolt z° tolt tolt z°
T 1
, DO
r < Lol
)2 tos {z°}, )2 {(7}2 {z°},
tolt " e tolt " tolt z°
2r r+1
L DO
r <& <&
e | todt {2°}, (Vn [ {z°},
tolt e tobt tolt T | go
KT (k—1)r+1

Abbildung 6.5: Parallele Integratorenketten des vierten Untersystems o, k := > 7' [(n — v)«|
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Jede Integratorenkette hat u* als Eingang und das j-te Element des Vektors (6.35) als
Ausgang. Die Integratoren sind fraktional, wobei die Ordnung der Integratorenblécke
des j-ten Stranges die j-te Komponente des Vektors v von Gl. (6.32) beziiglich 7 bildet.
Die r — 1 Zwischenzustinde sind in Gl. (6.29) definiert. Die j-te Integratorenkette
beschreibt folgendes fraktionales Zustandssystem in Regelungsnormalform [MCV10,
S.38]:

Zi=r—1, r:= mln{k € N>O‘max(7) < 1}
0y 0= I=y= 0=
t r o _ VEx1 Z4ExXE = VU=Ex1
todt lfj (t) = [ OX Ql::E :| l‘j (t) + |: 1>< ] U* (t) (644)

Fasst man die parallele Struktur in einer Gleichung zusammen, so ergibt sich folgende
Blockdarstellung:

zi=ry,_[(n—v)a], A°eR*** b’ e R r—mln{keN>0|Imx(7)<1}

(021 I=xz= | [ O=x1 |
! 0 UlxE ! ! 1 !
. L L _ V1xE . Co_to
t 37 .o o .
] | e
1 0=x1 I=xz= 1 O=x1 |
0 Oyxz | I
o LE ) ot
=:A° =:b°

Es besteht also keine Verbindung zu einem der anderen Subsysteme.

Gesamtsystem Das Gesamtsystem setzt sich nun aus den Untersystemen der
Gln. (6.40), (6.41), (6.43) und (6.45) zusammen:

zi=wn+n+m+1+nal+rX_ [(n—v)a], A():R—->R>** beR*!

i 2 (1) )] [
R ] I I e P (Y
d%g() ;D(t) 777&777
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mit der zeitvarianten Systemmatrix

L élA,,,,,L,,,Q}’@Xﬂtmtl,,,,
Alt) = |---- BT Ontmtixntmel
- _ Omatxwn_ _ 1 _ _ Omalxnsmer
QTZZJ‘,I[(n—U)a]xum 1 Qrzq';:l[(n—v) Ixn+m+1
L Ounxgnal 1 Qunaryp [n—v)el
oo Ongmeixmal | Onvmedxr gy (ol | g47)
N 4 - Opalxrsz fn-val
' Oryn_ [(n—v)alx[nal | A°

Durch Einsetzen der Matrizen A%, Bt (t), A°, A° und der Vektoren b, b°, b° ergeben
sich schliefflich die Systemmatrix (6.48) und der konstante Eingangsvektor (6.49) des
Ersatzsystems (6.23):

zi=wn+n+m+1+[nal+rX_ [(n—v)a], A{):R—>R>* beR**!
w = min{keN>o|% < 1}, ri= min{keN>0|maZ(j) < 1}, ==r—1

an—lxl _[wn—lan—l |

O Oy
_g(t) : annw |
A t) = ~ On m n+m
A= ) By P
o Owmelxwn_ 1 Opalxndmer
Qr i [(n—v)a]xwn 1 Qr o _i[(n—v)a]xn+m+1
;, o Qunxpna) I Qunxryn_ f(n—vjel _ ]
A LR S B L o Ontmtixrsn [(n-v)al __ _ _
! Q[na]—lxl _I[na]—lx[noz]—l !
0 na|xr>m™ n—uv)a
A U Ut R mebric el
| 1 O=x1 I=x= . (6.48)
! ! 0 leE
| |
o Urniimealxnel
| | O=x1 I=x=
1 1 (_)1><E _
[ an—lxl i
- —_ = 717 —_ — =
COnimgixy
Q[na]—lxl
1
b:=| "~ O=.1 |- (6.49)
1
Ozx1
L 1 -
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In Gl (6.48) stellt die Matrix I die Einheitsmatrix dar, die Matrix H ist in Gl. (6.42)
definiert. Die Ursache fiir die Zeitvarianz der Systemmatrix ist die Abhéngigkeit von
den eigentlichen zeitabhéngigen Eingangs- bzw. Messgrofen u(t) und y(t) des zu iden-
tifizierenden Systems (6.2). Auf die Grofen wird allerdings der Reflektionsoperator Q
angewendet, so dass sie als @(t) = Qu(t) und g(t) = Qy(t) in Gl. (6.48) eingehen.
Wie man anhand der Systemmatrix und des Eingangsvektors erkennt, sind die Un-
tersysteme A, e sowie die Subsysteme von o parallele Integratorenketten mit u*(t) als
Eingangsgrofse. Weiterhin 14sst sich ablesen, dass kein anderes Subsystem auf A, e und
o einwirkt, da aufer auf den Hauptdiagonalen ausschlieftlich Nullmatrizen auftauchen.
Die Subsysteme A und e beeinflussen ihrerseits kein weiteres Untersystem, was bedeu-
tet, dass diese beiden Subsysteme vollstdndig vom Rest des Systems entkoppelt sind.
Im Unterschied dazu wirkt A auf +. Eine vorteilhafte Eigenschaft der Systemmatrix
ist darin zu sehen, dass sie nilpotent ist, da 3k € Nog : A%(t) = 0 gilt.

Zum Ende dieses Abschnitts wird noch einmal das Beispiel 6.2 aufgegriffen. Fiir das
darin betrachtete System sollen die Systemmatrix und der Eingangsvektor gebildet
werden.

Beispiel 6.3:

Fiir das erste Subsystem erhdlt man mit w = 1 (da & = 0.4 < 1) nach a-facher
Ableitung von z2(t) eine Darstellung in Regelungsnormalform [MCV10, S.38]:

R R ER O R P (6.50

Wird der Vektor z7(t) einfach abgeleitet, erhilt man folgenden zeitvarianten Zu-
sammenhang zwischen dem ersten und zweiten Untersystem:

it (t) = [ %glif ]xA(t). (6.51)

Die gewohnliche Ableitung von z¢(¢) fiihrt zu einem Integrator mit u*(t) als Ein-
gang:
zé(t) = u™(t). (6.52)

Die Differentiation von z°(¢) mit der vektoriellen Ableitung (6.39) fithrt mit r = 2
zu zwel parallelen Integratorenketten, die jeweils u*(¢) als Eingang haben:
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Dieses Untersystem ist von den restlichen entkoppelt. Mit den Gln. (6.50) bis (6.53)
ergibt sich fiir ¥ (z, a, a,to,t) = 0 insgesamt folgendes Ersatzsystem:

tﬁd?$A (t)
T+ (t)
z°(t)

t
todt z°(t
|
|

~—

0 1, 0000 O O0O0O0TO 10
00/ 0000 0O 0000 1
-y 0, 0000 O 0000 0
"0~ 0000 0 0000 (0 0
4 0, 0000 0 0000 v 0
—|to ar 0000 o o000 |[[EOI 0 |
00 0000 00 0000 z°(t) "1
0 0 0000 0 [0 1700 z°(t) "0
| | I Y
00 0000 0 0000 1
00 0000 O 00O 1, 0|
| 00 0000 0 0000 |11

(6.54)

Das gleiche Ergebnis erhélt man auch direkt mit Gl. (6.48) und Gl. (6.49) fiir n = 2,
m=1und a = 0.4.

6.4 Steuerungsbasierte Identifikation

In Abschnitt 6.1 wurde in Definition 6.1 eine s-spezifische Modulationsfunktion

vs(t) € Ws zur separaten Identifikation des s-ten Parameters der FDGL (6.2) mit
Gl. (6.10) definiert. Die Modulationsfunktion wird s-spezifisch genannt, weil sie ent-
sprechend Definition 6.1 Eigenschaften erfiillen muss, die von s abhéngig sind. Eine
solche Funktion wurde in dieser Arbeit allerdings bisher noch nicht vorgestellt. In die-
sem Abschnitt soll daher gezeigt werden, dass sie methodisch generiert werden kann.
Die Funktion wird hierbei jedoch nicht direkt erzeugt, sondern iiber die Lésung eines
Steuerungsproblems gefunden. Wenn im Folgenden von dem Ersatzsystem (6.23) die
Rede ist, wird dieses entsprechend folgender Definition 6.5 als RL-System interpre-
tiert.
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Definition 6.5 (Riemann-Liouville-Ersatzsystem)

Das Ersatzsystem (6.23) wird als RL-System interpretiert:

WdRLY z(t)+YRe (2, ,a,to, t) = A(t)z(t)+bu*(t). Alle in Definition 6.3 festgeleg-
ten Zustandsgréen des Ersatzsystems und die Eingangsfunktion werden ebenfalls
als RL-Ableitungen interpretiert.

Da die Steuerfunktion u*(t) des Ersatzsystems (6.23) aus der Modulationsfunktion ge-
bildet wird, lasst sich auch eine s-spezifische Steuerfunktion wie folgt festlegen:

Definition 6.6 (s-spezifische Steuerfunktion)

Die Steuerfunktion (6.24) des Ersatzsystems (6.23) in RL-Form (entsprechend Defi-
nition 6.5) wird s-spezifische Steuerfunktion genannt, falls sie aus der s-spezifischen
Modulationsfunktion p4(t) gebildet wird:

ut(t) e Vs, Vsi={f(t) = [dRL}¥ps(t)|ps(t) € W;}. (6.55)

Die Generierung der spezifischen Modulationsfunktion wird also tiberfiihrt in das Auf-
finden einer spezifischen Steuerfunktion. Ist diese bekannt, kennt man auch implizit die
Modulationsfunktion. Die s-spezifische Steuerfunktion lésst sich laut folgendem Satz 6.2
generieren, indem man ihre Initialisierungsfunktion zu Null wihlt und die Steuerung
so auslegt, dass das Ersatzsystem (6.23) bestimmte Endwerte besitzt.

Satz 6.2 (Generierung der s-spezifischen Steuerfunktion)

Die s-spezifische Steuerfunktion aus Definition 6.6 des Ersatzsystems (6.23) in
RL-Interpretation entsprechend Definition 6.5 ergibt sich, wenn die Steuerung un-
initialisiert vorliegt, d.h.

Y(ps,na, a,tg,t) =0 (6.56)

gilt und zudem so ausgelegt ist, dass der von s abhingige fraktionale Endzustand
[ ZA(te) $+(te) 'Z:e(te) Z'D(te) ] = [ Q €s Q Q ] (657)

erreicht wird, mit e, entsprechend Gl. (6.8).

Beweis:
Damit die Steuerfunktion s-spezifisch ist, muss sie so gewéhlt sein, dass p4(t) € Wy
gilt. Daher ist zu zeigen, dass Gl. (6.56) und Gl. (6.57) zu einer Funktion ¢ () mit den
Eigenschaften (6.5)-(6.7) fithren. Mit Gl. (6.56) folgt unmittelbar die Eigenschaft (6.5),
denn es gilt:

Y(ps,naa,tg,t) = 0=Vt <0: p,(t) = 0. (6.58)
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Gl. (6.57) sichert dann die Eigenschaft (6.6), denn es gilt entsprechend den fraktionalen
Zustandsvektoren z¢(t) und z°(¢) aus Gl. (6.27) und Gl. (6.28):

2°(te) =0 = RLPHFIIT, @), =0, (6.59)
k=0,1,...,|na
und

() =0 = JLdRLTFU e @), =0, (6.60)
k=0,1,... lia), i=0,1,...,n—1.

Abschliefend ergibt sich mit Gl. (6.57) geméf dem Zustandsvektor (6.26) die letzte
geforderte Eigenschaft (6.7):

l;+ (te) =€s = m(te) = €s- (661)
O
Mit Satz 6.2 ldsst sich also die Steuerung u?*(¢) aus Definition 6.6 erzeugen. Durch Ein-

setzen von v} (¢) in Gl. (6.10) ergibt sich schlieklich der Parameter ps der FDGL (6.2)
durch:

Satz 6.3 (Steuerungsbasierte Identifikation)

crul (t)

Yii, = Ds (6.62)

Das Identifikationsproblem wurde also in ein Steuerungsproblem fiir ein zeitvariantes
fraktionales System iiberfiihrt. Positiv hierbei ist, dass die Steuerung eines linkssei-
tigen Systems zu entwerfen ist, was deutlich intuitiver erscheint, da es ein kausales
System darstellt. Aus der Eigenschaft (6.56) folgt auferdem Gl. (6.58) und damit die
Uninitialisiertheit des Ersatzsystems:

’S/}('IA7 %a a7t07t)

—z*(t0)d(t —to) | _
e (oot —to) | = (6.63)
P(z®,v/r,a,to, t)

Das folgende Beispiel greift das System (6.14) aus den Beispielen 6.1 bis 6.3 nochmal
auf und zeigt die Anwendbarkeit von Satz 6.3.

Beispiel 6.4:

Es ist zu zeigen, dass sich die Eigenschaften (6.17)-(6.18) und (6.21) durch die
passenden Endwerte und die passende Steuerfunktion uj(t) 1= ,'dRL?%¢p(t) des
Ersatzsystems (6.54) wie in Satz 6.2 beschrieben erfiillen lassen, denn dann ist die
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passende Modulationsfunktion (o(t) zur Identifikation von a; gefunden. Eine un-
initialisierte Steuerfunktion w*(¢) fithrt zu Gl. (6.16) und damit sind die unteren
Randwerte (6.17) erfiillt. Weiterhin wird, wie in Gl. (6.57) vorgeschlagen, der fol-
gende fraktionale Endzustand gew#hlt:

z(t)"=[0 0 01 000000 0]. (6.64)

Aus Gl. (6.64) geht hervor, dass z7(t.) =[ 0 1 0 0 | gilt. Das +-System ent-
spricht dem Vektor von Gl. (6.20), womit sich die folgende Relation ergibt:

ztt)=[0 1 0 0]=m@t) " =[0 1 0 0]. (6.65)

Damit ist Gl. (6.21) erfiillt. Der Endzustand des e-Systems ist z¢(t.) = 0, womit
folgender Zusammenhang besteht:

2¢(t.) =0 = tngLfa—lgog(t)}t:te =0. (6.66)

Weiterhin ist 2°(¢.) = 0 und daher gilt:
2°(t)) = 0= t(deLf‘_1<p2(t)|t:te = tstLt_lgoz(t)‘t:te = 0. (6.67)
Gln. (6.66) und (6.67) kombiniert entsprechen Gl. (6.18). Der Parameter a; ergibt

sich dann mit Gl. (6.62) zu:

~ u*(t) _

VAR (6.68)

Angenommen, es existieren bereits Syntheseverfahren fiir die Steuerung eines zeitvari-
anten fraktionalen Systems, so konnen verschiedene Steuerungen u*(t) € V, berechnet
werden und es stellt sich letztlich die Frage, wie man gerade diejenige auswahlt, welche
zu einem moglichst kleinen Identifikationsfehler Apy = ps — ps filhrt. Um dies her-
auszufinden, muss man das Modulationsfunktionsverfahren unter realen Umstdnden
betrachten. Dies bedeutet, dass die Messungen als Funktionen, welche von additiven
Storungen y.(t) und wu,(t) iiberlagert sind, eingefiihrt werden miissen:

gmess (t) = ﬂ(t) + ge (t), (669)

In den Gln. (6.69) und (6.70) wurde auf der linken und rechten Seite der Reflektions-
operator Q aus Definition A.1 angewendet. Wird die Identifikation mit den fehlerhaften
Messgrofen durchgefiihrt, so erhdlt man den fehlerhaft geschiatzten Parameter ps. Der
Identifikationsfehler Aps = ps — ps ergibt sich dann zu:
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Satz 6.4 (Identifikationsfehler)

~ u*
Ap, = Ytoftitzj — me(te)Tp. (6.71)

Der Beweis findet sich im Anhang 1.9. Sinnvoll ist offensichtlich die Wahl desjenigen
Stellsignals, welches den Identifikationsfehler Ap, moglichst klein macht. Anhand von
Gl. (6.71) lasst sich solch eine Steuerung zwar nicht direkt erkennen, jedoch ist es mog-
lich, fiir den Identifikationsfehler eine obere Fehlerschranke anzugeben. Die Herleitung
der Fehlerschranke kann dem Anhang 1.10 entnommen werden, das Ergebnis ist im
folgenden Satz 6.5 mit Gl. (6.72) angegeben. Die darin enthaltene Funktion G geméfs
Gl. (1.60) héngt vom betrachteten Zeitintervall, den Parametern und den Storgréfen
ab. Im Wurzelterm kommt der in Gl. (6.73) definierte, von der Steuerung u*(¢) und
dem Zeitintervall abhéngende Integralterm J(u*, to,t.) vor:

Satz 6.5 (Obere Schranke des Identifikationsfehlers)

(O] < Gt te,p. e i) /2,732 Tt o, 1), (6.72)
mit G aus (1.60) sowie
¢g=3+>"_[(n—v)a], aeRi B:=max{{a},,i= 1,...,q’ {a}, <1}

te

Tutitonte) = 3 | (0= 0P us(07c (673)

0

Der Integralterm (6.73) kann als ein mit einem Vorfaktor versehenes, energieoptimales
Giitemall betrachtet werden. Hierbei ist o der Vektor mit den Ableitungsordnungen
des Ersatzsystems (6.23). Anhand von Gl. (6.72) erkennt man, dass fiir einen mog-
lichst kleinen Identifikationsfehler Ap, dasjenige Steuersignal eingesetzt werden sollte,
welches J(u¥,to,t.) und damit die obere Fehlerschranke minimiert, was unmittelbar
zu folgendem Satz 6.6 fiihrt:
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Satz 6.6 (Energieoptimale Steuerung fiir eine minimale obere Fehler-
schranke)

Die obere Schranke (6.72) wird minimal, wenn in Gl. (6.62) unter all den méglichen
Steuerfunktionen u¥ € V; die energieoptimale Steuerung

@ = argmin J(u¥, to, te) (6.74)
u¥ep,
ausgewéhlt wird.
Beweis:
Der Satz 6.6 folgt unmittelbar aus der Gl. (6.72) und dem Satz 6.3. O

6.5 Zusammenfassung

In diesem Kapitel wurde erstmalig gezeigt, wie mit einer energieoptimalen Steuerung
fiir ein definiertes Ersatzsystem in fraktionaler zeitvarianter Zustandsdarstellung eine
parameterspezifische Modulationsfunktion modellbasiert generiert werden kann. Mit
dieser Modulationsfunktion ist eine separate Bestimmung einzelner Parameter mog-
lich. Der Ansatz ist neu und unterscheidet sich von den entwickelten Heuristiken des
Modulationsfunktionsverfahrens in Kapitel 4.

Zunachst wurden die geforderten Eigenschaften solch einer Modulationsfunktion herge-
leitet, bevor die Definition und Diskussion des hierzu benétigten Ersatzsystems erfolgte.
Es stellte sich heraus, dass die Modulationsfunktion bestimmte Randwerte und eine pa-
rameterspezifische Bedingung erfiillen muss. Bei dem Ersatzsystem handelt es sich um
ein Mischsystem mit unterschiedlichen Ableitungsordnungen. Die Zustandsgrofen wur-
den so gewdhlt, dass die Randbedingungen an die Modulationsfunktion gerade dann
erfiillt sind, wenn das Ersatzsystem einen bestimmten Endwert besitzt. Somit wurde
das Identifikationsproblem in ein Steuerungsproblem fiir ein fraktionales zeitvariantes
Zustandsraumsystem iiberfiihrt.

Im weiteren Verlauf wurde der Fall von fehlerhaften Messdaten beleuchtet. Hierbei liefy
sich eine obere Fehlerschranke fiir den durch die Messfehler resultierenden Identifikati-
onsfehler herleiten. Es stellte sich heraus, dass diese Fehlerschranke von der Steuerung
des Ersatzsystems abhéngig ist. Sie wird minimal wenn die Steuerung energieoptimal
beziiglich einem fiir fraktionale Systeme modifizierten Giitemafs ist. Daher ist die Iden-
tifikation mit diesem Ansatz in gewisser Weise optimal.

Die Aufgabenstellung lasst sich also als ein Optimierungsproblem mit Nebenbedingun-
gen zusammenfassen: Gesucht ist eine Steuerung, welche das energieoptimale Giitemafl
unter der Randbedingung u*(t) € V; fiir ein zeitvariantes fraktionales Zustandsraum-
system minimiert. Ein solcher Steuerungsentwurf ist fiir gew6hnliche Systeme hinléng-
lich bekannt [F6194], bisher jedoch nicht fiir fraktionale zeitvariante Systeme. Natiir-
licherweise stellt sich in diesem Zusammenhang auch die Frage, ob das Ersatzsystem
iiberhaupt vollstdndig steuerbar ist. Bisher gab es in der Literatur jedoch auch kein
Steuerbarkeitskriterium.
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In diesem Kapitel wird das allgemeine zeitvariante fraktionale Zustandsraumsystem
aus Definition 3.7 mit dem fraktionalen Zustandsvektor z(¢) und der Eingangsfunktion
u(t) betrachtet, welches folgendermafen lautet:

2(t) : R — RE= XL y(t) . R — RPX!

redy z(t) + Y(z, 0, a,t0,t) = A(t)z(t) + B(t)u(t). (7.1)

Fiir dieses System soll eine geschlossene energieoptimale Steuerfunktion entworfen wer-
den. Um zu iiberpriifen, ob im konkreten Fall eine solche Steuerung iiberhaupt méglich
ist, wird zuvor ein Steuerbarkeitskriterium hergeleitet. Diese allgemein giiltigen Er-
kenntnisse kénnen dann auf das Ersatzsystem aus Abschnitt 6.2 angewendet werden,
um die Identifikation mit der steuerungsbasierten Methode der Modulationsfunktionen
aus Kapitel 6 durchfithren zu kénnen.

Prinzipiell moglich wére auch eine numerische Losung des Steuerungsproblems [ABO7Db,
Agr04, TCO08, TC10, Horl5]. Das Ziel dieser Arbeit ist jedoch late-lumping Verfahren
zu entwerfen, d.h. also eine Approximation zu vermeiden bzw. so spit wie moglich
durchzufithren. Dies reduziert in vielen Fallen den Implementierungsaufwand.

Die prinzipiellen Schritte zum Entwurf der energieoptimalen Steuerung fiir das Sy-
stem (7.1) sind in Abbildung 7.1 wiedergegeben und entsprechen denen des herkémm-
lichen Entwurfs einer Steuerung fiir gew6hnliche Systeme; siehe dazu beispielswei-
se [Fo194, Unb93]. Eine zentrale Rolle spielt die analytische Losung der zu steuern-
den Zustandsgleichung (7.1). Diese Losung basiert auf einer entsprechend neu defi-
nierten sogenannten R-Matrixfunktion, die im fraktionalen Fall vergleichbar ist mit
der Transitionsmatrix bei der Losung einer gewohnlichen DGL. Fiir den zeitinvarian-
ten fraktionalen Fall sind solche Losungen bereits bekannt [Dasl1, S.350-359],[Das13,
MCV10],[SFT14].57 Fiir den zeitvarianten Fall gibt es jedoch nur einen unvollstin-
digen und leider nicht korrekten Losungsansatz [QGXO05]. Daher ist die Bestimmung
der Zustandslésung fiir zeitvariante fraktionale Systeme Gegenstand des vorliegenden
Kapitels. Basierend auf dem resultierenden fraktionalen Zustandsvektor z(t) lasst sich
die fraktionale Steuerbarkeit definieren und ein Steuerbarkeitskriterium inklusive ei-
ner fraktionalen Gram’schen Matrix herleiten. Aufierdem ergibt sich mit Hilfe der
Zustandslosung und des fraktionalen Hamiltonverfahrens die energieoptimale Steue-
rung. Da bisher nur zeitinvariante Zustandslosungen existieren, sind auch nur Steu-
erbarkeitskriterien [MAN96] und Steuerfunktionen [Dasl13, MT11]| fiir zeitinvariante
Systeme bekannt. Im Folgenden werden daher die vier Schritte in der Abbildung 7.1

57 Eine numerische Losung kann mit Hilfe der GL-Approximation aus Gl. (L.4) bestimmt werden
[SD06] u.v.a..
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erstmalig auf den zeitvarianten Fall verallgemeinert. Das Kapitel ist entsprechend den
Schritten strukturiert. Um die Zusammenhénge versténdlicher zu machen, werden alle

Einfiihrung der
R-Matrixfunktion

Analytische fraktio-
nale Zustandslosung

Fraktionale Steuerbar-
keit und fraktionale
Gram’sche Matrix

Fraktionale energie-
optimale Steuerung

CCO®

Abbildung 7.1: Zentrale Schritte zum Entwurf einer fraktionalen Optimalsteuerung

hergeleiteten Kriterien und Losungen, angefangen bei der R-Matrixfunktion bis zur
Steuerfunktion, anhand desselben Beispielsystems veranschaulicht.

7.1 Fraktionale Peano-Baker-Reihe
und R-Matrixfunktion

In diesem Abschnitt werden zwei neue Matrizen, die sogenannten F- und R-Matrix-
funktionen, definiert und ihre Eigenschaften diskutiert. Es wird in Abschnitt 7.2 deut-
lich werden, dass die R-Matrixfunktion bei der fraktionalen Zustandslésung eine dhnlich
wichtige Rolle spielt wie die zeitvariante Erweiterung der Matrixexponentialfunktion,
welche als die sogenannte Peano-Baker-Reihe bekannt ist [Unb93, S.93][Rug96, S.44],
bei der Losung gewdhnlicher Zustandsraumsysteme. Im gewthnlichen Fall werden die
Peano-Baker-Reihe bzw. die Matrixexponentialfunktion meistens als Transitionsmatrix
bezeichnet [Lud95, S.43] u.v.a.. Bei fraktionalen Systemen muss auf diese Bezeichnung
unbedingt verzichtet werden, da es aufgrund der Definition 3.6 eines fraktionalen Zu-
stands keine Transition von einem einzigen fraktionalen Zustand in einen anderen geben
kann. Zunéichst wird die F-Matrix definiert:>®

58 Die F-Matrix (7.2) wird in dieser Arbeit auch als linksseitige F-Matrix bezeichnet.
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Definition 7.1 (F-Matrixfunktion (Fraktionale Peano-Baker-Reihe))
Es seiv,i,j,k,q,ni € Nag, j <k,v<k+1, ,t,§, e R, 7 < t, a € (R>0)4
A& € (Lir. )2t mxSEm g(e,) R — RS und

A(&,) : R — R m*Xio ™ Dann gilt:

o k
Fo(t, 7, M) =T+ g A (€) + i A (&) 2 [ [ A (Gen) - (72)

Da die F-Matrix (7.2) der Peano-Baker-Reihe #hnelt, kann sie auch als deren fraktio-
nales Pendant bezeichnet werden. Der Unterschied liegt darin, dass fraktionale Inte-
grationsoperatoren (3.3) in den Summentermen verwendet werden. Fiir a = 1 stellt die
F-Matrix die klassische Peano-Baker-Reihe dar. Gilt dariiber hinaus der zeitinvariante
Fall, d.h. A ist konstant, dann ergibt sich die Matrixexponentialfunktion. Als wichtiger
Aspekt ist hervorzuheben, dass im fraktionalen zeitinvarianten Fall die F-Matrix zu der
bekannten Mittag-Leffler-Funktion [PD13, S.11] wird, siehe Lemma D.1. Diese Matrix
wird in Anlehnung zum gewohnlichen Fall hiufig fraktionale Matrixexponentialfunktion
genannt. In gleicher Weise kann man eine rechtsseitige F-Matrix Fy, ,5(7,t, A(t)), 7 >t
definieren. Dafiir miissen nur die linksseitigen Integrale in Gl. (7.2) durch rechtsseitige
Integrale ersetzt werden.

Eine weitere Matrixdefinition, die sogenannte R-Matrix in Gl. (7.4) geméf der fol-
genden Definition 7.2, resultiert aus der (1 — «a)-fachen rechtsseitigen Ableitung der
F-Matrix von Gl. (7.2) beziiglich 7.9

Definition 7.2 (R-Matrixfunktion (Zeitvariante Erweiterung der Ro-
botnov-Hartley-Funktion))

Die R-Matrixfunktion ist folgendermaifsen definiert:
Ro(t,7,A(€)) = TdRL;® Fo (t,7,A(€)) - (7.3)
Durch Einsetzen von Gl (7.2) in GI. (7.3) ergibt sich der Ausdruck:

Ro(t,7,A(€)) =E + TdRL, *Lf A (&)

o k
+ TdRL,; €LY A (&) Z H e A(Ej11), (7.4)
k=1j=1

wobei

. t— )l t— 7)1
E = dlag ((1—‘(021)—[n1><n17"'7()1’nq><nq) : (75)

59 Die R-Matrix (7.4) wird in dieser Arbeit auch als linksseitige R-Matrix bezeichnet.
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In Lemma D.2 wird gezeigt, dass Gl. (7.4) fir ein konstantes A zu der bekannten
Robotnov-Hartley (RH)-Funktion von Gl. (D.3) wird [LH99, S.2] und somit die zeitva-
riante Erweiterung dieser Matrix ist. Fiir o = 1 entspricht die R- der F-Matrix und
damit auch der Peano-Baker-Reihe.

Die linksseitige Ableitung beziiglich 7 aus Gl. (B.7) von Fy, , fiihrt zu der rechtsseitigen
R-Matrix:
Ra,rs(7,t, A(€)) 1= TdRL;™* Fo,rs (7,8, A(€)) - (7.6)

Sowohl die links- als auch die rechtsseitige R-Matrix besitzt Singularitdten an der Stelle
t = 1, falls o; < 1 fiir mindestens ein ¢ zwischen 1 und ¢ gilt.

Die R-Matrix des Ersatzsystems aus Gl. (6.23) ist in Gl. (8.6) zu finden. In Beispiel 7.1
wird die zu einer Matrix A(t) gehdrende links- und rechtsseitige R-Matrix berechnet.

Beispiel 7.1:
In diesem Beispiel wird die links-und rechtsseitige R-Matrix fiir

At) = [? 8] (7.7)

und « € (0,1) berechnet. Mit A(¢)? = 0 und Gl. (3.3) ergibt sich die bendtigte
linksseitige F-Matrix (7.2) zu

1 0
Ea(t7TvA(§)) = l(t—T)at N (t—7) e ] ; (78)
I'(1+a) T'(a)(14a)

die rechtsseitige F-Matrix lautet

1 0
Ea,rs(Tat7A(£)) = l('rt)“t + (T—t)tt> 1] . (79>
Mi+ta) T T@(Ta)

Nun wird die Gl. (7.8) rechtsseitig beziiglich 7 abgeleitet. Unter Zuhilfenahme von
Ableitungsregel (B.9) ergibt sich:

(t—‘f‘)a71 0
1 (7.10)

IN'a
Ba(t,T,A(f)) = l(t_T)Z(llt (1"22-&-04)(1&—7)2”‘ (t—r)>1
I'(2a)  T(a)(d+o)l(1+2a) T(a)

Die Gl. (7.9) wird linksseitig beziiglich 7 abgeleitet, was mit Ableitungsregel (B.10)
zu

(r—t)o1 0
T
Ba,'r‘s(’rytaj_\(g)) = l(T_t)QalT (?‘)(24—04)(7'_15)2@ (T—t)a]] (711)
Ta) T Ta)(+a)T(142a) (o)

fihrt.
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Das Besondere an den vorgestellten Matrizen ist, dass sie einige wichtige Eigenschaf-
ten besitzen, die im Folgenden betrachtet werden. Alle Eigenschaften der R-Matrix
werden in Abschnitt 7.2 fiir den Beweis der Losung (7.18) der zeitvarianten fraktio-
nalen Zustandsgleichung benétigt. Dies kann wieder mit dem gewdhnlichen Fall ver-
glichen werden, denn die Peano-Baker-Reihe besitzt dhnliche Eigenschaften [Rug96,
Kapitel 4|[Lud95, S.47]|[Kai80, S.598-599] u.v.a.. Zu betonen ist, dass die Transitions-
und Einheitseigenschaft bei der R-Matrix aufgrund der Definition 3.6 eines fraktiona-
len Zustands nicht dazugehéren kann. Die Eigenschaften der F-Matrix werden in den
Beweisen zu den Eigenschaften der R-Matrix benotigt.

Das folgende Lemma 7.1 postuliert zunédchst die a-fache Ableitung der Matrix-
funktion (7.2) beziiglich ¢:

Lemma 7.1 (Ableitungseigenschaft der F-Matrix)

di' Fy (t,7,A(€)) = 7di' ] + A (t) Fa (t,7,A(6)).- (7.12)

Fiir den C-Fall wiirde der erste Term verschwinden und es ergébe sich eine homogene
FDGL o-ter Ordnung. Der Beweis von Gl. (7.12) ist im Anhang 1.12 zu finden. Die
R-Matrix erfiillt eine zeitvariante homogene FDGL:

Lemma 7.2 (Ableitungseigenschaft der R-Matrix)
ae ((0,1)7

FARLY Ro(t, 7, A(€)) = A (1) Ra(t, 7, A(€)). (7.13)

Den Beweis von Gl. (7.13) liefert Anhang I.13. Zudem erfiillt die R-Matrix die soge-
nannte Eliminationseigenschaft:

Lemma 7.3 (Eliminationseigenschaft der R-Matrix)

lim iy~ Ry (t, 7, A(€)) = 1. (7.14)

7 — t — 0 bedeutet, dass T grofser wird und sich von links t néhert.

Der Beweis von Gl. (7.14) kann im Anhang I.15 verfolgt werden. Als letzte Eigenschaft
ist noch die sogenannte Einheitseigenschaft der F-Matrix zu nennen:
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Lemma 7.4 (Einheitseigenschaft der F-Matrix)
Es ist offensichtlich, dass fiir t = 7 die F-Matrixfunktion F,(t, 7, A(§)) zu

EQL(Tv TvA(f)) :I (715)

wird.

7.2 Losung der zeitvarianten FDGL

Bevor auf die analytische Losung der linksseitigen zeitvarianten Zustandsgleichung
(3.28) bzw. (7.1) eingegangen wird, soll die Eindeutigkeit einer moglichen Losung be-
trachtet werden. Hierfiir wird folgende Vektorfunktion definiert:

Definition 7.3

Die Vektorfunktion f(xz,t) erfiillt die Lipschitz-Bedingung [BSMO05, S.205] beziig-
lich z und ist kontinuierlich, wobei x den in Gl (7.1) definierten Zustandsvektor
darstellt.

In [KSTO06, S.135-220] konnte bereits gezeigt werden, dass eine FDGL in der Form von
Gl (3.28) ,/dfz(t) + 1s(t) = f(z,t) eine eindeutige Losung besitzt, wobei f(z,t) die
Vektorfunktion aus Definition 7.3 darstellt. Hierbei ist 14(t) allerdings eine spemelle
Initialisierungsfunktion (sieche Lemma 7.6). In der vorliegenden Arbeit werden jedoch
allgemeine fraktionale Systeme betrachtet, ohne Einschrinkung beziiglich einer be-
stimmten Initialisierungsfunktion. Fiir diesen Fall kann der folgende Satz aufgestellt
werden:

Satz 7.1 (Eindeutigkeit der Zustandslésung)

Unter der Annahme, dass fiir die in GI. (3.28) definierte fraktionale Zustandsdar-
stellung

wdz (1) + (2, a,a,t0,1) = f(z,1) (7.16)

mit f(z,t) aus Definition 7.3 eine Losung existiert, ist diese eindeutig. Dies gilt
insbesondere fiir f(z,t) := A(t)z(t) + B(t)u(t).

Der Beweis von Satz 7.1 ist im Anhang 1.11 zu finden. Mit den in Abschnitt 7.1 de-
finierten Matrizen als Grundlage wird nun die analytische Losung von Gl. (3.28) in
Gl. (7.18) préasentiert. Entsprechend Satz 7.1 ist diese eindeutig.
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Satz 7.2 (Losung der zeitvarianten fraktionalen Zustandsgleichung)
Es sei

rodi 2(t) + ¥(z,t) = A()z(t) + B(t)u(t) (7.17)
die in Gl (3.28) bzw. GL (7.1) definierte fraktionale Zustandsdarstellung. Dann
lautet die eindeutige Lésung x(t) von Gl (7.17):

t

£(t) = *L R, (t,T,A<§>w<w>dT+f Ra (t.7, A(6) B(ru(r)dr.  (7.18)

0 to

Beweis:
Der Beweis von Satz 7.2 wird riickwérts gefiihrt. Das bedeutet, falls er korrekt ist, muss

die a-fache Ableitung von Gl. (7.18) der Gl. (7.17) entsprechen. Um dies zu {iberpriifen,
wird die entsprechende Ableitung zunéchst gebildet:

A alt) = = 5 | Bo (67 A©) vl r)dr
2 [ Rt A©) Bur)r (7.19a)

Anwendung des Parameterintegralproblems von Lemma 3.1 auf beiden Seiten der
Gl. (7.19a) fiithrt zu:

S (t) = f YARLE {Ro(t, 7, A©)} (a, 7)dr

+ lim fiy* {Ra(t,7, A)} B(ru(r). (7.19b)

Die Ableitung der R-Matrix lasst sich unter beiden Integralen mit Hilfe der Ableitungs-
eigenschaft (7.13) aus Lemma 7.2 ausdriicken. Es ergibt sich weiter:

wdiz(t) == | At)Ra(t, 7, A(€))Y(z, 7)dr

+ lim i, {Ra(t,m A(€)} B(r)u(r). (7.19¢)
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Unter Zuhilfenahme der Eliminationseigenschaft der R-Matrix aus Lemma 7.3 kann
der Grenzwert 7 — t — 0 des zweiten und des letzten Summenterms gebildet werden.
Damit folgt:

+ J A()Ra(t, 7, AE) B(r)u(r)dr + B(Hu(t). (7.194)

Klammert man die Systemmatrix A(¢) aus den Integraltermen aus und bringt dann
noch die Initialisierungsvektorfunktion auf die linke Seite der Gleichung, so erhilt
man:

L0 (t) + Uz t) —A(D) ( - [ Ratt @00

+Jt Ba(t,T,A(ﬁ))B(T)U(T)dT> + B(t)u(t). (7.20)

Der Term in der Klammer entspricht gerade dem Zustandsvektor z(¢) von Gl. (7.18),
was den Satz 7.2 schlieflich bestétigt:

L2 2(t) + o t) = A(D)z(t) + B(t)ul?). (7.21)

O

Wie man es von gewohnlichen Systemen kennt, setzt sich die Losung (7.18) aus ei-
nem homogenen Anteil und einem partikuldren Anteil zusammen. Der homogene, erste
Term beschreibt die Trajektorie von z(t) im Falle einer freien Bewegung in Abhéngig-
keit von den Initialisierungsfunktionen. Der partikuldre, zweite Term beschreibt dann
die durch die Steuervektorfunktion u(t) erzwungene Bewegung von z(t). Der Vektor
z(t) wird fraktionaler Zustand genannt, da er nicht von nur einem Vergangenheitswert
abhéangt, sondern von unendlich vielen Werten ab ¢ = a, was gemé&f Definition 3.6 den
Forderungen eines fraktionalen Zustands entspricht.

Die Gl. (7.18) ist konsistent mit der gewdhnlichen Losung fiir « = 1 (siehe Spezial-
fall in Lemma 7.6) und mit der Losung fiir fraktionale zeitinvariante Systeme (siche
Gl. (7.30)). Basierend auf der Losung der linksseitigen FDGL wird in Satz 7.3 die Lo-
sung der rechtsseitigen FDGL (3.33) hergeleitet. In Lemma 7.6 kommen Losungen mit
speziellen Initialisierungsfunktionen zur Sprache, welche konsistent zu in der Litera-
tur weit verbreiteten Losungen fiir zeitinvariante Systeme sind. Hierbei wird deutlich,
dass diese Losungen nur von geringer Bedeutung sind, verglichen mit den allgemeinen
Losungen (7.18) bzw. (7.30).

Im folgenden Beispiel 7.2 wird fiir ein zeitvariantes fraktionales System anhand von
Gl. (7.18) eine Zustandslosung berechnet und mit einer Referenz verglichen.
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Beispiel 7.2:
Zu 16sen ist die zeitvariante fraktionale Zustandsgleichung:

S B A R "

Als Eingang wird ein Sprungsignal u(t) = o(t — to9) angenommen und es gilt « €
(0,1). Fiir die Losung der Zustandsgleichung anhand von Gl. (7.18) wird zunéchst
die in Gl. (7.4) definierte R-Matrix unter Beriicksichtigung von

A(t) = [‘2 8] (7.23)

benotigt. Diese wurde bereits in Gl. (7.10) des Beispiels 7.1 hergeleitet und lautet:

(t—7)*! 0
'«
Ba(ty T, A(f)) = [(t—T)Qalt (F22+a)(t_7—)2u (t—T)QI] . (724)
I'(2a) T T(a)+a)T(1+2a) T'(«)

Einsetzen von Gl. (7.24) in Gl. (7.18) ergibt schlieflich folgende Losung der FDGL:

t (t T)a 1
{,C(t) — to F(a) dr
= t o (t— 72” 1td B r(2+a)(t—71)%" dr
to 2a) T to Tla)(1+a)l(1+2a)

(t( to)‘;
I'(a+1
= l(t—to)mt _ r<1+a>(t—t0>2‘*“]

I'(1+2a) T'(o)I'(2+2)
o
to=0 N CESH
0=0 _ l T +t12)a+1] ) (7.25)
T(2+2a)

Die geschlossene Losung (7.25) ergibt sich in diesem Fall auch durch direkte Inte-
gration von Gl. (7.22):

zy(t) = L, (7.26)
To(t) = Litay, (7.27)
t(X
t) = 7.28
= o) = gy (7.28)
ot 1
= 2o(t) = L0 S (7.29)

MNa+1) T(2+2a)

Falls ein zeitinvariantes System betrachtet wird, also konstante Matrizen A und B in
(7.17) vorliegen, wird die Losung (7.18) zu der Losung (7.30). In Lemma D.2 wird
gezeigt, dass dann die R-Matrix der bekannten klassischen RH-Matrix Ry (t — 7, 4) in
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Gl. (D.3) entspricht. Die Losung (7.30) stimmt mit [LHO00, S.9] und [Das11, S.350-359]
iiberein:

Lemma 7.5 (Losung der zeitinvarianten fraktionalen Zustandsglei-
chung)

Fiir das System (7.17) gilt mit den konstanten Matrizen A und B folgende Lésung:

t

z(t) = —L Ry (t —7,A)¢Y(z, 7)dr + j R, (t — 7, A) Bu(T)dr. (7.30)

0 to

Entsprechend Satz 7.1 ist die Losung eindeutig.

Fiir die Herleitung der Optimalsteuerfunktion fiir ein linksseitiges System, welche in
Abschnitt 7.4 dargestellt ist, wird auch die Losung der rechtsseitigen zeitvarianten
FDGL (3.33) benotigt. Diese kann mit Hilfe der linksseitigen fraktionalen Zustandstra-
jektorie hergeleitet werden und lautet:

Satz 7.3 (LOsung der rechtsseitigen zeitvarianten fraktionalen Zu-
standsgleichung)

+ ft " Ruys (1,1, A(€)) B(r)u(r)dr. (7.31)

Der Beweis befindet sich im Anhang 1.14.

Nun sollen noch die Spezialfille betrachtet werden, die sich ergeben, wenn das System
mit einem mit dem Vektor ¢ gewichteten Impuls § am Anfang des Integrationsintervalls
to initialisiert wird:
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Lemma 7.6 (Spezialfiille)
Es sei (t) = —co(t —to), mit ¢ als konstantem Vektor und der Dirac’schen Distri-

bution 6 [OMS09, S.76]. Dann lautet entsprechend Gl. (7.18) die homogene Losung
der zeitvarianten linksseitigen FDGL (7.17):

zu(t) = j Ro (7, A(9)) ¢8(7 — to)dr = Ry (bt0, A©) e (732)

0

Mit 1),s(t) = —cd(te —t) lautet die homogene Liosung fiir das zeitvariante rechts-
seitige System (3.33):

$H(t) = L ) Ry s (7—7 t, A(f))gé(te - T)dT = Rors (tev t, A(f))_c (733)

Falls ¢ = t(fztl 79:;(t)|t:to gewahlt wird und ein zeitinvariantes Zustandssystem vorliegt,

entspricht das Resultat in Gl. (7.32) dem in [Pod99, S.139|[Das13, S.85]. Anhand der
Gleichung sieht man, dass sich ¢ als ein konstanter fraktionaler Anfangswert zum Zeit-
punkt ¢y interpretieren lisst. Die Losung (7.32) fiir die zeitinvariante FDGL ist in der
Literatur weit verbreitet. Wie durch Lemma 7.6 deutlich wurde, bedeutet sie jedoch nur
einen Spezialfall der allgemeinen Losung (7.30), in welcher die komplette Historie durch
eine zeitabhéangige Initialisierungsfunktion berticksichtigt wird. Fiir o = 1 wird der kon-
stante Vektor zu ¢ = z(tg) und die R-Matrix stellt die gewthnliche Peano-Baker-Reihe
dar (vgl. Gl. (7.4) und Gl (7.2)). Die Losung (7.32) stimmt dann mit der bekann-
ten Losung fiir gewohnliche Systeme iiberein [Rug96, Kapitel 3|[Kai80, S.601][Lud95,
S.49].

Eine spezielle Zustandslosung, welche die Initialisierungsfunktionen mit gewohnlichen
Ableitungen approximiert, wird in [SFT14] vorgestellt.
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7.3 Fraktionale Steuerbarkeit

In diesem Abschnitt wird ein Steuerbarkeitskriterium fiir das fraktionale und zeitvarian-
te Mischsystem (7.1) hergeleitet. Bekannt waren bisher nur Kriterien fiir zeitinvariante
fraktionale Systeme mit nur einer einzigen Ableitungsordnung wie in [MAN96] u.v.a..
Zudem wurden die Anfangswertfunktionen nicht beriicksichtigt. Insofern sind die in der
Literatur behandelten Fille Sonderfille, die in der konkreten Problemstellung falsche
Ergebnisse generieren. Insbesondere wird der verteilte Charakter verkannt, d.h. die
Steuerbarkeit darf unter keinen Umstédnden so definiert werden wie bei gew6hnlichen
Systemen.

Zunachst muss geklart werden, was die Begriffe Erreichbarkeit und Steuerbarkeit im
fraktionalen Kontext iiberhaupt bedeuten, denn im Unterschied zu den gewShnlichen
Systemen gibt es keinen eindeutigen Anfangszustand mehr, sondern eine Initialisie-
rungsfunktion. Daher stellt sich hier die Frage, ob es einen Eingang u(t) € U gibt, der
das zeitvariante fraktionale System (7.1) welches die Initialisierungsfunktion

Po(T) = Y(z, o, a,ty,7) und die Zustandslosung (7.18) aufweist in einen eindeutigen
finalen Endzustand z. = z(t.) tiberfiihrt, wobei U die Menge der kontinuierlichen und
beschrinkten Funktionen darstellt.’0 Genauer gesagt besteht die Aufgabe darin, her-
auszufinden, ob ein Eingang u(t) existiert, der das System von 1y(7) in den Zustand
Z. steuert bzw. ob z. von 1)o(7) aus erreicht werden kann. Daher wird Folgendes defi-
niert:

Definition 7.4

Die Menge der erreichbaren fraktionalen Zustdnde zum Zeitpunkt t., ausgehend
von der Initialisierungsfunktion v (7), ist gegeben durch:

Verr(to, te, Yo(7)) i= {ze : Te = z(te, to, Yo(T),u), ueU}. (7.34)

Die steuerbare Funktionsmenge, die vom Zeitpunkt ty in den fraktionalen Zustand
z. gesteuert werden kann, ist gegeben durch:

ysteu(tmtw-lce) = {?0(7) t e = l‘(tevt07¢0(T)vg)au € M} . (735)

Es ist hervorzuheben, dass (7.35) einen Funktionenraum darstellt, wohingegen bei ge-
wohnlichen Systemen die steuerbare Menge aus konstanten Anfangswerten xo = x(to)
besteht. Mit den formulierten erreichbaren und steuerbaren Mengen kann nun weiter
definiert werden:

60 Es gibt nur deshalb einen eindeutigen Endzustand, weil die fraktionale Zustandsldsung entspre-
chend Satz 7.1 nur eine einzige Losung besitzt.
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Definition 7.5 (Fraktionale Erreichbarkeit und Steuerbarkeit)
Das zeitvariante fraktionale System (3.28) wird vollstdndig erreichbar von ) (7)

aus im Zeitraum [to,t.] genannt, falls die Vereinigung iiber alle Erreichbarkeits-
mengen von ty bis t. dem gesamten Zustandsraum gleicht:

te
U ye'r‘r(th tﬂfo(T)) =X = RZLI . (736)

t=to

Das System wird im Zeitraum [to,t.] vollstindig nach x. steuerbar genannt, falls
die Vereinigung iiber alle steuerbaren Initialisierungsvektorfunktionen von to bis
te dem gesamten Y,/ ; n; - dimensionalen Funktionenvektorraum der Lebesgue in-
tegrierbaren Funktionen gleicht:

te
U ysteu(tatm l:e) =C= (L[tovte])zz;lm' (737)

t=to

Die Definitionen 7.4 und 7.5 lassen sich folgendermafien verstehen: Der Zustand z.
wird geméf Gl. (7.34) und Gl. (7.36) in dem Zeitraum [to,t.] von 1)o(7) aus erreich-
bar genannt, falls ein u(t) € U, ¢ € [to,t.] existiert fiir welches z(t) = z. gilt. Geméaf
Gl. (7.35) und Gl. (7.37) wird eine Initialisierungsfunktion ¢ (7) im Zeitraum [to,t]
in einen Zustand z. steuerbar genannt, falls ein u(t) € U,t € [to, t.] existiert fiir wel-
ches ¥ (z,a,a,t,7) = 1o(7) gilt. Nachdem die fraktionale Erreich- und Steuerbarkeit
eingefiihrt wurden, soll nun die Analyse eines Systems beziiglich dieser Eigenschaften
betrachtet werden. Der folgende Satz 7.4 ist hierfiir notwendig.5?

61 Die Grundlagen linearer Abbildungen kénnen [Lud95, S.358-361] entnommen werden.
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Satz 7.4
Sei G(t) : R — RXi=1™*P mit n;, p € Nog eine stetige Matrixfunktion,
u(t) : R — RP*! eine stiickweise stetige Vektorfunktion und V die symmetrische

(O x Xf ny)-Matrix
V(to, te J G(r)G(r)Tdr. (7.38)

Der Vektor y € RX/“1 ™ kann dann und nur dann in der Form

y= ff G(ru(r)dr (7.39)

berechnet werden, falls y € Bild(V') gilt. In diesem Fall muss

ze R, muxl

u(t) =G(t)'z (7.40)
gelten.

Aus Satz 7.4 ergibt sich das Korollar 7.1:

Korollar 7.1
Es gilt die folgende Aquivalenz Yt € [to,t.]:

zeKemn(V) < Gt) 'z =0. (7.41)

Beweis:

Da V aus Gl (7.38) symmetrisch ist, gilt V = V7. Daraus ergibt sich, dass V positiv-
semidefinit ist, denn mit Gl. (7.38) gilt fiir die quadratische Form

pTVp = Sz; |G(t)"p||*dt > 0. Nun ist bekannt, dass bei einer semidefiniten Matrix der
Kern mit derjenigen Menge iibereinstimmt, welche die quadratische Form ausloscht
[KK85, S.31], woraus sich Gl. (7.41) ergibt. O

Mit Satz 7.4 ldsst sich zeigen, dass die erreichbare Menge Ve, in Gl. (7.34) ein Unter-
raum des Zustandsraums und die steuerbare Menge Vg, in Gl. (7.35) ein Unterraum
des Vektorraums der Initialisierungsfunktionen bildet. Dies postuliert Satz 7.5, dessen
Beweis folgt im Anschluss. Vorab werden einige wichtige Matrizen definiert:
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Definition 7.6 (Fraktionale Gram’sche Matrix)
Die fraktionale Gram’sche Matrix lautet:

W (to, te G )G(r)"dr, (7.42)

mit

G(7) := Ry (te, 7, A(€)) B(7). (7.43)

Satz 7.5 (Erreichbare und steuerbare Riume)

Das zeitvariante fraktionale System (7.1) hat zum Zeitpunkt t. die erreichbare
Menge:
yer'r(thteaO) Blld(W(th )) (744)

Unter der Voraussetzung, dass Ry (te, 7, A(§)) eine regulidre Matrixfunktion dar-
stellt, ist die steuerbare Funktionsmenge zum Zeitpunkt ty, gegeben durch:

Vsteu(to, te,0) = (L[to, t])Rene(W toste)), (7.45)

Beweis:
Falls der Endzustand z. fiir ¢0(7) = 0 erreichbar ist, d.h. z. € Ve, (to,te,0) und
x. # 0 gilt, berechnet er sich gemaf der Zustandslésung (7.18) und Gl. (7.43) iiber die

Gleichung:
te

T = G(r)u(r)dr. (7.46)

to

Laut Satz 7.4 muss dann aber z. € Bild(W (¢o,t.)) gelten, was Gl. (7.44) bestétigt.
Nun wird die steuerbare Menge betrachtet. Falls eine Initialisierungsfunktion o (7)
steuerbar ist, d.h. 1¥o(7) € Vsteu(to, te,0) gilt, muss geméf der Zustandslosung (7.18),
welche die Gl. (7.43) beinhaltet, sowie gemif . = 0 folgende Gleichung gelten:

| Bt a@) oo = | Gputryar (7.47)

0 to

Die rechte Seite der Gl. (7.47) entspricht der Gl. (7.46) und beschreibt damit die Menge
Yerr(to, te, 0). Folglich wird aus Gl. (7.47) unter Beriicksichtigung von
Ze,em‘ € yerr(t07 tea Q)

te

Ry (t67 T, A(&)) @/}O(T)dT = Ze,err- (7.48)

to

Anhand von Gl. (7.48) lésst sich nun Folgendes fiir 1o(7) feststellen: Erstens darf jede
der >, | n; Funktionen der >}/_, n; - dimensionalen Vektorfunktion 4 (7) alle Lebesgue
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integrierbaren Funktionen darstellen. Unter der Voraussetzung, dass Ry, (te, 7, A(£)) ei-
ne regulére Matrixfunktion darstellt, muss der Raum der Vektorfunktion 1y (7) aufier-
dem die Dimension Rang(W (to,t.)) besitzen, damit die linke Seite der Gl. (7.48) dem
Y7, n; - dimensionalen Raum z. . gleicht. Damit ist (7.45) gezeigt. O

Die Matrix (7.42) wird fraktionale Gram’sche Matrix genannt, da sich fiir o = 1 die ge-
wohnliche Gram’sche Matrix [Lud95, S.261] ergibt. Falls W (g, t.) eine regulire Matrix
ist, gilt Bild(W (to,t.)) = & = RE{=17 und geméif Gl. (7.44) auch Ve, (to,te,0) = X.
Dies bedeutet, dass der erreichbare Raum dem gesamten Zustandsraum entspricht.
Falls die Initialisierungsfunktion ungleich Null ist, wird die erreichbare Menge ledig-
lich um — S:Z R, (t, 7, A(§)) ¢ (z, 7)dT verschoben und beschreibt daher immer noch den
gleichen Raum:

yerr(to,fe@/}o) = y€7’7'(t07t67(_)) =X. (749>

Wenn zusétzlich noch Ry, (te,to, A(§)) regulér ist, entspricht die steuerbare Menge der
Initialisierungsfunktionen laut (7.45) dem gesamten Y,/ , n;-dimensionalen Funktio-
nenvektorraum der Lebesgue integrierbaren Funktionen. Anhand von

Gl. (7.48) lasst sich leicht erkennen, dass dies auch fiir z. # 0 gilt:

ysteu(t07tey$e) = ysteu<t07teag) = C (750)

Mit den gewonnenen Erkenntnissen lisst sich folgendes Kriterium zur Uberpriifung der
Erreichbarkeit und Steuerbarkeit zeitvarianter fraktionaler Systeme formulieren:

Satz 7.6 (Fraktionales Erreichbarkeits- und Steuerbarkeitskriterium)

Die zeitvariante FDGL geméaf Gl (3.28) und GI. (7.1) ist dann und nur dann
vollstindig erreichbar, wenn die fraktionale Gram’sche Matrix vollen Rang be-
sitzt: Rang(W (to,t.)) = X,i_, ni. Die FDGL ist dann und nur dann vollstindig

steuerbar, wenn Rang(W (to,t.)) = Rang(Ry (te,to, A(E))) = 21, ni gilt, wobei
R, (te,to, A(§)) in Gl (7.4) definiert ist.

Da die Zustandslosung (7.18) eindeutig ist, kann Satz 7.6 als notwendig und hinrei-
chendes Kriterium angesehen werden. Wahrend ein gewohnliches System garantiert
steuerbar ist, wenn seine Gram’sche Matrix regulér ist, ist ein fraktionales System erst
dann garantiert steuerbar wenn seine Gram’sche Matrix regulér ist und zusétzlich die
R-Matrix Ry (te,to, A(€)) vollen Rang besitzt.

Fir « = 1 wird die R-Matrix zur Peano-Baker-Reihe die garantiert invertierbar ist
[Lud95, S.45]. Da in diesem Fall zudem W (tg,t.) zur gewdhnlichen Gram’schen Ma-
trix wird, herrscht Konsistenz zum gewohnlichen Kriterium in [Kai80, S.610][Lud95,
S.263]. Mit Hilfe von Korollar 7.1 lasst sich alternativ ein dquivalentes Kriterium auf-
stellen, mit dem sich die Analyse oft vereinfacht. Daher wird dieses Kriterium auch zur
Untersuchung der Steuerbarkeit des Ersatzsystems (6.23) in Abschnitt 8.2 préaferiert.
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Satz 7.7 (Aquivalentes Kriterium zu Satz 7.6)

Die zeitvariante FDGL in Gl. (3.28) und GI. (7.1) ist dann und nur dann vollstin-
dig erreichbar, wenn fiir einen beliebigen Vektor a # 0 fiir die Menge

{Q :G(t)Ta = Q} = (J gilt. Die zeitvariante FDGL ist dann und nur dann voll-

stindig steuerbar, wenn {g :G(t)Ta = Q} = @f und
R‘ang(-Bg (t67 t07 A(g))) = Ztilzl g gl]t

Beweis:
Falls das System vollstandig steuerbar ist, muss das orthogonale Komplement des von
der Gram’schen Matrix aufgespannten Raumes leer sein. Es muss also gelten:

{a : Kern(W (to,te))} = . (7.51)
Mit Korollar 7.1 ergibt sich schlieflich {g : G(t)Tg = (_)} = .

O

Zum Ende des Abschnitts wird noch als Spezialfall der zeitinvariante Fall betrachtet.
Das Kriterium in dem folgenden Korollar geht aus dem zeitvarianten Kriterium hervor.
Der Beweis findet sich im Anhang 1.16 auf.

Korollar 7.2 (Steuerbarkeit eines zeitinvarianten Einfachsystems)

Im zeitinvarianten Fall ist das fraktionale System (3.28) im Falle einer einzigen
Ableitungsordnung o dann und nur dann vollstdndig steuerbar, falls Rang(Q) = n
erfiillt ist, wobei gilt:

Q=[B AB ... A"'B]. (7.52)

Das Korollar ist konsistent mit dem bekannten Kalman-Kriterium fiir gew6hnliche Sy-
steme [KK85, S.35] u.v.a. und fiir zeitinvariante fraktionale Systeme [MAN96, MCV10].
Im folgenden Beispiel wird die Steuerbarkeit des Systems (7.22) aus Beispiel 7.2 be-
trachtet:

Beispiel 7.3:

Die Steuerbarkeit des Systems (7.22) wird mit Hilfe der Kriterien aus Satz 7.7
untersucht. Die hierfiir benétigte R-Matrix wurde schon in Beispiel 7.1 mit Gl. (7.10)
berechnet:

Ra(t, 7, A(S))

(t}z)c;71 0
==t reta-n (=)ot (7.53)

I'(2a) = T(a)(l+o)(1+2a) T(a)
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Einsetzen von Gl. (7.53) in Gl. (7.43) ergibt:

S \NT _ T _ to—7) 1 to—7)2 1 L(24a)(te—7)%
G(T) - (Ba (tevTvA(g))b) - [ ( 1'*(0)[) ( F(%a) - F((i)(1+)(§z)1“(1-&)-2a) ] :
) (7.54)
Fiir G1. (7.54) existiert kein Vektor a, fiir den G(7)%a = 0 gilt, auker dem Nullvektor.
Da auflerdem
(te _ 7_)20(—2

I'(a)?
fiir 7 < oo gilt, ist das System (7.22) vollstdndig steuerbar.

det (R,) = #0 (7.55)

Abschliefsend wird die Steuerbarkeit eines Systems mit zwei parallel geschalteten Inte-
gratoren betrachtet, auf welche die gleiche Eingangsgrofie wirkt. Das Interessante an
diesem System ist, dass es fiir gewohnliche Integratoren nicht steuerbar ist, im Fal-
le eines fraktionalen Mischsystems mit unterschiedlichen Ableitungsordnungen jedoch
schon.

Beispiel 7.4:

Untersucht wird das System

aa (] = [1] v (756)

mit @ = [@1  «az]. Die R-Matrix geméif Gl. (7.4) lautet:

(te—r)*1~" 0
Bg(tea T, 1_4(5)) = F(al) (tE.—T)a271 (757)
0 T(a2)
2
Einsetzen von Gl. (7.57) in Gl. (7.43) fithrt zu:
~ _e1-1 o—r)21
G(r)" = (Ba (tey 7, AT = | Gy Gt ] (758)
> (te = 1) (te =)
te —T)M 7 (te —T)427
det (Ry) = en T(ag) #0 (7.59)
fiir 7 < oo gilt und die Gleichung
N e e (s
G(r) a=q To) "% Ty =0 (7.60)

fiir einen beliebig zu wihlenden Vektor ¢ # 0 nur dann erfiillt ist, falls oy = ap gilt,
ist das System fiir alle anderen Félle steuerbar. Das Resultat ist anschaulich klar,
denn bei zwei gleichen Ableitungsordnungen kénnen die Zweige nicht unterschieden
werden und das System ist nicht steuerbar.
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7.4 Fraktionale energieoptimale Steuerung

In diesem Abschnitt wird die geschlossene Losung des Optimalsteuerungsproblems fiir
das zeitvariante fraktionale System (7.1) erstmalig hergeleitet. Die Optimierung erfolgt
hierbei energieoptimal beziiglich des Giitemafses:

3= 1 falls g =1 und a =1,
max{{a},,l =1,...,q|{a}; <1} sonst.

2

te
I = [ Gt = 0P P T (7.61)
0

Bisher waren nur geschlossene Losungen fiir zeitinvariante fraktionale Systeme mit nur
einer einzigen Ableitungsordnung [MT11] und einer speziellen Initialisierungsfunktion
bekannt [Dasl3]. Im fraktionalen Fall wird das iibliche quadratische Giitemafl aus
[F5194, S.29] um den Faktor (¢, — ¢)?#~2 erweitert [Das13]. Dies wird sich zur Kom-
pensation von Singularitdten in der Steuerfunktion als hilfreich erweisen. Zudem hat
sich gezeigt, dass es nur dieses Giitemaf ist, das zur Minimierung der oberen Schran-
ke (6.72) des Identifikationsfehlers (6.71) bei der methodischen Berechnung der Mo-
dulationsfunktion in Kapitel 6 eingesetzt werden kann. Fiir 5 = 1 wird (7.61) zu dem
iiblichen Giitemaf.

Gesucht wird also eine Steuerung u(t), welche das System (7.1) ausgehend von allen
Vergangenheitswerten zu jedem beliebigen Endpunkt (¢, ) steuert und dabei Gl. (7.61)
minimiert. Da der Integrand von J im Zeitraum [to, ]| stark konvex ist, gibt es laut
Lemma N.1 eine eindeutige Losung des Problems.%? Diese Lésung entspricht Gl. (7.62).
Nun ist erkennbar, weshalb der zusétzliche Faktor im Gilitemaf (7.61) unverzichtbar
ist, denn er kompensiert die Singularitéiten in der linksseitigen R-Matrix (7.4) und der
rechtsseitigen R-Matrix (7.6) jeweils an der Stelle 7 = t.. Somit ist sichergestellt, dass
die Steuerung berechnet werden kann (siehe auch Beispiel 7.5). Der Beweis fiir Satz 7.8
ist ebenso sowohl fiir den zeitinvarianten fraktionalen Fall, als auch fiir § = 1 giiltig.
Damit entspricht die hier gefundene Steuerung, falls ein zeitinvariantes fraktionales
System vorliegt, der in [MT11, Das13| und fiir gew6hnliche Systeme der in [SR11].

62 Die grundsitzliche Voraussetzung, dass die Zustandslosung (7.18) eindeutig ist, wurde schon in
Satz 7.1 festgehalten.
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Satz 7.8 (Fraktionale energieoptimale Steuerung)
Die Steuerung

U(t) :(te - t)272ﬁB(t)TBg,rs (te; tv A(f)T) K(t07 te)71

e+ [ B om ) vtz (762

0

mit
K (to, te)

= Le(te = 7)2 % Ry (te, 7, A(€)) B(1)B(1)" Rayrs (te, 7, A(€)") A7 (7.63)

0

ist die einzige Steuerung, die das zeitvariante System (3.28) bzw. (7.1) ausgehend
von Y(z,T) zu einem gegebenen Endzustand x(t.) steuert und das energieoptimale
Giitemafs (7.61) minimiert.

Beweis:

Unter Einfithrung des Lagrange-Multiplikators pu(t) : R — RZi-1™ und Verwendung
der fraktionalen Variationsrechnung [MOT15] erhilt man mit

fi=ldia(t) + ¢(z,t) = A(t)z(t) + B(t)u(t) die Hamiltonfunktion

0

1
H(z, p,u,t) = [T — S (te =) 2ulu (7.64)

< 2
und die Variation erster Ordnung von Gl. (7.61) zu [Agr04]:

te O0H
JJ:J [(tDo‘xt—)é
" to't ( ) 5& 1Y

+ <§z_>fe u(t) — ’g) oz — (gjay] dt. (7.65)
Die beiden letztgenannten Gleichungen (7.64) und (7.65) stammen urspriinglich von
[Agr04, ABO7b, BA06, Agr02]. In dieser Arbeit wurden sie auf zeitvariante Systeme mit
allgemeinen Initialisierungsfunktionen und gemischten Ableitungsordnungen erweitert.
An der Stelle, an der das Giitemaf J einen Extremwert besitzt, gilt fiir die Variation
erster Ordnung 8J = 0 [Agr04, Mac12]. Daher leiten sich anhand von Gl. (7.65) die
folgenden notwendigen Optimierungsbedingungen ab:

oH

Frie 0, (7.66)

o oH
rodi o) +p(z) = £ (7.67)

o oH
tdRLE p(t) + Prs,rL (1, t) = e (7.68)
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Es ist wichtig zu betonen, dass laut Lemma N.1 die Bedingungen (7.66) bis (7.68)
aufgrund der starken Konvexitéit von J nicht nur notwendig, sondern auch hinreichend
sind. Variationen héherer Ordnung 2.7, 8%, ... [Mac12] miissen daher nicht betrachtet
werden. Einsetzen von Gl. (7.64) in Gl. (7.68) liefert eine homogene rechtsseitige RL-
FDGL:

WRLE p(t) + Yo rr(u,t) = AW u(t). (7.69)

Die Gl. (7.69) kann mit Satz 7.3 geldst werden:

/_‘L(t) = - L ) Bg,rs (7_7 ta A(g)T) 'l_/)rs,RL (H, T)dT. (770)

Weiterhin ergibt sich mit der Hamiltonfunktion (7.64) und der Bedingung (7.66) die
folgende Steuerfunktion:

u(t) = (te — £~ B@) (). (7.71)

Einsetzen von Gl. (7.70) in Gl. (7.71) liefert:

te

u(t) = —(te — )22 B(1)T L Rars (1,8, A(E)T) Yrs pr (p, 7)dr. (7.72)

Die Randbedingungen 1 (z) und z(t.) des fraktionalen Zustandsraumsystems (7.17)
werden nun genutzt, um die einzig noch unbekannte Gréfe s rr(p, ) in (7.72)
zu bestimmen. Hierfiir substituiert man Gl. (7.72) in die Losung der linksseitigen
FDGL (7.18) zum Zeitpunkt ¢ = ¢.:

te
-B(1)" f Rors (7,7, AE)T) Yrs,re (p, 7)dFdr. (7.73)

Jede implizite Losung v,.s gy, der Gl. (7.73) erfiillt die notwendigen Bedingungen (7.66)
bis (7.68). Da diese Bedingungen aber auch hinreichend sind, ist eine gefundene Losung
Yrs,rr. (und damit auch u) zugleich die einzig Mégliche. Daher kann man o.B.d.A.
die Funktion v, rr (i) := —cé(t. — t) ansetzen, wobei ¢ ein noch zu bestimmender
konstanter Vektor ist und ¢ die Dirac’sche Distribution [OMS09, S.76]. Einsetzen in
Gl. (7.73) liefert:

’ B(T>TBQ¢,7’S (te; T, A(f)T) dr c. (7.74)
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Der Integralausdruck im zweiten Term ist geméf Gl. (7.63) aus Satz 7.8 K(to,te),
womit Auflésen von Gl. (7.74) nach c liefert:

te

e~ Kot [olt) + [ R(ter, ) wler)ar] (7.75)

to

Im letzten Schritt wird Gl. (7.75) in ¢, rr (1) := —cd(t. —t) eingesetzt und ¢, rr (1)
in Gl. (7.72) substituiert. Da die Ausblendeigenschaft der Dirac’schen Distribution das
Integral authebt, resultiert schliefslich die Steuerfunktion (7.62). Damit ist der Beweis
vollstandig. O

Da das Steuerproblem nun allgemein gelost ist, kann auch fiir das Ersatzsystem (6.23)
die parameterspezifische Steuerung u*(¢) aus Gl. (6.24) berechnet werden, um dann
durch Gl. (6.62) eine separate Identifikation der Parameter der FDGL (6.2) zu er-
moglichen. Aufgrund von Satz 6.5 sorgt diese Steuerung zudem fiir einen geringen
Identifikationsfehler.

Das folgende Beispiel berechnet die energieoptimale Steuerung fiir das akademische
System (7.22):

Beispiel 7.5:

Bislang wurde von dem Beispielsystem (7.22) die Zustandslésung berechnet und die
Steuerbarkeit {iberpriift (sieche Beispiele 7.2 und 7.3). In diesem Beispiel soll nun
die Steuerfunktion anhand von Gl. (7.62) berechnet werden, welche das zeitvariante
System (7.22) energieoptimal beziiglich des Giitemafses (7.61)

T = |t = 0P Pu(0PaC (7.76)

vom Zeitpunkt g = 0s ausgehend in den Endzustand z. = [0 1]T iberfiihrt. Der
Faktor (t. — ¢)?*~2 im GiitemaR (7.76) wird fiir ( — 1 immer groRer. Er ,bestraft”
daher spite Stelleingriffe, da diese stirker gewichtet werden. Es werden im Folgen-
den homogene Anfangsbedingungen angenommen. Um die in der Steuergleichung
vorkommende Matrix K (tg,t.) in Gl. (7.63) berechnen zu kénnen, werden sowohl
die links- als auch die rechtsseitige R-Matrix benétigt. Die linksseitige R-Matrix
wurde schon in Gl. (7.10) des Beispiels 7.1 berechnet und die rechtsseitige R-Matrix
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entspricht hier der Transponierten der Matrix (7.11) aus dem Beispiel 7.1. Die Ma-
trix K (to,t.) lautet daher:

K (0, t)
Jtc (te;g—);71
= (te _ 7.)2—204 et o
0 (te F()2a) fe _ ﬁ(te - ,7_)2(1
_je-l 7)oy, o
' [(teF(o)z) s F()2a) 4 B(te —7)? ]dT
te (te—7) 2 (t —7)% " 2te (te—T)3>"
€ te—T)°% “t, te—7)30 1 i o
0 T(@)T(2a) s T'(a) e LA B2 (te — 7)4
1 ta+2 n 5t3a+1
_ o T'(a)2 . T'(a)T (2ta)(oz+1) I;i(at)i(gfjl) ’ (777)
T(@)T2a)(a+1)  T(a)(3atl) F(2a)2(2a+1) T 2043
wobei 3 := a)2(£i2$?)(1 5oy gilt. Anhand von Gl. (7.77) wird deutlich, wie wichtig

der fiir fraktionale Systeme neu eingefiihrte Faktor (t. —7)272¢ ist, denn ohne diesen
hétte K(0,t.) Singularitidten bei t = 0s. Die Inverse von Gl. (7.77) ergibt sich mit
v := det(K(0,t.)) zu

{2043 | pRas got? p3a+t
K(0,t)" = L F<a>2<2a+1> 2o ~(rareas a1+ M@@EarD) | (7.78)
F(a)(3a+1) F(a)F(Qa)Sa T'(x)?

Durch Einsetzen von Gl. (7.78) und Gl. (7.11) in Gl (7.62) erhélt man die energie-
optimale Steuerfunktion

. t?+2 6t2a+1 (te _ t)l_
== (r<a>2r<2a>3a T T (@) GBa+ 1)) Y
te 8 )
- W(te -+ W(te — 1) (7.79)

In Gl. (7.79) ist zu erkennen, dass auch in der Steuerfunktion der Faktor (t. —
7)272% wichtig ist, denn ohne ihn hitte sie eine Singularitiit bei ¢t = t.. Die zu
der Steuerung gehorenden Zustandstrajektorien berechnen sich schliefslich durch
Einsetzen von Gl (7.79), Gl (7.11) und b = [1 O]T in Gl. (7.18). Verwendet man
hierbei die Zahlenwerte o = 0.5 und t, = 1s so ergeben sich die Steuerung und die
Trajektorien in Abbildung 7.2.
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Abbildung 7.2: a) Zustandstrajektorien und b) energieoptimale Steuerfunktion des zeitvarianten
Beispielsystems fiir « = 0.5, te = 1s und z. = [0 l]T

7.5 Zusammenfassung

Dieses Kapitel behandelte erstmalig einige fundamentale Aspekte fraktionaler zeitvari-
anter Systeme. Basierend auf einer neu eingefiihrten R-Matrixfunktion wurde zunéchst
die analytische Losung der zeitvarianten fraktionalen Zustandsgleichung hergeleitet und
gezeigt, dass diese Losung eindeutig ist. Das fraktionale System héngt hierbei von sei-
ner gesamten Vergangenheit ab, was mit der Definition eines fraktionalen Zustands in
Abschnitt 3.3 einhergeht. In der Literatur war bisher nur die Losung einer fraktionalen
zeitinvarianten Zustandsgleichung bekannt, wobei zudem der Zustand filschlicherweise
nur von einem einzigen fraktionalen Anfangswert abhéngt. Die hier présentierte Losung
eroffnet daher erstmals die Moglichkeit, eine Steuerung sowie ein Steuerbarkeitskrite-
rium fiir zeitvariante fraktionale Systeme zu bestimmen.

Fir das Steuerbarkeitskriterium musste zunéchst die fraktionale Erreichbarkeit und
Steuerbarkeit grundlegend definiert werden. Denn im Unterschied zu géngigen Defini-
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tionen beriicksichtigt die vorliegende Arbeit, dass es bei fraktionalen Systemen nicht
Anfangswerte sind, die gesteuert werden, sondern Anfangsfunktionen. In Kombinati-
on mit der Zustandslosung war es dann moglich, erreichbare und steuerbare Rdume
festzulegen. Es stellte sich heraus, dass die steuerbaren Rdume den R&umen der Le-
besgue integrierbaren Funktionen entsprechen. In diesem Zusammenhang wurde das
fraktionale Pendant zur Gram’schen Matrix, die fiir gewShnliche Systeme bekannt ist,
gefunden. Es liefs sich erstmalig zeigen, dass ein fraktionales System dann und nur dann
vollstdndig steuerbar ist, wenn sowohl die Gram’sche Matrix als auch die R-Matrix vol-
len Rang besitzen. Hier liegt ein weiterer Unterschied zu den gewohnlichen Systemen,
da dort die Regularitit der Gram’schen Matrix ausreichend ist.

Ebenfalls auf der Zustandslosung aufbauend liefs sich mit dem fraktionalen Hamilton-
verfahren eine energieoptimale Steuerung fiir die betrachtete Systemklasse herleiten.
Die Steuerung minimiert ein fiir fraktionale Systeme modifiziertes energieoptimales
Giitemafs. Das Giitemafs besitzt einen zusitzlichen zeitabhingigen Faktor, der dafiir
sorgt, dass die Steuerfunktion keine Singularitdten enthélt.

Die Resultate dieses Kapitels, also die Zustandslésung, das Steuerbarkeitskriterium, die
fraktionale Gram’sche Matrix und die energieoptimale Steuerung wurden anhand eines
einfachen Beispielsystems erlautert. Zusétzlich hat sich gezeigt: Wenn in den Ansétzen
die Ableitungsordnung zu a = 1 gesetzt wird, erhilt man als Spezialfall die jeweiligen
Pendants fiir gewohnliche Systeme.






8  Realisierbarkeit der steuerungsbasierten
Methode der Modulationsfunktionen

Mit dem Steuerbarkeitskriterium aus Kapitel 7 wird im Folgenden iiberpriift, ob das
Ersatzsystem (6.23) vollstindig steuerbar ist. Ware dies der Fall, konnte mit der ener-
gieoptimalen Steuerung aus Gl. (7.62) mit Gl. (6.62) die separate Identifikation eines
einzelnen Parameters des Systems (6.2) erfolgen. Die zu dem Parameter spezifische
Modulationsfunktion hétte man somit automatisch bestimmt.

Die Steuerbarkeit des Ersatzsystems ist in ihrer Bedeutung vergleichbar mit der Regula-
ritdt der Matrizen aus den Identifikationsgleichungen in Kapitel 4 oder den klassischen
LS-Verfahren in [Lju99]. Durch die Steuerbarkeitsanalyse in diesem Kapitel lassen sich
konkrete Anforderungen an das zu identifizierende System und dessen Eingangssignal
ableiten, damit sich das steuerungsbasierte Verfahren realisieren lésst.

Zur Darstellung der Realisierbarkeit wird zundchst die R-Matrixfunktion aus Gl. (7.4)
fiir das Ersatzsystem (6.23) aufgestellt. Anschliefiend folgt die Uberpriifung der Steu-
erbarkeit des Ersatzsystems.

8.1 R-Matrixfunktion des Ersatzsystems

In diesem Abschnitt wird die R-Matrix fiir A(t) = A(t) berechnet, wobei A(t) die
Systemmatrix (6.48) des Ersatzsystems (6.23) darstellt. Schon in Abschnitt 6.3 wurde
erwahnt, dass A(t) nilpotent ist und damit ab einer endlichen Potenz verschwindet.
Aufgrund dieser Tatsache kann induktiv eine geschlossene Darstellung der R-Matrix
mit den Matrizen P, P, P;, P® und P aus Definition 8.1 hergeleitet werden, die
aus endlichen Summentermen besteht. Das Resultat liegt mit der folgenden Gl. (8.6)
vor. Die Matrix J in den Gln. (8.1)-(8.5) ist eine Block-Jordan-Matrix, die auf der
Hauptdiagonalen ausschliefslich Nullen aufweist und damit ebenfalls eine nilpotente
Matrix darstellt. Die enthaltene Matrix H ist in Gl. (6.42) definiert.
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Definition 8.1
PA Eanan, P; eRnxnw’ ,Pfj GRm-&-lxnw’ Ppe eR[na]X[na]’
P° e R Zioil(n—v)alxr X1_[(n—v)a]

nw—1 (te _ T)(k-&-l)%—l

ph= 3

k=0

nw—1

F kel

E’; = —Hnxnw ( Z ', " y(T) : Jrlijnw) ’ (82)
k=0

JF ,

nw—1
k41 .
Efj_ = Hm+1><mu < Z TZteer U(T) '—Jrlfw><nw> ) (83)
k=0
[na]—1

—Pe = Z (te - T)k—‘][kna]x[na]’ (84)

Satz 8.1 (R-Matrixfunktion des Ersatzsystems)
Die R-Matrix des Ersatzsystems (6.23) lautet:

zi=wn+n+m+1+[nal+rY,_ [(n—v)a], Ra(t):R—>R***

A

v

an xXn+m+1

In+m+l xn+m+1

|
§r+<:|+

Ry (tea Ty A(f)) =

Q[na] Xnw Q[na] xn+m+1
0, i [(n—v)a]xnw 0, o [(n—v)a]xn+m+1

Onwsx [nal Onwxr S [(n—v)a]
Qn+m+1><[na] Qn+m+1><rz,’lj:1[(n—’u)a] ) (86)
pe Q[n(x]erijl[(n—v)a]

o

0, Y _q[(n—v)a]x[na]
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Beweis:

Die Matrix (8.6) l4sst sich induktiv herleiten, indem die Systemmatrix (6.48) fiir ver-
schiedene Systemordnungen n, m und Ableitungsordnungen a aufgestellt und jeweils
in Gl (7.4) eingesetzt wird. Die Matrizen P*, P¢ und P° konnen auf diese Weise direkt
erhalten werden; fiir E; und Eg ergibt sich zunéchst:

_P?;— = 7-H’n><nw ( Z Jeg(v)l(fék_w—)f—)dv JSanw) s (87)

k=0 YT
nw—1
,fjr = Hpy1xnw ( Z f 7)(11} nw><nw> : (88)

Gl. (8.7) lésst sich ebenfalls auf eine andere Weise schreiben, denn das (k& + 1)-te
rechtsseitige Integral von §(7) beziiglich 7 lautet geméf Gl. (3.3):

te ko+1-1
ko4l ~ (U - T)
= ~—tdw. .
i = | a0) gy (59)
Der Ausdruck auf der rechten Seite der Gl. (8.9) entspricht dem Integralterm in Gl. (8.7).
Daher kann P+ geméf Gl. (8.2) definiert werden. In Gl. (8.9) ldsst sich (7) mit a(r)
ersetzen. Aufgrund dessen kann in gleicher Weise wie P, auch P mit einem fraktio-
nalen Integral geméf Gl. (8.3) ausgedriickt werden. O

Die zu der Systemmatrix des Ersatzsystems (6.54) in Beispiel 6.3 passende R-Matrix
ist im Anhang E zu finden.

8.2 Realisierbarkeit

An dieser Stelle wird die Steuerbarkeit des Ersatzsystems (6.23) mit der Systemma-
trix (6.48) und dem Eingangsvektor (6.49) untersucht.

In der klassischen Systemtheorie wire das Ersatzsystem nicht steuerbar, da mehrere
parallele Integratorenketten mit der gleichen Eingangsgrofe vorliegen. Da es sich hier
jedoch um ein fraktionales Mischsystem handelt, bei dem die Integratorenketten un-
terschiedliche Ableitungsordnungen besitzen, ist eine vollstdndige Steuerbarkeit nicht
ausgeschlossen (siehe auch Beispiel 7.4). Die Beurteilung der Steuerbarkeit geschieht
unter Verwendung des Satzes 7.7, wobei die benétigte R-Matrix des Ersatzsystems in
Gl. (8.6) zu finden ist. Vorab werden einige Hilfsgrofen definiert:
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Definition 8.2

Definiert werden folgende Mengen, wobei n die Systemordnung und « die Ablei-
tungsordnung der FDGL (6.2) darstellen:

M=MognMin...M,_1, (8.10)
Mj:{%eR@UM_itm_ﬁaL (8.11)
p=1,...,ri=0,...,[ja] — 1},
S = {51 eR|z%—l,z= 1,...,nw}, (8.12)
Sy :={s2 € Noo|[na] = 1, =1,...,[na]}. (8.13)
Aufserdem wird eine weitere Funktion Q(7) benétigt geméfs der Definition
Q> Qj,ip ER
w a_ nal—1
Z Gnw—z+1 (e _(T) ) : +[ Z] Tnwtn+m+2—z+1+[na] (te = 7)7
2=0

)pr]‘a1—i+<n—j>a 1

D o

r

Hiermit l&sst sich folgender Satz zur Steuerbarkeit des Ersatzsystems formulieren:

Satz 8.2 (Steuerbarkeit des Ersatzsystems)

Das Ersatzsystem (6.23) ist dann und nur dann vollstindig fraktional steuerbar,
falls die Ordnung n des zu identifizierenden Systems (6.2) und seine Ableitungs-
ordnung « so gewéhlt sind, dass der Schnitt der Mengen (8.10), (8.12) und (8.13)
leer ist

Mn&E NS =T (8.15)
und ebenso (1) so gewahlt ist, dass die Gleichung
r Ma 1 m S
Tdte b i Q) + Z qmu+n+j+17—die a(r)=0 (8.16)

Jj=0

mit Q(7) aus Gl (8.14) nur erfiillt ist, falls sich in GIl. (8.16) Terme von

v QHQ(T) und Terme von Z;n:o qnw+n+j+1:d{fﬂ(7') gegenseitig fiir belie-
bige nicht verschwindende Koeffizienten nicht ausléschen. Auferdem miissen die
Annahmen 3.1 und 6.1 erfiillt sein.
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Beweis:

Mit der R-Matrix aus Gl. (8.6) und dem Eingangsvektor b aus Gl. (6.49) ergibt sich
der Vektor G(1)T = (R (te, 7, A(€)) b(7))T aus Gl. (7.43) entsprechend Gl. (F.1) (siehe
Anhang F). Damit Steuerbarkeit vorliegt, muss geméf Satz 7.7 {iberpriift werden ob
folgende Gleichung fiir einen beliebigen konstanten Vektor g # 0 erfiillt ist:

e:=[(n—1)a]+a

G(r)'q
(te — )t (te — 7')%71
= — + ...+
q1 F(’I’LOt) dnw F(%)
nw=l4q W=l (1)
- an+1:%e"’ “ y(T) e T CInw+n:Ztew “ ( )ay(T)
nw=1,., nw—1

w w

a+l—maﬂ(7_)

1
T - T
+ Gnw+n+1-7, U(T) t oot Qnuwtntml ol

+ an+n+m+2(te - T)[na]71 +..t Anw+n+m+1+[nal © 1
(te — 7)1 (te — 7)1
+ qnw+n+m+2+[na]w +...F qnw-&-n-&-m-&-l-&-[na]-&-rW

T

+ ...
(te —7) el
+ Quntn+m+1+[nal+r S (n—v)al+1 T (1+na)
T
(te — 7)™ _

+ qwn+n+m+1+[na]+r o [(n—v)al m =0. (817)

+ ...

Die Summe aller Polynomterme in Gl. (8.17) stimmt mit der Funktion Q(7) aus
Gl. (8.14) iiberein. Der erste Summenterm in Q(7) entspricht hierbei gerade der er-
sten Zeile in Gl. (8.17), der Zweite der vierten Zeile und der Dritte entspricht den
Zeilen ab Fiinf bis zum Ende.

Zunéchst wird angenommen, dass die Zeilen zwei und drei der Summe (8.17) Null
seien (¢nw+1 = -+ = Gnw+nt+m+1 = 0), so dass nur noch Q(7) zuriick bleibt. In
diesem Fall ist zu untersuchen, ob Q(7) = 0 fiir nicht verschwindende Koeffizienten in
Q(7) gelten kann. Einzelne Summenterme in Gl. (8.14) konnen sich offenbar nur dann
ausloschen, falls sich die Exponenten von (t. —7) gleichen. Werden alle Exponenten des
ersten Summenterms in der Menge S; aus Gl. (8.12) und alle Exponenten des zweiten
Summenterms in der Menge Sz aus Gl. (8.13) sowie die Exponenten des dritten Terms
in der Menge M aus Gl. (8.10) zusammengefasst, so wird klar, dass Q(7) = 0 fiir nicht
verschwindende Koeffizienten niemals eintreten kann, falls fiir die Systemordnung n
und die Ableitungsordnung a genau M n & N Sy = J gilt.

In der Folge werden alle Koeffizienten der Polynomterme zu Null gesetzt (d.h. Q(7) = 0)
und ausschlieflich die zweite und dritte Zeile mit den Koeffizienten ¢; betrachtet, wobei
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nw < i < nw+n+m+2 gilt. Fiir die Untersuchung ist es hilfreich die Summe fraktional
rechtsseitig beziiglich 7 mit der Ordnung (("w Do+ 1) abzuleiten:

~ ~ ~ —1 ~
— Gr1G(T) — Qw27 G(T) — Qw3 TEG(T) = - G A G ()
+ Gnwtn14(7T) + an+n+2:diﬁ(7) +..+ an+n+m+1:d2aﬂ(7) =0. (8.18)

Es ist zu erkennen, dass Gl. (8.18) immer auf die Form von Gl. (6.2) gebracht werden
kann, falls mindestens einer der Ausgangssignalterme nicht verschwindet. Dies bedeu-
tet aber, dass Gl. (8.18) eine kommensurable FDGL in Ein-/Ausgangsdarstellung fiir
@ und § hochstens der Ordnung (n — 1)a (oder kleiner) darstellt. Aufgrund der in
Annahme 3.1 vorausgesetzten Eindeutigkeit des zu identifizierenden Systems (Teiler-
fremdheit) konnen @ und g jedoch ausschlieflich FDGLen erfiillen, welche die Ordnung
na besitzen. Somit ist Gl. (8.18) fiir nicht verschwindende Ausgangsterme ausgeschlos-
sen. Falls die Ausgénge verschwinden, entsteht eine homogene FDGL fiir a:

(an+n+1ﬁ<7) + an+n+2:d?€ﬂ/(7> +.o.o anw+n+m+1:d?:aa(7-) =0. (819)

Da zugunsten der Systemanregung per Annahme 6.1 eine homogene FDGL bis zur
Ordnung ma fiir @(t) ausgeschlossen wurde, kann Gl. (8.19) nicht erfiillt werden falls
mindestens ein ¢; ungleich Null ist.

Eine weitere Moglichkeit folgt, falls in den Zeilen zwei und drei von Gl. (8.17) nicht
verschwindende Terme auftauchen und in den restlichen Zeilen, welche die Polynome
enthalten, mindestens ein Term iibrigbleibt:

mw=1, .9 nw=1, . q_ 1
Q(T) - an-‘rl:?ftew “ y(T) o qnw+n7—2t v v )ay(T)
7-."“,:;104+1~ = La+l—ma - _
+ Qnuw+n+175, (7)) + -+ Guwtntme1riy, a(r) = 0. (8.20)

Zur Untersuchung dieses Falles wird Gl. (8.20) ((”w U ¢+ 1)-fach rechtsseitig beziiglich
7 abgeleitet, wodurch sich

- (nw—1) a+1
i, Q(7)
T - T ~ n—1)a ~
— Gnw+19(T) — an+27—dtaey(7) - an+3-rd?eay(7-> T T qanrnrd( ) g(7)
+ qnw+n+1ﬂ(7) + qnw+n+2:diﬂ(7) + ...+ qnw+n+m+17.d?:a (’T) =0 (821)

ergibt. Solange in Gl. (8.21) nicht verschwindende Ausgangsterme enthalten sind, kann
ebenso argumentiert werden wie bei Gl. (8.18): Aufgrund der Eindeutigkeit der FDGL
konnen % und § die Gleichung nicht erfiillen (7d}*%(7) kommt nicht vor). Eine weitere
Moglichkeit eroffnet sich durch das Verschwinden aller Ausgangsterme in Gl. (8.21):

(nu} 1)

-
Tdt

+1 ~ ~ ~
“ Q(T) + Gnwnr1(T) + qnw+n+2:dtaeu(7_) +...+ an+n+m+1:dz{zau(7) = 0.

e

Der Spezialfall; u(t) wird gerade so gewihlt, dass Gl. (8.22) erfiillt ist; muss explizit
ausgeschlossen werden.
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Fiir vollstdndige Steuerbarkeit muss zudem die zweite Bedingung in Satz 7.7 erfiillt
sein. Dies bedeutet nichts anderes, als dass die R-Matrix (8.6) des Ersatzmodells vollen
Rang besitzen muss. Um dies zu iiberpriifen, wird die Determinante betrachtet:

nw—1 _1 Zp=il(n=v)a] r—1 537 1
(te —7)/w=t (te —7)°7
det(Rq (te, 7, A(£))) = T . (8.23)
I!:[O F(Oé/w) j=1 IQ) 1—\( {:);4}])

Da & e (0,1) und % € (0,1) gilt, ist das Produkt (8.23) gerade dann Null, falls
te — oo gilt, was sich leicht ausschlieffen l&sst. O

Die Aussage iiber die Realisierbarkeit der steuerungsbasierten Methode der Modula-
tionsfunktionen wird mit Hilfe von Satz 8.2 in Satz 8.3 formuliert. Zuvor wird die
Annahme 8.1 iiber die Steuerbarkeit des Ersatzsystems getroffen.

Annahme 8.1

Das zu der FDGL (6.2) gehérende Ersatzsystem (6.23) sei im Sinne von Satz 8.2
vollstdndig fraktional steuerbar. D.h. fiir die FDGL und die Eingangsgrofse u(t)
gilt:

1. Die System- und Ableitungsordnungen n und « der FDGL (6.2) erfiillen die
Gl. (8.15)

2. Die FDGL (6.2) ist entsprechend Annahme 3.1 eindeutig

3. Die Eingangsgrofe u(t) bzw. @(t) der FDGL ist so gewdhlt, dass sie die
Gln. (8.16) bzw. (8.22) nicht erfiillt

4. Die Eingangsgroke beschreibt entsprechend Annahme 6.1 keine homogene
FDGL bis zur Ordnung mao

Satz 8.3 (Realisierbarkeit der steuerungsbasierten Methode der Modu-
lationsfunktionen)

Die FDGL (6.2) kann dann und nur dann mit der steuerungsbasierten Metho-
de der Modulationsfunktionen identifiziert werden, falls Annahme 8.1 gilt. Jeder
Parameter ps berechnet sich dann entsprechend Gl. (6.62):

~ u*
v = p.. (8.24)

Der Beweis ist im Anhang 1.17 zu finden.

Da die System- und Ableitungsordnungen die Gl. (8.15) in der Regel erfiillen, ist das
Verfahren fiir die meisten eindeutigen FDGLen realisierbar, wenn die Eingangsgrofe
entsprechend Annahme 8.1 gewéhlt wird.
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Die Modulationsfunktion ist implizit in der Steuerung u*(¢) enthalten. Prinzipiell kénn-
ten alle moglichen Steuerungen genutzt werden. Entsprechend Satz 6.6 wird jedoch
sinnvollerweise die energieoptimale Steuerung aus Gl. (7.62) in der Identifikations-
gleichung (8.24) verwendet, da diese die obere Schranke des Identifikationsfehlers in
Gl. (6.72) minimiert und daher fiir einen geringen Identifikationsfehler sorgt. Zur Be-
rechnung der Steuerung wird die R-Matrix aus Gl. (8.6) des Ersatzsystems verwen-
det.

Folgend wird mit Satz 8.3 iiberpriift, ob sich das steuerungsbasierte Modulationsfunk-
tionsverfahren zur Identifikation des Beispielsystems (6.14) aus Beispiel 6.1 einsetzen
lasst.

Beispiel 8.1:

Damit sich das Verfahren realisieren lasst, muss laut Satz 8.3 die Annahme 8.1 erfiillt
sein. Da die Schnittmenge von

Mo = {1 +220‘ = 1,2a}, (825)
M = {“;a - 1,a}, (8.26)
S ={a—1,2a—1}, 8.27)
Sy = {0} 28)
leer ist:
Mo M Ml M 81 M 32 = @, (829)

ist die Bedingung (8.15) erfiillt. Wird die Eingangsgrofe entsprechend der 3. und 4.
Bedingung in Annahme 8.1 gewihlt und geht man davon aus, dass das Beispielsy-
stem (6.14) eindeutig ist, dann kann a; mit Gl. (6.68) berechnet werden:

~ ok
V2 = ay. (8.30)

8.3 Zusammenfassung

In diesem Kapitel wurde die mathematische Realisierbarkeit des steuerungsbasierten
Modulationsfunktionsverfahrens aus Kapitel 6 zur separaten Identifikation einzelner
Parameter der FDGL (6.2) tiberprift. Aus Kapitel 6 ging hervor, dass das Verfahren
nur dann umgesetzt werden kann, falls das in Abschnitt 6.2 definierte zeitvariante
Ersatzsystem vollsténdig steuerbar ist. Daher wurde dieses Ersatzsystem mit Hilfe des
in Abschnitt 7.3 hergeleiteten Steuerbarkeitskriteriums analysiert. Zuvor wurde die fiir
das Kriterium benotigte R-Matrix des Ersatzsystems aufgestellt.
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Bei der Untersuchung hat sich gezeigt, dass die Steuerbarkeit meistens gegeben ist.
Nur in Spezialfdllen geht sie verloren. Die FDGLen bei denen dies der Fall ist wur-
den aufgefiihrt. Somit ist das steuerungsbasierte Modulationsfunktionsverfahren fiir
die Identifikation der meisten eindeutigen fraktionalen Systeme anwendbar.

An die Eingangsgrofie des Systems lassen sich konkrete Anforderungen formulieren. So
darf sie bis zur Ordnung ma keine homogene FDGL beschreiben. Hinzu kommt eine
weitere Bedingung, die jedoch nur in ganz speziellen Fillen nicht erfiillt ist.

Im Unterschied zu den eben beschriebenen konkreten Forderungen, kann fiir die Re-
gularitdt der zu invertierenden Matrizen in den Identifikationsgleichungen in Kapitel 4
nur der wenig konkrete Hinweis auf eine ,hinreichende Anregung* des Systems gegeben
werden. Die Regularitit dieser Matrizen ist in ihrer Bedeutung vergleichbar mit der
Steuerbarkeit des Ersatzsystems.

Um die notwendige Ableitungsordnung zu bestimmen, wurde bereits in Abschnitt 4.5
ein algebraischer Ansatz vorgestellt.

Nach diesem Kapitel ist die steuerungsbasierte Bestimmung der Modulationsfunkti-
on theoretisch vollstdndig durchleuchtet und der zweite fundamentale Beitrag dieser
Arbeit abgeschlossen.






9  Zusammenfassung und Bewertung

In dieser Arbeit wurden modellbasierte Methoden zur Bestimmung der physikalischen
Alterungsparameter einer Batteriezelle im laufenden Betrieb entworfen. Mit den Para-
metern kann die in den Materialwissenschaften zur Alterungsanalyse eingesetzte Dis-
tribution of Relazation Times (DRT) automatisch berechnet werden. Ublich ist es, die
DRT in einem Zwischenschritt durch manuelles Eingreifen aus dem mit der signalbasier-
ten FElectrical Impedance Spectroscopy (EIS) aufgenommenen Impedanzspektrum der
Zelle zu bestimmen, wobei eine Modellstruktur erst nach Aufnahme des Spektrums an-
genommen wird. Die modellbasierten Methoden dieser Arbeit sind also ein wesentlicher
Baustein fiir zukiinftige Diagnosesysteme, da sie erstmalig die M&glichkeit erffnen, die
standardméfig manuellen Schritte fiir die Alterungsanalyse auf automatische Schritte
zu iibertragen.

Zahlreiche modellbasierte Verfahren basieren auf makroskopischen Modellen in Form
von gewoOhnlichen Impedanzen. Problematisch hierbei ist, dass die makroskopischen
Modelle nicht physikalisch motiviert sind. Die hier betrachteten Methoden basieren
auf fraktionalen Impedanzmodellen, da diese bei iiberschaubarer struktureller Komple-
xitét physikalisch motiviert sind. Die fraktionale Impedanz lasst sich im Zeitbereich in
Form einer Fraktionalen Differentialgleichung (FDGL) interpretieren. Das Ziel bestand
nun darin, die physikalischen Parameter der FDGL automatisch direkt im Zeitbereich
zu bestimmen. Die hierzu erarbeiteten Methoden wurden fiir allgemeine FDGLen her-
geleitet und beispielhaft auf die Batterie angewendet.

Im Zuge dieser Arbeit sind folgende drei gesamtheitlich neue, modellbasierte Identifi-
kationsverfahren fiir fraktionale Systeme entstanden:

e Methode der Modulationsfunktionen fiir fraktionale Systeme
o Algebraisches Verfahren fiir fraktionale Systeme

e Steuerungsbasierte Methode der Modulationsfunktionen fiir fraktionale Systeme

Im Unterschied zum State-of-the-Art agieren alle drei Verfahren erstmalig als late-
lumping Verfahren, d.h. sie schaffen es die Approximation der fraktionalen Ableitung
und Integration génzlich zu vermeiden bzw. erst spat durchzufithren. Durch dieses late-
lumping weisen die Methoden Vorteile beziiglich der Rauschempfindlichkeit und dem
Implementierungsaufwand auf. Je nach Anforderung kénnen sie daher im laufenden
Betrieb online eingesetzt werden.

Im ersten fundamentalen Beitrag dieser Arbeit wurden das Modulationsfunktions-
verfahren und das algebraische Verfahren zunéchst theoretisch hergeleitet. Es wurden
modifizierte Definitionen der fraktionalen Integrale und Ableitungen verwendet, da die
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géngigen Definitionen in der konkreten Problemstellung zu falschen Ergebnissen ge-
fithrt hatten.

Das Modulationsfunktionsverfahren wird durch die sogenannte ®-Transformation cha-
rakterisiert. Diese beschreibt eine Integraltransformation mit der Modulationsfunktion
als Kern. Falls die Modulationsfunktion bestimmte Randbedingungen erfiillt, besitzt
das Verfahren die vorteilhafte Eigenschaft mit der Transformation die fraktionalen
Ableitungen von den Messgrofen der zu identifizierenden FDGL auf die Modulati-
onsfunktion iibertragen zu kénnen. Die Bestimmung der Modulationsfunktion erfolgte
zunéchst heuristisch. Das Verfahren wurde mit fehlerhaften Messdaten theoretisch be-
trachtet und das Konvergenzverhalten untersucht. Hierbei wurde gezeigt, dass es in
diesem Fall ohne weitere Vorkehrungen einen Biasfehler aufweist.

Die Methode der Modulationsfunktionen ist zwar in der Lage, die Koeflizienten der
FDGL auch bei verrauschten Gréfsen akkurat zu bestimmen, allerdings ist eine Identi-
fikation der fraktionalen Ableitungsordnungen nicht moéglich. Zum Zweck einer solchen
Ableitungsidentifikation wurde das fraktionale algebraische Verfahren entwickelt. Das
Grundprinzip hierbei ist, die FDGL in eine algebraische Darstellung zu tiberfiithren, um
dann durch sukzessives Ableiten die fraktionalen Ableitungsvariablen zu entfernen. Die
Ableitungsordnungen tauchen danach als gewOhnliche Parameter in der Gleichung auf.
Aufgrund der komplementéren Eigenschaften benotigt man beide Verfahren zur Iden-
tifikation fraktionaler Systeme und es ist ggf. sinnvoll, sie in einem iterativen Ansatz
zu kombinieren.

Nach der Herleitung der Verfahren wurde die Methode der Modulationsfunktionen fiir
die Identifikation einer Lithium-Polymer (LiPO)-Zelle von KOKAM mit realen Messda-
ten eingesetzt. Die Daten wurden von einem im Rahmen der Arbeit entstandenen
Batteriemessstand erzeugt. Der Versuchsaufbau erlaubt die Aufschaltung beliebiger
Signale mit sehr hoher Dynamik. Bevor die Messdaten verwendet wurden, erfolgte
noch die Batterieidentifikation in der Simulation. Hierbei ergaben sich unter additi-
vem weifsen gaufsschen Rauschen sehr akkurate Ergebnisse bis zu einem dufserst nied-
rigen SNR=32.5dB. Diese wenig rauschempfindlichen Resultate haben sich auch mit
realen Messdaten bestétigt: Das Verfahren lieferte am Batteriemessstand, bei einem
SNR=37.97 dB der Spannungsmessung, ebenfalls sehr akkurate Parameterschétzungen.
Verglichen mit der EIS, welche im Rahmen der vorliegenden Arbeit ein SNR>100dB
benétigte, um das Spektrum iiberhaupt aufnehmen zu konnen, erzielte die Methode
deutlich bessere Ergebnisse. Das Modulationsfunktionsverfahren benétigte ca. 15 Mi-
nuten, um die Identifikation durchzufiihren. Dies ist in vielen Fallen deutlich schneller
als die Identifikation mit signalbasierten Methoden. Da der Schwerpunkt der Arbeit
auf der Methodik lag, wurde keine umfangreiche Studie durchgefiihrt. Trotzdem kon-
nen die wenig rauschempfindlichen und akkuraten Ergebnisse als ein Indiz dafiir ge-
sehen werden, dass das Verfahren auch in der Praxis einsetzbar ist. Zusétzlich liefs
sich in der Simulation demonstrieren, dass mit dem Modulationsfunktionsverfahren —
im Gegensatz zu signalbasierten Methoden — auch die Ruhespannung mit identifiziert
werden kann. Hierbei ergaben sich brauchbare Ergebnisse bis zu einem SNR=60dB.
Als weiteres Anwendungsresultat wurde dann noch das algebraische Verfahren in der
Simulation getestet. Hierbei konnten brauchbare Ergebnisse bis zu einem SNR=75dB
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erzielt werden. Diese Methode ist daher deutlich rauschempfindlicher als die Methode
der Modulationsfunktionen.

Es muss beriicksichtigt werden, dass die in der vorliegenden Arbeit betrachteten Me-
thoden ein parametrisches Modell bendtigen, wohingegen signalbasierte Methoden ohne
Modellannahme auskommen. Es ist also nur dann sinnvoll beide Verfahren wie eben
zu vergleichen, wenn ohnehin Modellinformationen vorliegen. Soll jedoch beispielsweise
ein Modell mit Hilfe der DRT erstellt werden, dann sind die Methoden dieser Arbeit
keine Alternative zum Vorgehen mit der EIS.

Nun gab es zur Wahl der Modulationsfunktion, die fiir einen mdéglichst kleinen Identi-
fikationsfehler sorgt, aufler den entwickelten Heuristiken bisher kaum Anhaltspunkte.
Aufserdem miissen fiir verschiedene Systeme auch unterschiedliche Modulationsfunk-
tionen gewéhlt werden. Dies ist insbesondere fiir Zellen, die aus unterschiedlichen Ma-
terialien bestehen, unvorteilhaft, da sich das System dadurch veréndert.

Um dieses Problem zu l6sen, wurde im zweiten fundamentalen Beitrag dieser
Arbeit die Methode der Modulationsfunktionen erstmalig theoretisch auf eine steue-
rungsbasierte Bestimmung der Modulationsfunktion erweitert. Mit dieser ist es mog-
lich, jeden Parameter des Systems einzeln methodisch zu identifizieren. Neben der
steuerungsbasierten Bestimmung der Modulationsfunktion hat die separate Identifi-
kation den grofsen Vorteil, dass sich etwaige Identifikationsfehler der Parameter nicht
fortpflanzen.

Fiir die methodische Identifikation wurde zunéchst einmal eine fiir einen einzelnen Pa-
rameter spezifische Modulationsfunktion definiert. Diese Funktion besitzt die gleichen
Eigenschaften, die auch die heuristische Modulationsfunktion erfiillen muss. Zusétzlich
muss sie aber fiir jeden zu identifizierenden Parameter ein spezifisches Merkmal vor-
weisen. Dieses sorgt dafiir, dass alle unerwiinschten Terme, deren Koeffizienten nicht
identifiziert werden sollen, aus der Identifikationsgleichung entfernt werden.

Um die Modulationsfunktion methodisch zu erzeugen, wurde ein Ersatzsystem in Form
eines fraktionalen zeitvarianten Zustandsraumsystems eingefiihrt. Es liefs sich zeigen,
dass durch die Wahl der Zustandsgrofen des Ersatzsystems die Bedingungen an die Mo-
dulationsfunktion gerade dann erfillt sind, wenn das Ersatzsystem einen bestimmten
Endwert besitzt. Dadurch wird das Identifikationsproblem in ein Steuerungsproblem
fiir das Ersatzsystem iiberfiihrt. Dariiber hinaus war zu erkennen, dass der Identifi-
kationsfehler gering ist, wenn eine energieoptimale Steuerung eingesetzt wird. Fiir die
Realisierbarkeit der Identifikationsmethode musste also zunéchst geklart werden, ob
das Ersatzsystem vollstandig fraktional steuerbar ist. Denn wére dies der Fall, konnte
anschlieffend der Entwurf einer energieoptimalen Steuerung erfolgen.

Allerdings wurden in der Literatur zeitvariante fraktionale Systeme bisher nicht be-
trachtet und somit war bislang weder ein Steuerbarkeitskriterium noch eine energieop-
timale Steuerung verfiigbar.

Im Rahmen dieser Arbeit ist es erstmals gelungen, die analytische Losung der zeit-
varianten Zustandsgleichung auf der Basis einer neu eingefithrten R-Matrixfunktion
herzuleiten und zu zeigen, dass die Losung eindeutig ist. Bisher waren nur spezielle



152 9 Zusammenfassung und Bewertung

Lésungen fiir zeitinvariante Systeme bekannt. Der R-Matrixfunktion konnten wichtige
Eigenschaften nachgewiesen werden, die in &hnlicher Weise auch die Transitionsmatrix
fiir gewOhnliche Systeme besitzt. Die Zustandslosung eroffnete erstmalig die Moglich-
keit, ein Steuerbarkeitskriterium und eine Steuerung fiir zeitvariante fraktionale Syste-
me herzuleiten.

Zunichst wurde die Steuerbarkeit betrachtet. Hierbei konnten erreichbare und steu-
erbare Rdume definiert werden, wodurch sich ein fraktionales Steuerbarkeitskriterium
und eine fraktionale Gram’sche Matrix fiir zeitvariante fraktionale Systeme ergaben.
Bei der Definition der fraktionalen Steuerbarkeit wurde erstmalig beachtet, dass sie
auf keinen Fall so definiert werden darf wie bei gewdhnlichen Systemen nach KALMAN.
Denn bei fraktionalen Systemen sind es nicht Anfangswerte, die gesteuert werden,
sondern Anfangsfunktionen. Daher handelt es sich bei den steuerbaren Rdumen im
fraktionalen Fall um Funktionsrdume. Die Analyse mit dem hergeleiteten Kriterium
hat erbracht, dass das Ersatzsystem vollsténdig steuerbar ist. Eine Ausnahme bilden
spezielle System- und Ableitungsordnungen, die jedoch héchstens sporadisch vorhan-
den sind. In diesem Zusammenhang ergaben sich konkrete Anforderungen an die Ein-
gangsgrofe des zu identifizierenden Systems. Somit zeigte sich das steuerungsbasierte
Modulationsfunktionsverfahren fiir die Identifikation der meisten FDGLen anwendbar.
Fiir die Umsetzung des Verfahrens fehlte nur noch eine Steuerung fiir die betrachtete
Systemklasse. Diese konnte mit Hilfe der Zustandslosung und des fraktionalen Ha-
miltonverfahrens hergeleitet werden. Die Steuerung minimiert hierbei ein speziell fiir
fraktionale Systeme modifiziertes energieoptimales Giitemaf. Dieses enthélt zusétzlich
einen zeitabhéngigen Faktor, der dafiir sorgt, dass die Steuerung keine Singularité-
ten enthélt. Mit der energieoptimalen Steuerung war die methodische Voraussetzung
erbracht, um die Modulationsfunktion modellbasiert mit dem vorgestellten Ansatz be-
stimmen zu koénnen.



A Operatoren und Betafunktion

Der folgende Reflektionsoperator wird in dieser Arbeit haufig verwendet, beispielsweise
fiir die Definition 3.5 dquivalenter rechtsseitiger Systeme oder in dem Beweis fiir die
Losung der rechtsseitigen Zustandsgleichung in Satz 7.3:

Definition A.1 (Reflektionsoperator)

Der Reflektionsoperator Q, angewendet auf die Funktion g(t) : R — R, ist laut
[SKM93] wie folgt definiert:

a,beR, a<b: Qg(t):=gla+b-—1t). (A1)

In [SKM93] werden die Reflektionsbeziehungen fiir den Spezialfall prasentiert, dass
der Reflektionsoperator auf eine Funktion ¢(t) angewendet wird, welche das frak-
tionale Integral einer Funktion o(t) ist. Das ist zusammengefasst in den Gln. (A.2)
und (A.3): a e R*°,  (t) € Lla,b], fe ACI®![a,b]

Quif p(t) = tiy Qp(t), (A.2)
fipp(t) = 4if Qp(t). (A:3)

Zusétzlich zu [SKM93] ldsst sich nachweisen, dass es moglich ist, die Reflektionsbe-
ziehung auch auf eine Funktion g(t) anzuwenden, welche die fraktionale Ableitung
einer Funktion f(t) ist:

Qudi' f(t) = 1y Qf (1), (A4)
Qi f(t) = 4df Qf (¢). (A.5)

Es ist wichtig zu erwédhnen, dass alle Beziehungen auch fiir fraktionale Integrale
und Ableitungen beziiglich T gelten.

Die fraktionale uninitialisierte RL-Ableitung lésst sich mit der C-Ableitung ausdriicken
[KSTO06, S.91],[Das11, S.28]:
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Lemma A.1
a<e<t, feACa,b]

t t ! t fk(e) k
URLY f(t) = [dCPf(t) + ) [dRLY (e (A.6)
k=0 :

Laut [Pod99, S.75] gilt folgende Aquivalenz:

Lemma A.2
k=0,1,...,|af

RLYF 1 f(t)1=e = 0= fF(e) = 0. (A7)

Die nachfolgend definierte Betafunktion spielt eine entscheidende Rolle bei der Berech-
nung von fraktionalen Ableitungen, wie in den Beweisen 1.3 und 1.13 im Anhang I zu
erkennen:

Definition A.2 (Betafunktion)

Die Betafunktion ist laut [OMS09, S.604] wie folgt definiert:
1
B(z,y) = J "1 —t)vde. (A.8)
0

Sie besitzt die Eigenschaften:

B(Z‘,y = B(yvx)’ (AQ)
B(x,y) = B(x,y + 1) + B(xz + 1,y), (A.10)
B(z,y) = m, I'(l+a) =al(a). (A.11)

Die Abbildung A.1 zeigt die links- und rechtsseitige Integration einer Sinusfunktion.
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Linksseitig Rechtsseitig

Abbildung A.1: Darstellung der links- und rechtsseitigen Integration einer Sinusfunktion. Die Va-
riable t markiert den aktuellen Zeitpunkt.






B Fraktionale partielle Ableitung
und vektorielle Ableitung

In diesem Abschnitt werden zunéchst die partiellen Ableitungen einer Funktion meh-
rerer Verdnderlicher eingefiihrt. Im Anschluss folgt die Definition eines Ableitungsope-
rators welcher mehrere Ableitungsordnungen besitzt.

B.1 Fraktionale Zwei-Variablen
Integration und Ableitung

In Kapitel 7 wird die fraktionale Systemtheorie behandelt, wofiir partielle Integratio-
nen und Ableitungen von Funktionen mit zwei Verdnderlichen benétigt werden. Die
entsprechenden Definitionen fiir mehrere Verdnderliche sind in [KST06, S.123-125] zu
finden. Zur einfachen Handhabung werden sie hier vorgestellt:

Definition B.1 (Zwei-Variablen Integration)
Die fraktionalen links- und rechtsseitigen Integrationen einer Funktion mit zwei
Verénderlichen (t) € L[a, b] sind wie folgt definiert (a,be R, a <b):
. N ()
tra ’
dre(t,T) = f —d(, B.1
T g L g B
tlaso(t ,7_) o 1 Jb SO(C7 T) dC (B 2)
T D) )y (G-t '
1 (7 tv)
To(t = dv, B.3
riteltr) = oy | (B3)
T (t ) 1 Jb (p(t,v) d (B 4)
i T) = . .
PRI ) -t
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Definition B.2 (Zwei-Variablen Ableitung)

Die fraktionalen links- und rechtsseitigen RL-Ableitungen einer Funktion mit zwei
Verénderlichen f(t) € AC!*![a,b] sind wie folgt definiert:

d [o]+1 oltleo
arpsen = (5) (@], (B:5)
t 1 d Lod+1 tla]+l—a
antg o= o (L) [ sen]. @
o] +1
wrzfen = (5) [weesen), (8.7
le]+1
R = 0 () [ en]. @

Im Unterschied zu den Definitionen B.1 und B.2 werden in [KST06, S.123-125] dem
Operator jeder Verdnderlichen noch eine eigene Integrations- bzw. Ableitungsordnung
zugeschrieben. Die partiellen Ableitungen kommen beispielsweise auch fiir die frak-
tionale Variationsrechnung in [RMT10] zum Einsatz. Desweiteren kénnen mit ihnen
spezielle Operatoren wie z.B. der fraktionale Gradient einer Funktion mit mehre-
ren Verdnderlichen oder die fraktionale Divergenz eines Vektorfeldes definiert werden
[Tar10, S.250-257]. Damit ist es moglich fraktionale Maxwell-Gleichungen aufzustellen
[Tar08].

In den Kapiteln iiber die fraktionale Systemtheorie wird auferdem die (1 — «)-fache
fraktionale Ableitung einer Funktion (¢ — 7)¥ beziiglich 7 gebraucht. Die Regel zu
einer solchen Ableitung wird hier erstmalig prasentiert, der Beweis findet sich im An-
hang I1.3:

Lemma B.1 (Ableitungsregel I)
Die rechtsseitige fraktionale Ableitung von (t — 7)¥, v > —1 beziiglich T lautet:

ae (0,1)

TARL(t — 1) = (vii))(t _pyo-tte, (B.9)

Durch einen Vergleich mit der Ableitung von (¢ — 7)? beziiglich ¢ in [Pod99, S.56] ist
zu erkennen, dass der Zusammenhang TdRL;*(t — 7)" = 'dRL;~*(t — 1)V gilt. Die
linksseitige Ableitung beziiglich 7 von (7 —t)¥, v > —1 berechnet sich wie folgt:
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Lemma B.2 (Ableitungsregel II)
Die linksseitige fraktionale Ableitung von (T —t)¥, v > —1 beziiglich T lautet:

_ I'(v+1) _
TARLL (1 —t)" = ———= (7 — )"+, B.10
t T (T ) F(U + Oé) (T ) ( )
Beweis:
Die Beweisfithrung entspricht mit kleinen Anderungen der von Lemma B.1 im An-
hang 1.3. O

B.2 Vektorielle Operatoren

Bisher wurde, wie in der Literatur iiblich, die ,skalare” fraktionale Integration und Ab-
leitung mit einer Ableitungsordnung betrachtet. Im Folgenden ist es wichtig, auch iiber
Operatoren zu verfiigen, welche ,yvektoriell* sind, also mehrere Ableitungs- bzw. Inte-
grationsordnungen besitzen. Daher wird in Definition B.4 ein vektorieller fraktionaler
Ableitungsoperator definiert, welcher eine Matrix in der Form von Gl. (B.11) vektoriell
ableitet.

Definition B.3
n;,m,q € Nag, pi=X7 ny=ni+..+ng F(t):R—>RP™,
D) R R (s € (ACTl[a, <

F(t)=[A®OT - fu)T] (B.11)

Definition B.4 (Vektorielle fraktionale Ableitung)

Die vektorielle Ableitung “Df mit dem Ableitungsvektor o € (R>°)? ist wie folgt
definiert:

fi P(f1,00,a,e,t)
Wi F+p(Qa,aet) = Wi 0 i ]| |+ :
fq U(fq g, a,€,1)
cdi fi P(f1,01,a,e,t)
= : + : . (B.12)

;d?qfq QP(IQ’aqaaﬂeat)
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Gl. (B.12) stellt eine vektorielle fraktionale Ableitung mit ¢ ,skalaren“ Ableitungen un-
terschiedlicher Ordnung dar, die eine Matrix F'(¢) mit ¢ Untermatrizen ableitet. Die
Gl. (B.12) darf daher auf keinen Fall mit den vektoriellen Operatoren in [Tar10, S.250-
257] verwechselt werden. Diese beschreiben beispielsweise den fraktionalen Gradienten
einer Funktion mehrerer Verdnderlicher oder die fraktionale Divergenz eines Vektor-
feldes [Tar08]. Die Gl. (B.12) wird in dieser Arbeit hingegen zur Beschreibung eines
fraktionalen Zustandsraumsystems mit mehreren Ableitungsordnungen in Gl. (3.28)
eingesetzt. Diesen Zweck erfiillt sie auch in [XLZ14, SD06]. Fiir die vektorielle Integra-
tion muss in Gl. (B.12) nur der Operator D durch Z ersetzt werden.



C Spline-Typ-Modulationsfunktion

Die Spline-Typ-Modulationsfunktion wird durch eine mit dem Binomialkoeffizienten
gewichtete Folge von m + 1 Impulsen

eman®) = R =178 1) (©1)

i=0
durch wiederholte Integration erzeugt:

+ k=m—j

G (t) = f ~0

4(t) bezeichnet die Dirac’sche Distribution [OMS09, S.76]. Charakteristisch an

Gl. (C.1) ist, dass die Summe der gewichteten Impulse immer Null ergibt. Aus diesem
Grund sind die Integrale iiber diese Summe in Gl. (C.2) an den Réndern tg, to + T
mit dem Zeitintervall T = mTy immer Null. Die Ordnung bzw. der erste Index m
der Modulationsfunktion ¢, o(f) gibt demnach an, wie oft die Funktion differenziert
werden darf, bevor diese Eigenschaft verloren geht. Es gilt daher:

f O (£)dE". (C.2)

0

PBt0) = ¥l (to + T) =0, k=0,1,...,m. (C.3)

In Abbildung C.1 sind die neunten bis zwolften Ableitungen der Modulationsfunktion
©12,0(t) dargestellt. Die einstellbaren Tuningparameter sind T und m. In [PR93] wird
beschrieben, dass bei der Modulationsfunktionstransformation (4.10) mit der Spline-
Funktion als Kern Frequenzen oberhalb von T% geddmpft werden. Dies wirkt sich po-
sitiv auf das Verhalten bei Rauschen und daher auch auf die Giite der Identifikations-

ergebnisse aus. Ein grofses m verbessert dieses Verhalten.
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Abbildung C.1: Grafische Darstellung der Ableitungen der Spline-Typ-Modulationsfunktion
p12,0(t) fir Top = 43.75s und T = 5255



D F- und R-Matrix bei konstantem A

In diesem Abschnitt werden die zur Berechnung der Losung (7.30) der zeitinvarianten
Zustandsgleichung benétigten Matrizen vorgestellt. Im Falle einer konstanten Matrix
A wird die F-Matrix (7.2) zu der weitlaufig bekannten einparametrigen Mittag-Leffler-
Funktion [PD13, S.11], [Pod99, S.17]. Fiir a = 1 resultiert die Matrixexponentialfunk-
tion.

Lemma D.1 (Mittag-Leffler-Funktion)

Fiir ein konstantes A wird die F-Matrix aus Gl. (7.2) zu der folgenden Mittag-
LefHler-Funktion:

W2

o T(Gay+1)
—g(t_TﬂA) :=—9(t777[—\): Z (D'l)
7=0 i (t—1)7%
S P v eresy)
Beweis:
Fiir eine konstante Matrix A lautet Gl. (7.2):
Ay gigl {A%h it
Fo(t,7,A) = lim {I+ : + :
a k—00 t.‘aq , .t.2aq
Agrig'1 {A%}g 7071
(AR} fiyert
+ ...+ : : (D.2)
(AR}, fiy

Fraktionale Integration des Einselements fiihrt direkt zu der Mittag-Leffler-Funktion
in GL. (D.1). O

Fiir den zeitinvarianten Fall wird die R-Matrix zu der bekannten Robotnov-Hartley
(RH)-Funktion [LH99, S.2]:
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Lemma D.2 (Robotnov-Hartley-Funktion)

Fiir ein konstantes A wird die R-Matrix aus Gl (7.4) zu der folgenden RH-
Funktion:

. (t_T)(j+1)4"171
» | W T GTe

Ry (t—7,A) =) : : (D.3)
7=0 (t_T)(jJrl)aq*l

W} TG e,

Beweis:
Die R-Matrix kann mit Gl. (7.3) und der Mittag-Leffler-Funktion (D.1) berechnet wer-
den:

Ralt —7,A() i= TdRLIFy (¢ — 7.0 (D.4)

Einsetzen von Gl. (D.1) in Gl (D.4) fiihrt zu:

T 11—« t—7)7 1
dRL I{Aj}llg(]al_'_l)

0
Ry(t —7,A(t) = ) . (D.5)
j=0 T 1—oyq ; —r)iq
AR
Mit Gl. (B.9) von Lemma B.1 ergibt sich:
- I(jo; +1 o —(1—avs
TARLIO (¢ — s = - LUO L e, (D.6)

MNa;(G+1)+1)

Durch Einsetzen von Gl. (D.6) in Gl. (D.5) erhdlt man schlieflich die RH-Funktion
gemif Gl. (D.3). O



E  R-Matrix des Beispielsystems

Beispiel E.1:
Fiir das Ersatzsystem (6.54) mit n = 2, m = 1, « = 0.4 und daher w = 1,
r=2undy=[a+1 2+ 1] ergibt sich mit Formel (8.6) die R-Matrix zu:
— a—1 2a—1
“epa) (teré)ag_l 00000
0 st 0000 00
—§g(rydr ~Tigtlgr) 10 0 0 0
0 g (r)Ydr 01 0 0 0
R §rea(r)dr Tz?“a(T) 00100
e 0 ' a(r) 00010
0 0 00 0 0 1
0 0 00 0 0 O
0 0 00 0 0 O
0 0 00 0 0 O
i 0 0 0000 0
0 0 0 0 )
0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0
_y(at1)/2-1 _ne
(tel"((()x-&-l)/Q) (tha-&-)l) 0 0
0 (te_T)(oHrl)/Zfl 0 0
I'((a+1)/2)
0 0 (te—r) otV (te=7)%"
T((2a+1)/2) [(2a+1)
0 0 0 (to—7)(2a+1)/2-1
a2







F  G-Vektor des Ersatzsystems

Der zur Untersuchung der Steuerbarkeit in Kapitel 8.2 bendtigte Vektor G(T)T lau-

tet:

2a a
IO T e T e (s K
G(7) [ T(na) T(2) T(2)
nw—1 nw—1 (nw—1)
oot . 7. atlea . . at+l—(n—1)a ~
T tew y(T) 77'Zte ¢ y(T) e 77'7’t€ v y(T)
nw—1 nw—1
= a+1 . . —ma+1 . _
T « alr e Tiw a—m alr te_,r[noc]l e 1
7%, 7%
(tomEhelte | pltialee L arans
F([(nﬂ)awa) F(2 [<n71>a1+a) L([(n—1)al+a)
(to—r) [(n—l)‘j]*1+a _1 (to—r zwfl o (tci‘r)[(n,l)apra,g
n—Dal—lta n—Dal-lta — —
F([( )TT ) I‘(2[( )T1 ) T'([(n—-1)a|-14a)
1o 1+
(te=m) 7 ' (=) (=)
e a ey ED
(to—1) [(7172)Ta1+2a 1 (to— QW*Qlﬁfl o (tef‘r')[("_2)a]+2a_l
1—\([(71,72)a]+20t) F(Q [(71—2)a]+2a) F([(n—Q)oz]-‘rQa)
(ople=elmtee Ly leeltite sl
F(([(7172)0::|*1+2a) F(QW) L([(n—2)a]—1+2a)
142a 142a
(te=r) 7 1 (te=m)? 7 TP (o)
r(1£2e) r(24t22) I(1+2a)
(tE_T)i[a1+(:*1)ﬂ71 (t8_7)27[a]+(:71)0‘ -1 o (te_,,.)[ocpr(n—l)afl
r(JaECe) N pjmEzTE) Mal+(i-Da)
[a]—1+(n—1)a [a]-1+(n—1)a
O e R RS s e U OB (b
F([cx]flt(nfl)a) F(2 [a171+T<n71>a) I([a]-14+(n—1)a)
(boer) 1+(75’f1)(171 (tci‘r)21+(w:rfl)a71 N (e —ry(n=Do
r(Ee=0e) r(2Er=De) T(I+(n—1)a)
14na 14na
(te=r) 7 1 (te—m)? T

T reEEE) tittnal |

(F.1)






G KOKAM Lithium-Polymer-Batteriezelle

Die in dieser Arbeit eingesetzte Zelle ist eine Lithium-Polymer (LiPO)-Batteriezelle von
KokAM mit Graphit an der Anode und einem Blend aus Nickel-Cobalt-Aluminium und
Cobaltdioxid [Il114, S.8][Whi04] an der Kathode mit der Bezeichnung SLPB 834374H.
Bei der Zelle handelt es sich, wie in Abbildung G.1 zu sehen, um eine Pouchzelle. Das
dazu passende Datenblatt zeigt Abbildung G.2.

Abbildung G.1: Kokam LiPO-Batteriezelle

Die Abbildung G.3 zeigt die Ruhespannungskurve der Zelle. Die OCV-Kurve wurde
bei einer C-Rate von C(Tyey)/40h am IAM-WET aufgenommen. Zu erkennen ist das
Hystereseverhalten zwischen ca. 20 %-40 %.

Fiir die gleiche Zelle wurden auch Impedanzdaten aufgenommen und das Batterie-
modell (2.19) mit dem Complex Nonlinear Least-Squares®® (CNLS)-Verfahren [Bou85|
daran angefittet (siehe hierzu auch Abschnitt 2.4.1). Die resultierenden SoC-abhéngigen
Parameterfunktionen zeigt Abbildung G.4.

63 engl. fiir komplexes nichtlineares Least-Squares Verfahren
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Kokam Global Leader in Power Solution

Cell Specification

@ Typical Capacity”
@ Nominal Voltage

r @® Charge Max. Currer
@ B
D- 4 Condition Voltage -
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) Q N Condition

Peak Cu
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735us
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— @ Dimension Thickness 83102

8.3:02
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Abbildung G.2: Datenblatt der Kokam-Zelle mit der Bezeichnung SLPB 834374H
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Abbildung G.3: Ruhespannungskurve der Kokam-Zelle mit der Bezeichnung SLPB 834374H
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Abbildung G.4: Kennlinien der Parameter des fraktionalen Batteriemodells






H DRT und RQ-Element

In Abbildung H.1 ist jeweils die mit der analytischen Gl. (2.13) berechnete DRT fiir un-
terschiedliche « zu sehen. Die Abbildung H.2 zeigt die Ortskurven zweier RQ-Elemente

1+ PR =m=m v=0.9

"% 4
KNI veeer 0.8
0.8 |- K s, —_— 07
.
5
=

gemah Gl. (2.14).

—0.3F T T T T - ‘ : ‘ ‘ _
=== a=0.9
— -
E —02* --___-------..._-.... ""'Q—O.S |
— PR -‘____.----------.................
ans® , .
3 . ““ '.'., e
S Rt o
o —0.1F e e |
& ’:”’ n,"
N "o f — 0 f -0 0‘.‘
= o '
g oF 3
—
| | 1 |

| | | | |
5.10-2 0.1 015 0.2 025 03 035 04 045
Re(Zrq(jw)) [€]

Abbildung H.2: Ortkurve des RQ-Elements fiir unterschiedliche a und festes
70=35s(R=050,Q="7As/V)






1 Beweilse

In diesem Abschnitt werden Beweise bereit gestellt, welche eher formaler Natur sind
und fiir das Verstdndnis in den jeweiligen Kapiteln nicht unbedingt erforderlich sind.

I.1 Beweis von Satz 2.1: Zusammenhang
zwischen RQ-Element und DRT

Beweis:
Ein Zusammenhang zwischen der DRT eines Materials und seiner Impedanz wurde
experimentell erstmals in [Wag13| hergestellt, in [SMVT02] auf die Brennstoffzelle und
in [ICE*10] schlieRlich auf die Batterie tibertragen:

0

90 4 (L1)

7

2(gw) = EL 1+ 7jw
wobei e die dielektrische Konstante ist. Die Annahme hinter Gl. (I.1) ist, dass es auf-
grund der stochastischen Modellierung der Zeitkonstanten zu einer Summe unendlich
vieler RC-Elemente kommt und sich somit im Grenzfall ein Integral ergibt. Fiir die
Konvergenzbetrachtung hilft es, sich klar zu machen, dass die Integralgleichung (I.1)
der sogenannten Stieltjes-Transformation in [MB56] entspricht. Die Gl. (I.1) ist dem-
nach eine zweifach hintereinander ausgefiihrte Laplace-Transformation von

()t
A=7"1" D) =g\ Hrt

* DY)

Z(jw) = eL{L{DN)}} = eS{D(N)} = € 0 At jw

(L2)

Konvergenz liegt also vor, falls das Laplace-Integral von g(7)7 existiert. Setzt man
nun die Dichte (2.13) in (I.1) oder (I.2) ein, so ergibt sich schlieflich tatséchlich ein
fraktionaler Ausdruck mit einem reellen Exponenten o von jw [MB87],[CC41]:

€

0 TG

(1.3)

64 Die erste Laplace-Transformation kann als reellwertige Transformation angesehen werden [Tit48,
S.317-318]: f(z) := SSO e **D(N)d\, D(A\) =0, z e R>? welche auch eine hinreichende Be-
dingung fiir die Konvergenz von Gl. (1.2) darstellt. Von Vorteil ist, dass es eine inverse Stieltjes-
Transformation gibt, mit der die Dichte berechnet werden kann [Tit48, S.318]:

D) = 571 (2(jw) = 4= (Z(el™) — Z(Ae™IT)).
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Der gesuchte Zusammenhang zwischen der DRT und der Impedanz ist somit gefunden,
da die Impedanzparameter o und 7y gleichzeitig die DRT (2.13) definieren. Durch
einen Vergleich mit (2.14) erkennt man, dass (I.3) dem RQ-Element entspricht, wenn
70 = RQ und € = R gesetzt wird. O

I.2 Beweis von Satz 2.2: Diffusionsimpedanz

Beweis:

Die Diffusion stellt, unter Annahme einer eindimensionalen Bewegung, die Ausbreitung
der Ladungskonzentration c¢(t,z) in z-Richtung im Falle eines Konzentrationsgradien-
ten dar. Hierbei gilt das zweite Ficksche Gesetz [JW95]:%5

dc(w,t) D %c(z,t)

ot ox?

mit dem Diffusionskoeflizienten D. Die generelle Losung dieser Gleichung ergibt sich
iiber die Laplace-Transformation zu:

¢(x) = Asinh (\/%(L - x)) + B cosh <— %(L - x)) (I5)

mit der Diffusionsldnge L. Wird eine endliche Diffusionsldnge betrachtet, d.h. die La-
dungskonzentration verschwindet bereits bei x = L statt fiir x — oo, ergibt sich B =0
wegen c¢(z = L) = 0. Da die Teilchenstromdichte J(x,t) am unteren Diffusionsrand
2 = 0 dem ersten Fickschen Gesetz Jy := J(0,t) = _D%|x=0 folgt, erhélt man fiir die
Ladungskonzentration schlieftlich:

—ian Jw -z
@) = 5=t h<\/;(L )). (L6)

Die Impedanz lasst sich dann am unteren Rand = 0 mit Hilfe der Nernstgleichung
Npiff = Zoc(0) aus [JWO06, S.12| berechnen:

tanh vy,
_igs _ Zo ( P )
Jo VD Viw '

Da eine endliche Diffusionslénge angenommen wurde, wird die Impedanz Finite Length
Warburg (FLW)-Element genannt.%6 Aufgrund der Wurzel iiber der komplexen Varia-
blen jw ist das FLW-Element fraktional. Es ist zu betonen, dass diese fraktionale

(1.4)

ZFLW (S) (17)

65 In einigen Publikationen [GCK16],[Dasl1, S.437-444] wird die Ableitung erster Ordnung auf der
linken Seite von Gl. (I1.4) mit einer fraktionalen Ableitung ersetzt. Dies basiert allerdings bisher
nur auf Beobachtungen und wurde daher in der vorliegenden Arbeit nicht beriicksichtigt. Wird die
Diffusion mehrdimensional betrachtet, wird in Gl. (I1.4) der Nablaoperator V bendtigt.

Wahlt man anstelle einer verschwindenden Ladungskonzentration ¢(z = L) = 0 eine verschwinden-
de Stromdichte J(z = L) = 0 als Randbedingung, wird in der Impedanz der tanh zu einem coth.
Dieses Element wird dann Finite Space Warburg (FSW)-Element genannt. Es weist fiir kleine Fre-
quenzen eine 90°-Steigung auf. Wenn die Ladungskonzentration erst im Unendlichen verschwindet,
spricht man von einer semi-infinite Diffusion.

66
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Darstellung ganz natiirlich aus der physikalischen Beschreibung der Diffusion mit den
Fickschen Gesetzen entstanden ist.

Um Gl (I.7) fiir die modellbasierte Identifikation zugénglich zu machen, muss sie als
rationale Ubertragungsfunktion mit nicht-ganzzahligen Exponenten von jw auftreten.
Hierbei kann man sich die Form des Nyquistdiagramms des FLW-Elements zunutze ma-
chen. Dieses weist fiir hohe Frequenzen einen 45°-Anstieg auf, fiir niedrige Frequenzen
hat die Kurve eine halbkreisdhnliche Form, die in Richtung der reellen Achse konver-
giert [MB87, S.58]. Fiir sehr kleine Frequenzen verhélt sich die Impedanz also wie ein
ohmscher Widerstand. Dies ermdglicht es, die FLW-Impedanz durch eine Integralglei-
chung wie in Gl. (I.1) darzustellen [Il114, S.42]:

0
. gFLW(T)
Z = ———— 2dr. I.
rrw (jw) GJO g dr (1.8)

Die numerische Losung fiir gprw (7) in [I1114, S.42] weist eine sehr dhnliche Verteilungs-
funktion wie beim Ladungstransfer auf, denn es gibt einen glockenférmigen Hauptpeak
bei niedrigen Frequenzen und mehrere Nebenpeaks, die mit steigender Frequenz ab-
nehmen. Jeder dieser Peaks kann mit einer Dichtefunktion (2.13) beschrieben werden.
Dieses Dichtespektrum entspricht gemaf Satz 2.1 im Frequenzbereich einer Reihe von
RQ-Elementen. [

I.3 Beweis von Lemma B.1: Ableitungsregel I

Beweis:
Der Beweis beginnt mit der Losung des folgenden Integralausdrucks:
’ (t —v)*
-2 dv. 1.9
) T o
Mit z := =L = v = 2(t — 7) + 7 folgt:
0 (t—7)*(1 —2x)~
A:=-2 t—7)d I.10
L zlfa(th)ka(th)za( 7)dz (L.10)
1
= 2[ (1 — 2)*dx (I.11)
0
1 1
= f 171 — 2)%dx + J 271 — 2)%dx. (I.12)
0 0

Mit der Betafunktion (A.8) ergibt sich fiir die rechte Seite von Gl. (1.12):
A= B(a,a+1)+ Bla,a + 1). (I.13)
Die Eigenschaft (A.9) der Betafunktion fiihrt fiir die rechte Seite von Gl. (I1.13) zu

A=B(a+1,a)+ Bla,a+1) (I1.14)
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und die Eigenschaft (A.10) schlieklich zu:

A = B(a, ). (I.15)
Es gilt also:
I P | 20
L w7 dv = 2(15 7)**B(a, a) (1.16)
mit der ganzzahligen Ableitung:
d (t=v) dv = a(t — 7)**B(a, a). (I.17)

dr J, (v—r)-@
Mit Eigenschaft (A.11) und I'(1 + o) = oI'(«) erhélt man:

L od (" (t=v)* o Tel(e), o
l"(oz)d7'£ (’U—T)l_ad I'e) T'(2a) (t=7)

= ——L(t—r)* L (1.18)

Laut der Ableitungsdefinition (B.8) gilt fiir die (1 — «)-fache Ableitung von (t — 7)*
beziiglich 7:

_ 1 d (T (t—v)©
TARL; (t—7)% = ——— | ——4—d I.1
rdRL; (= 7) () dTL (v—T1)t-« ! (1-19)
und daher unter Berticksichtigung von Gl. (1.18):
_ I'(1+ «) _
T l—ap oo _ _ \2a—1
TdRL,”*(t— ) TRa) (t—1) . (1.20)

Das Ergebnis entspricht Gl. (B.9) fiir v = a. Der Beweis lisst sich in gleicher Weise
auch fiir die Ableitung von (t — 7)'*® durchfiihren, woraus resultiert:

T l-« 1+a _ F(2 + O[) o
TARL,; ™ “(t — 7)1t = m(t—ﬂz : (1.21)

Das Ergebnis der (1 — a)-fachen Ableitung von (t—7)% in Gl (1.20) und von (t —7)*+®
in Gl. (I.21) entspricht also Gl. (B.9) fiir v = o« und v = 1 + a — was GL (B.9)
bestatigt. O

I.4 Beweis von Lemma 3.1: Caputo-
Ableitung eines Integrals

Um die Ubersicht zu wahren, wird fiir diesen Beweis eine skalare Ableitungsordnung o
angenommen.
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Beweis:
Die linke Seite der Gl. (3.12) lasst sich entsprechend Lemma A.1 auch mit der RL-
Ableitung ausdriicken:

€ [0,1]
t t to
(LdCy | f(t,m)dr = JARLY | f(t,7)dr — [dRLY | f(t,7)dT (1.22)
to to to
Das RL-Parameterintegral ist in [Pod99, S.98| nachzuschlagen. O

I.5 Beweis von Lemma 3.2: Vertauschung
von Ableitungen

Um auch hier die wesentliche Beweisidee zu zeigen, wird 0.B.d.A. eine skalare Ablei-
tungsordnung o angenommen.

Beweis:
Im ersten Schritt wird die Gl. (B.8) in die linke Seite von Gl. (3.13) eingesetzt:

t aT « _t «@ d 1 ! f(t,U)
YMRLYTARLY f (t,7) = MRLY — PP J e _T)adv. (L.23)

T

Anwendung von Gl. (B.5) ergibt:
{RLZTARIS f (t,7)

¢ Flew
d 1 Jt — i r(1 a)S ({} CT)L dde
TAUT(1-a)
! L <7
S T(l-a)T(l-a) detf f t—C)o(v—7) T Aaly — e wdG (1.24)

Mit Hilfe von Fubini’s Theorem S §0 f(z,y)dady = S S f(z,y)dydz ergibt sich:
RLETARLYS (1,7)

1 1 C
=— SR A LV R—T 1.25
T(1—a)T l—adetJJ =) (v =) 2ot (1:25)
Anwendung der Leibniz Regel fiir Parametermtegrale
LA fz,y)dy = § L f(2,y)dy + limy_,,— f(z,y) fihrt zu:

{dRLYTARL{ f (t,7)
B 1 1 d (td t f(¢,v)
T TAl-a)T(1-a) EL &L (t—Q)*(v— T)adCdv

Gy
vot— ) (t — C)a(’l) _ T)a dC (126)
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Der Term lim,_,;_ Si %d( in Gl. (1.26) verschwindet aufgrund der Lebesgue
Integrierbarkeit von f:

t f(¢w)

1 d [ e S, e dC
YARLOTARLEf (1, 7) — f ye >(2tg” ()‘;O dv.
- -7

“Ti—aar (1.27)

Der Zahler des Bruches unter dem ersten Integral in Gl. (1.27) beschreibt die fraktionale
Ableitung von f(t,v) beziiglich ¢:

1 d f LdRLg f(t,v)

t LO(T La = — q_
'rdR t TdR t f (t’T) F(l - OZ) dr J; (U B T)a

dv. (1.28)

Anhand von Gl. (1.28) ist schlieflich die rechtsseitige Ableitung von ‘dRL$ f(t,T) be-
ziiglich 7 klar zu erkennen, was bedeutet, dass die Ableitungen sich einfach vertauscht
haben. O

1.6 Beweis von Lemma 4.2: Fraktionale partielle
Integration der fraktionalen Ableitung

Beweis:
Der Beweis von Gl. (4.3) startet bei dem Integralausdruck mit der rechtsseitigen C-
Ableitung der Funktion ~(t):

Jg {DCI(t) f(t)dt. (1.29)

e

Gl. (I1.29) lésst sich laut der Definition fiir die rechtsseitige C-Ableitung in Gl. (3.11)
auch folgendermafien schreiben:5”

g g [a]+1
[ gt sar = o | izglaﬁl-al(i) v<t>] foar. (130)

e e

Durch Anwendung der fraktionalen partiellen Integration (4.2) auf der rechten Seite
der Gl. (1.30) erhélt man schlieflich:

9 t 1 9 d la+1 trlal+l—a
[ mega swa = ol [T(L) @@ e sy
Anwendung der gewohnlichen partiellen Ableitung (4.1) fithrt zu Gl. (4.3), womit der
Beweis vollstandig ist.

O

67  Achtung: da in Gl. (1.29) die initialisierte Ableitung vorkommt, muss in Gl. (3.11) auch das initia-
lisierte Integral verwendet werden.
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1.7 Beweis von Lemma 4.5: Fraktionale
Produktregel der ®-Transformation

Beweis:
Mit der Definition der ®-Transformation (4.10) erhélt man:

@ﬁg{h(t)éDRL“ )} = J IDRLEf(t)(p(t)h(t))dt. (1.32)

Anwendung der vereinfachten fraktionalen partiellen Integration (4.7) fiihrt unter der

Annahme verschwindender Randbedingungen (h(t)gp(t))(k) lt=e,t=g = O fiir
k = 0,1,...,|a] zu Gl (4.17). Diese Annahme lasst sich dann treffen, wenn fiir den
Einzelterm ¢*) (e) = ¢(¥) (g) = 0 erfiillt ist, denn es gilt laut der Leipniz-Regel [BSMO05,

S.401]:
k
(e(O)h(t)® = 2() W) () pF=m) (). (1.33)

m
O

1.8 Beweis von Satz 4.6: Fraktionale
algebraische Ableitung

Beweis:
Der Beweis beginnt mit der Anwendung des Homomorphismus auf den fraktionalen
Ableitungsoperator:

0D f) = O(ody f + ¥ (f, ,a,0,1)). (1.34)
Mit Eigenschaft (K.11) folgt:
e(ODtaf) = @(Od?f)®®(’(/)(f,0é,(l,0,t)) (135)

Das fraktionale Integral von df f mit der Ordnung « lésst sich auch als Faltung aus-
driicken:

tail ap ‘ (t — T)ail «
NON odi f = L Wodfde (1.36)
= oly odi [ (L.37)

Die uninitialisierte Integration und Ableitung heben sich geméaf [KST06, S.75,95] ge-
genseitig auf:

oig odi' f =1 (1.38)
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Fasst man die Gln. (1.36)-(1.38) zusammen, erhélt man:

ta_l

@yt ok =1 (1.39)

Nun wird der #-Bereich betrachtet. Mit der Integrationsvariablen (4.49) ist folgende

Gleichung erfiillt:
to— 1

e 00 1) = 0 (fro7) @O it ). (1.40)

Da © ein Homomorphismus mit der Eigenschaft (K.12) ist, ldsst sich Gl. (1.40) auch
schreiben als:

a—1
®O(yds f) = © G@ . Od;*f) . (1.41)

Substitution des Terms in Klammern mit Gl. (1.39) fiihrt zu
“®06 (Od‘t)‘f) = 0(f). (1.42)
Weiterhin gilt die folgende Beziehung:
O(odf f) = 1 ®O(odf f) = (0" ®LY) ® O(ody f).- (1.43)

Die Assoziativitdt in K sorgt dafiir, dass es keinen Unterschied macht, wie die Elemente
in (1.43) gruppiert sind. Es spricht also nichts gegen folgende Darstellung:

O(pd ) = p* @ (€* @ O(ody f)) - (L.44)

Substituiert man den Term in Klammern auf der rechten Seite von Gl. (I.44) mit der
Gl. (I.41) erhélt man schlieklich

O(ody f) = p* ®O(f). (1.45)
Einsetzen in Gl. (1.35) liefert:
O D' f) =p* ®O(f) ®@O(Y(f, 2 a,0,1)). (1.46)

Aufgrund des Homomorphismus und aus Griinden der besseren Lesbarkeit wird auf
eine explizite Erwdhnung von © verzichtet, die Argumente von ¢ weggelassen und @&
und @ durch die Symbolik der herkémmlichen Algebra ersetzt:

oDy =9+ (1.47)

O
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1.9 Beweis von Satz 6.4: Identifikationsfehler

Beweis:
Gl. (6.10) gilt weiter, jedoch sind die Gln. (6.69) und Gl. (6.70) nach g(t) bzw. @(t)
umzustellen und dann in Gl. (7.22) einzusetzen. Fiir m(t.) ergibt sich dadurch

m(te) = Mmess (te) — Me (te) (148)
und damit
cu¥(t Su¥ (t
Ytojtg,,?rness - )/to,éti,)e = (mmess(te)T — Me (te)T)p~ (149)

Da fiir das Ersatzmodell nur die Messgrofen vorliegen, gilt weiterhin
mmess(te)T = C_UJr(te)T = EZ (150)

und infolgedessen wird Gl. (1.49) zu

cru¥(t) cu¥ (t)
thv;,te,mess - Y;z,te,e = (ﬁsT — Me (te)T)Z_)

= ps — me(t) T, (L51)
wobei p, := {p}s das s-te Element des Vektors p darstellt. Der erste Term }iggffj,ﬁéf)
auf der linken Seite der Gleichung (I.51) entspricht dem fehlerhaft geschétzten Para-
meter p,:
5o_yur® _ o T 152
Ps toste,e — Ps mE(tE) p- ( . )
Umstellen von Gl. (I.52) liefert einen Ausdruck fiir den Identifikationsfehler
Aps = ps — ps: .
Apg =Y, © _ me(te) p. (1.53)

to,le,e v
O]

1.10 Beweis von Satz 6.5: Obere Schranke
des Identifikationsfehlers

Beweis:

Gl. (I.53) bzw. Gl. (6.71) ist abhéingig von den Rauschgrofien und von der Steuergrofe
u¥(t), welche nun so gewéhlt werden soll, dass Ap, moglichst klein wird. Um heraus-
zufinden, wann dies der Fall ist, wird zunéchst der Betrag von Gl. (1.53) gebildet. Mit
der Dreiecksungleichung folgt:

Su¥(t
|Aps\£'yt3()

+ | me(te) pl (I1.54)

0stese
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Auf den zweiten Term in Gl. (I.54) kann wiederum die Dreiecksungleichung angewendet
werden:

n+m+1
u t)
Apsl < [Fai] + Y Imeatto)l il (1.55)
i=1

Eine weitere Abschétzung von Gl. (I.55) ist die Beziehung

ul (t) ~ td(n 1)atp5(t)
|Aps| <|Viite 2 Yot Pr—is1]
=1
n - td(n e,
+ Z U te.e (1.56)
k=n—m

Anwendung der Cauchy-Schwarz’schen-Ungleichung fiihrt zu:

|Aps<\/f 7| \/f |+2\/f 7 w
L i \/J

Nun lasst sich mit vollstédndiger Induktion beweisen:
te
J

Unter Berticksichtigung von Gl. (I1.58) wird aus Gl. (I1.57) somit:

2
Ad 0 (O Pt

2
Ldfn R S(t)) Ponts1] - (L57)

knm

_ 2 te —to)2 [T
L ‘I%s(t)‘ dt < %f lu* (£)|? dt. (158)
to

te

Ap,| < Gltostesp, s i) - f wk(t)2dt (159)
t

0

mit

n te
G(thteyp7 Ye, U Ue = <1 + Z |pn 1+1> f |ge|2
t

=1 0

n ‘.
+ Z |P2n k1 J || (1.60)
t

k=n—m 0

Der Integralausdruck unter der Wurzel in Gl. (1.59) ldsst sich auch mit Hilfe der frak-
tionalen Integration darstellen:

¢g=3+>"_[(n—v)a], aeR! B:=max{{a},,i= 1,...7q|{a}i <1}

te
L ()2t = 2,127 L ?’3F(§5) (te — ) tu ()2 (L.61)

0 _
=:J(u¥ to,t)
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In Gl (1.61) ist a der Vektor mit den Ableitungsordnungen des Ersatzsystems (6.23).
Der innere Term in Gl. (1.61)

t
Ttitont) = 3 | (6= 0%7 0= 07 uE (0 (162)

beschreibt eine Integration iiber eine Funktion, die iiber das gesamte Integrationsin-
tervall positiv ist. Das bedeutet, J(u¥,1,t) wéchst stetig mit ¢ und erreicht das Ma-
ximum bei t = t.. In Gl. (1.61) wird iiber J(u¥, to,t) fraktional integriert. Betrachtet
man J(u¥, t,t) konstant an der Stelle ¢ = t., liefert der Integrand stets das Maximum
von J und daher gilt:

fe *(1)2dt < 2,"2 P T (uF to, t.). (L63)

0

Fiir die Fehlerabschétzung (1.59) ergibt sich somit insgesamt:

|Aps| < G(to, te,p, e, ) - \/t(fif;mJ(u;",to,te). (1.64)

I.11 Beweis von Satz 7.1: Eindeutigkeit
der fraktionalen Zustandslosung

Um die wesentliche Beweisidee zu zeigen, wird 0.B.d.A. eine skalare Ableitungsordnung
« angenommen.

Beweis:

Der Satz 7.1 wird {iber einen Widerspruch bewiesen. Hierfiir wird angenommen, dass
zwei verschiedene Losungen z(t) und y(t) fiir die Zustandsgleichung (7.16) existieren,
wobei beide Losungen identische Anfangsfunktionen ¢ (z) = 1(y) besitzen. Damit die
Annahme erfiillt ist, muss ein ¢ existieren, so dass z(f) # y(f) gilt. Die Zustandsglei-
chungen sind durch ,dfz(t) + v (z,t) = f(z(t),t) und d7y(t) + v(y,t) = f(y(t).t)
gegeben. Da ¢ (z) — 9 (y) = 0 erhélt man:

wdfx(t) = yodiy(t) = fz(t),t) — f(y(t),t). (1.65)
Fraktionale Integration a-ter Ordnung fiihrt zu:
2(t) —y(t) = Jlig (F(0).0) — F((0). 1) (1.66)
1

= o) f (t =0 (F@(0.0 ~ fWQ.Q) . (167)
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Mit der Dreiecksungleichung ergibt sich weiter:

o) - 301 = 55 | =0t (0.0 - FO.0)a 16s)

Da f die Lipschitz-Bedingung [BSMO05, S.205| entsprechend Definition 7.3 erfiillt und
der Faktor (t —¢)*~! daran nichts éndert, gilt mit k(¢) : R — R=Y die Abschiitzung

o0~ 300)] = gy |, ) o) 9t a¢ (169)
und daher mit der Konstanten ¢ € R= und ~(t) = % auch:
Jo(0) = 9(0)] = e+ | 2 ](0) =910 ac (170)

Anwendung des Gronwallschen Lemmas [LR15, S.52] fiihrt zu einer weiteren Abschét-
zung von Gl. (1.70):

0 < [z(t) — y(t) |} < ce” i 1O (L71)

Fiir ¢ — 0 ergibt sich schlieBlich |z (t) — y(¢)| = 0, was z(f) # y(t) widerspricht. O

I.12 Beweis von Lemma 7.1: Ableitungseigenschaft
der F-Matrix

Beweis:
Der Beweis startet mit der Ableitung der in Gl. (7.2) definierten F-Matrix:

WP, (6,7, A€)) =17 T + P SLf A (&)

oo k
+ LA (&) Z H g A (€j4a) - (L.72)

Da sich die Integrations- und Ableitungsoperatoren mit gleicher Ordnung kompensie-
ren, falls die Integration zuerst durchgefiihrt wird (siehe [KSTO06, S.74]), ergibt sich
nach Ausklammern von A(t):

o k
+ A ) T ]9 HE A g) ) (L73)
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Der Term in der Klammer von Gl. (I1.73) entspricht der F-Matrix, womit Lemma 7.1
bewiesen ist:

cdi F(t, 7, A(€)) =7di T+ A(t) Fy (8,7, A(€)) - (L74)

O

.13 Beweis von Lemma 7.2: Ableitungseigenschaft
der R-Matrix

Um die Ubersichtlichkeit zu wahren, wird fiir diesen Beweis 0.B.d.A. eine skalare Ab-
leitungsordnung o angenommen.

Beweis:
Laut Lemma 3.2 konnen die Ableitungen auf der linken Seite von Gl. (7.13) vertauscht
werden:

{dRLYTARLY " F, (t,7,A(€)) = TdRLI ™ !dRLYF, (t,7, A(€)).  (LT5)

Im n#chsten Schritt wird die RL-Ableitung der F-Matrix auf der rechten Seite von
Gl. (I.75) gebildet. Zuvor wird diese durch Anwendung von Lemma A.1 als C-Ableitung
formuliert:

LARLY Fo(t,7,A(€)) = LACP Falt,m, 1) + MRLY Folr,7, A€)).  (L76)

Auf den ersten Term auf der rechten Seite von Gl. (I.76) ldsst sich die Ableitungsei-
genschaft von Lemma 7.1 anwenden, beim zweiten Term greift die Einheitseigenschaft
von Lemma 7.4:

LARLYF, (t, 7, A(€)) = 1dCXT + A(t)F.(t,7,1) + 'dRLYT. (1.77)

Die C-Ableitung der Einheitsmatrix I ist Null und die RL-Ableitung von I kann in
[Dasl11, S.29] nachgeschlagen werden:

(t—7)“

FARLY Ea(t, 7, AE)) = AW Falt,m ) + T

I. (1.78)

Um den Beweis weiterzufiihren, muss entsprechend Gl. (1.75) die (1 —a)-te rechtsseitige
Ableitung beziiglich 7 von (1.78) gebildet werden:

TARL; ™ [ARL{ Fo(t, 7, A(€)) =TdRL;*A(t)Ful(t, T, 1)
T e (t — 7.)_0‘
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Ausklammern von A(t) und Einsetzen der Ableitungsdefinition (B.8) fiihrt zu:
TARL; ™ MRL} Fo(t, 7, A(€)) =A(t)IdRL, " “F,(t,7,1)

d -1 t (t _ v)foz
i dr (1 - a)l'(a) L (v—T)l dv} 1. (1.80)

Im Folgenden wird nun gezeigt, dass der zweite Term auf der rechten Seite von Gl. (1.80)
verschwindet. Fiir 0 < @ < 1 and 0 < 7 < t kann von Euler’s Integralformel fiir die
hypergeometrische Funktion

1
B(b,c—b) oF1(a,b;¢;2) = J 22711 = 2)° 71 — z2) "% (1.81)
0
Gebrauch gemacht werden, mit den Parametern a = b = o, ¢ = 14+, und z = 1, wobei
B die Betafunktion geméf Gl. (A.8) und »F; die hypergeometrische Reihe darstellt.
Mit diesen Parametern erhélt man:
Nl+ o)1 —a) am

oF (o514 a51) = T (D) = Sn(an)’ (1.82)

Blo,1) =~ (1.83)

und

fl xb—l(]. . x)c_b_l(l . zx)_“dx _ (_1)—a Jt (t — ’U)ia . (184)

: DR

mit der Variablensubstitution v = x(t — 7) + 7. Durch die Gln. (1.82),(I1.83) und (1.84)
ergibt sich der Ausdruck

; (tiv)ia v=(— 2a m
JT (T—v)l—ad = (=1 sin(ar)’ (1:85)

welcher unabhéngig von 7 ist. Da gerade der konstante Term (I.85) in der GI.(I1.80)
beziiglich 7 abgeleitet wird, verschwindet der zweite Term in dieser Gleichung, was zu
zeigen war. O

I[.14 Beweis von Satz 7.3: Losung der rechtsseitigen
zeitvarianten fraktionalen Zustandsgleichung

Beweis:

Die Idee des Beweises besteht darin, zunéchst mit Hilfe des Reflektionsoperators Q
von Gl. (A.1) die zu I6sende rechtsseitige Gl. (3.33) zu einer dquivalenten linksseitigen
Darstellung umzuformulieren, deren Lésung bereits bekannt ist:

Qidy x(t) + Qibrs(t) = QA()z(t) + QB(t)u(t) (1.86)
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ergibt ~ R ~
B + 9, (1) = AWF() + BO), (Ls7)

mit () := Qu(t), ¥_(t) := Quoys(t), A(t) := QA(t), B(t) := QB(t) und
a(t) := Qu(t). Die Gl (1.87) ist eine linksseitige FDGL, die entsprechend Gl. (7.18)
folgende Losung besitzt:

B(t) = — f Ra(t,, A(€))d,_(r)dr + f Ro(t. 1, A©)B(na(r)dr. (188

0 o 0
Um z(t) zu erhalten, wird der Reflektionsoperator diesmal auf Gl. (1.88) angewendet:
¢

Qi(t) =— Q| Ralt,7, A (r)dr

Lrs
to

+ QL Rq(t, 7, A(€))B(r)a(r)dr. (1.89)

Der Gebrauch von Gl. (A.1) auf der linken und von Gl. (A.2) auf der rechten Seite
fiithrt zu:
te ~

2(t)=— | QRa(t,7,A(€)QY (r)dr

TS
t

+ f - QR (t,7, A(¢)) QB(r) Qa(r)dr. (1.90)

Fiir den Term QR, werden die Beziehungen in den Gln. (A.1), (A.2) und (A.5) genutzt,
wodurch sich folgende Schritte angeben lassen:

QR4 (t, 7, A(§)) = QIdRL{“F, (th’A@D
— TdRLL°QF, (tméi(ﬁ))
= "dRLL°F, ., (m, QA(E))

= R, s (1,1, AS)). (191)

Einsetzen von Gl. (1.91) in GL. (1.90) und Beriicksichtigen von Gl. (A.1) in den Termen
QY =1ps, QB = B und Qi = u fiihrt schlieflich zu

x(t) = - j "Ry (1., A(E)) s (r)dr + f "B (1,1 A©) B(ru(r)dr,  (192)

was Gl (7.31) bestétigt. O

I.15 Beweis von Lemma 7.3: Eliminationseigenschaft
der R-Matrix

Zur besseren Ubersicht wird fiir diesen Beweis 0.B.d.A. eine skalare Ableitungsordnung
« angenommen.
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Beweis:
Unter Berticksichtigung der R-Matrix aus Gl. (7.3) und der F-Matrix aus Gl. (7.2)
lautet die Gl. (7.14)

lim O{th’k“:dRLtl*aEa (.7, A()}

T—t—

+ LA (&) if{ EA( m)}} (1.93)

Die rechtsseitige Ableitung beziiglich 7 und die anschliefende linksseitige Ableitung
beziiglich ¢ in der Gl. (1.93) lésst sich auf jeden Summenterm anwenden. Da fiir die
Ableitung der Einheitsmatrix

1— t 1— (t—r)**
o
gilt, ergibt sich:

i (44 FARLE ™ 1,7, A©)
_ : t-1— om' 1 oe£1
1 e )

o k
+7Ertn0%t1 a{:dRLg—aﬁl “A (&) Z H 1i¢ A §]+1)}. (1.95)

In Gl (1.95) ist es erlaubt, den Limes auf die einzelnen Summenterme aufzuteilen,
sofern die einzelnen Terme beschrinkt sind. Fiir den Grenzwert 7 — ¢t — 0 ist das
Integrationsintervall Null und somit fallen alle Integralterme weg. Ubrig bleibt daher
nur die Einheitsmatrix. O

1.16 Beweis von Korollar 7.2: Steuerbarkeit
eines zeitinvarianten Einfachsystems

Beweis:
Es wird gezeigt, dass die orthogonalen Komplemente von W (to,t.) und @ im zeitinva-
rianten Fall identisch sind:

z € Kern(W (tg,t.)) < z € Kern(Q"). (1.96)
Geméf Gl. (7.41) entspricht die linke Seite der Gl. (1.96)

z € Kern(BTR, (t. — 7, A7) (1.97)
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und daher gilt auch
2" Ro (te —7,A) B=0". (1.98)

Da Gl. (I1.98) fiir alle ¢ gelten soll, liefert das Einsetzen von Gl. (D.3) die dquivalente
Bedingung
2TA'B=0, v=0,1,... (1.99)

Laut dem Theorem von Cayley-Hamilton [Lud95, S.352]| ldsst sich A™ aus den Matri-
zen A, A% ..., A"~ ! linear kombinieren. Daher sind von den GIn. (1.99) all diejenigen
Matrizen tberfliissig, bei denen v > n gilt. Somit ist das Kriterium (1.99) dquiva-
lent zu zTQ = 07 mit Q= [ B AB ... A~1B ], womit der Beweis vollstidndig
ist. O

1.17 Beweis von Satz 8.3: Realisierbarkeit
steuerungsbasiertes
Modulationsfunktionsverfahren

Beweis:

Dann und nur dann, wenn das zu der identifizierenden FDGL passende Ersatzsystem
vollstidndig fraktional steuerbar ist, lisst sich eine Steuerung u* (¢) finden, welche das zu-
gehorige Ersatzsystem in den Endwert (6.57) fiihrt. Das bedeutet, dass geméf Gl. (6.62)
jeder Parameter p, der FDGL identifiziert werden kann. O






J  Initialisierungsfunktionen

Definition J.1 (Initialisierungsfunktionen)

Die Initialisierungsfunktion n im Falle einer linksseitigen fraktionalen Integration
(a < e < t)ist [LHOO|:

1 o)
, &, @, €, t) = d J.1
wpoaet) = s | oS (1)
und im Falle einer rechtsseitigen Integration (t < g < b):
I 2 (9)
rs(9, @, g,0,1) = f dC J.2
Nrs (9, @, g, 0, 1) (o) ), =)= (J.2)

Die Initialisierungsfunktion v des linksseitigen RL-Ableitungsoperators ist [LH00],
[Dasll, S.356]:

prelf s, t) = (ci)“ e ) ] 69

a

und die des C-Operators [LH11J:

! (@) )
Yo(f,a,a,et) = (a1 7Q)J &_U)%M do. (J.4)

a

Im Falle einer rechtsseitigen Ableitung nach RL ergibt sich:

1 0
T([o]+1—a) Jg (v — t)o-Lo] d”}

g ()
Yrs.re(f;0,9,0,1) = (1) (dt) '

und nach C:

b (dlel+t "
¢rs,c(f,04,g,b, t) = (_1)[QJ+1 F(laJ ‘:1 — Oé) f (dv) f( )dU (J6)

Die Abbildung J.1 veranschaulicht grafisch die fraktionale Initialisierungsrechnung an-
hand der fraktionalen (o = 0.4)-fachen Ableitung der Sprungfunktion f(t) = o(t). Die
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Funktion ist schon ab t = 0 giiltig, die Ableitung wird jedoch erst ab ¢ = 1 betrachtet.
In Blau ist die uninitialisierte Ableitung dargestellt und in Schwarz die initialisierte.
Die griine Kurve zeigt den Verlauf der Initialisierungsfunktion. Zu erkennen ist, dass
die Ableitungen sich zu Beginn, wenn der Einfluss der Initialisierungsfunktion noch
grofser ist, voneinander unterscheiden. Mit der Zeit nimmt die Initialisierungsfunktion
ab und die Kurven ndhern sich an. Die schwarz gestrichelte Linie zeigt den Verlauf
der initialisierten Ableitung vor dem Betrachtungszeitpunkt. In Lemma J.1 werden die

5¢ :
n — ldRLYo(t) |
: — 'DRL$0 (1)
& 3 ? l[)RL(O'(t),Oé,O,l,t) |
& - @
= 2 s gdRLYo (1) .
& Ll |
0 [
71 | | | |
0 1 2 3 4 5

tfs]

Abbildung J.1: Grafische Darstellung der initialisierten fraktionalen Ableitung der Ordnung o = 0.4
von f(t) = o(t). Die Ableitung wird ab dem Zeitpunkt ¢ = 1s betrachtet, die
Funktion ist jedoch schon ab ¢t = 0s giiltig.

Laplace-Transformationen der Initialisierungsfunktionen von Definition J.1 présentiert.
Da nur die Transformation der C-Initialisierungsfunktion in der Literatur auffindbar
war, wird der RL-Fall im Anschluss bewiesen.
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Lemma J.1 (Laplace-Transformation der Initialisierungsfunktionen)
Die Laplace-Transformation der linksseitigen Initialisierungsfunktion (J.3) lautet:

E(wRL(f,a,a,O,t))zslaH[ e f FO)L((t— o) _a)dv] (J.7)

und fiir den C-Fall (J.4) [LH11]:

1 0 dlaJ+lf(7)) a
[F([QJ +1—a) L dylel+1 L((t =)l )dv] . (J.8)

Fiir o € (0,1) ergibt sich fiir RL:

ﬁ(lbc(f»aa%oat)) =

0
Clomelf.0.0) =5 | p—os [ e Ta— -] @)

und fiir C [LH11]:

Lc(f,a,a,0,t)) = s [I‘(—i—ll—a) fe " T(1 — a, —vs)dv] . (J.10)

Beweis:
Die Laplace-Transformation wird auf die RL-Initialisierungsfunktion (J.3) angewendet:
q\ et 1 “ f(v)
L =L| (= d . J.11
s <<dt> e | e U1
Anwendung der Ableitungsregel (3.17) ergibt:

L(Wrr) = stz ([F([aj +11 — J“ - _fv()va)[aJ dv]) . (J.12)

€

Nach einigen Rechenschritten wird (J.12) zu
1 o 0
ctom) = e ), (],
= SlaJH; fof(v) foo
I'(la J +1-—a)

— glal+ _ |-
s o]+ 1-a) J- F)L((t —v) )do, (J.15)

“_‘];(;)_mdv) dt (1.13)
~pya-lal

(tidtdv (J.14)

womit Gl. (J.7) bewiesen ist. Fiir den Spezialfall a € (0, 1) ist die Laplace-Transforma-
tion von (¢ — v) gemaf [LH11]:

L((t — )=o) = 2 1e™v (1 — o, —vs), (J.16)
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womit auch Gl. (J.10) bestétigt ist. O

Wenn keine Initialisierungsfunktionen betrachtet werden, lautet die Laplace-Transfor-
mation der fraktionalen Ableitungsoperatoren [Pod99, S.104,106]:

Lemma J.2 (Laplace-Transformation bei Betrachtung der uninitiali-
sierten fraktionalen Analysis)

Lo
LARLE (1) = 57 F(s) = Y, s WRLE ™ (2)imo (1.17)
k=0

[
L(GACY () = s“F(s) — Y. s* 71 f¥(0) (J.18)

k=0




K Faltungs- und Divisionsalgebra

Im Folgenden wird die Faltungs- und Divisionsalgebra eingefiihrt, mit welcher ei-
ne Interpretation der fraktionalen Ableitung in Abschnitt 4.5.1 mit der sogenannten
Mikusinski-Ableitungsvariablen erfolgen kann [EKH15, Dre08a, FSR03]. Fiir die Be-
trachtungen in diesem Abschnitt wird die Funktionsmenge % definiert:

Definition K.1

Mit # wird die Menge der im Intervall [0,00) [a]-fach absolut kontinuierlichen
Funktionen bezeichnet.

Zunéchst wird die sogenannte Faltungsalgebra bendtigt:

Definition K.2 (Faltungsalgebra)

Die kommutative K-Algebra (%, +,{0), *,K,-) mit dem Nullelement (0) und den
Rechenoperationen:

a) Addition + : # x % — X
(f,9) = f+9, (f +9)@) := f(t) + 9(t), teR, (K.1)
b) Faltung  : # x # — %
¢
()= f0 (fro)0)= [ fe=rgriar ter (K2)
c¢) Skalare Multiplikation - : K x #Z — %

(C»f)'_)gfa (Cf)(t)zgf(t), tER7 (KS)

wird Faltungsalgebra genannt.

Diese Algebra ist nullteilerfrei, was bedeutet, dass mit f, g € 2\(0) die Faltung f*g =
{0) nicht existiert [Mik57]. Die sogenannte Macaulay-Klammer () bringt zum Aus-
druck, dass die eingeklammerte Funktion fiir Werte kleiner Null nullwertig ist, also mit
der Sprungfunktion o(t) aus [F6ll1, S.2] u.v.a. {y) := o(t)y(t) gilt. Zu jeder nullteiler-
freien und kommutativen Algebra existiert eine passende Divisionsalgebra, in welche
die kommutative Algebra eingebettet werden kann [Mik57]. Mit der Operation:

flg:=A{(h.k) e Z x A\O)} | f+k =h=g} (K-4)
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und der Menge R:

R:={[/g|f € #,9 € Z\{{0)}}, (K.5)

kann eine solche Divisionsalgebra definiert werden:

Definition K.3 (Divisionsalgebra)
Die Algebra (R, ®, 0x,®, 15, K,®) mit den Rechenoperationen:

a) Addition ®@: R x R > R

(F/9.n/K) > Fg@ k= L2EE2S, (K.6)
b) Faltung ® : § x & — &
(/9,h/k) = /g @h/k i f; - (K.7)
¢) Skalare Multiplikation ©® : K x & —> &
sl = corlg= L, (K.5)

wird Divisionsalgebra genannt.

Die Elemente im R-Bereich werden als Mikusiniski-Variablen bezeichnet. Um nun je-
dem Element aus # ein passendes Element in & zuzuweisen, werden zwei injektive
Homomorphismen definiert. Der erste Homomorphismus © : % — £ lautet:

fo0(f) = f:’;", (K.9)

der zweite Homomorphismus ¥ : K — 8 lautet:

¢ W) = C- L (K.10)

Fiir a,b € Z und ~ € K gilt dann:

O(a +b) = 6(a) ®O(b), (K.11)
O(a xb) = O(a) ® O(b), (K.12)
O(y-a) =vO0O(a). (K.13)

Beispiel K.1:

Die Interpretation des fraktionalen Zeitbereichsmodells der Batterie (3.22) in der
algebraischen Darstellung lautet geméfs Lemma 4.7:
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bO = RO + R» bl = RORQ7 ag = RQ

«
v bo + b1p® (K.14)
1 app® +1

K.1 Vor- und Nachteile zum Einsatz

des Mikusinski-Operatorenkalkiils

Im Folgenden werden einige Vor- und Nachteile der Operatorenrechnung nach Miku-
sinski gegeniiber der Laplace-Transformation beschrieben.

Vorteile sind:

Im Gegensatz zur Laplace-Transformation gibt es keinen Umweg {iber den ,Bild-
bereich“. Alle Rechnungen basieren ausschliefilich auf algebraischen Umformun-
gen im Zeitbereich.

Alle Ergebnisse, die sich mit der Laplace-Transformation erzielen lassen, kénnen
auch mit der Mikusinski-Operatorenrechnung erhalten werden [Ber65].

Die Funktionsmenge #, welche sich in R interpretieren ldsst, wird ausschlieflich
durch die Angaben in Definition K.1 beschriankt. Sie ist somit weniger restriktiv
als die Funktionsmenge, welche im Laplace-Bereich interpretiert werden kann, da
hier das Laplace-Integral (3.15) nicht konvergieren muss (siche Konvergenzinter-
vall von GI. (3.15)). Beispielsweise lisst sich die Funktion f(t) = e** im &-Bereich
interpretieren, jedoch nicht im Laplace-Bereich.

Das Arbeiten mit Distributionen zur Beschreibung der Dirac’schen Distribution
[OMS09, S.76] entfillt, da es diese Distribution in der Mikusinski-
Operatorenrechnung nicht gibt [Dre08a, S.46].

Die komplexe Analysis aus der Funktionentheorie (siehe z.B. [F6l11, Kapitel 7])
wird nicht benétigt.

Nachteile sind:

Der algebraische Formalismus kann fiir Ingenieure, die den Umgang mit der
Laplace-Transformation gewohnt sind, zunéchst schwierig erscheinen.

Der Ubergang zu der komplexen Frequenz jw und die Interpretation als Fre-
quenzgang sind nicht direkt ersichtlich.






L Short-Memory-Approximation

Aus dem Abschnitt 3.1.2 geht hervor, dass zur Berechnung der fraktionalen Ableitung
einer Funktion ihre komplette Vergangenheit bekannt sein muss. In diesem Abschnitt
wird nun gezeigt, dass es ndherungsweise moglich ist, nur Werte zu betrachten, die
innerhalb einer spezifizierten Speichertiefe liegen. Hierfiir wird die Ableitungsdefinition
nach Griinwald-Letnikov (GL) betrachtet [Pod99]:68

Definition L.1 (GL-Ableitung)
e<t,Vi<e:f(t)=0, feACI®[et], woy = (—1)*(9)

N
LGLY f(t) = lim Zwakftfkh) N:V_QJ. (L.1)

N—»OO

Beweis:

Es ist bekannt, dass die Ableitung erster Ordnung einer kontinuierlichen Funktion f
wie folgt lautet: £ = limj_, W Die zweite Ableitung ergibt sich dann zu:
@ = limy_0 f(t)72f(t;]§)+f(t72h). Es ldsst sich induktiv zeigen, dass sich dann die
Verallgemeinerung der Ableitungsordnung fiir n € N5 ergibt zu [Pod99, S.43]:

$O0 = fim e 330 ek (L.2)

Da der Binomialkoeffizient fiir & > n verschwindet, ist es zuléssig, Gl. (L.2) auch in
folgender Form zu schreiben:

FO@) = Tim — Z(—1)k<z>f(t—kh), N = V?J. (L.3)

Der Binomialkoeffizient ist auch fiir reelle Zahlen definiert. Daher ldsst sich eine Ver-
allgemeinerung auf eine fraktionale Ableitung durchfiihren, indem, dhnlich wie bei der
Herleitung der RL-Integration auf Seite 31, n durch o € R ersetzt wird und es folgt
Gl (L.1). O

Die Gl. (L.1) basiert auf einer unendlichen Summe gewichteter Vergangenheitswerte
mit einer Schrittweite i, wobei h — 0 gilt. Unter realen Bedingungen kann dies auf ei-

68 Es lisst sich zeigen, dass die GL-Derivierte dquivalent zur RL-Derivierten ist [Die04, S.37-42].

Daher exisitiert die GL-Ableitung fiir alle Funktionen, die [«a]-fach absolut kontinuierlich sind.
Konvergenzbetrachtungen hierzu kénnen [SKTH11| entnommen werden.
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nem Digitalrechner nicht realisiert werden. Beschréankt man sich auf hinreichend kleine
Schrittweiten, wird aus der GL-Gleichung (L.1) eine giiltige numerische Berechnungs-
vorschrift. Da, wie schon erwdhnt, die fraktionale Ableitung eine globale Operation ist,
steigt der Rechenaufwand mit jedem Schritt. Um die Rechenzeit zu verkiirzen, kann
auf das in [Pod99, S.203] vorgeschlagene Short-Memory-Prinzip zuriickgegriffen wer-
den. Dieses besagt, dass nicht alle Vergangenheitswerte bendtigt werden, sondern nur
solche, die in einer spezifizierten maximalen Speichertiefe M € R>9 liegen:

Definition L.2 (Short-Memory-Approximation)

Die linksseitige GL-Approximation mit der Schrittweite h und Speichertiefe M
lautet:

|51
1
DGLEf(1) ~ o DGLEf() = oo O warf(t—kh).  (L4)
k=0
Die rechtsseitige Approximation ergibt sich zu:
%
1
(DGLGf(t) ~  MDGLY f() = 15 Z W f(t+ kh). (L.5)

Fiir die Integration kann einfach ein negatives a eingesetzt werden. Aus Symmetrie-
griinden gibt es auch die genannte Approximation der rechtsseitigen Ableitung (L.5).

D.h., in der Short-Memory-Approximation in Gl. (L.4) wird nur das Intervall [t — M, ]
betrachtet. Dass dies plausiblel ist, erkennt man, wenn man den Betrag Binomialko-
effizienten |wq | = (Z‘) betrachtet. Dieser fillt monoton fiir groke k£ und geht gegen
Null, was bedeutet, dass Werte, die weit in der Vergangenheit liegen, weniger signifi-
kant sind als neuere Werte [MCV10, S.29] und daher vernachlissigt werden konnen.
Eine Fehlerabschétzung des Short-Memory-Prinzips ist in [Pod99, S.203| zu finden.

Die gezeigte Niherung ist nicht die einzige. Eine Ubersicht iiber weitere Zeitbereichs-
approximationen ist in [VHPF00, VC11] zu finden. Haufig verwendet werden hierbei
die Matrixndherung [Pod00], welche die GL-Approximation mit Hilfe einer Matrizen-
multiplikation berechnet, sowie eine Verallgemeinerung der Tustin-Approximation auf
fraktionale Ableitungen. Verfahren, die eine Approximation durch gewéhnliche Systeme
im Frequenzbereich durchfiihren, sind die Oustaloup-Naherung [OLMNO0], die Crone-
Néherung [VC11| und die Kettenbrucherweiterung [VHPF0O].
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Fiir die Identifikation einer realen Batteriezelle in Abschnitt 5.3 wurde am IRS eine Bat-
teriemessstand aufgebaut. Im Folgenden wird der Aufbau des Batteriemessstands, die
Beschreibung der einzelnen Komponenten und deren Vernetzung sowie der Prozess der
Datengenerierung ausfiihrlich erldutert. Als Beispielsystem dient die LiPO-Batteriezelle
von KOKAM aus Anhang G.

M.1 Versuchsaufbau

Die Anlage hat die Aufgabe, Strom- und Spannungsdaten einer Batteriezelle aufzuneh-
men, um mit diesen sogenannten Validierungsdaten die Identifikationsverfahren testen
zu kénnen. Im Unterschied zu sonst gédngigen Aufbauten in materialwissenschaftlichen
Labors kénnen Messungen mit beliebiger Signalform durchgefithrt werden. Die sche-
matische Darstellung der gesamten Batteriemessstandsumgebung ist in Abbildung M.1
zu sehen. Es werden nun zunéchst die Komponenten und deren Spezifikationen einzeln
erkldrt. Die Beschreibung der Vernetzung der Komponenten folgt dann im Anschluss.

M.1.1 Komponenten

Zunéchst einmal ist es wichtig, Sicherheitsvorkehrungen zu treffen, denn die Lithium-
Tonen-Batterietechnologie birgt ein gewisses Gefahrenpotential. Falls eine Zelle falsch
betrieben wird (Uberladung, Unterladung, Kurzschluss, externe Erhitzung, Verformung
etc.), kann es zu einer Selbsterwirmung und dadurch zu einem Thermal Runaway kom-
men [Fral2, LM14]. Wihrend der Messung befindet sich die Zelle daher in dem VC3
4018 Klimaschrank der Firma VOTSCH. Mit ihm kann die Zelle unter Belastung auf
einer anndhernd konstanten Temperatur gehalten werden. Der Klimaschrank hat einen
Temperaturbereich von —40 °C bis +180 °C, einen Priifrauminhalt von 190 Litern und
kann auch die Feuchtigkeit regeln. Kommt es zu einem Thermal Runaway, wird dies
von dem CO-Sensor Polytron7000 der Firma DRAGER detektiert und eine CO5-Flutung
ausgelost, um den Brand einzuddmmen. Die benétigten CO2-Flaschen sind, wie in der
Abbildung M.1 zu erkennen ist, am Klimaschrank angebracht. Der Schrank kann entwe-
der vom PC aus mit der Software SIMPATI oder direkt am Panel bedient und gesteuert
werden. Géngige Arbeiten aus dem Bereich der Regelungstechnik betreiben die Batterie
hiufig unter unterschiedlichen Umgebungsbedingungen (Temperatur, Luftfeuchtigkeit
etc.), so dass die Ergebnisse einer systematischen Uberpriifung nicht standhalten.
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Control Desk

Echtzeitboard

D/A Wandler

A /D Wandler

Tsoll,d = s Umess,d
e ot Zmess,d W

Lsoll Umess

Zmess

- Strommessgerat

imess N

Abbildung M.1: Batteriemessstandsaufbau am IRS: Das rote Signal kennzeichnet den Stromfluss in
beide Richtungen, blaue Linien symbolisieren die gemessene Spannung. Die restli-
chen Verbindungen beschreiben alle weiteren Informationsfliisse.

Als weitere Komponenten werden eine Signalquelle bzw. -senke mit hoher Flanken-
steilheit, ein Echtzeitboard mit den entsprechenden I/O-Karten zum Ansteuern dieses
Geriéts und eine Kontrolloberflache (Control Desk) auf dem PC zur Steuerung bendstigt.
Die im Rahmen dieser Arbeit ausgewéhlten Komponenten und deren Spezifikationen
sind im Anhang M.1.2 zusammengestellt.

M.1.2 Spezifikationen

Der Batteriemessstandsaufbau aus Abbildung M.1 besteht aus einem Echtzeitboard,
I/O-Karten, einem Vierquadrantensteller, einem Klimaschrank und einem Digitalmul-
timeter mit folgenden Spezifikationen:
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e dSPACE DS1006 (Echtzeitboard)
— Quad-Core AMD Opteron Prozessor 2.8 GHz
— 20MB/s Ubertragungsrate

dSpaceE DS-2102 (D/A-Wandler)
— Auflésung: 16 Bit

— Ausgangsspannungsbereich + 5V

— Umwandlungsdauer 1.6 us
dSpACE DS-2004 (A/D-Wandler)

— Auflésung: 16 Bit

— Spannungsbereich + 5V
— Umwandlungsdauer 0.8 us

KEPCO Bipolar Operational Power Supply 20V-20A Maz (BOP20-20M)
(Vierquadrantensteller)

— Quelle und Senke, sowohl Strom- als auch Spannungsvorgabe moglich,
analoge Ansteuerung

— max. Strom + 20 A, max. Spannung + 20V, max. Leistung 400 W
— Anstiegs- und Abstiegszeit eines Strom- und Spannungssprungs von 35 us

KEepco BOP 6-125MG (Vierquadrantensteller)

— max. Strom + 125 A, max. Spannung + 6V, max. Leistung 1 kW

— Stromanstiegszeit 1.2 s, Spannungsanstiegszeit von 250 us
VoTsca VC? 4018 (Klimaschrank)

— Temperaturbereich: —40°C bis +180°C

— Priifrauminhalt: 190 Liter

— Feuchtigkeitsregelung

AGILENT 34410A (Digitalmultimeter)
— 6% Stellen Auflésung
— Genauigkeit: 0.0030 % DC, 0.06 % AC
— 10000 Messungen/s bei 5% Stellen
— 1000 Messungen/s bei 63 Stellen

Die Impedanzmessung wurde extern am IAM-WET mit dem SOLATRON 1470E durch-
gefiihrt. Das Gerét besitzt folgende Spezifikation:
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Genauigkeit Spannungs- und Strommessung: 0.1 % des jeweiligen Bereiches
Spannungsbereich: 10 V,1V,100 mV

Strombereich: 5 A, 500mA.,..., 500 A, 50 A

Frequenzbereich: 10 pHz bis 1 MHz

Frequenzfehler: 0.01 %

M.1.3 Vernetzung

Nun soll beschrieben werden, wie die Komponenten aus dem vorherigen Abschnitt M.1.2
bzw. aus Abschnitt M.1.1 miteinander in Verbindung stehen. Die Abbildung M.1 zeigt
hierfiir bereits den schematischen Aufbau. Zunéchst einmal muss die Stromvorgabe
realisiert werden. Fiir die Identifikation wurde ein PRBS-Strom genutzt, es sind aber
auch zahlreiche andere Signale wie z.B. Chirp oder Ségezahn mdoglich. Der Code fiir die
Stromerzeugung wird in MATLAB/SIMULINK auf dem PC programmiert. Auf dieselbe
Weise lésst sich hier auch das bekannte CCCV-Verfahren [EBV14] zum Volladen der
Zelle implementieren. Mit Rapid Prototyping wird der MATLAB-Code dann in einen
C-Code iibersetzt und auf das dSPACE DS1006 Echtzeitboard geladen. Die virtuelle
Oberflache zur Auswahl des Signals, zur Einstellung der Abtastzeit oder der Messdau-
er sowie weiterer Simulationsparameter wird mit dem dSPACE Control Desk auf dem
PC ausgefiihrt. Die Software bildet somit wihrend des Betriebs die Schnittstelle zum
Echtzeitboard. Das Board selbst tragt die Hauptrechenlast und ist daher die begren-
zende Komponente beziiglich der Taktzeit. Es kommuniziert iiber die I/O-Ports mit
dem KEPCO Bipolar Operational Power Supply 20V-20A Maz (BOP20-20M)-Gerét.
Dafiir gibt es die Information {iber den Strom is,; digital zum DS-2102 D/A-Wandler,
welcher dann analog die Quelle/Senke ansteuert. Diese wiederum ladt bzw. entliadt
die sich im Klimaschrank befindende Batteriezelle mit dem eingestellten Stromsignal
i(t). Das KEPCO-Gerit hat geméf den Kenndaten im Anhang M.1.2 eine sehr hohe
Flankensteilheit von 35 us. Dies wurde bewusst so ausgewéhlt, damit ein PRBS-Signal
mit steilen Flanken generiert werden kann, um damit auch hohe Dynamiken anregen zu
konnen. Das Gerét kann aufierdem zur Messung der Batteriespannung (t) eingesetzt
werden. Die Messung wird allerdings von einem Rauschsignal n(¢) mit einer Varianz von
02 = 165.86 uV? iiberlagert. Prinzipiell liisst sich auch der Strom messen, jedoch zeig-
ten sich hier sehr starke Messfehler. Aus diesem Grund wird zur Strommessung ein sehr
genaues Digitalmultimeter AGILENT 34410A eingesetzt. Fiir hohe Leistungen steht als
Alternative zum KEpco BOP20-20M das KEpco BOP 6-125MG zur Verfiigung, was
jedoch eine deutlich geringere Flankensteilheit aufweist. Die gemessenen Spannungs-
und Stromdaten ,ess und i,,05s werden analog von den Messgerdten weitergeleitet,
um dann nach der D/A-Wandlung mit der DS-2004 Karte als digitale Signale tmess.a
und ¢mess,4 an das Echtzeitboard weitergegeben zu werden. Das Echtzeitboard sendet
die gemessenen Daten dann an den PC, der sie speichert. Mit diesen Validierungsdaten
wurde die in Abschnitt 5.3 beschriebene Identifikation durchgefiihrt.
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M.2 Datengenerierung

Um die Identifikationsverfahren testen zu kénnen, miissen zunéchst Validierungsdaten,
d.h. Strom- und Spannungsverldufe der Batterie, am Messstand erzeugt werden. Wei-
terhin miissen OCV-Daten und Impedanzdaten aufgenommen werden, um Referenzpa-
rameter bestimmen zu konnen. Die Batteriezelle befindet sich wahrend der Messung im
Klimaschrank, der auf Raumtemperatur 25 °C eingestellt ist. Von grofier Wichtigkeit
ist die Kontaktierung und Verkabelung der Zelle.

M.2.1 Kontaktierung und Verkabelung

Um Messfehler zu vermeiden, wird die Vierpolkontaktierung oder Vierpunktmessung
praktiziert. Das Prinzip dieser Messung beruht darauf, dass zur Kontaktierung der Zel-
len getrennte Kabelpaare fiir Stromzufuhr und Spannungsmessung verwendet werden.
Bei einer Zweipunktmessung wiirde nicht nur die Spannung iiber der Zelle gemessen,
sondern auch der Spannungsabfall iiber die stromfithrenden Kabel. Aufgrund der guten
Leitfahigkeit wird die Batteriezelle mit Elektroden aus Kupfer kontaktiert. Die Halte-
rung ist in Abbildung M.2 zu sehen. Der elektrische Kabelwiderstand ist proportional
zur Kabelldnge, daher werden die Verbindungen so kurz wie moglich gehalten (hier
[~ 2m).

Abbildung M.2: Batteriehalterung mit Kupferelektroden

M.2.2 OCV-Daten

Die OCV-Messung erfolgt vor der Identifikation mit einer sehr kleinen Stromstérke
von C(Tyeir)/40h, um nichtlineares Verhalten und Uberspannungen zu vermeiden. Das
Ergebnis wurde als Kennlinie abgelegt, die mit Abbildung G.3 im Anhang G vorliegt.
Wie man sieht, beschreibt die OCV ein Hystereseverhalten. Es hat sich gezeigt, dass fiir
die Belange dieser Arbeit der Hystereseverlauf durch den Mittelwert zwischen beiden
Kurven genshert werden kann.%”

69 Fiir Falle, in denen es doch notwendig ist, die Hysterese genau zu beriicksichtigen, werden in
[Ple04a, Ros10] verschiedene Moglichkeiten vorgeschlagen.
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M.2.3 Impedanzdaten

Die Impedanzspektroskopie wurde am TAM-WET mit dem SOLATRON 1470E bei einem
sehr hohen SNR grofer als 100dB durchgefiihrt. Die Spezifikation des Geréts ist im
Anhang M.1.2 zu finden, der Messaufbau bei der EIS ist in [Sch13| beschrieben. Bei
SoC=50 % entstand hierbei die Ortskurve in Abbildung M.3. Betrachtet wird, wie schon
in der ganzen Arbeit, beispielhaft nur der Diffusionsbereich (hier also der Frequenz-
bereich von 1Hz bis 1 mHz). Das CNLS-Fitting zum extrahieren der Modellparameter
wurde in MATLAB implementiert und basiert auf dem Standard Nelder-Mead Simplex
Algorithmus (siehe hierzu auch Abschnitt 2.4.1). Mit dem Fitting der Impedanz wird
auch die fiir das Modulationsfunktionsverfahren benétigte Kennlinie des fraktionalen
Exponenten bestimmt.

1072

I I I T T T T I

—2 || = G(jw) aus Messung

. - | f=1Hz
S 151 | © f=1mHz i
=
S
R |
—05 1 I I I I I I I I i
1.6 1.8 2 2.2 2.4 2.6 2.8 3 3.2 3.4

Re(G(j9)) 1072

Abbildung M.3: Gemessene Ortskurve bei SoC=50 %

M.2.4 Validierungsdaten

In diesem Abschnitt wird beschrieben, wie die in Abbildung M.4 dargestellten Vali-
dierungsdaten ipmess(t) und tpmess(t) zustande kommen. Da nur der niederfrequente
Teil betrachtet wird, sollte das Spannungssignal auch moglichst wenige hochfrequente
Anteile enthalten, damit man keine zu groffen Modellfehler erhélt. Aus diesem Grund
wird mit einer niedrigen Frequenz von f, = 10 Hz abgetastet. Des Weiteren ist es aus
folgenden Griinden sehr wichtig, den SoC mit aufzunehmen:

e Die Identifikationsergebnisse miissen mit der richtigen Impedanzkurve verglichen
werden.

e Aufgrund von Annahme 2.1 gilt als eine Voraussetzung der vorliegenden Arbeit,
dass der SoC abhéngige OCV-Wert zu jedem Zeitpunkt bekannt ist und sich das
Batteriemodell ohne Ruhespannung betrachten lasst.
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e Die SoC-abhéngigen fraktionalen Ableitungsordnungen miissen fiir das Modula-~
tionsfunktionsverfahren bekannt sein.

Da der SoC beim Starten der Anlage unbekannt ist, muss, bevor die eigentliche Daten-
erzeugung beginnen kann, mit den folgenden Schritten ein Anfangsladezustand manuell

angefahren werden:

a)

T T T T
0.5 .
=
= of 1
£
~0.5 |
l l l l
b)
I I I I
B8 .
=
= 379 |
:
'S
3.78 |
l l l l
1 6 11 16 21 27
s

Abbildung M.4: Ausschnitte aus der mit dem BOP20-20M a) erzeugten Stromvorgabe und b)
mit fs = 10Hz abgetasteten Spannungsmessung fiir die Kokam LiPO-Zelle bei

SoC=50%

1. Die aktuell verfiighare Kapazitit C(T,ey) der Zelle muss schon vorliegen, anson-
sten muss sie zum jetzigen Zeitpunkt ermittelt werden.

2. Da fiir gewShnlich unbekannt ist, bei welchem SoC sich die Zelle beim Starten
der Anlage befindet, wird sie mit dem CCCV-Verfahren [EBV14] komplett voll-
geladen.

3. Die Zelle wird ausgehend von 100 % Ladezustand so lange entladen, bis der ge-
wiinschte SoC erreicht ist. Die Entladetiefe ergibt sich hierbei durch die Stro-
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mintegration (2.10), welche wiederum die Nennkapazitét C(Ty0;) aus dem ersten
Schritt benotigt. In der vorliegenden Arbeit wird ein SoC von 50 % angefahren.

4. Damit die Daten nicht durch etwaige Dynamiken verfdlscht werden, die beim
SoC-Anfahren entstanden sind, l4sst man die Zelle vor der eigentlichen Messung
eine gewisse Zeit relaxieren.

Nachdem der Anfangsladezustand fesgelegt ist (hier sind das SoC(0) = 50 %), wird die
PRBS-Stromvorgabe mit der Anlage iiber den Control Desk gestartet. Der SoC wird
gleichzeitig tiber die Stromintegration mit erfasst:

§5 i(t)/3600dt

SoC(t) = SoC(0) + C(Tout)

x 100%. (M.1)

Der Signalgenerator erzeugt hierbei das in Abbildung M.4 a) dargestellte 8 Bit PRBS-
Stromsignal. Das Signal hat als einstellbare Parameter die Sprungldnge A und die Am-
plitude. Bei der Amplitude muss man abwégen zwischen einer hohen Signalenergie und
dem nichtlinearen Verhalten der Batterie. Auferdem sollte man die Zelle generell nicht
tiber C(Tyon)/1h belasten, um Temperaturveranderungen zu vermeiden. Heuristisch
konnte ermittelt werden, dass sich die besten Ergebnisse mit A = 5s und einer Ampli-
tude von 600 mA erzielen lassen.”™ Die Spannungsmessung des BOP20-20M ist in Abbil-
dung M.4 b) dargestellt. Sie wurde mit dem A /D-Wandler bei einer Abtastfrequenz von
fo = 10 Hz ermittelt. Da laut Abschnitt M.1.3 das BOP20-20M ein Spannungsrauschen
n(t) mit einer Varianz von o2 = 165.86 uV? besitzt, ergibt sich mit dem Spannungssi-

gnal aus Abbildung M.4 b) iiber die Formel SNR=10 log (%’; ZEQE) ein SNR=37.97 dB.

Bei einer Amplitude von 1 A resultiert vergleichsweise ein SNR=42.46 dB.

70 Eine Messmatrix, in der die Ergebnisse mit verschiedenen Signalparametern dargestellt sind, ist
in [Sch15] zu finden.



N Hinreichende Bedingung und Konvexitat

Das folgende Lemma N.1 beschreibt eine hinreichende Bedingung fiir ein Extremum
des Funktionals

J(u) = f oGz ). (N.1)

Lemma N.1 (Hinreichende Bedingung fiir ein Extremum [BV04,
Macl12, GF03])

Falls der Integrand fo((, z,u) des Funktionals J(u) stark konvex im Intervall [to, t.]
ist, so ist J(u) selbst strikt konvex und besitzt ein eindeutiges und globales Mini-
mum. In diesem Fall existiert héchstens ein u welches die notwendige Bedingung
dJ = 0 erfiillt, wobei §.J die in [BSMO5, S.582] deklarierte Variation erster Ordnung
darstellt. Diese Variation ist somit eine hinreichende Bedingung fiir ein Minimum.
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STEUERUNGSSYSTEME

In dieser Arbeit werden modellbasierte Verfahren zur Identifikation physikalischer Alterungs-
parameter einer Lithium-lonen-Batterie entworfen. Die Methoden sind in der Lage, die Para-
meter direkt im laufenden Betrieb zu identifizieren. Dadurch sind sie ein wichtiger Baustein
fiir einen moéglichst optimalen Einsatz der Batterie in der Elektromobilitat.

Die Methoden basieren auf fraktionalen Impedanzmodellen, die den Vorteil haben, dass sie
eine geringe strukturelle Komplexitat besitzen und zudem physikalisch motiviert sind. Es
werden drei gesamtheitlich neue Verfahren entworfen. Im Unterschied zum State-of-the-Art
agieren die Ansatze als late-lumping Verfahren, d.h. es erfolgt keine Approximation der
fraktionalen Impedanz mit gewdhnlichen Modellen. Die Verfahren gelten allgemein fur frak-
tionale Systeme und sind daher nicht nur auf die Batterie beschrankt.

Die Arbeit ist in zwei fundamentale Beitrage unterteilt. Zunachst werden die fraktionale
Methode der Modulationsfunktionen und das algebraische Verfahren fiir fraktionale Systeme

theoretisch hergeleitet und fiir die Batterieidentifikation angewendet. Problematisch bei
der Methode der Modulationsfunktionen sind die Heuristiken zum Finden einer passenden
Modulationsfunktion. Daher wird das Verfahren anschliefend im zweiten Teil theoretisch zu
einer steuerungsbasierten Bestimmung der Modulationsfunktion weiterentwickelt. In die-
sem Zusammenhang erfolgt die Erweiterung der Systemtheorie zeitvarianter fraktionaler
Systeme um die Steuerbarkeitsanalyse und die Synthese energieoptimaler Steuerungen.
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