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Resumo

Um ntimero primo p é dito primo gémeo se p-+2 também é primo. Conjectura-se que existem
infinitos primos gémeos. O objetivo dessa dissertagdo é mostrar que a soma dos inversos dos
primos gémeos converge, enquanto a soma dos inversos de todos os primos diverge (tam-
bém vamos provar isso usando a func¢do zeta de Riemann). Tal fato pode implicar duas
coisas: ou existem finitos primos gémeos, ou os primos gémeos sdo infinitos porém muito
escassos na reta real. A técnica utilizada para demonstrar esse resultado € o crivo de Brun,
que permite obter uma cota superior para o nimero de primos gémeos até x. Para obter tais
cotas, é necessdrio apresentar diversos resultados anteriores, como o principio da inclusédo-
exclusdo, as fun¢des multiplicativas (em particular, a fun¢do de Mobius), as duas primeiras
térmulas de Mertens e o Teorema de Chebyshev. Vamos apresentar também uma caracteri-
zagdo dos primos gémeos devida a Clement. A cota superior obtida implica diretamente o

principal resultado dessa dissertacdo: a soma dos inversos dos primos gémeos converge.



Abstract

A prime number p is said to be a twin prime if p+2 is also a prime. It’s conjectured that there
exist infinitely many twin primes. The goal of this master thesis is to show that the sum of
the inverses of the twin primes converges, although the sum of the inverses of all the primes
diverges (we will also prove the latter using the Riemann zeta function). Such fact can imply
two things: either there are finitely many twin primes, or there are infinitely many, however
sparse on the real line. The technique used to prove this result is the Brun’s sieve, which
allows us to obtain an upper bound for the number of twin primes up to z. In order to
obtain such bounds, it’s required to present several preliminary results, such as inclusion-
exclusion principle, the multiplicative functions (in particular, the Mébius function), the first
two Merten’s formula and the Chebyshev Theorem. We will also present a characterization
of twin primes due to Clement. The obtained upper bound directly implies the main result

of this thesis: the sum of inverses of twin primes converges.
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Capitulo 1

Introducao

Por volta de 300 A.C., Euclides, de Alexandria, provou que existem infinitos primos. A
demonstracdo dada por ele é a seguinte: Suponha que o conjunto de nimeros primos é

finito, digamos {p1, p2, ps, - .., Pn}- Seja
N=p1 Xpa X Xpp+ 1

Temos que N > p; para todo 1 < i < n, logo N ndo pode ser primo. Por outro lado, se NV
é composto entdo, pelo Teorema Fundamental da Aritmética, existe um primo p; que divide
N. Como p; divide N e divide p; X - - - X p,, p; deve dividir a diferenca N —p; X --- X p, =1,
o que é um absurdo.

Existem diversas formas de buscar nimeros primos. Por exemplo, na escola aprendemos
sobre o Crivo de Eratdstenes (ver, por exemplo, [4, Capitulo 5], que explica o funcionamento
desse crivo). De forma elementar, esse crivo consiste em montar uma tabela com os niimeros
naturais de 2 até um valor X, circular o ntimero 2 e riscar todos os multiplos de 2 maiores
que 2. Apbs isso, circulamos o préximo ntimero que ainda ndo foi riscado (no caso, o 3) e
riscamos todos os seus multiplos maiores que 3. Repetimos o mesmo argumento até que
sobram alguns ndmeros circulados na tabela. Os ntmeros circulados sdo justamente os
ndmeros primos. Além disso, vemos que basta testar os ntimeros até /X, pois se n < X é
composto entdo n = ab, onde a < VX oub < VX,

234|567 |8]9]1X
11 (V7|13 | A4 | W |16|17 | 1819 | 20
202723 242526272829 30
3137 |38 |34 35|36 |37 38|39 | 4
41 | 47 |43 |44 | 45 | 46 | 47 | A8 | 49 | 50
S| 52|53 |54 |55 | 56 | 57 | 58|59 | 60
61 | 627 | 63 | 64 | 65 | 66 | 67 | 68 | 69 | A
TV 72Z |73 | /M | 75| 6 | 77 | 8|79 | 860
ST | 82|83 | 84|85 |86 |87 88|89 | 90
97198949596 |97 | 98| 99 | 160

—_
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Existem diversos outros crivos para buscar diversos ntimeros de determinadas formas,

como por exemplo:

(i) crivo de Gallagher, que tem como aplicacdo, por exemplo, mostrar um analogo do
Teorema Chinés dos Restos para sistemas de congruéncias com poténcias (ao invés de

lineares);

(ii) crivo quadrado, utilizado para estimar o nimero de quadrados perfeitos em um dado
conjunto de inteiros;

(iii) crivo usando séries de Dirichilet, utilizado quando temos uma sequéncia multiplica-
tiva, que possui como aplicagdes, determinar o niimero de inteiros que podem ser es-
critos como soma de dois quadrados, como se comporta a corrida entre primos con-

gruentes a 1 e a 3 médulo 4, entre outras;

(iv) crivo de Turdn, utilizado como cota superior para variancias de determinadas quan-
tidades em diversos problemas da combinatéria, como contar torneios em grafos que
possuem certa quantidade de ciclos [7], contar coloracdo de vértices em grafos, con-
tar grafos conexos, contar quadrados latinos, contar geradores de grupos [8], contar

polindmios irredutiveis sobre os inteiros ou sobre corpos finitos, entre outros;

(v) crivo de Selberg, utilizado para demonstrar que exisem infinitos pares de primos com
diferenca muito menor que a média (ver os métodos GPY [5] e Maynard-Tao [9]);

(vi) grande crivo, utilizado para provar o Teorema de Bombieri-Vinogradov, que mostra
que a Hipé6tese de Riemann Generalizada, um resultado sobre o erro na distribuigao

dos primos em progressdo aritmética, vale na média (ver também o método de Zhang

[10]).

A ideia geral de todos esses crivos pode ser consultada em [4]. Nessa dissertagdo, vamos
apresentar o Crivo de Brun para os ntimeros primos gémeos.

Defini¢ao 1.0.1 (Primos gémeos). Dizemos que um niimero primo p € primo gémeo se p+2 também

é primo. Nesse caso, dizemos que o par (p,p + 2) é um par de primos gémeos.

Exemplo 1.0.2. Os primeiros pares de primos gémeos sio: (3,5), (5,7), (11,13), (17,19), (29, 31),
(41,43), ... . Existem pares de primos gémeos muito grandes, como 2.996.863.034.895 x 21290000 4 1,
que possuem 388.342 algarismo na base decimal (esse é o maior par de primos gémeos conhecido até o
momento e foi descoberto em 2016).

Ao longo dessa dissertacdo, vamos usar algumas cotas sobre a distribuigdo dos primos
além do resultado que ja provamos, sobre a existéncia de infinitos primos. O segundo re-
sultado, que ndo serd provado por se tratar de uma demonstragdo longa, é o Teorema dos

Ntumeros Primos. Mas antes precisamos da seguinte definicao.

Defini¢do 1.0.3. Seja x > 0. Definimos n(x) = #{p < x;p primo}, isto é, n(x) é a fungio que
conta o niimero de primos menores ou iguais a x.



Teorema 1.0.4 (dos Ntmeros Primos). E vdlido que lim M =1
z—o0 /log x

No Capitulo 2 vamos provar o Teorema de Chebyshev, que é um resultado um pouco
mais fraco que o Teorema dos Ntumeros Primos, porém fornece corretamente a ordem de
crescimento dos nimeros primos. A seguir, vamos demonstrar a existéncia de infinitos pri-

mos de outra forma: usando a Fungado Zeta de Riemann.

1
Defini¢do 1.0.5. Seja x > 1. A Fungio Zeta de Riemann é definida como ((z) = Z —.
n.’E

n>1

Para x > 1, esse somatorio é convergente e para v < 1 esse somatorio é divergente. Em
particular, a série harmonica diverge, isto é, lim, ,;+ ((x) = oco. Isso implica que existem
infinitos niimeros primos, como veremos a seguir, sendo uma versdo mais fraca do que o
Teorema dos Niimeros Primos e mais forte que o Teorema de Euclides. A partir de agora, a

letra p denotard sempre um niimero primo.

Proposic¢ao 1.0.6 (Férmula de Euler). Seja x > 1. Entdo vale

Demonstragio. Seja § > 1 fixo. Se © > ¢ entdo ((x) converge uniformemente. De fato,

(=3 <>

n>1 n>1

que converge. Seja

p<t

Expandindo o produto, temos
1
neAy

onde A, é o conjunto dos niimeros naturais que sdo escritos como produtos de primos me-

nores ou iguais a t. Assim, temos

OSC(x)—P(t):Zi< ni—>o

quando ¢t — oco. Logo, se z > § entdo temos a seguinte convergéncia uniforme:

lim P(t) = ((x).

t—o00



4 CAPITULO 1. INTRODUCAO

Teorema 1.0.7. E — diverge. Em particular existem infinitos niimeros primos.
p
p

Demonstragio. Tomando logaritmos na férmula de Euler, temos
log ¢(z Zlog 1—1/p")

Expandindo o ltimo termo em série de poténcias, obtemos

TR D) ST ) pet s

p n>1 p p n>2

Vamos mostrar que > > converge. Temos

n>2 npnz

1/p? 1 1
Y Xt Sy

p n>2 P n>2 p(p_ 1)

Dessa forma, tomando z — 17 teremos log ((z) — oo e portanto } % diverge.
O
O teorema anterior garante que a série dos inversos dos primos diverge. O objetivo
dessa dissertacdo é mostrar que a soma dos inversos dos primos gémeos converge, e isso
pode implicar duas coisas: ou existem finitos pares de primos gémeos, ou os primos gémeos
sdo infinitos, porém muito espacados na reta real. A técnica utilizada para demonstrar esse
resultado é o crivo de Brun, que sera introduzido no Capitulo 3. No Capitulo 2, vamos apre-
sentar o Principio da Inclusdo-Exclusdo e algumas fun¢des multiplicativas como a fungdo
de Mobius, além de determinar diversas férmulas envolvendo primos, como as férmulas
de Mertens e o Teorema de Chebyshev. Vamos apresentar também uma caracterizagao dos
primos gémeos devida a Clement. No Capitulo 3, vamos descrever o crivo de Brun, que per-
mite obter cotas superiores para o nimero de primos gémeos até x, e com isso vamos obter

o principal resultado dessa dissertacdo: a soma dos inversos dos primos gémeos converge.



Capitulo 2

Preliminares

2.1 Principio da Inclusao-Exclusao

Seja X um conjunto qualquer. Denotamos por #X ou |X| o nimero de elementos de X.
Observando o diagrama a seguir com os conjuntos A e B, podemos deduzir que

|AUB| =|A|+ |B| — |AN B| (2.1)

uma vez que a intersecgdo é contada duas vezes quando somamos |A| com |B|. Portanto,

deve ser descontada uma vez

Para trés conjuntos A, B e C, temos um resultado analogo; a saber
JAUBUC| =|A|+ |B|+|C|—|ANnB|—|ANC|—|BNC|+|ANnBNC|

uma vez que cada intersecgdo dois a dois entre os conjuntos é contada duas vezes na soma
|A| + |B| + |C] e a interseccdo entre os trés conjuntos é somada trés vezes em |A| + |B| + |C|

e subtraida trés vezes em |[AU B| + |[AUC|+|B U/, sendo necessario somar uma vez mais.

A B
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No caso de mais conjuntos temos um resultado andlogo, sempre removendo os termos con-

tados a mais, e adicionando os termos contados a menos.

Proposicao 2.1.1 (Principio da Inclusdo-Exclusdo). Sejam Ay, As, ..., A, conjuntos, onden > 2,
é vdlido que

Al => 1A= Y JAnAl+ Y JANANAl -+ (—1)" A NN A,
=1 =1

1<i<j<n 1<i<j<n

=D DT Y A NN AL
=1

1<j1<<jisn

Demonstragido. A demonstragdo é feita por indugdo em n. A base da indugdo (n = 2) ja foi
feita anteriormente na Equacdo (2.1). Suponha que a proposicdo é valida para todo £ com

2 < k < n. Vamos provar que também é valida para n + 1 termos:

AU UA, UA | =[(A1U---UA,) U A, |
= (A U---UA)|+ |4 — |(AAU---UA) N A, |

- (Z|Ai|— > |AmAj|+...>+|An+l\—|U(AmAn+1)|
=1 =1

1<i<j<n
n+1 n n
= Al - ( \AmAjy—...> — (Z\AmAnH\— > ]AimAijnH]Jr...)
i=1 i=1 i=1 1<i<j<n
n+1
=D A= Y JANAI+ DY AN N A+ (CD)MP AN N A,
i=1 1<i<j<n+1 1<i<j<k<n+1
0 que prova a proposicao. O

2.2 Funcdes multiplicativas e a funcao de Mdbius
Defini¢do 2.2.1. Seja f : N — R. Dizemos que f é multiplicativa se f(mn) = f(m)f(n) para todo
par de inteiros (m, n) tais que mdc(m,n) = 1. Além disso, dizemos que f é totalmente multiplicativa

se f(mn) = f(m)f(n) para todo par de inteiros (m,n).

Teorema 2.2.2. Seja f uma fungdo multiplicativa. Entdo a fungdo
F(n) = f(d)
din
também é multiplicativa.

Demonstragio. Sejam a e b inteiros tais que mdc(a,b) = 1. Notemos que se d | ab entdo
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d = dydy, onde d; | a, ds | be mdc(dy,dy) = 1. Logo

= @) =D fldidy) =30 fdn) f(de) =Y f(dy) Y f(da) = F(a)F(b).

d|ab Z1|a d1|a dz‘b d1|a d2|b

Dai, segue que F' é multiplicativa. O

Proposicdo 2.2.3. Seja f : N — R multiplicativa e limitada e seja v > 1. Entdo vale

eIz

n>1 P

Se, além disso, f é totalmente multiplicativa entio

s

n>1 p

Demonstracdo. Sendo f limitada, a série

; fé;l)

converge uniformemente para > ¢ para todo § > 1. De fato, seja M > 0 tal que f(n) < M
para todo n € N. Temos

SMZ%<OO,

n>1

>

n>1

fT(Lf.) converge uniformemente em x > § > 1. Sejam

logo asérie ) -,

po T (12204 1)),

Como P(a) é o produto de séries absolutamente convergentes podemos reescrever P(a) =
> nen, féz ,onde N, é o conjunto dos inteiros positivos cujos fatores primos sdo menores ou
iguais a a. Sabendo que os inteiros entre 1 e a estdo em N, temos

s-p@=| Y 1W< s MOl y5m L

ne€N\Ng nGN\Na n>a

quando a — oo. Dai segue que lim,_,., P(a) = S. De fato, se x > ¢ > 1, a convergéncia
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uniforme de S implica que P(a) converge uniformemente a S neste dominio. Logo vale que
f(n) _ ( f(p’“))

Com f estritamente multiplicativa teremos f(p™) = (f(p))™, dai usando soma de progressao

geométrica, obtemos

1
STrE™Me™ =) (fop )" = ——
logo vale
-1
L0 (10
nac pl’
n>1 p
O
Definicdo 2.2.4. A fungio de Mobius 1 : N — R é definida como
1 sen =1,
p(n) =< (=1)% sen =p,...py, onde os primos p; sio distintos,
0 se p* | n para algum p primo.

Proposicdo 2.2.5. A fungdo j de Mobius é multiplicativa.

Demonstragdo. Sejam a e b naturais primos entre si. Se p® divide a ou divide b para algum
p primo, entdo u(a) = 0 ou p(b) = 0 e também p? divide ab, ou seja p(a)u(b) = 0 = p(ab).
Entdo vamos supor quea =p;...p,eb=¢q;...q; (onder =0sea=1es=0seb=1),sdo
livres de quadrados. Como a e b sdo primos entre si, os primos p; sdo distintos dos primos g;.
Logo ab também é livre de quadrados, e vale p(ab) = (—1)""* = (=1)"- (—=1)®* = p(a)p(b). O

Lema 2.2.6. Para todo inteiro positivo n, vale que

sen =1,

> uld) =

1
dn 0 sen> 1.

Demonstragio. O caso n = 1 trivial. Vamos supor que n > 1. Como a p é multiplicativa,
o Teorema 2.2.2 garante que >, #(d) também multiplicativa. Sendo assim, basta provar o

lema para as poténcias de primos . De fato:

dopd) =) p@)=1-14040+---=0.

k
d|p* Jj=0
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Teorema 2.2.7 (Férmula de Inversdo de Mobius). Sejam f uma fungio multiplicativa e F'(n) =
>_dn f(d). Entdo para todo natural n vale

fn) = u@r (%)

din

Demonstragdo. Vejamos que

SoudF (5) =D ud) Y fd) = DD pld)f(dy)
|2

dn din din di|g

— ST @) = 3 A S uld) = F)p(1) = f(n).

diln d\ﬁ diln d|ﬁ
OJ

A ideia do crivo de Eratostenes é identificar os ndmeros primos até um certo valor. A
funcdo de Mobius permite captar ntimeros livres de quadrados, isto é, numéros naturais
n tais que p? { n para todo p primo. Além disso, a fungdo de Mobius permite uma ideia
analoga ao Principio da Inclusdo-Exclusdo. De fato, ju(p1) = —1, p(p1p2) = 1, pu(p1p2ps) =
—1, ..., onde os p; sdo primos distintos. Isso gera os sinais alternados da expressdo do
Principio da Inclusdo-Exclusdo. Ao truncar o nimero de fatores primos de um ntmero livre
de quadrados, ganhamos uma desigualdade superior ou inferior, a depender da paridade
do ntiimero de fatores primos. Essa é a principal motivacdo do crivo de Brun que veremos
nessa dissertacao.

2.3 O Teorema de Chebyshev e as Férmulas de Mertens

Lema 2.3.1. Sejam n um niimero natural e p um niimero primo. Defina ~, como sendo o iinico inteiro
positivo tal que p'» < 2n < p'»*! . Entdo o expoente da maior poténcia de p que divide (*') = et

nl?

é menor ou igual a ~y,. Em particular, se p > +/2n entdo o expoente desta mdxima poténcia de p é
menor ou igual a 1. Com isso, se 2n < p < n entdo p nio divide (*")

Demonstragio. Defina o e f como os maximos expoentes das poténcias de p que dividem
(2n)! e n!, respectivamente. Por [1, Proposigdo 1.22], temos

o= |2+ |5 e s=|E] ] E] 4

Isso implica que o expoente da méxima poténcia de p que divide (*) =

(T
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Dai segue que

9 <ﬁ, _ 1) > 9 FJ > ot
D' p p

Somando as duas inequagdes acima obtemos

2> F—nJ —Z{EJ > —1.
P P

Com isso, temos que Li—?J — 2|+ ] pertence a {0, 1}, o que implica que o — 23 < S =1,
Suponha agora que 2n/3 < p < n. Temos 2 < n/p < 3 e também 1 < n/p < 3/2, donde
concluimos que a =2e 3 =1,logo o — 25 = 0. O

Defini¢do 2.3.2. Seja g uma fungio que toma valores positivos. Escrevemos f(x) = O(g(x)) se
existir C' > 0 tal que f(x) < C - g(x) para todo x > 0.

Teorema 2.3.3 (Chebyshev). Seja 7(z) a quantidade de primos menores do que ou iQuais a x.
Existem constantes positivas 0 < ¢ < 1 < C tais que

<7(x)<C

Clog x

Demonstragdo. Notemos que

2n 2n on
)< 2 ()
0<k<2n

e como existem 7(2n) — w(n) primos entre n e 2n, temos que

2n
w(2n)—m(n) < < < 2271

n<p<2n

onde na 2° desigualdade usamos que p | (") para todo n < p < 2n, logo m(2n) — m(n) <

2n log 2

Togr - Vamos mostrar que m(2k) < % Para 1 < k < 5, vamos testar manualmente:

[@8

(a) parak =1, temos 2 = 7(2!T!) = 7(4) < 20 10,

’_l|

IN

(b) para k = 2, temos 4 = 7(2*) = 7(8), % = 10,

(c) para k = 3, temos 6 = 7(2°!) = 7(16) < 22 = 40,

(d) parak =4, temos 11 = 7(2*™) = 7(32) < % = 20,

(e) para k =5 temos 18 = 7(2°*1) = 7(64) < % = 32.
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Para k > 5 faremos uma soma telescépica e uma inducdo. Temos:

2-2log?2

7T(22) —71'(2) < W
2-2%log?2
7(2%) — 7(2?) < g2

2 - 2¥log 2
T(2Y) - m(2%) < v;kg

Somando tudo obtemos
(2k+1 < 2 Z =

Agora vamos provar por indugdo que

1+2Z—i<5 — (2.2)

A base da indugdo k = 5 j4 foi feita anteriormente Suponha agora que a Desigualdade (2.2)

é valida para algum & > 5. Somando 2—— a ambos os lados da Hipétese, temos

k+1

k:+1
2k+1 2k+1

14+2 +92. < 5.
+ Z k+1—5 k41’

sendo a tltima desigualdade equivalente a k > 5. Agora, fixado um = > 2, seja k¥ um natural
tal que 2% < z < 2. Temos

5-2F  5xlog?2
<
k= logx

Y

m(z) < m(2M) <

uma vez que logz > klog2. Assim, provamos que m(z) < C'r-.

Vamos provar agora a cota inferior. Seja (") =[], _,, p" a fatoracéo de (*') em primos.
Pelo Lema 2.3.1, temos p» < 2n, que equivale a v, logp < log2n. Aplicando logaritmo na
fatoracao, obtemos

log (2n) = Z Yplogp < Z log(2n) < 7(2n)log(2n).

p<2n p<2n
Como 2 2 2 1 1
Myl s o
n n n-—1 1 -
temos

1 2n
(2n) > og(n) > nlog2 > e n
log(2n) log(2n) logn

para algum ¢ > 0. Dessa forma, m(x) > (2k — 1) = w(2k) o
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resultado se estende para todo =z > 2.

1
Lema 2.3.4. Z - =logn+ O(1).
J

Jj=1

Demonstragdo. Seja g : Ry — R dada por g(x) = 1/z. Temos ¢'(z) = —1/2? < 0e ¢"(z) =
2/x® > 0, o que implica que g(z) é estritamente decrescente e possui concavidade voltada
para cima. Assim, para j > 2 inteiro, a reta y = 1/j fica abaixo do grafico y = 1/x para
relj—1,4.

(-1,1/G-1))
(-1/2 , 12(1+1/(-1)))

(,1/)

y=(1/j +1/G-1))12

Com isso temos que

1 AN 1 1 1
Lo f —m<—<f—“%0- 2.3)
J jo1 2\y—-1

" "1 1 1 1
—dx = / —dx < — (— + —.)
Kzr ;:-1x %;23—1 J

2 vI1- 2
1 1+1 +1 1+1_+ +1 1 +1
S 2\1 2 2\2 3 2\n—-1 n
1 1 1 1 1
=2 (14+2.-2492.24+....49. -
2(+ 2+ 3 * n—1+n)
_1+1+1+ N 1 1
2 2 3 n—1 2n
S 1
2 2n g j

Somando o termo j = 1 e usando que [;* dz = logn, obtemos

1 n
logn<——2— Z = - +—+logn<Z— (2.4)

Por outro lado, somando a Equacédo (2.3) de j = 2 até n e depois somando 1 em cada lado,
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temos
"1 "1
logn > Z—_ = 1+logn > Z—,.
=2/ =17

Portanto segue o resultado.

L]
- 1
L 2.3.5. log ) = — 1 — O(1).
ema ;ogj (n—|—2) ogn —n+ 0(1)
Demonstragio. Seja g(z) = logx para z > 2. Como ¢'(x) = % >0eg’(z) = —gﬁ% < 0 temos

que g é estritamente crescente e tem concavidade voltada para baixo. Portanto, para todo
inteiro j > 2, a reta ao qual o ponto (j,log j) pertence, que tem inclinac¢do ¢'(j) = 1/j, que
fica acima de y = g(x) no intervalo [j — 1, j], que por sua vez fica por cima da reta que passa
pelos pontos (j — 1,1og(j — 1)) e (4,log j). Assim, temos

1 7 1
logj — — > / log zdz > —(log(j — 1) + log j) (2.5)
29 -1 2

Fazendo a soma das Desigualdades em (2.3) de j = 2 até n, segue que

SIFTEL SR A QLT &
;log]—;z—j>/l logxdx>j22§(log(]—1)+log]):jZQk)gj_élogn

Como ["logzdz =nlogn —n+1elogl =0, segue que

1 - I -1 1 11
(n+§)logn—n—|—1>;logj>nlogn—n+1+§jz;3:nlogn—n+§—|—§;3.

Logo, pela dltima desigualdade de (2.4) temos
1 - 1 1 3
-1 — 1 E log j -1 — — 4+ -
<n+2> ogn—n—+ >j:1 ogj>(n+2> ogn n+4n+4

e o resultado segue. O

—~ 1
Lema 2.3.6. Z —— =loglogn + O(1).

5 jlogj

_ logz+1
z2 log? x

2log? 243 log x42
3 log® x

Demonstragdo. Seja g(z) = @ paraz > 2. Como ¢'(z) = <0eg’(x) = >

0, segue pelo mesmo argumento dos dois tltimos lemas que

1 </J i 1( 1 . 1 )
j-logj ~J;yx-logx 2\(j—1)log(j —1) jlogj
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Somando para j = 3 até n, obtemos

Zl</n1dx<lz< L +1>
> Jlogj )y wlogz™" T2 2\ G- DiloaG 1) jlogj )

Jj=3

Como

L |
/ dx = loglogn — loglog 2,
5 xlogx

0s mesmos argumentos nos lemas anteriores podem ser aplicados de forma a obter a de-

monstracao desse.
0

Teorema 2.3.7 (1° férmula de Mertens). Sejam p um niimero primo e n um niimero inteiro posi-

tivo. Temos |
0
Z &0 _ logn + O(1).
p<n
Demonstragio. Considere n! = H p’, onde v, = Z {%J . Assim temos
p
p<n k=1

ilogk: =logn! = long”p = Zlogp”p = valogp.

k=1 p<n p<n p<n
Observemos que
boi< |t <y,
p p
n o n n
<—+5+t5+-
p p p
n 1 1
= — 1+—+—2+
p p p
n I n
p 1-, p-1
Dai
logp p
Zlogk—valogp<Z logp—nz 1 p
p<n p<n p<n
logp 1 } logp logp
=n =n +n —_—
2 =t

p<n p<n p<n

Vamos provar que o tltimo somatoério da linha acima converge. De fato, temos

log p log p log j Vi o 1
210(29—1)<;p(p—1)<]Z Z ZJ3/2<OO

p<n ‘7_1 Jj=1
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o que implica

Zlogk:< log +nO( )

p<n p
log p
= > = logk + O(1
g , _n; g (1)

_ % [(H %) logn —n+O(1)| +0(1) = logn + O(1).

Falta mostrar que
lo
E i3 <logn+ O(1).

p<n

Usando o Lema 2.3.5, temos

Zlogk = valogp > Z <— — 1> logp = anogp Zlogp

p<n p<n p<n p<n

;»Z logp _ (Zlogk) + <p§znlogp>%
< (n+n1/2)logn+0 (Zlog )

p<n
<logn + O(1 Ogn21

p<n

S|

SRS

logn

=logn+ O(1) + m(n)

1
<logn +0(1) + ogn Cn

n  logn

= logn + O(1).

Assim, temos a primeira férmula de Mertens:

1
Z %8P _ logn + O(1).

p<n

O
Teorema 2.3.8 (2° férmula de Mertens). Seja p um niimero primo e n um niimero natural. Temos
que
1
Z — =loglogn + O(1).

p<n

Demonstragio. Sejam

se k é primo i 1
a = P e Sy —Z k—Zng logn + O(1).

0 caso contrario p<n
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Observamos que Sy, — Si—1 = a1 +as + -+ + ap—1 + a — (a1 + az + - - - + ap_1) = ag. Assim
temos

Sk—Sk 1 - Sk 1
Z Zlogk;_; log k Zlogk: Zlogk:

p<TL
SQ SB Sxfl Sn S2 S3 Snfl

:log2 log3+“. logn—1+logn_log3_log4 logn

1 1
=5 <log2 a 10g3) 5

S S W A D . S
5 log3 log4 "\logn log(n+1) log(n +1)
Z 1 N Sh,
B log ko log(k+1) log(n +1)
1 1 S,
= 1 1 - =
kZ:;( ogk+0(1)) (logk log(k + 1)) * log(n + 1)
- 1 1 1 1 S
= log k - 1 - —
kz:; {og <log/~c log(k + 1)) +0(1) (logk: log(k + 1))] * log(n + 1)

g 1 1 1 1 S
=S logk - 1 - n
kz:; °8 (logk: log(k + 1)) +0( )kz:; (logk: log(k + 1)) * log(n + 1)

R _ logk logn + O(1)
B Z (1 log(k + 1)) o)+ log(n + 1)

k=2

B i log(k +1) —logk

+O(1).
—~ log(k + 1)
Como
1 1
RN / Liw <!
E+1— J, k
e
k+1 1
/ —dr =log(k+ 1) —logk,
k X
obtemos
1 < log(k + 1) — logk < 1
(k+1)log(k+1) — log(k + 1) ~ klog(k+1)
logo

- 1 —~ (1 1 1
Zklogk—l—) Z(k—l—l)log(k%—l): 2(E_k+1>log(k+1)

k=2 =2 k=

"11_11+11++11_11
—\k k+1) \2 3 3 4 n on+1) 2 n+1

log(k + 1) — log k or z”: 1
log(k + 1) P “—~ (k+1)log(k + 1)

IN

Isso implica que podemos trocar Z + O(1),
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logo
1

— T Dloglh s 1) + O(1) = loglogn + O(1).

>

p<n k=2

24 O Teorema de Clement

A seguir, vamos apresentar uma caracterizacdo dos primos gémeos devida a Clement. Mas

antes precisamos do seguinte lema.

Lema 2.4.1 (Wilson). Sejan > 2 um inteiro. Entdo n primo se somente se (n — 1)! (mod n).

=-1
Cason = 4, temos 3! = 2 (mod 4) e caso n > 4 seja composto, temos (n — 1) =0 (mod n).

Demonstracio. (=) Suponha primeiramente que n é primo. Se n = 2 entdo (2 — 1) = —1
(mod 2) e acabou. Suponha que n é primo impar. Note que a equagdo z?> = 1 (mod n) tem
exatamente duas solugdes: z = 1 (mod n) e z = n — 1 (mod n), uma vez que z? — 1 =
(x—1)(x+1) =0 (mod n),logon | r —1oun | x4+ 1. Em particular, os tinicos ntimeros
modulo n que sdo seus propios inversos sdo 1 e n — 1. Os outros ntimeros entre 2 e n — 2 (que
possuem inverso médulo n) sdo distintos dos seus inversos. Com isso podemos organizar o

produto (n — 1)! em pares de inversos como a seguir:

m—1N=mn-1)-n—-2)-(n—3)-...-3-2-1
=(Mn-1)-1-(2-27Y-(3-371 ...
=—1 (mod n)

(<) Suponha n composto. Sen = 4entdo (4 —1)! =6 =2 # —1 (mod 4). Sen > 4e
n = a* (ou seja a > 3), entdo a e 2a sdo fatoresde (n — 1) = (n—1)...(2a)...(a)...2-1=0
(mod n). Por outro lado se n ndo é um quadrado perfeito. Entdon = ab,onde 2 < a < b < n,
logo (n—1)l=(n—1)...(b)...(a)...2-1 =0 (mod n). O

Teorema 2.4.2 (Clement). Sejan > 2. O par (n,n + 2) um par de primos gémeos se e somente se
A(n—1D!'+1)+n=0 (mod n(n+2)).
Demonstracio. (=) Suponha que n e n + 2 sdo primos. Pelo Lema de Wilson, temos
A(n—=N+1)+n=4(-14+1)+n=0 (mod n).
Além disso

A(n—=N+1)+n=4n—-1)!'+4—-2 (mod n+2)
2(-1)(=2)(n —1)!'+2 (mod n + 2)
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2(n+ 1)nn—1)!'+2 (mod n+ 2)
2((n+ 1)!'+1) (mod n +2)
0 (mod n+2).

Como n e n + 2 sdo primos entre si (pois sdo primos), segue que
4((n—1)!+1)+n=0 (modn(n+2)).
(<) Suponha que
A((n—1)!+1)+n=0 (modn(n+2)).
Queremos mostrar que n e n + 2 sdo primos. Note que n # 4, pois caso n = 4 teriamos
43'4+1)+4=32=8 (mod 24).
Suponha n # 4 composto. Temos, em particular, que
A(n—=1)!+1)+n=0 (mod n),
o que implica que

4((n—1)!+1)=0 (mod n).

Pelo Lema de Wilson, temos (n —1)! =0 (mod n),logo4(0+1) =0 (mod n), ou seja, n = 2,
0 que é um absurdo pois 2 é primo. Por outro lado, suponha que n + 2 é composto. Da
mesma forma, temos

A((n—1!'+1)+n=0 (modn+2),

o que implica que
2(n+1)!4+1)=0 (modn+2).

Pelo Lema de Wilson,
20+1)=0 (modn+2),

o que é um absurdo. Logo, n e n + 2 sdo primos.
O
Nao vamos demonstrar mas existe uma generalizagdo do Teorema de Clement para pares
de primos com diferenga d > 2. Essa generalizagdo afirma o seguinte:

Teorema 2.4.3. Sejam n,d > 2 inteiros positivos com mdc(d!,n) = 1. Entdo n e n + d sdo primos
se e somente se
dld[(n—1D)!'+ 1]+ (d'—=1)=0 (mod n(n+ d)).



Capitulo 3

O crivo de Brun

Nesse capitulo, vamos apresentar o Crivo de Brun, que fornece uma cota superior para
ma(x) = #{p < z;p,p + 2 sdo primos}, isto é, my(z) conta o niimero de primos gémeos até x.
Isso permitird obter que a soma dos inversos dos primos gémeos converge, o que contrasta

com a soma dos inversos dos primos.

3.1 O trucamento do Crivo de Brun

A principal ideia do Crivo de Brun é truncar a fungdo de Mobius de acordo com a paridade
da quantidade de nimeros primos que dividem m, o argumento de 3, 1(d). Lembrando
que a funcdo de Mobius capta niimeros livres de quadrados, e com isso conseguimos captar
os numeros livres de quadrados que possuem no maximo uma quantidade fixa [ > 1 de
fatores primos. Isso ird fornecer uma cota superior ou inferior para soma da fungdo de

Mobius, dependendo apenas da paridade de /. Mas antes precisamos da seguinte defini¢do:

Definicdo 3.1.1. Seja n = pi*...p.* um nmiimero natural fatorado em primos. Denotamos por

w(n) = k, o mimero de fatores primos distintos de n. Além disso, definimos d(n) = > . 1como o

m|n

niimero de divisores de n.

Observamos que
dn)= (a1 +1)... (. + 1),

pois se m | n entdo m = . .pg"' e 0 < B; < a; para todo i, ou seja, temos «; + 1 possi-
bilidades para cada /3;. Em particular, se n é livre de quadrados (a; = 1 para todo 7) entdo
d(n) = 2™,

Lema 3.1.2. Sejam m e | niimeros naturais. Entdo

dSTould) <D pd) < D ).

djm dlm d|m
w(d)<2l—1 w(d)<2l

Demonstragido. Suponha que m = 1. Temos w(d) = 0, assim é verdadeira a sentenga 1 < 1 <
1. Param > 1temos >_,  p(m) = 0 pelo Lema 2.2.6. Considerando k = w(m), podemos

19
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supor que m € livre de quadrados, pois caso exista d | m que ndo é livre de quadrados

terfamos u(d) = 0, ndo acrescentando nada a mais as somas. Fixado s € N, teremos

S ud) =33 uld)

dlm =0 d|m
w(d)<s w(d)=j

=1+ Z K’“ a 1) + (k ; 1)] (=1 (Relagao de Stifel)
:1+(k581><_1)+<k11)(_1)+ (k;l)Jr(k;;l) L
(e (e (o ()

=1-1+ (k a 1) (—1)° (Soma telescopica)

>0, s par
<0, s {impar,
como queriamos demonstrar. [

3.2 A cota superior para m(z) e o Teorema de Brun

Nessa se¢do, vamos finalmente apresentar o Crivo de Brun. Mas antes precisamos do se-

guinte lema, que determina o nimero de solu¢des de uma congruéncia médulo m.

Lema 3.2.1. Seja m um niimero livre de quadrados. O niimero de solugoes de

z(z+2)=0 (mod m)

[ N

_ d(m) __ gw(m)—w(mdc(w,2))
fm) = d(mdc(m,2)) : .

Demonstragio. Observe que toda solucdo de z(x + 2) = 0 (mod m) é solucdo das seguintes

congruéncias:

r=0 (modr) e z=-2 (mod@)
r
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onde r | m. Sejam r e s divisores de m e suponha que z, e x, sdo solugdes do sistema de
congruéncias acima para r e s, respectivamente. Além disso suponha que z, = z,; (mod m).

Podemos supor também que 0 < z,,z, < m, de forma que x, = z,. Escrevar = ad e s = bd,
mme(r,s)
mdc(r,s) ’

onde d = mdc(r, s) e mde(a,b) = 1. Sejat = ab = de forma que ¢ | m. Temos que
alr|z.ebl|s|z,. Alémdisso,a|r | % [z, +2eb|s| 2 |z, +2,logot |z, et |z +2,
pois z, = z;. Isso implica que t | 2, ouseja, t € {1,2}. Set =lentdoa =b =1, dair = s,
isto é, a solugdo do sistema é tinica para cada divisor  de m. Se t = 2 entdo sem perda de
generalidade podemos supor que a = 2eb = 1, dair = 2d e s = d, logo ha duas solugdes
para cada divisor r de m. Note nesse caso que m é par. Dessa forma, o namero de solugdes

para congruéncia inicial é 2*(?) se m é fmpar e 2v(9) /2 = 2¢()~1 ge m é par. O

Definigdo 3.2.2. my(x) = #{p < x;p,p + 2 sdo primos}, isto é, my(x) conta o niimero de primos

gémeos até x.

Teorema 3.2.3. E vidlida a sequinte cota superior:

o(z) = O <x (loi§§$)2> |

Demonstragio. Sejam

z <V,
p(z) =]]p

p<z

A={k(k+2);kecZel <k<uzx},
y=k(k+2)ecA

Se k e k + 2 sdo primos e k > z entdo mdc(y,p(z)) = 1. Temos
ma(r) < #{y € Aymde(y,p(2)) = 1} + ma(2) < #{y € A;mde(y,p(2)) = 1} + 2.

Pelos Lemas 2.2.6 e 3.1.2, temos

#y € Aimde(y,p(2)) =1} = > 1=> > pud<> > p(d)

A cA €A dimde(yp(=)
mde(yp(2))=1 yeA djmde(y.p(2)) Y () a1

= > > ud =Y wd)d 1= > p(d)]Ad,
dip(z) veA dIn(=) yeA dlp(=)
w(d)<2l dly w(d)<2l dly w(d)<2l

onde A; = {y € A;d | y} . Note que
i
14 =2 1@ < f(a),

onde f(d) = 2v@~w((42) pelo Lema 3.2.1. De fato, temos f(d) solugdes para a congruéncia
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y =0 (mod d) <= k(k +2) = 0 (mod d) no intervalo [1,d], o que implica que o ntiimero
de solugdes da congruéncia y = 0 (mod d) em [1, z]| estd entre 0 nimero de solugdes em

[1, [z/d]] e [1, |xz/d] + 1], dai segue a desigualdade anterior. Assim obtemos

#{y € A;mdc(y,p(2)) =1} < > puld) - |Ad

2,
T
< ud- (S f@D)+ £(@)
2,
d)f(d
e Y M@ S )
SEE! 5
pld)f (d)
<o 3 B0 Y s
SPE! 2

Como d | p(z) e w(d) < 21 temos d < 2*. Assim, pelo Lema 2.3.4, segue que

o< Y dn= ) 1=y Y 1= ) {%J

d|p(2) 1<r<z2 1<r<22 mir 1<m<z2l mir 1<m<z2
w(d)<2l r<z2l
2% 1 l l ! !
< g 1) =22 E — 4+ 0(2%) = 2% log 2% + O(z*)
m m
1<m< 22 1<m< 22

= O(2% log 2.

Escolhemos
2= eMoglogs — W e | = Lll(l)gx J = { I?ii J = [5loglog z|
0g < 420 loglog x
de forma que
og T 1
22 og 2 — ealotiors 2L5logloga) % -2 [5loglog x|

1] 1
< (eogm)2 ng — \/EQng = O(y/zlog ),

o que determina o termo do erro. Falta estimar o termo principal. Temos

by MM %:)u(d)df(d)_ > KA | -
weh 2 dlp(= a1

u(d)df () & multiplicativa.

Observe que u(d), f(d) e d sdo fungdes multiplicativas, entdo 3.,



3.2. A COTA SUPERIOR PARA m5(X) E O TEOREMA DE BRUN 23

Fatorando, usando a Proposi¢do 2.2.3, o Lema 3.2.1 e a 2 Férmula de Mertens, temos:

> p(d) f(d) _ I <1+u(q)f(q) L MA@ (a6 +>

dlp(z) qlp(2)

q primo

qlp(2)
q primo

o
A

<

IN
Y

1
log x
(2010g10g93>
_0 400(log log x)?
B (log x)?

-o(“e ),

o que limita o 1° termo dentro do parénteses da Equacéo (3.1). Para estimar o termo restante,
notemos que se w(d) > 2 + 1 entdo f(d) = 2w(@—w(mde(d2)) > 221 o que implica que f(d) <
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! ;‘522 , logo o segundo termo do parénteses em (3.1) vale

d
W@t Alpz)

Como @ é multiplicativa, temos que >, ., (¢ (g))Q também é multiplicativa. Logo

d 2 2
T (f(d)> ~ 11 (1+ (f(g)) >

e i

S

q primo
3<q<z

3 Z q primo lOg(lJ’_%)

= —e 3<g¢=<z

2
= €O(l)+4 Z3§qﬁz %

— 60(1)+4 log log z

= O(log" 2),
logo

Z N(d)df(d) _ 0(2’21 10g4 z)

d|p(z)
W (d)>21+1

<€71010g210g10gx 10g4 Z)

@)
O(log % zlog" z)
@)

()
log?z )

Juntando todas as partes, obtemos () = O ( (I‘Zi g)i)ﬁ)Q) .

]

Com esse resultado em méaos, podemos provar o principal teorema dessa dissertagao.

Teorema 3.2.4 (Brun). A soma

>
D,p+2 primos
converge.

Demonstracdo. Temos

> ey >

p,p+2 primos n=0 p,p+2 primos
2n<p<antl

D=
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& 1
<2 2 &
= 2n

n=0 p,p+2 primos

2n§p<2n+1

1
TR IR
2n
p,p+2 primos
an<p<antl

7r2(2n+1)
O <2n+1 10g10g2"+1>2)
10g2n+1
2
n+1 log[ (n+1)log 2]
o <2 (n+1)log2 ) )

O((log [(n+1) logQ]) >
1)log2

= log
Zon+1 )<oo

n=0

IN

M 1M

IN

3
Il
o

M8

3
Il
o

Nk

0

3
I

[M]8

i
=]

I
Q
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Capitulo 4

Conclusao

O Crivo de Brun fornece uma cota superior para o nimero de primos gémeos até um certo

2
valor z. Essa cota é dada por O (x <%) ) . Mas essa cota pode ser melhorada fazendo-

Cz
log 22

se estimativas mais apuradas. De fato, o melhor resultado obtido até hoje é m,(z) <
para alguma constante 0 < C' < 100 (ver [2]).

4.1 Conjecturas

Acredita-se, mas ndo se sabe provar, que é valida a seguinte relacao:

Conjectura 4.1.1 (Hardy-Littlewood).

X

Wg(l’) ~ QCW,

onde C =[] >4 (1 — ﬁ) e f(x) ~ g(x) significa que lim,_, % = 1.
Na verdade, ainda nédo se sabe provar nem o seguinte resultado:

Conjectura 4.1.2 (Conjectura dos Primos Gémios). Existem infinitos pares de primos gémeos.
Em outras palavras,

lim my(x) = 0.
T—>00

Em geral o método do Crivo fornece cotas superiores para as quantidades que queremos
contar. Para obter o resultado anterior, precisaremos de uma cota inferior para m(z), e o
método do Crivo ainda ndo conseguiu evoluir a tal ponto. E importante ressaltar que o
método do Crivo de Brun fornece estimativas similares para outros tipos de primos, como
os primos de Sophie Germain. Um ntmero primo p é primo de Sophie Germain se 2p +
1 também for primo. Os primos de Sophie Germain sdo conhecidos por terem sidos os
primeiros casos provados do dltimo Teorema de Fermat (ver [1, Proposigdo 7.2]). Na Secao
3.2, podemos adaptar todos os cdlculos de forma a obter as mesmas estimativas para os

primos de Sophie Germain. Em particular, os primos de Sophie Germain até x também

27
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log log x

2
oz = ) ) e também vale que a soma dos inversos

sdo limitados superiormente por O (a: <

dos primos de Sophie Germain converge. Basta adaptar o Lema 3.2.1 para congruéncia
z(2x + 1) =0 (mod m) e o Teorema 3.2.3 tomando A = {k(2k + 1);1 < k < z}. Em geral, os
mesmos resultados e conjecturas podem ser adaptados para pares de primos (p, ¢) tais que

ap=bg+Cep<u.

4.2 Outras formas de atacar o problema

A tentativa de mostrar que existem infinitos primos gémeos usando a soma de seus inversos
falha no momento que descobrimos que essa soma converge, logo ou temos finitos termos,
ou infinitos termos mas muito espacados. Por outro lado diversas tentativas de se aproximar
da Conjectura dos Primos Gémeos foram e ainda estdo sendo feitas. A seguir, vamos citar

alguns resultados.

Teorema 4.2.1 (Chen, [3]). Existem infinitos primos p para os quais p + 2 possui no mdximo dois

fatores primos.

Do Teorema dos Nimeros Primos, segue que o n-ésimo primo, p,, , satisfaz p,, ~ nlogn.
Disso concluimos que p,+1 — p, ~ logn, ou seja, na média a diferenga entre primos conse-
cutivos é logn. Por outro lado, tomando valores particulares de n, podemos ter p, 11 — p,
tdo pequeno ou tdo grande (em relagdo a média) quanto quisérmos. De fato, em 2005 foi

provado o seguinte:

Teorema 4.2.2 (Goldston, Pintiz, Yildirim, [5]). Dado ¢ > 0 existem infinitos n tais que

Pn+1 — Pn

<e¢€
logn

O método GPY usa basicamente dois ingredientes: o crivo de Selberg e o Teorema de
Bombieri-Vinogradov. Em maio de 2013, Zhang melhorou o Teorema de Bombieri-Vinogra-

dov e provou o seguinte:

Teorema 4.2.3 (Zhang, [10]). Existem infinitos n tais que
Pni1 — Pn < 70000000.

Em um projeto colaborativo, chamado de Polymath, diversos matematicos conseguiram
diminuir essa cota para 4680, em poucos meses. Em novembro de 2013, Maynard (e, de
forma independente, Tao) melhorou o Crivo de Selberg e, sem usar a melhora de Zhang

para Teorema de Bombieri-Vinogradov, provou o seguinte:
Teorema 4.2.4 (Maynard, [9]). Existem infinitos n tais que p,+1 — p, < 600.

Em alguns meses, o Polymath diminuiu a cota de 600 para 246 e esse resultado perma-

nece até hoje.
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