







































































































































































































































































72 ETUDE DE 1.A MECANIQUE ONDULATOIRE

3. — Equation de propagation dans un champ constant. —
Prenons le cas un peu plus compliqué du chamyp constant; il
correspond au cas des milieux réfringents permanents mais
non homogenes. Le champ de force est caractérisé par une
fonction potentielle F (x, y, z). La loi de dispersion qu'il
convient alors d’adopter est la suivante, comme nous allong

le montrer
¥(x,y, 2 oy ;
ala \/ hJV ) > (10)

avec toujours me® = hv,. Naturellement, pour F = 0, on
retombe sur la loi de dispersion (4) valable pour le champ
nul.

L’équation de propagation des ondes monochromatiques
de Tréquence v doit alors s’éerire :

722§/ R\ 2 ) 2
AV  —— [(1_1_ _1_“‘)]\1;:“ i
¢? hv P2

|

D’aprés ce que nous savons déja, l'optique géométrique
sera valable si la fonction F (z, y, z) varie assez lentement
pour qu’elle puisse étre considérée comme sensiblement
constante dans un domaine contenart un grand nombre de
longueurs d’onde. On peut alors prendre comme solution

¥ (x,y, =, 1) = acos2r (vl — Ll/ndl) (12)
\ ¢

I’intéerale étant prise le long d'une courbe normale a une
2 I 2

famille d’intégrales completes (dépendant de deux para-
metres o et 8) de I'équation :

(l 0P, )2+ ( oD, )2+ ( & )2: LS TEO NI

\ dx oy 0z c?

Dans un groupe d’ondes, la trajectoire d’un point de con-
cordance de phase est définie par les équatdons :

oD, o oD, .
da U A
. . 0P,
et le mouvement sur la trajecloire par 5 — ¢ty
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Pour retrouver les lois des anciennes Dynamiques. il va \
nous suffire de supposer que la phase : ‘!

o [ I

hd — © = vt — —“— ./ ndl = hvt — 2, (X, Y, 3) 14 }E
C

|

\

?
doit étre identifiée avec la fonction de Jacobi : 1|

» |

S(z,y, 2 t, W, a, B) = VVt—/ (padz 4 p,dy —+ p.dz) |
=Wt —S8,(z,y, 2, W, a, 8) 15)

Ceci nous conduit a poser :

o 08

— = W — hv
ot ot !
97 a3, n h
—_— e — . — =g — v
ox ox Da i
_ Dy Py
dy dy 4 c
do 03, . n ]
. = — v — In
0z dz t L
D’ou :
’ )’ o nhv hw o I | |
‘I |~ ¢ ~ OV A ! I
|

De cette identification de S avec ¢ et de S, avec ¢,, on tire
plusieurs théorémes importants.

|
17 Tuktorive. — Le principe de moindre action de Mau- !
pertuis coincide avec le principe de Fermat. 4
En eflet, on a : i

14

f ds, = / (p,dx + p,dy -+ p.dz) = / dy, '18)

J h ° ‘\
— / 2w (adx ~+ Bdy + ydz) = -c—v /m/l {
. C L
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et la condition de Maupertuis 68, = 0 coincide avec la con-
dition de Fermat 8/ ndl = 0. En d’autres termes, les

rayons de l'onde associée sont identiques aux trajectoires
possibles du corpuscule qui correspondent & une méme inté-
grale complete de I'équation de Jacobi.

2¢ Tnzorive. — L’équation de optique géométrique coin-
cide avec celle de Jacobi.
En effet, celle-ci est, sous sa forme relativiste :

1 /a3 \2 05 \2 03 \?
———F i, 58 ) —{=—] —{—= ,
c? ( ot ey ") ( dac/) (dy‘) L
— <%)2 — m?2?
Elle s’écrit ici :
| (08, \? 08, \? dS, \2 h*v
— (e —FF — (22) (T A LA
¢ s ) ( oJx ) ( dy ) ( 0z > c?
ou :
93, \? 08, 2 08, \? )
(; dx) + ( dy ) - ( 03 ) (20)
G F(z,y, 5) \? vl o, kAP
=7 - —%]=""
. q ?1 S, G
Siodans (13) on remplace ¢, par G, on trouve (20).
Q.E. D.
3¢ TnorimE. — Les équations de la trajectoire et du mou-

vement, d’apres la théorie de Jacobi, coincident avec celles
de la trajectoire et du mouvement des états de concordance
de phase dans un groupe d’ondes. Ceci résulte immédia-
tement de la relation ¢ = S. K

4° Tuorime. — La vitesse du corpuscule définie par I'an-
cienne Dynamique coincide avec Ja vitesse du groupe des
ondes associées. '
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Pour le démontrer directement, partons de I'équation du
mouvement d’apres Jacobi :

083,
oW

=t (20)

" Si di est I’61ément de trajectoire franchi par le corpus-
cule pendant le temps dt, nous avons :

02
dl — d 22)
aWal ’ 2

, 3, .
et puisque : -5 = P la vitesse du corpuscule est :
di 08, 1-1 op |1

) Y= — = 3 — =i 9(\
AT [del | [ow 28)

Cette relation peut aussi s’écrire :

n :
1 g 0 ( ) I o(ny) 1

— L = — == |

v oW o) ¢ ov U

(est ce qu’il fallait démontrer.

D’apres ce qui précede, la forme relativiste de 1’équation
de propagation dans un champ constant est donnée par (11).
Dans les cas ot la Mécanique de Newton est suffisante, nous
pouvons écrire :

hv = me* 4+ E=mc* + 1 mv* + F(x, y, 2) (25)

D 7

I
et les quutmnh W el ., sont tres petits devant 1'unité; on
v v

peut donc écrire sensiblement :

2F hv — E\*

O] 7\/2(E—F)
T hv T\ me?
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Telle est la loi de dispersion que 'on doit adopter &
I’approximation de la Mécanique classique.
Le produit »*v* peut s’écrire au méme degré d’approxi-
. 2B —F) : . x ;
mation ——— mc* et 1'on obtient pour 'équation de pro-
pagation d’'une onde monochromatique de fréguence
me? 4+ E L
e dans le champ constant défini par une fonc-

tion potentielle I (x, y. ), la forme non relativiste

8 7%m
h*

AT - (E F)y¥ = (

o
-1

Clest I'équation aujourd’hui classique de Schrodinger.

4. — Equation de propagation dans les champs variables.
— Nous venons de {rouver la forme qui convient pour
U'équation de propagation des ondes inonochromatiques dans
des champs constants. Celte forme, nous Navons déja dit,
doit étre considérée comme un aspect dégénéré d une forme
plus générale ou la fréquence n’apparait pas et qui convient
non seulement au cas d’une superposition d’ondes mono-
chromatiques, mais aussi au cas des champs variables avec
le temps.

L’idée qui doit nous guider pour trouver cette éguation
générale, c¢’est qu’a I'approximation de optique géomé-
trique, et en particulier quand on suppose h infiniment petit,
I’équation de Poptique géométrique doit se confondre avec
I’équation de Jacobi de facon que la phase ¢ puisse étre iden-
tifiée avec la Jonction de Jacobi.

L’équation générale relativiste qui satisfait & cette condi-
tion est la suivante

1 o0*w bt

’ : _ oV
M= 5r TR FEval

4 & V a9 iR "E’ 3 :) t
I lm,‘l(“ - _g_y—_h)] T = (.

h? ¢?
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Pour F = 0, on retombe bien sur I’équation (1). Si F ne
dépend que de x, y, z et non de ¢, on peut prendre une solu-
tion monochromatique de la forme :

V(z, y, z, t) = a(x, y, z) cos 2r[vi — D, (x, y, 2)] (29)
?
et en I’écrivant sous la forme complexe W = ae
nous obtenons :

27 (vt — (I’l) .

o o*\
LA — 4T (30
ot ek ot 47 30

L’équation (28) prend alors la forme dégénérée :

T — Kl
c? he? h?

AW -

2.5 2 2 2
4y 8r2v 4m (1,“202 - lq ) T =0 31
c” /
qui est identique a (11).

Considérons le cas général ou F dépend aussi du temps
(champ variable). Nous allons montrer que si la fonction ¥
écrite sous la forme complexe satisfait a I’équation (2R), nous
retrouvons pour ¢ I’équation de Jacobi lorsque nous suppo-
sons h infiniment petit. 9 ni

27l

En effet, en substituant ¥ = «e "7 dans I’équation (28)
et en annulant la partie réelle de 1’expression obtenue, il
vient :

1 0% 4 7* \ (dg 2 1 (dg\z .
’ ; : a9
o & ar R [H/ dx> ¢t \ dt ) ] 94

rya '

8 x? do 4 7 F2
— — Fa -~ — —— [;n?c? S —J a = ().

C2

: < ’ . 1
Si K est supposé infiniment petit, les termes contenant S5

I'emportent de beaucoup sur les autres, et, en supprimant
un facteur commun, il reste :

sl -2 = m

zyz

et la fonction ¢ obéit bien & 1'équation relativiste de Jacobi
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L’équation (33) peul étre considérée comme étant 1'équa-
tion de 'optique géométrique pour les ondes associées.
Comme nous I'avons vu, si ¢ (z, 4, z, t, o, 8, v) désigne
une intégrale compléte de cette équation (33), les trois
velations :

¢ J¢ dy :

a‘— = C, —dﬁ = ¢, 0—7 = Ly (34)
définissent le mouvement des étals de concordance de phase
dans un groupe d’ondes et ces trois relations (34) ne sont
autres que les équations du mouvement d’apres Jacobi. lei
aussi et en toute généralité, le mouvement du corpuscule
peut & Papproximation de 'optique géométrique étre assi-
milé & celui d'un groupe d’ondes associées.

Un caractére tres particulier de 1équation (28), clest
qu’elle contient un coefficient imaginaire et que la fonction
d’ondes, pour y satisfaire, doil étre écrite sous la forme com-
plexe. Dans les équations de la théorie classique des ondes,
les coefficients sont réels et la  fonction d’ondes réelle
W = q cos 2 7P doit satisfaire 1'équation de propagation; la
forme complexe de W est aussi solution et 1’on fait générale-
ment les calculs en se servant de cette forme complexe pour
revenir & la partie réelle a la fin du caleul. Lemploi de la
solution complexe apparait alors comme un simple artifice
mathématique. Ici, il n’en est plus de méme : la fonction
d’ondes réelle ne satisfait pas a I'équation (28) et ¢’est seule-
ment la fonction complexe qui en est solution.

De méme que pour les champs constants nous avons passe
de I’équation relativiste (11) & I'équation non relativiste de
Schrodinger (27), nous pouvons dans le cas général passer de
I’équation relativiste (28) & une forme non relativiste. Sou-
venons-nous que dans la Dynamique relativiste, 1’énergie
A pour expression :

¢

W — 7]?%“ —+ F (x,y, 2, 1) (35

— me? T+ F=mc2 4+ E
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T étant I'énergie cinétique due au mouvement, F 1'énergie
potentielle; E est I'énergie telle que la définit la Dynamique
Newtonienne; elle est égale & 1'énergie relativiste diminuée
de I'énergie interne me* et la dynamique Newtonienne clas-

<
4

sique est valable quand le rapport — est petit. Pour trans-
?

mece
poser ceci en Mécanique ondulatoire, nous écrirons la fonc-

tion d’ondes sous la forme

U (x,y, sl =e U, (x,y,z,t) (36)

W, est done I'expression que I'on obtient en retranchant

me . oo
dans la phase de I’onde complexe le terme —— t. ¢’est-a-dire

h
e , W B
en réduisant la fréquence de g
: E
Nous appellerons W, la fonction d’ondes réduite et A

la fréquence réduite. En substituant (36) dans (28), il vient :

2 /I w2
Aw, — = [d ket S 2 ‘I'] (37)
-

o h ot I’

4w o, 2 ' 47 F?
LR . St 4 2 ) - 1 22 | T —
- e o -+ i e, e [m & ] : (0

Le terme en F*W, est négligeable devant celui en Fme*¥,;

R L ov, .
de méme le terme en F —= est négligeable devant le terme
ot =y e

2

2y

, OV
en me* — = enfin le terme
I
ot
rapport au temps sont petites devant me®. Il reste donc :

l‘ r r .
o Ve est négligeable devant
c° Ju

=~ parce que toutes les dérivées de W, par

le terme en me?

82 o dmim O,
Al — — M = T, (38)
A — g P T kot

2

Telle est I'équation non relativiste (*) a laquelle doit obéir

(1) L'équation de propagalion non relaliviste est du premier ordre en ¢
alors que I'équation relaliviste est du second ordre en ¢. Cest 1a une
différence importante sur laquelle M. Dirac a altiré fortement l'attention.
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la fonction d’ondes réduite. Si le champ ne dépend pas du
temps, nous pouvons poser :

2 7i

—— [EBt —o, (x,y.3)]

W = 4 (o9, 2) & i (39)
et nous retombons aisément sur 'équation (27) de Schro-
dinger.

Tres souvent on écrit I’équation (38) en supprimant 1'in-
dice », mais il ne faut jamais oublier que c’est la fonction

) R 7 i F me?
d’ondes réduite dont la fréquence est diminuée de e
1

qui est solution de (38).

5. — Procédé servant a trouver automatiquement I’équa-
tion. — Nous pouvons refrouver I'équation non relativiste
de propagation en employant un procédé en quelque sorte
automatique qui a une grande importance quand on com-
pare la théorie des matrices d’Heisenberg avec la Mécanique
ondulatoire. Voici en quoi consiste ce procédé. Nous savons
que l'équation de Jacobi dans la Dynamique de Newton
est

' 05" o5
(g 5, — S5 B
g, 3q ) — 5 =0 (40
ou H ((I,-- = Dq—) désigne ce que devient 1'énergie Il
exprimée en fonction des coordonnées ¢; du temps ¢ et des
, 0%
moments p; lorsqu’on remplace chaque moment p; par — 5
][
’ o0
Prenons le premier membre de (40); remplacons 5o bar
h o a3 0 .
le symbole —— el - par le symbole —- Nous

2m Jq; 271 dt
obtenons ainsi un opérateur. Appliquons cet opérateur & la
fonction d’ondes ¥ (réduite) et égalons a zéro; si les ¢; sont
des coordonnées Cartésiennes rectangulaires? on retrouve
I'équation (38) de propagation.
En elfet, en coordonnées rectangulaires, nous avons :

T = lm(a” + y* + 7?) (41)
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Par suite :

1 ; =
H (9, p; t) = om P2+ pyZ - pzz,; +—F (z.y,2,t; (42

et 'on a pour 'équation de Jacobi :
?
1 [/03\2 03\2 0S\? 05
— I == i +~F — — — (. 43
2m l( Jdx ) - <dy) L ( 0z ) ] ' Jai i

L’opérateur obtenu par la méthode indiquée est :

- l J? 0* i 0* ¥ h - J ™
8z*m | oua? oy* 0z° 271 Ot e
et nous parvenons a I'équation de propagation :
I 8 =2 ) 4t oW
— o B =i = 48
i —

qui coincide bien avec (38). On vérifierait aisément que le
méme procédé appliqué & des coordonnées non rectangu-
laires donnerait une équation de propagation inexacte.

DE BROGLIE. — MECANIQUE ONDULATOIRE. 6



CHAPITRE VI

MECANIQUE CLASSIQUE ET MECANIQUE ONDULATOIRE

1. — Signification de I’amplitude o en Mécanique clas-
sigue. — Les mécaniques anciennes correspondent, nous le
savons bien maintenant, au cas ou la propagation des
ondes ¥ se fait suivant les lois de l'optique géométrique.
La fonction de phase ¢ peut alors étre identifiée avec la
fonction de Jacobi. Mais nous devons chercher quelle est
alors la signification que 1’on doit attribuer & 'amplitude a
si 'on veut provisoirement conserver lidée classique des
corpuscules bien localisés dans I'espace.

Nous allons supposer que nous pouvons nous contenter
des équations non relativistes. Naturellement nos raison-
nements ne s’appliqueront pas aux corpuscules en mouve-
ment tres rapide, par eexmple aux corpuscules de lumiére,
et, quand nous nous occuperons des photons, nous devrons
reprendre nos démonstrations.

r

Partons donc de I'équation générale non relativiste :

8a*m | . 4mi o .
AT — = F (@, 2,0 ¥ = A m = 1)

et substituons-y la forme : 27l
T =—=uacl (2)

a et ¢ étant deux fonctions réelles, le module et ’argument
de la quantité complexe W. Il vient alors en séparant le
réel et I'imaginaire

4 7? \1 do \? 8x*m ¢ 8 72 do
¢t ( dx_,) T Pa=gme, @
zya
4zt O\ da do 27 41 a ,
h Zide g TR ST " i

xya
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Il ressort des considérations du chapitre IV ( ou ® = Z)

que, si Ioptique géométrique est valable, le terme Aa est
négligeable devant le terme:

Nous pouvons done écrire nos deux relations (3) et (4) :

A [(ﬂ)2+ (/d? )2 = (dJ)ZJ + F (x,y,2,t) = 9% (5)

2m |\ oz, ay 0z dt
da ody da 0o da 0y 1 da
A _— e — — A' = —_— ((‘
dx Jx dy oy = 0z 0z + 2 2 o ©)

L’équation (5) nous montre que ¢ coincide avec la fonction
de Jacobi; nous le savions déja. L’équation (6) va nous
fournir la signification de a.

Soit S (x, y, z, (, o, B, y) une intégrale compléte de
I'équation de Jacobi o o, B8, y sont trois constantes. D’apres
la théorie de Jacobi, les équations du mouvement sont

JS 03 03 i
E:C‘ —dézcg 79;:: Cs- (1)

Il'y a donc une infinité de mouvements possibles du
corpuscule qui correspondent & la méme fonction de Jacobi,
donc a la méme valeur des constantes o, 8, y, mais a des
choix différents des constantes ¢,, ¢., ¢;. Nous dirons que
ces mouvements du corpuscule appartiennent & la méme
classe.

Au lieu de nous figurer un seul corpuscule décrivant une
trajectoire, imaginons un ensemble de corpuscules iden-
tiques animés de mouvements de la méme classe. Nous
savons que les moments p., py, p. se déduisent de la fonc-
tion S par les relations :

o8 s s
ox Py = Ay p. = _ {

P. —

0z
ou vectoriellement
——
14

= — grad S (9)
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— — . i
Comme on a p =m v dans la Mécanique de Newton, on
en tire
> 1
v —=+— — grad S
m
Donc le mouvement du nuage de corpuscules est entie-
rement connu quand on connait la fonction 5. Comme ici
nous pouvons confondre ¢ avec S, I’équation (6) est équi-
valente & :
da da da da

o Tor oy T s

| -
v, + 5 a div v = 11

En multipliant par 2a, on trouve aisément :

0 (a*) . e
S50 — div ((1— v ) —() 1

o
S

D’autre part, le mouvement du nuage de corpuscules
doit vérifier D'équation de continuité hydrodynamique,
exprimant que l'augmentation du nombre des corpuscules
par unité de temps, dans une région de 'espace, est égale
a la différence entre le nombre des corpuscules entrant
dans cette région pendant l'unité de temps et le nom-
bre des corpuscules sortant de cette région pendant 'unité
de temps. Considérons un petit parallélépipede ABCD
A'B'C’D” dont les faces sont perpendiculaires aux axes de
coordonnées et dont les arétes ont pour longueurs infini-
ment petites dx, dy, dz :

B M?'
Aé: "/
pooooo 1o
<L 1 c
D S
Fi. 2.

Désignons par p, v., vy, v. la valeur de la densité et des
composantes de la vitesse du nuage au centre du parallé-
lépipede. A travers la face ABCD, perpendiculaire & lI'axe
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des x et d’aire dydz, le flux de corpuscules pendant le
temps dt est :
d(pv,) dz’

(pl{r — —2—) dtdyd:z.

A'travers A'B'C’D’, le flux pendant le méme temps est :

- d(pv,) dx’ )
(Pl.,. = ks o 7) didydz.

L’exces de ce qui entre par ABCD sur ce qui sort par
A'BC’D’ est done :

00 e dy ds
ox

En laisant le méme calcul pour les deux autres paires
de faces, on trouve pour I'excés total de ce qui entre dans
le parallélépipéde sur ce qui en sort pendant le temps dt :

—aw i oo ) dirdyds
Ceci doil étre égal a 'augmentation pendant le temps dt
du nombre pdadydz des corpuscules présents dans le petit

. O . .
volume soit 7’: didrdydz On arrive donc a la relation

de continuité hydrodynamique
dap . i S
Ty -+ div ( po ) =0 (13)

En comparant avec (12), on est amené & poser :
p=Ka(x, y, z, 1) (14)

K éant une constante de proportionnalité qu'on peut
d’ailleurs prendre égale & 1, car a n’est déterminé qu’a un
facteur constant prés. On arrive ainsi au résultat suivant :
« le carré de I'amplitude de I'onde W, .son intensité, doit
étre considéré comme mesurant & chaque instant et en
chaque point la densité du nuage de corpuscules. »



86 ETUDE DE LA MECANIQUE ONDULATOIRE

2. — La probabilité de présence. — Le nuage de cor-
puscules, imaginé au paragraphe précédent, sert surtout a
visualiser I’ensemble des mouvements possibles de la méme
classe d’un seul corpuscule. La densité de ce nuage peut
étre considérée comme représentant la probabilité pour
qu'un corpuscule, dont le mouvement appartient a la classe
considérée mais dont la position exacte esl inconnue, se
trouve en un certain point & un certain instant. Nous pou-
vons donc énoncer le résultat obtenu & la fin du dernier
paragraphe sous la forme suivante : « L’intensité de
I'onde ¥ mesure en chaque point et & chaque instant la
probabilité de la présence du corpuscule associé en ce point
a cet instant ». C’est cette proposition que nous avons
appelée dans 'introduction le « principe des interférences ».
On voit que quand I'onde ¥ se propage suivant les lois de
I'optique géométrique, l'exactitude du principe des inter-
férences est automatiquement garantie par le fait méme
qu’alors les lois de ’ancienne Mécanique sont valables pour
le mouvement du corpuscule.

Le nuage de corpuscules associés &4 une méme onde W
parait donc avoir surtout un sens de probabilité. On peut
considérer ce nuage comme formant un fluide fictif « le
fluide de probabilité » dont la densité égale & a® d’apres (14)
donne en chaque point et & chaque instant la probabilité
de présence du corpuscule associé a 1’onde ¥ considérée.
Les portions infiniment petites de ce fluide, les « éléments
de probabilité » comme nous les désignerons, décrivent
des trajectoires qui coincident avec les trajectoires possibles
du corpuscule dont la position exacte est supposée incon-
nue. Toute cette théorie est tres claire dans le cas ot nous
sommes 1ci placés, ou loptique géométrique est valable
pour la propagation de ’onde ¥. Nous verrons que les
difficultés commencent quand on sort du domaine de.
I'optique géométrique.

Nous devons souligner un point important. La fonction
de phase se détermine tout a fait indépendamment de
I’'amplitude a; il en résulte par les équations de la théorie
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de Jacobi que le mouvement du corpuscule sur sa trajec-
toire est tout & fait indépendant de la fonction a. Ceci est
nécessaire pour qu’on puisse considérer avec l’ancienne
Mécanique le mouvement du corpuscule comme étant entie-
rement déterminé par les 6 conditions initiales de position
et de vitesse (c’est-d-dire les 6 constantes de la théorie de
Jacobi) : si la détermination de ¢ n’était pas indépendante
de celle de a, la forme de ¢ dépendrait des valeurs de la
fonction a aux divers points de 'espace @ I'instant initial
et cela voudrait dire que le mouvement du corpuscule
dépend non seulement des conditions initiales, mais encore
de la probabilité pour que les coordonnées initiales aient
telles ou telles valeurs! C’est, nous le verrons, cette cir-
constance paradoxale qui se présente quand on cherche a
prolonger les idées de 'ancienne Mécanique dans le domaine
propre de la nouvelle Mécanique.

Précisons la fagon dont la fonction a (z, y, z, ) doit se
déterminer quand on suppose connue la fonction de Jacobi
S(x, y, z, t, «, B, y) intégrale compldte de I'équation (3).
Il faut chercher une fonction satisfaisant a D'équation (6)
et telle qu’a l'instant initial ¢,, a (x, y, z, {,) donne la dis-
tribution de la probabilité de présence du corpuscule. Si
par exemple nous avons flait une expérience a 'instant (,
pour déterminer la position du corpuscule, le résultat de
cette expérience est toujours affecté d'une certaine errcur
possible et doit se traduire en disant que la probabilité,
pour que le corpuscule ait été au point xyz a Uinstant (,,
est donnée par une fonction [ (x, y, z), la région de I'espace
ot cette fonction [ a une valeur sensiblement différente
de zéro étant d’autant plus petite que 'expérience a été
plus précise. On devra donc poser comme condition initiale
devant &tre satislaite par la fonction a intégrale de (6) :

a(w, y, 2, t,) = f(x, y, 2). (15)

Yar sa nature méme, la fonction f satisfait a la condition :

] ;
Y/f[ar.g,,. 7)) g =

1 (16)
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I'intégrale étant étendue a tout l'espace et la fonction a
satisfait constamment a la condition

fa2 (x,y,2,1) do =1 (17)

puisque le premier membre de (17) mesure la probabilité
totale pour que le corpuscule soit en un point quelconque de
I’espace a linstant ¢, probabilité totale qui reste évidem-
ment toujours égale & l'unité.

3. — Exemples concrets. — Nous allons maintenant
donner deux exemples pour préciser ce qui précede. Consi-
dérons d’abord le cas du champ nul. L onde monochroma-
tique est alors une solution de 1'équation des ondes. Son
amplitude est constante : cela signifie que, si ’on considére
une infinité de corpuscules formant un nuage homogene,
indéfini et tous animés de la méme vitesse dans la méme
direction, la densité de ce nuage ne subira pas de variations
par le fait du mouvement. -

Plus instructif est le cas du mouvement d’un nuage illi-
mité de corpuscules de méme énergie se déplacant tous
dans la direction d'un champ uniforme qui agit sur eux.
Nous pouvons définir tout le phénomene par une seule
variable x.

Reprenons les notations du chapitre I, paragraphe 6.
Nous avons

F(x) = ka (18)

et I'abscisse de chaque corpuscule est donnée par :

=z, 4 vt + l ;‘ 1! 19)
x, étant D'abscisse et v, la vitesse de ce corpuscule au
temps ( — 0.
Nous avons trouvé que lintégrale compléte de 1'équa-
tion de Jacobi ot W jouait le role de constante arbitraire
était

Lo 372
S (¢, t, W) =Wt — —— | 2m (kx 4+~ W) (20)
dmle |
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D autre part, I'équation (6) ou nous pouvons remplacer ¢
par S nous donne

da 03

dr  Jdx

— = (21)
n 3 )

Comme nous cherchons le mouvement d'un nuage indé-
fini de corpuscules, nous pouvons supposer le mouvement
permanent de telle facon que a soit indépendant du temps.
Alors (21) 'écrira simplement

da 03 1 06 it~ st 22)
Jx d.r+7~2 ¢ oz = o
Or, d’apres (20)
S e 2 = )
% = — V2m(kx +— W) gt o (23)

92°  J2mlx | W)

et Namplitude a doit satisfaire a I'équation

I da I 2
a dr T 4(kz + W) o
dont I'intégrale est

! L 25

@ = ———. 29)

Vkx +— W
La densité du nuage est donc, d’aprés (14)

p = a G ﬁ/kl“i——_’_ ki (260

T Vi + W P e+ W

po Etant la valeur de p pour une certaine valeur x, de x.
La densité du nuage va donc en diminuant dans le sens
du champ.

Comme nous sommes placés dans le cas ot la Mécanique
ondulatoire se confond avec la Mécanique ancienne, nous
devons pouvoir retrouver I’équation (26) a l'aide des
équations classiques du mouvement. Montrons qu’il en est
bien ainsi
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Envisageons une certaine abscisse x, et les corpuscules
qui se trouvent dans le plan x, & linstant ( = 0; ces
corpuscules ont une vitesse v,. A I'instant ¢ ils seront par-

ko,

venus dans le plan d’abscisse © = x, + vl +—- — t°
2 m

d’apres (19). Les corpuscules qui & I'instant O se frouvaient

dans le plan x, — dx, possédaient une certaine vitesse

v, — ov, et & U'instant ¢ ils auront atteint le plan d’abscisse:
k

. S 1
v =z, — 8, + (v, — ) t + & — (
Z m

e
EN |

Done, les corpuscules qui remplissaient & 'origine du
temps un cylindre de base égale & l'unité limité par les
plans x, et x, — dx, rempliront & I'instant ¢ un cylindre
de base égale & 1'unité limité par les plans x et 2. Si N est
le nombre de ces corpuscules, la densité en x, dans le
premier cyiindre est

N
= 28
/)I) qu ‘ }
et la densité en x dans le second cylindre est :
N N N 1
p o= — = = —— e s e LQQ)
r— =T oz, —+ vt o, 1+ b\’U(, i
ox,,
o Po
=—
R g
ox,

Mais, comme par hypothése tous les corpuscules du nuage
ont une méme énergie W, la vitesse et 'abscisse de chacun
d’eux sont reliées par la relation

1
5 mv? — kr — W (30)

ou

v \/¥7 mn e
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dv, est la variation qu’éprouve la vitesse quand l'abscisse
varie de dx,. C’est donc, d’apres (31) : '

kéx, v
y, == 2)
0 = o ha, £ W) @
et la formule (29) devient
= 5, : — py— % £ W 3
I | S vz W 4
V2m(kx, + W) o NE
Or, on a aussi
I
U= By = — 1. (34)
m
et d’apres (31) :
- R —— I
ka = Ak === 35
NV kx + W N/ex”~+—W—{—~/21 i (35)
On trouve donc finalement pour p I'expression
o ViEkx, + W ;
— () ———— /361
P 1‘$) P \ZL'", \/l[l‘n + W \ /

et ¢’est bien la formule (26) obtenue & 1'aide de 'amplitude
de I'onde associée.

4. — Résumé du chapitre. — Ainsi donc nous avons établi
un parallélisme entre ’ancienne Mécanique et la propa-
gation des ondes ¥ quand celle-ci <’effectue suivant les lois
de I'optique géométrique. La fonction de Jacobi se confond
alors avec la fonction de phase des ondes ¥ et si l'on
conserve le concept classique que les corpuscules décrivent
des trajectoires bien définiés avec des vitesses bien définies,
on peut imaginer un nuage de corpuscules déerivant toutes
les trajectoires qui correspondent & une méme fonction de
Jacobi, et alors la densité de ce nuage peut étre mesurdée
constamment par I'intensité de 'onde ¥ associée. On peut
aussi imaginer un fluide de probabilité dont les éléments
décrivent les trajectoires que D'ancienne Dynamique fait
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correspondre & une forme donnée de la fonction de Jacobi,
et dire que la densité de ce fluide mesure en chaque point
et & tout instant la probabilité de présence d'un corpuscule
unique, dont on sait seulement qu’il déerit I'une de ces
frajectoires sans savoir exactement laquelle.

Toutes ces conceptions sont ici trés claires el parlai-
tement d’accord avec les idées classiques, mais peut-on
chercher & les étendre quand les conditions de 1'optique
géométrique ne sont pas réalisées? Nous allons voir que
I'on doit avant tout conserver l'idée que Dintensité de
I'onde ¥ mesure la probabilité de présence du corpuscule,
méme st pour cela on est obligé de sacrifier I'idée tradi-
tionnelle qui attribue aux corpuscules une position. une
vitesse et une trajectoire bien déterminées.
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CHAPITRE VII

LE PRINCIPE DES INTERFERENCES ET LA DIFFRACTION
DES ELECTRONS PAR LES CRISTAUX

1. — Le principe des interiérences. — Le principe essen-
tiel qui sert dans les théories de la lumitre & prévoir les
résultats d’une expérience d’interférences ou de diffraction,
¢’est que le carré de 'amplitude, I’intensité, mesure la quan-
tité d’énergie lumineuse qui est en moyenne présente en
chaque point de I’espace. De plus, les expériences d’inter-
férences en optique ont toujours donné le méme résultat
quelque faible qu’ait été I'intensité de la lumitre employée.
Si done on admet I’existence de grains d’énergie lumineuse,
de photons, il est nécessaire de supposer que, pour chaque
photon, la probabilité de présence est proportionnelle en
chaque point a I'intensité de I’onde lumineuse associée; ¢’est
ce que nous nommons le principe des interférences. Comme
nous l'avons dit dans I’introduction, il est bien naturel de
chercher en Mécanique ondulatoire & transposer ce principe
du cas de la lumitre au cas des particules matérielles,
c’est-d-dire d’admettre que I'intensité de 'onde ¥ mesure
toujours, quand méme Doptique géométrique n’est pas
valable pour la propagation de cette onde, la probabilité
de présence du corpuscule & I'instant considéré au point
considéré. Désignons par P (x, y, z, t) dv la probabilité
pour que le corpuscule se trouve, & 'instant ¢, & 'intérieur
de I'élément de volume dv, dont le centre a pour coordon-
nées x, y. z; on doit avoir en posani toujours

2 i

— o (z; Y, 3, 1) .
U — alx,y,z,1) ¢ " (1)
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la formule :
P(x, y, 2, t) = Ka®(x, y, 2, t)
=KU(z, y, 7, ) X V(x, y, 5, 1) (2

T désignant la quantité complexe conjuguée de ¥. Par un
choix convenable de la constante multiplicative arbitraire
contenue dans a, il sera toujours possible de faire K = 1.
La relation (2) exprime le principe des interférences.

Toutes les expériences effectuées avec des corpuscules dans
des conditions telles que la propagation des ondes associées
se fasse suivant les lois de Doptique géométrique, véri-
fient nécessairement le principe des interférences, comme
cela résulte du chapitre précédent. Pour obtenir une preuve
expérimentale de la valeur du principe, il est donc néces-
saire de s’adresser a des phénoménes dans lesquels la pro-
pagation de 'onde associée ne se fait plus suivant les lois
de Uoptique géométrique. Cest précisément ce qui se passe
pour les expériences de diffraction des électrons par les cris-
taux récemment découverts : ces expériences peuvent étre
considérées comme apportant a la fois la preuve de la néces-
sité d’introduire les ondes associées et la preuve de 1'exacti-
tude du principe des interférences pour les particules
matérielles.

2. — La difiraction des électrons par les cristaux. — C’est
a MM. Davisson et Germer que revient 1’honneur d’avoir
les premiers, au début de 1927, annoncé 1’exisience de la
diffraction des électrons par les cristaux. Dans leurs expé-
riences, ils envoyaient un faisceau d’électrons de méme
vitesse normalement sur la face d’entrée d’un cristal de
Nickel, cette face d’entrée étant une des faces de 1'octacdre
régulier. Les électrons employés tout d’abord par
MM. Davisson et Germer étaient des électrons tres Jents
de 50 & 200 volts; plus tard, les deux physiciens améri-
cains ont étendu leurs recherches a des électrons de plusieurs
centaines de volts. Les résullals obtenus ont montré trés
nettement qu’il y avait concentration des électrons diffusés
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par les différents centres du cristal. Le phénoméne est tout
a fait comparable au phénoméne de Laue pour les Rayons X.
L’examen des valeurs numériques montre clairement que,
pour expliquer la position des maxima de diffusion obtenus
par la théorie de Laue-Bragg, il est nécessaire d’attribuer
a la longueur d’onde de I'onde associée aux électrons de
vitesse » la valeur

A= L 3)

mv

prévue par la théorie générale du chapitre II. Cest Ia
un succes déeisif pour la Mécanique ondulatoire.

Toutefois, dans les résultats de Davisson et Germer, on
conslate aussi certaines divergences entre les prévisions de
la théorie de Laue-Bragg obtenues en adoptant la valeur 3)
pour la longueur d’onde et les faits expérimentaux. Ces
divergences semblent pouvoir s’expliquer par la valeur
sensiblement diflérente de 1'unité que posséde Uindice de
réfraction des ondes ¥ 3 I'intérieur du cristal.

Le méme genre d’expériences a 6été répété  brillam-
ment par G.-P. Thomson, le fils de Iillustre physicien Sir
J.-J. Thomson. G:.-P. Thomson a opéré, comme nous Pexpli-
querons plus loin, par une méthode analogue & la méthode
des poudres cristallines, que Debye et Sherrer ont employée
pour les rayons X. Les €lectrons incidents étaient des élec-
trons de grande vitesse correspondant & plusieurs milliers de
volts : dans ces conditions, les complications provenant de
I'indice de réfraction doivent disparaitre. En effet, nous
avons trouvé précédemment que, dans un champ ou la fone-
tion potentielle est F ( x, y, z), U'indice des ondes associées
est (& 'approximation Newtonienne) :

2[E — F(
V(x,y, 3) = \/~ I @,y 2] (4)

me?

En dehors de tout champ, F = 0, et I'indice a la valeur -

\/QE
o me
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L’indice relatif du cristal par rapport au vide, pour les
ondes associées & un électron d’énergie F, doit donc étre
au point x, y. z -

nix, y, z) Iz, y, 2) .
———— =4l — e (3)
My E
F(x, y, z) étant I'énergie potentielle de 1'électron par rap-
Y 8 I I

port au réseau cristallin, quand il occupe la position zy:z.

Comme F (x, y, z) est indépendant de E, il est évident que

n bl Ve A . ’ 5 )

o tend vers I'unité quand E croit indéfiniment. Dans les

0

expériences de Davisson et Germer, 'indice relatif - slest
0

révélé comme pouvant différer de 'unité de pres de 10

pour les électrons d’énergie cinquante ou cent fois plus

grande de Thomson, la dilférence entre " el Tunité doit
étre négligeable, et les résultats ont été dans ce cas, nous
le verrons plus loin en détail, tout a fait conformes aux
prévisions de la théorie de Laue-Bragg et a la formule (3).

D’autres expériences trés remarquables sur la diffraction
des électrons ont été faites en Allemagne par M. Rupp, en
envoyant des électrons lents a travers des films métalli-
ques. Ici encore, les prévisions de la théorie se sont bien
vérifiées, mais avec un petit écart systématique qui a 6té
attribué a l'existence de I’'indice de réfraction. Tout récem-
ment, M. Rupp, employant la méthode si heureusement
mise en cuvre par MM. Compton et Thibaud pour les
rayons X, a pu obtenir une diffraction d’un pinceau d’élec-
trons tombant sous une incidence trés rasante sur un réseau
optique ordinaire; la formule (3) a pu encore étre vérifiée
avec une grande exactitude, et la longueur d’onde des ondes
associées a 1'électron s’est trouvée ainsi directement comypa-
rée & un étalon tracé de main d’homme.

Enfin, nous mentionnerons les beaux diagrammes obte-
nus par M. Kikuchi et les expériences de M. Ponte, sur les-
quelles nous reviendrons plus loin.
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Nous ne pouvons pas ici examiner en détail tout 1'ensen:-
ble de ces résultats expérimentaux. Nous devons nous horner
et nous étudierons seulement les expériences du Professeur
G.-P. Thomson et celles de M. Ponte, qui sont affranchies
de toutes les difficultés relatives & Uindice de réfraction.
Pour les autres expériences, le lecteur se reportera aux
mémoires originaux. L’essentiel pour nous, ¢’est que 1'expé-
rience a apporté une trés bonne confirmation de 1'existence
de I'onde associée aux électrons et de la formule donnant
la longueur d’onde en fonction de Ja vitesse, et qu’elle a
montré la validité du principe des interférences, méme pour
les particules matérielles.

3. — Préliminaires a [I’étude des expériences de
G.-P. Thomson. — La méthode de G.-P. Thomson est
d’envoyer un faisceau d’électrons sensiblement homogéne
au travers d'un film métallique trés mince. On  admet
agjourd’hui qu'un tel film est formé par de trés petits
cristaux enchevétrés. Pour prévoir a quels phénomeénes la
diffusion des ondes associées par ces petits cristaux doit
donner lieu, il nous faut d’abord rappeler quelques notions
de cristallographie.

On regarde, depuis les travaux de Bravais, tous les cris-
taux comme formés par des centres matériels qui sont répar-
tis suivant des lois réguliéres et forment un réseau. Le type
de réseau le pluq lep]e ett celui ot toute translation de

la forme n, a —+ n2 b + Ng € falt passer d’un centre cris-

tallin & un autre, a b c etant trois vecteurs non situés dans
le méme plan, et n,, n,, n, trois nombres entiers quelcon-
ques. Les centres ou neeuds forment alors les sommets d une
infinité de parallélépipedes juxtaposés. Si l'on considére
deux noends A et B d'un réseau simple, la translation
qui falt passer de I'un & l'autre est donc de la forme
n (h a —+ 4 T+ k c) ou n est un nombre entier, h, §, I
trois Il()lll])l es premiers entre eux; la droite AB porte donc
une infinité de centres qui se déduisent les uns des autres

> > - i
par la translation ha -+ §jb -+ k ¢. Il en résulte que tout

De BroGLIE. — MECANIQUE ONDULATOIRE, 7
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plan contenant trois nceuds non en ligne droite contient
une infinité de nceuds situés aux sommets de parallélo-
grammes accolés : un tel plan est un « plan réticulaire ».
En soumettant un plan réticulaire & une translation

11,1_(: -+ N, Ij —+ 713—;, on obtient un autre plan réticulaire
paralléle : les plans réticulaires forment donc des familles

de plans paralleéles.
Pour repérer une famille de plans réticulaires, nous
prendrons trois axes de coordonnées passant par un neeud
—

du réseau et respectivement paralltles aux trois vecteurs, a,
— -

b et ¢; puis nous considérerons le plan de la famille le plus
proche de I'origine qui coupe les trois axes en trois nceuds
situés sur leurs parties positives. Ce plan coupe I'axe des x
au neeud d’abscisse mya, Taxe des y au noeud d’abscisse
m,b, 'axe des z au nceud d’abscisse mye. On nomme
« indices » de la famille de plans réticulaires considérée,
les plus petits nombres entiers h,, h,, h,, qui sont propor-
tionnels aux inverses des nombres m,, m,, m.
Le plan qui sert a définir les nombres m,, m,, m; a pour
équation : )
Y 4
371,7 . myb i m,ce

= 1. (7)

Désignons par I le plus petit multiple commun de m,.
m,, M,; ON a

I Ie I
hy—=— h,=— h = (8)
m; : m, : m, '
et ’équation (7) s’écrit :
x Yy -
hl 7 —+ h2 T —+ 113 ? — k. (9)

Tous les plans réticulaires de la méme famille ont donc
une équation de la forme :

x z
hlz + h, %

—+ h, = = Cte. (10)
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Maintenant il est facile de voir que, par tout neceud du
réseau, passe un plan de la famille considérée. Soit, en
effet, P un plan de cette famille, passant par un noeud A, et

soit B un autre neceud non situé dans P. On passe de A 4 B
) —> — —
par une translation n, a —+ n, b 4+ n, ¢ et cette transla-

tion transforme P en un plan P’ paralidle et passant par B;
tout nceud contenu dans P est transformé en un neeud de
P’ Le plan P’, qui contient une infinité de noeuds, est un
plan réticulaire de la méme famille que P, ef il passe par
le noeud B, choisi arbitrairement.

in gardant les notations que nous venons d’employer,
nous allons chercher & calculer la distance des plans paral-
Iéles P et P, mais nous ferons une restriction : nous sup-

>

poserons les vecteurs a b ¢ mutuellement perpendiculaires;
c’est le seul cas auquel nous aurons a appliquer nos for-
mules. Prenons A comme origine des coordonnées; le plan P
aura pour équation

i 1
Il'_r;+’1”}—i+ll“?:" (11)

Iy, h,. hy étant les indices de la famille de plans dont P
lait partie. Les coordonnées de B sont na, n,b, nye. Nos
coordonnées étant rectangulaires, la distance du point B
au plan P est, d’aprés une formule connue de géométrie
analytique

ﬁ!h,u, -+ hyn, + hyn,|

IEEE N
=5 == i =
a* b (e

Nous pouvons choisir pour B un nceud quelconque, ¢’est-
d-dire prendre pour n,, n,, n, des nombres entiers quel-
conques, positifs ou négatifs. Le numérateur de (12) peut
donc avoir une valeur entitre quelconque. Nous en con-
cluons que les plans réticulaires de la famille (hy, hs, hy)
sont des plans équidistants séparés les uns des autres par
I"équidistance

d =

(12)

d’ll.’Lzhg —

(13)

T G =T
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Dans le cas du réseau cubique, a == b = ¢, et :

d — = y
S Y o g B Y o

Le réseau cubique simple est formé par des nceuds dis-

posés aux sommets d’une infinité de cubes juxtaposés. Il
; . . - o o .
est défini par trois vecteurs a, b, ¢ normaux et de méme

longueur a. Les familles de plans réticulaires les plus impor-
tantes sont les familles :

(100) faces du cubé,
(111) faces de l'octaedre,
(110) faces du dodécaedre.

Les équidistances correspondantes sont

diyo = @
a
dlll —— ‘\/S
a
dljn — TQ‘

Mais il arrive souvent que les réseaux cubiques réels ont
une structure plus compliquée. 1l peut se faire, par exemple,
que chaque cube élémentaire, chaque « maille » du réseau
porte non seulement des nceuds & ses sommets, mais porte
aussi un noeud en son centre de figure. On a alors un réseau
de cubes centrés. Tout se passe comme si I'on avait allaire
4 deux réseaux cubiques simples, décalés I'un par rapport

. . == == - ) -
4 l'autre de 1 (a + b + ¢). La translation la plus générale
qui fait passer d’un nceud a un autre est alors :

S

()l.%——»})d—{—(“,_, —f——‘) b—{—(lna+€—3) e

avec n,, n,, n, entiers et ¢, <, ¢ égaux a 0 ou a 1.
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En reprenant les raisonnements faits ci-dessus, on trouve
aisément que 1'équidistance des plans d’une famille (h,, h.,
h,) est :

a

dningng = N si h, -+ h, + h, est pair.

(15)
1 a

duingng = st hy, —+ h, —+ hy est impair,

Enfin (et c’est le cas pour les expériences de Thomson)
on peut avoir affaire & un réseau cubique ou chaque cube
élémentaire porte un nceud au milieu de chacune des six
faces; ¢’est un réseau de cubes & faces centrées. La trangla-
tion la plus générale faisant passer d'un neeud & un autre
est alors :

(i"l -+ —);+ (/Ng == 5%)—17 —+ ()1,3 - f;) >

Ny, Na, Ny 6tant entiers, et les ¢ étant ou tous nuls ou deux
égaux a 1 et le troisieme nul. La distance d’un neceud B
a4 un plan réticulaire P (h,, h,, h;) passant au nceud A est :

’

()1‘ —+—5~1) h, + ('”2 -+

\/ h,* 4+ h,> 4 hy?

Si hy, h,, h; sont de méme parité, on a

a

VIR X

dpihahs = 47
Si les trois indices sont, les uns pairs, les autres impairs,

on a :

1 a ;

2 VR =+ h? + b, e

i a ”

 W@h)ZT 4 (2h,)? + (2hy)?

dhyngns =

5

no
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En reprenant les raisonnements faits ci-dessus, on trouve
aisément que 1'équidistance des plans d’une famille (h,, h,,
hy) est :

dninony — ,‘aqho si hy + h, + hy est pair.
Vh?*—+ h* 4 h? :
(15
| a
diyngn; — st hy — h, = hy est impair.

2 R+ R+ k7

Enfin (et c¢’est le cas pour les expériences de Thomson)
on peut avoir affaire & un réseau cubique ol chaque cube
élémentaire porte un nceud au milieu de chacune des six
faces; ¢’est un réseau de cubes & faces centrées. La transla-
tion la plus générale faisant passer d’un noeud & un autre
est alors :

(tn, e izl—);—i— (/“2 i %’)—Z—F (n3 = »523) —:

Ny, Ny, ny étant entiers, et les ¢ étant ou tous nuls ou deux
égaux a 1 et le troisitme nul. La distance d’un nceud B
a un plan réticulaire P (h,, h., h;) passant au nceud A est :

(mt ) o+ (ot ) (m )

d — —- (16)
¢ hy* 4 hy* + hy?

Si hy, h., hy sont de méme parité, on a

a
«/*hf —+ h,? hsz_'

dnihohy = a7

Si les trois indices sont, les uns pairs, les autres impairs
on a :

1

1 a

2 N/hTz_—f— h,* 4 h,*®
o a
T V@h)? (2h,)? 4+ (2h,)*

dryhohy =

(18)
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On peut dire que la formule (17) s’applique encore a ce
dernier cas, & condition de doubler les indices.

4. — Expériences de G.-P, Thomson. — Revenons aux
expériences de G.-P. Thomson. Supposons qu’un faisceau
de rayons cathodiques homogénes en ftraversant un film
métallique mince, rencontre dans un des petits cristaux
constituant ce film un plan d’indices h,, h,, h, sous un
angle d’incidence 6, I'angle d’incidence étant ici le complé-
ment de celui qu'on considére habituellement en optique.
L’onde associée aux €électrons incidents subira une forte dif-
fusion dans la direction de réflexion régulicre, s'il y a
accord de phase entre les ondes élémentaires diffusées par
les neeuds’ des divers plans réticulaires d’indices h,, h,, h,.

Tout d’abord, les ondes diffusées par deux centres A et
B situés dans un méme plan réticulaire sont toujours en
phase dans la direction de réflexion régulidre : ceci résulte
de ce que les chemins optiques A’B et AB’ sont égaux, car
ils valent tous deux AB cos 6 (fig. 3).

Fic. 3.

Si, de plus, les ondes diffusées par deux centres A et C
placés comme sur ia figure sont en phase, alors les ondes
diffusées par tous les nceuds du cristal seront en phase et
nous aurons, dans la direction de réflexion réguliére, un
grand maximum de lintensité. La condition pour qu’il
en soit ainsi est que les chemins optiques du rayon diffusé
en A et du rayon diffusé en C different d’un multiple entier
de la longueur d’onde; ceci donne

DC —+ CD’ = nA (n entier)

¢’est-a-dire : o
2 diyhong SIN O — A 19)
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C’est la relation de Bragg bien connue pour les rayons X
Sa démonstration suppose que 'on peut négliger la diffé-
rence d’indice de réfraction entre le cristal et le vide; nous
avons vu que cela était légitime pour les expériences de
Thomson.

<
l

Fic. 4.

Soit L la distance du film & la plaque photographique sur

laquelle on recueille les électrons; on doit s’attendre & obte-

nir, pour chaque réflexion sur un petit cristal, une tache
. D . . . o

a la distance 5 de la trace du faisceau cathodique incident

avec

— L tg 26,

I\.[ =

si toutefois le principe des interférences est exact pour les
électrons, c¢’est-a-dire si le carré de I'amplitude de 1'onde
mesure bien la probabilité de présence des électrons en
chaque point.

La grandeur qui va régir le phénomeéne, c’est la, longueur
d’onde A de I’onde associée aux électrons incidents. D’apres
les formules générales, on doit avoir :

_ T —pB

h
— )
Ip| mov (20)

A= -

La vitesse des électrons est en général déterminée par

ladifférence de potentiel P, qui a servi a les mettre en mou-
vement. On a :

2
me® B
—————— — mc? = eP (2

y1— g

no
—
&
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d’ou 'on tire :

. 1 == B2 2P 4 e2p2 -
1 — p? Tl — BT me? m2et heal
e VI—F 1 N
T B s 23)
m me?
d’ou enfin
I
A== ; ,.l D (24)
) )
\/Zmef (l + 2 me? )

el . . . . o,
Le terme ez Clant toujours faible, il est suffisant d’écrire :

A

___h (’ 1 eP ) ot
¥ 2meP b= % me? )" 28)

Si I'on exprime P en volts, il faut remplacer (235) par

150 / eP !
== — (g — =) (26)
= \/ melP (1 1200 me* ) 2

Dans les expériences de Thomson, le terme correctif n’a
jamais dépassé 3 %. On peut donc toujours poser assez
approximativement

150

— —_—
& ! meP

formule qu’on pourrait obtenir directement en partant des
formules non-relativistes

h

= — el

mo 2

[usy

mv? = el.

‘n appliquant les relations précédentes, on trouve, pour
la longueur d’onde des électrons de 25.000 volts, la valeur
0,75 - 107° cm., ce qui correspond & des rayons X trés
durs. Comme les réseaux cristallins usuels ont des équidis-
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tances de l'ordre de 10~* cm., on voit que les angles ¢
seront trés petits, suffisamment petits pour pouvoir rem-
placer dans les formules sin 6 par ¢, et tg 2 6 par 2 6. On a
done treés sensiblement :

D
2d6 — nA el T:L-;’Zf/
d’ou
2 nAL
D— —".: (28)
dh]hgha 8

Si-les microcristaux du film sont orientés tout A fait au
hasard, on obtiendra sur la plaque photographique, non
pas une tache, mais une infinité de taches dessinant un
anneau continu autour de la trace du faisceau incident,
anneau dont le diameétre sera égal & D. Si le film métal-
lique renferme des microcristaux. présentant un certain
degré d’orientation, on aura des apparences plus compli-
quées : certains anneaux manqueront, d’autres seront inter-
rompus. Tout cela a bien été observé. 11 faut remarquer
que les films doivent étre trés minces pour que le faisceau
d’électrons ne soit pas trop absorbé et nme subisse pas plu-
sieurs diffusions successives.

Les  premitres expériences vraiment probantes de
G.-P. Thomson ont porté sur I’Aluminium et sur I'Or. Une
premiére chose & vérifier, ¢’est que, pour un anneau donné,
je veux dire produit par une famille donnée de plans réti-

. D . .
culaires, le rapport ~ est constant. En d’autres termes, si

I'on augmente progressivement la tension P, le systéme
d’anneaux se rétrécit, et si I'on suit le rétrécissement d’un
des anneaux, la relation :

— (to

ou
1 eP

0B (4 - 2B
¥ (| + 1200 me?

) — (e ' (29)
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doit étre vérifiée. Voici des tableaux donnés par G.-P. Thom-

son

P (volts)

64.000
57.600
45.000
34.500

58.000
55.000
4%.000
33.700

435.000
40.000
34.500
25.500

Aluminium.

D (ems)

1,47
1,62
1,78
2,00

Or.

Platine.

1,85
1,96
2,23
2 46

— 1
Dy (\1 + 1o

384

398

388

378

371
381
376
374

402
400
421
398

Aluminium (avee une autre valeur de ).

34.500
27.500
26.200
21.800

1,64
1,84
1,86
2,09

310
310
305
312

Platine (avec une autre valeur de L).

29.000
24.000

1,84
1,98

319
311

g p

me?

)

La variation de la longueur d’onde avec le potentiel P
et, par suite, avec la vitesse des électrons, se vérifie donc

bien.
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Pour un potentiel donné, les diametres D et D’ corres-
b
pondant aux réflexions sur les plans réticulaires d’indices
(hy hy hy) et h,"h,hy) sont dans le rapport

D/ (1111712713 e
—_——= = (30)
:D dh']h'gh’g

Comme les métaux employés cristallisent dans le sys-
teme cubique & faces centrées, on a :

a

VIE by - by

dhlhghg a—

31)

a élant Paréte du cube et les indices devant étre doublés
s’ils sont tous trois de méme parité. Donc, avec cette con-
vention

% Vi b R

IS K E

(32)

Dans plusieurs séries d’expériences sur I'’Aluminium,
Thomson a obtenu des anneaux dont les diametres étaient,
proportionnels & :

vID9 V165 V2T
Vi V1,65 V10,6 /14,8

Vi V805 JIT05 I58 /28
Vi V193 JU4  JI6

V7,95 yI08 VI5E 26,6

fop

VE VB0 JI0§ JISE J2TE
séries qui se rapprochent beaucoup de la série :

VE VT yir JIE v
correspondant aux plans réticulaires :

200 220 311 400 511
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Pour le Platine, on a trouvé de méme les séries :

V3 VE000 V795 JILT J162 VI8 V232 V268

V3 VA0S JB05 JITE JI52 JISE V223 J%3

V3 V3B 705 yI08 V152 JI83 V238 264
analogues a la série :
V3 v E Y8 JIT JI6 V19 V2% 27
correspondant aux plans d’indices :
111 200 220 311 400 331 422 333

De méme, pour 1'0Or, on a eu les deux séries :

VT VEZ V7O JITH J10%

V3 V408 /8 JIT1 /19,9

|

N

V3 Vi VE VIT Y20
correspondant aux plans d’indices :
"ML 200 220 311 420

Ayant ainsi déterminé les indices des plans réflecteurs,
on peut calculer 'aréte du cube et comparer aux valeurs
obtenues par les expériences de Rayons X. Thomson a
trouvé :

Al Au Pt
par les rayons cathodiques : a = 40358 a = 4208 o — 3,894
par les rayons Rontgen : a = 40638 a — 4,068 a = 3,914

M. Thomson a aussi vérifié d’une facon trés intéressante
que ’agent produisant une impression sur la plaque photo-
graphique était bien des électrons diffusés par le film et
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non des Rayons X secondaires. Pour cela, il a établi un
champ magnétique entre le film et la plaque photographique
et constaté que l’ensemble des anneaux était déplacé par
I’action du champ. Il a méme pu ainsi vérifier que la vitesse
des électrons diffusés était égale & celle des électrons
incidents.

Les premieres expériences de G.-P. Thomson avaient
porté sur le celluloid et donné des résultats nets, mais
plutdt qualitatifs. Un de ses éleves, M. Reid, a repris depuis
ces expériences et trouvé un bon accord avec la théorie en
admettant dans le celluloid I'existence des deux équidis-
tances égales & 3,67 & et 4,35 A, alors que les équidistances,
mesurées par Muller par les acides gras, sont 3,67 et 4,08 A.
Enfin, un autre collaborateur du Professeur Thomson,
M. Irongide, a trouvé aussi une confirmation de la théorie
pour des films de Cuivre, d’Argent et d’Etain, métaux qui
cristallisent aussi en cubes & faces centrées. Voici, par
exemple, les valeurs du coté du cube élémentaire qu’il a
obtenu pour ces trois métaux, comparées a celles obtenues
par les rayons X :

Argent Cuivre Etain
par rayons cathodiques : 4114 3,66 A 2,86 A
par rayons Rontgen : 4,08 A 3.60 A 291 &

5. — Expériences de M. Ponte (1929). — M. Ponte a
obtenu de trés beaux anneaux de diffraction avec des élec-
trons diffusés par I'oxyde de zinc. Voici comment il opérait.
Un faisceau cathodique étroit, issu d’une cathode chaude,
tombait sur un fil métallique mince recouvert d’une faible
couche d’oxyde de zine ou sur les bords d’un diaphragme
sur lequel 'oxyde a été formé : parfois aussi, on lui faisait
traverser un tissu d’oxyde de zinc formé sans support. Les
expériences ont été effectudes pour des tensions de 7,6; 11,17;
13,92 et 17,25 kilovolts.

Le réseau de 1'oxyde de zinc appartient au systéme hexa-
gonal : le calcul des anneaux de diffraction par la théorie
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de Laue est donc un peu plus compliqué que pour les cris-
taux cubiques étudiés par Thomson, mais il peut néanmoins
¢tre facilement effectué si 'on admet la formule (3) pour
lalongueur d’onde de I'onde associée. M. Ponte a pu ainsi
vérifier que la formule (3) est valable & moins de 1 % pros
pour les électrons ayant subi des chutes de potentiel variant
de 7,6 & 17,25 kilovolts, ce qui correspond a des longueurs
d’onde variant de 0,14 & a 0,093 K environ.

Nous reproduisons dans ce livre quelques-uns des heaux
clichés de M. Ponte, qu’il a trés obliceamment mis & notre
disposition; nous le prions de trouver ici I'expression de nos
remerciements sinceéres.
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d’inexact en introduisant le facteur exponentiel de Wentzel
pour annuler I'influence des portions éloignées de I'onde
monochromatique, portions qui en réalité n’existent pas.

Admettons I’hypothése de Wentzel et calculons I'onde ¥,
diffusée en un point P trés éloigné de O (fig. 6).

Fic. 6.

En raison de la présence du facteur e I'intégration
triple indiquée dans la formule (21) n’intéresse que le
voisinage immédiat de O; par suite, on peut remplacer p

— ) 1
par OP = p, dans le facteur lentement variable g et dans
le facteur exponentiel poser
S
p = p, — r cos MOP (24)

La formule (21) devient alors

D
'lIrl P,f) = — -.;:“ ce,

. i e
a 2 [-\—\- r——P—o] — kr —+-:1 (rcos MOP — ) (-
L, I A ./:/:/18 T LG
r

Po

Introduisons un systtme de coordonnées rectangulaires
défini de la manidre suivante : le plan XOZ coincide avec



118 ETUDE DE LA MECANIQUE ONDULATOIRE

le plan xoP, l'axe OX est la bissectrice intérieure de
I'angle xoP = o et I'angle OZ en est la bissectrice exté-
rieure; enfin I'axe OY est normal en O au plan xzoP. Pour
repérer la position du point d’intégration M, nous utili-
serons des coordonnées polaires r, 6 ¢ autour de 'axe OZ
servant de ligne des poles. Dans le systéme OXYZ, le tableau
des cosinus directeurs des droites Oz, OM, OP est alors le

suivant :

0OX 0y 07
5 — L
or 0S8 *E 0O — SIn ':-T
OM sin f cos ¢ sin @ sin ¢ cos 6
(13 F @
oP 03 5 0 —+ sin >

On en conclut :

B ) n . o
cos MOP = sin 6 cos ¢ cos — - cos 6 sin =

/\ ; a ) & 5
x=rcos Moz = r (sul f cos 2 (03 e tos 6 sin -—)) (26)

r4 &~

S ) . a
r cos MOP — & — 2r cos # sin 5

L’intégrale triple de (25) devient alors :

A i i
tom " +x — kr 4 = 1 cos @ sin =
./ do f sin 6 dd f e ’ = rdr. (2D
0 0 0

L’intégration par rapport & ¢ donne 2z. Une intégration
par parties ou l'on remarque que l'exposant de I'expo-
nentielle a sa partie réelle négative, donne pour I'intégrale .
en r :

1 _
(28)

(‘— k+ "*;i siu% cos H)g
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Nous obtenons alors comme nous 'avons déjy vu deux
équations qui peuvent s’écrire

(5 + () + (5] +reneo @

b3

h* Aa - dy

8a'm « Ji
da e da  do da  dy | da
e R SRR R i 1 e 5 — e — —_ (4
dr  odx dy  dy dz 0z * 2 o m ot .

Contrairement & ce qui a lien & 1approximation
de Poptique géoméirique, la détermination des fonetions
a et ¢ nest ici possible que simultanément. Toutes les
équations étant du premier ordre par rapport au temps,
la fonction ¥ (x, y. z, t) sera bien déterminée si 1’on connait
sa forme W (x, y. z, 0) & I'instant origine. Supposons donc
que nous ayons ainsi déterminé la fonction ¥ (x, y, =z, 1)
et par suife les fonctions a et ¢; imaginons un « fluide de
probabilité » dont les molécules ou, si 'on préfere, les
« éléments » possédent la masse m du corpuscule éfudié.
L’équation (4) nous monire comme au chapitre VI que si
nous altribuons aux éléments de probabilité la vitesse
définie en chaque point et & chaque instant par la relation :

e 1
v=— — grad ¢ (%)
m ° ¥ i

la densité p du nuage de probabilité restera toujours pro-
portionnelle & a* (i, y, z, t), si elle était égale & a*(x, y, 3, 0)
a Uinstant initial; cette équation (4) peut, en effet, s’éerire
si 'on admet (3)

d(a“l ‘*) =3

5 4+ divla* v 6)

et elle exprime la continuité hydrodynamique st 'on pose
p = Ka®. La constante K se déterminera par la condition que
Ka*dv étendue @ tout le nuage de probabilité soit égale

a 1; comme a n'est définie qu’a un facteur constant prés, on
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peut d’ailleurs faire rentrer la constante K dans a® et dire
que la densité du nuage de probabilité est égale au carré
de I'amplitude de 'onde W.

Revenons & 1'équation (3); nous pouvons la considérer
comme étant I'équation de Jacobi pour le mouvement des
@éments de probabilité, 1'énergie potentielle de ces élé-
ments étant F(x, y, z, 1) + F,(x, y, =, ) en posant :

h?*  Aa

F (9,21 =— 7
v Y R=*m «a @

L'on voit que cette énergie potentielle dépend de la
densité du nuage de probabilité car elle dépend de a. On
peut dire aussi que pour obtenir le mouvement des élé-
ments de probabilité, il faut ajouter au potentiel ordinaire
F(x, y, 3z, ) un potentiel supplémentaire donné par (7)
qu’on peut nommer le « potentiel quantique » pour bien
marquer qu’'il dépend de h et serait négligeable si h était
infiniment petit.

2. — Equations du mouvement des éléments de proba-
bilité. — =i nous assimilons 1’'équation (3) & une équation
de Jacobi pour les éléments de probabilité, nous sommes
tout naturellement amenés a introduire pour étudier leur
mouvement une fonction de Lagrange dépendant de leurs
coordonnées, de leurs vitesses et du temps; ¢’est la fonetion :

E(Iy Y, 3 L Vg, Vy, \'c) i l} m(v,” + L'_uz e 3 '”:2)
—F(x, y, 2, t) — F,(z, y, 5, 1) ®)
Les quantités

a2 arr s .
= M = Mmv — = mv, (L)
du, L ;

dv, = Jv.

peuvenl étre appelées les « moments » ou « composantes
de quantité de mouvement » des éléments de probabilité.
La quantité :
O df I 2 i y
W — \/ q, — b — - mv’ + F + l‘l o

b :
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peut étre assimilée & 1'énergie des éléments de probabilité.
D’aprés (B), on aura :

du dy
p, — my, — — —— D= my, —— —_ (1)
* ‘ dx v ! dy '
p. — my, — — d_?
z 2 d;

Les éléments de probabilité décrivent dans 1’espace une
trajectoire suivant une certaine loi et leur mouvement obéit
A des équations du type Lagrange. Nous avons en effet :

dp,  dp, . _fjp_,\ ‘ ap. ap. .
. or '* * Ay Sk 9z i ot U2
1/ dp, ap. o dp, ap,
= (P + 0% oy = P oz ) g
ou en vertu de (11) :
dp, | Idz«‘ Fo gz v | dg Oy de .
dt  m | dx ox* ' oy dxdy | dz dxds ozor \18)
7] 1 [ 0z \2 " dv \? [ dp \ 2 oz
=~ 5 [—7 ((f)_r) g =5 (E_.))_ W}
Comme ¢ est solution de (3) il reste :
dp.  OF  OF,  of )
I T R T 4y
et de méme :
dp, JaF oF, 4df iR)
dt ay dy  dy wh
dp. dl aF,  Jdr i
dt dy dy 0z ; !

Les premiers termes des seconds membres sont les com-
posantes de la force au sens classique; les deuxiémes termes
qui dérivent du potentiel quantique ¥, comme les compo-
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santes de la force classique dérivent du potentiel F, peuvent
étre nommées les composantes de la force quantique. Cette
force quantique dépend de la densité du fluide de probabi-
lité et est caractéristique de la nouvelle Méc canique : quand
on peut négliger la force quantique, on retombe sur
I'incienne Dynamique et les mouvements des éléments de
probabilité sont les divers mouvements prévus comme
étant possibles pour le corpuscule par la théorie classique.

Quand il n’est pas permis de négliger la force quantique,
le mouvement des éléments de probabilité est trés différent
de celui des corpuscules dans I'ancienne Dynamique. En
particulier, nous ne retrouverons plus pour ces mouve-
ments les théorémes généraux de conservation de la quan-
tité de mouvement et de 1'énergie. Supposons, par exemple,
le champ nul (F = 0); il n’en résulte plus ici que Pz Py et p.
soient constants & cause de Dintervention de la force
quantique dans les équations (14-16). Chaque fois que
"onde ¥ ne sera pas monochromatique plane, par exemple
il 'y a superposition d’ondes planes et interférences,
Pamplitude ne sera pas constante et bien qu’il n'y ait pas
de champ dans I'ancien sens du mot, il y aura cependant
variation des composantes de la quantité de mouvement
définies par (11). 11 n’y a done plus de conservation de
la quantité de mouvement.

De méme, il n'y a plus conservation de 1'énergie car
on a par (10), (9) et (14-16) :

dw \" ( d*x ﬁ’-‘”_ Lf:.!_) . \“‘ ar fh'_ .

@t 2\Par T @ @) T lor a4
Ty ryz

\1 o> de, o o2 o a5 ) i alf,

e dn dt at ol i ot

xye

Pour qu’il y ait conservation de I’énergie, 1] m suffira
—=) ) : 1]
faudra aussi que 'amplitude a de I'onde ¥ ne depende’ pas

du temps et cela ne sera pas réalisé si ¥ est une superpo-
sition quelconque d’ondes planes monochromatiques. Le

a

plus qu’on ait affaire & un champ cons
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mouvement de la probabilité ne s’opére done pas en géné-
ral, méme en I'absence de champ extérieur, avec conser-
vation de I'énergie et de la quantité de mouvement, et ¢’est
I'existence de la force quantique qui en est cause.

3. — Théoréme d’Ehreniest. — 1l est possible d’éliminer
la force quantique & l'aide d'une intégration étendue a
I'ensemble des éléments de probabilité; on parvient ainsi
a un théoréme important did a Ehrenfest. Multiplions les
équations (14-16) par o* (x, y, z) dz dy dz et intégrons dans
tout I'espace en supposant que nous ayons affaire & un
train d’ondes limité dont par suite I'amplitude est nulle

a 'infini. Il vient
/./:/ —drdyds: — —/lff el S drﬂ'ydf 18)

+
> oy ORy wow 5
_fL/:/ [ -5-1— dx t!‘y-‘.ll-._. _ — f‘/[a
-—

g (%f- ) di dy dz

da dy ds

f
m or

et deux équations analogues.
Nous allons montrer que Uintégrale :

Au
'/././ = -_(.') dx dy dz

et les deux autres analogues sont nulles. Pour le démontrer,
rappelons-nous une des formes de la formule de Green
si U et V sont deux fonctions continues et uniformes de
xys & Uintérieur d'un domaine D de Despace limité, par
une surface fermée S, on a

dU
— U) dv = — )
f/ (UAV — VAU, dv f/ = = ) as 19
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n désignant la variable comptée le long de la normale & S
vers 'extérieur. Faisons ici :

. da
) — V I e—
U a -

(20

»  Ces deux fonctions sont par hypothése nulles & I'infini
et si nous prenons comme domaine D Iintérieur d’ une
sphére dont nous ferons tendre le rayon vers linfini, a
la limite le second membre s’annulera; il reste donc

SIJ s ()0 Il

Or, I'intégrale :

peut <'éerire

SL: Aa do (21)

SISl 0~ s

elle est donc bien nulle comme nous I'avions annoncé.
L’équation (14) conduit done A :

7

o ff]

- (22)

+ o0 P + ’C
— —fffﬂz Z:.r dt) ::f/fu-"h:fh‘.

Or, on peut prendre la densité du nuage égale a a* a
condition de choisir la constante nmltrphcahve arbitraire

dans a, telle que :

+ 00

j[/adu:l
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-

Les intégrales de (22) sont donc les valeurs moyennes dans
le nuage de probabilité des quantités :

dp: d*x dalf -
@t de T ox U I
En représentant les valeurs moyennes par une lettre sur-

lignée, on obtient & l'aide de (22) et des deux équations
analogues qu’on tirerait de (15) et (16) les relations :

-~ - R - I
dpt — NMiyy = !.1-'! py =my, = fy; —- = my.=[.. (23)

C'est 1a le théoréme d’Ehrenfest dont nous verrons plus
tard une trés intéressante.application.

Nous allons montrer qu’on peut énoncer le théoréme
d’Ehrenfest sous la forme suivante : « Le centre de gravité
du fluide de probabilité se déplace dans l'espace au cours
du temps, comme doit le faire, suivant les lois de la Méca-
nique classique, un point matériel de masse m soumis a la
valeur moyenne de la force dans le nuage de probabilité. »

En effet, soit R la région occupée & I'instant ¢ par le fluide
de probabilité et R’ la région qu’il occupe & I'instant ¢t - dt.
A chaque élément dr de R, faisons correspondre 1'élément
d de R/, ot se trouvent, & 'instant ¢ -+ dt, les éléments de
probabilité qui étaient dans dr & l'instant t. Si nous accen-
tuons les quantités relatives aux éiéments de R" & I'instant
t + dt, nous aurons pdr = p'ds". La variation de l'intégrale

fjf v,pdr pendant le temps dt est alors :

) AL Tl
i aff

dv,
CAT Dy — Dy = —“_ dt. Dong :

L
- rh l//‘./ du, . d._‘bt =
}ff ,/f,/ e N BTy T

-
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En répétant le raisonnement, on montrerait de méme que

= dz dr
Vy—— = —-
dt dt
! o d*r
On a done y, = 7z ¢t deux Tormules analogues pour

Yo el y., et les formules (23) peuvent s’écrire :

dg; 2 dzl; 1, d'—'; . ravey Bimy
1 F == .-",- i T =2 i ? = L |2’;: \

el le théoréme est démontré.
Examinons maintenant quelques cas particuliers.
Sila force classique est nulle F=0,f=0), ona:

ey

dp.. dp, dp. .
— —_— _—— (24
T () dt () i 0 L&4)

Nous retrouvons 14 pour I'ensemble du nuage un théoréme
analogue & la conservation de la quantité de mouvement
de la théorie classique. Cela tient i ce (que Nous avons pu
¢liminer la force quantique grace i une intégration dans
tout le nuage.

De la méme facon, nous pouvons retrouver un théoreme
analogue & la conservation de I'énergie. Nous avons en
effet trouvé [6q. (17)] :

dW  oF  oF,

T o o

Multiplions par a*dv et intégrons dans tout I'espace en
supposant toujours @ nul & Uinfini. 11 vient

+ 00 + 20
[ ‘ al g dv [ 'au ar i (25
—_— i = —_— y (DA
. ,/f dt ,/ ot -
o0
+“x' OF
'r-'f'/j a? _dl—l dn.

— Q0

DE Birosrie. — MECANIQUE ONDULATOIRE.
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apres (7), on a @

- Sy al’ ) ‘ﬁ
2 (@00 g a2 9 ¢ <A
ﬂ'[a T dv == 7 /j/ } de. (26)
i =,

Nous disons que l'intégrale (26) est nulle; en effet, dans
la formule de Green (19), faisons :

l: sera=tll ) | s —d—‘l

al

re
2

il vient :

+ 00 : o
'[/l al —(d‘—: dv ://:/ a % (Aa) dv (2R)
gl A

_j/j/‘i{— Aade.

L'intégrale (26) est done bien nulle puisque :

fRr L0 (A
B} Aa
I/j:/’a'd—f(-T)do (29

= e
+ o
— //./l l a L (Aa) — Aa- di] dv.
LA - 0" dt
— o0

Finalement, 'équalion (25) se réduit &

+ 0
f L AW /- P OF o
L
—_—00

o
4

. d
Sile champ est constant (T = l}) , on a

+ o0 —_—
/‘ /‘ , dW " dW
“ oy —= ——2 4 31)
o= ,/l dt dt 4 el
—_ 00

La formule (31) exprime le théoréme analogue & la conser-
vation de I'énergie.
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4. — Calcul des fonctions » et a«. — Quand on ‘connait
I'expression de la fonction d’ondes sur la forme
i
W — ge " (32)

olt a el ¢ sont réels, le mouvement du nuage de probabilité
el sa densité se trouvent déterminés par les formules des
deux premiers paragraphes. Mais il arrive souvent que W
soit connu sous la forme

2z

5

| ho FE :
T — a.e (33}
dnd
.‘k

qui, danz le cas des champs constants, correspond a la
décomposition spectrale en ondes monochromatiques. 11
est done utile de savoir caleuler a et » quand la fonction
d’ondes est donnée sous la forme (33). Désignons par I*
la quantité complexe conjuguée de ¥; on a
i 2ri
U —ae h T o— Y a,__v_ i (34)
T

En multipliant ¥ par ¥*, on obtient

2
2 \ | ~ (5 — 7e)
a? =T >¢< Ir* — \ a.ae hoTRT 35

— ‘
kl

% . T 2t

— _\_J Gy = }_‘ ,4a, Cos R e T e
ke 1<k

Cette formule détermine 1'intensité résultante qui, d’aprés
le principe des interférences, donme la probabilité de
présence.

Siau contraire nous divisons W par ¥* et si nous prenons
le logarithme de ce quotient, nous obtenons

~ 2mi
= ¥
\_ ae h !
IO S = (36
== - 4 — - 10g — J36)
4 8 Y 4 mi 8 21 b)
\_1 = L
» ae !

k
k
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Désignons par g I'une quelconque des 4 variables x y z ¢,
nous aurons

r Jr#
ol W ol

* —_—
de h * dq dq N
dq hmi W ¥z (37
. v " _.«j\[y*
__h Jq dq
- _E a*

Cette formule nous donne simultanément les composantes
ro+ - d' » r a r
du vecteur grad ¢ et la dérivée d—f quantités qui repré-

sentent respectivement les composantes de quantité de
mouvement et I'énergie des éléments de probabilité.

9. — La théorie de I'onde-pilote. — Nous avons vu que
dans le domaine d’application de I'optique géométrique,
on pouvait considérer le nuage de probabilité comme
équivalent & un nuvage de corpuscules, exéculant dans
le champ donné des mouvements correspondant A une
méme intégrale compléte de I'équation de Jacobi. On peut
aussi n’envisager qu'un seul corpuscule et dire que le nuage
de probabilité est obtenu en imaginant simultanément tous
les mouvements correspondant & une méme forme de la
fonction de Jacobi. Si done, dans ce cas, nous conservons
I'idée classique du corpuscule bien localisé dans I’espace,
ayant par suite une vitesse et une trajectoire, nous pouvons
identifier le corpuscule avec 1'un des éléments de pro-
babilité; ces éléments décerivent, en elfet, les diverses
trajectoires possibles du corpuscule et par conséquent le
corpuscule doit sans cesse coincider avee I'un d’eux.

Si, maintenant, I'on veut encore conserver la conception
classique du corpuscule dans le domaine propre de la nou-
velle Mécanique, ¢’est-a-dire en dehors de I"approxjmation
de l'optique géométrique, on est tout naturellement amené
a vouloir maintenir I'identification du corpuscule avec 1'un
des éléments de probabilité et i se représenter les choses
de la facon suivante
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Nous imaginons, d'une part, 'onde, et, d’autre part, le
corpuscule bien localisé dans I'espace et nous lions le mou-
vement du corpuscule & la propagation de I'onde par la
relation

= 1
v = — — grad = (38)
m E

¢ étant la phase de I'onde définie par la relation (32). La
vitesse du corpuscule se trouve ainsi bien déterminée a
chaque instant si ’on connait sa position initiale, et par
suite sa trajectoire est, elle aussi, bien déterminée. De plus
(ceci résulte des formules du paragraphe 1), si nous con-
naissons la forme de I'onde W associée au corpuscule el
i nous savons qu’a l'instant initial la probabilité de pré-
sence du corpuscule en un point est égale a 'intensilé de
I'onde en ce point, il en sera automatiquement de méme
a tout instant postérieur; le principe des interférences sera
done satisfait. On peut désigner cette théorie sous le nom
de théorie de I'onde-pilote parce que I'on se figure I'onde
comme guidant le mouvement du corpuscule.

La théorie de 1'onde-pilote peut au premier abord
paraitre satisfaisante parce qu’elle permet de conserver la
conception classique du corpuscule tout en étant d’accord
avec le principe des interférences. Mais en v regardant de
prés, on voit qu'elle souléve aussi de sérieuses objections
dont nous allons maintenant donner un résumé.

Une difficulté fondamentale vient de ce que dans le
domaine de la nouvelle Dynamique, la détermination de la
fonction ¢ n’est pas indépendante de celle de la fonetion a.
Si done on suppose le mouvement des corpuscules donné
par la relation (38), ce mouvement dépendra non seulement
de la position initiale mais aussi de la probabilité de cette
position initiale puisqu’elle dépend de a(z, y, z, 0). Nous
nous écartons ainsi plus qu’on ne pouvait le croire au
premier abord dgs idées classiques, car suivant les idées
classiques il est inconcevable que le plus ou moins de
précision de notre connaissance de I'état initial puisse
influer sur le cours ultérieur du mouvement.
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De plus, dés I'instant ot 'on admet en toute généralité
le principe des interférences, il devient tres difficile de
conserver & l'onde le caractére d'un phénoméne physique
dans l'ancien sens du mot. Imaginons, par exemple, un
corpuscule et son onde associée tombant sur un miroir
imparfaitement réfléchissant; une partie de l'onde est
fransmise & travers le miroir, une autre partie est réfléchie.
En raison de la signification que nous attribuons & 1'inten-
sité de I'onde, ce partage de I'onde incidente en une onde
transmise et une onde réfléchie veut dire que le corpuscule
a une certaine probabilité de traverser le miroir et une
certaine probabilité d’étre renvoyé en arritre. Supposons
qu'une expérience vienne déceler la présence du corpuscule
dans le faisceau transmis, alors la probabilité de trouver le
corpuscule dans le faisceau réfléchi devient nulle, et ce
faiscean doit, & partir de ce moment, avoir une intensité
nulle : l'expérience faite sur le faisceau transmis fait
s’évanouir le faisceau réfléchi. Ceci semble bien étre une
conséquence nécessaire du principe des interférences dans
le cas d'un seul corpuscule et il est bien difficile de ne
pas en lirer la conclusion suivante : 'onde n’est pas un
phénomeéne physique au sens ancien du mot, ¢’est une sorte
de représentation symbolique d une probabilité dans 'espace
el dans le temps. Mais alors la conception d'un corpuscule
guidé par 'onde devient beaucoup moins satisfaisante. Tant
qu’on croyait pouvoir regarder I'onde comme un phénoméne
physique, on pouvait assez aisément concevoir que ce phé-
noméne physique piti diriger le corpuscule dans son mouve-
ment. Mais i 'onde est seulement une représentation sym-
bolique d’une probabilité, le guidage du corpuscule par
I'onde devient une chose beaucoup plus difficile & com-
prendre, beaucoup moins en accord avee les anciennes idées
de la Physique.

Nous avons vu qu’il n'y a pas en général censervalion
de 1'énergie et de la quantité de mouvement pour les
éléments  de probabilité et cela méme en D'absence de
champ. 1l en est évidemment de méme pour le corpuscule
si I’on identifie le mouvement du corpuscule avee le mou-
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vement d'un des éléments de probabilité. Cela suffit &
enlever i la théorie de 'onde-pilote une grande partie de
son utilité. Considérons, par exemple, le cas ou le champ
extérieur est nul et ot I'onde est formée par une superpo-
sition d’ondes planes monochromatiques : dans la théorie
de 1'onde-pilote, on trouverait 1'énergie et la quantité de
mouvement possédées par le corpuscule quand il se trouve
au point x, y, 3z, a I'instant { en calculant pour ces valeurs
des variables, les quantités % et — grad ¢. Ceci se fait
aisément a 'aide de la formule (37) et 'on trouve que
I"énergie et la quantité de mouvement du corpuscule
varieraient d'une facon compliquée au cours du temps et
dailleurs dépendraient de la forme du train d’ondes; le
mouvement ainsi oblenu pour le corpuscule est assez peu
vraisemblable. De plus, il y a des raisons de penser que
si P'on cherchait dans ce cas i déterminer par une mesure
I'énergie du corpuscule, on trouverait I'une ou l'autre des
valeurs qui correspondent aux [réquences des ondes mono-
chromatiques planes constituant le train d'ondes el non

pas la valeur donnée par —-- Nous reviendrons sur ce poini

at
important dans le prochain chapitre en nous occupant de

la lumiére et nous verrons plus loin que lIa se trouve une
des différences essentielles entre le point de vue de onde-
pilote et le point de vue de Bohr et Heisenberg.

Bref, la théorie de D'onde-pilote qui veut localiser le
corpuscule en un point de 'onde, en lui attribuant un
mouvement hien délini & chaque instant, se heurte & de
graves difficultés, Mais il n'y a aucun inconvénient (il y a
au contraire des avantages au point de la représentation
visuelle) & conserver I'image du nuage de probabilité dont
les éléments ont un mouvement bien défini par la for-
mule (3) et dont la densilé égale & D'intensité de 'onde
associée mesure, en chaque point et & chaque instant, la
probabilité de présence du corpuscule conformément au
principe des interférences.



CHAPITRE X

LA MECANIQUE ONDULATOIRE DES CORPUSCULES
DE LUMIERE

1. - — Les photons et leurs ondes associées. — Nous allons
dans le présent chapitre développer la conception du nuage
de probabililé pour les corpuscules de lumitre. Mais comme
les démonstrations du chapitre précédent ont éLé faites
en ulilisant les équations non relativistes, nous serons
obligés de les recommencer, car il ne saurait étre question
d’appliquer au mouvement des photons les équations non
relativistes.

Nous avons frouvé pour équation relativiste de propa-
gation de I'onde associée & un corpuscule quand il n'y a
pas de champ

1 o* 4 7*mc®

AP — = 5 - x Al £}

en introduisant la notation

|
= e s e o)
0 = 5o 2)

on peut écrire (1) :

4 7*m3¢®

Wies D ¥ {4
O e v 3)

Cette équation admet pour solutions sinusoidales simples
correspondant & des mouvements rectilignes et uniformes :

o N - Y 4 -
2ri [\\'r m aT + vy + izf‘l
W — qe h

-2
C A

(4)
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s
I"énergie W du corpuscule et sa quantité de mouvement p

étant exprimées en fonction de la masse m et de la
vitesse Se par les formules Einsteiniennes

—
me? = mu

Ji— P="r—p" =

Ceci rappelé, considérons successivement des corpuscules
de masse propre de plus en plus petite. 11 existera toujours
des solutions sinusoidales simples du type (4) correspon-
dant & une valeur donnée W de I'énergie, mais au fur et
a4 mesure que la masse m tend vers zéro, la vitesse » tend
vers ¢ puisque W est maintenue constante. Passons a la
limile : nous pouvons concevoir des corpuscules de masse

» i W
nulle dont l'onde aura la fréquence v — 5 et dont la

vitesse sera ¢. Il suffit d’imaginer que m et B tendent

simultanément I'un vers 0, I'autre vers 1 de telle facon que
z

. me
le quotient —==——, carde la valeur constante hv. Pour ces
| \/1 — [

corpuscules de masse nulle, on aura done

' " e hv
W — hv p = lim (712”‘—?32) % e = % 16)

Ce sont les relations fondamentales de la théorie des
« Quanta de lumiére » d’Einstein, relations qui ont permis
d'interpréter 'eflet photoélectrique et 1'effet Compton.
Nous sommes donc amenés & considérer la lumitre comme
constituée par des corpuscules de masse nulle; nous les
appellerons « photons ». L’équation de propagation de
leurs ondes associées s’obtient en faisant m = 0 dans
I'équation (3), ce qui donne I'équation classique des ondes
lumineuses

0% = o. (7)

Nous associerons done toujours au photon une onde W
solution de I'équation (7) et nous assimilerons cette onde
4 P'onde lumineuse classique. Bien entendu, dans le cas
général, 'onde ne sera pas une onde plane monochroma-
tique mais une solution quelconque de I'équation (7).
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2. — Le nuage de probabilité associé au photon. — Nous
admettons toujours le principe des interférences : I'intensité
de I'onde ¥ doit donner la probabilité de présence du
photon associé, de felle sorte que, dans un phénoméne on
interviennent un grand nombre de photons, cette intensité
mesure la quantité d’énergie que 'on peul recueillir en
un point : on est bien ainsi d’accord avee la signification
que les théories classiques attribuent & I'intensité de 1'onde
lumineuse. I est naturel, pour les photons comme pour
les électrons et autres corpuscules matériels, de chercher
d imaginer un nuage de probabilité 1ié i 'onde ¥ de telle
facon que le principe des interférences se trouve satisfait.

Pour éviter certaines complications, nous supposerons
que 'onde ¥ est formée trés approximativement par une
superposition d’ondes monochromatiques planes de méme
fréquence v; c’est le cas qui se trouve sensiblement réalisé
dans les expériences usuelles d'interférences. On peut alors
poser

2aiv( 0 2T P+ vz
Uz, y,z1) = ; a.e £ ' (R)
—
k
2
Drive —_ —’—r ¢, (&, y, 3)
=® a(r,y,z)e :
2mi 2ri
:— @ — [t — ¢ (&, y,3)]
— e = wlEieke ¥

Substituons (8) dans (7); séparons le réel de I'imaginaire.
Il vient

h2v? dz \2 dz \? dy \? h*  Aa
=l ] =l =g 5" &
‘
dz  du dz da dz da I hv  da
_— — + = — — 4+ — A = — — (n

gr or oy gy 0z 0z 2T E o

La relation (10) montre de suite que si nous altribuons
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aux éléments de probabilité la vitesse :
— 2
y —— 2 gradg (11)
hv
le principe des interférences sera satisfait. En eifet, 1'équa-
tion (10) s’éerit, en tenant compte de (11) et en posant
a¥(x, ¥, 2) = pl@, Y, 2);

div (!p-i?—) il == (12)

Elle exprime la continuité hydrodynamique pour le moa-
vement du fluide de probabilité si 'on suppose, comme
le veut le principe des interférences, que p (x, y, z) est la
densité de la probabilité.

La relation (11) suggere de définir une quantité de mou-
vemenl el une énergie des éléments de probabilité & 'aide
des formules :

= dz

p=——grad ¢ W= —a- = hu 13)
car alors
e . W )
]p| = P - v

et I'on retrouve la formule qui lie I'énergie et la quantité
de mouvement en Dynamique relativiste. Si 'on adopte
les définitions {I‘i) I'équation (9) apparait comme ¢lant
I'équation de Jacobi des éléments de probabilité. 11 est
facile de former les équations du mouvement de la proba-

I r
bilité; pour cela, calculons par exemple ~—(;-’--— :
dp, - dp, } ap.. dp dp., G
ikt e~ -2k S a
¢® [ 92 O% dy % dz d%

v | or or* - dy odxdy * dz  dzdx
2hv ()J: hd \ O )

rua
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D’ou, en tenant compte de (9) :

dp,  he* 0 [Aa) daF, fii
# i el T w
en posant
P he* Aa
L TRy a

On trouve deux équations analogues en p, et p-. Ges trois
équations déterminent le mouvement des éléments de pro-
babilité en fonction de a et de #. Leurs seconds membres
peuvent étre appelés les composantes de la force quantique
dérivant du potentiel quantique F,. 1l est bien visible qu’en
général les quantités p.. p,, p. ne sont pas constantes: il n'y
a pas en général conservation de la quantité de mouvement
pour les éléments de probabilité parce qu’en général la
force quantique n’est pas nulle.

3. — L’interprétation des phénoménes d’interiérences.
Lorsqu’on a affaire & un trés long train d’ondes et qu’aucun
obstacle n’entrave sa progression, on peut I'assimiler i
une onde plane monochromatique

i [I'I — _: (ax 4+ By + v3) ]

T — b 16)
et la phase ¢ a pour expression
hv .
g = hvt — — (ax + By —+ yz). amn
c

Les éléments de probabilité ont tous alors méme vitesse
dirigée dans le sens afBy et égale 3

a

c
V= —— grad ¢ — e¢. UR)
hv © : B

Si Pon considére un grand nombre de photons dont les
ondes associées ont toutes la forme (16), tout se passe, au
point de vue statislique, comme si ces photons déerivaient
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des trajectoires rectilignes avec la vitesse ¢; on retrouve la
propagation rectiligne de la lumitre.

Il n’en est plus de méme quand 'onde dans sa propa-
gation rencontre des obstacles (miroirs, écrans, ete.). La
forme mathématique de I'onde doit alors étre modifice de
facon & satisfaire certaines conditions aux limites et il en
résulte les phénoménes d’interférences et de diffraction.
Si I'on suppose que les obstacles rencontrés par I'onde sont
fixes, il n’y a aucune maodification de la fréquence
incidente et l'onde pourra toujours s'exprimer sous la
forme complexe

2 i

5 vt — g, (2 y,9))
r=—iq . ys31.e

La phase est fonction linéaire du temps, I'amplitude en
est indépendante. L'équation (11) s’écrit ici

e o 62
=

grad o, (19
v

et détermine le mouvement des éléments de probabilité

dans la région d’interférences: la probabilité de présence

du photon dans un élément de volume dv est

Pdv — a*(x, Yy, z)dv 20)

le Tacteur constant de a étant convenablement choisi.

La formule (20) permet de retrouver I'interprétation des
phénoménes d’interférences et de diffraction de la lumitre
donnée par les théories classiques. Elle exprime, en effel,
que si 'on considére un ensemble de photons associés
des ondes identiques, le nombre de ces photons passant
par seconde en un point de la région d’interférences est
proportionnel a I'intensité de 'onde en ce point. Donc en
assimilant onde ¥ des photons A Tonde lumineuse
classique, comme il est naturel de le faire. la nouvelle
Dynamique conduit a4 prévoir les mémes franges obscures
et brillantes que la théorie classique.

Pour enregistrer des franges d’interférences, par la photo-
graphie par exemple, on peut faire une expérience de
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courte durée avee un éclairage intense ou une expérience
de longue durée avec un faible éclairage; dans le premier
cas on fait une moyenne dans 'espace, dans le second cas
on [ail une moyenne dans le temps; mais le résultat doit
évidemment étre le méme. Ceci explique pourquoi les
expériences d’interférences et de diffraction sont indépen-
dantes de Dintensité employdée.

Insistons un peu sur ce point important. Considérons une
de ces expériences ot 'on obtient deg interférences avec
une lumiere extrémement faible et un temps de pose
extrémement long. De temps a4 autre la source de lumiére
émet un photon, et ces émissions sont si séparées les unes
des autres qu’il v a en général un seul photon avec son
frain d’ondes associé traversant appareil d’interférence.
La probabilité, pour que la présence du photon se manifeste
par une action photographique dans 'appareil d’interfé-
rence, est proportionnelle en chaque point & lintensité
résultante du train d'ondes. Pendant la durée trés longue
de I'expérience, le processus d’émission se répete un nombre
énorme de fois N et Pappareil d’interférence recoil succes-
sivement N trains d’ondes identiques. 11 est évident que
I'effet photographique produit est le méme que si 'appareil
avait recu un seul train d’ondes transportant N photons,
répartis dans le train proportionnellement au carré de
I'amplitude. L'expérience faite avec une lumitre fres faible
et une durdée trés longue doit done donner le méme résultat,
conforme A la théorie classique, qu'une expérience rapide
faite avec une lumicre intense. I est presque certain que
les mémes considérations sont valables pour la diffraction
des corpuscules matériels.

Les équations (15) du mouvement de la probabilité
nous montrent que dans un champ d’interférences &
obstacles fixes les éléments de probabilité ne se déplacent
pas en ligne droile; leur trajectoire est courbée par
I'action de la force quantique qui résulte elle-méme de
la variation de 'amplitude. Prenons un exemple simple
la dilfraction d'une onde plane par le bord rectiligne
d’un éeran plan indéfini. La lumiere pénétre, on le sait
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depuis Fresnel, dans I'ombre géométrique; il y a donc
forcément des ¢éléments de probabilité qui contournent
le bord de I'écran et 'on voit bien que pour ces éléments
il n'y a pas conservation de la quantité de mouvement
au sens ordinaire. Ceci conduit & une remarque intéres-
sante au point de vue historique. Les partisans de la
théorie de I'émission de Newton disaient autrefois, aprés
la découverte de ce phénomene, que le bord d'un écran
exerce une force sur les corpuscules de lumitre; nous
revenons ici un peu a cette idée avee noltre force quantique
qui esl bien une conséquence de la présence de I'écran;
mais la force quantique est d’une nature trés particulitre
et & moing d’adopter la théorie de I'onde-pilote, dont nous
connaissons déja les difficultés, nous ne pouvons pas consi-
dérer la force quantique comme appliquée & proprement
parler au corpuscule lui-méme.

4. — Interiérences de la lumiére au voisinage d’un
miroir plan parfaitement réfléchissant. — 11 est trés instrue-
tif d’étudier le mouvement de la probabilité dans un
phénoméne particulier d'interférences : celui qui se produit
au voisinage d'un miroir plan frappé par un faisceau de
lumitre. Nous prendrons d’abord le cas d’un miroir parfai-
fement réfléchissant. Le plan du miroir sera pris comme
plan des xy; le plan des xz ou plan de la figure sera le
plan d’incidence; enfin, 'axe des z sera la normale au
miroir dirigée vers l'intérieur de celui-ci

f"éyoa !}-‘c _

plan du miroir

Fic. 1.
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L’onde plane incidente est

Il ",
[l . zun 4;;&;*"_]
¥, = age ¢

1 (21)
et I'onde plane réfléchie est
Z8in @ — zeos f
Emv[i '—'_—___—.'—"'———] +
L, =4 ‘ (22)

L'amplitude est la méme dans les deux ondes parce que
le miroir est parfaitement réfléchissant. Quant & «, c’est
une constante correspondant & un changement de phase
possible au moment de la réflexion.

Au voisinage du miroir les ondes ¥, et ¥, se superposent
et I'on a

2xi
=% +T, —ah" (23)
avec :
) vz a
d = 2a, cos | 20 — cos § |+ — (24)
¢ 2
' x sin 6 ha
o=hv |t — —— | + — (25)
: c 4

D’apres la formule (11), la vitesse des éléments de proba-
bilité dans la région d’interférences a pour composantes

g

» L in# ; Il )

B, == e == § . = v, = (). (26
e hv dx v . 4

Dans le voisinage du miroie la probabilité ce déplace
done paralltlement au miroir et sa densité, mesurée par a”,
présente des maxima et des minima sur des plans paralldles

a la surface réfléchissante ef distants de Yy dapreés (24).
cOs

Le fluide de probabilité, homogene dans le fili:ﬂ‘t‘fll[‘HH‘]I‘EII'.
oun toutes positions sont également probables pour le pho-
ton, se divise en nappes paralleles en entrant dans la
région d’interférences. Naturellement, on a en pratique
toujours aflaire & des trains d’ondes limités présentant un
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front d’onde, et le mouvement de la probabilité que nous
venons de décrire n’existe que quand, le front d’onde
s'étant réfléchi sur le miroir, le régime des interférences
se trouve élabli.

Dans I'exemple que nous venons d’étudier, il est bien
tentant de dire que les trajectoires de la probabilité sont
en réalité les trajectoires des photons eux-mémes; c’est le
point-de vue de la théorie de I'onde-pilote. Les photons
répartis uniformément dans 'onde incidente viendraient
dans la région d’interférences former des nappes qui cou-
leraient parallélement & la surface du miroir. Mais, nous
I'avons dit, cette identification du mouvement des corpus-
cules avec celui des éléments de probabilité souldve des
difficultés de principe. Dés que nous allons supposer le
miroir imparfaitement réfléchissant, nous allons voir que
la théorie de I'onde-pilote conduit & une conséquence peu
vraisemblable au sujet de la vitesse des photons.

5. — Interiérences de la lumiére au voisinage d’un miroir
imparfaitement réfléchissant. — Passons au cas d'un miroir
plan qui n’est pas parfaitement réfléchissant. Une partie
des photons sera fransmise au travers de la surface du
miroir dans le milieu situé derriere elle, tandis que le reste
est réfléchi. Nous considérerons la surface du miroir comme
une « couche de passage » trés mince ol s’opére la réflexion
partielle de I'onde. Il nous importe peu, pour ce qui suit,
de savoir si le milieu situé derritre cette couche de passage
est identique au milieu (vide ou air) qui occupe le coté
incident ou est, au contraire, formé par un corps réfringent.

Du coté de l'incidence, il y a une région ou la super-
position de D'onde incidente et de 'onde réfléchie donne
lieu & des interférences. Ce que nous voulons essayer de
comprendre, c’est comment les éléments de probabilité
vont traverser celte région d’interférences pour venir les
uns dans le faisceau réfléchi, les aulres dans le faisceau
transmis,

L’onde incidente W, est toujours donnée par l'expres-
sion (21), mais pour simplifier un peu les calculs, je poserai

DE Brocrie, — MECANIQUE ONDULATOIRE. 10
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ici @, = 1. 1 serait bien facile de rétablir partout dans
toutes les formules a, et a,’.

Nous éerirons done
pour l'onde incidenle

& sin f 4 3 cos 6‘]

2 it [; ~ AR
“[rl e i

@7
pour l'onde réfléchie
Eﬁiv[i_-.rsinﬁ'—.—;(‘ﬁsﬁ_]*i_z .
¥, = ne : (28)
Sioy = 1, le miroir est parfait et nous retombons sur le
cas étudié plus haut. 81y = 0 le [laisceau est librement

transmis sans aucune réflexion; en somme le miroir n’existe
pas. Dans le cas inlermédiaire 0 < 5 < | la proportion
des éléments de probabilité qui subissent la réflexion est 5*
d’apres le principe des interférences. Dans la région
d’interférences, située au voisinage du miroir du edté de
I'incidence, l'onde résultante est

2mi
Y= W, —ae® " (29)
Pour abréger, nous poserons :
dmv
u = zcosf 4+ a.
¢

Pour caleuler a et ¢ on se servira des Tormules (35) et (37)
du précédent chapitre et I'on trouvera aisément

a*= 1+ 4+ 2ycosu (30)
o7 d g v hv Rk
i = hy <in 6 ?_l'_ — g e ros f ——,—3—- (B30
dx ¢ Ay 9z ¥ i

La formule (11) nous donne alors pour les compofantes
de la vitesse des éléments de probabilité
1 e J}"‘

P — ¢ sin # B —1{) v, — ¢ CoS f ——— (32)
£ o * ‘I—
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Le mouvement des éléments de probabilité s’opére donc
dans le plan d’incidence, et leur vitesse paralltlement au
miroir est la méme que si celui-ci était parfaitement réflé-
chissant. Mais ici la composante ». n’est plus nulle, elle
est fonction périodique de z et I'on en conclut que les
trajectoires de la probabilité dans la région d’interférences
sont des courbes ondulées analogues & celles de la figure 8.
On voit aisément que la penle moyenne de ces courbes
ondulées est comprise entre la valeur 0 correspondant au

cas 1 = 1 déja traité et la valeur tg ¢ correspondant au
cas 17 = 0 de la transmission totale.
%{sc
b3 @eol .C(\\
D, e
< N
S &
¢ N
&2
&
el
w2

Surface du miroir

Sur la figure 8 on voit bien comment les éléments de
probabilité, uniformément répartis dans le faisceaun incident,
viennent les uns dans le faisceau transmis, les autres dans
le faisceau réfléchi, la densité de leur répartition dans ces
deux derniers faisceaux étant & nouveau uniforme. Dans
la région d’interférences, la densité de la probabilité est
donnée par I'expression (30) de a*. 11 y a done encore des
franges brillantes et des franges obscures paralltles a la
surface du miroir, mais les franges obscures ne sont plus
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noires car les minima de a* sont égaux & (1 — 7)* > 0. 1l
n’y a donc aucune région de la zone d’interférence on il
ne passe aucun élément de probabilité. Ces résullals sont
presque évidents sur la figure 8 car si les franges obscures
paralltles au miroir étaient noires, on ne voit pas comment
les éléments de probabilité pourraient parvenir dang le
faisceau transmis,

lei encore il serait bien tentant de se figurer les photons
comme des points bien localisés et décrivant les trajec-
toires de la probabilité. Mais en dehors des difficultés déja
signalées, il s’en présente ici une autre tres intéressante.
Si nous examinons I'expression (32) de la composante v,,
nous voyons que cetle composante est plus grande que
¢ cos # dans les franges obscures : il en résulte que dans
ces franges la vilesse v des éléments de probabilité est
supérieure a la vitesse ¢, car on a

2 2

v’ =0+ 0} + v, (33)

— {'.2 :';i]]:! 2] — l‘.‘2 l_'[.'!S2 f (—1: i

1 4 n \2 .
o
Done, si nous voulions attribuer aux photons le mou-
vement de la probabilité, nous serions foreés d’attribuer
& ces photons une vitesse supérieure & ¢ dans les franges
obscures et cela serait bien difficile a concilier avec la
théorie de Relativité.

6. — Superposition de deux ondes planes monochroma-
tiques. — Considérons une onde lumineuse qui serait
formée par la superposition de deux ondes planes mono-
chromatiques se propageant dans la direction des z

2 ziv f—i 2 miv, —-“—
T —ae i “ ) —+ a,e e ‘ ) (34

2mi

%
On peut mettre ¥ sous la forme ae " - On trouve

@ = a,* 4+ a,” + 24,8, cos 27 (v, — v,) (z . ?) (33)
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Il y a des maxima et des minima de 'amplitude résul-

: : 3 5 : c

tante qui sont disposés a la distance P les uns des
AR

autres et se déplacent le long de I'axe des z avec la vilesse c.

La probabilité de présence du photon associé doit étre égale

a4 a® d’aprés le principe des interférences et présente ces

maxima et minima.

Calculons la quantité qui joue le role d’énergie pour

d7
!
les éléments de probabilité. On a

d;  h 1 [11}‘" o T o # ]
Jat

(36)

0. 4m o ot

5

a,*hv, +a,hv* 4 a,a, (hv, + hv,) cos 2z (v, —v,) (f— L)
3 2 2N e

a’ + a,® -+ 2a,a, cos 2x (v, — v,) (r. - :)
= > o [H
dy
Siov, = vy, on trouve naturellement pour vy la valeur
: ek de
constante hv. Mais dans le cas général v, # v, <50 st

variable d'une fagon compliquée. Dans la théorie de 1'onde-
pilote ot 'on cherche & identifier le mouvement du corpus-
cule avec celui des éléments de probabilité, le corpuscule

o)

devrail avoir cette énergie = conslamment variable. Or,

il parail certain que si l'on envoie l'onde (34) sur un
morceau de matitre, on pourra oblenir un effet photo-
électrique qui correspondra soit au quantum hv,, soit au
quantum hv,. Tout se passera comme si le corpuscule associé
a 'onde possédait soit I'énergie hv,, soit I'énergie hv,, mais

44z . Oy o ; o
non pas I'énergie 5 Ainsi, pour obtenir la probabilité de

présence du corpuscule, il faut considérer 'amplitude a
résultant de la superposition des deux ondes monochroma-
tiques; mais au contraire, pour prévoir les diverses énergies
avec lesquelles le corpuscule peut se manifester, il faut
considérer non pas la phase résultante ¢ mais les fréquences
des diverses ondes monochromatiques, c¢’est-d-dire la
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décomposition spectrale de I'onde ¥. Il y a alors plusieurs
possibilités (dans I'exemple choisi, il y en a deux), pour
la valeur de I'énergie du corpuscule. On ne peut done plus
attribuer comme le fait la théorie de I'onde-pilote une
énergie bien définie au corpuscule, mais seulement parler
de la probabilité pour qu’il se manifeste avec telle énergie.

Des considérations toutes semblables s’appliqueraient &
la quantité de mouvement.



CHAPITRE XI

LA THEORIE D'HEISENBERG ET DE BOHR

1. — Le principe de décomposition spectrale. — Résumons
les résultats obtenus jusqu’ici. Nous avons vu qu’il fallait
toujours associer au mouvement d'un corpuscule la propa-

S

h ?

gation d'une onde W = qe et qu'un principe essentiel
nécessaire pour interpréler les résultats expérimentaux,
était le principe des interférences suivant lequel 'intensité
résultante a® = ¥ . ¥* de 'onde mesure partout et toujours,
aussi bien pour la matitre que pour la lumitre, la proba-
bilité de présence du corpuscule. De plus, nous sommes,
parvenus a imaginer un fluide fictif, le fluide de probabilité,
dont le mouvement est déterminé par la propagation de
I'onde et dont la densité égale & «* donne la probabilité de
présence, d'aprés le principe des interférences. Les mou-
vements des éléments du fluide de probabilité coincident
lorsque les approximations de optique géométrique sont
valables pour D'étude de l'onde W avee les Irajectoires
possibles du corpuscule, telles que les définit 'ancienne
Dynamique. Il éfait dés lors tentant de supposer que les
corpuscules étaient des points bien définis déerivant les
trajectoires de la probabilité, mais cette manitre de voir
(théorie de I'onde-pilote) s’est révélée a I'examen comme
soulevant des difficultés. Le véritable sens de la dualité
des ondes et des corpuscules reste done obseur. Le moment
est venu d’exposer la théorie qu'Heisenberg et Bohr ont
proposée de cette dualité.
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La théorie d’Heisenberg et Bohr repose sur deux prin-
cipes : d’abord, le principe des interférences que nous
connaissons bien maintenant; ensuite, un autre principe,
le principe de décomposition spectrale, dont nous avons
déja donné un premier apercu a la fin du dernier chapitre
et que nous allons exposer plus complttement en raison-
nant sur le cas du champ nul.

L’onde plane monochromatique correspond au  mou-
vement recliligne et uniforme du corpuscule; c’est 1a le
point de départ de la Mécanique ondulatoire. Mais un train
d’ondes limité peut étre considéré comme une superposition
d"ondes planes monochromatiques de la forme

: ny,
Byl W, 2 t — [‘— (32 - By —+ yk:}]+ﬁ_
¥ — \ i, \If,__ — \ u.e L, *

e e (1)
2 3

les constantes ay, By, v, v et n, étant lides par les relations -

i
o a * v .
Uy T+ Ba’r' —+ YT — 1 n, — 4\/ | — —“—’ 2)
V.~
. o, e
ou v, est la fréquence propre . du corpuscule.

Dés le début du développement de la Mécanique ondu-
latoire, M. Max Born a proposé de considérer chaque
quantité a;* comme donnant la probabilité relative pour
que le corpuscule possdde 1'état de mouvement COITespon-
dant & W, Ainsi, contrairement & ce qu’admet la théorie
de I'onde-pilote, I'onde ¥ ne donnerait pas le mouvement
du corpuscule mais seulement la probabilité pour qu’'il ait
tel ou tel état de mouvement. Avee I"hypothése de Born,
les dilficultés signalées a la fin du dernier chapitre et
relalives aux effets photoélectriques produits par une onde
qui est la superposition de deux ou plusieurs ondes mono-
chromatiques disparaissent d’elles-mémes. Nous appellerons
ce postulat de Born du nom de « principe de décomposition
spectrale »; <i on admet, la définition du corpuscule par
son onde associée se trouve aflectée d’une double incer-
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titude : d’une part, la position du corpuscule est incertaine
d’aprés le principe des interférences, puisqu’il ¥y a une
certaine probabilité mesurée par Dintensité résultante a®
pour qu'on trouve le corpuscule en un point quelconque
de la région occupée par le train d’ondes: d’autre part,
I'état de mouvement du corpuscule défini par son énergie
et sa quantité de mouvement est lui aussi incertain, d’apres
le principe de décomposition spectrale, puisqu’il y a
plusieurs états de mouvement possibles, la probabilité de
chacun d’eux étant donnée par le carré de I'amplitude de
la composante monochrdmalique correspondante dans la
décomposition spectrale du train d’ondes.

Comment doit-on interpréter cette double incertitude?
(est ce que la théorie d'Heisenberg et de Bohr cherche
d expliquer & 'aide d’une analyse subtile et profonde des
concepts d’observation et de mesure.

2. — La théorie d’Heisenberg et Bohr. Les relations
@incertitude. — Observer un phénoméne, c’est nécessai-

rement le troubler au moins dans une certaine mesure. On
ne peul, en effet, observer qu’en établissant une interaction
entre le phénoméne qu’on veut étudier et le milieu ambiant
dont fait partie I'observateur lui-méme. Si le procédé de
mesure frouble relativement trés peu le phénoméne étudié,
la valeur des grandeurs qui caractérisent le phénoméne
peut étre regardée comme bien connue aprés la mesure,
aux erreurs expérimentales prés, naturellement. Mais si le
procédé de mesure altére beaucoup le phénoméne A étudier,
alors le résultat de I'observation ne renseigne plus exacte-
ment sur I'état existant aprés la mesure. Cel 6tat est
affecté  d’une incertitude provenant de Iignorance on
Pon est de la facon dont le procédé de mesure a perturhé
le phénomene,

En particulier, il est trés possible d’admeltre qu’un
procédé de mesure permettant de déterminer une gran-
deur A trouble nécessairement la valeur d’une autre
grandeur B, de telle facon que si l'on perfectionne le
procédé de mesure pour lui faire fournir une valeur de
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plus en plus exacle de A, la valeur de B aprés la mesure
soit de moins en moins bien connue. L’état d'un corpuscule
est défini dans les conceptions classiques par huit quan-
tités @, y, 2, 1, po. py. p- et W qui donnent Ila position
du corpuscule & un certain instant et son état de mouve-
ment. Ces huit quantités forment deux groupes : d’une
part, les coordonnées d’espace el de temps : x, Y, 3 U
d'autre part, les grandeurs respectivement conjuguées de
ces coordonnées : p.. p,, p., W. Nous allons montrer que
si I'on admet le principe des interférences et le principe
de décomposition spectrale, tout procédé servant 3 mesurer
I'une des 8 grandeurs altére nécessairement la valeur de
la quantité conjuguée, celte altération étant d’autant plus
grande que la mesure est faite avec plus de précision.
L'indétermination qui en résulte ne doit pas étre considérée
comme une indélermination accidentelle due & 1'imper-
fection de nos procédés de mesure et qui pourrait étre évitée
par des procédés plus perfectionnés; c’est. au contraire.
une indétermination essentielle provenant de la perturba-
tion du phénomene étudié par la mesure elle-méme et résul-
tant d’une grande loi de la Nature

Pour démontrer la nécessité de cette indéterminalion
quand on admet les deux principes des interférences et de
la décomposition spectrale, nous partirons de la remarque
suivante : il doit toujours &tre possible de représenter par
un train d’ondes ce qu'une observation nous a appris sur
un corpuscule, extension spatiale du train d’ondes repre-
sentant Uincertitude sur la position du mobile aprés I'ohser-
vation et I'étendue du domaine spectral, occupé par les
fréquences des ondes sinusoidales simples dont Ia super-
position forme le train d’ondes correspondant i Iincer-
titude sur 1'état de mouvement.

D’aprés les idées de base de la Mécanique ondulatoire.
I'état de mouvement rectiligne et uniforme du cérpuscule
doit étre associé a la propagation d’une onde monochroma-

s
tique plane de fréquence v ——\T?- et de longueur d’onde

h ; : iz . "
A= -—, W et p étant I'énergie et la quantité de mouve-

pl




aray

THEORIE D HEISENBERG ET DE BOHR 155

ment du corpuscule. Introduisons le vecteur « nombre
d’ondes » de I'onde plane monochromatique, vecteur dirigé

. I
dans le sens de p et égal a ~+ hous aurons alors

W ) I N P . P
] — — <N =L N 1 N = = ()
' h i I ¥ h : I })

Or, comme cela résulte déja des calculs du chapitre 1V,
paragraphe 3. et comme on peut le démontrer d'une facon
plus générale, un train d’ondes dont les dimensions dans le
sens des trois axes sonl éx, 8y, 3z et dont la durée de pas-
sage en un point est 8 exige, pour sa représentation mathé-
matique, un ensemble d’ondes planes monochromatiques
pour lesquelles la fréquence et les composantes du vecteur
nombre d’ondes remplissent pour le moins des intervalles
v, 89La, 8IT, et 8IL. reliés & dx, dy, 8z el 3t par les inéga-
lités valables en ordre de grandeur :

I, ><dx > 1 39, < 8y > 1
0. >< oz > 1 dv >< 8t > 1. (4)
Comme nous supposons qu'a chaque onde plane mono-
chromatique correspond un état de mouvement rectiligne

et uniforme pour le corpuscule, nous devons regarder les
quantilés

8\‘\" == hSl' 8'..'11 — Jiamr
ap, = hddL, op. = haIL. ()
comme ¢lanl les incerlitudes dont sont allectées les valeurs

de I'énergie el de la quantité de mouvement. Les relations
deviennent done

W > ét = h op,. >< dx > h
ap, >< dy > h dp. >< 8z > h (6)

Ce sont  les relations d’incertitude  d’'Heisenberg. Plus
Pincertitude sur I'une des huit grandeurs x, y, z, {, p..
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Pus Pe, W est petite, plus doit étre grande en vertu de la
signification altribuée & I'onde I'incertitude sur la grandeur
conjuguée.

3. — Signification de I'onde dans la théorie d’Heisenberg
et Bohr. — FEn résumé, voici comment 1'on doit, suivant
cette conception d’Heisenberg el de Bohr, se représenter la
signification de 'onde W. Supposons qu’a I'époque ¢, une
premiere observation ait été faite qui permette de fixer
dans de certaines limites la position et I’état de mouvement
du corpuscule; nous admettons (quitte & revenir sur ce
point) que Dincertitude sur les grandeurs conjuguées
résultant de cetle observation satisfait dans le cas le plus
favorable aux relations d’Heisenberg (6). Pour représenter
les résultals de cette premiére observation, nous devons
constituer un train d’ondes dont I'intensité résultante en
chaque point soit égale & la probabilité pour que le cor-
puscule soit en ce point et dont la composition spectrale
indique les probabilités relatives des divers états de
mouvement du corpuscule. Pour prévoir autant qu’il est
possible ce qui peut résulter de cet état initial imparfai-
tement connu, nous devons suivre la propagation du train
d’ondes et nous rappeler que pendant tout le cours de cette
propagation la probabilité de présence du corpuscule est
foujours mesurée en chaque point par l'intensité a* et que
la probabilité de chaque étal de mouvement est mesurée
par l'intensité de la composante spectrale correspondante.
OUn peut donc prédire que si une seconde observation faite
it 'instant ¢ postérieur a {, vient nous apporter des rensei-
gnements nouveaux sur la position ou I'état de mouvement
du corpuscule, il y a telle probabilité pour que le cor-
puscule soit trouvé dans telle région de l'espace el telle
autre probabilité pour qu’il se réveéle comme ayant tel état
de mouvement. Ces prévisions qui donnent des probabilités
et non des certitudes sont les seules que nous puissions
oblenir; d’aprés Bohr et Heisenberg, il est vain de chercher
& se représenter le corpuscule comme point décrivant une
trajectoire bien définie avec une vitesse bien définie.
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Le train d’ondes peut étre appelé avec Heisenberg un
« paquet de probabilité ». Nous avons vu qu’on peut lui
associer un nuage de probabilité, la densité du fluide de
probabilité ainsi imaginé étant en chaque point égale &
I'intensité a* du train d’ondes et mesurant par suite la pro-
babilité de présence. Les éléments du fluide de probabilité
décrivent des trajectoires qui dépendent de I'extension
initiale du train d’ondes, ¢’est-d-dire de l'indétermination
initiale de la position du corpuscule. Que le mouvement
de la probabilité dépende de la connaissance de 1'état
initial, cela ne souléve aucune difficulté car la probabilité
d'un événement dépend toujours de la connaissance plus
ou moins exacte que nous avons des éfats antérieurs.

L'étude de la propagation du train d’ondes nous permet
d’annoncer la probabilité des diverses positions possibles
du corpuscule & linstant (. Si & cet instant on fail une
nouvelle observation pour préciser la position du cor-
puscule, elle devra se lrouver d’accord avee nos prévisions
de probabilité mais, une fois faite, cette observation
restreindra, en général, l'incertitude sur la position du
corpuscule. Si par exemple a I'instant ¢, le train d’ondes
occupe une région R de 1espace, nous savons avanl
I'observation que le corpuscule doit se trouver dans cette
région R, mais, en général apres 'observation, nous sau-
rons qu’il se trouve dans une région R, comprise dans R.
Pour représenter 1'état de nos connaissances aprés 1'obser-
vation, il faudra done faire une « réduction du paquet de
probabilité » de facon que le train d’ondes n’occupe plus
que la région R,. Toute une partie de I'ancien train d’ondes
s'évanouit donc brusquement par le seul fait de la nouvelle
observation. Comme nous l'avons remarqué dans l'intro-
duction, ceci monlre bhien le caractére abstrail et symbolique
de I'onde dans cette conception.

L'ancienne idée du déterminisme des phénomeénes physi-
ques se trouve, d’autre part, battue en bréche par cette
théorie, car cette idée reposait sur la possibilité de déter-
miner d'une facon précise les données initiales d’ot 1'on
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pouvait rigoureusement déduire les phénoménes subséquents
par les lois rigoureuses de la Dynamique. Le mouvement
d’un corpuscule, quand sa position et sa vitesse initiale
élaient connues, se trouvait inexorablement fixé. Mais dans
la théorie de Bohr et Heisenberg, il devient impossible de
déterminer simultanément avec une absolue exactitude
la position et la vitesse initiale d'un corpuscule et, par
suite, il devient impossible d’affirmer que le mouvement
du corpuscule est rigourensement déterminé, car seules des
prévisions de probabilité peuvent étre faites A son sujet.

4. — Le raccord avec I'ancienne Dynamique. — I y a
néanmoins un grand fait que la mnouvelle théorie doit
expliquer : pour tous les phénoménes mécaniques a grande
échelle, les anciennes conceptions sont parfaitement suffi-
santes; il est indéniable qu'un déterminisme rigoureux
parail exister & notre échelle pour ces phénoménes. Com-
ment expliquer ce fait? Tout d’abord, il faut remarquer
qu’avec les nouvelles idées; il intervient dans la pratique
deux sortes d’incertitudes : la premitre, déja admise par
les théories classiques, est une incertitude pour ainsi dire
accidentelle provenant de I'imperfection inévitable de nos
méthodes de mesure et qui pourrait en principe &tre indéfi-
niment réduite par un perfectionnement indéfini de notre
technique expérimentale; la seconde incertitude est une
incertitude essentielle et irréductible introduite par les rela-
tions d’indétermination (6) d'Heisenberg. Or, dans les cas
ou P'ancienne conception de la Mécanique se vérifie bien,
Uincertitude accidentelle est beaucoup plus grande que
Iincertitude essentielle et la masque complétement. 11 en
résulte qu’alors tout se passe en pratique comme si
Pincertitude d’Heisenberg n’existait pas; tout se passe aux
erreurs expérimentales prés comme si les conceplions
déterministes de I’ancienne Dynamique ¢taien} exactes.
Mais si une technique expérimentale indéfiniment perfec-
tionnée permetiait de serrer de plus en plus prés la valeur
des grandeurs dynamiques, il viendrait un moment ot 1’on
se heurterait & l'incertitude d’Heisenberg.
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Eclaircissons ceci & l'aide d'un exemple numérique.
Considérons le mouvement le long d'un axe ox d’une
petite bille pesant un milligramme, dont nous négligeons
les dimensions. Pour déterminer son élat initial, nous
devons mesurer la position du centre de la bille et sa
vilesse. Supposons que nous parvenions a délerminer
I'abscisse du centre & un millitme de millimétre pres, ce
qui serait une belle précision. La relation d’Heisenberg
nous affirme que nous ne pourrons pas connaitre la vitesse
de la bille & cet instant avec une incertitude moindre que

h 6, 55.10=*7

0D = —— — ,55.10~*° em/sec.
ndx 10204 !

Il est bien évident qu’en pratique aucune méthode de
mesure ne nous permettra d’atteindre une pareille précision
sur la valeur de la vitesse; I'incertitude d'Heisenberg sera
done entierement masquée par erreur expérimentale et
foul se passera comme si cette incertitude n’existait pas.

Le raccord mathématique entre la nouvelle Mécanique
concue a la manitre de Bohr el Heisenberg et 'ancienne
Mécanique se fait d’ailleurs trés élégamment au moyen du
théortme d’Ehrenfest (chapitre IX, paragraphe 3). Nous
avons vu que 'ancienne Mécanique correspond au cas ol
Poptique géométrique est valable pour la propagation de
'onde associée. Or, I'optique géométrique est valable quand
les conditions de propagation ne varient pas sensiblement
a I'échelle de la longueur d’'onde. Comme la longueur
d’onde se trouve &tre dans les cas usuels beaucoup plus
petite que tout ce que nous savons mesurer directement,
nous pouvons imaginer un train d’ondes qui occupe un
domaine dont les dimensions contiennent un grand nombre
de longueurs d’ondes et qui, néanmoins, peut étre consi-
déré comme poncluel & nolre échelle. Le train d’ondes
pourra donc @tre représenté par un groupe d’ondes se
déplacant sensiblement avec la vitesse de groupe de
Rayleigle; il formera un petit globule de probabilité dont
les dimensions seront trop petites pour que nous puissions
les mesurer,
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Ecrivons alors les équations (23 bis), du chapitre IX, qui
expriment le théoréme d’Ehrenfest :

dr - 2y - dz =
m— = {. " i m—=f (D

dt* ? ¥ di?

En raison des dimensions extrémement petiles du train
d’ondes, on peut le confondre avec son centre de gravité
et remplacer les valeurs moyennes 7, i T par les valeurs
[= [u [- des composantes de la force au centre de gravité. Le
train d’ondes peut, par suite, étre considéré comme un point
se déplacant conformément aux équations :

d*x d*y d?z

W = [ m = i 1l 7 e /. (8)

i

Le globule de probabilité se déplace done en bloc, comme
le ferait un point matériel dans le champ de force donné
d’apreés les lois de la Dynamique ancienne. Bien entendu
la position du corpuscule & Vintérieur du train d’ondes
est incertaine, mais les dimensions du train d’ondes élant
inférieures & ce que nous pouvons mesurer, toul se passe
en pratique comme si le corpuscule avait & chaque instant
une position bien définie et se déplacait conformément aux
équations classiques de Newton.

On voit avec quelle élégance le théoréme d'Ehrenfest
permet de faire la jonction entre I'ancienne Mécanique et
la théorie d’Heisenberg et Bohr.

5. — Objection d’Einstein. Le corpuscule est-il non loca-
lisable ou bien non localisé? — Une conceplion aussi
nouvelle que celle d’Heisenberg et Bohr ne manque pas
de soulever quelques objections. Nous allons en exposer
une qui a été développée par M. Einstein gu Congres
Solvay de Bruxelles, en actobre 1927. Supposons un cor-
puscule et I'onde plane monochromatique associée tombant
normalement sur un écran percé d’un trou circulaire;
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derriere I'écran est placé un film photographique en forme -
d’hémisphére de grand rayon (fig. 9) :

_— e
direction
dincidence

£

Sile trou a des dimensions assez petites, I'onde va se
diffracter en le traversant et va s’étendre dans toutes les
directions & droite de I'écran. Dans la conception d’Heisen-
berg et Bohr, il y a donc une certaine probabilité pour que
le corpuscule se manifeste par un effet photographique en
un point A quelconque du film hémisphérique. Mais s’il
se produit a Iinstant ¢ un effet photographique au
point A du film, il ne peut se produire aucun autre effet
photographique en aucun autre point du film puisque, par
hypothése, il n’y a qu'un seul corpuscule incident. Or, avec
nos idées habituelles d’espace et de temps (méme sous la
forme relativiste), il est impossible de comprendre comment
le fait qu'un effet photographique s’est produit en A
empéche instantanément la production d’un effet en tout
autre point B du film, & moins d’admettre que le corpuscule
est en réalité localisé dans I'espace et occupe & chaque ins-
tant un certain point bien défini dans I’onde associée. Toute
autre conception parait étre inconciliable avec I'idée que
les phénoménes physiques peuvent étre entitrement repré-
sentés dans le cadre de l'espace et du temps ou méme de
I"'espace-temps Einsteinien.

Le raisonnement tirés intéressant et trés simple de
M. Einstein montre clairement que nous devons adopter
I'une ou l'autre des deux attitudes suivantes que je désigne
par A et par B.

DE BroGLIE. — MECANIQUE ONDULATOIRE. 1
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A. — Nous conservons l'idée que le corpuscule est hien
localisé & chaque instant dans l'espace, que par suite il a
une frajectoire et une vitesse. Nous devons alors exprimer
les idées de Bohr et Heisenberg sous la forme suivante
bien que le corpuscule ait & chaque instant une position
et une vitesse bien définies, une grande loi de la Nature
qui s’exprime par les relations (6) d’Heisenberg nous
empéche de pouvoir simultanément déterminer avec exacti-
tude cette position et cet état de mouvement; pour cette
raizon, nous ne pouvons altteindre que des énoncés de
probabilité au sujet des positions et des états de mouvement
futurs du corpuscule. Dans cetfe maniére de voir, il v a
done non pas indétermination réelle, mais simple incer-
titude imposée d’ailleurs par la nature méme des choses.
Nous ne pourrions pas affirmer qu’il y a un déterminisme
rigoureux du mouvement des corpuscules puisque nous ne
parvenons jamais a préciser complétement ce mouvement,
mais nous ne pourrions non plus nier ce déterminisme.

B. — Une opinion beaucoup plus radicale qui parait étre
celle de M. Bohr et de beauncoup d’autres physiciens
éminents consiste, au contraire, & penser que le corpuscule
associé & un train d’ondes étendu n’est pas réellement
localisé dans D'espace et dans le temps : il =erait, en un
certain sens, présent dans toute 'étendue du train d’ondes.
Pour M. Bohr les corpuscules sont, en effet, « unsharply
defined individuals within finite space-time regions ». Dans
I'exemple d’Einstein, le corpuscule serait en quelque sorte
répandu & 1'état virtuel dans toute la région occupée par
le train d’ondes diffracté; au moment ol se produit 'eilet
photographique en A, le corpuscule =e condenserait, pour
ainsi dire en ce point, pour y produire un effet observable.
Aucun mécanisme en accord avec notre notion ordinaire
d’espace-temps ne peut, semble-t-il, nous expliquer cette
contraction instantanée; quand on adopte Popinjon B, on
doit dire que le cadre de I'espace-temps est insuffisant pour
I'interprétation complete des phénoménes naturels.

De plus, Peffet prodnit par le corpuscule obéit toujours
i la loi de conservation de I'énergie; si, par exemple, le



THEORIE D HEISENBERG ET DE BOHR 163

corpuscule est un photon, Ieffet photoélectrique produit
en A vérifiera la loi photoélectrique d’Einstein. (est cette
faculté du corpuscule de se condenser en un point en y pro-
duisant un effet conforme aux lois causales de conservation
que M. Bohr a exprimée en disant : « The individuality
of the particles transcending the space-time description
meels the claim of causality ».

Au moment ot le corpuscule entre en relations avee le
milieu environnant pour produire un phénoméne obser-
vable, il fait, dans la conception B, une sorte de choix
entre plusieurs possibilités. Considérons la réflexion sur un
miroir imparfaitement réfléchissant M (fig. 10).

Fic. 10,

L’onde incidente se partage en une onde réfléchie et une
onde transmise. On ne doit pas dire que le corpuscule en
arrivant sur le miroir fait un choix entre I’onde réfléchie
et I'onde transmise, car Darrivée du corpuscule sur le
miroir n’est pas un phénoméne observable. Le faisceau
transmis et le faisceau réfléchi existent tous les deux
jusqu’au moment ot le corpuscule se manifeste dans 1'un
ou dans lautre par un phénoméne observable; a ce
moment-la seulement sopére le choix car, suivant une
remarque d’Heisenberg, tant qu’aucune manifestation du
corpuscule ne s’est produite, on peut obtenir des inter-
férences dans la région ombrée de la figure 10 en renvoyant
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A l'aide d’'un miroir M le faisceau réfléchi sur le faisceau
transmis, ce qui prouve la nécessité de considérer les deux
{aisceaux,

6. — Conclusion. — Telle est dans ses grandes lignes
la théorie de Bohr et Heisenberg sur la nature et le rapport
réciproque des corpuscules el des ondes. Cette théorie
compte certainement bien des difficultés et des obscurités.
En particulier, on n’a pas encore pu expliquer d’une facon
satisfaisante comment elle peut rendre compte des expé-
riences de Geiger et Bothe et de celles de Compton et
Simon qui ont vérifié 'exactitude de la conservation de
I'énergie et de la quantité de mouvement dans les ren-
contres individuelles entre photons et électrons.

On doit peut-&tre espérer que l'introduction de quelque
idée nouvelle permettra de trouver une interprétation du
dualisme des ondes et des corpuscules plus claire que celle
proposée par Bohr et Heisenberg. Néanmoins, il parait
certain qu’il y a quelque chose de fondamental dans les
relations d’incertitude.



CHAPITRE XII

LES POSSIBILITES DE MESURE ET LES RELATIONS
D’HEISENBERG

1. — Les procédés de mesure et les relations d’Heisen-
berg. — Dans la lecon précédente nous avons constamment
admis qu’aucune observation n’était susceptible de nous
permettre la détermination simultanée d’une coordonnée
et de son moment conjuguée avec une précision supérieure
a celle qu’expriment les relations d’incertitude d’Heisen-
berg. 1l nous faut maintenant vérifier cette affirmation en
critiquant les méthodes de mesure dont nous disposons,
comme Heisenberg I’a fait le premier.

Raisonnons sur un corpuscule matériel, un électron
par exemple; pour déterminer sa position avec une
grande exactitude, nous n’avons qu'un moyen : employer
des méthodes optiques, mais ces méthodes optiques ne
permettent de mesurer une coordonnée qu'avec une
approximation au plus de Pordre de la longueur d’onde.
Pour augmenter la précision de la mesure des coordonnées
du corpuscule, nous sommes donc amenés i diminuer de plus
en plus la_longueur d’onde, mais alors le corpuscule subit
un effet Compton de plus en plus accentué, car I'énergie
des photons incidents est de plus en plus grande; la quantité
de mouvement du corpuscule est de plus en plus altérée
par la mesure de sa position. Si, inversement, on se propose
de mesurer la vitesse et la quantité de mouvement, on
pourra employer 1'effet Doppler, mais cet effet, nous le
verrons plus, loin, est foujours accompagné d'un effet



166 ETUDE DE LA MECANIQUE ONDULATOIRE

Compton qui modifie la vitesse; pour réduire I'importance
de l'effet Compton, on est amené & employer une grande
longueur d’onde, mais alors la position du corpuscule au
moment de la mesure est mal définie.

2. — Le microscope d’Heisenberg. — Heisenberg a donné
une premiere illustration de ces considérations générales
en imaginant qu’on examine un électron qui se déplace
sur le porte-objet d'un microscope éclairé par en bas, a
I'aide d’une lumiére monochromatique de fréquence v
(fig. 11).

"

e
.'._-' électron
2z
a
T ®
s
Fic. 11.

Quand 1'électron diffusera un photon, une onde diver-
gente entrera dans le microscope; une théorie bien connue
de 1l'optique classique nous apprend que D'angle 2: sous
lequel on voit 'objectil du porte-objet est petit, la mesure
d'une longueur dans le plan du porte-objet ne peut se faire

A : .
i Feone so1f sensi-
E

qu’'avec une incertitude au moing égale & - =

, VI . .
blement —— (formule du pouvoir séparateur).
- E

Prenons pour axe des y la direction de l'axe du
microscope (direction de la lumiére incidente) et, pour axe
des x la direction de la vilesse initiale de 1'électron dans
le plan du porte-objet. La mesure ne pourra faire connaitre
la position de l'électron sur I'axe des x au moment de la

A

e

diffusion qu’avec une incertitude an moins égale a éz —
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Avant la diffusion, le photon posstde I'énergie hv et
— hv 2

la quantité de mouvement o dirigée dans le sens oy;

—
I'électron a une vitesse » dirigée suivant I'axe des x et,

si v est assez petit devant ¢, sa quantité de mouvement est
——
m v el son énergie cinétique } me®. La diffusion modifie

par effet Compton la fréquence du photon et la vitesse de
Iélectron. Aprés la diffusion, le photon a la fréquence v/,

I,}

I’énergie hv" et la quantité de mouvement = faisant avec
I'axe du microscope un trés petit angle o nécessairement
inférieur & ¢ puisque le photon diffusé doit trmerﬂer

I'objectif; quant & I’électron, sa vitesse est devenue 13,
sa quantité de mouvement m»’ et son énergie 1 mv™. Sui-
vant le procédé de Compton, nous allons écrire qu’il y a
conservation de I'énergie et de la quantité de mouvement
pendant le processus de diffusion; en négligeant o* devant
'unité, il vient :

l & 1 o @
hvi =} 5 e — hv - = m tb.rh — ?_Jy"}

hv 1!1"‘ " 4 iz
PR el i mo, ; (1)
c

h ,
my, = a = —+ mo,

En substituant dans la premitre équation la valeur de
¥ m (v, + v, tirée des deux derniéres, il vient :

h? . _ y v . " h*? ”
= v — V) —2h(v— ) — 22 — hv 4+ & —=10. (2)
me? ¢ met

L’équation (2) montre que v ne differe de v que par des
termes de 'ordre de «; done, si on s’en tient au premler
ordre en «, la derniére relation (1) peut s’écrire

mv, — n‘l'[)x' =p, — pl; =a— = a — (3}
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Comme on ignore la valeur exacte de « qui peut varier
de — = & + ¢, il y a sur la valeur de p. apres diffusion une
incertitude

pr = Pg —- (4)
On a done dans les conditions les plus favorables

A I
dr >< 8p, — 5 > e Tl —h. 5)

(Vest bien la relation d’incertitude d’Heisenberg.

3. — Mesure de la vitesse d’un électron au moyen de
Pefiet Doppler. — Etudions maintenant la mesure de la
vitesse d’un électron par I'effet Doppler. Supposons qu’un
¢lectron se déplace avec une vitesse » dans la direction
positive d’un axe ox. On envoie sur cet électron un frain
d’ondes lumineuses de longueur d’onde moyenne A qui se
propage le long de ox dans le sens négatif. 8'il y a diffusion,
le photon diffusé pourra subir un renversement de sa vitesse
et étre renvoyé dans le sens des x positifs. Supposons que
ceci se produise et que nous mesurions exactement la
fréquence v de la radiation diffusée. Pour simplifier, nous
supposons la vitesse de 1’électron treés inférieure a celle de
la lumiére. La conservation de I’énergie et de la quantité
de mouvement au moment de la diffusion nous donne

1 n | 4
hv - mvt = h - = e’ I

hv , '
my — — — mv’ + ——
¢

C

" étant la vitesse de 1'électron apreés la diffusion. En élimi-
nant v" entre les deux équations, il vient :

i

4 .1 h* i ) o - .
iy — V) = | —— v+ V)"—2mv — v+ V) |. (D
2m c” ¢

Dans le processus de diffusion, la fréquence est trés peu
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modifiée; on peut donc poser v = v
et =% Il reste alors :

- > n
= et négliger - =

 hv hv? ) )
e(t+2—p)=p" 5, "% ®)
me* me c
: hy
Dans les cas usuels, le quotient ”:::: est trés petit car

pour la lumiére, hv est de ’ordre de 10—'* et me® est voisin
. N - n v .
de 8- 10", Nous pouvons négliger 2 -y devant 1'unité

dans le premier membre de (R) et poser

hv B %
V =v — e =y [_l — 2 - = 3 — ], )
me* £

-~
Le terme 2 - correspond a I'effet Doppler : il existerait

hv

méme si h était infiniment petit. Le terme — 2 exprime

me*
Peffet Compton pour le cas envisagé. Les deux effets se
superposent. Comme I’effet Compton trouble la vitesse de
I’électron, nous devons chercher a la rendre négligeable et

prendre la longueur d’onde assez grande pour que le

]
r muv : . . WiaE

apport T T3 A soit trés grand. Alors Veffet Dop-
me?

pler sera seul notable et I'on pourra poser :

1

Bl ( 1
v -,.||+2_] ou ,\’:)L(l—.'!—)- (10)
_ (& e

Mais le train d’ondes incident a forcément une longueur
finie I; par suite, il n’est pas rigoureusement monochro-

; : ; : I
matique et si nous introduisons le nombre d’ondes T
ce nombre d’ondes variera pour les diverses ondes mono-

. ; sy w4
chromatiques du train de la quantité 3 (TJ avec :
& (._I_.) o ,]I‘l

le signe = voulant dire « de 1'ordre de ».
&
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Donc, méme en mesurant A" sans aucune erreur expéri-
menlale, il restera encore une incertitude sur la valur de o
car, d’apres (10), celle-ci est donnée par

e ( A o
o= 7 [ o T,) 12)
et I'incertitude sur A entraine une incertitude sur » égale & :

6 o f AN 44
L’incertitude sur la quantité de mouvement de 1’électron
aprés la mesure est donc sensiblement :

. e
. = T

[
[F=5
—

Mais la valeur simultanée de la coordonnée est, elle
aussi, affectée d’une incertitude. En effet, I'effet Compton
bien que faible, par hypothése, devant 1'effet Doppler,
existe néanmoins et provoque une variation de la vitesse
de I'électron égale, d’apres la deuxieme équation (6), a :

hiv 49

, 2h . o~
v— = — — = sensiblement. (15)
me maA

Supposons la position du corpuscule au début de la
mesure bien connue : c¢’est le cas le plus favorable. Il
subsistera une cause d’incertitude sur la position apreés la
mesure due au fait suivant : on ne sait pas a quel instant

r ! - »
de la durée de passage e du train d’ondes sur 1'électron

se produit la diffusion et suivant que cet instant sera au
début ou & la fin de cette durée de passage, il en résultera
o ; » 1t 2h 1 e
une différence (v —v) — = —— — sur la position de
e mix e
: L4 b
I'électron aprés la mesure. La coordonnée de I'électron i

la fin de la mesure est done affectée d'une incertitude :

2h I

— mh ¢ s
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et, en combinant (16) avec (14), il vient dans le cas le plus
favorable :

mel 2h I } .
ér - dp, — e h. ¢

Nous retombons toujours sur la relation d’ Heisenberg.

4. — Passage d’un corpuscule a travers un diaphragme.
— Comme aulre exemple, nous prendrons la détermination
de la position d’un corpuscule, par exemple d’un photon,
grice a son passage au travers d'une ouverture percée dans
un éeran plan. Pour définir les coordonnées du corpuscule
dans le plan de I'éeran, on sera amené a prendre une
ouverture tres petite, mais plus on prend une pelite ouver-
ture, plus on augmente les phénomenes de diffraction qui
accompagnent, suivant les idées de la Mécanique ondula-
toire, le passage du corpuscule i travers I'ouverture. D’autre
part, pour déterminer I'instant du passage du corpuscule
dans le plan de I'écran, on emploiera un volet mobile qui
permettra de découvrir le trou pereé dans I'éeran pendant
un temps treés court; plus on manceuvrera rapidement le
volet, mieux I'époque du passage du corpuscule sera déter-
minée, mais en méme lemps, le train d’ondes associé se
tronvant raccourei en proportion, la monochromaticité de
ce train d’ondes sera de plus en plus altérée et, par suite,
I'énergie du corpuscule sera de moins en moins bien définie.

Nous allons développer les calculs dans le cas simple ol
le corpuscule incident tombe sur I'écran dans la direction
normale et ot I'ouverture percée dans I'écran est un rec-
tangle de coté 2a et 20.

Prenons le centre de l'ouverfure comme origine des
coordonnées, l'axe des a paralltle au grand coté 2a, I'axe
des y parallele an petit coté 2b, I'axe des z perpendiculaire
a 'éeran du edté opposé & 'onde incidente (fig. 12). Soit M
de coordonnées X, Y, O un point de 'ouverture et dXdY
un petit rectangle entourant ce point. Calculons, d’aprés le
principe d’Huygens, la valeur de I'onde élémentaire envoyée
par le petit rectangle dXdY dans une direction o, 3, v,
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faisant un trés petit angle avee 'axe des z. Si x y = désignent
les coordonnées d’un point trés éloigné dans la direction
a, B, v, londe élémentaire en question a pour expression :

a@—X) +By—Y) +:
A

W, — KdXdY cos 2= ('w— ) u8)

ol K est un coefficient qui varie avec o, 8, y mais beaucoup
plus lentement que le cosinus; dans ]'1 formule (IR) on a

., 2/ ,
S

i3

Fic. 12,

confondu y avec I'unité. L’onde résultante envoyée dans
la direction «, 8, y pour tous les points de I'ouverture est -

/ I3 =
£y == [fh]r — A cos 2 (vt—u—xi')ty—m}_—) (19

—+ B sin 2% (Ir.‘. S i_ih_’f”__{h_:)

avec
A=K // AXNAY cos 27 _m\ + B‘. (20)

B— — K /fu’\d\ sin 27 u\_'_ﬁY

I3

B est nul parce que dans I'intégrale deux éléments de
surface symétriques par rapport & O donnent des contri-
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butions égales et contraires. Dans A, nous pouvons poser :

X Y X §
cos 27 -‘-‘l—_i_"?— — cos 2=x u—;— -cos 27 B—:— (21)
, ——s_ain;‘Zx-|[j:l.~'.=5n2:E

et U'intégrale du produit de sinus est encore nulle. 1l reste
donc

A — iKL/" dX cos 25 ﬂ- : dY cos 2= ﬁ (22)
0 A )
KA®

4 ]
:-m sin 2x %I- sin 2# ﬁ;l
Do

S (V.G T B ) ur + By + z°
Ie= sin 2w = sin 2= N cos 2x (vt — ——)-L——) (23)
W.g est donc nul dans les directions telles que 2= E;- ==l
(I: entier) et que 2= = k=, c¢’est-d-dire dans les direc-
. ' kA < A
tions pour lesquelles on a, soit « = 55 » Soit B= 55

=i =

Vg est, an confraire, maximum dans les directions pour
lesquelles on a :

_ A , , A
soit «= @k +1) 3—  soit B= 2k +1) 55

On obtient ainsi ce qu’on nomme un phénoméne de
diffraction localisé & l'infini. Pour I'observer, on placera
par exemple une lunette dont 'axe optique coincidera avec
I'axe oz. S'il n'y avait pas diffraction, on observerait
seulement une image de l'ouverture rectangulaire située
dans le plan focal de la lunette sur 'axe optique. Mais &
cause de Dexistence d'ondes planes monochromatiques
inclinées sur 'axe optique, on obtient aussi une série
d’autres images correspondant aux maxima de W.p, L’état
de ces images décroit rapidement quand 'ordre & s’éléve.
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En résumé, I'onde plane qui tombe sur I’écran est de la
forme

T — acos 2# (rt Sl ) (24)

Le passage & travers 'ouverture rectangulaire la trans-
forme en un groupe d’ondes planes peu inclinées sur 'axe
des z et de la forme :

ar -+ By + z "
SRR

Al :\1 a iz, 3) cog 2« (\'! —

i ' \ A

les amplitudes partielles a (¢, 8) présentant en fonction de

et de B des maxima et des minima successifs. Comme

I'intensité des ordres successils diminue rapidement, on voit

que l'extension du groupe par rapport a la variable o est
mesurée par :

A A .
da — L‘I -E(: = E‘ 2“)

l:; désignant un nombre entier petit qui correspond a I'ordre
de diffraction le plus élevé dont I'intensité est sensible. De
méme, 'extension du groupe par rapport a 8 sera :

A A
W=l 53 >33 27)

i
Si 90 désigne le vecteur « nombre d’ondes » de 1'onde
monochromatique caractérisée par les angles « et 8, on a :

a 3 |

N, —— I = — I ==t :
. A z"‘ A = A (28)

Les variations maxima de IC, et de I, dans le groupe
d’ondes aprés le passage a travers I'écran sont :

S ki o3 k,
N, — — = L e = o &)
W=y 2a =5 —2, (20)
On a done en ordre de grandeur
. 1 1
N, » — N, > = (30)

2a T 2b
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Or, la position du corpuscule lors de son passage dans
I'ouverture rectangulaire est définie avec une incertitude 8z
égale & 2a et une incertitude 8y égale & 2b. Nous avons donc
en ordre de grandeur

39, -8z > 1 89, -8y > 1 (31)

D’apreés le principe de décomposition spectrale, les incerti-
tudes sur les composantes p= ¢t p, de la quantité de mou-
vement sont reliées aux incertitudes 39T, et 89T, par les
relations :

op, = h8IL, o, == he L, (32)

et (31) prend la forme des relations d’Heisenberg :
p, - dx = h 8p, - oy = h. (33)

D’autre part, i nous voulons déterminer la coordonnée z
du corpuscule ef le temps ¢ de son passage i travers I’éeran,
nous devons employer un volet mobile comme cela a 6été
expliqué plus haut. Soit 7 le temps pendant lequel le volet
a été enlevé. L’incertitude sur ¢ est évidemment égale a =,
celle de z est Ur, U étant la vitesse de groupe des ondes qui,
nous le savons, est égale & celle du corpuscule. Done :

bt —= 8z — Ur. (34)

Mais en n’ouvrant I'ouverture que pendant le temps ,
nous ne laissons passer a travers I'ouverture qu'un train
d’ondes limité et ce train d’ondes est composé d’ondes
monochromatiques occupant un intervalle spectral au moins

) I 2]
de I'ordre de —- L’intervalle correspondant en longueur

T

/1
: gy 9 (I) ,
d’onde est tel que 8 (-A_) =, % soit de 'ordre de
v
f l A
Lol PO s
Ur 4 = —5, — par définition. On a donc :
I g 1
Boe  blglege @)
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Or, d’aprés le principe de décomposition spectrale,
I'incertitude sur l'énergie finale du corpuscule est hév et
I'incertitude sur la valeur finale de la composante p. de sa

quantité de mouvement est hdJIT, = hd ( -;T) d’aprés (28).
On a done : ‘
W .é1 = h dp, -8z = h. (36)

Ce sonl les deux autres relations d’Heisenberg.

5. — Remarque sur la mesure de la vitesse. — Nous
venons de constater sur quelques exemples que les procédés
de mesure dont nous pouvons faire usage conduisent tous
aux relations d’incertitude d’Heisenberg. On pourrait cepen-
dant étre tenté de faire le raisonnement suivant. 1l est
possible de faire & un instant {, une expérience montrant
que le corpuscule est situé dans le voisinage immédiat d'un
point A de l'espace, puis de faire & une époque postérieure
t, une autre expérience montrant que le corpuscule se
trouve alors au voisinage immédiat d'un autre point B de
I'espace. Si le temps {, — ¢, est suffisamment long, on aura
une trés bonne détermination de la vitesse en prenant

— :rB D Lad!

w== T;T, 37

et la mesure de la quantité de mouvement en » ne parail
pas affectée de cette facon par l'incertitude d’Heisenberg.
Mais nous devons d’abord remarquer que si ’on recom-
mence la méme mesure de la vitesse exactement dans les
mémes conditions, on obtiendra chaque fois un résultat
différent. En eifet, comme cela résultera rigoureusement
des caleuls du prochain chapitre, le train d’ondes de tres
petites dimensions qui correspond au ftemps £, a la loca-
lisation du corpuscule prés du point A, par’la premiére
expérience, s'étale pendant sa propagation et occupe une
grande élendue au bout du temps trés long L, — (,; au
moment de la-seconde expérience, il y a, d’apres le principe
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des interférences, une grande région de l'espace ou l'on
peut trouver le corpuscule, et une série d’expériences iden-
tiques fourniraient une série de points B différents.

De plus, et ceci est un point essentiel, la vitesse » donnée
par (37) ne correspond qu’au mouvement entre 1'instant t,
et U'instant #,; on ne peut aucunement la considérer comme
la vitesse dont est animé le corpuscule aprés la deuxidme
expérience, puisque cette deuxidme expérience, en localisant
le corpuscule prés du point B, trouble entitrement son
mouvement. La vitesse v n’est pas du tout la vitesse initiale
du corpuscule apres la seconde observation : par suite, elle
ne peut servir & aucune prévision de ce qui se passera apres
Iinstant ,. Nous ne sommes pas parvenus & I'aide de nos
deux mesures de position & déterminer simultanément la
position et la quantité de mouvement du mobile la pre-
mitre observation nous permet bien de localiser le
corpuscule en A au temps ¢,, mais elle ne nous donne aucun
renseignement sur la quantité de mouvement & cet instant;
la deuxiéme observation nous permet de localiser le cor-
puscule en B au temps t, et de définir une vitesse v avec
laquelle le corpuscule se serait transporté de A en B, mais
la quantité de mouvement mv n’est pas celle que posséde
le mobile aprés 1'observation. On peut dire, si I'on veut,
que le corpuscule a été de A en B avec la vitesse v, mais
cela ne permet aucunement de prévoir exactement le mou-
vement du corpuscule dans I'intervalle de temps ¢, — ¢,
comme prétendait le faire I’ancienne Dynamique détermi-
niste, puisque » n’a une valeur bien définie qu’apreés la
fin du phénomeéne a prévoir.

Dans le prochain chapitre, nous étudierons par le calcul
la- méthode de mesure de la vitesse dont nous venons de
parler.

De BroGrLiE, — MECANIQUE ONDULATOIRE.




CHAPITRE XIII

PROPAGATION D'UN TRAIN D’ONDES W
EN L’ABSENCE DU CHAMP
ET DANS UN CHAMP UNIFORME

1. — Solution rigoureuse de I'équation de propagation
en I'absence de champ. — Nous allons chercher i étudier
rigoureusement la propagation d’un train d’ondes ¥ en
I’absence de champ; nous nous contenterons des équations
non relativistes. L’équation dont nous devons partir est :

4mi o

m — 1)

Al — -
h 7}

Cette équation a la méme forme que 1'équation classique
de la propagation de la chaleur, mais avec un coefficient de
conductibilité calorifique imaginaire. On peul employer
pour la résoudre une méthode tout & fait analogue & une
méthode qui sert & la résolution de I'équation de la
chaleur.

L’équalion (1) étant du premier ordre par rapport au
temps, pour déterminer l'intégrale que 1'on doit choisir, il
faut connaitre la valeur de la fonction ¥ (x, y, z, () & un ins-
tant initial pris comme origine des temps. Le probleme &
résoudre est donc : connaissant la fonction ¥ (z, y, z, 0),
trouver ¥ (x, y, z, t). Nous poserons ¥ (z, y, z, 0) = f (x,
y, z). La méthode, pour résoudre le probleme, consiste i
déterminer une « fonction de transformation » T (z. y, z,
Zo, Yo %, L) de deux séries de variables x, y, z et x,, y,, 3, et
du temps, telle que I'on ait :

+ 00
U (r,y, 5 1) = /'/:/ [ @y,z,) T(x,y, 2, 2,Y,,50,1) dedy,dz, (2)
_'x
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[Kennard, Heisenberg]. Pour cela il faut que deux condi-
tions soient réalisées

1" La fonction ¥ (x, y, z, () définie par (2) doit satisfaire
& I'équation de propagation (1); ceci exige que la fone-
tion T considérée comme fonction de xyzt satisfasse elle-
méme a I'équation (1);

2° La fonction ¥ définie par (2) doit se réduire a f (z,y,z)
pour i — 0.

Nous allons commencer par chercher une fonction T qui
soit solution de I'équation de propagation. Nous avons vu
en étudiant le mouvement classique d’un corpuscule dans
un champ nul que la fonction

B (2,Y,5,1,2,9,%,)
m

2t

(@ — 2,)* 4 (y — yo)* + (z — 2,)? ] (3)

dépendant des trois coordonnées initiales a,, Yo, %4, est une
intégrale compldte de I’équation de Jacobi et permet, par
suite, de calculer le mouvement qui « transforme » les
coordonnées initiales x,, y,, z, & U'instant 0 en les coordon-
nées x, y, z & I'instant . Nous pouvons done nous attendre
 ce que cette fonction S joue ici un réle important.

Mais d’autre part, comme la fonetion de transformation T
doit satisfaire a 1’équation de propagation, on a

4mi dT
- ,

T = — (4
w B ot &

et sl nous posons : 9 =i
P—Ba B ° ®)

ou R et S sont des fonctions réelles pour I'instant non déter-
minées, nous obtenons en substituant (3) dans (4) et en
séparant le réel de 1'imaginaire :

4 T ( dgsS )\ ( a8\ ( oS\ a8  h* AR ®

2m dir J E;—) I (i F ) ~— ot T 8¥m R b)
. S :

JdR  dJs Jdik as dR 4 o l BAS — —()1 (D

or o9r ' oy oy = 0z o= @ 2
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Cherchons a prendre pour 8 la fonction (3); comme celle-ci
obéit & 1'équation de Jacobi

1 1(2‘1)2__05

2 Ld T
Y=

= @8
pour que (6) soit satisfaite, il faut que AR soit nul. L’hypo-
thése la plus simple est alors de supposer que R ne dépend
pas des variables x, y, z, mais uniquement du temps . Avec
cette hypothése, I'équation (7) se réduit a :

dlt 1

— = — ] 2 )

di 2m AR ©)

Cette équation peut étre satisfaite, car la fonction (3) que

nous avons choisie pour S est quadratique en xyz, de sorte
que AS est une fonction de (¢ seulement. Calculons AS :

, 1 Y s m 3m
Ab:—_:jTA lzf.[ -— &, ]—"“—‘:‘Z_E_"J——_—"'_E_— fl”)
TYHZ
R (1) est donc défini par :
dR 3
— = — — R. ()
dt 2t 1)
En intégrant, on trouve :
]
R=C: 2. (12)

Nous obtenons done d’aprés (5), (3) et (12) une fonetion
T en posant :

3 2mi m R )
T(2,y, 5,050 Yo%) =Ct 2 ¢ P 21 [@—2)* + @ —v)? + (6 — 2,]
rdr ¥y JosNeSl —

=i
) P aninr s v (r — )2 ;
o C T ht 4 (r z,) E)
== & oy

La fonction :

+ o0 wimt N 5
\ ( Il_-d (& — x,)* )
‘I"{.Tvy':-l' — ‘ l(‘xnyu:nl t:qg e ! rys d‘rudynd:n | |-§-"
—
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satisfait donc a 1'équation de propagation, mais il faut
encore qu’elle se réduise & f (x, y, z) pour { = 0. Pour véri-
fier s’il en est ainsi (), faisons le changement de variables

T, — T Yo — Y B —
R e (R . Rt

, ST TR on=t g @

L'intégrale triple de (14) s’éerit alors :

+ 00
/:/ [ [ VT4 2, 2T+ y, 1, /T + 3) a6)
gl

C T f‘r‘l‘l -+ :‘__‘3 - :'32} D(x"yﬂz )
it R - d
T Derorr,) dr, dr, dr,
Or :
T 0 0 L
D(xnynzo) b s 2 _
Dlryrry [0 VPO = $R
L 0 0 JT
Il reste

+ 0o
¥ (r,y,3,0) = Cf/f{r_r, Vi z,v,0/t + Y, e/t +3) (18)
L
— 0o

g " S 3'(i*.\'ltti,'r'zdfrs
Faisons tendre ¢ vers zéro; on a & la limite

¥ (x,y,5,0) = f (x,y,3)- C

+ %  gim | + 00 aim + o mim .
_"__ Pl 2 ;T 3 ;.2; T r,®
g dr, / e " dr, e dr,  (19)
. Ll -
—00 — O — 00

(1) Le caleul qui suit est dd & Fourier, Le passage & la limite qui conduit
de la formule (18) & la formue (19) n'est pas tout & fait rigoureux, mais
il est possible de rendre le raisonnement, tont & fait satisfaisant. Voir A ce
sujel Emile Picard : Legons sur quelques types simples d’'équations aux
dérivées partielles, Paris, Gauthier-Villars, 1927, 2e legon.
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11 est facile de calculer les intégrales :

+ o0  mim —_—
=S I
e " dr, — (20)
Tim e
— oo a0

h \3/2
e produit des 3 intégrales de (19) est done (wuiT)

et si l'on choisit, pour la constante arbitraire C, la valeur :

¢ — ( im ')3,»'2 @1)

ke
on a bien :

¥ (x,y,3,0) =] ([ y,3 (22)

Finalement la fonction :

uu 4 i
T (x,y, .= | z,) (23)
T,y ht /'/ -'f an (23)

xim
—— o=z 4y —y )2+ (5 — z,)2
€ -:if [ N :I dxudyud‘;n

est la solution de I'équation de propagation (1) qui, pour
t =0, se réduit & f (x, y, z). Le probléeme de la propagation
du train d’'ondes associé & un corpuscule se lrouve ainsi
rigoureusement résolu.

2. — Développement des calculs dans un cas particulier
(Darwin). our développer les calculs, nous allons faire
une hypotheése particuliére sur la forme initiale du train
d’ondes. Nous supposerons que [ (x, y, z) est de la forme :

2 2 32 25
N - —’L [muz 4+ moyy - mo,z)

feiy,s) = e e " (24)

I1 faut expliquer pourquoi nous faisons ce choix pour .
Nous supposons qu’'aux époques voisines de ¢t = 0, le train
d’ondes a la forme étudiée au chapitre IV, paragraphe 3 :

i al - By —+ vz
Gl v B PRy
ar £ Y, 2, ) = A (z, y,z,t) e ; A /7 (25)
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h
avec A = —_— Done & 'inslant ¢ = 0, ce train d’ondes se

réduit a 8 mi
—— [mt,, A MmUY - Mz

Wir,y.2,0 =A@y20 ¢ A {26)

et la probabilité de présence du corpuscule au point ryz a
‘cel instant origine est A* (i, y, z, 0). Or, nous prenons l'ins-
tant ¢ = 0 comme point de départ de notre calcul parce
que nous supposons qu’a cet instant une observation a été
faite sur le corpuscule. Le résultat de cette observation ini-
tiale nous permet d’aflirmer que la position la plus probable
du corpuscule, apres observation, est un certain point P
de l'espace dont nous ferons pour plus de simplicité ori-
gine des coordonndes. Mais il y aura une certaine erreur
possible et, d’apreés la loi des erreurs de Gauss, le résultat
de I'obser vnhun initiale devra ¢’énoncer en disant : la pro-
babilité pour que le corpuscule soit an point xryz a lins-

R idion ot/ il i o
fant 0, est e w? » o étant une quantité d’autant

plus petite que I'expérience est plus précise (*). Dés que la
distance du point ryz & 'origine des coordonnées atteint un
petit multiple de o, la probabilité pour que les coordonnées
initiales soient x, y, = devient tres faible; on peut donc dire
que la région on le corpuscule peut se trouver a l'instant
initial a des dimensions de l'ordre de o. D’aprés le prin-
cipe des interférences, on doit avoir :

22 4y 4 2
A%z, y.2,0) = e vie 27)

z? + y* - 32
Az, 4. 5.0 —@e e
et finalement on est bien conduit & prendre pour f(z, ¥y, z)
la forme proposée (24).
La formule ,l_u'-m"r:.th?, (23} s’éerit ici

i mim

: 2 ,-———-—~——-rm —(x — x )2
HH o ark u o’
Tr,y,z.0) = (- i = dz,
}l JN?

(1) Dans ce gui suit, nous évaluons les probabilités en valenr relative et
nous laissons de cOlé un facteur constant facile & retrouver,
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le symbole l[ indiquﬁnt qu’il faut faire le produit du

Tya

facteur écrit & la suite par ceux qui s’en déduisent, en rem-
placant x et x, par y et y,, puis par z et z,.
in posant :

1 op mim b 2mim g -
U — 5 = L= (x — v, 9
D o2 ht ® Tt vt (29)
la formule (28) s’écrit plus simplement :
3/2 mim o + oo az 2 b
m . —+ 0%
(@, y 3t) = ( ) l[e ht / e “de, (30
ht e
— oo
Or, on a :
+ 00 b2 4 o0 a(‘ by \2
* 2 . A — e
./e_ TN ey = o 10 fﬂ ) dz, (31)
—O0 = —00
b -
& h.r' [
*a

et par suite :
wim

b 2
;o 3;2 = £ _ __ — _ 2
(mm) ] [ pdn ht 42)
rysz

W, y:2,0)
Y g _aht

car nous avons trois fois le facteur \/ P

; m\3/2
Calculons (ﬂ . ) :
tht
(Zm)" = ! ——‘T — [ a
\aht  ht ht
1 2 ximo* 2 mim _

2

5 . by
Calculons aussi — .

4a
€
( 2xim \2 0 Tim v.)*
z — v.1)* (x — 2
b.2 %e ) & =/ ht .
— = : = & 34)
Ya . 2xim ( 1 It ; ; ht
Y The V2 drima? )) 2 rmo?
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Multiplions par la quantité conjuguée du dénominateur;

il vient :

i ( iht )
b2 ht \ 2 mme® ;
e — @& — v i)° (35!
*a ht 2 2
i 1= ( = ;)
\ 27mo*
| Tim
= T
2 Thi |
= — ; (* — v t)”
e it \2
&2
T ( 2 mino )
Dot enfin :
R . o 3 s
Vg, y, 51 =] —m——— (36)
: ht
T
' 2xim
L — v )2 4 (y — 0,002  (z: — v,8)2
) [ ht 2
e ot ( 2 smo )
zim [«9[(9: — 002 (g — v,0)? (5 — v,t)?] ) ]
— - —_r? — Yy — 32
It O Rt 2 ;
e 2
o +(.2;m(r ) )
2
Posons comme d’habitude ¥ — ae ™ = | 4 et 7 étant
réels. On trouve aisément :
. —_— = o 3/2 i
a(z,y,z,t) = JU.T* — e 37
o* '
¢ ( 2 mmo )
b e — ut)? - (y — )2 4 (2 — p,t)2
g ;o ht 2
e = 2 =
- +[ 2 mme }
: m _
(2.9 5 8) = 3 (38)

o [(x— v)* + (y — 9,0)? + (z — v,0)?]

o 4 ( ,)j” ¢

-

— (2 4 y*+37)

(i)
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A(t) est une certaine fonction du temps qu’il ne nous est
pas utile de calculer exactement.

Supposons pour un instant que les dimensions du train
d’ondes soient trés grandes par rapport 4 la longueur d’onde

I I :
:F:I:' Alors o est beaucoup plus grand que ﬁ Considé-

rons une valeur du temps ¢ qui ne soit pas trés grande par

. . h
rapport & la période réduite ——— on aura alors :
‘"_)T muv-
. h  __ hi
o 3.2 N
m-v- m

e It . .
On pourra donc négliger ey devant o, et 1'expression
(36) de ¥ se réduira a :

a7l

(T — v,8)2 4 (g — v,t)? 4 (3 — v,1)?
Tz, y,20)=—c8¢ 22 (39)

2mi :
o [3m(v? + v,? 4 v.2) — Moz — moy —mv,z] |

Le train d’ondes aura gardé la méme forme qu’a 'instant
initial, 'amplitude s’étant fransportée en bloc dans la
direction de propagation avec la vitesse v., v,, v.. Clest
dans ces conditions que sont valables les résultats approxi-
matifs obtenus au chapitre IV, Mais ici nous voyons qu’ils
ne sont valables que pendant un temps limité. Il arrive

N8

X . ht
toujours un moment ou le facteur (—JT) cesse d’étre
mmao

négligeable devant o*; lamplitude, autour du point de coor-
données & = v,t, y = v,l, z = v.t, est encore exprimée par
une fonction de Gauss, mais ot ¢* doit étre remplacé

ht 2

ar o® - ; il v a étalement progressif du train
B, o

2zmo
d’ondes. ‘
On peut retrouver le méme résultat en considérant le mou-

vement de la probabilité. La vitesse des éléments de pro-

babilité est égale &4 — T:E grad z; ses composantes, que
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nous nommerons &, 7, { pour éviter toute confusion avec
les constantes données v,, v,, v., sont donc d’aprés (38) .

( ht 2
- 1 oz o ‘x ) \ 2xmo }
Rk B CA B
T S me )
( hi )?
1 o \ \ 2= T
T T may = (E:‘ —,) " .»‘ﬂc;'”_ A
T ( 2azme )
ht 2
§ 1 dp | [z ) (2?'.:‘??0')
B T T A -
T ( 2 mino )

Pour ¢ suffisamment petit, les éléments de probabilité se
déplacent tous sensiblement avec la vitesse T le nuage de
probabilité se transporte en bloc dans le sens de la propa-
cation avec cette vitesse. Mais quand le temps augmente,
les éléments de probabilité acquitrent une composante de
vitesse centrifuge dans le sens perpendiculaire & la propaga-
tion, ce qui tend & élargir le train d’ondes; simultanément,
les éléments de probabilité situés & 'avant du train d’ondes
prennent dans le sens de propagation une vitesse plus grande
que celle des éléments situés & I'arritre, d’ou un allonge-
ment progressif du train. Tout ceci se lit facilement dans
les équations (40), par exemple en prenant la direction de
propagation pour axe des z et en posant par suite v, = »,
= 0. Le train d’ondes s’étale donc lentement dans toutes
les directions.

La valeur de a (z, y, z, ¢), donnée par (37), est d’ailleurs
en accord avec les relations d’incertitude d’Heisenberg.

En effet, 'incertitude sur la position & Dinstant initial
peut étre mesurée par . D’autre part, nous pouvons admet-
tre, d’aprés les relations d’'Heisenberg, que lincertitude
initiale sur la vitesse est :

1 Ik

= =
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De cette incertitude de vilesse initiale résulte & 1'instant ¢

. ; - - ht %
une incertitude de position égale & = et, cette deuxitme

incertitude étant indépendante de I'incertitude o, on doit
; ORE \B, . ; ;
ajouter (“.’-mj) A o® au dénominateur de I'exposant de la
loi de Gauss pour avoir la probabilité de position a l'ins-
tant ¢, dar les incertitudes indépendantes s’ajoutent quadra-
tiquement. Or ceci est bien en accord avec la formule (37),
d’apres laquelle, suivant le principe des interférences, la
probabilité de trouver le corpuscule au temps t, & une dis-
tance » du point @ = v, y = v,t, = = v.d, est propor-
2

2 It 2

tionnelle a e = T { ooy ) -

3. — Mesure de la vitesse par deux observations succes-
sives. — Noug conservons ['hypohese (24) sur la forme de
[(x. y, z) et par suite I'expression (36) de ¥. La proba-
bilité, pour qu’une expérience faite & 'instant (¢ localize le
corpuscule dans un élément de volume dadydz, est alors
d’apres (37) :

P(x, y, z, )dedyds = a*(z, y, z, t)drdyds (41)
fx — v,1)2 4 (y — v,)2 4 (3 — v.1)?
3 o 2
il e ot (5 ) drdyds

_\/trl T ( .'.’.rr:to' )

Nous allons utiliser cette formule pour discuter par le
caleul la question mentionnée & la fin du dernier chapitre :
la détermination de la vitesse du corpuscule a 'aide de deux
déterminations successives de sa position. Nous supposons
qu’une premicre observation, faite a I'instant 0, a permis de
localiser le corpuscule & Porigine des coordonnées avec une
erreur possible de 1'ordre de o. Une seconde observatign,
faite & l'instant ¢, attribue au corpuscule une position ryz;
il est alors naturel de dire que le corpuscule possédait apres
la premicére observation la vitesse u de composantes

u, — — u = — U, —

-]

-
F‘-ﬁ| ta
[FEN
I
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et la quantité de mouvement de composantes :

mx niy ms -
O e P = - p,=—" et

Ces valeurs sont, il est vrai, affectées d'une incertitude
de T'ordre de f—:— en raison de Uincertitude qui régne sur
la position initiale exacte; mais si nous prenons un inter-
valle de temps ¢ trés long entre les deux observations, il
sera possible de rendre cette incertitude négligeable. Comme
le train d’ondes a alors le temps de s’étaler considérable-
ment entre les deux observations, la deuxitme observation
pourra localiser le corpuscule en n’importe quel point d’une
région étendue de D'espace et il en résulte qu'en répétant
la_méme mesure dans des conditions identiques, on trouve-
rait des valeurs différentes pour xyz et, par suite, pour
P«pup=; on ne peut done pas dire que p,p,p. aient des valeurs
bien déterminées, et il y a seulement certaines probabilités
pour qu’elles aient telles ou telles valeurs.

Nous pouvons construire un « espace des moments » a
I"aide des 3 variables p.p,p.. Chaque détermination de xyz
fournit un point de cet espace, griace aux relations (43), et
a I'élément de volume dadydz correspond. d’aprés un théo-
réeme bien connu d’analyse, un élément de volume de
I"'espace des moments dw égal i :

D(p.p,p.)  m®

dw = dxdydz D(ayz) 3

drdyd:z. (4%)

La probabilité P (p.p,p.1) pour que la deuxiéme observa-
tion, faite & I'instant ¢, fournisse une valeur des composantes
de la quantité de mouvement correspondant & un point de
I"élément dw, est égale & la probabilité de trouver le corpus-
cule dans drdyd:=.

Dot :

P(p. pyy P Vdo = a*(x, y, z, t)dedyds (45
d'ou :
t-'I
P, py P 1) = —5 @@y, 5 1) (4
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Puisque ( est supposé trés grand, nous pouvons nous con-
tenter d’écrire :
a*(x,y,5,t) (47)

¥ 72m2r2

{' 2 amo® \2 T hez ['-5 — v t)? 4 (¥ — vut): 4 (3 — 325)2]
e e é
ht }

el par suite, en tenant compte de (43) :

f3
2 — ¥ RSy
— ¢ @y.250 =P @.p,p) (i
i i § 7202 . 2 f o L ag
27o? \3 e [ (pz — mv)? 4 (p, —muy)2 4 (p, — muv)?)
o ( h } g

Les valeurs les plus probables de p.p,p. sont donc muv,,
mu,, mv.; si 'on désigne par 8p., 3p,, 8p. les écarts entre les
valeurs vraies et les valeurs les plus probables et par dx,,
oy,, 0z, les incertitudes sur les coordonnées initiales qui
sont égales & o, on a :

P (ép,,dp,. 8p.) 49

[ 8z,.8p, \2 [ 8y,-dp, [ 8z,.8p. \2
It [ e e R

Il résulte immédiatement de la formule (49) que le pro-
duit de Pincertitude sur une des coordonnées par l'incer-
titude sur le moment correspondant apres la premiére obser-
vation doit étre regardée comme étant de ordre de gran-
deur de h. Nous retrouvons toujours I'idée d’Heisenherg.

4. — Solution rigoureuse de la propagation d’un train
d’ondes ' dans un champ uniforme constant. — La propa-
gation d'un train d’ondes ¥ dans un champ uniforme et
constant est définie par la fonction potentielle :

Flz,y,2) = — kax — Ly — k.= « (50)

Nous chercherons encore dans ce cas une fonction de trans-
formation. L’équation de propagation est ici
S8 7*m bmim o\lr

A o —— hp by + ) W= = =

(51)
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et la fonction ¥ (x, y, z, 1) est entitrement déterminée si
I'on se donne sa valeur initiale ¥ (xz, y, 3z, 0) = f (zyz). La
fonction de transformation T (x, vy, =, t, x,, Yo, %) doit étre

telle que :
(52;

Wy, 50 = f f f 1 @otoze) T, Y, 3, t, T,y,50) drodyyds,

La fonction T considérée comme fonction de xyz doit
donc satisfaire ’équation :

R 7 din T
2 (kx +~ ky + kz) T = il m _d_ (53)

] o :
AT+ h? E h dt

Posons comme précédemment :

8 (zystz y = 3}

T (x, ¥ ey, ﬂ}__Ru)p "‘ (54)
L’on trouve en substituant (54) dans (33)
1 ds |2 ‘082 /g8
e L(5) + o (55)
kx4 g = 2
- Ll -+ ‘:!_-y S v — ET)
et :
dik |

On peut donc prendre pour S la fonetion de Jacobi de
I'ancienne Mécanique. Nous avons vu (chapitre I, para-
graphe 6) que la fonetion :

o~ . n T
S (x Y.zt Inynzﬂ} — T &7 \ (& — Ly ) (:i"-';)
2t Ld
Ty
L\ Y
- \ I, (¢ + x,) 4 L \ k.?
I ”tm il
rys ryz

est solution de I'équation (55). On trouve alors comme au
paragraphe 1 :
3
AS — — -—I” (38)
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et pour que I'équation (36) soit vérifiée, il faut prendre
comme précédemment
3

@

Rty =0Ct 2. 611)]

Il reste a vérifier que la fonction :

+ 00
N . ) . ;
W (z.y, 30 fo/f Y03 (60)
— o0

2 i m Ny, — AN 1 v, .
= [—u S LT B e il 4 ) 4 —— 13 M k,?

g 2% n
ryz ryz s
¢ dJ’.Gdy 0 d:"'(;
se réduit bien pour ¢t = 0 & f(x, y, z). Pour cela, nous
emploierons encore le changement de variables (15) et la
formule (17) qui en résulte; I'expression (60) devient alors :

=+ 00
@‘.-["y‘s'f-l = -/./vlfm: 1\/t Yy 4+ r, N/fw- rs'&/_t) (61)
—
2 xt moNy T "_
Tl_ 5 rg:s;l---_? i._;_gfah'tu —+ \,-t:l)-f-Thn—::"r ]
e

dr dr, dr,

En faisant tendre ¢ vers zéro, on obtient encore i la
limite :

LT
- - al \ 1 ~
¥ (x,y,50) = Cf (z,y,3) f e B dr, 62)
+ 00 mim + oo =im
] L ] r2 i 1J_
/ e . dr, e dr

— X — o

Nous avons vu qu’il suffit de prendre la constante arbi-
Cim \3/2 _
traire C égale a (%) - pour avoir ¥(z, y, z, 0) = (x, y, 2).

Finalement la fonction

. & i
V(. y,3,1) = ,ft f f / [@y,z,) (63)

_2_:1[_ _m \‘.-_,.,_I_u)z \L,x—-— T,) + — Nk ]

- — s i YA
h 2t 2 o *"fi m o

e dz dy dz,
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est la solution de 1’équation de propagation qui prend
pour { = 0 la valeur f(z,

z). C’est donc la solution
cherchée.

5. — Développement des calculs dans un cas particulier.
— Adoptons pour f (z, y, z) la forme :

r2 2 2 R
. . _g li = - —hﬂl (002 4 v, 0y + v.%2)
f@Eiy.8) —=e % e (64)
v." v, 0. étant la vitesse correspondant au mouvement
W

initial du corpuscule.

Il vient :
o i —
Cim :ri o2 e
Ve, y,31) = ( / i : {65)
Iys
2xi m
Lo L TR TR z___; 4
h [ 21 i T) z(® "o + ’im i ]
e da 5
Posons
1 4o Tim ; 2xim ( ; i k. .
a = - R Ir—tvt {———1t it
207 ht : ht 2 In ®
(65) devient :
=im ik .t wit?
i 32 e P ST, o k2
Iripy,5,t) = (-—“” ' ll e e e 67
' ht P '
—|—.K__. azr,? 4 bai .
'/ e dr,
— ¢
et les calculs faits précédemment nous donnent ici
hJ rim mikit if?
_. 5 = F s SRR T
T i mim |\ 3 ll -‘ia ht h 12mh =
Ty 50t — )
¥ hm f s 68

DE Brocrie, — MECANIQUE ONDULATOIRE 13
JaW Ei@(
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mim

3/2
On retrouve pour (“—) ~la valeur (33), el la formule
hita

(35) est ici remplacée par :

K

Tim o,

b:l’.‘2 . ht (‘1 » “l i k-‘l’ t:!‘. 2 'l,)
bha . © ht \? # 2 m ) 6
ot (——)
2zmo

On obtient donc par ¥ :

1| =

Lk )
— O e B3 S
_-l_ ’,—;; r v, 5 W 1 )
: X T 3 2 = © ht 2 .
w(xsyu-'sz) — N T € o ( 2 st (‘U)

J o 4 ht
2 zim
\‘ ,‘.r
"l’_[ _;(.r—a,nt thl ? . k, ]

—_ — Tl —
. It L 5 T = * m 12 m2 )
o+ ( 2 mmo )

D’aprés le principe des interférences, la probabilité de
présence du corpuscule au point xyz & Uinstant ¢ est :

k2t

o 3

@@y 5t) =T X T = ; ; == (71)
> 4 ( ht 2
=2
V( 2rorin )
ki, i ks 2 k. 2
[ — gt (g 5 *)+l=-vz°‘—7z’>
n " ht \2
< U—-+(\ .‘."r‘mfr)

A,

: ; s "~ ht 2
Quand il est permis de négliger (W) devant «* (ce
- o

serait toujours possible si h était infiniment petit), on a :

gl T S B « (72)

(.l’ g OI—L!%'I_\ +(y_- *'y"'! ki _in_fl'zi.]!+[5_ I.‘:"f __L.'I‘_-, rz)?

e

i
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el le train d’ondes a alors, & 'instant . la méme forme
autour du point de coordonnées

v "t 1 J.'_r 2 ! 2 | L,_.
= —_— i = _— —
=t 2 m Y 2 m
0 1 ‘r“z >
=101 —+ —) ‘;— "

qu’il avait & U'instant 0 autour du point x=0, y=0, z=0.
Tout le train d’ondes se transporte en bloc et est animé du
méme mouvement que dans la théorie classique. Mais dés

hi 2

que le terme ( ) ne peut plus étre négligé, les

\ 27mo
dimensions du frain d’ondes croissent comme

_\jo —|—(_. j”w);

il y a étalement progressif du train d’ondes.

On peut retrouver la méme conclusion en calculant la
vitesse des éléments de probabilité. Soient encore E 1, Cles
composantes de cette vitesse. L’expression (70) de ¥ montre
que la phase ¢ est donnée par :

g (x.y,5t) = G T 73)
i G 0 | !l'-x 2\ 2
(.;-:——urf—?;?ﬁ) .
2 fuﬂz - : 5‘ !I-A-2t4
v P ( ht - x £ _; 12“12)
* 2rmo )

en laissant de coté un terme supplémentaire de la forme
A(t) qui n’intervient pas pour le calcul de &, 5, {. De (73),
on déduil :

1 d@ 'l‘l_a
£__E§;;___n“0+_n—1t
(_’*_f_ 3 ;
e (i e _1. _’_:_T. ;) Zrmn—) (7%
t £ 2 m

i ht 2
e ( 2 :::w- )
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1 o0¢ o k,
—_— e —— . == —
i m dy by m
(' ht >2
Y g 1 k, ) 2 mmo
= — e
+ (\t Yy 2 m U2+( ht >2
 27mo
] (74)
1 d¢ i
== % g
(/ ht \2
+ ( % o 0 1 k., t) 2 zmo )
t : 2 m o i ( ht )l
2amo
L ht 2 £y
Ces expressions montrent que <i ( Z_Inw) est négligeable

devant o? les éléments de probabilité se déplacent en bloc
avec la vitesse prévue pour les corpuscules par la théorie

:
classique. Mais lorsque le fel'me( ) fait sentir son

2 mmo
influence, la situation change; il apparait en plus des
vitesses prévues par l'ancienne théorie des composantes de

vitesse centrifuges par rapport au point :

t - | kx 2 o 1 Y 42
X =P A —_— . = P e et R,
L 2 m Y v 2 m
0 1 If: S
Z2 =0, t 4+ — — ¢
2 m

Le train d’ondes tend donc a s’étaler dans toutes les
directions.

Supposons que pour déterminer la vitesse du corpuscule,
apres une premiere observation faite au temps ( = 0, on
fasse au temps ¢ une deuxieme observation qui localise le
corpuscule au point xyz; on pourra considérer les compo-
santes de la vitesse initiale comme égales & :

m o
7 l (75)

k. . ] 1 k,
n

2 m
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On pourra diminuer autant que 1'on voudra I’erreur pos-
sible due & I'incertitude o existant sur la position initiale,
en prenant pour { un intervalle de temps suffisamment long
En suivant la méme voie qu'au paragraphe précédent, on
trouve encore que la probabilité pour qu’une seconde obser-
vation fournisse des valeurs p.’ p,” p.° pour les composantes
initiales de la quantité de mouvement

p r:prﬂ! P”ll- ,”:ll.: r?ﬁ\i

tm2o2
(2:'.'172 3 — T; [, — mu0)2 4 (py® — mu,%2 | (p.0 — mv.)? ]
— e
. h )

Les valeurs les plus probables de p.°, p,’, p.° sont done
mv,”, mv,”, mv.®; désignons par 8p.°, 8p,°, 8p.° les écarts
entre les valeurs vraies et les valeurs les plus probables et
soient 8z, Sy,, 8z, les incertitudes égales & o sur les coordon-
nées initiales; il vient :

P (ép.°, Spy". Spcu_'l (77)
3p,0. bz [ 80,9 . Sy \g / 8p,° -8z,

o ( 2 7o )3 e"‘ 42 [( P.h & )2+ ( sph = ]Z+ ( . h ]2]
h ' \ '

L’on retrouve de nouveau les relations d’Heisenberg, entre
les incertitudes sur les coordonnées et les incertitudes sur
les moments, conjuguées dans 1’état initial apres la premiére
observation.



CHAPITRE XIV

LA MECANIQUE ONDULATOIRE DES SYSTEMES
DE CORPUSCULES

1. — Résumé des principes de I'ancienne Dynamique des
systémes. — Jusqu'a présent, nous nous sommes exclusive-
ment occupés du cas d'un seul corpuscule se déplacant dans
un champ donné. Mais il arrive souvent que 'on ail affaire
i un ensemble de corpuscules qui exercent des actions les
uns sur les autres. On ne peut pas alors considérer le
champ comme donné car, si 'on attache son attention &
I'un des corpuscules du systéme, ce corpuscule est soumis
aux champs créés par les autres corpuscules ef ces autres
corpuscules sont animés d’un mouvement qui dépend de la
position du corpuscule considéré lui-méme. I faut done
déterminer simultanément le mouvement de tous les cor-
puscules; c¢’est la résolution de ce probléme, en principe
assez compliqué, qui constitue ce que 'on nomme dans les
traités classiques la Dynamique des systémes. Nous allons
en rappeler les bases en nous tenant & la Mécanique de
Newton.

En Mécanique classique, on passe trés simplement de la
Dynamique du point matériel unique a la Dynamique des
systémes en admettant un principe nouveau, le principe de
I'égalité entre I'action et la réaction. suivant lequel la fogce
exercée par un corpuscule a sur un corpuscule b est égale
et opposée a la force exercée par b sur a.

Soit alors un systétme de N corpuscules que nous numé-
rotons de 1 & N et que nous repérons par des coordonnées
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rectangulaires, xaz étant les coordonnées de i° corpuscule.
La fonction de Lagrange pour le #* corpuscule est

Lzymxlylz{t) = T, — Fi(x, .... z5t) (1)

T: étant I'énergie cinétique } m; (x* + y/* -+ %) du cor-
puscule.

Fi(x, .... axt) est I'énergie potentielle du @ corpuscule;
elle dépend de la position de tous les corpuscules du systéme
et du champ extérieur auquel I'ensemble du systéme peut
se trouver soumis. Nous l'écrirons sous la forme :

B8, v Bl = z-lpﬁ —+ F(xyzt) (J =1 ....5) (2)
|

Fi; représente la partie de ['énergie potentielle du
corpuscule qui est due a l'action exercée sur lui par le
i* corpuscule; par définition F; sera considéré comme nul.
infin & (rjyzt) représente 'action du champ extérieur,
s'il existe, sur le * corpuscule. Le principe de 1'égalité entre
I'action et la réaction s’exprime par la formule (V) :

Fi; = Fj 3)
Autrement dit, le tableau de Fj; est un tablean symétrique
a termes diagonaux nuls.

Pour chaque corpuscule, nous pouvons éerire les équa-
tions de Lagrange

d _dL?,-] og, d [duﬂ-J - ,
dt | oz | ox; die | oy’ | oy N
d [og J s
de | oz | oz

(1) En effet, Ty et Fy; sont fonctions seulement de :

ry = W — w2 - — ) 4 (5 — )3

distance du ® au j* corpuscule; 'hypolthise exprimée par la formule (3)
entraine done que :
ar; aF; T

dr; dr; T £y

ct le principe de 1'égalité de I'action et de la réaction se trouve saltisfait.
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Dans I’ensemble, il v a pour le systtme 3N équations de
ce type.

La Dynamique classique des systémes condense ces 3N
équations en introduisant une fonction de Lagrange £ défi-
nie par :

1 by Y
D - - ’ w & — T 2
SERBA vor B BN == S Ti——2 - Fij—_\ F=T—F (3
i ij i

avec !

T :2 Ti el F = %ZF” -]—2.'_"}-'5.
i 1

£ est la fonction de Lagrange pour le systéme entier; elle
n’est pas la somme des fonclions de Lagrange indivi-
duelles £; parce qu’elle ne contient qu’'une fois chaque
terme d’action mutuelle. De méme la fonction F est appelée
I’énergie potentielle du systeme entier; elle n’est pas la
somme des énergies potentielles des divers corpuscules.
Avec 'aide de la fonction £, les 3N équations de Lagrange
¢'écrivent

d [0 ]_ of d [of l_ oL

dt | ox/ | ox de | oy, | oy,
d a1 dr i A
W [ d:;—l — 7 (i=1...N) @6

Comme nous avons ainsi des équations de Lagrange avec
une seule fonction £ dépendant de loutes les coordonnées
des corpuscules du systéme, nous allons pouvoir trouver
un principe d’action stationnaire pour le systéme entier.
Pour cela, nous considérerons 'espace 4 3N -+ 1 dimen-
sions constitué a l'aide des 3N coordonnées des N corpus-
cules du systéme et du temps. Le mouvement de tout le
systdtme est représenté dans cet espace par une ligne; chaque
point de cette ligne correspond & une position de chacun
des corpuscules & un instant donné. La ligne représenta-
tive du mouvement qui passe par deux points donnés P et




SYSTEME DE CORPUSCULES 201

Q de coordonnées de temps ¢, et t,, est définie par le prin-
cipe Hamiltonien suivant : I'intégrale

h LI 1 O N .
Ldt = I Ve Xy DN e, _,IJ dr (7)
ly |/:| l/—l ’ 2 <Y S‘ i Lil5% }. J

- s
ij i

prise le long de la courbe est stationnaire pour toutes les
variations infiniment petites de la courbe laissant fixes ses
extrémités. Ce principe est exact car il nous méne par le
procédé classique du calcul des variations a 3N équations
de Lagrange (6). Mais de plus, ce principe Hamiltonien a
une signification intrinséque, indépendante du choix des
variables & I'aide desquelles on repére le systéme : si done
on parvient & exprimer les 3N coordonnées xyz a laide
de n variables ¢, sous la forme :

5= filg, o ) U= (e o )
Z = Y(g, .... qa) e=d .. NI 8

la fonction £ pourra s’exprimer i I'aide des 2n <+ 1 varia-
bles ¢, ... qu, q." .... ¢/, {. L’on devra avoir :

f
s [ £(q,-..q,, 4.-..q/, 1) dt =) ()

oS 1y

n

les limites ¢, et ¢, n étant pas soumises & variation. En géné-
ral n est égal & 3N, mais s’il existe des « liaisons », ¢ est-i-
dire si certaines relations entre les coordonnées des N cor-
puscules doivent étre constamment vérifiées ('), n peut étre
inférieur & 3N. Le nombre n des variables indépendantes
nécessaires pour définir le systtme est appelé le nombre
des degrés de liberté.

Comme dans la mécanique du point matériel unique, on
définira les moments p; conjugués des variables ¢, par les
relations :

Jre
Jq;

py = =1, 2,...0) ({10

(1) Nous supposons pour simplifier que les liaisons sont indépendantes du
temps.
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ce qui permet d’écrire les équations de Lagrange sous la
forme :
dp;  of

= 2% [ , BN, ) . B

De méme on appelle énergie la quantité :
Wi q; — £ (12
Zri,q. (12)

et comme on a :

AW dp, dy/ G T 5
==Y Py + ¥ op e e  (3)

—d el di e
i i i
= 9 dq ar or
d dq  dt ot ot
i

en vertu de (10) et (11), on en conclut que si le champ exté-

: i 9F ; —
rieur ne dépend pas du temps ( : = ()) la quantité W

ot
reste constante.

La définition (12) de W permet aussi d’exprimer 'inté-
grale d’Hamilton sous la forme d’une intégrale curviligne
dans Uespace & n -+ 1 dimensions formé par les n coordon-
nées ¢; et le temps, car on a :

. Q /Y
8 iy = f ( 2 pg, — Wt (1%
ol g P "
13

P et  étant les points exirémes de la ligne représentative du
mouvement dans 'espace des q; — 1.

Dans le cas ou le champ extérienr ne dépend pas du
temps et ou par suite 'énergie reste constante, le principe
d’Hamilton conduit au principe de moindre action de Mau-
pertuis. Considérons un « espace de configuration » formé
A I'aide des n variables ¢; seulement (et non plus du temps);
cet espace 4 n dimensions va jouer dans ce qui va suivre
un role important. L'ensemble des positions des corpuscules
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du systéme, & un instant donné, est représenté par un « point
représentatif » dans cet espace et le déplacement des cor-
puscules du systtme y est représenté par une courbe qui
est la trajectoire du point représentatif dans 1'espace de
configuration. Le principe de moindre action de Maupertuis
est alors le suivant : la trajectoire du point représentatif
entre deux points A et B de I'espace de configuration est
telle que l'intégrale curviligne

B XV
b,
S Sivda

prise le long de cette trajectoire est slationnaire pour toute
variation infiniment petite de la courbe d’intégration qui
ne fait varier ni les limites A et B, ni la valeur W de
I'énergie. La démonstration a partir du principe d’Hamil-
ton est exactement la méme que celle du chapitre 1, para-
graphe 4, sauf qu’il y a ici n variables ¢; au lieu d’en avoir 3.

De méme en reprenant les démonstrations du chapitre I,

3 n
_ y -
paragraphes 3-6, en changeant seulement \ en \ )
: .
1 1

on lrouvera d’abord les équations de Hamilton

dp;, oH dy; dll : : :
_—_—— —— _ — 1 =1, %,.... ") 15)
dt dq; dt ap; '

puis le théoréme des transformations de contact qui «’énonce
ici sous la forme suivante : « Les changements de variables
o = filqupit) s B; = oi(qepit) tels que 'on ait

\" \" " . -
: pidq, — ¥ Bide; = — dS (a;q,0) (16)
T o

conservent la forme canonique des équations de Hamilton
a condition de remplacer la fonction H primitive par la

"

fonetion K = H — —7 exprimée & ['aide des nouvelles
[

variables. »
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A l'aide du dernier théortme, on développe comme pour
- le corpuscule unique la théorie de 1'équation de Jacobi
(voir chap. II) et I'on parvient au théoréme de Jacobi : « Si
I’on trouve une intégrale compléte (¢’est-d-dire dépendant
de n constantes arbitraires o;) de I'équalion aux dérivées
partielles du premier ordre :

as s _
H(gi' ~ ogq’ ‘) = ¢ 1n
on aura
S(q;, o S(q., a;
p, = — d.(qn g, t) J ((I-,unl) o B ”. - l----”_' (18)

dq; du; }

les B étant n nouvelles constantes, et les équalions (1R)
définissant les 2n quantités ¢, p; en fonction du temps et
des 2n conslantes o, B, donnent complétement le mouve-

a

ment du systétme & n degrés de liberté envisagé. »

2. — Passage de I'ancienne a la nouvelle Dynamique des
systémes. — Pour passer de la Mécanique ondulatoire du
corpuscule unique & la Dynamique ondulatoire des systé-
mes de corpuscules, on ne peut pas procéder comme dans
I'ancienne Mécanique. Voici ce que nous voulons dire : pour
procéder comme dans I’ancienne Mécanique, il faudrait con-
sidérer le mouvement de chaque corpuscule et de son onde
associée sous l'action des champs créés par les autres cor-
puscules et du champ extérieur, s’il y en a un; puis en
introduisant le principe de l'action et de la réaction, il
faudrait chercher a résoudre simultanément le probléme
de la propagation des N ondes associées aux N corpuscules
du systéme. Il ne parait guére possible de procéder ainsi et la
principale raison qui 8’y oppose est la difficulté de localiser
chaque corpuscule en un point de son onde; on ne peut pas
exprimer le champ auquel est soumis un corpuscule en fone-
tion des positions des autres corpuscules parce que ces posi-
tions ne sont pas bien définies.

Pour constituer la Dynamique ondulatoire des systémes,
Schridinger a suivi une tout autre voie qui, bien qu’elle
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souleve quelques difficultés de principe, a donné de tres
bons résultats et dont nous devons actuellement nous con-
tenter. Mais il n’a réussi dans sa tentative qu’a obtenir les
équations non relativistes; la Dynamique ondulatoire relati-
viste des systemes fait encore défaut.
» Schridinger envisage a priori I'espace de configuration
a n dimensions formé & D'aide des variables ¢, .... ¢, qui
définissent le systéme & n degrés de liberté envisagé. Il asso-
cie au mouvement du systtme de corpuscules non pas autant
d’ondes se propageant dans I'espace ordinaire qu’il y a de
corpuscules, mais une seule onde se propageant dans I'es-
pace de configuration. Pour cette onde, il a cherché une
équation de propagation qui, & 'approximation de I'optique
géométrique. lui permette de retrouver la Mécanique
ancienne,

Suivant l'idée de Schrodinger, nous devons done cher-
cher une équation de propagation dépendant des variables

qr ... ¢u, L, telle que, si I'on écrit la =olution sous la forme :
2ni
_ . —h—;lfqlr,.,.qmtJ
T(g,----q,. D = (Gl B) € (19)

les conditions suivantes soient réalisées

1° Lorsque les approximations de I'Optique géométrique
sont valables et, en particulier, lorsque h est considéré
comme infiniment petit, la fonction ¢ se confond avec la
fonction de Jacobi de 'ancienne Mécanique;

2% Bi le systtme se compose d’un seul corpuscule, nous
devons retomber sur I'équation de propagation valable pour
le corpuscule unique;

3° Si le systtme se compose de N corpuscules qui n’agis-
sent pas les uns sur les autres, I'équation de propagation
doit se décomposer en N équations distinctes du type valable
pour le corpuscule unique.

Mais avant d’étudier une propagation dans l'espace de
configuration, il est nécessaire de compléter la définition
de cet espace en lui attribuant une métrique au sens de
Riemann, c’est-d-dire en admettant que le carré de 1°é1é-
ment de longueur correspondant & une variation dg; des
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coordonnées ¢; s’exprime en chaque point par une certaine

forme quadratique ds* — ,; guwdqidqe. Nous verrons tout
s
ik

a I'heure comment on doit choisir les gn. Mais auparavant,

nous devons rappeler certaines formules mathémaliques qui
nous seront nécessaires. '

3. — Quelques lemmes mathématiques. — Considérons un
espace euclidien a n dimensions et supposons d’abord que
nous repérions les points de cet espace a l'aide de n coor-
données x;, telles qu'en chaque point les surfaces xz; = Ct°
soient des hyperplans se coupant a angle droit; c¢’est un sys-
teme de coordonnées orthogonales. Alors, au voisinage de
chaque point, tout se passera comme si nous avions des
coordonnées Cartésiennes rectangulaires et, par suite, le
carré de 1'élément de longueur est de la forme :

=
{.llsz = d;l‘.zA (20)
b

i
L'élément de volume sera
i O 0%y i OF (21)

Griace & un changement de variables ¢: = [i (x,, a2, ...,
x,), nous définirons ensuite n coordonnées curvilignes quel-
conques. Les x; peuvent étre inversement considérées comme
des fonctions des ¢; et 'expression de dx® peut s’écrire :

5 O\ dx;  du; .
dr* — dg, dy.. (22)
= L4 9q, og; ‘0
kj

Par suite, le ds* prend la forme :

2.0 % ;0
ds? — 3 _di. i 8 r_qurqu (23)
— I 9y
)

Y dr; dx; :
:} l — | dq,dq;

e | i D Y !

kij i

— E gwqurqu
k3
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en posant ;

N Jdr; dx; 2%
o= e L2
i e ;. O !
i
On a évidemment
Jxi — Yk (25)

l.)é.ai;_'nnns; par

le déterminant dont le terme générﬂl

est —; ¢’est le déterminant fone I:mmcl —
f)‘;‘; I)(} S a)

par rapport aux q.. D’apreés la regle de 1mllhpi1(‘,nhml des
déterminants, on a :

|_

Done en désignant par ¢ le déterminant formé avec les

ym-‘ on a
o [H(I e o
J Dig,....q,)

Le théortme classique d’Analyse sur les changements
de variables donne alors :

des a3

d‘r ke
Jq,

(26)

o ’ \' Jr; oz, ] o ] ‘
Zd d"f,‘ qu :I S ;lﬁ =

re=a%, wodby= g dg...;dd (28)

Nous obtenons ainsi 'expression de 1'élément de volume
en fonction des ¢; et des g,

Soit yu le mineur de 1'élément ¢, dans le déterminant ¢
Posons :

i — ﬂ (214

L) g 29)

dont résulte ¢™ = ¢*. D’aprés les propriétés des détermi-
nanlts, on a :

Y {1 sioi= I .

T (30)

"_4’7 T 0 si i 30)

k

La formule (30} représente n* relations linéaires qui déter-
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minent entitrement les n* quantités ¢ en fonction des gq.
Montrons que la solution de (30) est :
- _ ;

o=y 2 9% (31)

i 0Ty O
!

On a, en elfet, en tenant compte de (24) :

ik \ | B d‘?r d‘! Q dxm dr‘rrs A
S g*.‘h-rt\/ \ '_'—k o e (32)
_,Jk _Jk —d Ox; 0T, e O O,

" i Py

_X dq; dx, \ dr, dq,
T i Ox; dq, —_ 0q.  oOx,

jm

; : . y Oy
La derniére somme du dernier membre est égale %
elle est donc égale & 0 si m 5= j et a 1 si m = j. Il reste

done :

S\ " _‘1 dq; ox;  dq; 1 si i=1 (33
_kj" i _-___J or, - dq,  0dq {(l 8 T 551 )
I

Les équations (30) sont donc bien vérifliées par les
valeurs (31).

Nous allons enfin chercher I'expression générale de 1’opé-
rateur Laplacien en coordonnées ¢; quelconques, cel opéra-
teur ayant par définition en coordonnédes orthogonales u,
I'expression :

T

\
Ld ox?
1

Nous partirons du fait suivant : si [ (z, .... x,) est une fone-
tion des coordonnées x; qui est finie, uniforme et continue
dans tout I'espace & n dimensions considéré et qui est nulle
a I'infini, I'équation :
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-exprime que l'intégrale :

P

étendue a tout 'espace est stationnaire pour foute variation
infiniment petite de la forme f, variation respectant la con-
tinuité et I'uniformité de celte fonction. En effet, si 1'on
fait varier f de 3f en chaque point de I'espace a n dimen-
sions, l'intégrale envisagée éprouve la variation :

e Fofalfeom Lo i3 2wl
- //;2 32:2-5{(37 35)
R 1

et pour que cette variation soit nulle, quels que soient les 8f,
il faut et il suffit que I’équation (34) soit vérifide.
Mais nous pouvons aussi exprimer l'intégrale :

Y

a l'aide des coordonnées ¢; en faisant dans la fonction [ le
changement de variables qui fait passer des z; aux q:. Nous
avons :

N o
di; _,_g dq. oz ' e

(Y- L s
) h.J df]:. dq, dr;  odx;

et :

' [ Jdf XN 1 dq,, dq! s
\ : (_—) == %.J l J (jq; d(}'g 37)

A H d..":, h—d ().]"
1
— q* —-—d'f -(zf—
o’ dq,.  dq,
ki

NE BROGLIE, — MECANIQUE ONDULATOIRE.
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en vertu de (31). De (37), nous tirons :

hl/n./‘ .\:.- (_;}L) L 38
/ ./ v ) (j:jk ;;i vy dq, ... dg,
./ f S‘ dIfh ( ::L) Vg dq, ... dq,
- / f — dq (9Vy d—éJ o[ dq, -... dq,.

Comparons cette derniére formule avee la formule (35), qui
donne une autre expression de la méme quantité et rappe-
lons-nous que l'on a :

dr = dg, .... dzy = /g dq, ::: dg, (39)

on voit que I'on a nécessairement :

v dg — v o e ki d.'f ! R
i ort */‘J — 0 (vi's o) o%
kL

Telle est I'expression généralisée du Laplacien dans Iespace
A n dimensions a I'aide des coordonnées quelconques ¢;. Bien
entendu, si n = 3, on obtient I'expression du Laplacien
ordinaire A en coordonnées curvilignes quelconques.

4. — L’équation de propagation dans I’espace de configu-
ration. — Pour pouvoir considérer une propagation dans
I'espace de configuration, il faut d’abord atfribuer & cet
espace une métrique. Pour cela nous partirons de I'expres-
sion de I'énergie cinétique du systéme. Toute la Dynamique
ondulatoire de Schridinger étant non relativiste, nous fparti-
rons de l’e-xpressirm de I'énergie cinétique :

—.— m; (x +y 45 41)
A i
1
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Zi, Yi, % étant les coordonnées reclangulaires du ¢ corpus-
cule, m; sa masse, N le nombre des corpuscules du systéme
et les accents désignant des dérivées par rapport au temps.
Si le systeme a n degrés de liberté, les 3N coordonnées du
systtme pourront s’exprimer & l'aide des n variables g,
Qa5 wancy ¢». Les vitesses s’exprimeront linéairement en
fonction des ¢/, et T deviendra une fonction|quadratique
homogeéne des g/

1 _‘ ’ ’ I
5 L Pl 4 (42)
ik

T—

Les p sont en général des fonclions des q; et pu = .
La fonction de Lagrange £ = T — F ne dépend des ¢/
que par l'intermédiaire de T. On aura done :

a2 JT %) . R
Pi= % — 9q; \ Pat G=1....n) (43)

La formule (43) représente un systéme de n équations
linéaires exprimant les p; en fonction des ¢/; nous pourrons
en général les résoudre par rapport aux ¢/. Désignons par
va le mineur du terme p, dans le déterminant |px] = u et
posons :

u'*t = — (44)
B

il vienl :

’ \“ ik e
qi:;lu P it =412 00 (48)

Il est aisé de trouver la forme de I'équation classique de
Jacobi. En effet, I'énergie exprimée en fonction des ¢, des
p: et du temps sera :

(I
Hgpo ) =5 3 i 09, 5‘;1 p,+F (g, 0) (46)
2 R
ik j
F (qi, t) étant I'énergie potentielle du systéme. Or, d’aprés
la théorie des déterminants :
Y s = {1 g i i @

—
3
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D’ou :
N R -
Hg,pit) =5 >_J ppip; 4+ F g, 0) (48)
ij

et I’équation de Jacobi (17) s’écrit :

LNy ;08 03 o5

— W ——[—F - _ — (40

9 : s Uq, dq; (.q| t) ot [\l.],f
ij

Pour définir la métrique de 1'espace de configuration,
nous allons faire jouer aux pu, p™ et u le role que jouaient
au dernier paragraphe les quantités g., ¢" et g. En d’aulres
termes, nous prendrons pour l'expression du ds* dans
I'espace de configuration :

ds* = v P g dy, - (50)
A

ik

L’élément de volume dans 1'espace de configuration sera
done :

dr = /i dq, dq, .... dg, (51)

el le Laplacien généralisé y aura pour expression :
O [ = g <
i L ik 8 52

Dans le cas d'un seul corpuscule de masse m, nous avons
été amenés & prendre pour équation de propagation non
relativiste, pour la fonction d’onde réduite, la forme :

I 8 =? 4mi o QW

L2 P e
m Aw h* h ot

(33)

Transposant cette expression, Schridinger a adopté
comme équation de propagation dans l'espace de corffigu-
ration :

1 0T v 00 8 2 b 9T
m aa k| ——Fig, )V = — —- (34
4/4”‘ Z Jdq, lﬁﬁ oGy I h* Gy b h ot (o4%)
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Nous devons vérifier que cette équation satisfait aux trois
conditions énoncées dans l'avant-dernier paragraphe

1° Lorsque les conditions de 'optique géométrique sont
réalisées et, en particulier, lorsque la constante h peut étre
considérée comme infiniment petite, la fonction ¢ satisfait
d I'équation de Jacobi.

En effet, posons comme toujours :

2m

h

?(qi! t)

¥(q,1)—=a (g, ) e

a et ¢ étant des fonctions réelles. En substituant dans (H4)
et en annulant les termes réels, puis en négligeant dans la
relation ainsi obltenue les termes qui ne contiennent pas h*
au dénominateur, on trouve bien :

1 o de
- _— 2 R o Tl (55
S‘ dq, F + F(q;, 1 5 35

La fonction ¢ satisfait donc bien & 1'équation de Jacobi (49)
et elle peut, & ce degré d’approximation, étre confondue avec
la fonction de Jacobi de I'ancienne Mécanique.

2° Si le systéme se compose d’un seul corpuscule, nous
retombons sur I'équation (33).

En effet, désignons par m la masse du corpuscule et pre-

nons des axes de coordonnées rectangulaires. On a
T = § m@@” + y* + ) et par suite :
m pour i — k -
=1 9 pour i = Ik p=m (36
1 .
i — pour i—%Fk . )
= < m (i, h=1,2,3
G podr ik

in portant les valeurs (56) dans I’équation générale (B4),

on retombe sur (53).

3° Si le systtme est formé de N corpuscules ne réagis-

sant pas les uns sur les autres, I’équation de propagation se
décompose en N équations distinetes du type valable pour
le corpuscule unique.
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En effet, soit m; la masse du ° corpuscule. Prenons des
coordonnées rectangulaires. On a :

1 2 2 - #25
T :2—2— m, (x,* + 4 + 2.

i -
D’ou :
~
i — 0 pour 1 #k Mg = fhgp = fhyy = Hl oenn
Paicn, aice = Mai-n,ai-1 = Mhi e — 4
E— 3 3
poo= m;"-m," ... My L 57
ik . 11 22 a3 1
p* =0 pour i =k pol =t =t = — .
h,
H3E-2,M-::‘“.‘s:—l,ni—! :Ju:!i,:li' I
m;

]

Comme F se réduit a Z F (rgyzt),  Péqualion (54)

devient :

S ('aznp OV T B
Z. [m.— axF T oyF * emr ) w4 ]

4dmi oW -
T o

Posons alors :
Tig, ... 350 =T, (29,50 -, @451 - Uy (@xynsnt) (B9)

Il vient N équations de la forme :

L (oW 0 o N
m; \ dx? o+ om ) 60)
87 — o kmiooW,

_TT”.--.rsyr‘s“‘I's—"T—m— (=1 F s )

Ce sont bien les équations de propagation valables pour
les corpuscules considérées isolément. Nous avons done ainsi
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vérifié que I'équation (54) remplit les trois conditions dont
la nécessité s'imposait a priori.

Si le systéme est formé de N corpuscules réagissant les uns
sur les autres mais non soumis a des liaisons, on peut cons-
tituer I'espace de configuration & I'aide des 3N coordonnées
rectangulaires x,, zx; les my et les p'* ont alors les valeurs
(57) et I'équation de propagation prend la forme :

N 4 (o 17 O 14
_;J m; (da' dy? BRETE )

872 _ hni QW
——h—["".l' ,.‘.JN.E-‘I’—T d."

(61)

Toutes les formules que nous venons de donner sont des
formules non relativistes : il n'a pas été possible jusqu’ici
de trouver une équation de propagation satisfaisant aux exi-
gences de la théorie de la Relativité. De plus, nous avons,
avec Schridinger, envisagé une propagation d’ondes dans
'espace fictif de configuration; il n’a pas non plus été jus-
qu’ici possible de ramener cette propagation d'une seule
onde dans I'espace de configuration & la propagation d'une
ou de plusieurs ondes dans I'espace ordinaire. Cette impossi-
bilité d’associer au mouvement d'un systéme des propaga-
fions d'ondes dans I'espace ordinaire semble apporter un
argument de plus en faveur de I'idée que I'onde associée
n’'est pas une réalité physique, mais constitue une simple
représentation symbolique d'une probabilité.



CHAPITRE XV

INTERPRETATION DE L'ONDE ASSOCIEE
AU MOUVEMENT D'UN SYSTEME

1. — L’approximation de I'optique géométrique. — Pour
interpréter la signification de l'onde polydimensionnelle
associée & un systéme, nous partirons de I'équation de
propagation :

ne
\/ I _.i dq,

¢ 8 =2 bini
I Vit -—M—, — e 2 O

h* h dt

Nous éerirons toujours W sous la forme :

2wl

TR

) 1‘(‘}1 civs G 1)
.‘{Iq|l.."?l'r.‘"

en substituant dans (1) et en annulant séparément les termes
réels et les termes imaginaires, nous obtenons :

L, 9% 0oy LF ; :
—_— ' - ol {7 SRS | B 4 ] ()
2 2l i Jq; dq,\ 1 I =
ik
- ij_-_. 4 .h“ l_ \ J T :‘)h’_’ .
dl Br'a A hed O ! Jq, ¢
ik
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Dans ce paragraphe, nous allons nous placer a 'approxi-
mation de l'optique géométrique, c’est-a-dire négliger le
dernier terme de (2). La fonction ¢ obéit alors & 'équation
classique de Jacobi comme nous 'avions déja vérifié. Nous
pouvons done considérer ici la Mécanique classique comme
valable et définir les moments de Lagrange par :

a5 dz

= Iu“_qk’ _ — — = ; (%)

Ll dq; dq;

En résolvant par rapport aux ¢, il vient

—\1 ‘u IIL__—.B_‘ ¥ d; uj')

dq:r

o

o O
Portons ces valeurs de " —_  dans 'équation (3),
_S; s q (3),
elle devient :

da S‘ da | . | \1

—_ —qf s e _',-’ — {)- )
dn’ —. (}q, ql _'_ 2 J‘l_l-/.d' dq. [\/.luq ] )

1

Multiplions par 2a, nous obtenons aisément :

Nous allons interpréter. cette équation (7) comme nous
avons interprété I’équation correspondante pour le corpus-
cule unique.

Soit 9(q, .... qu, t, @, .... «,) une intégrale compléte de
I'équation de Jacobi (a laquelle ¢ satisfait & notre degré
d’approximation). D’aprés la théorie de Jacobi, les équa-
tions du mouvement classique sont

:;u — 8, =18 4) 1)

A une méme fonction 2, c¢est-d-dire & une méme valeur
des constantes o;, correspond une infinité de mouvements
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possibles suivant le choix des constantes B;. Nous dirons
encore que ces mouvements sont des mouvemenis de la
méme classe. Le mouvement du systtme toul entier est
défini par le déplacement de son point représentatif dans
I'espace de configuration qui est déterminé par les équa-
tions (R). -

Au lien de considérer un systéme, nous pouvons consi-
dérer un ensemble de systémes identiques accomplissant des
mouvements de la méme classe; & cet ensemble de systémes
correspondra, dans Uespace de configuration, un nuage de
points représentatifs associés & une méme onde W; les
vitesses de ces points représentatifs seront données par la
formule (3).

Le mouvement du nuage de points représentatifs que nous
venons d’imaginer doit obéir & 1'équation de continuité
hydrodynamique. 11 est aisé de trouver comment s’exprime
cette équation dans V'espace de configuration. Considérons,
en effet, dans cet espace un petit élément de volume limité
par les surfaces :

g = G q; = ¢; -+ dg; i=1,2...n O

Les arétes de ce petit parallélépiptde sont dirigées suivant
les lignes coordonnées ¢; et sont de longueurs dq, ... dqu.
Considérons I'une des coordonnées ¢., k ayant une valeur
donnée. A travers la face du parallélépipede élémentaire
ayant pour coordonnées ¢. = cx, il passe pendant le temps
dt un nombre de points représentatifs égal au contenu d’un
petit parallélépipede ayant cette face pour base et pour
aréte, dans le sens de la coordonnée ¢, la longueur q.'dt.
Si p(qy .... qu, 1) désigne la densité du nuage de points
représentatifs sur la face considérée, le flux en question
est done

P‘\/,"—‘- dq[ qu—l qu"’l dqn . qk’dl (10}

‘
Le flux, & travers la face paralltle g, = e + dqi, est de
méme

T d = _F Fren
[P Ve de+ s (pa/p qk)flqk—l dq,....dq,  dq,, . ....dqdt (10)
= k
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et la différence des deux fux est :

eV g dy, ....dg,di. L

o ddq;

En raisonnant de méme pour les n — 1 autres paires de
faces, on obtient pour I'excés de ce qui sort :

S
el d‘r.l':.
k

pVurqdy, ....dg,dt. (12)

Ceci doit étre égal & Daugmentation du nombre des
- o
points représentatifs dans 1'élément de volume, soit
d - . rr
—d':i dtyp dq, .... dg,. Finalement on obtient pour 1'équa-
tion de continuité :
dp | \! J

—_—

) = 0. 13)
ot 4\/}.( ‘/_J f)qk (\/H j'}.P) 13)
k
En comparant (13) avec (7), on voit encore qu’on est amené
4 poser

Gy o o) = Balq;: i @)y (14)

On peut exprimer ce résultat en termes de probabilité en
disant @ si I'on considére un systtme a n degrés de liberté
dont on sait que le mouvement appartient & une certaine
classe, mais dont on ignore la configuration initiale exacte,
'intensité de I'onde associée au systtme dans espace de
configuration mesure, en chaque point de cet espace et a
chaque instant, la probabilité de présence du point repré-
sentatil du systéme.

On peuat aussi substituer au nuage de points représentatifs
un fluide de probabilité dont les éléments décrivent les
diverses trajectoires possibles, prévues par I'ancienne Dyna-
mique, pour le point représentatif et dont la densité pro-
portionnelle & a* mesure la probabilité de présence en
chaque point de 1'espace de configuration. On peut done,
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a l'approximation de l'optique géoméirique, satislaire le
principe des interférences tout en conservant 'idée que les
corpuscules du systdme ont une position bien définie dans
I'espace et que, par suite, le point représentatif a lui aussi
une position bien définie & chaque instant dans D'espace
de configuration. Pour les systtmes comme pour le cor-
puscule unique, les difficultés commencent quand on sort
du domaine de 'optique géométrique.

2. — Cas général. Mouvement de la probabilité. — (uand
les approximations de I'optique géométrique cessent d'étre
valables, on ne peut plus dans I'équation (2) négliger le
dernier terme. On admettra toujours comme posiulat le
principe des interférences, d’apres lequel le carré de I'ampli-
tude de l'onde mesure la probabilité de présence du point
représentatif en chaque point de I’espace de configuration
et & chaque instant. On devra toujours associer & l'onde ¥
un nuage de probabilité dont le mouvement dans 'espace
de configuration devra étre tel, que le principe des interfé-
rences soit vérifié. On y parviendra en définissant la vitesse
des éléments de probabilité par les relations

Gy do z z
— — 3 T qu (15)

La continuité hydrodynamique est, en eflet, encore satis-
faite griace a 1'équation (3) en posant p — a®.

Le mouvement des éléments de probabilité défini par (15)
peut étre étudié comme au chapitre IX. L'équation (2) qui
tient lieu d’équation de Jacobi peut s'éerire :

Y O e O 16
2 Ld  dq; dq. Jdt
ik
en posant :
) ) h*® 1 Y — . Oa o
Filx({t""qn‘[" — Ra%a \/.E L a4, [\/}Lgi d—‘h I (17}
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OUn peut dire que les éléments de probabilité se meuvent
comme s’il existait une énergie potentielle supplémentaire
Fy (g .... qs, t) qu’on peut appeler le « potentiel quantique »
el qui dépend de I'amplitude a de 1’onde et, par suite, de
la densité du nuage de probabilité.

Introduisons une fonction de Lagrange des éléments de
probabilité. C’est une fonction des ¢, des ¢ et de ¢ donnée
par la formule :

el

3 r r t \“ ’ ’ f \
L (q,----9,, 9, ""qn’t"_'E";_‘J“ir.-QS 9. (1R8]
ik

—F (q;:t) —F, (q;.t)

Les dérivées :
or % ;
sont les moments des éléments de probabilité conjugués des
variables ¢;. D’aprés (15), on a :
i 07 dz

S

. . L i (20)

p| k Juar.au' dq, dq, . )
i §

Enfin, la quantité :

7 ’ l L ; 51 R
W = Zpi‘?i ‘_ﬁ:?ZPm']iq;-_'_F_'_!': (21)
i ik
joue le rdle de I'énergie.
Comme au chapitre IX, nous allons chercher les équa-
tions du mouvement pour les éléments de probabilité en

dp;
calculant F .
L - v i A L \,1 w s B IR s ¥ (22)
di — Oy " adl 2l aq; 0q0q; dq,ol
k ki
d [s‘ 1 ,; 97 07 d.«"| I \Y 0z de dp®
S— —_—u — —_—— — — _——
0q; | Lud 2 ; dq, dq; Jat 2 Lddg, dq; dq;
ki kj
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D’ou, en raison de (2) et de (19) :

Lfl'f'; d([<—|—[‘l) B 1 O dp“ }1 o
dt T qu - H ! Ju';l)']' fihmq " L /
Or, on a :

0 81 k=l
Z“k’*‘“:{l sio k=1 &b
i
NN O
Liag ' T T LY Tag,
1 1

La formule (23) s’écrit done :

dp; | \1 ; it J A
i S O CRR e et} A F ()82
i s q. Pn 01 4" — 5 [F+F,] (25
kjlm
| %, d,u d . .
5 - ‘fj dq- [1' S lq|-|

et en se souvenant de la définition (IR) :

dp, oL
di o dq‘

(t=1,2....0) (26)

Ce sont bien des équations de forme Lagrangienne.

?

J ; ;
Le termc—gg- dans (25) est la composante suivant la

T

variable ¢; de la force au sens ordinaire. Le terme :

est introduit par le choix des coordonnées ¢ et correspond

aux forces centrifuges et forces de liaison. Ces deux teraes

existent dans les équations du mouvement de l'ancienne
. . — Jl

Méecanique; si 'on peul négliger __r:ﬂ]' les mouvements des

éléments de probabilité, dans I'espace de configuration,



ONDE ASSOCIEE AU MOUVEMENT D UN SYSTEME 223

coincident donec avec les mouvements de la méme classe
des points représentatifs dans la Dynamique classique.

N
g

o d
Mais si le terme — !
e

n’est pas négligeable, tout se passe

comme si les éléments de probabilité subissaient, en plus
de l'action des forces ciassiques, l'action d’une force
« quantique » dérivant du potentiel quantique F,; il n'y a
plus alors, méme en 'absence de toute force au sens ancien,
conservation de l'énergie et de la quantité de mouvement
pour les éléments de probabilité.

3. — Théorémes d’Ehreniest. — Dans le cas d'un systéme
formé de N corpuscules non soumis & des liaisons, on peut
se débarrasser des termes en F, griace a une intégration
étendue & tout l'espace de configuration et retrouver des
théorémes analogues & ceux d’Ehrenfest pour le corpus-
cule unique (voir chapitre IX, paragraphe 3).

Nous supposerons 'onde ¥ limitée dans 1’espace de confi-
guration de telle facon que l'amplitude a et ses dérivées
soient nulles & I'infini et nous commencerons par démon-
trer un lemme mathématique qui généralise la formule (21)
du chapitre IX.

Lemme : Soient deux fonctions U (¢, .... g.) et V (¢, .... gx)
des coordonnées ¢;. Si ces deux fonctions sont finies, conti-
nues, uniformes et nulles & I'infini dans 'espace de confi-
guration, on a

: 4 XX o0 Y N
U —-.__-—\ e B A - (9Q)
f ./ Vit e O ( VEH dq* J d 28)
n ik
’ I 0 0 e Gl
— R r ——— o — Jk FT
f / i - ZL‘ 9qi (Vi ET )

les intégrales étant étendues & tout I'espace de configu-
ralion.

En effet, en raison de la nullité de U et de V & infini,
'intégrale de gauche se met par intégrations par parties
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sous les formes suivantes :

av
[ f dq (vFw 5 W eede,  20)
it ol
:—-'/ /‘\/'u 2 oq dq dg, ... g
"‘ 7\
__f j 5 ('\/P‘I q)dql..i.dqn
\ d [ — a OU
i — ) dr
=SV B (e 55)

et le lemme se trouve établi.

Nous appellerons « valeur moyenne d’une fonction
[ (4. ... qu, t) dans le nuage de probabilité & I'instant ¢ » la
quantité :

T:/..‘,f flay .o. Qi BE2(g; -0 gy, Ddr. (30)

Ceci posé, comme par hypothése nous considérons un
systéme sans liaisons, nous pouvons prendre comme coor-
données ¢; les 3N coordonnées rectangulaires des N corpus-
cules du systéme. On a alors :

;,[m:‘u"":(] Sl’l;ék
1

ny = #—— =y pour j = Ji — 2, 31 — 1, % (31)
=i (R T smen AT )P

la quantité m; étant la masse du ¢ corpuscule. Comme les
ma sont des constantes, les équations (25) du mouvement se
réduisent a :

dp,  oF  OF,

At dq, oq,

el ey _0_[ .5 i(w_w‘“fi)]-
- kN i/
kl

8=* 0q;
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En écrivant I'équation (32), nous avons tenu compte de la
définition (17) de F, et nous avons désigné par f; la com-
posante de la force au sens ¢l
née q,.

assique suivant la coordon-

Multiplions (32) par a%dr et mtégrons dans tout Iespace
de configuration

.d_p—,- - h* g a .
_d'{_ — f{ + -—?:-;-'/.'/ [/ dTL -o_{.‘ﬂ_.

I- 1 % IS ( — . On ] /
T S —— LI . .
ayp ‘Tr" A, S o, )

Nous voulons prouver que l'intégrale est nulle.
elfet, en raison de la valeur des quantités (31) :

g O 1 v d = w da o
'/../ a Eq—r l p ‘/—;;- -,d {)(E \/;”- . Fq:)‘l df (34)
n ki
| iw Ofa
. dr
o bt it l = 2 )
k

=, N da Jua N Oa ] /=
[ ./l I 1 d{}, 8 d‘?:k J \ (7

(Jr,« ._.1 deq,.

f '/'I 5‘ d*a - da \’1 —l“,‘_h
dy, r)q & U‘h

df{ k™
k

OUn a, en

v, la formule (28) donne ici en vertu de (31)
j fn 3 e -d- —/ fv V —g-d- (35

S : ® e . i .
Faisons dans cette formule U — a et V— v ce qui
1

est permis, car a et ses dérivées salisfont Tes
imposées par le lemme aux fonctions U et V.

conditions
Alors T'on

Ne BrocLie, — MECANIQUE ONDULATOIRE. 15
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voit que le second membre de (34) est nul et il reste
pour (33) : = =
TRy, (i=1,2-+.3N) &8
dt * ;
La formule (36) exprime le théoreme d'Ehrenfest pour les
systémes. On peut aussi donner de ce théoréme un deuxitme
énoncé analogue au deuxiéme énoncé que nous avons donné
dans le cas du corpuscule unique au paragraphe 3 du cha-
pitre IX, mais ici I’énoncé est un peu moins simple, notam-
ment parce que les masses correspondant aux différentes
coordonnées différent suivant le point matériel auquel se
rapporte la coordonnée. Nous nous bornerons & écrire la
formule qui traduit cette seconde forme du théoréme
d’Ehrenfest : i
. ‘f“"' —7  (=1,2 ...3N) (36 bis)
S’il n'y a pas de champ extérieur ou si le champ exté-
rieur est indépendant du temps, on peut trouver un théo-
reme analogue au théoréme de la conservation de 1'éner-
gie. On démontre en effet, comme au chapitre précédent, en
partant de la définition (21) de I'énergie des éléments de
probabilité, que 'on a

AW 9f  OF dF, .
A at ol ot =Y

En multipliant par o et en intégrant dans tout I'espace
de configuration, on a

dW or

—dr' =or 38)
=Y N
f [ \ w p'* Qu )—l dr.
ot a\/u __4 dq‘, s dq. |
L’intégrale peut aussi s’écrire : .

[ofe st S e e
O Led aq°,,
k
 da da v . Oa
- e el OO . 1§ & Ir.
ff(“ “ g0t o i o } -
n k :
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da

Ev
nous voyons que I'intégrale (39) est nulle et (3)) donne fina-
lement

Si dans la formule (35) nous posons U = a et V =

dW  oF

o (40
di at b

Sile champ extérieur est indépendant du temps

(%li_ — f')s il reste done :

dW

T — (). (41)

(est le théortme qui remplace celui de la conservation
de I'énergie pour les éléments de probabilité.

4. — L’interprétation de Bohr et Heisenberg.— Ici, comme
dans le cas du corpuscule unique, on pourrait tenter de
développer une théorie de 1'onde-pilote en conservant I'idée
classique que tous les corpuscules du systéme ont une posi-
tion bien définie dans I'espace el (que, par suite, le point
représentatil a aussi une posilion bien définie 2 chaque
instant dans I'espace de configuration. On admettrait alors
que le point représentatil associé a4 une onde ¥ possede le
mouvement défini par la formule (13), ¢’est-d-dire coincide
constamment avec I'un des éléments de probabilité; si I'on
ignore avec lequel des éléments de probabilité le point
représentatif coincide, la probabilité que le point représen-
tatif se trouve & un instant ¢ dans un élément de volume dr
de D'espace de configuration serait évidemment égale au
nombre des éléments de probabilité contenus & cet instant
dans dr et, d’aprés (14), le principe des interférences se
trouverait automatiquement réalisé. Malheureusement on
refrouve ici toutes les dilficultés auxquelles se heurte déja
la théorie de Vonde-pilote pour le corpuscule unique; il
est méme plus difficile encore de considérer cette théorie
comme donnant une véritable image physique des phéno-
meénes & cause du caractére abstrait et fictif de la propa-
gation d’une onde dans I'espace de configuration.
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Laissons donc de ¢oté la théorie de 1'onde-pilote et cher-
chons comment les idées de Bohr et Heisenberg se trans-
posent dans le cas des systémes. Nous admetirons comme
hypotheses fondamentales, d'une part, le principe des inter-
férences d’apres lequel I'intensité ¥ de l'onde associée
au systtme donne en chaque point et & chaque inslant la
probabilité de présence du point représentatil dans Uespace
de configuration et, d’autre part, le principe de décomposi-
tion spectrale d’aprés lequel les intensités relatives des
différentes composantes monochromatiques. donl le train
d’ondes ¥ est formé, donnent les probabilités relatives des
divers élats de mouvement. Toules les considérations déve-
loppées pour un seul corpuscule peuvent aisément s’étendre
au cas de N corpuscules et 'on refrouve les relations d’incer-
titude d’Heisenberg

aq; - 8p; = . (42)

La cause de I'incertitude d Heisenberg doit toujours étre
recherchée dans la perturbation qu’on introduit nécessaire-
ment dans le systtme en procédant & une mesure.

La transition entre I'ancienne Mécanique et la nouvelle
Mécanique concue a la facon d’Heisenberg et de Bohr peut
encore se faire comme au chapitre XI par Uintermédiaire du
théortme d’Ehrenfest. Lorsque 'optique géométrique esi
valable pour la propagation de l'onde dans I'espace de
configuration. il peut exister dans cel espace des trains
d’ondes qui occupent une région dont les dimensions sont
grandes par rapport a la longueur d’onde el qui, par suite,
peuvent étre représentés par des groupes d’ondes presque
monochromaliques; ces trains d’ondes, quoique compre-
nant un grand nombre de longueurs d’onde, peuvent néan-
moins étre considérés comme de dimensions néglizeables
et on peut les assimiler & un petit globule de probabilité
dans T'espace de configuration. A Uintérieur d'un ftel glo-

e oF y
bule, les quantiiés p; et — 9 sont sensiblement cons-
tantes, de sorte que le théoréme d’Ehrenfest donne alors
dp; ar

=- . (43)

di g,
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Le globule de probabilité se déplace done en bloc dans
I"espace de configuration comme doit le faire le point repré-
sentatil du systéme d’aprés la théorie classique. Assuré-
ment, en principe, la position du point représentatil doit
étre regardée comme indéterminée A lintérieur du globule
de probabilité, mais cette indétermination est si petite a
notre échelle qu’elle peut étre pratiquement négligée. Pra-
liquement tout se passe comme si la configuration et 1'état
de mouvement du systéme étaient bien déterminés a chaque
instant et comme si ce systéme suivait rigoureusement les
lois de I'ancienne Mécanique.

Nous retrouvons done ici toutes les idées générales élu-
diées au chapitre XI & propos du corpuscule unique, mais
leur étrangeté se trouve encore un peu augmenlée par le lait
qu'on ne peut plus, pour un systtme, se représenter les
choses dans 'espace ordinaire et qu’on doit invoquer cons-
tamment des propagations et des mouvements dans I'espace
abstrait de configuration.

5. —- Remarque. — Faisons une derniére remarque au
sujet du cas ol le systtme est formé de corpuscules n’exer-
canl aucune action les uns sur les autres. 1l résulte du der-
nier chapitre que 'on doit prendre pour ¥ le produit des
fonctions W, (xy,z,,0), ¥, (x,y,2,,t1) .... relatives aux divers
corpuscules considérés isolément. Ceci est bien en accord
avec le principe des interférences et la signification statis-
tique de U'intensité. En effet, la probabilité, pour que le point
représentatil du systtme & instant ¢ occupe la position
T, Y, 5 ... ax dans I'espace de configuration, est :

T(x, ¥, 3, ... 3y t) DX T (x, .... 25 1) (44)

Or, la probabilité pour que le ¢ corpuscule soit au point
xiim d instant ( est

t[r!_ (Iiyi‘-’i” ) ‘\]ri' (ziyizit) (45)

Comme les mouvements des corpuscules sont parfaitement
indépendants, puisqu’ils n’agissent pas les uns sur les



Tz, ... 2xt)- T*(x, .... zxt) =1—[ W, (ryizit) - W (a2t (46)
i

et cette relation (46) est bien vérifiée puisqu’on a :

Wz, ... ) = || Wyan (47)




CHAPITRE XVI

L’ANCIENNE THEORIE DES QUANTA ET LA STABILITE
DES MOUVEMENTS PERIODIQUES

1. — Premiers exemples de quantification des mouvements
périodiques. — Les mouvements périodiques jouent un
grand role dans les phénoménes de 1'échelle atomique. Nous
devons maintenant étudier les caractéres particuliers que
présentent ces mouvements en Mécanique ondulatoire. Mais
avant foute auire chose nous devons d’abord rappeler com-
ment la notion du quantum d’action s’est introduite dans
I'étude des phénoménes périodiques a 1'échelle atomique
et indiquer quelques-uns des principaux résultats de l'an-
cienne théorie des quanta.

On sait que I'idée de quantum a été introduite en Dyna-
mique par Planck. Il éindiait alors 1'équilibre thermodyna-
mique enfre la matiére et le rayonnement et, comme cet
équilibre ne doit pas dépendre du mécanisme des échanges
d’énergie, il supposait, pour simplifier, que I'échange
d’énergie entre matiére et radiation s’effectue par I'intermé-
diaire d’électrons oscillant autour d'une position d’équilibre
vers laquelle ils sont rappelés par une force proportionnelle
a I'élongation. Un tel corpuscule, qui peut osciller le long
d’une droite sous l'action d'une force proportionnelle &
I’élongation, est ce qu'on nomme un « oscillateur linéaire ».
Pour retrouver les lois expérimentales du rayonnement noir,
Planck fut amené & admetire que les oscillateurs ne peuvent
pas posséder n'importe quelle énergie; les seules valeurs
de I'énergie qui leur soient permises sont celles qui sont
relides & la Iréquence de Doscillation par la formule

B — nhe (n entier) (1)
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n étant un nombre entier, h la constante d’action introduite
par Planck dans la Physique et o la fréquence de 1'oscilla-
teur qui, nous allons le montrer, ne dépend pas de 1'énergie.
Le développement ultérieur de la théorie des Quanta a
conduit & énoncer autrement cette « condition de quantifi-
cation ». Pour le corpuscule qui forme 'oscillateur linéaire.
la fonction potenlielle est
" |"x) = -—k;“— lf___'%l
x étant 'élongation et I'équation du mouvement suivant la
Mécanique classique est

dont la solution est :
I::\Sin(\/—!+3) o
m

A et ¢ étant deux constantes arbitraires. La fréquence du
mouvement est done

.
v 2w m d

elle est indépendante de A, c’est-d-dire de I'énergie du mou-

e dr
vement. La quantité de mouvement est p, = m e bl

et I'intégrale d’action Maupertuisienne est

S, (=) :'/';- p.de— m.f" v (6)

Si 'on calcule cette action pour une période entiére du
mouvement, on frouve

1
J = ¢ ds, = ¢ modr — m [ C vt
L3 o 0

1

s I I3 '
= 47w’ A*m f cos” ( — 1 rx) dt (

0 m

— 272umAlL
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D'autre part, 'énergie E du corpuscule est égale a 1'éner-
gie cinétique qu’il posstde lors de son passage par la posi-
tion d’équilibre, car son énergie potentielle est alors nulle.
Elle vaut donc :

. m [dx \2 m ..k . L
E=_— (“_) = — A" — = 27" mw”A2 R)
2 dt | _g 2 t
d’on
E ) ‘
e _‘_;rgmm.'\' — | (0)

(0]

Il revient done au méme de poser la condition (1) ou
d’éerire :

J = nh (n entier) (10)

Mais cette dernidére forme est beaucoup plus générale, car
elle ne fait plus intervenir la propriété particuliére a 1'oseil-
ateur d’avoir une fréquence indépendante de son énergie,
Aussi est-ce sous cette forme (10) qu’on peut exprimer pour
tous les mouvements & un degré de liberté la restriction des
valeurs possibles de 1'énergie introduite par la théorie des
quanta. La condition (10) est la condition de quantification,

Lapplication la plus importante de la formule (10) est
celle qui a été faite par Bohr au cas d’un électron de charge
— ¢ tournant autour d’un noyau positif de charge + e
(atome d’hydrogéne). Dans son premier travail sur ce sujet
(1913), Bohr s’est limité systématiquement a I'étude des
trajectoires circulaires: il suffit alors d’une variable, 1'azi-
mul ¢, pour repérer la position du corpuscule et la for-
mule (10) peut étré appliquée. L’énergie cinétique élant

T=1mr?¢? 11)
le moment conjugué de # est

dT

()7 — mrt 12)

'“” =

et I'intégrale d’action Maupertuisienne est

f};,,r.“} == /'m-rzﬁ’rm. (13
L 1 r \
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Pour une période entiére du mouvement, elle vaut

95
J :j mr? &df = 2amr*t (14)
0

car la vilesse angulaire ¢ est constante sur une trajectoire
circulaire dans un champ central.
La condition (10) est done iei :

mmr*d’ =— nh (n entier) (15)

Or, mr*¢ est le moment de la quantité de mouvement de
I'électron par rapport au noyau; désignons par M cette quan-
tité. On peut écrire & la place de (15) :

M=n —I—l— (n entier) (16

w

5

Cette formule a conduit Bohr a sa magnifique prévision
du spectre de 'hydrogéne. Pour y arriver, il lui a suffit
d’éerire 1'équation du mouvement de 1'électron sous la
forme :

a
p2

. 4
mré’® — — amn

qui exprime !’équilibre dynamique entre la force cenirifuge
et la force radiale de Coulomb. En éliminant & entre (16)
et (17), on obtient :
1 4 7’me’ i
T Wk (8)
Or, l'énergie de D'électron sur =a trajectoire circulaire
est :

e? )
o (19)
r

N’i Ll

{ Y et
E= — mr?¢”® — — = —
B r

27 me*

p {n entier) (20)

1

=

Cette formule célebhre donne la valeur des énergies des
divers états quantifiés pour I'atome d’hydrogene.




THEORIE DES QUANTA ET STABILITE DES MOUVEMENTS 233

Bohr introduit alors un autre postulat, « la loi des fré-
quences » © suivant ce postulat, quand I'atome passe de
I'état quantifié stable d’énergie E, & un autre état quantifié
stable de moindre énergie E,, < E,, il y a émission d’une
radiation de fréquence

E, — E, 2 z%me! ( 1 4 1
v —_— — - —_— ] \21)
i h h* m? n® )
Si 'on fait m = 2, ¢’est-a-dire si I'on envisage tous les

changements d’état de I’atome qui aboutissent au méme état
final caractérisé par m = 2, on obtient la formule expéri-
mentale donnant la fréquence des raies de la série de
Balmer :

b — B (i o ‘. ) m=3,4...) (22

On doit avoir
27%met
R = —F 23)
et le grand succeés de la théorie de Bohr est que la valeur
expérimentale de R cadre bien avec la formule (23).

La formule (21) rend aussi compte des fréquences d’aulres
séries de raies du spectre de I'hydrogéne (séries de Lyman
et de Paschen).

En considérant les trajectoires circulaires d’un électron
autour d’'un noyau de charge + 2e, Bohr est aussi parvenu
a interpréter le spectre de I'hélium ionisé.

2. — Les conditions de Wilson-Sommerield. — Pour énon-
cer d'une facon satisfaisante les conditions de quantifica-
tion des mouvements périodiques d'un corpuscule dans un
champ constant, il était nécessaire de ne pas se limiter au
cas ot le mouvement est défini par une seule variable.
W. Wilson et Sommerfeld ont trouvé une forme d’énoncé
applicable & tous les mouvements périodiques ou il y a
séparation des variables, ¢’est-d-dire ot il est possible de
choisir les coordonnées de lacon que chaque moment de
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Lagrange dépende seulement de la coordonnée correspon-
dante :
pi = fi(q). (24)

3o i \ Y
L’action de Maupertuis f \ pidy; est alors une somme
o)

de fonctions dépendant chacune d'une seule des variables.
On peul démontrer que, pendant le cours du mouvement,
certaines des variables ¢; oscillent entre deux limites tandis
que les autres sont des angles possédant la période 2 =. Par
exemple, dans le mouvement Képlérien, le rayon vecteur
est une variable de la premiére sorte, I'azimut une variable
de la seconde sorte. Nous dirons qu’une variable de la pre-
miére sorte a déerit son cycle lorsque, partie de sa limite
inférieure, elle a atteint en croissant sa limite supérieure,
puis est revenue en décroissant & sa limite inférieure; de
méme nous dirons gqu'une variable de la deuxidme sorte a
décrit son cycle quand elle a augmenté de 2 7. Ces défini-
tions admises, les conditions de quantification de Wilson-
Sommerfeld sont les suivantes : les variables ¢ ayant été
choisies de facon & réaliser la séparation des variables.
chacune des intégrales /.p,-'-’f;f,- étendue & un cyele complet

de la variable q; doit étre égale & un multiple entier de la
constante h. Nous écrirons ces conditions sous la forme

¢. pidg; = nh (n; entier) (25)

Le mouvement d’un corpuscule dans un champ constant
possédant dans le cas général trois degrés de liberté, il fau-
dra en général trois nombres entiers pourt définir un de
ses mouvements quantifiés.

11 convient d’insister sur un point important. Lorsque g¢;
est une variable de la premitre sorte telle que le rayon
vecteur dans le probléme Képlérien, elle oscille au cours
du mouvement entre les valeurs ¢, et ¢, et l'intégrale
de Wilson-Sommerfeld est :

iy U
/l pidg; 4+ f p.dyq,. (26)

in Gy
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Cette intégrale serait évidemment nulle si pi 6tait une
fonction wunijorme de la variable ¢:; mais cela n’est pas le
cas, car on démontre que, dans les mouvements dont nous
nous occupons, le moment conjugué d’une variable de la
premicre sorte est de la forme
s e Fm
Pi= + J2lq) 27)
la fonction ¢ étant positive dans I'intervalle Giv — (i et
s‘annulant pour changer de signe aux limites de cet infer-
valle, p; est done alors une fonction & double détermina-
tion de la variable ¢; on doit naturellement prendre le
signe —+ dans (27) quand i croit et le signe — quand ¢,

décroit, de facon que I'intégrale fpr.rfql so0il positive,

Y

plan de la variable 3

Fio 94 x=q.

On peut aussi se représenter les choses de la facon sui-
vante. Considérons la fonction p; définie par la formule

p= + V7@ (28)

ou z esl une variable complexe dont i est la partie réelle;
le long de 'axe réel, (28) se réduit i (27) et pi est égal au
moment conjugué de la variable ¢, La fonction pi(z) pré-
sente deux points de branchement sur I'axe réel et I'inté-
grale de Wilson-Sommerfeld doit fre prise le long d’un
contour fermé comprenant la portion G + e > qy, — ¢
de I'axe réel et deux cercles infiniment petits de rayons « et
= décrits autour des deux points de branchement (fig. 13).

Rien de semblable ne se présente pour les variables angu-
laires de la deuxidme sorte qui varient de 0 A 2z pour cel-
les-¢i le moment conjugué a un signe conslant.
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3. — L’énoncé d’Einstein. — Les conditions de Wilson-
Sommerfeld peuvent s'énoncer sous une forme indépen-
dante du choix des variables; c¢’est ce qu’a montré Einstein
en 1917. L’action Maupertuisienne d’un corpuscule a, en
effet, pour expression

3
a3, (9,9,9,) = Y Pidq;. (28)
sl

Cette expression est invariante pour tout changement de
coordonnées d’espace; elle représente le travail du vecteur
quantité de mouvement. Dans toute la région R de Pespace

Q

Lo |

dq
général une fonction des trois variables ¢, car nous ne

nous limitons plus aux coordonnées qui réalisent la sépa-
ration des variables. Si nous considérons une courbe fer-
mée quelconque € tout entitére située dans R, nous pouvons
avec Einstein énoncer les conditions de Wilson-Sommer-
feld en disant : « Quelle que soit la courbe C, I'intégrale

/'dsl = [N pq,
[ o
c C i

est égale & un multiple entier de la constante h de Planck ».

En effet, pour calculer cette intégrale, nous pouvons choi-
sir un systéeme de variables quelconques, par exemple un
systéme pour lequel la séparation des variables est réalisée;

ou &’effectue le mouvement, chaque moment p, = est en

I'intégrale fdsl peul alors &’éerire

P ;
/ s, = k, gb p.dq, + k, C}S p,dq, + k, 9‘5 P,dg, (29)
Dc . L2

Ie,, k, et k, étant des nombres entiers et en vertu des condi-
tions (23), 'énoncé d’Einstein est bien satisfait. Les condi-
tions de Wilson-Sommerfeld conduisent done & 1'énoncé
d’Einstein, mais celui-ci est indépendant du choix des coor-
données.

Pour bien pénétrer le sens de I'énoncé d’Einstein, consi-
dérons un mouvement s’effectuant dans un plan sous 'ac-
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tion d’une force centrale; le rayon vecteur étant une variable
de la premicére sorte, oscille entre deux valeurs r, et r,, et
en général 'orbite plane remplit toute la couronne circu-
laire comprise entre les cercles de rayons r, el r,. Représen-
tons par la tranche le plan de l'orbite (figure 14).

Le mouvement peut étre repéré & l'aide de I'azimut 6
compté autour de O, et auquel correspond un moment
conjugué constant pe et du rayon vecteur r auquel est con-
jugué le moment p, = + y/o(r). Remplacons par la pensée
le plan de la couronne circulaire par une surface formée de

iL
]
1
(]
L}
L}
[}

P ittt \ | e -
. TR 1] ot
K

2 h 1 1 b ¢
:
:
1
44 r
Fi:. 14

deux feuillets, plans accolés se raccordant le long des cer-

cles r = r, et r = 7, (surface de Riemann). Sur le feuillet
supérieur, mnous choisissons pour p. le signe —+, sur le
feuillet inférieur, le signe —. Nous avons représenté ces

feuillets sur la figure 14 par des traits pointillés en les sup-
posant un peu écartés 'un de P'autre pour la commodité
du dessin. La couronne circulaire plane se trouve ainsi rem-
placée par une sorte de tore aplati. On peut distinguer sur
cette surface toroidale trois espices de courbes fermées :

1° Les unes peuvent étre réduites & un point par une
déformation continue, et pour elles on a

2° D’autres peuvent étre amenées par une déformation
continue & coincider avec un cercle centré sur I'axe de symé-
trie OL, et le long de celles-1a on a

L
/‘(:'St :/ pﬁrfﬂ — th;
0

»
C
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3° D'autres enfin peuvent étre amenées par une déforma-
tion continue & coincider avec une section droite du tore
par un plan contenant 'axe 0L, et pour elles :

fr'l‘.‘"*l — g) p.dr = n,h.
&

D aillenrs, toute courbe ftracée sur la surface de Riemann
peut étre ramenée 4 une suite de courbes des trois espices
désignées eci-dessus et 'énoncé d'Einstein en résulle.

4. — Quantification du mouvement Kévlérien. — Comme
exemple d’application des conditions de Wilson-Sommerfeld,
nous traiterons le cas du mouvement Képlérien. En coor-
données polaires.  D'énergie cinétique classique a  pour
expression :

T =1 m@"* 4 r*¢?) (30)

Les moments conjugués de r et de ¢ sont :

JT , arT o .
pr — _()_r_’_ == N1 Py = —d_r‘i’_ = MY (31)

Or, la loi des aires nous apprend que pe est égal & une
constante C et, d’autre part, la Torme de la loi de Newton
(ou de Goulomb) nous permet d’éerire

= 1 K
E=— m (r? - ¥28%) — = (32

On en tire, en résolvant par rapport & m1” et en rem-
placant ps par C :

o G 2 mhk ps
p, = mr’ — 4 \/ 2ml = - = s + Ve(r) (33)

r r

Si E est négatif, ¢ (r) a deux racines positives r, et r,,
et le rayon vecteur doit toujours étre compris entre ces deux
racines, sans quoi p, serait imaginaire. Done, si E est néga-
tit. lTe mouvement est périodique et p, est de la forme (27).
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La condition de Sommerfeld pour ’azimut est :

% . s
f psdé — 22C = nh (n, entier) (34)
o
ou
C=mn, — (n, = nombre quantique (33)
azimutal).

C’est bien la condition de stabilité (16) employée par
Bohr dans le cas du mouvement circulaire, car C est le
moment constant de la quantité de mouvement de la planéte
par rapport au noyau-soleil,

Mais ici nous avons en plus une deuxiéme condition de
quantification dont Bohr n’avait pas eu besoin de tenir
compte, parce qu’il se limitait aux orbites circulaires. Celte
deuxiéme condition est :

¢ p,dr = n,h  (n, — nombre quantique (3()
radial).
Soient r, et r, les valeurs de » qui annulent #(r). L’inté-
grale (36), doit s’écrire, nous 'avons vu

[ v+ [*— war =2 [* i o

Done, en égalant cette intégrale & n.h, on obtiendra une
seconde condition de quantification. Nous reviendrons plus
loin sur cette condition.

D'une facon générale, on peut obtenir facilement les
expressions de p; en fonction des ¢;, nécessaires pour le cal-
cul des intégrales de Sommerfeld, en partant de 1'équation
de Jacobi. Montrons-le sur I’exemple particulier du mouve-
ment Képlérien. Comme 'expression (32) de I'énergie peut
alors s’écrire

(g, p) =

I"équation de Jacobi pour la fonction réduite S, est

1 " 0S8, \? i /a8, \? K )
W lla) ve(E)] 5T -5 w

DE BrOGLIE. — MECANIQUE ONDULATOIRE. 16
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" s ;
En posant d_ﬂ] = (, on trouve de suile :
ds, ; 2mk c® _
P =y = ZHlE—F‘T'—‘}-._:" 40)

La fonction de Jacobi 8, = C# —+ fp..n"r est une inté-

grale complite de (39), car elle contient deux constantes
arbitraires G et E; les valeurs admissibles pour ces deux
constantes sont déterminées par les deux conditions de
quanta (35) et (37).

5. — La question de la dégénérescence. — Ici se présente
une question importante qui a joué un grand role dans
I’ancienne théorie des quanta : c’est la question de la dégé-
nérescence. Nous avons dit que les conditions de Wilson-
Sommerfeld caractérisaient en général les mouvements
quantifiés d’un corpuscule par trois nombres entiers. Mais il
résulte aussi de ce qui précéde que ces trois nombres entiers
n’interviennent effectivement qui si trois variables sont
vraimenl nécessaires pour repérer le mouvement. Bohr,
n’envisageanl que les mouvements circulaires repérés par
une seule variable, 'azimul, n’avail eu a faire inlervenir
quun seul nombre entier; en étudiant au dernier para-
graphe le mouvement Képlérien, qui est plan el est repéré
par un rayon vecleur el un azimut, nous avons seulement
rencontré deux nombres entiers =, et n,. Mais il y a plus :
dans le cas du mouvement Képlérien, l'inlervention de
deux nombres entiers n'est qu'une apparence. On s’en rend
comple de suite en remarquant que 'orbite Képlérienne
classique est une conique fermée : il suffit done de choisir
des coordonnées elliptiques pour repérer le mouvement a
I'aide d'une seule variable.

En généralisant ces considérations, on est amené i énon-
cer le résultat suivant : chaque fois que la trajectoire, aun’
lieu de remplir tout un domaine & trois dimensions, ne rem-
plit qu'un domaine & deux ou & une dimension, la quantifi-
cation ne fait réellement intervenir que deux ou un seul
nombre entier. 11 y a alors dégénérescence.
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L’étude du mouvement Képlérien confirme bien cette con-
clusion. Achevons, en effet, les calculs commencés au dernier
paragraphe. Sommerfeld a calculé & 1'aide du théoréme des
résidus de Cauchy I'intégrale :

2k Ve
¢prdr — ¢ \/QmE = —Ttl — k— dr. (41)
=

in égalant le résultat & n.h et en y remplacant C par

" 5 il a trouvé pour I'énergie de I'orbite caractérisée

par les nombres n, et n, :

= 2 7rme* .
Ba= — e~ (42)

Mg h*(n, + n,)*

En faisant dans cette formule n, = 0, on retrouve le résul-
tat de Bohr pour les trajectoires circulaires. Mais le résul-
tat de Sommerfeld nous montre que 1'énergie des orbites
elliptiques quantifiées est, elle aussi, caractérisée par un seul
nombre entier n, + n,. Le fait de considérer les orbites ellip-
tiques n’introduit dans la liste des niveaux stables d’éner-
gie aucun terme nouveau. L’introduction faite séparément
des deux nombres quantiques n, et n, apparait donc comme
fictive. Ce qui le montre encore mieux, c’est qu'il est pos-
sible, dans ce cas Képlérien classique, de réaliser la sépara-
tion des variables & I'aide de variables autres que le rayon
vecteur r et 'azimut é; chaque choix de coordonnées réa-
lisant la séparation des variables conduit & prévoir des
formes différentes pour les orbites elliptiques stables, mais
donne les mémes valeurs pour les énergies. On doit en con-
clure que toutes les orbites circulaires ou elliptiques, dont
- X 2 w2met i
I'énergie est égale & — — oz avec n entier, sont stables.
La quantification des orbites Képlériennes ne fait en der-
niére analyse intervenir qu'un seul nombre entier, parce
que ce sont des orbites fermées n’occupant dans I’espace
quun domaine & une dimension. Le mouvement Képlérien
classique est un mouvement dégénéré.
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Les mouvements dégénérés présentent une sorte d’insta-
bilité particuliére, en ce sens que la moindre influence per-
turbatrice fait disparailre au moins partiellement la dégé-
nérescence. Ainsi, il est bien connu en Asironomie qu'une
influence perturbatrice, méme trés faible, peut imposer des
variations périodiques ou séculaires aux éléments d’une
orbite elliptique Képlérienne (grand axe, excentricité, incli-
naison, longitude du périhélie et Tongitude du noud ascen-
dant); ces variations ont pour conséquence que I'orbile n'est
plus rigoureusement fermée, qu’elle remplit tout un
domaine de 'espace.

L’introduction des corrections de Relativiié dans la théo-
rie des orbites Képlériennes équivaut & Uintroduction de
termes perturbateurs généralement petits, et Sommerfeld
a montré que 'orbife reste plane et sensiblement elliptique,
mais qu’il y a une lente rotation continue du périhélie; la
trajectoire n'est plus alors rigoureusement fermée; elle
occupe toute une couronne circulaire, comprise entre deux
cercles, dont les rayons sont égaux aux distances du foyer
attractil aux extrémités du grand axe de 'ellipse tournante.
La dégénérescence disparait done, mais seulement partiel-
lement, car la trajectoire reste plane; il faut réellement
introduire deux nombres entiers pour chaque orbite siable.
Par des calculs que nous ne reproduirons pas ici. Sommer-
feld obtient pour I'énergie de la trajectoire quantifiée carac-
térisée par les deux nombres entiers n, et n,

I 2 m*met -EI s 4 tet (-n T 5
L = e e TR Tl e > 3)
Ty n*h? | ahie® A\ mny 4 5

ot n = n, + n, est le nombre quantique total. On voit bien
qu’ici P'énergie de l'orbite stable dépend séparément des
deux nombres n, et n., et non plus seulement de la combi-
naison n, + n..

La présence d'un champ électrique ou magnétique agis-
sant sur un atome d’hydrogéne fait aussi disparaitre la dégé-
nérescence du probléme Képlérien correspondant.
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6. — Insuifisance de I'ancienne théorie des quanta. —
Nous ne pouvons insister ici sur tous les calculs auxquels
donnent lieu les différentes applications des conditions de
Wilson-Sommerfeld. Nous devons seulement noter que si ces
calculs ont trés souvent conduit a des résultats exacts, il
n'en a pas toujours été ainsi, et l'ancienne théorie des
quanta s’est plus d’une fois montrée insuffisante.

Reprenons, par exemple, le cas de Doscillateur linéaire
quasi-élastique traité au paragraphe 1. D’aprés la for-
mule (10}, 'énergie I des mouvements stables doit étre
égale & 'une des valeurs de la suite : 0, ho, 2 o ... nho ...,

. . I I L
w étanl la fréquence méecanique s \/:_n de 1'oscillateur.

Or, pour interpréter certaines expériences, notamment
dans le domaine des spectres de bandes, on a été amené &
admettre que la suite des énergies quantifiées n’était pas
celle qu’on vient de rappeler, mais bien la suivante :

| . | I
5 hw -.—_}-ht.;....(n—!——?‘-) haiiaan = .15 2 53)

C’est ce qu'on nomme parfois la loi des « demi-quanta »
et cette loi est en opposition avec le mode de quantification
adoplée par I'ancienne théorie des quanta. Lapplication de
ce mode de quantification & des atomes plus compliqués
que celui d’hydrogene a d’ailleurs aussi conduit a de mau-
vais résullats; le potentiel d’ionisation de I'Hélium, calculé
par Kramers & aide des anciennes méthodes, n’est pas en
accord avec I'expérience.

Déja, quelques temps avant Papparition des nouvelles
Mécaniques, on avait 'impression que les formules de Wil-
son-Sommerfeld, tout en fournissant de précienses indica-
tions, ne pouvaient pas étre considérées comme étant rigou-
reusement exacles. Nous allons voir maintenant dans quel
sens la Mécanique ondulatoire est venue modifier ces métho-
des et comment elle a révélé, dans une certaine mesure, la
signification physique des conditions de quantification.



CHAPITRE XVII

INTERPRETATION ONDULATOIRE DE LA STABILITE
DES MOUVEMENTS QUANTIFIES

1. — Signification de la quantification en Mécanique ondu-
latoire. — Nous avons 6té conduits par les conceptions de
la Mécanique ondulatoire & associer au mouvement d’un cor-
puscule dans un champ constant défini par la fonction
potentielle F (x, y, z) la propagation d'une onde obéissant &
I’équation :

8

AT + W

2 [E—F(z,y,2)]¥ =0. (o

Si les procédés approximatifs de l'optique géoméirique
sont valables pour I'étude de cette propagation d’ondes, on
pourra adopter pour fonction d’onde (réduite) la fonction :

i

[Bt — 8, (x,y,3)]
U(x,y, 2t =a(xy,2) e h !

2

ot S, est une intégrale compléte de 1'équation de Jacobi.
Pour que la phase de la fonction (2) ait en chaque point
une valeur bien déterminée, il faul et il suffit que 'on
ait le long de toute courbe fermée C, contenue dans la région
ou s’opére la propagation :

13
'[ ds, _—f >..h p;dq; — nh (n entier) (3)

c

Nous retrouvons bien ainsi 1’énoncé d’Einstein dont
dérivent les formules de Wilson-Sommerfeld. En particu-
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lier, si la trajectoire est une courbe fermée, on peut la
prendre comme courbe C et écrire 1'unique condition

'/l(_p -dly — nh. (4

¢

Le probleme est alors dégénéré et chaque orbite stable
est caractérisée par un seul nombre entier.

Ainsi done, si I'optique géométrique était valable pour la
propagation des ondes associées dans les atomes, la nouvelle
Mécanique donnerait immédiatement une interprétation des
myslérieuses conditions de quanta. Comme avec les idées
nouvelles I'optique géométrique et la Mécanique ancienne se
correspondent, on peut dire : les conditions de quantifica-
tion de I'ancienne théorie des quanta étaient bien celles qui
devaient s'introduire tant que 1’on conservait les équations
de l'ancienne Mécanique. Mais, de cette manitre, toute
I'ancienne théorie des quanta n’apparait plus que comme
une premiere approximation, valable dans les mémes limites
que l'optique géométrique. Or, comme Schridinger 1'a fait
remarquer, dans le cas des mouvements intraatomiques,
celle approximation n’est pas suffisante. En effet, la condi-
tion essentielle d’application de I'optique géoméirique, ¢’est
que les conditions de propagation varient trds peu pour
des déplacements de I'ordre de la longueur d’onde. Or, la
longueur d’onde de I'onde associée & un électron dans un
atome est égale ;?5 = !f environ, et comme la vitesse des

¢lectrons intraatomiques est de 'ordre de 10° em/sec, cette
longueur d’onde est de 'ordre de 10~* cm, soit de 'ordre
des dimensions de I'atome. Dans le domaine intraatomique,
les conditions de propagation varient énormément, puis-
qu’elles sont régies par le potentiel F qui augmente indéfi-
niment quand on s’approche du noyau; I'application des
résultats de I'optique géométrique n’est done pas justifide.
En résumé, D'interprétation des anciennes conditions de
quanla que nous avons donnée ci-dessus, nous met sur la
voie de la solution, mais elle nous montre aussi que les
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anciennes conditions de quanta ne peuvent pas étre consi-
dérées comme rigoureuses et qu’'il faut reprendre toute la
question de la quantification en se placant au point de vue
ondulatoire.

Comment allons-nous définir un état stable quantifié? 1
est bien naturel, avec les nouvelles idées, de supposer qu’un
état stable correspond & une onde W ayant la forme d’une
onde stationnaire

B = alz.y,2) ¢ : f5)

Comme I doit étre une solution de (1), 'amplitude a doit
aussi vérifier 1'équation :

8a% " - i
Aa + ——’—,——’i [E—F(z,y,2) |¥=0. ®)
1

Nous admetirons que 'amplitude a doit étre une fone-
tion finie, uniforme et continue. De plus, le principe des
interférences nous conduit & admettre que a doit étre nulle
o Uinfini; en effet, si amplitude ne tendait pas vers zéro

a Uinfini, l’intégralefff a*dv dont tous les éléments sont

positifs, serait divergente; il y aurait alors une probabilité
égale & 1 pour que le corpuscule soit infiniment loin du
systéme atomique envisagé, el cela serait conlradictoire
avec 'idée méme que le corpuscule fait partie du systéme
et £’y trouve dans un élat stable.

En définitive, au point de vue de la Mécanique ondula-
toire, la recherche des états stables d'un corpuscule esl
amenée au probleme de trouver les valeurs de E pour les-
quelles I'équation :

PO f‘_;‘:j' (E

...)J(I—:_ (7}

admet une solution continue, uniforme, partout finie et nulle
a Uinfini. Les valeurs E, ainsi définies, sont les énergies des
élats quantifiés du corpuscule. Le probléme mat.hematrque
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est trés analogue a celui de déterminer les vibrations pro-
pres d'une tige ou d’'une membrane quand on impose cer-
taines conditions aux limites. Iei, la condition limite, ¢ est
que a soit nul a 'infini.

Pour étudier le probldme mathématique ainsi posé, nous
adopterons les solutions suivantes :

e 8—;-1 ) R(zi ;5 — 8;1 Fi(z.a1.2). {R)

L’équation (7) s'éerit alors :
Aa + [p — Rz, Y, )] a=0. ()

Nous nous proposons de montrer que 1'équation (9)
n‘admet de solutions continues, finies et uniformes dans un
domaine D de Iespace, et nulles aux limites de ce domaine
que pour cerfaines valeurs de la constante u : ces valeurs
particulitres sont appelées les constantes fondamentales ou
caractéristiques de I'équation (9), parfois aussi les valeurs
propres. Ainsi se trouvera démontrée existence des valeurs
quantifies de 1'énergie.

A chaque valeur propre correspond en général une seule
solution de (9) remplissant les conditions imposées; c’est la
fonction fondamentale ou caractéristique, ou encore la fone-
tion propre correspondant & cette valeur de ©. Nous mon-
trerons que si a; et a; désignent deux fonctions fondamen-
tales correspondant a deux constantes fondamentales moet

M, on a
f/.fu‘“fdv =4 - (1
b

in d’autres termes, les fonctions fondamentales forment un
systtme de fonctions orthogonales,

Pour bien saisir le caractére physique de toute cette théo-
rie, il est intéressant de commencer par I'étude de quelques
cas simples et classiques d’équations de la forme (), pour
lesquelles R = ().
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2. — Exemples simples de vibrations propres : cordes et
membranes vibrantes. — a) Cas de la corde vibrante fixée
a ses exirémités. — Dans le cas de la propagation d’une
onde élastique le long d’une corde fixée a ses deux extré-
milés, le déplacement transversal u d’un point de la corde
vibrante salisfait & 1’équation de propagation :

o*u 1 Ju )
= =V oF an
ott 'V désigne une constante dépendant des propriétés méca-
niques de la corde. Si I'on considére une onde monochro-
matique stationnaire du type :

) 2mi [vt | 2]
ulz, ) =ada@) e 12)

la fonction a doit vérifier 1'équation :

d*a 4 e - a
dz* v 2=1 13)
B 4 73
qui est de la forme (9) avec p — —~z et R=0.

Le domaine D est ici le domaine & une dimension formé
par la corde dans sa position d’équilibre; si I'on prend un
des bouts de la corde pour origine des abscisses et si [ est
la longueur de cette corde, le domaine D s’étend de & = 0 a

=1 et on doit avoir a (0) = a (I) = 0.

Or, 1’équation (13) admet l'intégrale générale bien
connue :

/&

a = a, sin (i:‘—x—J—g) (14)

avec deux constantes arbitraires a, et «. Pour que les condi-
tions aux limites soient satisfaites, il faut prendre « = 0 et

2av . : .. ..
-~‘~_,~—£ — n=, avec n entier, c¢’est-a-dire choisir la solution
particuliére :
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Les valeurs propres de p sont ici :

n*s?

—_ — 16
Ma [E 16)

et les fonctions (13) sont les fonctions propres correspon-
dantes.

I résulte du théoréme de Fourier qu'un état quelconque
de vibration de la corde peut étre représenté par la fonc-
tion :

. L = i LEUI R A
u(x, ) = (c, sin n < °os 2av, L - d sin n T sin 2mv, 0} (17)
—

n

v
avec va = n g7 En effet, (17) est solution de I’équation de

propagation et nulle aux limites. De plus, on voit facile-
ment que, d’aprés le théoréme de Fourier, il est possible de
choisir les constantes ¢, et d, de facon A identifier les fonc-

) . du(x,t) : .
tions wu (x, 0) et T) avec deux fonclions continues
0

i
quelconques nulles aux limites. Comme u est définie par une
équation du second ordre par rapport an temps, cette fonc-
tion est déterminée par la connaissance de u (x, 0) et de
(_____du;ic,t) ) . Tout état de vibration de la corde est done
Jt=0

bien représentable par la fonction (17).

Enfin, il est bien connu que 'on a :

L X, , ©X - .
sin n e sin n = dr — () (n=n") {48
o .

Les fonctions propres sont orthogonales.

Les fonctions propres ne sont d’ailleurs définies qu’a un
facteur constant prés (a, est arbitraire dans [15]). On dit
qu’elles sont « normées » quand on choisit cette constante
de fagon & avoir :

/' /' f @, dx = 1. (19
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Iei, les fonctions propres normées sont

_ 2 i X
8 — Tyt sin n 58 (200
[ i {
2 s PR
[ sin® n i Fie— >

b) Cas de la membrane plane rectangulaire fixée sur ses
bords. — Dans le cas d’'une membrane vibrante plane et
rectangulaire fixée sur ses bords, le probleme a résoudre
est le suivant : A et B désignant les c¢otés du rectangle limi-
lant la membrane, il faut chercher une solution finie, con-
tinue et uniforme de I'équation :

car

_dzi_f__d?u 1 Ju "
ox? dyt V' o or 1)

b
[
I

(qui soit nulle aux limites du domaine D formé par la mem-
brane, ¢’est-a-dire pour x = 0; x = A; y = 0; y = B. Consi-
dérons encore les ondes monochromatiques stationnaires de
la forme :

20 [vt + a]
u(x,y.t)=alry e (22)
Il vient :
d'a i d'a 4 4 7™t { )
T3 n 31 a = {). e
o o Ve ) (23)
! - > T
Cette équation est encore du type (9), avec p — =

et R = 0.

On obtient une solution remplissant les conditions voulues
en posant

. Y

n® n ; -
n=ax ( o -J a, ., — sin n N sin ¥ — (24)

B

Ce sont les valeurs el fonctions propres de 1'équation (23).
Les fonctions propres sont orthogonales, car on a :

A B
/‘ / a a .+ dit — () (25)
JO SO
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saul ®i m = n. m’ = n’. Comme :

A B A B
- 2 — LT
./: dx .[ dya®, , — >3
les fonctions propres normées sont :
2 % i " w1
4, = ———— sin n —— sin 5’ —2.. (26)
m = JA.B A T

On peut démontrer que les valeurs et fonctions pro-
pres (24) sont les seules et que tout état de vibration de la
membrane peut étre représenté par une fonction de la
forme :

. ! Y . 7T , Y :
VARG R T I (C » SN0 —— SIN 1 —= coS Py
. nn I\. I; nn

nn’
; T, o e k
4 d . sinn % sin n’ 7 sin '2:.-1»“#)

avec |

Y [ n=
1'""-’ == _,)_ A2 _l-;.:“'

Nous n’insisterons pas sur ces démonstrations.
¢) Cas de la membrane circulaire plane fixée sur ses bords.
— Nous prendrons le centre de la membrane comme origine
d’un systéme de coordonnées polaires et nous choisirons
les unités de facon que le rayon de la membrane soit égal
a 1. L’équation de propagation est ici :
Al —

= — Sl a ] (™)

e or r? 96° vV g =

J*u 1 odu I 9*u I J*u

V étant encore une constante caractéristique de la mem-
brane. Posons :
" _ 2mi [vt + «]
ulr,0,t) =a(r,6) e (28]

il vient pour a :

J*a 4 I da 1 0% 4 7%* ] 29)
Cas e A —_—— e — (2
ar* roor E re gt 3 v ¢ ‘ o
: : : ; bn*v?
équation qui est encore du type (9) avee u = et R=20.

Ve
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Essayons de représenter a par le produit d'une fonction
de r par une fonction de ¢ :

a(r, 6) = f(r) ¢(8). (30)
On trouve alors :
P rodf 1 d* B
== P —_— e —— —— 1)
[ dr [ dr e s dp? Wi/

Le premier membre de (31) est fonction de r seulement,
le second de # seulement; ils ne peuvent étre égaux que s’ils
ont une méme valeur constante C. Alors :

d*¢
de?

= — Cg. (32)

Si C était négalif, ¢ serait une fonction exponentielle de 6
el @ ne pourrait pas étre uniforme dans le domaine circu-
laire D. C doit done étre positif, et la solution générale de
(32) est :

g=—=A sin(4/C 6+ B) (33)

AetB étant des constantes arbitraires. Pour que ¢ soit uni-
forme, il faut que C soit le carré d'un nombre entier k.
Cette premieére condition étant supposée remplie, nous
devons avoir, d’aprés (31) :

d*f 1 d)' _ o i

dr® =+ r dr l = ——l [=0. (34)
Posons p = ry/p; (34) devient :

d*f 1 df o sk

_(BE+FEF+[|——I;‘ 0. (35)

(C’est une équation de Bessel d’ordre k. Cette équation
admel, on le démontre dans les livres d’Analyse, une seule
solution, qui reste finie pour p — 0; c¢’est la fonction de
Bessel d’ordre i donnée par le développement en série : «

e

I, (p) = Q—:OF (36)

[1 - + e - ]
2@k + 2 | 2.42k + 2)(2k + & _



STABILITE DES MOUVEMENTS QUANTIFIES 255

Nous pouvons done prendre :
f(r) =W ) (37)

mais & condition que f (1) = J.(y/) soit nul. Les valeurs
propres de p sont donc les carrés des zéros de la fonction
Bessel d’ordre k. Si o, désigne le n°® zéro de Ji, on peut
écrire les fonctions propres sous la forme :

I
a, (r,6) = ;;2 LOJ, (a1 ;} entiers (3R)

les valeurs propres étant py, = a2,
Les fonctions (38) sont orthogonales, ¢’est-a-dire que :

2w 1 sin ) sin ) ==k
,‘/g' df '/0- rdr coe E6J, (a,,r) s h"f}.]k, (@, 1) = () s (39)

En effet :

e |
f ko " 10do estnulsi K=K etsi k— I
0 COS cos

elle est encore nulle quand on choisit le sinus dans 1'un
des facteurs et le cosinus dans 1'autre; de plus, on montre
dans la théorie des fonctions de Bessel que :

1
f Bo (00a) 3 ana) vy = 0. )
1]

Done, P'intégrale du produit de deux fonctions propres dif-
férentes est nulle.

On peut ici encore démontrer que les fonctions et valeurs
propres obtenues ci-dessus sont les seules, et que toute vibra-
tion de la membrane peut étre représentée sous la forme :

% . i i
wle i) = >T-‘ [crn sin (56 — yp,) T, (or?) sin 2mv,, 1

+ din sin (k6 4= 8,,) Iy (aar) cOS 20,8 ] (41)

avec
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3. — Etude du cas général de I'équation (9). — Repre-
nons maintenant 1'équation (9) sous sa forme générale
(R # 0) et cherchons-en les solutions finies, uniformes et
continues, nulles aux limites d un certain domaine spatial D.
Désignons par M le point de coordonnée x, y, z; nous pou-
vons écrire :

AaM) + [p — RM) Ja(M) = 0. (42)

La recherche des valeurs propres de cette équation peut
Stre ramenée d la résolution dune équation intégrale
linéaire et homogeéne. Pour le montrer. nous partirons de la
formule de Green :

/ ff[r M) AV M) — VO AUM)]dry ~ (43)
! D
7 aV (M) dU (M) -
E= (M) — V(M) — o
./f[u n = vanp &0 | doy
8

dans laquelle les fonctions U et V sont des fonctions uni-
formes, finies et continues dans le domaine D limité par la

; & T : ; .
surface 8. La dérivée 5o est prise, suivant la normale &
la surface 8, dans le sens qui sort du domaine D.

Prenons pour U (M) une des fonctions propres a (M) de
I’équation & étudier; elle est, par définition, finie, continue,
uniforme et nulle sur 8. Pour V (M), nous poserons :

VM =GM,P) = m!: + o (M, P) (44)
MP
P était un point fixe arbitrairement choisi dans le domaine D
et » (M, P) étant une fonction finie, uniforme et continue,
telle que G (M, P) se trouve nulle sur la surface S et satis-
fasse dans D, en dehors du point P, & I'équation :

AGM, ) =RM) G M, P). (45),
Bref, nous prenons pour V la fonction de Green de I'équa-

tion Af = R/, relative au domaine D et au point P; nous
admettrons I'existence de cette fonction.



STABILITE DES MOUVEMENTS QUANTIFIES 257

Pour appliquer la formule (43), nous devons exclure du
domaine D le point P od la fonction V devient infinie; pour
cela nous entourons le point P d’une trés petite sphére o de
rayon trés petit, et nous remarquons que a (M) et G (M, P)
sont continues, finies et uniformes dans le domaine D 3
I'extérieur de o; elles sont d’ailleurs I'une et I’autre nulles
sur S. (43) nous donne donc :

fff[a(.\[)é\ﬁ(hl, P) — GM, P)Aa(M)]dry . (46)
D

GOM, P) M
—ff [a(M) i}(}:T,]_) — GM,P) %ﬂt_’] dorye

Faisons tendre vers zéro le rayon de la sphére o; la
seconde intégrale de surface tend alors vers zéro parce que
la valeur de G (M, P) sur o croit comme l'inverse du rayon,
tandis que la surface de la petite sphére décroit comme le
carré du rayon. Quant A la premiére intégrale de surface,
elle tend vers :

Finalement, on a & la limite -

=~

a(P) = ;1— ~/I/:/.[a M) AG (M,P) — G (M,P) Aa M) dry. (48)
4
D

Or, d’apres leurs définitions, les fonctions a et G satisfont
aux relations :

AaM) = [RM) — u] a(M) (49)
AyGM,P) =R (M) G (M, P)
et par suite :

a(MAGM, P) — G (M, P) Aa(M) = ua(M)G (M, P) (50)

De BroGrLiE, — MECANIQUE ONDULATOIRE. 17
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En comparant avec (48), on voit que la fonction propre
a (M) doit étre une solution de I'équation intégrale :

a(P) = Z&F fffa M) G (M.P) dry,. 1)
D

La théorie des équations intégrales linéaires nous apprend
qu'une équation intégrale homogéne du type (51) n’admet
de solutions non nulles que pour certaines valeurs de p; ces
valeurs y;, qui sont d’ailleurs en nombre infini, sont les cons-
tantes fondamentales de 1'équation intégrale et les valeurs
propres de notre probléme de vibration. En général, a cha-
cune de ces valeurs j, ne correspond qu'une seule fone-
tion a; (déterminée seulement & un facteur constant prés);
les fonections a; (M) sont les fonctions fondamentales de
I’équation intégrale et les fonctions propres de notre pro-
bléme.

(Quand le domaine D est fini, les constantes fondamentales
forment une suite discontinue; au contraire, quand le
domaine D s’étend a Uinfini, ce qui est le cas dans les
problémes de quantification, il peut y avoir une suite con-
tinue de constantes fondamentales. On dit quelquefois que
I’ensemble des constantes fondamentales forme le « spectre »
de I’équation intégrale (51) ou de I’équation différentielle (9)
correspondante, parce qu’au point de vue physique la déter-
mination des constantes fondamentales correspond généra-
lement & une détermination de vibrations propres. Si le
domaine D est d’extension finie, le spectre est toujours un
spectre discontinu, un spectre de raies; s’il est infini, il peut
y avoir juxtaposition d’un spectre de raies et d’un spectre
continu.

Il nous reste & montrer que les fonctions propres a; (M)
forment en général un systéme de fonctions orthogonales.
Considérons deux valeurs propres de p, m et p;, et soient
a; et a; les fonctions propres correspondantes. On a :

Ag—+ [ —RO] =0  Ag—+ [u5;—RM)] ;=0 (52

d'ou : aAa; — ada; = (p; — pg) a;0; (53)
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et en intégrant dans tout le domaine D :

f/.f (a,Aa; — aiAaj~,<-?f = (pu; — ) ff./ aiajdr‘ (54)
D D

D’aprés le théoréme de Green (formule [43]), I'intégrale
triple est égale a une intégrale double étendue i la surface
limite du domaine D et cette intégrale double est nulle parce
que les a; sont par définition nuls sur cette surface limite.
(54) donne donce :

|'}u}. - HL‘.) /:/-:/l(!iﬂjd‘-' = {)- (55\
“D

Done Dintégrale dans D du produit de deux fonctions
propres difiérentes est nulle; néanmoins cette conclusion est
en défaut si plusieurs fonctions propres correspondent i une
méme valeur propre, car, si a; et a; sont deux de ces fone-
tions, on a p = p;, et I'équation précédente ne permet plus

de conclure que :
[f/ a,a.dr
o 4 -

soit nulle. Ce cas correspond exactement au cas de dégéné-
rescence dans I'ancienne Mécanique oti, & une méme valeur
quantifiée de I'énergie correspondaient plusieurs mouve-
ments différents.

Si & une méme valeur propre p correspondent N fone-
tions propres différentes a;, a., .... ax, on peut toujours rem-
placer ces N fonctions par N auires a I'aide de la substitution
linéaire

\ 1
:>_4 Clray (k= 1,2--N) (56

i

ik

Si I'on veul que les @’y soient orthogonales, il faut avoir :

[ f f o, @ dr (57)
E Ji.Cl f/fa”amdr =1 (k, l—=1--N)

(k=1
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Ceci nous donne w conditions pour déterminer les
N coefficients G, 11 est done possibie de choisir pour les
N fonctions propres, correspondant a la valeur propre g,
N fonctions orthogonales entre elles. De cette fagon, I'ensem-
ble de toutes les fonctions propres forme un systéme ortho-
conal, .

Naturellement, les intégrales ‘/:/‘fai’dfont toujours une

valeur positive. On dit que le systtme de fonctions fonda-
mentales est normé quand on a choisi le facteur constant
arbitraire qui subsiste dans chacune de ces fonctions, de
facon que ces intégrales soient égales & un.

Enfin on démontre que les fonctions propres normées
d’une équation aux dérivées partielles relatives a un
domaine D jouissent de la propriété suivante : toute fonc-
tion f (g;) finie, uniforme et continue dans D, et nulle aux
limites de ce domaine, peut étre représentée par un déve-
loppement de la forme :

~
J(QN — ‘> c.a.(q,). (58)
.

La possibilité de ce développement étant admise, on cal-
cule immédiatement les coefficients ¢ en multipliant (58)
par a;dr et en intégrant dans D. En raison de 1'orthogo-
nalité des a;, on obtient :

i
o= [f[1@)aaar (50
vy

Considérons par exemple le cas des systémes quantifiés
pour lequel le domaine D est infini. Désignons par A un
certain symbole d’opération, un opérateur. Si la fonction
A (a) est finie, uniforme, continue et nulle & I'infini, on
pourra la développer en série de fonctions fondamentales de
la forme :

; \\ ;
Aa) = }_J A0 (60)

e f f f a,A (a,) dr. 61)
D

avec
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Les constantes An forment un tableau a4 un nombre infinj
de lignes et de colonnes, une matrice indéfinie. On dit que
An est 'élément d’indices ik de la matrice correspondant
& 'opérateur A.

Dans les démonstrations précédentes, nous avons supposé
que I'équation aux dérivées partielles faisait intervenir les
trois variables d’espace et que D était un domaine i trois
dimensions. Les mémes formules sont valables si I'équation
ne dépend que de deux ou de une variable; le domaine D
sera alors & deux ou & une dimension, comme dans les
exemples du paragraphe précédent, et il suffit de remplacer
les intégrales triples par des intégrales doubles ou simples.
En particulier, dans le cas de la corde vibrante, le théoréme
exprimé par la formule (58) est le théoréme de Fourier, et
la formule (59) se réduit a la formule classique qui donne
les coefficients de la série de Fourier.

4. — La quantification des systémes de corpuscules. —
Jusqu’ici nous avons supposé que le systéme a quantifier se
réduisait & un seul corpuscule placé dans un champ constant
donné : c’est le cas de loscillateur et celui de I'atome
"hydrogéne quand on néglige la réaction de 1'électron sur
le noyau.

Mais on peut avoir 4 quantifier un systtme formé de
plusieurs corpuscules réagissant les uns sur les autres
c’est le cas des atomes plus compliqués que celui d’hydro-
géne ou se trouvent de nombreux électrons. L’équation de
propagation est alors :

1 ' 0 [ — ,. oF R#* o 4ai oW )

=y — i s B = T, O e

v >_4 aq; ["/’“ g l pe h o (02
I |

S1 nous prenons pour ¥ une onde stationnaire de la
forme
2mi

— [Et 4 4]
Tig,. tr=alg) e (63)
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il vient I'équation en a :

i — + ] 5"

i

La fonction a doit étre finie, uniforme el continue; elle
doit s'annuler a I'infini dans 'espace de configuration dont
le ds* est :

\
/A Mix d@iqu'

ik

Nous admettrons qu’il existe encore une infinité de valeurs
propres pour la constante E, énergie totale du systéme; ces
valeurs propres sont les énergies des états stables. A ces
valeurs propres correspondent des fonctions propres a;
(g, .... qn); en général, il n’y a qu’une fonction propre pour
chaque valeur propre. Quand il y a plusieurs fonctions pro-
pres pour une méme valeur propre, on dit qu’il y a dégé-
nérescence.

Il est facile de démontrer que les fonctions propres sont
en général orthogonales entre elles. On a, en effet, pour
deux valeurs fondamentales E; et E, :

1 1 J — . 9 H“
— 2 — i ——— | + E,—F == )
T . 0 l Vipp T - — (4, 1] a, 0 (65
1 Y . i i Ol A e T
—= Z f —— | + — [E. — F(q.) —
\/,‘l dq: | \/‘U i dq; h* [ = ‘q'JJ G 0

d’ou aisément :

\' ¢ o du,
f / «./us_ dq, [‘/‘”‘“ dr;f.-l

1 O 9 I — e Oty ]} =
T — J lq, ....dq, (66)
: q; g | v e} vieda, . da. s

%

= L;;a,am,/)udq, L 1 e
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Une intégration par parties montre que I'intégrale du pre-
mier membre est égale 3 :

. o ‘1 [ 00, o - da, da, ; i
./;.f"/’u ;klﬁ ( 9q.  dq; Iq  dg, ) Hhy e Tl

elle est donc nulle, puisque i et  sont des indices de som-
mation et que u™ = u*¥ 1] reste done -

+ 2
B’ — Ez)'/'“ /lalamdr = 0- 67)
e .

Done, s’il y a une seule fonction propre par valeur propre,
toutes les fonctions propres sont orthogonales. S’il y a plu-
sieurs fonctions propres par valeur propre, on pourra rem-
placer ces fonctions propres par le méme nombre de com-
binaisons linéaires et faire en sorte que les nouvelles fonc-
tions soient orthogonales. D’autre part, on pourra normer
les fonctions propres en posant :

Le systtme des fonctions propres peult done toujours étre
considéré comme orthogonal et normé.

Toute fonction f(q, .... ¢») finie, uniforme, continue et
nulle & I'infini dans Iespace de configuration, peut &tre
développée en série de fonctions fondamentales sous la
forme :

L p— q,) :Z e, (g, v q,) (6R)
k
avee
+ o0
c; :ff[(ql e 4) @, (g, ....q,) dr. (69)
_"m
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Enfin, si A ciésigne un certain opérateur et si la fonction
A (a:) est finie, uniforme, continue et nulle & 1'infini dans
I'espace de configuration, on pourra poser :

Afe,) = 2 Ay (70}

+ o0
A, —_:f.,./.a‘.A (a,) dr.
AL

Les Ay sont les éléments de la matrice correspondant a
I'opérateur A.

avec .




QUELQUES EXEMPLES DE QUANTIFICATION

1. — Le rotateur plan. — Le cas de quantification le plus
simple est celui du rotateur plan. Nous nommerons ainsi
un systéme formé par un corpuscule de masse m assujetti a
rester sur un cercle de rayon R; sa position est repérée en
prenant le centre du cercle comme péle par une seule
variable, I'azimut 6. Avec les conceptions anciennes, on a
alors :

I dT

T = 5 ™ R?¢ Po = —g =m R (1)

et 'ancienne méthode de quantification donne :

o " 2
j mR2g7do :/ moBdé — nh (2)
] o

I}
movR — —:—:—- (ﬂ GI]“EI'J (3)

on

d’ou I'on tire comme valeur de I'énergie :

5 | ; n*h* n*h*
Erl = T — == #ilfi’tJJ e = y — T
2 8 *mR? 8

|¢)

I désignant le moment d’inertie du rotateur.
Dans la nouvelle Mécanique, nous devons partir de I’équa-
tion de propagation :

8x*m

Aag -+ e

[E—F]a= (3)
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qui, ici, prend la forme trés simple :

1 da i 87*m Ea — s
RZ d6: h? = 0. 6

On a donc pour a :

a(f) — A sin 5 v2mE R(6 — 6,) (7)

A el 6, étant les deux constantes d’intégration.
Pour que a soit une fonction uniforme de 6, il faut avoir :
2mE n*h® n*h?

- R-9y — E — — i )
h - W o s 8=*mR* 871 ®)

Nous retrouvons 'ancienne formule (4).
Les fonctions propres correspondant aux valeurs propres
(R) sont, d’apres (7) :

a,(#) = A sin n(6 — 6,) (9)
el les ondes stables (réduites) sont :

a1
. -}_"! [1‘:1':'! -+ 1]
W (6,t)= Asinn(@ —46, e : 10)

Les fonctions (9) forment un systéme orthogonal, car
ona:

T . "
/ a,a Rdb — () sion ==
0
Si 'on veut normer ces fonctions, on devra prendre :

1 o=
car R sin? (# — 6,) df = =R.
Jh ,[ " o

Si l'on veut introduire le nuage de probabilité correspon-
dant & l'onde stationnaire W,, on voit que ce nuage est

A=

immobile, car la vitesse v —= — = grad ¢ de ses éléments

est nulle; quant & la densité du nuage donnant la
probabilité de présence du corpuscule, elle est égale &
A? sin* n(d — 6,).
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Au lieu de considérer 1'onde stationnaire W, on peut con-
sidérer les ondes stables :

=i

nh . i
’ Fi h I:]‘:ﬂt =+ D - (9 - lq‘U ) + =
"I"“ — A'e =72 il (11,

obtenue par la superposition de deux ondes ¥,. Les éléments
de probabilité associés & ¥, ont la vitesse :
1 e R

e o HE I
mi of - mR 2

c'est-d-dire, d’aprés (3), la méme vitesse que le corpuscule
dans la conception classique. La probabilité de présence est
en ce cas la méme en tous les points du cercle.

2. — Le rotateur spatial. — Un cas un peu plus compliqué
est celui du rotateur spatial. 11 est formé par un corpuscule
de masse m assujetti & se mouvoir sur une spheére de
rayon R. Dans I'ancienne Mécanique, on doit nécessairement
décrire une géodésique de la sphére, c’est-a-dire un grand
cercle. La condition de quantification et la formule donnant
les énergies des mouvements stables sont done, dans 1'an-
cienne théorie des quanta, les mémes que pour le rotateur
plan.

En Mécanique ondulatoire, on doit partir de 1’équation
de propagation

8x2
A - —?F‘i Ea = () (12)

Aa doit étre exprimée a I'aide des deux variables : colati-
tude ¢ et longitude . Or, on a sur la sphére :

ds* — R2d#* -+ R? sin® fdu’. 13)
D’on
g = R? g2 =0 922 = R? sin®

g=Risin'd ¢"=_- g =0 P®—=__—_
! 4 d I R2sin?6



268 _ ETUDE DE LA MECANIQUE ONDULATOIRE

On trouve alors pour Aa :

o) — .. da
ro=—+—$ 2 [-s/.rfy‘* dﬂJ (15)

Vi .:L_J dx, dx,.
1 a [ . da g {4 da
“Resind | 08 (_S’" br) ¥ 5 ( P o |

L’équation en a est donc finalement :

i 0
sin# o

Isinﬂ da J o & de = mR*E P
B ot sin®*f  go® h?

On démontre en Analyse que cette équation n’admet de
solution uniforme, finie et continue sur toute la sphére,
méme au pole, que si le coefficient de a est égal au pro-
duit de deux nombres entiers consécutifs positifs ou nuls.

Les valeurs propres de E sont donc :

h?

E,=nW+1) g=m7

» (n =04..n) A7)

Les fonctions propres correspondantes sont les fonctions
sphériques de Laplace Y, (¢, «). Elles s’expriment & l'aide
des fonctions trigonométriques et des polyndmes de Legen-
dre. Les polyndmes de Legendre sont définis par la relation :

) l d‘u
P“r\a':_- T 9l dpt [

(1 — %" (18)
A partir des polynémes P,, on définit les polyndmes déri-

vés :

ke

LI
I',."'(;I‘) L '\l s J'—':) 2 —d;]_:‘l {Pﬂ l_.']':)}‘ -'9:‘

Ces définitions rappelées, voici comment les fonctions Y
de Laplace s’expriment : ‘

k=n
¥ (0;0) = v (A, cosha — By sin ka) P*(cos 6) 20!
e

k=20
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les A, et les B, étant des constantes. Les ondes stalionnaires
stables pour le rotateur spatial sont donc

T, 0, a1 (21)
k=n D=
\Y, : , 1 7 [Eat + vl
= Q(_—'&A cos ko - B sinka) P,*(cos 6)] e h
S TE=0

On remarquera qu’ici il y a dégénérescence : pour une
méme valeur propre E,, on peut obtenir (2n + 1) fonctions
différentes en choisissant arbitrairement les (2n —+ 1) cons-
tantes A,, A,, B,, .... B.. Les fonctions Y, sont orthogo-
nales : cela résulte du théoréme général démontré au der-
nier chapitre, puisque ces fonctions sont les fonctions pro-
pres d'une équation aux dérivées partielles.

Les éléments de probabilité associés A I'onde stationnaire
W,. sont immobiles, et leur densité en un point de la
sphére est Y,

Comme il existe ici plusieurs fonctions propres pour une
méme valeur propre, on peut former de nombreuses combi-
naisons linéaires des ondes stationnaires donnant une onde
résultante monochromatique. Les plus simples sont

b 2 T

2 iwl[E,,t-&—iEA_y]
.. (0, a, t) = A’P,*(cos #) e " == (22)

Les éléments de probabilité associés & ¥, déerivent des
paralléles sur la sphére avec la vitesse

1 I h
vV=— —gradyg —m ———— kb —,
m g ’ mR sin a 2=

La densité de la probabilité est fonction de la colatitude seu-
lement et égale & [A'P,* (cos 6)]2.

On obtiendrait des mouvements plus compliqués pour les
¢éléments de probabilité en combinant des solutions station-
naires correspondant & des orientations différentes de 1'axe
polaire,
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3. — L’oscillateur harmonique. — Nous allons mainte-
nant ¢tudier le cas de l'oscillateur harmonique linéaire.
Il est formé par un corpuscule de masse m assujetti a se
déplacer le long d’une droite ox et rappelé vers le point o
par une force — ka proportionnelle & 1’élongation. Dans
I'ancienne Mécanique, la fréquence de vibration est, nous
'avons vu au début du chapitre XVI, indépendante de
I’amplitude de 1'oscillation et égale & :

4 E_1 -
T 2r m T =

L’ancienne théorie des quanta fournit pour I'énergie des
états stables :

E, = nheo. (24)

Avec la nouvelle Mécanique, 1'équation différentielle de
I'amplitude est :

d*a “m r'.:r‘
By = — i} (258
dr® Ed h- [ g v N
Posons :
Rz*m 4x*mlk 1674 mw*

E L s ] — — (%

A h? ' h*® h? 26)
I'équation (25) devient :

d*a = o
— =+ (AE — Bx%) a« = 0. 27
dax* -

Faisons le changement de variables :

q=2z{B 28)
et posons :
AE
o — f)
Eor B
il vient :
d*a
afs (R q2| a=1. (30)
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Nous nous proposons de démontrer que les valeurs propres
de cette équation sont
A=1,35 ..., 2n+1 ... (31)

En effet, faisons dans (30) le changement de fonction

alqg)=-ce¢ 2 ulq (32)

nous obtenons :
d*u du ;
-(E:— —= 2 ?E +A—1Du=09. (39)

Comme la fonction u doit étre finie, uniforme et continue,
elle peut s’exprimer sous la forme d’une série de puissances
positives en q.

U =0 G sl = + g™ - ...... (34)

Substituons dans (33) et annulons le coefficient de q";
on trouve :

n+2)(n 4+ Degy = 2 n — A 4+ 1)e,
ou :
 Zn41— .
Cota _Tﬂ—|—1)(ﬂ—|—(2) G 35

Tous les ¢, d’indice pair se calculent done 2 partir de ¢,
tous les ¢, d’indice impair & partir de ¢,. Les constantes ¢,
et ¢, sont donc les constantes arbitraires d’intégration de
I'équation (33). Supposons d’abord que A soit égal & un
nombre impair 2k —+ 1 : k sera pair ou impair. Si k est
impair, faisons ¢, = 0 et ¢, quelconque; si k est pair,
faisons ¢, = 0 et ¢, quelconque. Nous obtenons ainsi une
fonction w (q) qui se réduit & un polyndme de degré I que
I’'on nomme le k* polynéme d’Hermite H, (q). La fonction

q2
a=-e 2 H.(q) est finie, uniforme, continue et nulle pour
q = £ °; c’est une fonction propre de I'équation (30). Si
nous choisissons ¢, et ¢, autrement que nous venons de le
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faire, nous obtenons un nombre fini de termes dont I'expo-

sant a une certaine parité et un nombre infini de termes

dont I'exposant a la parité opposée; on se rend compte aisé-

ment que u (q) tend alors vers I'infini plus rapidement que
']'2

¢ 2 quand g croit indéfiniment; la fonction a (q) correspon-

dante n’est done pas une fonction propre.

Supposons maintenant que A ne soit pas égal & un nom-
bre entier impair; alors, quels que soient ¢, et ¢,, on obtient
pour u (gq) une série qui devient infinie plus rapidement que

q2
e? quand ¢ croit indéfiniment, et la fonction a (g) cor-
respondante ne convient pas.

En résumé, I'équation différentielle (30) n’admet une solu-
tion finie, continue et nulle & I'infini, que pour A = 2k + 1,
I étant un entier positif ou nul. Les fonctions propres cor-
respondantes sont : )

r‘a—

a.(q =e 2 I (q). (36)

Dans la théorie des polynomes d’Hermite, on démontre
que les fonctions a: sont orthogonales; cela résulte d’ail-
leurs du théoréme général sur 1'orthogonalité des fonctions
propres d'une équation différentielle du type (30). On peut
aussi démontrer que I'on a :

+ 00
f H, ()" dg = 2" nly/m (37
— o0
de sorte que les fonctions propres normées sont ici :
q2
: 1 — .
a.q) — —F———e = ]]R q). (38)

% . Llyw
Y vE

Revenons maintenant & notre probleéme de quantification.
L’équation (27) admet, d’aprés ce qui précéde, les valeurs
propres :

B I ' |
E, = @k+ 1) Y2 = @+ = (k+ 7 ) ho- 39
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Ce résultat est remarquable, car nous retrouvons ainsi la
loi des demi-quanta, que I'expérience avait suggérée, mais
que P'ancienne théorie des guanta était impuissante a jus-
tifier.

La fonction propre normée de (27) correspondant a E,
est :

| = = Mme
D) = Fp=———¢ R H, (E‘rr\/——i .1) (40)
\‘f'. ar , Im'fvfﬁ h /
et 'onde stationnaire d’ordre k :
W (1) (41)
27%2wm Sy 2mi 1
J T It_ mw : ( Il + -_) ﬂlr
o h T Rk * By 2
= e H, (2n /= .'1;) e

Quand I'état de 'oscillateur est représenté par ¥,, les élé-
menis de probabilité sont immobiles. La probabilité de pré-
sence du corpuscule an point x est :

& 72om 5
L oy I

2. kly= 5 )

{
g

On voit donc que le corpuscule peut occuper une position
quelconque sur oz, mais que la probabilité pour qu’il occupe
une position trés éloignée de 'origine O est trés faible. Dans
I"ancienne Mécanique, le mouvement s’effectue le long d’une
portion limitée de I’axe ox, les extrémités de cette portion
étant les points ou le corpuscule rebrousse chemin. 11 y a
done & ce point de vue une grande différence entre ’an-
cienne et la nouvelle Mécanique,

On peut aussi considérer un oscillateur harmonique a
deux ou trois dimensions. Dans le cas général des 3 dimen-
sions, le corpuscule peut se déplacer dans toutes les direc-
tions, et I'énergie potentielle peut toujours se metire, grace
d un choix convenable des axes rectangulaires, sous la
forme :

i‘:lxz ’1€2y2 a ; ”.- N\
3 D) -+ 5 (42)

DE BroGrLie, — MECANIQUE ONXDULATOIRE. 18

F(Ea ==
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Posons : iy

=l

= [B,+E,+E]Jt

Tz, v, 5 0 = a@a@aEe b P TR g

I’équation de propagation se décompose en trois équations

telles que :

d*a 8x*m L a? o

-W; ‘—hT I_El —_— —}2'— a, — (1] efe. I.-"EL.’E_}

D’aprés le résultat obtenu pour I'oscillateur linéaire, on
voit que les valeurs quantifiées de I'énergie sont :

—E 4+ E, +E, (435)

T Tiglly

— (.Ill 4= i}) hmi —+ (112 -+ %) ]lm2 -+ ( . i)-) Iimﬂ

avec : 1 ‘\/ I; _—
W= 5= = 146)
2 m

L’amplitude des ondes ¥ stationnaires s’exprime par un
produit de polyndémes d’Hermite.

Si deux des constantes k; sont égales, il y a dégénérescence
partielle; si les trois k; sont égaux, il y a dégénérescence
totale et I'oscillateur est isotrope. Dans 1'un et 'autre cas,
plusieurs valeurs quantifiées de l'énergie coincident; en
d’autres termes, il y a plusieurs états stables pour une méme
valeur propre de I'énergie.

4. — L’atome d’hydrogéne. — Arrivons maintenant au cas
trés important de l'atome d’hydrogéne formé d’un noyau
positif immobile de charge + e et d'un électron planéte
de charge — e. Nous prendrons un systéme de coordonnées
sphériques autour du noyau : « longitude, ¢ colatitude, et
r rayon vecteur.

En coordonnées sphériques, on a :

ds®* = dr* 4 r*dt* -+ r* sin*fde® (47)
d'ott ©
gn—=1 g.=r

2

Jos =7 8I0%0 gu =0 (=K
g=—n"t Sindd g =4 (48)
1 1

= ? ik n - f
"= 9 = sin® 6 g-=0 7 N
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L’équation en a est alors -

1 d — o 0@ Sa%m e
T i . E e — A
vy Z dq, [‘/'r" g o4, ‘ s [ + = ] a =1 (49)

ik

¢’est-d-dire en faisant les calculs :

J*a L 2 'da 1 7 i D‘ﬂ] 50)
o Ty or + r'sinf g6 | ot W
1 J*a Sx*m e?
N - S 5 — | E r— =if)c
R sin® 6 gda? + h* [ - r ] ! ¢

Schridinger a démontré que cette équation admet des
solutions finies, continues, uniformes et nulles & Iinfini
pour toutes les valeurs positives de E et pour les valeurs
négatives

27*met

B.o— L o, (n entier) (51)
» n*h* %

Les valeurs propres positives correspondent aux trajec-
toires hyperboliques de 1’ancienne Mécanique, les valeurs
propres négatives correspondent aux états stables déja pré-
vus par Bohr, car la formule (51) coincide exactement avec
la formule fondamentale de la théorie de Bohr.

Remarquons que nous avons une suite continue de valeurs
propres prolongeant une suite discontinue; nous avons
signalé que cette circonstance pouvait se présenter quand
le domaine D définissant le probleme de vibrations propres
était infini, et c’est hien le cas ici.

Le probleme est dégénéré - 3 chaque valeur propre (31)
correspondent plusieurs fonctions propres, chacune d’elles
exigeant, par sa détermination compléte, qu’on se donne
deux nombres entiers & et I,. tels que :

0<f.‘.<n

0<k <k *2)
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D’aprés les calculs de Schridinger, I'onde stationnaire
correspondant aux 3 entiers n, k, k,, est donnée par :

Worr, (1, 6, o, 1) = (A cosk,a (53)

2 xi
w1 —— (Eyt 4 )
+ Bsin k)P, (cos )2 e* L (2)e P

nt+k

A, B et y étant des constantes et x désignant la quantité

4 m*me? . L
—pe '~ Nous avons défini les polyndmes P, (cos 6) au

n+k
second paragraphe de ce chapitre; quant a L?k(ff- c’est un
polyndme en x qui se rattache aux polyndmes de Laguerre
et que nous n’expliciterons pas ici.

Les éléments de probabilité associés & Wy, sont immo-
biles, et la densité du nuage de probabilité est proportion-
nelle au carré de 'amplitude. On peut remarquer, comme
dans le cas de l'oscillateur, que 1’électron a une certaine
probabilité de se trouver & une distance quelconque du
noyau, cette probabilité diminuant cependant rapidement
avee la distance. Dans 'ancienne Dynamique, au contraire,
I'électron d’énergie négative E, ne pouvait se frouver en
dehors de la sphére de rayon :

car, a I'extérieur de cetle sphére, son énergie cinétique au-
rait di étre négative, et cela ne pouvait pas étre.

On peut, en combinant des ondes stationnaires du
type (53), obtenir un grand nombre d’ondes stables mono-
chromatigues. Il suffit pour cela d’ajouter plusieurs Wa,,
correspondant & une méme valeur de n, mais a des valeurs
différentes de &k et k;, ou a des orientations diverses de
I'axe polaire. L'une des combinaisons les plus simples est :,

2 zi

2 h
e+l — N Et £+ ky—a-1 7y
’ = A Tk k —x 3 h [ g A ' e
T, =& P (cos f)xke™™ L (‘i;e (33)

n
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Les éléments de probabilité, associés & 'onde stable

Vs, déerivent des cercles autour de la ligne des poles avec
une vitesse liée au rayon vecteur R et a la colatitude 6 par

la relation

L i 1 97 56
) — — — BT¢ P =——— i3
! m &0 § mR sin ¢ da s
1 ~h

T T mRsiné 2

formule qui est & comparer avec la formule :

h
movR = I, %
que I'ancienne théorie des quanta appliquait au corpuscule

Tui-méme.



CHAPITRE XIX

INTERPRETATION DES ONDES ¥ POUR LES SYSTEMES
QUANTIFIES

1. — Application des principes généraux aux systémes
quantifiés. — L’équation générale de propagation pour un
systéme non soumis a des actions extérieures est :

1 Z d l ] Fla) T — bni oW o
N dq; dq h- fyt= h ot D
ik

Si le systéme est formé d'un seul corpuscule comme dans
les systémes étudiés au chapitre précédent, 1'équation (1)
se réduit a

I 82 =i oW

— T —. —— P - S
m h® h dt

Ces équations (1) et (2) sont satisfaites par toutes les com-
binaisons linéaires des ondes stationnaires W, ayant pour
fréquences les valeurs propres E. divisées par h; inverse-
ment, toute fonction finie, uniforme, continue et nulle A
I'infini peut étre développée en série de fonctions fonda-
mentales. Nous pouvons donc toujours poser :

2 xi

- . —— (Bt - ) ;
Tt — 2 ca.(g)eh (3)

k

Les fonctions a. sont orthogonales et on peut les sup-
poser normées. Nous supposerons les ¢ choisis de telle facon

que V e = 1, ce qui est toujours possible, puisque ¥

n’'est defml qu’'d un facteur constant pres.
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Pour interpréter le sens de l'onde ¥, nous devons faire
usage des deux principes fondamentaux : celui des inter-
férences et celui de la décomposition spectrale.

D’aprés le principe des interférences, la probabilité de
présence du corpuscule dans l'espace ou du point repré-
zentatif dans l'espace de configuration est :

2
) ® —— By — Bt 4+ v — 1)
T o e — 3 c.c0,a, € i " 1 Te v ] ®)

kt

Y 2r . .
== S‘ c* a?, +L 2¢.c,a,a) COB 9 [EB—EB)t+v,— ]

k k<l

11 est assez remarquable de voir paraitre dans cette expres-
E, — L,
h
dans la loi des fréquences de Bohr et expliquent pourquoi
les raies spectrales d'un atome ont des fréquences égales

sion, précisément les fréquences qui  figurent

. E;
aux différences des termes spectraux F_: de I'atome.

L’expression (4) donne la probabilité de présence en
valeur absolue, car si on intégre, on a bien

f...fqrﬁr*dr — 1 (5)

en raison des relations :

f;r,./akaltfr — 0 '/-;l-fa?'kdr = E =1 (8)

k

Comment devrons-nous énoncer ici le principe de décom-
position spectrale? D’aprés Born, on doit dire : la proba-
bilité, pour que le systéme quantifié dont 1'onde associée
a la forme (3) soit trouvé & la suite d’une observation
dans 1'état stationnaire d’indice k, est a*.. En effet, 'inten-

A
q

. E,
sité ¢*a’c (q) de la composante spectrale de fréquence .J_:
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dans le développement (3), est variable d’un point & un
auire, mais Dintensité totale de cette composante /f

ca’y (qi) dr est égale & ¢°, puisque les a; sont normées;
il est donc naturel de considérer les ¢*. comme les proba-
bilités relatives des divers états du systéme associé A
I'onde (3).

Cet énoncé du principe de décomposition spectrale pour
les systemes quantifiés parait au premier abord soulever une
difficulté qu’il est intéressant d’approfondir. Présentons
I'objection en raisonnant sur le cas d’un seul corpuscule
« Le corpuscule, disons-nous, est dans I'un quelconque des
états stables, la probabilité pour que ce soit dans 'état E,
étant ¢*; d’autre part, quand il est dans I'état E,., la proba-
bilité pour qu’on le trouve au point xyz est a* (xyz); done,
en vertu des théorémes des probabilités totales et composées,
la probabilité pour que le corpuscule se {rouve en xyz est

N

Y &a’ (ryz). Or, ceci n'est pas égal & ¥ . ¥* car, dans

e

k " - v

I'expression (4), il y a en plus du terme 2 c*ra’y les ter-
%

mes pendulaires contenant les fréquences de Bohr. Il v a

done contradiction enfre nos deux principes fonda-
mentaux ».

Telle est I'objection. Pour la lever, il faut se rappeler
le sens exact que la théorie de Bohr et Heisenberg attri-
bue & I'onde ¥. Quand nos connaissances sur un systéme
quantifié sont représentées par l'onde ¥ de la formule (3),
cela ne veut pas dire que le syvstéme se trouve réellement
alors dans un des étals quantifiés, la probabilité pour que
ce soit I'état d’énergie E. étant ¢*.. La connaissance de
I'onde ¥ nous apprend seulement que si nous faisons une
expérience permettant d’attribuer une position au corpus-
cule du systeme quantifié, il y a une probabilité ¥ (z, y, z).
W* (xyz) dx dy dz, pour que cette position se trounve dans
I'élément de volume dx dy dz et que si, au contraire. nous
faisons une expérience nous permettant d’attribuer un état
énergétique au corpuscule, il y a une probabilité égale a
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¢’ de le trouver dans I'état d’énergie E.. Mais il est dans
I'essence des conceptions ("Heisenberg d’admettre que ces
deux expériences possibles troubleront et troubleront diffé-
remment I'état de choses initialement existant; c’est pour
cette raison que I'application du théoréme des probabilités
composées n’est pas justifiée. Si, pour déterminer la posi-
tion du corpuscule, on s’impose de déterminer d’abord son
étal énergétique puis, cette mesure faite, de déterminer
sa position, la probabilité de trouver ainsi le corpuscule en

TYz sera _\: ¢*a’e (xyz); mais cette probabilité n’a pas de
k
raison d’étre la méme que celle de trouver le corpuscule en
Zys par une mesure directe de la position & partir de 1'état
initial, puisque la détermination préalable de I’état énergé-
tique perturbe entitrement la situation du systéme. En
résumé, I'intérét de cette objection est de montrer que si
I'on veut maintenir cote A cote les deux principes des inter-
Iérences et de la décomposition spectrale, il semble indispen-
sable d’admettre qu’un systéme quantifié est nécessairement
perturbé par tous les procédés de mesure ou d’observation.

2. — Influence d’une action extérieure sur un systéme
quantifié. — Nous allons maintenant supposer que le sys-
ltme quantifié est soumis & une action perturbatrice exté-
rieure qui peut dépendre du femps. L’énergie potentielle
F (qi, 1) se compose alors de deux termes : un terme % (q4),
provenant des réactions entre les constituants du systéme et
un terme R (quif), provenant du champ perturbateur exté-
rieur @ R est le potentiel perturbateur. En D’absence du
champ perturbateur, 1'équation de Schridinger pour le
systéme est :

I v a | . O 8x* S )

e _— q,f' e + —— = % e . i)
Vit i OG; I e dq; ] h? [E Vig)] a 0- (D
ik

Si nous désignons toujours par a. (¢:) les fonctions pro-
pres orthogonales et normées de cette équation, ’onde ¥
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la plus générale pour le systéme considéré, est :

2 "
T S‘! o R [Ext —+ vl )
g )= p ¢ 4,(qy)e 8)

k

les ¢ et les vy étant des constantes réelles.
Lorsque le systéme est soumis & la perturbation, I'équa-
tion & satisfaire est :

_1_._ ) @ [4/— ik 0\I,J Q)
Vi g LYEE g,

872 4wt o
V(g) + R(q., Al
h* [V (a (0] % h ot

La méthode la plus simple pour rechercher les solutions
de cette équation consiste & poser :

2 i
: A : —— [Ext 4+ 7:@®)] :
(g, t) TS‘ ¢, (a,(q) et (10)
P

en supposant maintenant ¢ et y. fonctions du temps :
¢’est la méthode de variation des constantes de Dirac. En
substituant (10) dans (9), on obtient :

2 i
8x? 3 : oo [Ext 4 ye(8)]
—*}';—R(qe'f.ls‘%”-‘%(qi?e B LR (11)
%
2mi
i OV ) — [Ext 4+ % (0] [ de 2 dv.
A8 (. h 3 .. e Vi
~h }_; e (q) ¢ \dt T % Th a4 )
k

Multiplions par a; (¢:) d= et multiplions dans tout I'espace
de configuration. Il vient :

2mi
) de, 2ri  dy, — [Eit 4 %(t) ]
e e ST biaphio e S8 s h
h @ TR Ta J =

2
872 S [Ept - v ()] _
= — '}—.' C;,-”] e h iy ; f--'/.R[‘Iisfiag-ﬂff'!‘T.
| e 8 | n
k

(12)
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L’intégrale multiple est 1’élément d’indices kl de la matrice
correspondant & I'opérateur : multiplication par R (¢, t);
désignons-le par Ry (1). On a

dCI 2??.' d'}q
il i IO .7 (19
FTI AT ad
wi
)1"1 _,— [y — Bt 4 v, (8) — %]
I{“ )&y (B

En passant aux quantités complexes conjuguées, on
trouve

de, 2m dy, T
I ue)

B

271 OV =5 [(Ep —E)t 4 v () — % (0]
“mc (t)e ¢

Enfin, par addition et soustraction de (13) et (14),
obtient les deux équations réelles :

1c Do 2
e Zn“mc msm—[d: B Aoty —w, 0]
k
d 2r .
Y! S‘R“{H(‘j‘ﬂuos—— [(B, —Ejt 4y, (b—vy, ()]  (16)

Cest un systéme d’équations simultanées, qui déterminent
les ¢ () et les v (t), quand on connait leurs valeurs ini-
tiales.

D’aprés Born, la quantité ¢ (t) donne la probabilité
pour qu’a l'instant ¢, le systéme soit trouvé dans 1'état

NN . s
d’énergie E;. La quantité Z ¢ (1), supposée égale a 1 au
k
début de la perturbation, doit rester constamment égale
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a 1. Ceci est facile & vérifier; on a, en effel, en partant
de (18) :
\1 de, v d(e?)

C = ——— 1171
2% @ T L a 17)
L i

' o . 2 "
= Z R,, () ¢,.c; sin = [E, —E)t +7, —7]
kit

et la somme du second membre est nulle, car elle change
; T \
de signe quand on permule les indices k et I; done \ 6
—
est constant et garde sa valeur initiale égale a 1. ¢

L’hypotheése de Born, telle qu’elle vient d’éire énoncée,
soultve une petite difficulté. Les fonctions :

-7t
— [Ept == v
ll",.. = e h [Ext '}’L]

représentent, en effet, les ondes stationnaires correspondant
A la valeur de I'énergie potentielle, quand la perturbation
n’existe pas, mais & un instant =, pendant la perturbation.
I'énergie potentielle est UV (q) + R (q;, 7) et les valeurs et
fonetions propres & cet instant sont celles de I'équation

_l_\-‘ J [ — oaJ
\/?4% Aq; VEL dq;

Ra?

+ 2 [E—%(@) —Rigyn]e=0

ol 7 est considéré comme un paramétre constant. Ce sont
les valeurs propres E;~ de I'équation (18), qui doivent éire
considérées comme les énergies des états stables a l'ins-
tant 7. Si, en effet, on fait 4 I'instant 7 une expérience
pour déterminer I’état énergétique du systéme, on peut
trouver pour l'énergie une des valeurs Ey, mais on ne
peut avoir aucune raison de trouver une des valeurs E. cor-
respondant & I'absence de perturbation. 8i a.” (¢:;) sont les
fonctions propres correspondant aux E,* pour 1'équation (18),
on doit développer la fonction d’ondes ¥ (q;, 1) en série
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de fonctions propres sous la forme :

2z

’ T Eit 1 8;(1)]
T(gt) = \, d (ta, (q)e N £ = (19)

k
el c¢’est la quantité d,° () qui devra donner la probabilité
pour qu’'a U'instant = le systéme se trouve dans 1’état d’éner-
gie Ey (Fock).

Si l'on a affaire & une perturbation de durée limitée qui
commence a l'instant 0 pour se terminer a I'instant T, on
aR(q, 0)=0etR(q; T)=0. et, par suite, E, = E% =E,".
On peut alors se servir des coefficients ¢, du développe-
ment (8), et dire que ¢’ (T) représente la probabilité, pour
qu'a la fin de la perturbation le systéme soit trouvé dans
I'état d’énergie E.. Dans ce cas, la difficulté disparait done
par le fait que les valeurs propres de 1'équation (1R8) ont
repris & la fin de la perturbation leurs valeurs initiales. On
pourra ainsi calculer avec M. Born la probabilité pour qu’i
la fin de la perturbation le systéme soit trouvé dans tel
ou tel état. Nous n’insisterons pas sur tous les développe-
ments et applications de ces idées générales, dont 1'exposé
exigerait & lui seul tout un volume; nous avons seulement
voulu marquer comment le principe de décomposition spec-
trale trouve ici son application.

3. — Le nuage de probabilité et les matrices d’Heisen-
berg. — Nous ne pouvons développer ici la théorie de Schro-
dinger sur I'émission du rayonnement par les atomes, ni
la méthode des matrices d 'Heisenberg.

Nous nous contenterons de montrer comment, dans le
cas simple de l'atome d’hydrogéne, on peut faire appa-
raitre les éléments de matrice d’Heisenberg, en considé-
rant le nuage de probabilité associé a l'onde W. Dans
I'atome d’hydrogeéne, il y a un seul corpuscule mobile et
il suffit de prendre trois coordonnées rectangulaires, g,
¢s. 5. Nous allons définir les six opérateurs Q' et P' par les
formules

(' — multiplication par ¢,
I 7]

P, & oo !
i T 2% g,

=41, 2 3) (20



286 ETUDE DE LA MECANIQUE ONDULATOIRE

D’aprés la définition que nous avons donnée des éléments
de matrice correspondant & un opérateur [formule (61) du
chapitre XVII], nous obtenons, pour les éléments d’indices
kl des 6 matrices correspondant aux Q" et aux P' :

—/ffa a,q,d (21)
dal . )
Bl f f /' g 22)

les a. étant les fonctions propres normées de l'atome
d’hydrogéne. Supposons que la fonction d’ondes pour
I'atome envisagé soit :

Y 2zt (vt - ) o
Wi x ca (q,q,4q,)e (23)
m—

k
Nous pouvons envisager le nuage de probabilité corres-
pondant & cette forme de ¥, Sa densité est :

I~
=

-y
fe— (t? —_— \/ Ckﬂ-zk (2
H
k
” T
49 \ cpe a.ac08 27 [(vp —v) -y, — v,]

k<l

et, d’apres la formule (37) du chapitre IX, la vitesse des
éléments de probabilité a pour composante, suivant I'axe ¢

e O 7
1 e h dq; aq; :
;—— — = — 5 Z (25)
m dq; - dmim a”
Y - daq oo\ . _
— — — @, — | S 27 | (v, — V) TSy, —
2:ma' S aq; " 0q; ) 2 [0y — %l

1‘;(:’

Supposons maintenant que nous répartissions également
entre tous les éléments de probabilité la charge électrique e
de I'électron, de telle sorte que la charge totale soit
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La densité pe représente, si I'on veut, la densité moyenne
probable de I'électricité dans 'atome, et le moment élec-
trique du nuage de probabilité a pour composante, suivant
I'axe des ¢i, la quantité :

N f f f padr e 26)
% i
-+ 2 }-‘ ckc[cff/aka,qid.— ccos 27 [(v, —v) i+ 7, — 1l

k<1

Cette composante de moment électrique contient done des
termes variables périodiquement avec les fréquences v — v,
qui sont les fréquences de Bohr, et I'amplitude du terme
de fréquence v. — v est proportionnelle & Q%. Ceci nous
donne, dans une certaine mesure, une interprétation phy-
sique des éléments de la matrice Q' introduits par Hei-
senberg.

La densité électrique du nuage de probabilité étant
variable avec le temps, ce nuage est le sitge de courants
électriques. La composante suivant 'axe des ¢; du courant
électrique a l'intérieur du nuage est :

:f./fperidr 27

et par suite, d’aprés (25) :

ke /f/ v €.¢ (28)
2zm

(' da, i, ) d

a, W U-i dq!

resin 2x [v, — vt + v, — 7]

h
I

2e OV
. - ~€
— partie réelle de — \ €, G .
e 1
T dml

k<=1

/. 3 “( ﬂ dﬂ-k i ei wi llfl".f; S 1'I-J L4y — TI]
-/./ " 9 % aq; ) '
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Les composantes du courant se décomposent done en
termes périodiques ayant les fréquences de Bohr, et'1’ampli-
tude du terme de fréquence v, — v, est proportionnelle &

la quantité :
h Y da, oa; \ _
i '/./_lf(”" i a, E{;—') dr (20

h du g
— o ‘/:/:/1{1'_, d_(;l. d'." — 1’ 1

la premiére égalité s’obtenant par une intégration par par-
ties, parce que les a. sont nulles & I'infini. On obfient ainsi
en un certain sens une interprétation physique des P’
d’Heisenberg.

De ce qui précede résulte aussi que, si 'on appelle 8 la
densité électrique du nuage de probabilité et § les compo-
santes de la densité de courant correspondante, on a :

0 —pe— elrr*, (30)
he { ol or*
., =z = — ‘I‘ e e STt [ '... )
L ey Amim ( ' aq; v dq; ) (31

La formule (30) a été proposée par Schrodinger dans ses
célebres Mémoires sur la Mécanique ondulatoire; il consi-
dérait alors 8 comme une véritable densité électrique.

La formule (31) a été donnée pour la premiére fois par
M. Gordon, dans son mémoire sur l'effet Compton, sous
une forme d’ailleurs plus générale.
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