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La nouvelle mécanique ondulatoire a reçu depuis deux
ans le solide appui de l'expérience grâce à la decouverte
d’un beau phénomène totalement inconnu jusque-là :
la diffraction des électrons par les cristaux.

\ un certain poinl de vue, on peut dire que cette
découverte forme l'exacte contre-partie de la découverte
plus ancienne de l 'effet plloto-électrique, car elle nous
montre que, pour la matière comme pour la lumière,
nous avions jusqu'ici négligé une des faces de la réalité
physique.

La découverte de l’effet photo-éleclrique nous avait en
effet appris que la théorie ondulatoire de la lumière
établie sur des bases solides par Frosnel et transportée
ensuite dans la théorie électromagnétique par Maxwell ,
bien qu’elle contienne une grande part de vérit é, n 'est
cependant pas suffisante et qu'il est, en un certain sens,
nécessaire de reprendre l 'idée des corpuscules de lumière
déjà proposée par Newton.

Planck , dans sa célèbre théorie du rayonnement noir,
avait été amené à supposer que tout rayonnement de
fréquence y est toujours émis et absorbé par quantités
égales et Unies, par quanta de valeur // v, h étant la
constante auquel le nom de Planck restera attaché. Pour
interpréter l 'effet photo-électrique, Einstein n'a eu qu’à
admettre l'hypothèse suivante tout à fait conforme aux
idées de Planck : la lumière est formée de corpuscules
et l 'énergie des corpuscules dans la lumière de fréquence
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v est /iv. Lorsqu'un corpuscule de lumière, en Ira versant
un morceau de matière, rencontre un électron immobile,
il peut lui céder son énergie Av, et l’électron mis ainsi en
mouvement sortira de la matière animé d’une énergie
cinétique égale à la différence entre l’énergie Av qu’il a
reçue et le travail qu’il a dû fournir pour sortir de la
matière. Or, c’est là précisément la loi expérimentale de
l’effet photo-électrique telle qu’elle a été vérifiée successi-
vement pour toutes les radiations depuis rultra-violet
jusqu’aux rayons X et y *

Développant son idée, Einstein a montré que si l’on
accepte fliypolhèse des corpuscules de lumière ou quanta
de lumière, on doit attribuer à chacun de ces corpus-

fiy- rcules une quantité de mouvement / > = — à côté de

l’énergie W = Av. Ces deux relations définissent énergé-
tiquement le corpuscule de lumière de fréquence v.

Plus récemment, la théorie corpusculaire d’Einstein a
été continuée par la découverte de l’effet Coinpton.
Voici en quoi il consiste : un faisceau de rayons X tom-
ba ni sur un morceau de matière est susceptible de subir
un abaissement de fréquence avec mise en mouvement
d’électrons plus ou moins rapides. Le phénomène s’in-
terprète aisément en admettant qu’il y a une rencontre,
un choc, entre un corpuscule de lumière et un électron
initialement au repos dans le morceau de matière. Pen-
dant le choc, l’électron emprunte de 1’cnergie au corpus-
cule de lumière et se met en mouvement. Le corpuscule
de lumière se trouve avoir perdu une partie de son éner-
gie, et comme la relation W = Av doit toujours être véri-
fiée, la fréquence du quantum de lumière sera plus
faible après le choc qu’avant. La théorie du phéno-
mène de Coinpton, basée sur les deux relations W = Av et
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Debye : l'expérience l a quantitativement continuée, ( ‘ I
cela a été un autre beau succès pour l'hypothèse que la
lumière a une structure granulaire.

Malgré ces succès, la théorie des quanta de lumière
ne saurait à elle seule nous donner satisfaction . D’abord ,
l'ensemble des phénomènes de diffraction (' I d’interfé-
rences exige l'introduction du concept d’ondes et, de
plus, les deux relations fondamentales W

p = — impliquent l ’existence d’une fréquence v. Ceci
suffî t à montrer que la lumière ne peut pas être consti-
tuée par de simples grains en mouvement . -N éanmoins,
la découverte de l’effet photo-électrique, confirmée par
l’effet Compton, a montré la nécessité d’introduire en
Optique la notion de corpuscules à coté de la notion
d’ondes. Une étrange « dualité » de nature para î t donc
ici s’imposer.

Mais si , dans la théorie de la lumière, on avait depuis
un siècle trop négligé l’aspect « corpuscule » pour
s’attacher exclusivement à l’aspect « onde » , n'a-t-on
pas commis l’erreur inverse dans la théorie de la matière?
N’a-t-on pas à tort négligé l’aspect, « ondes » pour ne
penser qu’à l'aspect « corpuscules ».? Ce sont les ques-
tions que l'auteur s’est posées, il y a quelques années,
en réfléchissant à l’analogie entre le principe de moin-
dre Action et le principe de Fermât et au sens des mys-
térieuses conditions de quanta introduites dans la
dynamique intraatomique par Plank, Bohr, Wilson et
Sommerfeld. Par des raisonnements que nous passons
sous silence on peut arriver à la conviction qu’il est
nécessaire d’introduire des ondes dans la théorie de la
matière et de le faire sous la forme suivante :

Soit une particule matérielle (un électron , parexemple)
de masse m qui se déplace librement avec une vitesse
constante v. Si l’on adopte les expressions fournies par
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la théorie de la Kelativité, son énergie (* l sa quantité de
monveineni sont :

\ 1 1 1

? w (K)mvmeW = P r ( I )
V ' v 2 c-\

c étant la vitesse de la lumière dans le vide. Sni \ ant la
nouvelle conception , il faut associer à celle particule une
onde se propageant dans la direction du mouvement,
onde dont la fréquence est :

W
(»)v h

el dont la vitesse de phase est :
.2( CV = (3)Rv

On a donc :
In Wt’ (4)= Pv r°-

<‘I par suite si À est la longueur d’onde de l’onde associée,

V h
(5)v P

Si l’on cherche à appliquer ces formules non plus à
une particule matérielle, mais à une particule de lumière,
on doit faire v = c et on trouve :

IriW = h ) (0)

Ce sont bien l à les formules fondamentales de la
théorie des quanta de lumière. Nos formules (a) à (5)
sont donc générales : elles s’appliquent aussi bien à la
matière et au rayonnement et elles expriment la néces-
sité dans les deux cas d'introduire cote à côte les notions
de corpuscule el d’onde.

•i
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Gomme cela résulte en particulier des beaux mémoires
do M. Schrœdinger la Mécanique ancienne correspond
au cas où la propagation de l’onde associée se lait
suivant les lois de l'optique géométrique. Dans ce
cas, le corpuscule peut èlre regardé comme décrivant un
des « rayons » do l’onde avec une vitesse égale à la
vitesse du groupe de lord Rayleigh. On peut donc, dans
res conditions, considérer le corpuscule comme consti-
tué par un groupe d’ondes de fréquences très voisines,
cl ceci donne une image physique du corpuscule qui
serait bien satisfaisante s' il était possible de la générali-
ser ; malheureusement cela n’esl pas,

Il est à noler que si ronde associée1 se propage suivant
les lois de l’optique géométrique, aucune expérience ne
pcn.il sulïirc à prouver l’existence des ondes associées
parce que le résultat d ’une expérience peut alors lou-
jours être regardé comme' prouvant seulement Inexacti-
tude des lois de l’ancienne Mécanique. Mais il en est
tout autrement quand les conditions de propagation de
l’onde associée sont telles que les approximations de
l’optique géométrique ne sont plus su (lisantes pour en
rendre compte. Nous devons alors nous attendre, d’après
les nouvelles idées, à pouvoir observer des phénomènes
que les anciennes Mécaniques sont tout à fait impuis-
santes à prévoir et qui sont caractéristiques de la nou-
velle conception ondulatoire de la Dynamique.

Dans le domaine propre de la nouvelle Dynamique, le
principe qui para î t le mieux établi esl que le carré de
l’amplitude de l’onde, son intensité, doit mesurer on
chaque point de l’espace cl à chaque instant la probabi-
lité pour ( pie le corpuscule associé se trouve en ce
point à cet instant . Il subit d’un peu de réflexion pour
voir ( pie ce principe est nécessaire pour rendre compte
des phénomènes d’interférence et de dilVraction de la
lumière, car, en optique, l à où l’onde de l’resnel a une
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intensité maximum, là on peut recueillir en moyenne le
plus d’énergie lumineuse. Puisque notre idée directrice
est de rapprocher autant que possible la théorie de la
lumière de celle de la matière, il est bien naturel ( reten-
dre le principe, nécessaire dans le cas de la lumière, au
cas des particules matérielles,

Nous arrivons ainsi à l' idée que les corpuscules maté-
riels doivent pouvoir présenter des phénomènes analo-
gues aux phénomènes d'interférences (‘I de dillVaction
de la lumière (‘ I que les méthodes de calcul doivent être
très analogues dans l ' un et l’autre cas. Avec les nou-
velles conceptions, un nuage d’électrons de même
vitesse doit être associé à une onde plane monochroma-
tique. Supposons que ce nuage d’électrons tombe sur
un milieu à structure régulière comme un cristal : si les
distances ( pii séparent les éléments de* cette structure
sont du meme ordre de grandeur qui' la longueur d'onde
de Fonde incidente, il y aura diffraction de celle onde et
dans certaines directions aisément calculables, il v aura

tf

maximum de l'amplitude de Fonde dill’usée. On doit
donc s’attendre à ce que les électrons se trouvent con-
centrés après la diffusion dans certaines directions. On
aura ainsi l’analogue exact des expériences de Laue avec
les rayons A, et si le résultat est conforme aux prévisions
de la théorie, on aura obtenu une preuve très directe et
très forte on laveur de la nécessité de compléter, même
pour la matière, la notion ( h * corpuscule par celle
d'onde.

Ces expériences ont été réalisées par des méthodes
diverses et dans des conditions différentes par MM. I )a \ is-
son et Germer à New-York, le professeur G.-P. Thom-
son à Aberdeen (‘I M. Rupp à Gœltingen. L'accord entre

théorie ( ' I l 'expérience est excellent : les écarts ( pii
avaient é t é constatés dans les premières expériences de
Davisson et Germer paraissent s’expliquer très naturel-

la
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lement si l'on lient compte do l'indice do réfraction dos
ondes dans le cristal. M. Rii|)|) a meme pu obtenir tout
récemment la diffraction d'un faisceau d'électrons à
l'aide d'un réseau linié ordinaire employé sous une inci-
dence Iauventielle. Les conlî rinations expérimentales
sont donc aussi eompléles qu'on peu! le désirer.

\ i

Ainsi donc, un ensemble de magnifiques résultats
expérimentaux ont licitement établi que bon doit faire
intervenir partout en Physique et simultanément des
corpuscules et des ondes. Mais que signifie exactement
celle dualit é : ondes et corpuscules? C’est une question
très dillieilc et (pii esl loin d'élre encore bien clairement
élucidée.

L’idée la plus simple esl celle que Scbrœdinger a mise
en avant au début de ses tra \ auv : le corpuscule, l’élec-
tron serait constitué par un groupe d’ondes, ce serait un
« YVellenpacket ». i\ous avons vu que cela peut se sou-
tenir tant (pie l’on considère les phénomènes mécaniques
en accord avec l'ancienne Dynamique, c'est -à-dire, dans
le langage nouveau, les phénomènes ou la propagation
de l'onde associée obéit aux lois de l’Optique géomé-
trique. Malheureusement, quand on passe au domaine
propre de la nouvelle théorie, celle idée séduisante par
sa simplicité ne para î t plus guère possible à soutenir.
Dans une expérience comme celle de la diffraction d’un
électron par un cristal, le paquet d'ondes serait tout à
fait dispersé et détruit ; on ne retrouverait donc pas de
corpuscules dans les faisceaux diffusés. En d’autres ter-
mes, s'ils étaient de simples paquets d'ondes, les corpus-
cules n'auraient pas d’existence stable.

Si l'idée de Scbrœdinger paraî t impossible à soutenir
jusqu’au bout, une autre opinion, à laquelle l’auteur
s’est longtemps attaché et suivant laquelle le corpus-
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culc serai! une singularité clans un phénomène ondu-
latoire, ne para î t pas non plus facile à développer.
Dans le cas particulier du mouvement uniforme d’un
corpuscule, il est possible do trouve1, une solution de
béquation des ondes présentant une singularité mobile el
pouvant servira représenter le corpuscule. Mais il est bien
difficile de généraliser cela au cas du mouvement non
uniforme, et il existe de sérieuses objections contre ce
pointde vue.

L'auteur a fait aussi une autre tentative qui se trouve
exposée dans son rapport au Ve Congrès Solvay. Dans
cette tentative, on pari de l’idée suivante : puisque nous
devons toujours associer une onde à un corpuscule,
ridée la plus conforme aux anciennes conceptions de la
physique, c'est de considérer l'onde comme un véritable
phénomène réel occupa ni une certaine région de; l’espace,
et le corpuscule comme un point matériel ayant une cer-
taine position dans l'onde. Comme il faut, nous l 'avons
dit, ( pie l 'intensité de l 'onde soit proportionnelle en
chaque point a la probabilité de présence du corpuscule,
il faut chercher à relier le mouvement du corpuscule a
la propagation de l'onde, de façon que celte relation soit
automatiquement el toujours réalisée.

En fait, il est réellement possible d'établir entre le
mouvement du corpuscule el la propagation de l’onde
une liaison telle que, si à l'instant initial l'intensité de
Fonde mesure en chaque point la probabilité de présence
du corpuscule, il en soit de même à tout instant posté-
rieur. On peul donc concevoir le corpuscule comme
guidé par Fonde ( pii joue le rôle d’onde-pilotc. Cette
conception visualise d'une façon intéressante le mouve-
ment des corpuscules en Mécanique ondulatoire sans
qu’on ait trop à s’écarter des idées classiques. Malheu-
reusement, ici aussi, on rencontre des objections très
graves et il n'est pas possible de considérer la théorie

XII
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de ronde-pilote comme satisfaisante. Néanmoins, œnnne
les équations sur lesquelles celle théorie repose sont
incontestables, on penl conserver quel(|iies-unsdcs résul-
tats de celle théorie en leur donnant une forme adoucie
en conformité avec des idées développées indépendam-
ment de raideur par M . Kennard ( i ) . Vu lieu de parler
du mouvement et de la trajectoire des corpuscules, on
parle du mouvement et de la trajectoire des a éléments de
probabilité » , el Ion évite ainsi les c I i 11 ici 11 tés signalées.

Enfin il existe un quatrième point de vue, le plus en
faveur actuellement : celui qui
MM . Ueisenberg el Hohr. Ce point de vue est un peu
déconcertant au premier abord , mais il para î t cependant
contenir une grandi' part de vérité. Dans celte concep-
tion, l ’onde ne représente pas du tout un phénomène
physique s’accomplissant dans une région de l ’espace ;
elle est bien plutôt une simple représentation symbolique
de ce que nous savons sur le * corpuscule. Une expérience
ou une observation ne nous permet jamais de dire exac-
tement : (el corpuscule occupe ( clic position dans l ’espace
et il a telle \ ilcssc en grandeur cl direction . Tout ce que
l’expérience peut nous apprendre, c’est que la position
el la vilesse du corpuscule soû l comprises entre certaines
limites, autrement dit qu’ il \ a Icllc probabilité pour que
le corpuscule ait telle position cl telle autre pour qu'il ail
telle vilesse. Les renseignements que nous apporte une
première expérience' ou observation faite à l ’instant L
peuvent cire représentés symboliquement par une onde
dont l’intensité à cet instant L donne en chaque point la
probabilité de * présence du corpuscule en ce point et dont
la composition spectrale nous donne la probabilité rela-
tive des divers étais de mouvements. Si nous étudions la
propagation de l’onde depuis l ’ instant /o jusqu’à un ins-

X I I I

é t é développé par

( I ) Physieal Review, XXXI, 1928, (». 870.
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tant postérieur / , la répartition des intensités et la compo-
sition spectrale de l onde à l'instant. / nous permettront
de dire quelle est la probabilité pour qu’une seconde
expérience ou obsenation laite à l’instant / localise le
corpuscule en tel point ou lui attribue tel état de mou-
vement.

La conséquence essentielle de cette manière de voir
est la (( relation d’indétermination » dTIcisenberg. Un
train d'ondes limité ne peut être considéré comme sensi-
blement monochromatique que si ses dimensions sont
grandes par rapport a la longueur d'onde. Si donc on
parvient par une observation à localiser le corpuscule
dans une région de l'espace qui ne soit pas de grandes
dimensions par rapport à la longueur d'onde, on devra
représenter le corpuscule par un train d’ondes qui ne
sera pas du tout monochromatique. Donc, au point de
vue d’Heisenberg, plus on voudra préciser la détermi-
nation de la position, plus l'état de mouvement sera mal
déterminé. Inversement, plus l’état de mouvement du
corpuscule sera bien défini, plus l'onde associée se rap-
prochera d'une onde plane monochromatique à ampli-
tude constante. Donc, plus l'état de mouvement sera
exactement défini , moins la position du corpuscule
pourra être estimée avec certitude.

Bol 1 1 * dit qu’il y a « deux laces complémentaires de la
réalité » : la localisation dans l'espace-temps et la spéci-
fication dynamique par énergieet quantité de mouvement.
Ce sont comme deux plans différents sur lesquels nous
ne pouvons pas être exactement au point en meme temps.
Faisons une comparaison. Soit un dessin dont certaines
parties sont tracées dans un plan II et d'autres parties
dans un plan 11' parallèle et très voisin du premier. Si
nous examinons ce dessin avec un instrument optique
qui n'est pas très précis, nous parviendrons, en mettant
au point sur un plan intermédiaire entre H et M \ à obtenir

VIN
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UIK* image assez c %onxenable du dessin: nous aurons alors
l'impression que tonI l< * dessin t 4sl tracé dans un mémo
plan. Mais si nous employons un instrument d'optique
très précis, nous ni4 pourrons pas èlro au point à la lois
sur II cl sur II : plus nous motlrons exactement au poinl
sur II, plus l'ima^e des parties du dessin (pii sonl
tracées sur 11" sera mau \ aiso, cl inversement : alors nous
serons obligés de reconna î tre que le dessin n'est pas
tracé sur un même plan. L'ancienne Mécanique était
l'analogue de l'instrument peu précis : avec ( ‘Ile, nous
axions I illusion de pouxoir préciser exactement à la lois
la position du corpuscule el son étal de mouvement . Mais
avec la nouvelle Mécanique, qui csl l'analogue de l'ins-
trument très précis, nous sommes obligés de reconna î tre
que la localisation dans l'espace1 (‘I le temps cl la spécifi-
cation énergétique sonl deux plans differents de la réalité
qu'on ni4 peut voir avec préc ision en même temps.

Telle4 e 4sl, semble 4-!-il, l'idée Ion(lamentale 4 de 4 MM. l >ohr
c‘l Ileiseuberg*.

Celle manière4 de 4 xoir entra î ne la ronséquenee déjà
prévue par M. boni, ( pie 4 nous ne 4 pouvons plus allumer
l'existence d'un délerminismc rigoureux dans la Nature,
car tout le déterminisme de 4 l'ancienne Dynamique
reposait sur la possibilit é de déterminer simultanément
la position el la \ ilesse initiale d'un corpuscule,ce4 qui e 4sl
impossible4 si l'on admet les idées d'Hoisenbcrg, Il n'y
a plus alors de lejis rigoureuses, mais seulement des lois
de probabilité.

Avec celle façon d'interpréter la Mécanique ondula-
toire, on rencontre l)ie 4 n des circonstances étranges.
D'abord, le 4s eorpuseules existent e 4l on admet toujours
e.jue cela a un sens de* parler de4 leur nombre; néan-

moins, on ne 4 peuI plus, avec les idées de bolir, s’en
faire l image4 claire4 cl classique epii consiste à les regar-
der comme4 de très petits objets ayant une position dans

\ \
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l 'espace, une vilcsse el une trajectoire. En second lieu ,
Eau Ire terme du dualisme, ronde, n’est plus qu’une
représentation puremenl syml)olii|ue et analylique de
certaines probabilités el ni* eonstilue plus du ( oui un
phénomène physique an sens ancien du mol . L n exem-
ple montre clairemenl ce dernier poinl . Supposons qu’au
temps / , le Irain d 'ondes associé à un corpuscule occupe
une région H de l’espace cl qu’une certaine observation
faite a cet instant nous permette d 'allumer que le cor-
puscule se trouve dans nue région IV naturellement
comprise dans U ; alors le paquet d 'ondes doit être
« réduit » suivant l’expression d' Ilcisenberg, c'est-à-dire
que toute la partie de l 'onde intérieure à H , mais exté-

s'évauouil comme s'évanouit l'espérance
d’un événement qui ni* se réalise pas. Ceci montre bien
clairement le caractère non physique de l'onde dans les
conceptions de Bolir et lleisenberg.

En résumé, l'interprétation physique de la nouvelle
Mécanique reste un sujet extrêmement dillicile. Néan-
moins, un grand fait est maintenant bien établi ; ce fait,
c'est qui * pour la matière el pour le rayonnement, on
doit admettre le dualisme des ondes et des corpuscules
el que la répartition dans l'espace des corpuscules ne
peut se prévoir que par des considérations ondulatoires.
Malheureusement , la nature profonde des deux termes
du dualisme et le rapport exact qui existe entre eux res-
tent encore assez mvslérieux.
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Dl0HAPITEE PREMIER

LES ANCIENNES MÉCANIQUES DU POINT MATÉRIEL

Principe d’Hamilton. — Il y a deux anciennes Méca -
niques. La première, la plus ancienne, est la Mécanique clas-
sique, la Mécanique de Newton. La seconde est la Méca-
nique relativiste d’Einstein. La Mécanique de Newton est
longtemps restée suffisante pour les besoins de la science,
mais les profondes conceptions d ’Einstein ont montré qu ’ il
fallait la modifier de façon à obtenir une Mécanique qui
coïncide avec l ’ancienne quand la vitesse du point matériel
envisagé est faible vis-à-vis de la vitesse c de la lumière
dans le vide, mais qui s’en écarte pour les vitesses élevées.

Les deux anciennes Mécaniques, malgré les diff érences qui
les séparent , présentent aussi d ’ importantes analogies; les
équations générales ont la meme forme, elles dérivent ton-
ies les deux du même principe, le principe de moindre
action , etc. Pour cette raison, il est facile de faire un exposé
simultané des principes généraux des deux anciennes Méca
niques. C’est un point essentiel que toutes les formules de
la Mécanique de Newton se déduisent de la Dynamique
d ’ Einstein en supposant que la vitesse de la lumière dans
le vide a une valeur infiniment grande : autrement dit, la
formule classique s’obtient toujours à partir de la formule
relativiste en développant en série par rapport à la quantité

v— et en négligeant les termes d’ordres supérieurs.

Nous envisagerons d’abord la Dynamique du point
matériel unique, c’est-à-dire que nous étudierons le mou -
vement d’un corpuscule dans un champ de force supposé
donné. Nous définirons ce champ de force par une fonction

DE DROGUE. MéCANIQUE ONDULATOIRE.

I .

i
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potentielle F (x , // , z , / ) des coordonnées d ’espace et de
temps. Dans les anciennes Mécaniques, on considère les
points matériels, les corpuscules, comme ayant une posi -

tion bien définie dans l 'espace , de telle façon qu’il est pos-
sible de repérer leur position par trois coordonnées. Le
corpuscule ayant ainsi à chaque instant une position bien
définie dans l ’espace, on peut / évidemment aussi définir
sa vitesse comme étant la limite du quotient de l ’espace
parcouru le long de la trajectoire au temps mis à le par-

courir , quand ce temps de parcours tend vers zéro. Si la
position du corpuscule est repérée à l ’aide de coordonnées
rectangulaires, on a v = x'2 H- y'2 -f- s/2 , les accents
désignant des dérivées par rapport au temps. Dans le cas
général où l ’on emploie des coordonnées curvilignes quel-
conques qu (j 2 , </3 , la vitesse s’exprimera par une certaine
fonction des q} et des q!.

Le principe fondamental des deux anciennes Dynamiques
est le principe d ’action stationnaire d ’Hamilton. Suppo-
sons qu ’à l ’ instant f 0 I0 corpuscule occupe un point M0 de
l ’espace et qu’à l ’ instant postérieur tx il occupe une position
M , . Le problème qui se pose en Dynamique du point maté-
riel est de déterminer le mouvement du corpuscule dans
l ’intervalle de temps entre f 0 et tx . Le principe d ’Hamilton
affirme qu ' il existe une certaine fonction £ (q{ , q/, t ) des
q{ , des q/ et du temps Ielle que le mouvement du mobile
entre / „ et / , soit caractérisé par la propriété suivante : l ’ in-
tégrale
que pour tout autre mouvement infiniment peu différent
qui conduirait aussi le corpuscule du point M0 au temps
jusqu’au point M , au temps f , -

L' intégrale

J 1 £dt est plus petite pour le mouvement réel

/* fiI £di est l ’intégrale d ’action Hamilto-

nienne; la fonction £ est nommée la fonction de Lagrange ,
parfois aussi le potentiel cinétique.

Le principe de moindre action d llamilton s’exprime donc
par la formule :

J u
fi£ (qr qt\t ) (h = 0 (1)
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/ 0 et / , étant invariables et le symbole 8 signifiant qu’on fait
varier infiniment par la forme des fonctions q, (/) et par
suite des q\(/) de façon que les valeurs initiales et linales
des q,- restent invariables.

Équations de Lagrange . — Le procédé général qui
sert dans le calcul des variations va nous .conduire aux
équations de Lagrange. Si nous modifions la fonction q{ ( t )
pour chaque valeur du temps / de façon à lui donner la
valeur qf ( l ) + Sqt (/ ), la fonction q/ ( l ) deviendra q! ( t ) -f*

Sq / ( t ) et l’on aura :

2.

3
de de«? =y ( .LJ\ ' àq,

H!,' ) (2)“S àq!
I

et par suite ( t 0 et t 1 étant fixes) :
3

8 f l l ed i = f lx
t / / O t/ tO .A, —J( ' dqt

d£ \

8q.' ) dt = ( ) (3)8XA/ = àq,'
1

Or :

' dt )
dH«9/ = *

et en intégrant par parties, il vient :
3 3

V VrJtO

t
7 -7 *<ii 14 jdq, dq,; *0

1 1

3

/* • V ± tJu, —Ji dl
à£

T ) S<hdtàq,
1

d ’011 pour l 'expression du principe d 'Hamilton :
3

de d Z d e v

dt ' àq,' )1:Y 8q, d / = 0 'S)àq.
1
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Les 8qi étant arbitraires, il en résulte que l’on doit avoir :
d£ d£— (dt \ a = i f 2 t 3) (6)dq! dqt

Ce sont les équations de Lagrange. Elles définissent le
mouvement du corpuscule en fonction de 6 constantes arbi-
traires qui sont par exemple les trois coordonnées initiales
et les trois composantes de la vitesse initiale.

3. — Fonction de Lagrange . Quantité de mouvement et
Jusqu’ici notre théorie dynamique est restéeénergie .

une forme vide parce que nous n ’avons pas précisé quelle
était l 'expression en fonction des qh des q/ et de l de la
fonction £ de Lagrange. C ’est précisément ici que les deux
anciennes Mécaniques (Newton et Einstein) se séparent en
choisissant différemment la fonction £ .

La Mécanique de New ton pose :
q' y 0 = i nw°- — F( q i f t )

m étant une constante caractéristique du corpuscule envisa-
gée et appelée sa « masse » ; la fonction F ( q,, l) est la fonc-
tion potentielle et v est la vitesse du corpuscule qu’on doit
exprimer en fonction des q{ et des q{.

La Mécanique relativiste adopte au contraire pour fonc-
tion de Lagrange :

£ ( <h, q ' , t ) = — m e2 1 — fi2 — V ( qh t )

(T)

(8)

(¥-)* = 1 —\ /32 + ...., on voitavec P = -— •c
qu ’en négligeant les termes non écrits, on a :

( Domine ( I

$ mv 2 — F ( qh t )

de sorte que la fonction de Lagrange relativiste ne diffère
à ce degré d’approximalion de la fonction de Lagrange
classique que par le terme — me2 constant; dans l ’inté-
grale ( I ) , ce terme constant fournit un terme — me2 (fj — f „)
qui n’est pas sujet à variation et peut par suite être négligé.
On voit donc bien, ainsi que nous l ’avions annoncé, que

£ — — me2 &)
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les deux anciennes Mécaniques se confondent quand on
peut négliger les puissances supérieures de P .

Maintenant que nous savons comment nous devons rem-
plir la forme vide du principe d’Iiamilton pour obtenir
l ’ une on l ’autre des anciennes Dynamiques , revenons aux
équations de Lagrange.

Par définition , nous poserons :

de (t = 1, 2, 3) (10)Pi = dq!
et nous dirons que pi est le moment conjugué de la
variable q,- .

Les équations de Lagrange donnent alors :

d£ -dpi (11)
d t

Plaçons-nous pour un instant dans le cas particulier où
les coordonnées qt sont des coordonnées rectangulaires. On
aura alors ql = xy q2 t = y , q3 = z et v2 = sJx ~ + y' 2 + z'2 .

Avec le choix Newtonien de £, il vient :
px = mx

Les pi sont donc les composantes de ce qu’on nomme le
vecteur « quantité de mouvement » mv .

Si Ton prend la fonction £ relativiste, on trouve :

my'

mz'. (12)Vu = mV V z =

mx' mz
(13)Px = Vu= P : v'I — ^v/ l - P2’ 2

’’v/ 1 - P
Les p{ seront encore les composantes du vecteur « quan-

tité de mouvement » à condition de définir celui-ci comme
m végal h

D’autre part, dans un cas comme dans l ’autre, le choix
des coordonnées rectangulaires a pour effet que £ ne dé-
pend des q{ que par la fonction F. On a donc :

ô£ _ dF
Ôq, dqi

v/1 - P2

(14)
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Si Ton considère le vecteur — grad F de composantes
àV àV âV
àx

et si l 'on nomme ce vecteur / la « force appliquée au cor-
puscule » , les équations (11) donnent les équations clas-
siques :

dij ' àz

dpx dpzd py (15)dt = U >dt

applicables dans les deux anciennes Dynamiques.
Introduisons maintenant la notion d énergie. Pour cela ,

partons de la forme générale et vide des équations de
Lagrange :

r dC
dt \

dpi dC
I dt

Considérons In q nanti l é :

( / = 1, 2, 3) (16dq! dq,

3

w = Y P,9/ — £ (17)

1

et calculons sa dérivée par rapport au temps :

V ÔS
3 3

Y dq'dW Y ÉEi — q,' (18)<1, dtdt dt dq,i i
1 1 I

d£ dq; d£
i dq{ dt dt

i

Le premier et le troisième termes du second membre se
détruisent à cause des équations de Lagrange; le second et
le quatrième à cause de la définition des />,. Il reste

dW dF
(19)

dt dt

D ’où le théorème : « Si la fonction F ne dépend pas
explicitement du temps, la quantité W reste constante »

W est nommée l ’énergie du corpuscule.
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Voyons comment s’exprime l’énergie en Dynamique
classique. Nous avons alors £ —\ mv~ — F et, quelles
que soient les coordonnées choisies, le terme\mxf est une
fonction quadratique homogène des qt\ car v2 = x12 -h y' 2

-F z' 2 et chacun des termes x\ y' , z' est fonction linéaire
des qt. Si donc T = ^ ?mr , nous aurons par la formule
d’Euler :

3 3 3
d£v ' âT Y/ , qt = > v2 T = (20)<i; , Vi'i!'àq' dq!

1 1 1

car £ ne dépend des q} que par F intermédiaire de T. On
trouve donc :

W = 2 T — £ = 2 T — (T — F) = T + F. (21)

L ’énergie est la somme du terme T = rnv2 dite énergie
cinétique du corpuscule et du terme F d 'énergie potentielle.

Passons maintenant à la Dynamique de Relativité où
£ = — me2

*/ 1 — P2 — F. Nous ne pouvons plus raisonner
exactement de même parce que / 1 — P2 n’est pas une
fonction quadratique homogène des q/, mais nous pou-
vons écrire :

3v3

V
3

à£ â( v2)

- \/ ÿ~— ~W ~WV m 22)Vi'Pi <h' = <U'àq'
11 1

et, comme r 2 est une fonction quadratique homogène des
q!, on a :

3 3

VV /

dq,' mfi2

2 a 2 = - P* (23)•h v/ l
1

Donc :
3

m /S2w =,V p,<h' — fD C2
- F (24)>•

v/1
I

mc~
— ( __ me2 v/1 — 82 — F f H- !•'

s/ l — P
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nic-he terme ô représente 1 énergie du corpuscule enVI - J8
mouvement en dynamique relativiste. Si le corpuscule était
arrêté (/? = 0), ce terme aurait pour valeur me2 : c’est
l 'énergie au repos du corpuscule, c’est-à-dire son énergie
interne correspondant à 1*existence de sa masse « propre »
m et égale au produit de cette masse propre par le carré
de la vitesse de la lumière. Quand le corpuscule est en

me2

mouvement, cette énergie devient
v/ ï - P

au produit par c” de la quantité
>/ l - p

sidérer connue la masse du corpuscule en mouvement . Il
importe de remarquer qu’ un corpuscule de masse propre
non nulle doit avoir toujours une vitesse inférieure à celle
de la lumière car son énergie tend vers l ’infini quand /3
tend vers I .

m c-
7 en série par rapport à P2 en

négligeant les puissances supérieures, on trouve :
Si l’on développe

v/ï

mW = me2 -f-\mv ~ -H F

et l ’on voit que l ’énergie relativiste est à ce degré d’ap-
proximation égale à l ’énergie de Mécanique de Newton
aucjmentâ du ternie me2 . 11 ne faut jamais oublier celte
différence essentielle et se rappeler que la Dynamique
classique néglige systématiquement le terme d ’énergie
interne me2.

4. — Autre forme du principe d’Hamilton. Principe de
Maupertuis. — Nous allons montrer que l ’on peut donner
h l’ intégrale d’action d’Hamilton la forme d ’une intégrale
curviligne. Pour cela, considérons un espace abstrait à
4 dimensions formé par la réunion des 3 coordonnées q, du
corpuscule et du temps / . Le mouvement du corpuscule
est représenté dans eel espace par une certaine courbe puis-
que ce mouvement s’exprime par trois relations q< — fi ( t).
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Celte courbe est ce qu 'on nomme dans la théorie de Rela
tivité la ligne d Univers du mobile; le long de cette courbe
chaque coordonnée qr est donc une certaine fonction du
temps.

En tenant compte de l 'expression (17) de l’énergie, l in
tégralc d 'Hamilton peut s’écrire :

9

p(J r»
V pidqi — Wdt ) m

.

les points P0 et Pï étant ceux qui, sur la ligne d Univers,
correspondent aux temps t 0 et t x . Le principe d’action sta-
tionnaire affirme que celte intégrale curviligne est station-
naire pour toute déformation infiniment petite de la courbe
d ’ intégration, les extrémités de la courbe étant maintenues
fixes, ce qui veut dire qu’on ne fait varier ni les époques
initiales et finales, ni les positions initiales et finales.

Dans le cas des champs constants, le principe d’action
stationnaire prend une forme particulière importante. Dans

dFce cas en effet, on a —r— = 0 et par suiteot ot
L’énergie est constante et I on peut donner du principe de
moindre action un énoncé célèbre dû à Maupertuis, énoncé
qui permet de déterminer la trajectoire sans s’inquiéter de
la façon dont elle est décrite par le corpuscule. C’est seule-
ment pour les champs constants dans le temps qu’une telle
séparation entre l’étude de la trajectoire et l ’étude du mou-
vement peut se trouver réalisée; un peu de réflexion le fait
comprendre de suite.

Pour passer du principe d 'Hamilton , toujours valable, au
principe de Maupertuis, restreint aux champs constants, il
faut d ’abord démontrer une formule qu’on nomme parfois
le « principe de l’action variée » . Au lieu de considérer une
variation qui laisse fixer les époques et les coordonnées ini-
tiales et finales, faisons-Ies aussi varier de quantités très
petites 8/ 0 , S tL , (8g(-)0, La variation de l’intégrale d’Ha-
milton est la somme de ce qu elle serait si les limites

dC = 0.

s t m
*w#i

C“2
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ii 'étaient pas variées et de la variation due à la variation
des limites. On a donc :

3

V8 fh£dt = f
t/ Io t/

t 1' SJ?dt -h I Pi$qt — WSi (27Jo
î

car , lorsqu 'on fait varier l 'époque initiale de St 0 et les coor-
données initiales de (8<//)0, 1 "intégrale considérée comme
une intégrale curviligne varie évidemment de :

V - W.8ia< Pf ) 0 lS ,Ji '
1

et elle varie de :
3

V rvi {8<j — w.8/f- < i

i

pour des variations St , et ( Sq, ) , des limites supérieures. Le
premier terme du second membre de (27) est nul d 'après
le principe d’Hamilton ; il reste :

?

8 f 1 £dt = | p{ 8q
«/ *0 I

' 1— WSt 28)
; o

î

Cette fonnule exprime le principe de l 'action variée .
Désignons pour un moment par S l 'intégrale d ’Uamilton

et par l ' intégrale curviligne :

3

J Mo ^
29)vMi

prise le long de la trajectoire du point initial M0 au point
linal M, . L intégrale (29) est l ' intégrale d ’action de Mau-
pertuis; comme dans un champ constant , les formules (21)
ou (2i) permettent d'exprimer la vitesse et par suite les p,
en fonction de l 'énergie constante et des coordonnées q, ,
L intégrale de Maupertuis ne dépend aucunement du temps.
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Nous avons évidemment :

'fiS = S Wdt , (30)

et par suite d une façon générale pour une variation quel -
conque :

L( 11 8Wdt —SS SS (31)WSt

En comparant avec (28), on obtient :
3 w0 »/ IQ

I

vM8S SWdt . (32)I

Si donc nous nous astreignons a faire varier la trajec-
toire en en maintenant fixes les extrémités M„ et Mj. et en
conservant la même valeur de l’énergie, l ’action de Mau-
pertuis est stationnaire : c ’est le principe de Maupertuis.

Prenons pour les r/, des coordonnées rectangulaires; nous
avons :

3v Pid(h = pjx + pvdy -+- p: <h (33)
1

et nous voyons que l ’intégrale Sx possède la signification
invariante suivante : elle est le travail le long de la trajec-
toire du vecteur quantité de mouvement . Elle a donc pour

expression J mvds en mécanique classique et

/ mv
? <ls/1 - P

en Mécanique relativiste, ds étant Pélément d’arc de la
trajectoire.

5. — Les équations canoniques d' Hamilton. — Nous allons
démontrer que les équations de la Dynamique peuvent se
mettre sous une forme bien connue sous le nom d’équations
canoniques d ’Hamilton .
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La fonction JS dépendant des qh des q/ et de t , les équa-
tions (10) nous permettent d 'exprimer les pt en fonction
de ces variables et par suite nous pourrons aussi écrire
en général :

0 = 1, 2, 3) (34)q/ = f t ( qn ph o
les fi étant certaines fonctions que nous saurons calculer
dans chaque cas particulier. Nous pouvons donc prendre les
q{, les pi et t comme variables à la place des q,, des q/ et
de / . Désignons par H (qif pif t) l’énergie exprimée en fonc-
tion des variables q,, pt , t que l’on nomme souvent les varia-
bles canoniques. Nous avons par définition de l 'énergie :

3

V /VA' — £ "7r t )II ( q,, p,, t) (35)
1

où au second membre on doit supposer chaque q/ exprimé
en fonction de q,, p,, à l ’aide de (34).

Calculons les dérivées
déterminée 1 , 2 ou 3.

dll dit où j a une valeurrl
r)p, àq>

3

V 'IL V
; dp,d\\

(36)- q; + : /',• àPiàp,
1 1

= ?/
3 3

d£_ dJ? Y _d/^dq/ dq}

dll djC3

- y P, (37)
àq, àqiàq, àq,

1

àp. d ’après les équations de Lagrange.

Nous avons ainsi obtenu le système des équations cano-
niques d’IIamilton :

dq( dll dpi dll
(i = 1, 2, 3) (38)dtdt dpi dq,
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Il est facile de retrouver le théorème de la conservation

de l ’énergie; il suffit de calculer
cl II
dt
3

Y à\\ dp<_ __ dll
dq, dt

3
dll ô\\ V _^ÎL lin

i dpi dt mdt r)t dt
1i

D’après la définition (35) de l ’énergie, il est évident que
si £ ne contient pas le lemps explicitement, il en est de

à = o. L 'énergie est donc constante.même de il el alors
C’est bien le résultat dé jà obtenu.

Nous allons expliciter les équations de Hamilton dans
l ’une et l ’autre des anciennes Dynamiques.

Prenons d’abord la Mécanique classique avec des coor >

données rectangulaires :
On a :

dt

Pi, = »iV ,n P, = mvx,Px — tnvx,

v2 = v 2 -f- v 2 v 2 =X 1 .V 1 s
• Px + Pu - P:

2 ) 40m2

D’où :

I 1H = — mu2 -f- F 1 />/ + P u H- P:
' ) + F <h' 1 ' 41

Les équations :
dll

dt dp,
sont vérifiées d ’elles-mêmes car on a par exemple :

dlldx P r (42—— . elc.d/L= r
df / / J

Les équations :
dp, dll
df dq.

s’écrivent :
dFdt\r 43elc.
dx
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Ce sont les équations fondamentales de la Dynamique de
Newton.

Prenons maintenant la théorie Relativiste toujours avec
des axes rectangulaires. Nous avons ici :

m.V
'r mv„ mv£

'..44)Pv /1 — /3- ' 1>v /1 — _B2 ' Pl s/ ï — fi2

me2

H = (45;
v/ 1 - fi

II s 'agit d ’abord d’exprimer II en fonction des qi } des p,

et de i .
Or nous avons :

mrv 2

P 2 + Vu + Vz = 1 — fi2

d ’où :
1 æ

(Vx2 + Vu + Vz2) = mm‘2c2 1 — fi2

Ajoutons Limité aux deux membres de la dernière équa-
tion et prenons la racine carrée; il vient :

1 1
p,2 + p,,2 + p/ 147)

v/ 1 - Æ3 me

et :
H(<ù, Pi , t ) = cs/ m2c2 px2 -h p/ Pz + F ( qh t ) . (48)

Nous avons donc :

dll _ _dV^ dit
àq( dq, ’ dpt

CPi Pi=- x/1m /? (49)3V 2..2 + V p(
2nre

1'

dqt r)\\Les équations
ment satisfaites car 011 a bien :

sont encore ici identique-dpi

clx — y/ i — fi2 , etc.m 50)r
fit
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dlldpiLes équations
mouvement dans la Dynamique d'Einstein :

donnent les équations dudq(

d dFmvx 51 ), etc.dt v/ 1 — P* ôx

6. — Les transformations de contact . — Les équations
de Ilamilton s'écrivent en se servant de sept variables : le
temps L les trois coordonnées < p et les trois moments p< .
Supposons que nous remplacions les variables qit par de
nouvelles variables A- (i = 1 , 2, 3) définies par des for-
mules telles que :

Pt = ?k ( ptqt0 m«k = fk ( PiÇit )

Nous n’attribuons pour l 'instant aux «, et A aucune signi-
fication dynamique particulière; ce sont seulement 6 nou-
velles variables. Les formules (52) peuvent s’écrire :

Pu = E* (a,g,0

On a alors le théorème suivant :
« S il est possible de trouver une fonction S («/// / /) telle

que I on ait :

Pu = (53)

3 3

V _ v Pid*i = rfS (54)
i t.

I 1

(le symbole [ dS], désignant la diff érentielle de S obtenue
sans faire varier t ) , alors les variables «/ et A satisfont aux
équations canoniques :

da dlv dp, ôKi ( i = 1 , 2, 3 .(35)dt àPi dt du.

dSavec K = Il — .dt
Pour le démontrer remarquons que l’on a :

• »

dS dS dSl.dS = dS — dt oh= P = Piidu, àq , dt
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et par suite de (54) :
3 3

à>v v}>tdq . — Hdt = f3 .da{ — lldt — c/S -f- ^ dl 57 /

1 î

3

V p .doi . — Kdt — dS
»

î

Considérons maintenant un temps initial / 0 el une posi-
Iion initiale définie par trois (g*)ü t puis un temps final / , el
une position finale définie par trois (//,) L . Envisageons l 'es-
pace a 4 dimensions formé à l aide des 4 variables /.
Le principe dKamilton nous apprend que si le mouvement
du -corpuscule est représenté dans ce! espace par une courbe
G joignant le poinl Mr> de coordonnées l 0 ( qt )0 au point M,
de coordonnées / L , (*/,-), , l ' intégrale curviligne :

» M
3

( V — Ildt )
1

prise le long de celte courbe ne varie pas au premier ordre
si on déforme très peu la courbe C en maintenant fixes les
points M 0 et M ] . On a :

»
3

V i\di ) - o.
i

1

' Mo
Considérons aussi \ espace à quatre dimensions formé à

l ’aide du temps / el des trois variables A la courbe C
correspond dans ce nouvel espace une couibe I\ car à cha -
que point de la première correspondent des valeurs bien
déterminées non seulement des variables (/, et / , mais aussi
des variables p,\ par suite, d 'après (52), à chaque point de
C correspond un point de I\
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Soient («,)0 et / 0 , (<*,) i et 11 les coordonnées des extrémi-
tés de la courbe r. Quand pour appliquer le principe d ’IIa-
inilton on fait varier la courbe C en maintenant ses extré-
mités (ixes, on fait par cela même varier la courbe r, mais
en général les extrémités de celle-ci ne restent pas fixes, car
les valeurs initiales et finales des p, sont en général affectées
par la variation de C et il en résulte une variation des
(a,)0 et des (a,)1 # Nous avons donc :

b
3 3

8 ( V B.da8 (£ Pi dqt — Hdi ) — Kdti

11
* (Q «). I . o l o

3

V 1 I
8 SP{ ?> Z ,

0 0
1

Car *

i.i i
dS = S •

o

Puisque les (q«)0 et les (q,) l sont fixes, on a :

y #- **—Ji du,

i i
8 S »o o

i

Les deux derniers termes de (58) s’annulent donc en rai-
son de (56) et il reste :

la variation du second membre étant aussi effectuée avec
des valeurs initiales et finales fixes pour les Comme le
premier membre de (60) est nul en vertu du principe d ’IIa*

milton , le second l ’est aussi et puisque les variables Pi et
DE HROCLIE. MéCANIQUE ONDUI.ATOIUE. 2
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«, et la fonction K jouent dans la seconde intégrale respec-
tivement le meme rôle que les variables />, et q, et la
fonction II dans la première, on en conclut que les équa-
tions (55) sont bien vérifiées.

En résumé, les changements de variables satisfaisant à la
relation (54), changements de variables nommés « transfor-
mations de contact » , conservent la forme des équations
d’Hamilton à condition de remplacer la fonction II primi -

dStive par la fonction K = II •
ôi



CHAPITRE II

LA THÉORIE DE JACOBI.

1. — L'équation de Jacobi . — Le théorème sur les trans-
formations de contact va nous permettre de retrouver immé-
diatement la théorie de 1 équation de Jacobi. Supposons en
effet que nous ayons trouvé une transformation de contact
telle que K = 0. Alors les nouvelles variables canoniques a,
et A vont satisfaire aux équations d’Hamilton :

du, dA (i = 1, 2, 3) (1)= 0 = 0dt dt

Les ai et les A seront donc des constantes. Or la fonc-
tion K est égale à H — — et les pi sont égaux à —
En exprimant l 'énergie en fonction des qh des p( et de t, et
en remplaçant les /?, par les — ^
équivaut à :

dS
dq{

la condition K = 0ôqi ’

d$ dS" (?, . (2), tàqt

Cette équation aux dérivées partielles du premier ordre
en S est Téquation de Jacobi. Si l’on trouve une intégrale
de cette équation dépendant de trois constantes arbitraires a,,
c’est-à-dire ce qu’on nomme une « intégrale complète »
de l’équation (2), cette fonction S (g„ l ) définira une
transformation de contact entre les variables g,, p, , t et les

, dS
quantités A = — et / , transformation pour laquelle on

O d j
aura K = 0 et par suite :

= C* dS
(3)A = *r = Gto
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D ’où le théorème de Jaeobi : « Si l ’on parvient à trouver
une intégrale complète S (y*, / ) de l’équation aux déri -
vées partielles du premier ordre :

dSdSIl ( qr - ; 4, t
dy, ôl

on aura :
dSdS (o)= APr = — do.dy

les A étant trois nouvelles constantes et les équations (o)
définissant les six y*, p{ en fonction du temps et des six
constantes A donnent complètement le mouvement du
corpuscule. »

2. — Inté grale d’Hamilton et fonction de Jaeobi . — Dans
la théorie donnée ci-dessus des transformations de contact,
les variables A sont six variables dont la signification
dynamique n’est pas précisée. Nous pouvons donc supposer
par exemple que les «, sont des coordonnées, les A étant
des moments. Comme dans la fonction S (y,, a,, /) les «, sont
des constantes, nous sommes alors naturellement amenés à
les considérer comme les valeurs initiales des coordonnées
du corpuscule. Pour préciser ceci, considérons non plus un
seul corpuscule, mais un nuage de corpuscules tous iden -
tiques, placés dans le même champ et sans réactions les
uns sur les autres; le mouvement de ce nuage représente
en somme tout un ensemble de mouvements « possibles »
du même corpuscule dans le champ donné. Le mouvement
du nuage entre Pinstant tQ et Pinstant / a pour effet de
transformer les coordonnées initiales (y,)0 des corpuscules
du nuage au temps t0 en les coordonnées finales ( q f ) de ces
corpuscules à Pinstant t .

Prenons maintenant Pintégrale d ’Hamilton :

— HdtI =
i
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le long de la trajectoire d'un corpuscule de ( qi)0 à g,. C’est
une fonction des g,, des (g,)0 et du temps qui satisfait aux
équations :

dt dl
(6)= — ( Pt )= Pi à ( q< ) oàqf

les (p,-)0 désignant les valeurs initiales des pf . La fonction I
changée de signe définit donc une transformation de con-
tact entre les variables qiy ju et les variables ( qi)0, (p*)o - De
plus la fonction S (g*, (g*)0 , 0 = — 1 satisfait à l ’équation
de Jacobi , car on a :

3

Vf P,drl , )Hdt — (7)S 9i > (9,).. * i
i

et par suite :

dS dS
( 8)— = H ((/,, p( , () ~ — r<àq,

donc :
dS dS= 11 ( 9, . (9)
Ôl dg,

D’après le théorème de Jacobi, les (<p)0 doivent être des
constantes au cours du mouvement , ce qui est conforme à
leur caractère de valeurs initiales des coordonnées, et les
( pi)o doivent être des constantes : ce sont les moments
initiaux.

Fonction de Jacobi raccourcie. — Les a, ne sont
pas nécessairement les valeurs des coordonnées initiales.
On peut aussi trouver une intégrale complète dépendant des
moments initiaux ou même d ’autres constantes. Chaque
fois qu ’une telle intégrale aura été trouvée, on aura :

3.

dSdS
= A = cte (10)Pi = — dadg,

et ces équations détermineront le mouvement .
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Un cas particulier important est celui des champs cons-
tants. Dans ce cas , nous l ’avons vu, l ’énergie est une
constante. En désignant par W celte constante, l ’intégrale
d’Hamilton est :

22

3

/ ( V P ,dq, — wdt j
i

et si l ’on adopte pour fonction S l ’intégrale d’Hamilton
changée de signe, on a :

dS = V\\
d/

D’autre part, si nous posons :
6

J X. Pi dqS . = (11)iI

1

nous avons :
dSdS iS = W t — S (12)i àqt à(]s

Enfin II ne contient pas explicitement le temps. Donc SL ,
qu ’on nomme la fonction de Jacobi raccourcie, satisfait h
l ’équation :

dS'I ( 7, ) = W ( 13)

Si l ’on trouve une intégrale complète de (13), intégrale qui
dépendra de W et de deux constantes arbitraires et a2,
la fonction S = W/ — S! ( qlt au <*2 ) W) sera une intégrale
complète à trois constantes arbitraires alf a2 et «3 = W
de l ’équation complète de Jacobi , et le théorème de Jacobi
nous apprend alors que le mouvement est défini par les
relations :

dSdS i (14)Pi = àq, I

dS, dS dS i- • & = C* - & = C-àW dWàa.„
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Posons — fi3 = / 0 ; la dernière équation donne :

àS
(15)= t — / .

àW

Cette équation . la seule qui contienne le temps, donne la
loi du mouvement , tandis que les deux équations :

âS dS= Ctc, = C“âal àai2

ne dépendent que des q, et définissent la forme de la trajec-
toire. On retrouve la séparation entre l’étude du mouve-
ment et celle de la trajectoire, qui est caractéristique des
champs constants.

4. — Diverses iormes de l’ équation de Jacobi . — Avant
d étudier des exemples concrets, nous voulons expliciter
la forme que prend l 'équation de Jacobi dans la Mécanique
classique et dans celle d’Einstein.

Soit d ’abord la Dynamique de Newton. Pour plus de géné-
ralité , nous supposons que les coordonnées choisies qt son!
quelconques. En Mécanique Newtonienne, l ’énergie ciné-
tique T est une fonction quadratique homogène des
vitesses q/. On a donc :

3
rP fl filW*M 9/ 9i ("Ci = mn-•) i

î

les mki étant fonctions des q, seulement. De (16), on déduit :

3
1£ = T — F = mu 9/ q,' — F ( qr ‘ (17)9 l

1

3

VW = T 4- F = (18)"h, qk’ h' + F ( q-,. , /2
i
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La définition des p{ permet d ’écrire :
3v= > .JmmJh

de (i = 1, 2, 3) (19)9*'Pi =
i

Si nous résolvons les équations linéaires (19) par rapport
aux q j nous avons :i î

3

V'
Ik M (i = 1, 2, 3) (20)9,' Pi.

1

où \ m\ désigne le déterminant formé par les nhi et où g**
désigne le mineur correspondant à l ’élément mki dans ce
déterminant. Posons :

1X1,1 = mui mki = mitc (20)
»» i

Il vient :
3

= mki ( i = 1 , 2 , 3) (21)9,' P*A:
1

En remplaçant les q/ par leurs valeurs (21), on a à la
place de (16) :

3

=1Vni (22)2 /
i

Or, d ’après les propriétés des déterminants :

3 3

=^ mLl/ i n i / ; K l

1 si i = l
0 si i 1

Pki ( 23)I IA- fc
1 1

Donc *

?

= iv n* U Pi Pj
rp • 242 fj

i
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et par suite l ’énergie exprimée en fonction des qif p{ ) t est :
3

i v rn11 Pi Pi H- F (g,- . 0 -H (Qi < Pr 0 = 25)
2 ifj

1

Nous obtenons alors pour équation de Jacobi :
3

1 V „ àS OS
— > m i —,àqt àqj

dS
: 2 0)-h F (</, » t ) — —-

ôt2
i

Dans le cas particulier des coordonnées rectangulaires,
on a :

I
y m ( x'2 + i/2 H- z' 2 ) S) i"\

\ l l \T ==

Par suite mkk — m, — 0, pour k ^ /. On en déduit :
i

mki = 0 pour k l mkk = (28)m

et l équation de Jacobi prend la forme simple et classique :

1 r / cS \ * / àS\* / àS\ni ( * ) +(-ïj) + ( *) i dS+ F ( qr t ) — — • < 2,9 '2m

Passons maintenant à la Dynamique de Relativité. Comme
nous ne ferons pas dans cet ouvrage un très grand usage de
cette Dynamique, nous nous tiendrons au cas des coordon-
nées rectangulaires. Nous avons trouvé (chapitre I, équa-
tion [48]) :

H ( qh p{ , t ) = cs/ m2c2 -+- p 2 -4- py2 + Pz2 + F { qh t) . (30)

Cette expression de II conduit à l ’équation de Jacobi rela-
tiviste •

C y j { dsy / <JS\* ( dS \ *( *) + (^) +{is) OSmV -f- 3lji
ôt

L (
C2 \ ôt

’ dS 2 ,.2 32m*c
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5. — La ionction de Jacobi pour le mouvement rectiligne
unilorme. — Nous allons chercher la forme de la fonction
de Jacobi dans deux cas simples et importants; cela nous
sera utile plus tard. Nous nous contenterons de la Dyna-
mique classique et nous commencerons par le cas du mou-
vement rectiligne et uniforme d’un corpuscule en l ’absence
de tout champ. Alors F = 0 et l’équation (29) devient :

dS \ 2I dS 4
ôx I

dS (332ni à y ôi

On vérifie aisément qu’une intégrale complète est donnée
par la formule :

S ( x , y , z , x0 , yir zu , t ) (34)

m
( x — x0 ) 2 + ( y — Vu)3

"h - — 5„) 2

2/

D’après le théorème de Jacobi, on doit donc avoir :

dS dS m
(35)=T i y — y« ) = p v= PxÔX àyi

dS ?n
dz /

dS dSm / / /
- (x — xft) = G* -r <v — yJ = cte (3(3

àx f f d'Jo! I

dS ni= — ( z — z
( t

) = Gwdz0 i

Les constantes des seconds membres de (36) sont donc
égales aux valeurs constantes de p.r, p u et /u-, et les équa-
tions du mouvement prennent la forme connue :

= *0 H-

Il apparaît que les 3 constantes x0, ÿo, z0 de l’intégrale
complète sont ici les trois coordonnées du corpuscule a
l’instant / = 0.

(37)x — x0 + v x i y = yo H- V
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L’intégrale (34) n 'est pas autre chose que l ' intégrale
d’Hamilton changée de signe. Nous pouvons en effet écrire
l ’ intégrale d ’Hamilton sous la forme :

./>=/ ' ! I
- uiv2dt = — mv2t•) o (38)

Or, on a , puisque le mouvement est uniforme :

x — x0 y — yo * -0 39)= v Vt t t

et :

V 2 = vJ H- V 2 -f- L\2 . 40 .
1 =• 1( x — xo )2 -h ( y — yj2 + ( zt 2

L’intégrale d’Hamilton changée do signe est donc bien
égale au second membre de (34).

On peut aussi dans le cas de l’absence de champ trouver
une intégrale complète de l 'équation de Jacobi où les cons-
tantes arbitraires sont non plus les trois coordonnées ini -
tiales, mais les trois moments ici constants. Voici cette
intégrale complète :

]|V* + PJ2 4- p *S (*, ?/ , 3 . I , px, py, p.) = / (41)

— Pt, y — p:z

dSLes équations — — = px etc., sont identiquement
satisfaites. Quant aux 3 autres relations de Jacobi , ce sont :

1 âS Iæ — Cte = Cle (42)= — PJ —m yàpT à p„

âS I
Z p*9
»• L-àl >:
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Si nous appelons les 3 constantes — x0 , — y0 ) — s0 » nous
retrouvons les équations (37) du mouvement. La fonc-
tion (41) dérive encore de l’intégrale d ’ilamilton, car on a
pour celle-ci à une constante additive près pxX H- pvy -+- pzz— AA7/. Comme l’on a px = mvx, p» = mvy , pz = mvg et

W =|mv2 =
ton changée de signe donne bien encore (41).

Enfin, nous avons vu que dans les champs constants (dont
le champ constamment nul fait évidemment partie), on
pouvait écrire la fonction de Jacobi sous la forme
AAri — S, ( x , y , z , an a3, AA7), S* étant une intégrale de
l’équation (13). Pour mettre la fonction de Jacobi sous cette
forme, nous remarquerons que l ’on peut exprimer l’un des
moments, par exemple p,, en fonction des deux autres et de
AAr, car on a :

1 [ px2 H- py2 -4- pa«], l’intégrale d’Hamil-2m

Pz2 = 2 mW — px2 — pu
2. (43)

En introduisant la valeur de pz donnée par (43) dans
l ’intégrale d ’ilamilton changée de signe, on obtient :

S (z, y , z , f , W, px, pv) — W î — pxX , — puy

— •/ 2 mW — p 2 — p/ ^ (44)

Sx (x, y, s, pxi pyy AA7) = pxx -f- pvy

4- \/ 2 mW — px — pu2 z (45)

Les équations (14) et (15) du mouvement donnent :

P .rZ ~ Cte; (46)= x /2mW Px2 — Pv 2àp.r

e)< PJC: r = Ve;= y — v/2mAV - p 2 - p, 2àpu

dS ms
¥ = * —d\x yv/âmW - - p* - - vJ
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Les deux premières de ces équations donnent les trajec-
toires rectilignes définies par :

x — a?0 y ~ V o z zQ (47)
PzPx Px

La troisième équation (46) définit le mouvement sur la
trajectoire, car elle donne la coordonnée s en fonction du
temps :

I !— ^2 mW — p? — p? ( f — f 0) — — p*(t — t0) (48)z —
t0 désignant évidemment l'époque où z = 0.

L a îonction de Jacobi dans un champ constant et
Prenons maintenant le cas le plus simple après

celui de l 'absence de champ : celui du champ constant et
uniforme. Soient hXy kVy A *, les composantes, partout les
mêmes, de la force. On a :

6.
uniîorme .

_ YF(x, y , z) = — kxx — k„y — k.z = h jc (49)
3 ys

car :
ÔF = kx, etc.'r <>X

L 'équation de Jacobi est ici :

dSy /#5\ *
/ + ' à

dS- 1(-)2m L àx J — Kx — — «,3 = — (50)
du,

Une intégrale complète de cette équation est la suivante :

m_ y (x — x„)sS (x, y, s (51)t' xo’ î/o > zo) = — 2t
rya

11 V yt3 A 2kr (T -h £0) +T * 24m
zygxyz

On vérifie aisément par substitution que (SI) vérifie (60).
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es équations de la théorie de Jacobi donnent d’abord :

V

IdS m
(52)M ;— xo) + "gixPx = dx /

dS #11
= y '/ y») + Y v ;p„ = à y

idS #11 h
2t .— 50) "H ^P5 = d; /

Ces relations sont identiquement vérifiées, car l ’on a dans
le mouvement uniformément accélé ré :

I hyI lcr ^ t 2 (53)y = Pn + Ü 0J,* + -5X = x0 + rorI -h 7 nini

I k; 2— r«%> m
et :

ft.h v + — t (54 ;= lV* -t t n r <•//// 77Îmni

d’où :
1 mm v„= — ( y — »«) + -5- VV x = «»®.= Y (*— X«) J M

# »l
“+" ^ M-Pc — -'o1

c’est-à-dire les relations (52).

Les trois autres relations de Jacobi dS — Cte donnentdo.j

ici :

dS ni
y - C-; (551(x — x„)dx0 <

IdS m
7 (i/ — iO — 7 V = ct0 ;dî/o

IdS ni Cte— 7" (3 3uj 9 ^àz0 1
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Si x0 y0 z0 sont les coordonnées initiales :

dS ÔS
ôx0

' àyQ

doivent être les moments initiaux mv0x, mvou et mv0* , et I on
retrouve les équations (53) du mouvement uniformément
accéléré.

Nous voulons montrer que Vintégrale complète (51) s'ob-
tient à partir de l 'intégrale d 'ilamilton. Celle-ci changée de
signe est en effet :

e (
dzB

» xyzt

Wdt —^ pxdx J (oti)
rya

• co!/o'o0

z t

( 2 mvi — 2 k
*

x ) dl ^ mnxdx
xya xya

z a
0 0

Or, les formules (53) et (54) du mouvement uniformément
accéléré donnent :

1 i,vm !2 - —v i — v î _j_ v î _l_ U 2 = M F*10 / )2t
XVB

et en portant (57) dans (56) on trouve :

» xyzt

I {[ï «2 (-
*' -Wo°

1 A (Y
m !

v— *0 d t i 58)Kxtt
xya xya

hx \ 1v — t ) d x
1 m !

V m ( £L=V t
«o

/La quantité sous le signe
car la dérivée par rapport à l une quelconque des variables

est une différentielle exacte
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spatiales du coefficient de d l est égale à la dérivée par rap-
port à l du coefficient de la différentielle de cette variable
d ' espace : on le vérifie facilement. En effectuant alors Einté-
gration (38) par une méthode bien connue d 'analyse, on voit
de l ’intégrale (58) à la valeur (51). L’intégrale complète (5f)
est donc égale ici encore à l ’intégrale d ’Hamilton changée
de signe.

Comme dans le cas du mouvement uniforme, nous pou-
vons obtenir une intégrale complète de l ’équation de Jacobi
où les trois constantes arbitraires sont les moments initiaux
au lieu des coordonnées initiales. Ces moments initiaux
sont :

(59)Pos = niv02pox = mvox pou = mvou
Si nous écrivons encore l ’intégrale d’Ilamilton changée de

signe en nous servant des formules (54) , il vient :

J-v , p k t)*2m V o x x )/{[ - \ U x x I d l (60)
xyaxya

_ v v,,* -+- M dx
xya

I^i condition d ’ intégralité se vérifie de suite, car on a :

t I J_ V
f)x L 2)7i

- V( Pn.r •+ lc.vl ,î (fil)h\ x
xya xya

- ïd l L— ( Pox + M) = — h T , etc.

et l ’on aperçoit pour l’intégrale (60) la valeur :

S (x, y y z y t , pox, poy , p0 ,) (62)

t y (Pox + M) 3 __ y
G771 h x

y , ( pox + M) x
xya xya
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On peut aisément vérifier (ce qui est certain a priori en
vertu du paragraphe 2 du présent chapitre) que la fonc-
tion (62) vérifie l’équation (30) de Jacobi.

Les équations p{ = — d$> sont vérifiées identiquement
d’après la manière même dont la fonction (62) a été obtenue.

àqf

dSLes équations = Gte nous donnent :

1 ( pox “"h kx t ) 2dS
X = Gte ; (63jàpox 2m K

1 ( Poy + ky t ) 2àS - y = C";

'Aÿ' ^
9dVoy Kzm

i (p02
2àS z = Cw.

!|« jpffPSaMan. r: 5 \C'W =
2mdVoz K

Puisque :
P 20U

2mkx 2mkv 2mk .

sont des constantes, on peut aussi écrire :

v— t + 4 — **;m 2 m

y = C* + Pïï. « + i h.
m 2 m

1 k , „
1— t + -~r — t2;m 2 m

P2
OX P ~

oz

X — Gtc -f - (64)

Po,= Cte -+-
et ce sont encore les équations classiques (53).

Enfin nous allons chercher une intégrale complète de (30)
ayant la forme :

SOr.î/.M.cq.a^W) = Wt — S1(a?lv1*,alla2lW)

Nous savons que la chose est possible puisque le champ
est constant dans le temps. Nous obtiendrons encore cette
fonction (65) en calculant l’intégrale d’Hamilton changée de
signe, mais pour simplifier les calculs, nous prendrons main-

DE BIIOGLIE. MéCANIQUE ONDULATOIRE.

(65)

3
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tenant la direction du champ uniforme pour axe des x. Alors
ky = /;- = 0 et les moments px et p„ sont des constantes.
L expression de rénergie :

1
( pj + P * -+- p 2 ) — Kx (66)W - 2m

nous donne :
px — \/2m (W + fa) — p„- — p/

et par suite l’intégrale d’Hamilton changée de signe est :
(67)

y M* -+- Pvdy -+- p.dz (68)Wt —
— Ptty — PS — f V2m(W= w< -+- &**) — Pu2 — pSdx

1 3/2
2m (AV 4- h je) — p,,2- p?= W t — P» y — P:z — 3mhT

En égalant à (05), on trouve :
S, ( x , y , z 09)a,. W)2 J »

1 3/ 2
2m (W H- /.yr) — p * — p.2= P,,!/ + p,s + 3mhx

Les équations de la théorie de Jacobi sont :

dS, Pu v/2m (W + fc*®) — p * — p? — Cte; (70)= U mkxàp„
dS P= v/ 2m (W -+- kjcj — [ >„- — p? = C,e
dp,

qui définissent la trajectoire parabolique et :

d$, _ 1
(71)— W 4- — p,2 — p,2 — t — to/4dW

ou :
(72)pJ. À’T (/ fy ) p0 >. 4- /4£

en désignant par pox la valeur initiale de p*; c'est la loi bien
connue de la vitesse en fonction du temps (équations 54).



CHAPITRE III

LES IDÉES DE BASE DE LA MÉCANIQUE ONDULATOIRE

1 . Point de dé part. — Le point de départ de Ja Méca-
nique ondulatoire a été de vouloir toujours associer à l ' idée
de corpuscule l ' idée de périodicité de façon à lier insépa-
rablement la conception du mouvement d 'un corpuscule
avec celle de la propagation d ' une onde.

Nous allons d 'abord examiner le cas le plus simple, celui
du corpuscule, se mouvant librement en dehors de tout
champ, et nous allons voir que la liaison à établir entre
onde et corpuscule est alors en quelque sorte imposée par
les principes fondamentaux de la théorie de la Relativité.

Rappelons d ’abord qu 'on appelle système d ’axes (Jali-
léens un système d 'axes rectangulaires qui sont en repos
ou en mouvement rectiligne et uniforme par rapport à
l 'ensemble des étoiles fixes : c’est pour ces systèmes d ’axes
que les équations de la Dynamique sont valables. Le prin-
cipe de l ' inertie, qui est une sorte de définition déguisée,
nous apprend que si un corpuscule n’est soumis a aucune
force, il est nécessairement en repos ou en mouvement rec-
tiligne et uniforme par rapport a un système ( îaliléen
quelconque.

Parmi l ' infinité des systèmes ( îaliléens, considérons-en
deux en particulier. Le premier, par rapport auquel le cor-
puscule possède la vitesse v = Pc , est disposé de façon
que le corpuscule décrive l ’axe oz. Le second , dit « système
propre » du corpuscule, est animé par rapport au premier
système de la vitesse v en grandeur et direction et son axe
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des 3 glisse sur celui du premier système. Nous désignerons
par a*,,, i/o, s0 les coordonnées d ’ un point dans le système
propre, tandis que x , y , z, désigneront les coordonnées d’un
point dans le premier système.

Avant Einstein , on admettait l ’existence d ’un temps
absolu , de sorte qu’un observateur lié au système xyz
était supposé faire usage de la même coordonnée de temps
qu ’ un observateur lié au système propre. Les variables
d ’espace et de temps de ces deux observateurs étaient donc
supposées reliées par les formules du « groupe de Galilée » :

z = z0 vt (1)t = t 0X = X0 y = y0

Les profondes recherches d ’Einstein ont amené à penser
qu’ il faut substituer aux relations (1) les relations suivantes
(groupe de Lorentz) :

Pzoto +2o +a- = x0 y= u,
y/ 1 - F N/ l -

dont on déduit inversement *

Pz
Z — vt c

(3)?/< = y '•« I — y/1 - P2
N/1 - P2

Nous admettrons les formules (2) et (3) sans entrer ici
dans aucune discussion plus approfondie des idées de la théo-
rie de la Relativité, ces discussions sortant du cadre de cet
ouvrage.

Plaçons-nous dans le système de référence x0 y0 z0 , qui
est lié au corpuscule. Puisque notre but est d’associer une
onde au corpuscule, il est bien naturel de supposer que cette
onde a dans le système propre la forme d ’une onde station -
naire, c’est-à-dire que son expression mathématique ne
dépend du temps que par un facteur cos 2 n-v0 (*0 — r0) ; un
choix convenable de l ’origine des temps nous permet d ’ail-
leurs de poser r0 = 0. Nous désignerons la constante v0

par le nom de « fréquence propre » du corpuscule.
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Changeons maintenant de point de vue et plaçons-nous
dans le système xyzy par rapport auquel le corpuscule
possède la vitesse v = Pc dans la direction oz . Le point
essentiel est de déterminer quelle va être dans le système
xyz la forme de l’onde associée au corpuscule. Dans le
système propre, le facteur de phase était cos 2îrvü / tl ; d’après
la dernière des formules (3), il va être, dans le système xyz ,

t-Ü
cos 2 ~v0

\/l — P2

Posons :
c2v = 4-vo (4)

v/ 1 - P2 P

le facteur de phase sera cos 2 TTV ( t — y ). L’onde apparaîtra
donc a l’observateur du système xyz comme une onde
de fréquence v se propageant dans la direction oz avec la
vitesse de phase V. Ceci apparaît comme une conséquence
simple et directe de la façon dont la variable temps se trans-
forme d’après la théorie de la Relativité quand on passe
d’un système Galiléen à un autre.

La vitesse de phase Y de l ’onde associée au corpuscule est
en raison inverse de la vitesse v du corpuscule lui-même ; elle
est infinie dans le système propre où la vitesse du corpuscule
est nulle. Nous avons précédemment remarqué que d’après
la Dynamique de Relativité le mouvement d ’un corpuscule
ne pouvait jamais s’effectuer avec une vitesse supérieure à
celle c de la lumière ; on a donc toujours :

(3;P < 1 Y > c

Le signe d’égalité ne peut avoir lieu que si la masse du
corpuscule est nulle : c est le cas des corpuscules de lumière
ou « pilotons » ; nous y reviendrons.

2. — Autre manière de retrouver les précédents résultats.— On peut retrouver les résultats précédents relatifs a la
phase de l’onde associée a un corpuscule en employant une
méthode un peu plus concrète qui précise cerlains points.
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Puisque dans le système propre Ponde a par hypothèse en
chaque point même fréquence v0 et même phase, on peut
représenter la distribution des phases dans ce système en
imaginant en chaque point une petite horloge et en sup-
posant que toutes ces petites horloges sont synchrones et
de période T0 = Dans le système xyz , chacune de cesvo
horloges sera en mouvement avec la vitesse v = Pc et subira
par suite le « ralentissement » d Einstein. Voici en quoi
consiste ce ralentissement. 1/ horloge a une coordonnée z0

fixe dans le système propre, mais dans le système xyz , sa
coordonnée r augmente de cl dans le temps I . Donc la
variation du temps marquée par l ’horloge est reliée à la
variation du temps l par la formule de Lorentz (4) :

I — P2

= = S t j l - p2* v/ i - P'1

Quand 1 horloge a accompli une oscillation complète, il
s es! écoulé le temps Si0 = Tn = — dans le système propre
et par suite le temps :

K — < 6 )
v/ 1 - P2

r1 0
i- >T (7)

v/ l - P
dans Je système xyz. L’observateur de ce dernier système
attribue donc à l ’horloge une période plus longue que ne le
fait l ’observateur lié à l ’horloge. C’est là le ralentissement
d Einstein .

Passons des périodes aux fréquences. Chaque petite hor-
loge possède pour l’observateur xyz la fréquence :

= V0 s!1 — p2 < v0 (8)

mais en même temps, elle est en mouvement avec la
vitesse v . Nous allons voir que dans ce mouvement elle reste
constamment en phase avec l’onde :

(‘-y)= a cos 2 (9)

les constantes v et V ayant les valeurs (4).
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Pour démontrer ceci, supposons qu ’à un certain instant / ,
du temps / , 1Jhorloge se trouve pour l’observateur xyz en
concordance de phase avec l’onde &; alors :

39

2 ÎTV = 2 7TV , t , (10)y

zL étant l’abscisse de l ’horloge au temps lx . A une époque
postérieure 13, l’horloge occupe la position = s,
-f - v — tA ) ; la phase de l ’onde 'P au point occupé par
l’horloge est 2*rv ( t 2

27rv, /2. Pour qu’il y ait encore concordance des deux phases,
il faut que :

— j et la phase de l ’horloge est

« ( r ) ai)V . tI ‘2

ce qui peut s’écrire en vertu de (10) :

v A ( U — O = v (t2 — f,) — v ~ ( f 2 — * x ) (12)

ou :

v , = v ( 1 — — ) = v (1 — f i2 )

9 J»
Or la relation (13) est bien identiquement satisfaite en

vertu des définitions (4) et (8) de v et de vx .

(13)

3. — Indice de rétraction. Théorème fondamental sur la
vitesse de groupe des ondes — La vitesse de phase V peut
servir à définir un indice de réfraction pour les ondes '1' dans
Je système xyz . Nous définissons cet indice par la relation
usuelle :

r
(14)V

qui donne en raison de (4) :

05)n= P
En introduisant (15) dans la première des formules (4), il

vient alors :

V (16)1 —H — O
V"
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Cette formule peut être considérée comme définissant la
dispersion de l ’espace pour les ondes ^ associées à un cor-
puscule dont la nature propre est caractérisée par la cons-
tante v0. En d’autres termes, si nous considérons l ’ensemble
des mouvements rectilignes et uniformes que ce corpuscule
peut posséder dans le système xyz , la fréquence et la vitesse
de phase de l ’onde associée sont toujours reliées par la
relation (16).

La formule de dispersion que nous venons d ’obtenir con-
duit à un théorème très important. Mais avant de 1 énon-
cer , nous devons définir la notion de « vitesse de groupe » ,
qui a été introduite par lord Rayleigh pour la propagation
des ondes dans un milieu dispersif . Une onde plane mono-

chromatique de fréquence v qui se propage dans une certaine
direction (celle de l ’axe ox par exemple) est représentée par
la fonction :

ixa ros 2 7TV

où n est l ’indice de réfraction du milieu pour la fréquence v.
Au lieu de considérer une seule onde plane monochroma-
tique, considérons un très grand nombre d ’ondes planes
monochromatiques sè propageant suivant ox et ayant des
fréquences comprises dans un très petit intervalle , v — Sv ,
v 8v; c’est ce que nous nommerons un « groupe d’ondes » .

L’une des ondes du groupe pourra se représenter par la
fonction :

x— n (v -|— g) — -f- b (g)a ( v -f - s) de cos 2 - (v + g) t

jg ) < 8v,

où b (e) est une constante de phase. Supposons qu’à un cer-

tain instant Imites les ondes du groupe soient en concor-
dance de phase en un certain point . Il y aura en ce point
une amplitude résultante très élevée . Comme le milieu est
dispersif , c ’est-à-dire que les vitesses de phase des diverses
ondes diffèrent légèrement , les ondes vont se décaler les unes
par rapport aux autres pendant la propagation; néanmoins,
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nous allons montrer qu 'il subsiste un point de concordance
de phase se déplaçant avec une vitesse en général diff érente
de la vitesse de phase.

Soient en effet deux ondes du groupe correspondant à des
valeurs et e 2 de e ([ e, j < 8v; |e2 ( < 8v). D’après notre hypo-
thèse. pour une certaine valeur de x et de t, ces deux ondes
sont en concordance de phase. Faisons varier t de dt et x
de dx; la phase de la première onde varie de :

dx\- 77 (v H- £ , ) dt — x (v c

Or, étant très petit , nous pouvons poser (en supposant la
fonction n(v) continue) :

dn (17)II (v + £ j) =- Il 11') -f- dv e

et par suite en négligeant les quantités du second ordre, la
variation de la phase de la première onde est :

, , dx dn dx
! V S . ï d t I V -h S .) I l (v \ V£ . —;c dv c

De même pour la seconde onde, on trouve :

2-

dn dx
V£„ —dv c

dx2 - (v -h £ .,) dt — (v + e3
) n (v) —1 c

En faisant la différence des deux expressions précédentes,
nous voyons que les ondes seront encore en phase si dx
et dt sont liés par la relation :

n (v) , dxdx J — ( ea — £ , ) va' (v) = 0, (18)(«a — £ i) *~
C c

ou encore :
dxdt = (19)n (v) va' (v) c

Cette relation définit une vitesse U :

/ dx v -1 I
' Ht / T— I l (v j -f- vil' (v)U
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Si l 'on se déplace le long de l’axe des x avec la vitesse U,
on voit toujours les deux ondes s, et e2 en concordance de
phase. Mais comme £ x et s 2 sont arbitraires, notre raisonne-
ment est valable pour tous les couples d ’ondes appartenant
au groupe.

Donc si l 'on se déplace avec la vitesse U le long de l ’axe
des x , on voit constamment toutes les ondes du groupe en
concordance de phase; en d ’autres termes, le maximum du à
la concordance des phases se déplace dans le sens ox avec
la vitesse U; c’est cette vitesse qu’on nomme la « vitesse
de groupe ».

Armés de cette définition, nous allons démontrer le théo-
rème suivant : « La vitesse de groupe des ondes associées
à un corpuscule est égale à la vitesse du corpuscule ».

lïn effet, la loi de dispersion (16) nous donne :

= Vv2 - v02 (21)nv
et :

d ( mr)
(22)/ •» O

V v- —- v0
-dv

Donc d 'après (20) et ( -15) :
(23)U = ne = fie

ce que nous voulions démontrer.

Relations entre grandeurs ondulatoires et grandeurs
mécaniques. — Jusqu ’ici nous n’avons introduit aucune rela-
tion entre les grandeurs mécaniques, masse, énergie, quan -
tité de mouvement , qui caractérisent le corpuscule et les
grandeurs ondulatoires, fréquence, vitesse de phase, indice
de l 'onde associée. Cependant, si nous voulons que les ondes
associées nous servent à comprendre les quanta, de telles
relations doivent exister et, en particulier, nous devons nous
attendre à trouver l ’énergie AV du corpuscule et la fré-
quence v de son onde associée liées par la formule :

W = hv

4.

(24)

o ù h est la constante de Planck, relation que la théorie
des quanta prend comme point de départ.
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D'après la théorie de Relativité, l 'énergie du corpuscule
a pour valeur :

43

mc'~

W = (25)
v/ 1 - P

dans le système xyz . Dans le système propre, sa valeur est .

\V0 = me2 (26)
d '

oii :
W0W = (27)

v/ 1 -V1

La formule (27) permettant de passer de W\, à \V est donc
la même que la première formule (4) permettant de passer
de v0 à v . Nous sommes donc autorisés, puisque les énergies
de corpuscule se transforment lors des changements de sys-
t ème de référence galiléens comme les fréquences des ondes
associées, à lier l'énergie du corpuscule à la fréquence de
l 'onde associée par la relation :

W = hv m
ou h désigne une constante de proportionnalité que natu-
rellement nous prendrons égale a la constante de Planck.

Passons à la ([uantité de mouvement. C 'est: un vecteur
porté dans le sens de la trajectoire et qui a pour valeur en
dynamique relativiste :

m v
(29)P v/ 1 - F

En comparant (20) avec (25), on voit que la longueur de
ce vecteur est égale à :

W
(30)[Pl : r.

C"

c*

Remplaçons AV par hv et — par V ; nous pouvons dire
que la quantité de mouvement est un vecteur dirigé dans
le même sens que la vitesse de phase V et de longueur :

hv hv
( 31IPI = n .

Y c
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Il est intéressant d ’introduire aussi ici la longueur
d ’onde A de ronde associée en posant comme d usage :

V 32A = - i
V

Alors, la formule (31) donne :
h 33)j
A

Principe de moindre action et principe de Fermât . —
En résumé, à un corpuscule de masse m se déplaçant dans
une certaine direction avec une vitesse v = fie , on doit asso-
cier une onde de fréquence :

5.

me2

h ^ I — fi2

se propageant dans la même direction avec la vitesse de
phase :

c2c
V = f̂i v

La longueur d ’onde est :

h h y/ i — f i 2
mvP

et la vitesse du groupe est égale à v.
Quand fi2 est négligeable devant Limité (Mécanique de

Newton), il est suffisant de poser :

h! mv2 < *.l À =me2 -h —-•)hv = mv

Il faut faire, pour terminer, une importante remarque.
Dans un milieu d ’indice n , les rayons au sens de l ’optique
géométrique sont définis par la condition suivante (principe
de Fermât) : « Le rayon qui passe par deux points A et B doit
avoir une forme telle que l 'intégrale curviligne :

~ cil = Z-
c J A

r
«/ A

I l (U
\
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soit minimum » . Ici , l ' indice n est constant dans Y espace;
le principe de Fermai revient donc h dire que le rayon joi-
gnant A à B est la courbe de moindre longueur, c’est-à-dire
la ligne droite. Les rayons sont rectilignes et les ondes

vplanes. Le point important à noter est que, -y étant égal à
p-jp* l ' intégrale de Fermât peut s’écrire :

iyVdr -4- pydy 4- psis )

let l ’on voit qu elle est identique, à la constante près, à
l ' intégrale d’action de Maupertuis. Nous voyons poindre une
analogie entre le principe de Maupertuis pour le corpuscule
et le principe de Fermâ t pour les ondes associées.

Dans ce chapitre, nous n’avons établi la liaison entre ondes
et corpuscules que dans le cas très simple de l’absence de
champ. 11 va falloir chercher à généraliser cette liaison dans
le cas d 'un corpuscule se déplaçant dans un champ. Pour y
parvenir, nous nous appuierons sur l 'analogie entre le prin -
cipe de moindre action et le principe de Fermât que nous
venons de signaler. Cela nous oblige à étudier d’un peu plus
près la question de la propagation des ondes.



CHAPITRE IV

GÉNÉRALITÉS SUR LA PROPAGATION DES ONDES

1. Propagation des ondes dans un milieu homogène et
Nous nous placerons d ' abord dans le cas lepermanent.

plus simple : celui de la propagation des ondes dans un
espace homogène et à propriétés permanentes. C'est le cas
par exemple de la propagation usuelle des ondes lumineuses
dans un milieu réfringent homogène. Les conditions de pro-
pagation sont alors caractérisées par une certaine grandeur
constante dans I espace et dans le temps : l ’indice de réfrac-
tion n. Si c désigne la vitesse constante de la lumière dans
le vide (c = M. IO10 c.g.s.), l ’équation de propagation des
ondes a le plus souvent la forme bien connue :

o-v O1* ÔH' iv d 2^
c2 d PAM' = Odx2 dif dz 2

Nous appellerons « onde sinusoïdale simple » ou encore
« onde monochromatique plane « une solution de l'équa-
tion de propagation ayant la forme suivante :

'1' U*, y , z , t ) = d cos -- V )f- yz )vt -

a est une constante dite l 'amplitude de l 'onde, v une autre
constante dite la fréquence de l ’onde, «, P , y trois constantes
satisfaisant à la relation qui lie les cosinus directeurs d ’ une
même direction : a2 + P2 + y2 = I . On appelle « phase »
de l 'onde monochromatique plane la quantité :

HV ,— fax -H Py -H yz )c
<]> ( x . y , z , t ) = w 3)
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J 1 est aisé de vérifier que Tonde plane monochroma-
tique (2) est bien une solution de l/ équation f l ); on a
d 'abord :

d 2& — 4 -Vd> ,
dt*

ce qui permet d 'écrire l ’équation ( I ) sous la forme :
r o o -»4 77-trv-Ad> + — 0. (4)c2

De plus :

4 ira»V d2d' / o *> •*4 7T"M-V
;

dr2 c2 ày* c2

4rrù' y2'kde" c2

et en raison de la relation admise entre a, P et y , Téqua-
tion (4) est bien vérifiée.

Posons :
î t v •— (aa? -h fty + yz ) .
C

<I> , ( x , y , z , / ) = (6)

A un instant donné, la phase (3) sera constante sur les
Py H- yz = Gte. Ce sont les plansplans (l > = Ct0 ou «.x*

d ’égale phase ou plans équiphases. Les quantités «Py sont
les cosinus directeurs des normales a ces plans. Quand le
temps s’écoule, les valeurs de phase <!> progressent dans
l 'espace en passant d’un plan équiphase à un autre. On
peut dire que la phase se déplace dans la direction apy ,
qu’on nomme la direction de propagation de Tonde. Les
droites parallèles définies par les cosinus directeurs «, P ,
y sont les « rayons » de Tonde et Ton peut aisément cal-
culer la vitesse de phase, c’est-à-dire la vitesse avec laquelle
il faut se déplacer le long du rayon pour accompagner
constamment une certaine valeur de la phase. Si L’on désigne
en effet par dl l ’élément de longueur compté le long du
rayon, on a :

(7)dl = adx -h Bdy ydz
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et la variation de la phase d> pour des valeurs données de
di et de dl est :

nvr/<I> = vdt dl . ( 8 .
c

Cette variation sera nulle si nous nous déplaçons le long
du rayon avec la vitesse :

dl cy = — (9)dl n

V est la vitesse de la phase.
La longueur d ’onde A se définit d’une façon analogue :

c’est la longueur qu’il faut parcourir à temps constant sur
le rayon pour faire varier la phase de Limité, ce qui rend
a l ’onde '1' sa valeur primitive. On trouve de suite :

A = — V
(10)nv

2. — Dispersion. — Dans ce qui précède nous avons sup-
posé que n était une constante, mais il arrive fréquemment
que dans l ’équation de propagation écrite sous la forme (4)
l ’on doive attribuer à l ’indice de réfraction n une valeur
dépendant de v; en d’autres termes, dans cette équation (4) ,
n, bien que ne dépendant pas des variables xyzl , est
variable avec la fréquence v de la solution sinusoïdale simple
envisagée. On dit alors qu’il y a dispersion , et la relation
qui exprime n en fonction de v est appelée la loi de disper-
sion. Ce cas se présente en particulier quand l’équation de
propagation , sous sa forme générale, au lieu d ’avoir la
forme (J ), a par exemple la forme :

vT 1 d2M>
A4r r = K4> (K = Ct0) (11)dec2

Car alors en substituant la solution (2), l’équation (11) peut
s’écrire :

/ 4 77~V“A* + —7' C" — K ) '1' = 0 (12 .
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et pour retrouver réquation (4), il faut poser :

Kc3

n* = 1 — (13)= / (v)4 JTV

n est bien alors variable avec v.

3. — Trains d'ondes et groupes d'ondes. — L onde plane
monochromatique doit en un certain sens être considérée
comme une abstraction, car elle remplirait l’espace tout en-
tier et subsisterait de toute éternité. En réalité, une onde
occupe toujours une région limitée de l’espace à un instant
donné et, en un point donné, elle a toujours un début et
une lin. Une onde ainsi limitée en tous sens est ce qu’on
nomme un « train d ’ondes ».

Pour représenter un train d ’ondes, on considère non plus
une seule onde plane monochromatique, mais un ensemble
d’ondes planes monochromatiques

'ï' ( x , y , 3, t) = V a (v , a , /3, y) (14)

nv
COS 2 77 ( ax -h py + ys) -f- A (v, a , /3 , y )

cv t —
le terme A servant a indiquer que les différentes ondes mono-
chromatiques ont en général des phases différentes. Si a ,
P , y sont toujours supposées liées par la relation a2 + fi 2

-h y - = I , il résulte des calculs faits plus haut que cha-
cune des ondes monochromatiques satisfait l ’équation de
propagation et , comme cette équation est linéaire, la somme
des ondes monochromatiques est aussi une solution.

Au lieu de considérer une somme d’un nombre fini de
termes, on peut aussi considérer une intégrale :

indvdoc dp a (v , z , p) ( 13)^ (x , y , 3, t ) =
nvcos 2 77 I v t ( ax + py -f- yz) -h A (v, a , P )
c

4DE BROGLIE. MéCANIQUE ONDULATOIRE.
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avec a2 -f- fP -f- y2 = J . Bien entendu, si n est fonction de v,
on doit dans les formules (14) et (15) regarder n comme une
abréviation pour n (v).

Pour préciser comment on peut représenter un train
d 'ondes par une somme d ondes planes monochromatiques,
nous considérons le cas suivant : soit un train se propa-
geant dans une direction que nous prendrons pour axe
des s et qui puisse se représenter par la fonction :

nv
'1' (x, y , s, t ) ~ A (x, y . z , t ) cos 2 K (16)vt —

avec un choix convenable de l 'origine du temps. Nous sup-
poserons de plus que la forme de notre train d 'ondes est
symétrique par rapport à la direction des s, c’est-à-dire que
la fonction A est une fonction paire des deux variables
x et y :

A(— x, y , z , 0— A (x, y , z , t )

A (x, — i/, zy 0— A(x, y, t )

ri7)

Le train d ’ondes étant par définition limité dans l ’espace,
la fonction À ne sera diff érente de zéro (pour une valeur
donnée du temps) que si les variables xyz sont respecti-
vement comprises entre des limites xx et x2, ÿ i et y2, z- i et s2 -
Ces limites déterminent le domaine d’extension du train
d’ondes dans l’espace. Pour simplifier encore un peu l ’ana-
lyse, nous admettrons que dans le domaine occupé par le
train d ’ondes à un instant donné la fonction A est sen-
siblement constante sauf sur les bords où elle tombe rapi-
dement à zéro; en d’autres termes pour une valeur donnée
de yz et f , la fonction A considérée comme fonction de x
seulement nulle' pour x < x1 passe rapidement de zéro à
une valeur constante au voisinage de x = xu reste ensuite
constante jusqu’au voisinage de x = x2 , puis retombe rapi-
dement à zéro (fig. 1).

La variation en fonction de y et de s est du même type.
En résumé notre train d ’ondes peut, dans la plus grande
partie de son domaine d ’extension , être confondu avec une
onde plane monochromatique mais il en diffère naturelle-
ment sur les bords de ce domaine.
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Par définition , nous appellerons « groupe d'ondes » un
ensemble d’ondes planes monochromatiques de fréquences
et de directions de propagation très voisines. Nous nous
proposons de démontrer qu’il est possible de représenter,
par un tel groupe d’ondes, le train d’ondes étudié sous
la condition expresse que les dimensions du train d’ondes

A

1
X 2 XX 1

Fie. I .

dans l ’espace soient grandes par rapport à la longueur
Q

d’onde — et que sa durée dans le temps en un point fixe

soit grande par rapport à la période — •

En raison de la sym étrie autour de l ’axe des s admise
pour le train d’ondes, si l ’on parvient à le représenter par
un groupe d’ondes, ce groupe sera de la forme :

ri8)

(v + e) . w (v + e)lcos 2 77 1 7.X —1- ftlj S) —h A I £ , 7 , f$ )(v 4- £ J t — c

Nous avons écrit z et non yz parce que, a et P étant très
petits, y = sf\ — ô5 — B2 ne diffère de l’unité que par des
quantités du second ordre.

Or , en se bornant aux quantités du premier ordre, on a

d'(nv)
dv '(v H- e) X n (v + e) = v X n (v) + fl9)
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et l 'argument du cosinus dans (18) devient :

v . n (v)2 77 r vt (20)(«r -h pij + z)
c

d( nv )
H- A (e, a , /3)

dv "

En employant la formule cos (a H- b )= cos a cos b — sin a
sin on peut écrire (18) sous la forme :

» + */3»+ *h y >+ ^2

/v • n (v)
de « (e , a , /3) (21,cos 2 7: da dpvt — C

c/ — »/ , « — »/ •. * — %

d (nv) v • n (v)
te . P I-cos 2.T (ax + j5y) -J- A (c ,

dv C

,' + nt /-» + *»3 /»+ ^3

I J da I dp I de a U , a .P )
« — >?, « — »/2 '

v • n (v)2 rr £vt— sin
c

d (nv) v • n (v)
T T L ( l - Usin 2 ( ax -H yS|/) -H A (e, a , /5) I .dv dv

Pour identifier cette expression (21) du groupe d ’ondes
avec l 'expression (16) de notre train d’ondes, il faut d’abord
annuler dans (21) le coefficient du sinus. Pour y parve-
nir nous supposerons que la fonction A a même valeur
pour toutes les ondes monochromatiques du groupe et nous
pourrons dès lors poser A =.0; puis nous prendrons pour
a (s, «, ft ) une fonction paire des trois arguments e, a, P. La
parité par rapport à a et P correspond à la symétrie du train
d’ondes autour de oz; la parité par rapport à £ correspond
à une symétrie de composition spectrale du groupe par
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rapport à la fréquence centrale v . Pour achever l 'identi -
fication , il suffit de poser :

» + v,
/ * /• — >/2 « —

*+’h
de a (e , et , /J)daA (x , y , s, t ) = 22 ï

* - v,

f £ ( d ( nv ) v -n (v)f )cos 2 (a® + Æîf)t — dv c

L'expression (22) quand elle est exacte, c'est-à-dire quand
le train d’ondes peut bien être représenté par un groupe
d'ondes, permet de retrouver la vitesse de groupe de
Rayleigh . Considérons, en effet , une droite parallèle a la
direction des s; quand on se déplace de àz sur cette droite,
on est accompagné par une valeur constante de l 'ampli-
tude A , si l'on met pour franchir l 'élément dz un temps
égal à :

I d (nv) 7— dz .dt = dv

On peut donc considérer au degré d'approximation que
nous employons ici (x) , que 1 amplitude résultante du train
d'ondes se déplace en bloc dans la direction des z avec la
vitesse U définie par la formule :

I I d ( nv )
(23)U dvc

C’est bien la vitesse de groupe précédemment introduite .
Q

Si n ne dépend pas de v, on a U = — la vitesse de groupe
se confond avec la vitesse de phase.

Donc, quand (22) est valable, A ne dépend de z et de L

que par la combinaison / — et il est naturel d'introduire
IJ

( I ) En réalité pour des temps suffisamment longs, un train d’ondes a
toujours une tendance à s’étaler. Des calculs plus rigoureux faits au cha-
pitre XIII le montreront clairement.
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la variable z = z — Ut . Pour une valeur donnée du temps,
z mesure à une constante près la coordonnée s et si 2/
et 2/ sont les valeurs de 2 correspondant à l ’avant et à
l’arrière du train d ’ondes, on a :

2/ — z2' = zx — z2 (24)

11 est facile de voir que le groupe d’ondes (22) est symé-
trique en 2' comme il l ’est en x et y. Nous pouvons
maintenant écrire (22) sous la forme :

+ %

d e a ( e , a, /9)
/ * 1 V 1 , » T'/2 •/ Ar / d(3 /

c — fit * ~ V2 ~ V3

(23)A Çr , ?/ , 2'; =

nv
COS 2 7T VT -' H (a* + Pv) IU c

Si l’on décompose le cosinus en une somme de produits
de sinus et de cosinus, la seule intégrale non nulle sera
celle qui portera sur un produit de trois cosinus et cela
en vertu de la parité de a (s, a, (3) . Si donc nous posons :

c (s, a , /3) = 2a ( e , a , /3) (26)

il viendra :

C’est de cette façon que A doit pouvoir s’exprimer pour
que le train d ’ondes puisse être représenté par un groupe
d ’ondes. Mais quand est-il possible d ’exprimer A de cette
façon ? Voilà la question qui se pose.

La théorie des intégrales de Fourier nous apprend que
sous des conditions très générales une fonction f ( x , y , z )
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00

qui est paire par rapport aux variables xyz peut se mettre
sous la forme :

fV IV I
« 0 « • 0 t' o

» + OC

dv p (À , p , i') (28)I (*> y> z ) =

•os Ax cos / i f / cos v z

avec :
-p <x>

dz [ (:r, î/ , 3)

» + x

iW dx dy (29)P (A. , /t , v) =
— oc« — oc — X

cos Ax cos cos vs.

Par conséquent la fonction A (x, i/ , z ) paire par rapport
aux variables xyz peut s'écrire :

fV jV f
« o » 7 0 t/ 0

+ x

ds c (e , a . /?)A (x, y , 2'j = (30)

2-0 m» nv „s' • cos 2 " ax • cos 2 »cos
ü c

avec :
% + x » + oc 1+ 00

ds' nv nv— dy A (x , y , s') (31)c (s , a , /2) = 8 — dxU c
ty — oo I — cv t — (X)

2-c «v nvr P yZ' • COS 2 TT ax • cos 2 TTcos U c

Mais pour pouvoir représenter notre train d'ondes par
un groupe d 'ondes, il faut pouvoir identifier (27) et (30)
c 'est-à-dire réduire dans (30) les intervalles d 'intégration
en a, /3, e aux très petits intervalles 0 — yu 0 — f/2, 0 — *i3

Pour cela, il faut que la fonction c (e, a, /?) définie par (31)
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soit nulle en dehors de ces très petits intervalles. Or. par
hypothèse, A est sensiblement constant pour x1 < x < x2 ;
yi < y < y2 ; z± < z < z2 et est nul en dehors de ces inter-
valles. Si dans la formule (31) nous considérons 1 intégrale
en x , nous avons :

56

/ ‘ A ros 2- axdx (32)c (e , a , /3) = Ctn

avec A sensiblement constant. Quand le cosinus a un grand
nombre de périodes dans l 'intervalle x1 — x2 , c (s,«, /3) est
sensiblement nul. Pour que c ait une valeur sensible, il
faut donc avoir :

(X j X 1
A

(33)

où le signe signilie « de Tordre de ». Pour que la con-
dition (33) soit équivalente h beaucoup plus petit que I , il
faut que Ton ait :

(34)A beaucoup plus petit que xA — x2

La dimension du train d'ondes dans le sens des x doit
être très supérieure à la longueur d’onde moyenne A. On
trouve le même résultat pour la dimension parallèle à Taxe
des y .

Pour la direction des on trouve :

rv 1 (35)u <**' U

et pour que Ton ait e beaucoup plus petit que v, il faut
avoir :

U = UT (30)— -2 » —V

Le produit UT n 'est pas en général égal à la longueur
d 'onde VT, mais souvent les deux quantités sont du même
ordre. On peut alors dire que le train d ’ondes est repré-
sentable par un groupe quand toutes ses dimensions sont
grandes par rapport à la longueur d’onde.
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Le temps mis par le train d 'ondes pour passer tout entier
en un point fixe est évidemment :

Z l Z2 . 37)t - *= = U

Ce temps, d 'après (36) , doit être très long par rapport à
la période.

D’après (33), (35) et la relation analogue pour y , les quan-
tités :

»/2 /

T ( y Va - N

F (*‘ “ *2 )— vJ— x2 ) t (‘I
A

doivent être au moins de l 'ordre de Limité. Appelons vec-
teur « nombre d’ondes » pour une onde plane monochroma -
tique un vecteur dirigé dans le sens de la propagation et
de longueur égale au nombre d ’ondes par centimètre
ses composantes sont :

a *.= I (38)

En raison des hypothèses faites sur a, fi et y , les varia-
tions maxima de Dty et 9Lg correspondant aux diverses
composantes monochromatiques du train d ’ondes sont :

8.-n, =i !fn. = f (39)

*(T)s;w- = 5 (T) Va
dv 'h U

Posons :

OC ^ 3 2 (40)S y = V i — yi i z = ~1 Z'2

Ce sont les variations maxima des coordonnées dans
l 'étendue du train d ’ondes. Avec ces notations on peut
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donc écrire les inégalités valables en ordres de grandeur :

58

Sdlu X Sy > 1X Sx > 1

S9lz X Sz > 1 (41)

Enfin , désignons par :

ht = tx — t 2 (42)

la durée du passage du train d ondes en un point fixe et
par Sv la quantité y3 variation maxima de la fréquence
dans le groupe, on a d 'après (35) et (37) :

Sv • St > 1 (43)

Nous verrons plus tard l 'importance des formules (41)
et (43) dans la théorie de Bohr et Heisenberg.

4. — Propagation dans un milieu permanent non homo-
gène. — Jusqu’ici nous avons supposé l ’indice indépendant
de x , y , z . Maintenant nous allons supposer que n est fonc-
tion de xy z tout en étant constant par rapport au temps.
C ’est le cas qui se présente en optique pour les milieux
réfringents non homogènes. Généralement l ’indice est une
fonction de la fréquence; les milieux réfringents non homo-
gènes sont généralement aussi dispersifs. L’équation de
propagation des ondes sinusoïdales simples sera ici :

4 7T2V2

n* ( x , y , z) = 0 (44)A\P + c2

Envisageons la solution sinusoïdale :

'1'= ci ( x, y , z ) cos 2 77 [ vt — ^j (x, y , z ) ] (45)

a est l ’amplitude maintenant variable d’un point à un autre.
La quantité :

(40)<I> (x, IJ , Z, t) = vt — $!(*, y, Z )
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est la phase toujours linéaire en t mais qui n’est plus linéaire
en xyz. Substituons (45) dans (44); nous obtenons :

t O •>4 77' V ~

59

d0>
4 ~2 a "V ( y n2 aAn — (47)ôx c

xy3

, V à®l àa
** Æ» dr

ros 2n- (vt — <!> , ) + + 2-aAd> i

sin (vf 4\) = U

Cette équation devant être constamment réalisée, les coef -
ficients de sin 2 TT [W — <DJ et cos 2 ~ (vt — $x ) doivent être
nuis séparément, ce qui donne :

o nn~v~d<L> 1 Aa2 ( i (48)dr c2 4 -- a
xy»

Y d<i> dai
"I — a Ad* . — 0

2
(49)idr dæ

XÎ/3

Par définition
un point est la quantité :

nous dirons que la longueur d 'onde en

1
(50)A = dd\

àl

où cil désigne l ’élément de longueur porté normalement à
la surface = Ct au point considéré . Cette longueur A
est ici variable d’un point à un autre . Cette définition con-
tient d ’ailleurs bien la définition usuelle dans le cas où n
est une constante, car alors les surfaces :

nvd> 1 = — (a* + ftyc + ys) —- C, e

sont des plans dont la normale a pour cosinus directeurs
«Æy et :

dd> tî v V]

d/ Vc
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Comme dans le cas des milieux homogènes nous appelle-
rons surfaces d’égale phase ou équiphases les surfaces
<]>! = Cte, qui ici ne sont plus en général des plans. Les
courbes normales à ces surfaces sont encore appelées les
« rayons » de l 'onde et nous nommerons vitesse de la phase
V ( x , y, z ) la vitesse avec laquelle il faut se déplacer à par-
tir du point XJJZ le long du rayon pour accompagner une
valeur constante de la phase. La valeur de Y se calcule aisé-
ment ; si I on franchit l 'élément dl de rayon pendant le

temps dt , la variation de la phase <I> est : vdi
et pour que cette variation soit nulle il faut se déplacer
avec la vitesse :

à<b dl
dl

dl V = v • À ( x , y, z) . mi)V .
dt âd>

' 113dl

La fonction (4Î>) peut alors être mise sous la forme :

fd l
V ./ T'1' == a (JC, J J , z ) cos -TT ;52)vt —

l'intégrale étant prise Je long du rayon qui passe au
point M (.x , y , z ) considéré, depuis une certaine surface équi-
phase prise pour origine des phases jusqu’à M. Mais en
général la fonction Y ( x , y , z ) n 'est pas connue a priori et
sa détermination exige la détermination des fonctions
a (x , y , z ) et <I)

1 (x, y , z) au moyen des équations aux déri -
vées partielles simultanées (48) et (49).

Néanmoins il y a un cas très intéressant où la détermi-
nation de Y et de dh se fait immédiatement sans qu’il soit
besoin de calculer a ( x , y, z ). Ce cas est celui où à l’échel le
de la longueur d’onde, le milieu peut être considéré comme
homogène et 1 indice de réfraction comme constant. Nous
aurons alors :

âa âa—— À
âa

(53)A « a < a
âx à ]j ôz

â2a Aa • A2 « a
ôx
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La dernière inégalité (53) jointe à la définition (30) de A

nous montre que dans réquation (48) le terme
est négligeable devant :

1 An
4 TT rt

v / y
Zj\ ôx J

I
A2

xy»

De même en multipliant 1’équation (40) par A2 et en tenant
toujours compte de (50) il vient :

Ôd I
A2 A<I> . = 0 (54)Irt ôl

et dans (34) le premier terme est négligeable en vertu
de (53). Finalement le système (48)-(49) peut s’écrire :

/ à*\' ôl J
nV A<I» . • A2 = 0. (33)c2

Nous poserons donc d ’après (31) :
Yc1' cV (x , y , 3) = (5G)n tlv1’I

ôl

La seconde équation (55) est alors nécessairement vérifiée,
car <1\ est , d’après (56), sensiblement linéaire en xyz à
l ’échelle de la longueur d’onde et les quantités telles que
d2<h i

• A2 sont négligeables.

La formule (52) nous fournit donc ici la solution approxi-
mative :

ôx-

- J*)'F (x , y , z , t ) = « ( x . 7j , z ) cos 2- ( vt — (37)

et en somme la détermination de dq se fait a priori (puisque
n ( x , y , z ) est donné) sans avoir à s’occuper du calcul de
a (z, y , z ) .

Quand l’approximation précédente est suffisante, on dit
que l’optique géométrique est valable. On peut dire alors
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qu 'a J échelle de la longueur d ’onde, l ’onde est plane et
monochromatique, mais, pour des étendues comprenant de
nombreuses longueurs d’ondes, il y a une variation progres-
sive des conditions de propagation et cette variation se
traduit h cette plus grande échelle par une variation de
l ’amplitude et une forme non linéaire de la phase.

Construction des ondes-enveloppes et principe de
Fermât . — Supposons réalisées les conditions d ’application
de l’optique géométrique et voyons comment on peut alors
étudier la propagation d ’une onde. Connaissant une surface
d ’égale phase, on pourra en construire d’autres infiniment
voisines en décrivant, autour de chaque point M de la sur-
face donnée, une sphère de rayon eV (M) où e est une cons-
tante infiniment petite et où A* (M) est la valeur de A’ au
point M. Les deux nappes de l ’enveloppe de ces petites
sphères sont des surfaces d’égale phase, car ce sont les sur-
faces sur lesquelles, aux temps / — e et t + e, on trouve
la valeur de la phase qui est réalisée au temps t sur la
surface donnée. Les deux droites qui joignent chaque
point M aux points de contact, entre la sphère dont il est le
centre et son enveloppe, sont des éléments de « rayon ».
En procédant ainsi de proche en proche, on peut construire
toutes les surfaces équiphases et du même coup les rayons
de l ’onde sont déterminés comme limites de lignes indéfi-
niment brisées.

La méthode précédente, connue sous le nom de « cons-
truction des ondes-enveloppes » permet de démontrer une
proposition que l’optique géométrique admet comme un
postulat : le principe de Fermât. D’après ce principe, tout
rayon passant par deux points À et B de l ’espace est tel
que l’intégrale curviligne :

5.

f B n d l
JA V JA C

(58)

prise le long du rayon de À en B soit stationnaire. Dans la
théorie des ondes, ceci signifie que le temps mis par la
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phase pour aller de A en B est minimum le long du rayon.
Pour démontrer cette proposition , considérons la surface
d'égale phase ( x , y , z ) = cx passant par A et la surface
d 'égale phase d>x ( x , y , z ) = c2 passant par B, puis imagi -
nons toutes les surfaces d ’égale phase intermédiaires entre
les deux précédentes ( x , y , z) = c avec des valeurs infi-
niment voisines de c s' intercalant entre cx et c2. Le rayon
allant de A à B peut être regardé comme formé de petits
segments rectilignes normaux aux surfaces infiniment voi-
sines dh = c . Toute courbe variée infiniment voisine du
rayon est formée de segments rectilignes infiniment petits
ayant le caractère qui vient d ’être défini et d 'au moins deux
segments rectilignes non normaux aux surfaces d’égale

phase qui passent par leurs extrémités. La quantité —
prise le long d’un segment de la première espèce sur la

courbe variée est égale à la quantité -y prise le long du

segment correspondant du rayon; en effet, les deux éléments
d l sont normaux aux surfaces = c et d>1 = c H- de pas-
sant par leurs extrémités et l’on a pour les deux :
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dl 1 dd)

V 01
dedl = —y

Si l 'on compare au contraire un élément de la courbe variée
non normal aux surfaces équiphases infiniment voisines avec

dl1 élément correspondant du rayon , la quantité -y * est plus

grande pour le premier que pour le second, car la perpen -
diculaire est plus courte que toute oblique. Le principe de
Fermât se trouve ainsi démontré; pour la théorie des ondes,
ce n 'est plus un postulat, c 'est un théorème, mais valable
seulement quand l’optique géométrique est applicable.

6. — Les groupes d'ondes dans un milieu permanent non
homogène. — Nous devons maintenant nous demander com-
ment doit se généraliser la notion de groupe d ’ondes dans le
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cas des milieux permanents non homogènes. Quand l'op-
tique géométrique est valable . La fonction 3^ obéit alors à
l 'équation :

&)' + (3W&)'
n on~v

(59)\ c2

Cette équation est souvent appelée l ’équation de 1 optique
géométrique . La surface d'égale phase qui sert de point de
départ dans la construction des ondes-enveloppes fait partie
d ’ une famille d'intégrales complètes :

d>x Or, y , a, b ) = C,e (00)

de 1 équation (69) et les surfaces équiphases qu ’on en déduit
par cette construction appartiennent à la famille (60) , la
constante du second membre variant seule quand on passe
d ’ une surface à une autre . Donc pour une propagation déter-
minée, les surfaces équiphases forment une famille à deux
paramètres. Dans le cas particulier des milieux homogènes,

fl\r
on a : = — (ax -H f3y -f- yz ) ; les deux paramètres a

C

et b sont alors les cosinus directeurs « et /?, si l ’on prend
toujours y = \Z 1 — a‘ — Æ2.

Envisageons un groupe d ’ondes constitué de la façon sui -
vante : il comprend une infinité d'ondes sinusoïdales sim-
ples de fréquences comprises dans le très petit intervalle
v — Sv, v -l- Sv pour lesquelles les deux paramètres a et b
ont des valeurs comprises dans les très petits intervalles
a — 3a , a -4- 3a , et h — 3b , b -f- 36 . Supposons qu ’à l ’ ins-
tant l 0 toutes ces ondes se trouvent en concordance de phase
au point x0 y0 z0 . Comment va se déplacer ensuite cet état
de concordance de phase? La fonction CI\ dépendant de V,
dépend en général de v, et pour que les ondes du groupe
soient toutes en concordance de phase à l ’instant tQ au point
xoy0z0 , il faut avoir :

[(
.4r), c,a + (^r )odb + (4r). dv I = 0 (01)t„(1v —
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formule où l’indice 0 indique que les dérivées sont prises
au point x0 y0 z0 et où da , db , dv ont respectivement une
valeur absolue inférieure à Sa, S6 , Sv. Pour qu’à une époque
postérieure / , nous retrouvions cet état de concordance de
phase en un point x , y , z , il faut avoir :

â®1d<I\ dcT>
dbidv — -i- da -u dv 62)= 0dbda dv

les dérivées de (h, étant prises cette fois au point x , y , z et
les da , db , dv ayant les mêmes valeurs que dans la for-
mule précédente. La relation (62) sera une conséquence de
(61) si l 'o n a :

i i ( 63)c . : c . : C3i >da db 2 f dv

Les deux premières relations définissent la courbe décrite
dans l ’espace par le point de concordance de phase consi -
déré; la troisième relation définit le mouvement de ce point
sur sa trajectoire. L’analogie avec la théorie de Jacobi pour
les champs constants saute aux yeux.

Il est aisé de démontrer que la trajectoire définie par
les 2 premières équations (63) est normale aux surfaces
d ’égale phase. En effet , en différentionI ces deux équations,

on obtient :

d '<l >d*<L> à'® i ii <>y dz = 0dx -4- (64)
dadx dady dadz

d'<1> æ<L> d' <&i : dz = 0dy + (64Adx -j- àbd:dbdx dbdy

Or, si I on dérive l ’équation (56), satisfaite par par
rapport à a et b , on trouve :

dfi, d <!>

dx dxôa
dfi, d ~ <I>

dy dyda
d(I\ d ' yh,
dz dzdn

i i ( 65= 0

dfi, 0A y

dx dxdb
dî> d(I\ d 2 <fid*I>i :

dydb dz dzdbày
DE DROGUE. MéCANIQUE ONDULATOIRE.



ÉTUDE DE LA MÉCANIQUE ONDULATOIRE '

En comparant le système (65)-(65/) avec le système (04)-
(04'), nous voyons que les dérivées :

00

à-bdl\>
e l

àx ày âz

sont respectivement proportionnelles aux différentielles dx ,
chj et dz prises le long de la trajectoire; la trajectoire est
donc bien normale aux surfaces (bl = Cte.

Quand l 'optique géométrique est valable, la propagation a
lieu à 1 échelle de la longueur d onde comme si l ' indice
était constant , et meme dans un domaine contenant un cer-
tain nombre de longueurs d’onde, les ondes (40) peuvent être
considérées comme des ondes planes à amplitude constante.
Or, dans les cas usuels, la longueur d ’onde est beaucoup plus
petite que les plus petites dimensions que nous puissions
directement mesurer. Il sera donc possible de considérer des
trains d ’ondes dont les dimensions sont très petites a
Eéchelle humaine et qui comprendront néanmoins un grand
nombre de longueurs d’ondes; ces trains pourront être repré-
sent és par un groupe d’ondes de fréquences et de direc-
tions de propagation très voisines, ondes qui , à chaque ins-
tant , pourront être regardées comme sensiblement planes
et à amplitude constante; mais, bien entendu, l ’amplitude
et la phase de ces ondes se modifieront lentement pendant
la propagation du groupe en raison de la variation h grande
échelle de l ’ indice de réfraction.

Propagation des ondes dans un milieu non perma-
nent. — Il nous reste à parler du cas le plus général, celui
où les conditions de propagation varient non seulement
d ’une place a une autre mais aussi avec le temps : c’est le
cas des milieux réfringents non homogènes et non perma-
nents. Admettons par exemple l ’équation de propagation :

t r i x , y , z , 0 <)-'V

7.

A'Ir = C- ôt 1

Le temps ne jouant plus ici aucun rôle particulier, nous ne
pouvons plus ( éliminer en prenant une solution sinusoïdale
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dont la phase soit fonction linéaire du temps. Nous pren-

drons donc pour forme générale des solutions sinusoïdales
la forme :

'I'O, y , z , 0 = a ( x, y , z , t) cos 2-<]> (#, y, z, f ) (67)

Substituons dans réquation de propagation et annulons
séparément les termes en sinus et en cosinus. 11 vient :

ir ; ()' I > 2

' âl /
n- ô-av ( Æÿ

' dx !
(68)Aa-h c2 dl ~4~2«

JT *.-3

c2

/r âl âl
vi t . àa

(69)
dx dx

tr r)*<T>I a A< I > —
Ôt 2c2

Par définition nous poserons :

\ -A (x, ?/ , v, / ) =w ( x , y , z , t ) = (70)
d /

( I l étant l 'é l ément de normale à la surface d> = Cte au point
et à l ’instant considérés. La fréquence et la longueur d ’onde
définies par (70) sont en général toules deux variables; dans
le cas où n est constant, elles coïncident avec la fréquence
et la longueur d 'onde au sens usuel.

Nous dirons que Papproximation de 1 optique géométrique
est valable si pour des déplacements spatiaux de l’ordre
de A et < les intervalles de temps de l 'ordre de la période —
les conditions de propagation varient très peu. On peut
alors écrire sensiblement :

ir / d(h y
T2

" ' ~oT )Y ( Ê*.\2—J ' dx !
(71)

' JM

et considé rer comme milles les dérivées secondes de
L’équation (71) est la forme de l’équation de l’optique géo-
métrique appropriée au cas général . A V échelle de la
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longueur d’onde et pendant des temps qui ne sont pas très
grands par rapport à la période, on pourra considérer
Tonde (67) comme plane et monochromatique. D’où la pos-
sibilité dans ce cas d’imaginer des trains d’ondes dont les
dimensions spatiales et la durée dans le temps sont infé-
rieures à ce que nous pouvons mesurer et qui néanmoins
remplissent les conditions nécessaires pour pouvoir être
représentées par un groupe d ’ondes.

Soit (I> ( x , y , z , t , a, b , c) une intégrale complète de
l ’équation (71). Soit un groupe d’ondes formé d’ondes sinu -
soïdales pour lesquelles les trois constantes abc sont com -
prises dans de petits intervalles a — Sa, a -T Sa; b — 8b ,
b -T 8b ; c — 8c, c -T- Se*. Supposons qu ’à l ’instant t0 toutes
ces ondes soient en phase au point x0 y0z0 ; on doit avoir :

68

dï> à l > ( — )' de L)o
du -f- db 4- dc = 0 (72)

àbàa / o

formule où l’indice 0 indique que les dérivées sont prises
en x0 y0z0 h l ’ instant t 0 et où da , db , de sont respectivement
inférieurs en valeurs absolues à Sa , 8b , 8c. Pour retrouver le
même état de concordance de phase au point x , y , c au
temps t , il faut avoir :

d(l > à b à bdbda (73)
àbàa

les dérivées celte fois prises au temps / en x , y , z . Pour que
(73) soit une conséquence de (72), il faut que :

à$> à b à b
• 74 '= <?3= C2 :i * àb àcàa

Ces trois équations donnent le mouvement du point de
concordance de phase. L ’analogie avec la théorie de Jacobi
est évidente.

Après celte étude de la propagation des ondes, nous allons
chercher quelles équations de propagation nous devons adop-
ter en Mécanique ondulatoire pour les ondes associées à un
corpuscule.



CHAPITRE Y

LES ÉQUATIONS DE PROPAGATION DE L’ONDE
ASSOCIÉE A UN CORPUSCULE

1. — Critérium pour le choix des équations de propaga-
tion. — Mans le cas particulier du mouvement d'un corpus-
cule en dehors de tout champ, nous avons pu établir une
correspondance entre les ondes et les corpuscules. Celle cor-
respondance se traduit de la façon suivante : à un corpus-
cule d 'énergie \V et de quantité de mouvement p, nous
devons associer une onde se propageant dans la direction du

( direction du vecteur p ) onde dont la fré-
—r * Tout se

mouvement

quence est v = -j- et la longueur d 'onde A =
passe comme si l 'espace vide possédait pour cette onde asso-

W
IPI

Vn 2

ciée un indice de réfraction a = où v0 désigne une
constante caractéristique du corpuscule et reliée à sa masse

Ï Ï ÏC ~— ha vitesse du corpuscule
est égale à la vitesse de groupe correspondant à cette loi
de dispersion.

D'autre part, nous avons vu poindre (chapitre I I I , para-
graphe -S) une connexion entre le principe de moindre action
et le principe de Fermâ t , et cette analogie entre l 'ancienne
Mécanique et l 'optique géométrique s’est, trouvée confirmée
par le fait que le mouvement d’un groupe d ’ondes se tra-
duit a l 'approximation de l’optique géométrique par des
équations dont l 'analogie avec celles de la théorie de Jacobi
est frappante (chapitre IV).

1
v2

propre rn par la relation v0
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Nous allons donc cherc her des équations de propagation
pour les ondes associées ( elles qu ’à l 'approximation de l 'op-
tique géométrique les rayons des ondes coïncident avec les
trajectoires que ( ancienne Dynamique prévoit pour le cor-
puscule . Une remarque essentielle est la suivante : la lon-

gueur A des ondes associées et leur période
sont proportionnelles a la constante h de Planck et seraient
infiniment petites en même temps que cette grandeur. Or ,
quand longueur d ’onde et période sont infiniment petites,
il résulte des raisonnements de la dernière leçon que Imp-

lique géométrique devient entièrement valable . Donc, quand
il est légitime de considérer h comme négligeable , la Méca-
nique ancienne doit être tout à fait suffisante. Nous devons
choisir nos équations de propagation de telle façon que, pour
h tendant vers zéro, elles nous rendent les équations des
anciennes Mécaniques; c’est là un critérium pour le choix
de ces équations de propagation .

T
V

2. — Equation de propagation en Y absence de champ. —
Prenons d’abord le cas le plus simple du mouvement en
dehors de tout champ. On est d ’accord pour admettre que
l ’équation de propagation doit alors s’écrire :

4 ir2mac2à2'!'A& — '1' (1)c2 dt2 h2

Substituons en effet dans celte équation l ’expression qui
représente une onde plane monochromatique . Comme on a

cf-'ï = 4TT2V2'I/ J il vient :alors dt 2

4 7T2V2 mV1

Irv 2£& -h q> = o 2 )c2

Puisque par définition me2 = /iv0 , on peut aussi écrire (2)
sous la forme :

4 7T 2V2 V (3 )-h y? = 0c2 21
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2. — Equation de propagation en l9absence de champ. —
Prenons d ’abord le cas le plus simple du mouvement en
dehors de tout champ. On est d’accord pour admettre que
l’équation de propagation doit alors s’écrire :

4 772m2c2
r

T”Ay> hdt2 h2C -
Subslitnous en effet dans celle équation l 'expression qui

représente une onde plane monochromatique. Comme on a
d' xlf

- 47TV'I', il vient :alors dt 2

4A H
mfc4 ‘O O r

irv i
c2 I 1 — M' = 0 (2;/iV

Puisque par définition me2 — /iv0 j on peut aussi écrire (2)
sous la forme :

V 24 7T 2V 2
( 3> )A'1' -h '1' = 0c3 v~
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Cette équation se ramène à la forme (4) du clmpitre pré-

cédent en posant :
V “1 OV :*)iH
V 2

C’est bien ce que nous devions obtenir pour être en accord
avec nos résultats antérieurs rappelés ci-dessus .

Ecrivons Fonde sinusoïdale simple sous la forme :

2- nv . ,(xr -1- f h j 4- ys'1' (x, y , s, t ) = a cos (5)vt — c

2TT— a cos —r— y
* l

9 . TCela revient à appeler ce que nous avions appelé
dans le chapitre précédent . Désormais c’est à 9 que je réser-

verai le nom de phase. Nous voyons que l ’on a :

n— ( ax -J- fi y -h 73)

1

(6 )CP = /11'/ hv c
et par suite :

d y2- = hv (7)c

/5 M I“7- = P ~ n vd y c
à? - hvd y 7 c

Or , nous devons poser :

(8)hv = W PAc

d’après les résultats précédemment rappelés. Donc :

à? d y d yd yW = (9)Pu = Pr =d t dy d z

Ce sont là précisément les relations ( pie doit satisfaire la
fonction de Jacobi .

Nous sommes ainsi amenés à identifier la phase y avec la
fonction de Jacobi .
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Equation de propagation dans un champ constant . —
Prenons le cas un peu plus compliqué du champ constant ; il
correspond au cas des milieux réfringents permanents mais
non homogènes. Le champ de force est caractérisé par une
fonction potentielle F ( x , y , z ) . La loi de dispersion qu ' il
convient alors d ’adopter est la suivante, comme nous allons
le montrer :

3.

F ( x, y , z ) v 2 v 2v o (1 0)1n
hv V ~

avec toujours m e2

retombe sur la loi de dispersion (4) valable pour le champ
nul .

h v0 . Naturellement pour F = 0, on

L’équation de propagation des ondes monochromatiques
de fréquence v doit alors s’écrire :

4 7T2V2 — \ 2

hv I
V( l '1' = 0 I lc2 v2

D’après ce que nous savons déjà, l ’optique géométrique
sera valable si la fonction F ( x , y , z) varie assez lentement
pour qu elle puisse être considérée comme sensiblement
constante dans un domaine contenant un grand nombre de
longueurs d ’ onde . On peut alors prendre comme solution .

( x , y . t ) = a cos (1 2)v t

l ’ intégrale étant prise le long d une courbe normale à une
famille d ’ intégrales complètes (dépendant de deux para-
mètres « et P ) de l ’équation :

d<l\ d&i \ 2 d<T> i v 2 n2 { x , y , z)M( a3)
ôx d y ÔZ ; C2

Dans un groupe d’ondes, la trajectoire d’ un point de con
cordance de phase est définie par les équations :

d®
c. : = C 2i » d pd u.

et le mouvement sur la trajectoire par dv
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Pour retrouver les lois des anciennes Dynamiques, il va
nous suffire de supposer que la phase :

hv r
c J nâl = hvt —h( h = c? =- hvt —

doit ê tre identifiée avec la fonction de Jacobi :

SO, y, 2, t , W, a, ,Æ) =Wt —

Wt

Ceci nous conduit à poser :

ày dS
ât àt

d<p i

âxôx

ô>d'4> i

à y ày

à?

ôz ôz
D’où :

nhv hv h
P y Ac

De cette identification de S avec y et de S! avec ?
plusieurs théorèmes importants.

Ier THéORèME.
pertuis coïncide avec le principe de Fermât .

En effet , on a :

J ?

Le principe de moindre action de Mau-

f d$, = f rPrdX + Pydy
f j fp d z ) (ij'- jri

«y

— h v ( z d x H- p d y -f- y d z ) = — — fr JH mil
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et la condition de Maupertuis 8Sj = 0 coïncide avec la con -
dition de Fermai à j ndl = 0. En d’autres termes, les
rayons de Fonde associée sont identiques aux trajectoires
possibles du corpuscule qui correspondent à une même inté-
grale complète de l ’équation de Jacobi .

T THéORèME. L’équation de l ’optique géométrique coïn -
cide avec celle de Jacobi .

En effet, celle-ci est , sous sa forme relativiste :

dSi i dS ^ 2 / dS ^' àx / ' ày )
2

F ( x , y , z ) (19)c2 àt

( §ï 2 ..2lire

Elle s 'écrit ici :

1 (% )' - < \ 2 / àS 1 y' 1 dz I
h\r— r hv — F .2 —

C2 ày c2

ou :

(^i ) 2
+ (Af' àx ’ ' ày > fë)’ (20)

/iV F (a;, y , z) \ * v„2 hV
c ~ hv V“ C2

Sicp
Si dans (13) on remplace par - -

O . E . I ) .

— , on trouve (20).

Les équations de la trajectoire et du mou-
vement , d ’après la théorie de Jacobi, coïncident avec celles
de la trajectoire et du mouvement des états de concordance
de phase dans un groupe d 'ondes. Ceci résulte immédia-
tement de la relation <p = S.

4e THéORèME. — La vitesse du corpuscule définie par l 'an-
cienne Dynamique coïncide avec la vitesse du groupe des
ondes associées.

3e THéORèME.
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Pour le démontrer directement , partons de l 'équation du
mouvement d ’après Jacobi :

dS,
(21)dW

? Si dl est l ’élément de trajectoire franchi par le corpus-
cule pendant le temps dt , nous avons :

d2S, dl — dt (22)dW dl

dS,et puisque : ^ P s la vitesse du corpuscule est :

dl à2S1[ dp lî î
(23)v

dt àW dl dW

Cette relation peut aussi s’écrire :-o1 dp 1 d (nv) 1
(24)dW d ( hv ) Udvv c

C est ce qu 'il fallait démontrer .
D’après ce qui précède, la forme relativiste de l ’équation

de propagation dans un champ constant est donnée par (11) .

Dans les cas où la M écanique de Newton est suffisante
pouvons écrire :

nous

hv = me2 -f- E = me2 -f- j mv 2 -f- F ( x , y , z )

E Fet les quotients — et - j— sont très petits devant 1 unité; on

peut donc écrire sensiblement :

(25)

hv — E , 2F \ 2 2Fv 2
'0 V1 — m\)i —n

hv v2 hv hv

I 2 ( E — F) 2(E — F)V\ hv me 2
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Telle est la loi de dispersion que Ton doit adopter h
rapproximation de la Mécanique classique .

Le produit n2v2 peut s’écrire au même degré d ’approxi-
2(E

ination — F)
me2 et I on obtient pour l ’ équation de pro-lr

pagation d ' une onde monochromatique de fréquence
me2 -f- E

dans le champ constant défini par une fonc-

tion potentielle F ( x , y . z ) , la forme non relativiste :
h

8 TR2 mÂ r 4- (E — F) M' = () 27)/r

C’est l ’équation aujourd ’ hui classique de Schrodinger.

Equation de propagation dans les champs variables .
— Nous venons de trouver la forme qui convient pour
l ’équation de propagation des ondes monochromatiques dans
des champs constants. Cette forme , nous l 'avons déjà dit .
doit ê tre considérée comme un aspect dégénéré d ' une forme
plus générale où la fréquence n’apparaît pas et qui convient
non seulement au cas d ’ une superposition d ’ ondes mono-
chromatiques, mais aussi au cas des champs variables avec
le temps.

L ’ idée qui doit nous guider pour trouver cette équation
générale, c 'est qu ’à l ’approximation de l ’optique géomé-
trique, et en particulier quand on suppose h infiniment petit ,
l ’équation de l ’optique géométrique doit se confondre avec
l ’équation de .lacobi de façon que la phase ? puisse être iden -
tifiée avec la fonction de Jacobi.

L’équation générale relativiste qui satisfait à cette condi -
tion est la suivante :

4.

1 âHr
c2

~
âF

4TT i
A'V 2sà c2 i

> .2T7T F2 (x, y, s, t)2,,2 '1'ni i O -h2 c2
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Pour F = 0, on retombe bien sur l’équation ( I ) . Si F ne
dépend que de x , y , s et non de t , on peut prendre une solu-
tion monochromatique de la forme :

%

y , z , t) = a ( x , y , z ) cos 2z [ vt y , z) ]

rr —i I

(29)
f

2 ni (vt — <!> , )et en V écrivant sous la forme complexe 'F = ae
nous obtenons :

chF à2\F
- 4 TT2V2\F.= 2 Tî Î V'& (30àt àt2

L’équation (28) prend alors la forme dégénérée :

4tfV 87T2 V 4TT2 F2
2 „2A'F -f- x\r _ '!' = () (31)nrcc2 hc2 h 2 c2

qui est identique à ( J J ) .
Considérons le cas général où F dépend aussi du temps

(champ variable). Nous allons montrer que si la fonction 'F
écrite sous la forme complexe satisfait à l ’équation (28), nous
retrouvons pour ? l ’équation de Jacobi lorsque nous suppo
sons h infiniment petit. 2 717

En effet, en substituant ^F = ae h dans l ’équation (28)
et en annulant la partie réelle de l ’expression obtenue, il
vient :

1 à2a
c2

~

&ë
1 ( d<?\24 TT 2

‘\i mAa — — (32)
h2 c 2 àt

X 1/3

8 -2 4 -2 F2 1àv 2 .> 2r F" A; a = ().i;rc
c2/rc h2àt

J
Si h est supposé infiniment petit , les termes contenant

remportent de beaucoup sur les autres, et , en supprimant
un facteur commun , il reste :

h2

_L ( ÉL
c2 ' df

V ( ô'* \
2

' dx /
2

F ) 2 „2 (33= nrc
xya

et la fonction ? obéit bien à l ’équation relativiste de Jacobi
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L’équation (33) peut être considérée connue étant l ’équa-
tion de l ’optique géométrique pour les ondes associées.
Comme nous l ’avons vu, si y (x, y , s, t , u , /3, y) désigne
une intégrale complète de cette équation (33) , les trois
relations :

• r

d s ày d y
(34)c = C3du. dy

définissent le mouvement des états de concordance de phase
dans un groupe d’ondes et ces trois relations (34) ne sont
autres ( pie les équations du mouvement d ’après Jacobi . Ici
aussi et en toute généralité, le mouvement du corpuscule
peut à l 'approximation de l ’optique géométrique être assi-
milé a celui d’un groupe d ’ondes associées.

Un caractère très particulier de l’équation (28), c’est
qu ’elle contient un coefficient imaginaire et que la fonction
d’ondes, pour y satisfaire, doit être écrite sous la forme com-
plexe. Dans les équations de la théorie classique des ondes,
les coefficients sont réels et la fonction d’ondes réelle
'1' = a cos 2 « <]> doit satisfaire l 'équation de propagation ; la
forme complexe de ^ est aussi solution et l 'on fait générale-
ment les calculs en se servant de cette forme complexe pour
revenir à la partie réelle h la fin du calcul . L’emploi de la
solution complexe apparaît alors comme un simple artifice
mathématique. Ici , il n ’en est plus de même : la fonction
d ’ondes réelle ne satisfait pas à, l ’équation (28) et c’est seule-
ment la fonction complexe qui en est solution .

De même que pour les champs constants nous avons passé
de l ’équation relativiste ( 1 1 ) h l ’équation non relativiste de
Schrodinger (27), nous pouvons dans le cas général passer de
l ’équation relativiste (28) a une forme non relativiste. Sou-
venons- nous que dans la Dynamique relativiste, l ’énergie
a pour expression :

me2

W F (*. y. s- 0 :!5
y/ l ~ F

— me2 T + F= me2 4- E
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T étant l 'énergie cinétique due au mouvement, F l’énergie
potentielle; E est l ’énergie telle que la définit la Dynamique
Newtonienne; elle est égale à l ’énergie relativiste diminuée
de l 'énergie interne me2 et la dynamique Newtonienne clas-
sique est valable quand le rapport
poser ceci en Mécanique ondulatoire
tion d ’ondes sous la forme :

9 -i— mc2l

E
7 est petit . Pour trans-
itons écrirons la fonç-

aic

'1' (x, ?/ , Z y t ) = e h ylrr (x, y , z , t )

'1rr est donc l ’expression que l 'on obtient en retranchant
77ic2

dans la phase de Fonde complexe le terme — —
en réduisant la fréquence de

(36)

t , c 'est-à-dire
VV E
h a V

ENous appellerons 'I'r la fonction d ’ondes réduite et —
la fréquence réduite. En substituant (36) dans (28), il vient :

I 4 -i
2 à*r 4 TT2

TT- mVtfrh (37)mehât2 âtc ~

\— F Ihc2 L ât
d'I'r 2 -éè| 4 7T“

L
F2

2„2 = 0arc
C"

Le terme en F2'Fr esl négligeable devant celui en Fmc2^r;
à'Vrde meme le terme en F ,ât

2 à^r

est négligeable devant le terme
L d'&r. ; enfin le termeât

2

est négligeable devant

parce que toutes les dérivées de 'T'r par
rapport au temps sont petites devant me2 . Il reste donc :

en me
ât 2c2

le terme en me ât

8 TT 2 4 TTim â'&rm F =r (38)/r / t ât

Lelle est l 'équation non relativiste (*) à laquelle doit obéir

(!) L'équation do propagation non relativiste est du premier ordre en talors que l ’équation relativiste est du second ordre en t . C’est l àdiff érence importante sur laquelle M. Dirac a attiré fortement l’attention.
une
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la fonction (Tondes réduite. Si le champ ne dépend pas du
temps, nous pouvons poser :

'1 Tri
[E( — (x , y ,z)]

a (x , y , z ) e '''1'r (39)

et nous retombons aisément sur l ’équation (27) de Schro-
dinger .

Très souvent on écrit Téquation (38) en supprimant l ' in -
dice r. mais il ne faut jamais oublier que c 'est la fonction

me 2

d ’ondes réduite dont la fréquence est
qui est solution de (38) .

diminuée de h

Procédé servant à trouver automatiquement l 9 équa-
tion. — Nous pouvons retrouver l 'équation non relativiste
de propagation en employant un procédé en quelque sorte
automatique qui a une grande importance quand on com-
pare la théorie des matrices d ’Heisenberg avec la Mécanique
ondulatoire. Voici en quoi consiste ce procédé. Nous savons
que l’équation de Jacobi dans la Dynamique de Newton
est :

5.

àq, '
à$

I l ( qr t (40 )= 0ât

à$
OÙ H ( qr t ,

exprimée en fonction des coordonnées (j, du temps L et des
moments p, lorsqu’on remplace chaque moment p, par

Prenons le premier membre de (40); remplaçons

le svmbole :— 7—* ï Tzi ôqi
obtenons ainsi un opérateur. Appliquons cet opérateur à la
fonction d ’ondes '1' (réduite) et égalons a zéro; si les rp sont
des coordonnées Cartésiennes rectangulaires? on retrouve
Téquation (38) de propagation .

En effet , en coordonnées rectangulaires, nous avons :

J désigne ce que devient l ’énergie 11àq,

à>
àq,

AS paràq<

— par le symbole ,àt 1 * 2-i àt— • Nous(‘I

T = 1m (x'a + y' 2 + z' 2 ) (41 )
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Par suite :

2^7 (P*
2 + Py Pz2)Il 1 f- F (x , ?y , s , t \ (42)

et I on a pour l ’équation de Jacobi :
/

1 I / \
2 I \ 2

2m [_ ' dx ' \ày ) §)’] dS = ( ) • (43)àt

L’opérateur obtenu par la méthode indiquée est :

F ^ JL. ±2 jri àt

h2 à2 æ à1

(44)8 n2m àx1 ây- âz*

et nous parvenons à l ’équation de propagation :

8 TT2 4 rri à' I'
h àt

A'Ir — F^ = (45)lrm

qui coïncide bien avec (38). On vérifierait aisément que le
même procédé appliqué à des coordonnées non rectangu -
laires donnerait une équation de propagation inexacte.

DE UROGLIE. MéCANIQUE ONDULATOIRE. C)



CHAPITRE VI
MÉCANIQUE CLASSIQUE ET MÉCANIQUE ONDULATOIRE

1. — Signification de Yamplitude a en Mécanique clas-
sique . — Les mécaniques anciennes correspondent , nous le
savons bien maintenant, au cas o ù la propagation des
ondes se fait suivant les lois de l’optique géométrique.
La fonction de phase ? peut alors être identifiée avec la
fonction de Jacobi. Mais nous devons chercher quelle est
alors la signification que l ’on doit attribuer à l 'amplitude a
si l ’on veut provisoirement conserver l ' idée classique des
corpuscules bien localisés dans l espace.

Nous allons supposer que nous pouvons nous contenter
des équations non relalivistes. Naturellement nos raison-
nements ne s’appliqueront pas aux corpuscules en mouve-
ment très rapide, par eexmple aux corpuscules de lumière,
et, quand nous nous occuperons des photons, nous devrons
reprendre nos démonstrations.

Partons donc de l ’ équation générale non relativiste :

4 jri âÏÏ
J T m

8 n'2mAvp — F ( x , y , z , {) 'F (1)h 2 ât
et substituons-y la forme : 2 ni

ir 9^ = a e (2)

a et ? étant deux fonctions réelles, le module et larguaient
de la quantité complexe 'h. Il vient alors en séparant le
réel et l ’imaginaire :

4 772 2m *
-— Fa =a V (*L )!

- -i ' âx '
8 77 8 772 âz— Aa 4- a — - 3)ôth2 h2 h2

xya

4 771 2 77 iY àa à?
âx âx

4 77\ da
1T m ~

dt - 4)h
xya
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I-Il ressort des considérations du chapitre IV
que, si l’optique géométrique est valable, le terme Aa est
négligeable devant le terme:

où <[> = -

4 7T2 y ( à? \ 2

h2 ^ ôx )t

XV3

Nous pouvons donc écrire nos deux relations (3) et (4) :
1 / d p \ 2 i ôCP v 2 / àv \ 2” l

^ Lw + (*) + ( *) I -h t (x, y , z , t ) = (5)

da cta àa ôi àa dv1- _| 1— ; —àx dx * dy ôy ôz âz

L’équation (3) nous montre que y coïncide avec la fonction
de Jacobi ; nous le savions déjà. L’équation (( >) va nous
fournir la signification de a.

Soit S ( x , y , z , t , a , /3, 7) une intégrale complète de
l’équation de Jacobi où «, /3, 7 sont trois constantes. D’après
la théorie de Jacobi, les équations du mouvement sont :

àa— AAç? = m . (6)
2 ' ( )t

dS dS dS
( ')c = C2da ôy

Il y a donc une infinité de mouvements possibles du
corpuscule qui correspondent à la même fonction de Jacobi,
donc à la même valeur des constantes a, P , 7, mais à des
choix différents des constantes c,, c2 , c3 . Nous dirons que
ces mouvements du corpuscule appartiennent à la même
classe.

Au lieu de nous figurer un seul corpuscule décrivant une
trajectoire, imaginons un ensemble de corpuscules iden-
tiques animés de mouvements de la même classe. Nous
savons ( pie les moments px , p„, p* se déduisent de la fonc-
tion S par les relations :

dS dS dS
(8)Px = Pu = Pz =àx ày âz

ou vectoriellement :
p = — grad S (9)
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Comme on a p = m v dans la Mécanique de Newton
en tire :

on

grad Sv m

Donc le mouvement du nuage de corpuscules est entiè-
rement connu quand on connaî t la fonction S. Comme ici
nous pouvons confondre y avec S, l’équation (( >) est équi -
valente à :

âaâa âa âa -f- a div v = 0 (11v -f-x ' r v
âzây !/ 2ât âx

En multipliant par 2a , on trouve aisément :

à ( a 2) Çr v ) = 0 ( 12)H- div
ât

D’autre part, le mouvement du nuage de corpuscules
doit vérifier l’équation de continuité hydrodynamique,
exprimant que l’augmentation du nombre des corpuscules
par unité de temps, dans une région de l’espace, est égale
à la diff érence entre le nombre des corpuscules entrant
dans cette région pendant l ’unité de temps et le nom -

bre des corpuscules sortant de cette région pendant l’unité
de temps. Considérons un petit parallélépipède ABCD
A'B'C'D' dont les faces sont perpendiculaires aux axes de
coordonnées et dont les arêtes ont pour longueurs infini -

ment petites dx , dy , dz :

B B

A'
A

A /c -
O’D

FIG. 2. /

Désignons par p , vx , vy, vz la valeur de la densité et des
composantes de la vitesse du nuage au centre du parallé-
lépipède. A travers la face ABCD, perpendiculaire à Taxe
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des x et d 'aire dydz , le flux de corpuscules pendant le
temps d t est :

â( pvx ) dx
ôx 2 J d tdydznl\ —

A'travers A'B'C'D', le flux pendant le même temps est :

d ( pvx ) dx( P V X — j d t d ydzôx

L ’excès de ce qui entre par ABCD sur ce qui sort par
A'B'C'D' est donc :

d ( pvx )
d tdxdydzdx

En faisant le même calcul pour les deux autres paires
de faces, on trouve pour l ’excès total de ce qui entre dans
le parallélépipède sur ce qui en sort pendant le temps d t :

( p v ) d t dx dy dz— div

Ceci doit ê tre égal à l ’augmentation pendant le temps d t
du nombre pdxdydz des corpuscules présents dans le petit
volume soit d tdxdydz On arrive donc à la relation
de continuité hydrodynamique :

Ô p ( P V ) = 0 (13)div
d t

En comparant avec (d 2) on est amené à poser :

(14)p = K a2 ( x , y , z , l )

K étant une constante de proportionnalité qu ’on peut
d ’ailleurs prendre égale à 1, car o n ’est déterminé qu ’à un
facteur constant près. On arrive ainsi au résultat suivant :
( ( le carré de l ’amplitude de l ’onde son intensité, doit
être considéré comme mesurant à chaque instant et en
chaque point la densité du nuage de corpuscules. »
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La probabilité de pré sence. — Le nuage de cor-
puscules, imaginé au paragraphe précédent , sert surtout à
visualiser l'ensemble des mouvements possibles de la même
classe d’un seul corpuscule. La densité de ce nuage peut
être considérée comme représentant la probabilité pour
qu ’un corpuscule, dont le mouvement appartient à la classe
considérée mais dont la position exacte est inconnue, se
trouve en un certain point h un certain instant. Nous pou-
vons donc énoncer le résultat obtenu à la fin du dernier
paragraphe sous la forme suivante : « L’intensité de
l ’onde ^ mesure en chaque point et à chaque instant la
probabilité de la présence du corpuscule associé en ce point
h cet instant » . C’est celte proposition que nous avons
appelée dans l ’ introduction le « principe des interférences » .
On voit que quand l ’onde '1' se propage suivant les lois de
l ’optique géométrique, l ’exactitude du principe des inter-
férences est automatiquement garantie par le fait même
qu’alors les lois de l ’ancienne Mécanique sont valables pour
le mouvement du corpuscule.

Le nuage de corpuscules associés à une même onde '1'
paraît donc avoir surtout un sens de probabilité. On peut
considérer ce nuage comme formant un fluide fictif « le
fluide de probabilité » dont la densité égale h a 2 d ’apres (14)
donne en chaque point et à chaque instant la probabilité
de présence du corpuscule associé à l ’onde '1' considérée.
Les portions infiniment petites de ce fluide , les « éléments
de probabilité » comme nous les désignerons, décrivent
des trajectoires qui coïncident avec les trajectoires possibles
du corpuscule dont la position exacte est supposée incon-
nue. Toute cette Ihéorie est très claire dans le cas où nous
sommes ici placés, où l 'optique géométrique es! valable
pour la propagation de l’onde T'. Nous verrons que les
difficultés commencent quand on sort du domaine de
l ’optique géométrique.

Nous devons souligner un point important . La fonction
de phase se détermine tout à fait indépendamment de
l 'amplitude a; il en résulte par les équations de la théorie

2 .
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de Jacobi que le mouvement du corpuscule sur sa trajec-
toire est tout à fait indépendant de la fonction a. Ceci est
nécessaire pour qu 'on puisse considérer avec Tancienne
Mécanique le mouvement du corpuscule comme étant entiè-
rement déterminé par les 6 conditions initiales de position

' et de vitesse (c’est-à-dire les 6 constantes de la théorie de
Jacobi) : si la détermination de n 'était pas indépendante
de celle de a , la forme de y dépendrait des valeurs de la
fonction a aux divers points de l 'espace à l ’instant initial
et cela voudrait dire que le mouvement du corpuscule
dépend non seulement des conditions initiales, mais encore
de la probabilité pour que les coordonnées initiales aient
telles ou telles valeurs! C’est , nous le verrons, cette cir-
constance paradoxale qui se présente quand on cherche à
prolonger les idées de I ancienne Mécanique dans le domaine
propre de la nouvelle Mécanique.

Précisons la façon dont la fonction a ( x , y , s, l ) doit se
déterminer quand on suppose connue la fonction de Jacobi
S (.x , y , s, t , «, /3, y) intégrale complète de l’équation (o).
11 faut chercher une fonction satisfaisant à l ’équation (6)
et telle qu ’à l ’instant initial t 0 , a ( .x , y , s, / 0) donne la dis-
tribution de la probabilité de présence du corpuscule. Si
par exemple nous avons fait une expérience à l ’instant t 0

pour déterminer la position du corpuscule, le résultat de
cette expérience est toujours affecté d 'une certaine erreur
possible et doit se traduire en disant que la probabilité,
pour que le corpuscule ait été au point x y z h Pinstant
est donnée par une fonction f ( x , y , z) , la région de l ’espace
où cette fonction / a une valeur sensiblement diff érente
de zéro étant d’autant plus petite que l ’expérience a été
plus précise. On devra donc poser comme condition initiale
devant être satisfaite par la fonction a intégrale de (6) :

a2 O, y , z , t 0 ) = f ( x, y , z ) . (15)

Par sa nature meme, la fonction / satisfait à la condition :

J de = 1 (16);i
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l ' intégrale étant étendue à tout l ’espace et la fonction a
satisfait constamment à la condition :

/» ( x , y , z , t ) d v = 1 17)

puisque le premier membre de (17) mesure la probabilité
totale pour que le corpuscule soit en un point quelconque de
l ’ espace à l ’ instant t , probabilité totale qui reste évidem-
ment toujours égale à l ’unité.

Exemples concrets.
donner deux exemples pour préciser ce qui précède. Consi-
dérons d ’abord le cas du champ nul . L ’onde monochroma-
tique est alors une solution de l ’équation des ondes. Son
amplitude est constante : cela signiiie que, si l ’on considère
une infinité de corpuscules formant un nuage homogène,
indéfini et tous animés de la même vitesse dans la même
direction , la densité de ce nuage ne subira pas de variations
par le fait du mouvement. -

Plus instructif est le cas du mouvement d’ un nuage illi -
mité de corpuscules de même énergie se déplaçant tous
dans la direction d’un champ uniforme qui agit sur eux .
Nous pouvons définir tout le phénomène par une seule
var iable x.

3. Nous allons maintenant

Héprenons les notations du chapitre II , paragraphe b.
Nous avons :

F ( x ) = k x ( 18)

et l ’abscisse de chaque corpuscule est donnée par :

I k
19)X x , x t — J— - -

0 0 2 m

x0 é tant l ’abscisse et v0 la vitesse de ce corpuscule au
temps t = 0.

Nous avons trouvé que 1 intégrale complète de 1 équa-
tion de Jacobi o ù W jouait le rôle de constante arbitraire
était :

1 3/ 2
2 m k x -f- W)S ( x , t j W) — Wt 3 m k
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D'autre part , l ’équation (6) où nous pouvons remplacer ?
par S nous donne :

ôa dS
ôx dx

1 r/-S ôa
21)a ni —ôt2 dr2

Comme nous cherchons le mouvement d un nuage indé-
fini de corpuscules, nous pouvons supposer le mouvement
permanent de telle façon que a soit indépendant du temps.
Alors (21) s écrira simplement :

( )a eLS
ôx ôx

ô'2S
" â? "" (22)2

Or, d 'après (20) :

à-S mkô$
sj 'ï m { kx + W) 23)ôx2 2 m ( kx -h W)ôx

et l 'amplitude a doit satisfaire à l ’équation :

da le
24)a dx 4 ( hx + W)

dont l’ intégrale est :
Cte 25)a t/ hx + W '

La densité du nuage est donc, d ’après (14) :

C sJ kxQ -j— Wa2 = 20'P = = Po "

sJ kx -f- W l' X W

p0 étant la valeur de p pour une certaine valeur x0 de x.
La densit é du nuage va donc en diminuant dans le sens
du champ.

Comme nous sommes placés dans le cas où la Mécanique
ondulatoire se confond avec la Mécanique ancienne, nous
devons pouvoir retrouver l’équation (20) a Laide des
équations classiques du mouvement . Montrons qu ’il en est
bien ainsi .



ÉTUDE DE LA MÉCANIQUE ONDULATOIRE90

Envisageons une certaine abscisse j'0 et les corpuscules
qui se trouvent dans le plan x0 h Y instant / = 0; ces
corpuscules ont une vitesse v0. A l’instant t ils seront par-

1 A;
venus dans le plan d’abscisse x = x0 4- vJ + — — t 2

r Z )l l

d’après (19). Les corpuscules ( jui à l ’ instant O se trouvaient
dans le plan x0 dxo possédaient une certaine vitesse

Sr0 et à l ’ instant / ils auront atteint le plan d’abscisse:V o

I k
t\ ( 27)K + K — àV 0) t — -X' = x0 —

Donc, les corpuscules qui remplissaient à l ’origine du
temps un cylindre < le base égale à l’unité limité par les
plans .r0 et x0

de base égale à l ’unité limité par les plans x et x . Si N est
le nombre de ces corpuscules, la densité en x0 dans le
premier cylindre est :

dxo rempliront à l ’ instant t un cylindre

N
(28)P 0 =

et la densité en x dans le second cylindre est :

N N X 1
(29)

( )x( ) 8v0 t 8x0 8r 0X
I8x0

P o
Sv0 t8x0

Mais, comme par hypothèse tous les corpuscules du nuage
ont une meme énergie W, la vitesse et l 'abscisse de chacun
d ’eux sont reliées par la relation :

mv2 — kx = W (30;
')

ou :
kx )2 ( W (31)v m
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3D0 est la variation qu’éprouve la vitesse quand l ’abscisse
varie de àx0 . C’est donc, d’après (31) :

(32)8c o r0 + W)

et la formule (29) devient :

sJ hx 0 — {— W1
(33)= P »P — PO

\/ /fX0 + W “4 Tgv
kt1 -4 /

v/ 2mv/2 m (/t-x0 -4 VV )

Or , on a aussi :
A:

(34)r = r 0 + -
rn t .

et d ’après (31) :

\/ Ax ( l — |— W — 4s/ hx -h W (35)= t
\Z 2m

On trouve donc finalement pour p l ’expression :

sJ kx0 — 4 W
(36)P ( x ) = p ( xQ )

s/ kxo — 4
et c’est bien la formule (26) obtenue à l aide de l’amplitude
de l ’onde associée.

4. — Résumé du chapitre .
un parallélisme entre l’ancienne Mécanique et la propa-
gation des ondes & quand celle-ci s’effectue suivant les lois
de l ’optique géométrique. La fonction de Jacobi se confond
alors avec la fonction de phase des ondes ^ et si l ’on
conserve le concept classique que les corpuscules décrivent
des trajectoires bien définiés avec des vitesses bien définies,
on peut imaginer un nuage de corpuscules décrivant toutes
les trajectoires qui correspondent
Jacobi , et alors la densité de ce nuage peut être mesurée
constamment par l’ intensité de l ’onde 'b associée. On peut
aussi imaginer un fluide de probabilité dont les éléments
décrivent les trajectoires que l ’ancienne Dynamique fait

Ainsi donc nous avons établi

une même fonction dea
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correspondre à une forme donnée de la fonction de Jacobi ,
et dire que la densité de ce fluide mesure en chaque point
et à tout instant la probabilité de présence d ' un corpuscule
unique, dont on sait seulement qu’ il décrit l ’une de ces
trajectoires sans savoir exactement laquelle.

Toutes ces conceptions sont ici très claires et parfai-
tement d ’accord avec les idées classiques, mais peut-on
chercher à les étendre quand les conditions de l ’optique
géométrique ne sont pas réalisées? Nous allons voir que
l ’on doit avant tout conserver l ’ idée que l’intensité de
l 'onde ^ mesure la probabilité de présence du corpuscule ,

même si pour cela on est obligé de sacrifier l ’ idée tradi-
tionnelle qui attribue aux corpuscules une position, une
vitesse et une trajectoire bien déterminées.



CHAPITRE VII

' LE PRINCIPE DES INTERFÉRENCES ET LA DIFFRACTION
DES ÉLECTRONS PAR LES CRISTAUX

1 . Le principe des interîérences . Le principe essen-
tiel qui sert dans les théories de la lumière à prévoir les
résultats d ' une expérience d ’interf érences ou de diffraction ,

c’est que le carré de l’amplitude, l’ intensité, mesure la quan-
tité d ’énergie lumineuse qui est en moyenne présente en
chaque point de l ’espace. De plus, les expériences d 'inter-
f érences en optique ont toujours donné le même résultat
quelque faible qu ’ait été l ’ intensité de la lumière employée.
Si donc on admet l ’existence de grains d’énergie lumineuse,
de photons, il est nécessaire de supposer que, pour chaque
photon, la probabilité de présence est proportionnelle en
chaque point à l ’ intensité de l ’onde lumineuse associée; c’est
ce que nous nommons le principe des interférences. Comme
nous l ’avons dit dans l ’ introduction , il est bien naturel de
chercher en Mécanique ondulatoire à transposer ce principe
du cas de la lumière au cas des particules matérielles,

c’est -à -dire d ’admettre que l ’intensité de l ’onde '1' mesure
toujours, quand même l ’optique géométrique n 'est pas
valable pour la propagation de cette onde, la probabilité
de présence du corpuscule à l ' instant considéré au point
considéré. Désignons par P ( x , y , s, t ) dv la probabilité
pour que le corpuscule se trouve, à l ’ instant / , à l ' intérieur
de l ’ élément de volume dv , dont le centre a pour coordon -
nées x , y . z; on doit avoir en posant toujours :

'1' = a ( x , y , s, / ) c i l ( 1
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la formule :

L (x, t ) = K a2 ( x , y , z , t )

= K^ (x, y , z, 0 X 'I'(x, y , z , t) (2 /

'L désignant la quantit é complexe conjuguée de Par un
choix convenable de la constante multiplicative arbitraire
contenue dans a, il sera toujours possible de faire K = 1 .
La relation (2) exprime le principe des interf érences.

Toutes les expériences effectuées avec des corpuscules dans
des conditions telles que la propagation des ondes associées
se fasse suivant les lois de l ’optique géométrique, véri-
fient nécessairement le principe des interférences, comme
cela résulte du chapitre précédent . Pour obtenir une preuve
expérimentale de la valeur du principe, il est donc néces-
saire de s’adresser à des phénomènes dans lesquels la pro-
pagation de l ’onde associée ne se fait plus suivant les lois
de l ’optique géométrique. C’est précisément ce qui se passe
pour les expériences de diffraction des électrons par les cris-
taux récemment découverts : ces expériences peuvent être
considérées comme apportant à la fois la preuve de la néces-
sité d’ introduire les ondes associées et la preuve de l’exacti-
tude du principe des interférences pour les particules
matérielles.

La diffraction des é lectrons par les cristaux. — C’est
à MM. Davisson et Germer que revient l ’ honneur d ’avoir
les premiers, au début de 1927, annoncé l ’existence de la
diffraction des électrons par les cristaux. Dans leurs cxpé-

ils envoyaient un faisceau d ’électrons de même

2.

riences

vitesse normalement sur la face d ’en li ée d ’un cristal de
Nickel , cette face d’entrée étant une des faces de Toctaèdre
régulier. Les électrons employés tout d’abord par
MM. Davisson et Germer étaient des électrons très

^
lents

de 50 h 200 volts; plus tard , les deux physiciens améri-
cains ont étendu leurs recherches à des électrons de plusieurs
centaines de volts. Les résultats obtenus ont montré très
nettement qu ’ il y avait concentration des électrons diffusés
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par les différents centres du cristal. Le phénomène est tout
à fait comparable au phénomène de Laue pour les Rayons X .
L’examen des valeurs numériques montre clairement que,
pour expliquer la position des maxima de diffusion obtenus
par la théorie de Laue-Bragg, il est nécessaire d’attribuer
à la longueur d 'onde de Tonde associée aux électrons de
vitesse v la valeur :

h
A = (5)

air

prévue par la théorie générale du chapitre III . C 'est là
un succès décisif pour la Mécanique ondulatoire .

Toutefois, dans les résultats de Davisson et Germer, on
constate aussi certaines divergences enire les prévisions de
la théorie de Laue-Bragg obtenues en adoptant la valeur (3)
pour la longueur d 'onde et les faits expérimentaux . Ces
divergences semblent pouvoir s'expliquer par la valeur
sensiblement différente de l ' unité que possède l’indice de
réfraction des ondes ^ à Tintérieur du cristal .

Le même genre d 'expériences a été répété brillam-
ment par G .-P. Thomson, le (ils de l ’ illustre physicien Sir
J .-J . Thomson. G .-P. Thomson a opéré, comme nous l ’expli-
querons plus loin , par une méthode analogue à la méthode
des poudres cristallines, que Debye et Sherrer ont employée
pour les rayons X . Les électrons incidents étaient des élec-
trons de grande vitesse correspondant à plusieurs milliers de
volts : dans ces conditions, les complications provenant de
l ' indice de réfraction doivent dispara ître. En effet , nous
avons trouvé précédemment que, dans un champ où la fonc-
tion potentielle est F ( x, y. z), l ’indice des ondes associées
est (à l ’approximation Newtonienne) :

’2~[E — F (x, y , z ) _v ( 4)n ( x , y , z ) = m e2

En dehors de tout champ, F = 0, et l ' indice a la valeur *
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L ' indice r e l a l i[ du cristal par rapport au vide , pour les
ondes associées à un électron d 'énergie F, doit donc être
au point x , y . z :

n ( x , y , z ) F ( x , y , z )
(3)1 En()

F(x, y , z) étant l ’énergie potentielle de Félectron par rap -
port au réseau cristallin , quand il occupe la position x y z .
Comme F ( x , y , z ) est indépendant de F, il est évident que
n— tend vers l ’ unité quand E croît indéfiniment. Dans lesno 1

71expériences de Davisson et Germer , l ’ indice relatif — s 'est
7l0

révélé comme pouvant diff érer de l’unité de près de

pour les électrons d ’énergie cinquante ou cent fois plus
ngrande de Thomson , la diff érence entre — el l ' unité doit

- a0

être négligeable, et les résultats ont été dans ce cas, nous
le verrons plus loin en détail, tout à fait conformes aux *

prévisions de la th éorie de Laue-Bragg et h la formule (3).
D’autres expériences très remarquables sur la diffraction

des électrons ont été faites en Allemagne par M. Rupp, en
envoyant des électrons lents à travers des films métalli-
ques. Ici encore , les prévisions de la théorie se sont bien
vérifiées, mais avec un petit écart systématique qui a été
attribué à l ’existence de l ’ indice de réfraction . Tout récem -
ment , M. Rupp, employant la méthode si heureusement
mise en œ uvre par MM. Compton et Thibaud pour les
rayons X, a pu obtenir une diffraction d’ un pinceau d 'élec-
trons tombant sous une incidence très rasante sur un réseau
optique ordinaire ; la formule (3) a pu encore être vérifiée
avec une grande exactitude, et la longueur d ’onde des ondes
associées à l ’é lectron s’est trouvée ainsi directement compa - t
rée à un étalon tracé de main d ’ homme.

Enfin , nous mentionnerons les beaux diagrammes obte-
nus par M. Kikuchi et les expériences de M . Ponte , sur les-
quelles nous reviendrons plus loin .

1
10 ’
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Nous ne pouvons pas ici examiner en détail tout l 'ensem-
ble de ces résultats expérimentaux. Nous devons nous borner
et nous étudierons seulement les expériences du Professeur
U .-P. Thomson et celles de M. Ponte, qui sont affranchies
de toutes les difficultés relatives à P indice de réfraction .

Pour les autres expériences, le lecteur se reportera aux
mémoires originaux. L’essentiel pour nous, c'est que l 'expé-
rience a apporté une très bonne confirmation de l 'existence
de l ’onde associée aux électrons et de la formule donnant
la longueur d ’onde en fonction de la vitesse, et qu elle a
montré la validit é du principe des interférences, même pour
les particules matérielles.
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3. Préliminaires à V étude des expériences de
La méthode de G .-P. Thomson estG.-P. Thomson.

d ’envoyer un faisceau d’électrons sensiblement homogène
au travers d ’ un film métallique très mince. On admet
aujourd’hui qu ’un tel film est formé par de très petits
cristaux enchevêtrés. Pour prévoir à quels phénomènes la
diffusion des ondes associées par ces petits cristaux doit
donner lieu , il nous faut d ’abord rappeler quelques notions
de cristallographie.

On regarde, depuis les travaux de Bravais, tous les cris-
taux comme formés par des centres matériels qui sont répar-
tis suivant des lois régulières et forment un réseau . Le type
de réseau le plus simple est celui où toute translation de
la forme n1 a H- n2 b + ??3 c fait passer d’ un centre cris-
tallin a un autre, a b c étant trois vecteurs non situés dans
le même plan , et n
ques. Les centres ou nœ uds forment alors les sommets d ’ une
infinité de parallélépipèdes juxtaposés. Si l’on considère
deux nœ uds A et B d’un réseau simple, la translation
qui fait passer de l ’ un à l’autre est. donc de la forme
v (// a + j b H- k c), où n est un nombre entier , h , j , le
trois nombres premiers entre eux; la droite AB porte donc
une infinité de centres qui se déduisent les uns des autres— >- • — v- —par la translation h a -t- j b -f- h c. Il en résulte que tout

DE BROGLIE. MéCANIQUE ONDULATOIRE.

n3 trois nombres entiers quelcon-n21 ?

rj
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plan contenant trois nœ uds non en ligne droite contient
une infinité de nœ uds situés aux sommets de parallélo-
grammes accolés : un tel plan est un « plan réticulaire » .
En soumettant un plan réticulaire a une translation

on obtient un autre plan réticulaire
parallèle : les plans réticulaires forment donc des familles
de plans parallèles.

Pour repérer une famille de plans réticulaires, nous
prendrons trois axes de coordonnées passant par un nœ ud
du réseau et respectivement parallèles aux trois vecteurs, a ,
b et c; puis nous considérerons le plan de la famille le plus

proche de l ’origine qui coupe les trois axes en trois nœ uds
situés sur leurs parties positives. Ce plan coupe l 'axe des x
au nœ ud d’abscisse m^ a , l’axe des JJ au nœ ud d ’abscisse
m2 b , l ’axe des s au nœ ud d’abscisse m3c. On nomme
« indices » de la famille de plans réticulaires considérée,
les plus petits nombres entiers hlt h2 , h 3 , qui sont propor-
tionnels aux inverses des nombres ml } m2 l m3 .

Le plan qui sert à définir les nombres m1} m2 i m3 a pour
équation :

a + n2 b + n 3 c

x U (7)m2 b m,cm.a
Désignons par I: le plus petit multiple commun de m

m2 , m3; on a :
i

hh hKh (8)m2m i m.
et l’équation (7) s’écrit :

, x
bl h h0a

y
i , z _

1h b — — b.
b c

(9)

Tous les plans réticulaires de la même famille ont donc
une équation de la forme :

x— + bn
y y 1 z

~Y~ "l- b —b c
(10)
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Maintenant il est facile de voir que, par tout nœ ud du
réseau, passe un plan de la famille considérée. Soit, en
effet , P un plan de cette famille , passant par un nœ ud A , et
soit B un autre nœ ud non situé dans P. On passe de A à B
par une translation n1 a H- n2 b + n3 c et cette transla-
tion transforme P en un plan P' parallèle et passant par B;
tout nœ ud contenu dans P est transformé en un nœ ud de
P'. Le plan P', qui contient une infinité de nœ uds, est un
plan réticulaire de la même famille que P, et il passe par
le nœ ud B, choisi arbitrairement.

En gardant les notations que nous venons d employer ,
nous allons chercher à calculer la distance des plans paral -
lèles P et P', mais nous ferons une restriction : nous sup-— >— >~poserons les vecteurs a h c mutuellement perpendiculaires;
c’est le seul cas auquel nous aurons à appliquer nos for-
mules. Prenons A comme origine des coordonnées; le plan P
aura pour équation :
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h , - + f + /1, -a - h c 1 I0

/ / , , h 2 . h3 étant les indices de la famille de plans dont P
fait partie. Les coordonnées de B sont n^a, n2 b , n3c . Nos
coordonnées étant rectangulaires, la distance du point B
au plan P est , d ’après une formule connue de géométrie
analytique :

l ^ i a T ~4~ b 2n2 — h- h3n3d = (12)h22 K 2

lr c-

Nous pouvons choisir pour B un nœ ud quelconque, c’est-
à-dire prendre pour nu n 2 , n3 des nombres entiers quel-
conques, positifs ou négatifs. Le numérateur de (12) peut
donc avoir une valeur entière quelconque. Nous en con -
cluons que les plans réticulaires de la famille ( hlt /i2 , h3 )
sont des plans équidistants séparés les uns des autres par
l ’équidistance :

dhih'2 h3
I

Kt)
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Dans le cas du réseau cubique, a — b = c , et :

a
dh\li2h^ (14)sJ + h2

~ -f- /i32

Le réseau cubique simple est formé par des nœ uds dis-
posés aux sommets d ’ une infinité de cubes juxtaposés. Il

est défini par trois vecteurs a, b , c normaux et de même
longueur a . Les familles de plans réticulaires les plus impor-
tantes sont les familles :

(400) faces du cube,
(111) faces de l’octaèdre,
(110) faces du dodécaèdre.

Les équidistances correspondantes sont :

d i o o a

ad 1 1 1
</3

ad i 1 0 V2

Mais il arrive souvent que les réseaux cubiques réels ont
une structure plus compliquée. Il peut se faire, par exemple,
que chaque cube élémentaire, chaque « maille » du réseau
porte non seulement des nœ uds à ses sommets, mais porte
aussi un nœ ud en son centre de figure. On a alors un réseau
de cubes centrés. Tout se passe comme si l ’on avait affaire
à deux réseaux cubiques simples, décalés l ’ un par rapport
à l ’autre de\(a + b + c). La translation la plus générale
qui fait passer d ’un nœ ud à un autre est alors :

t ) ‘+ < £3 \

T ) C2

u 2 , n 3 entiers et £ s2, £s égaux à 0 ou à J .avec n i >1 5
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En reprenant les raisonnements faits ci-dessus, on trouve
aisément que 1 équidistance des plans d une famille ( h } , h
h3 ) est :

2 ?

adhill ^ ha si lil + h2 -f- h3 est pair.
i + h*

2 + h32t 151
adh\li 2 ll3 T T" si / /! —|— h2 h3 est impair.- V K 2

“ t- ù22 H- h32

Enfin (et c’est le cas pour les expériences de Thomson)
on peut avoir affaire à un réseau cubique où chaque cube
élémentaire porte un nœ ud au milieu de chacune des six
faces; c’est un réseau de cubes a faces centrées. La transla -
tion la plus générale faisant passer d ' un nœ ud à un autre
est alors :

Y ) b + (n3 + ?( " i + Y ) a + ( "3 ) c ’

n]L , n2 , n3 étant entiers, et les ef étant ou tous nuis ou deux
égaux à I et le troisième nul . La distance d 'un nœ ud B
à un plan réticulaire P (7i , , h2 , li3 ) passant au nœ ud A est :

( ni +Y ~ ) h > + ( Y ) 1,3 + ( "3 +• - f ) 1,3
d = ( 16)v V + V + hs2

Si h h2 , h3 sont de même parité, on a :1 >

adhili2h3 (17)
%/ ù j

2 -f- h3“ “ f- h8
“

Si les trois indices sont , les uns pairs, les autres impairs
on a :

adurits — ~~r (18 )
2 + V + V

a

^(2 ^)* + (2 h 2) 2 + (2 /I3) 2
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En reprenant les raisonnements faits ci-dessus, on trouve

aisément que l 'équidistance des plans d'une famille (/i,, h
h3 ) est :

2 ?

adh\h2 ll 3 si /ix -+- h2 -f- h3 est pair.+ h22 + h32t
(15)

h3 est impair.
adhih2h3 — -T~ si / / x -f- h 21 y hi“ + h22 -f- h32

Enlin (et c’est le cas pour les expériences de Thomson)
on peut avoir affaire à un réseau cubique où chaque cube
élémentaire porte un nœ ud au milieu de chacune des six
faces; c’est un réseau de cubes à faces centrées. La transla -
tion la plus générale faisant passer d ’ un nœ ud à un autre
est alors :

( + y ) a +(n2 r ) b + ",+ c ,2

nl t n2 , n3 étant entiers, et les e£ étant ou tous nuis ou deux
égaux a I et le troisième nul. La distance d ’ un nœ ud B
a un plan réticulaire P (/? ,, h2 , h 3 ) passant au nœ ud A est :

( "' + T) h' + ( T) ,
i= + ( "* + y) h°d = - i f,V V + V + V

S i h li 2 , h3 sont de même parité, on a :i >

adh± h2h3 U 7)•JK — }- h22 -f- h3
~

Si les trois indices sont , les uns pairs, les autres impairs
on a :

adh\h 2 llz “T" (18)2 W + h 2 + h32
a

(2 h2 ) 2 -f- (2 h3 ) 2
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On peut dire que la formule ( 17) s’applique encore à ce
dernier cas, à condition de doubler les indices.

4. Expériences de G.-P. Thomson.
expériences de G.-P. Thomson. Supposons qu ’ un faisceau
de rayons cathodiques homogènes en traversant un film
métallique mince, rencontre dans un des petits cristaux
constituant ce film un plan d indices h1 , lu , ha sous un
angle d’incidence 0, l ’angle d ’ incidence étant ici le complé-
ment de celui qu’on considère habituellement en optique.
L’onde associée aux élections incidents subira une forte dif -
fusion dans la direction de réflexion régulière, s il y a
accord de phase entre les ondes élémentaires diffusées par
les nœ uds des divers plans réticulaires d’indices hu lu, li 3 .

Tout d’abord , les ondes diffusées par deux centres A et
B situés dans un même plan réticulaire sont toujours en
phase dans la direction de réflexion régulière : ceci résulte
de ce ( pie les chemins optiques A'B et AB' sont égaux, car
ils valent tous deux AB cos 0 (fig. 3).

Revenons aux

FIG. 3.

Si , de plus, les ondes diffusées par deux centres A et G
placés comme sur ia figure sont en phase, alors les ondes
diffusées par tous les nœ uds du cristal seront en phase et
nous aurons, dans la direction de réflexion régulière, un
grand maximum de l ’ intensité. La condition pour qu’il
en soit ainsi est ( pie les chemins optiques du rayon diffusé
en A et du rayon diffusé en C diffèrent d’un multiple entier
de la longueur d ’onde; ceci donne :

DG + CD' = n\ (n entier)
c’est-à-dire :

2 dhih2ha sin 0= nX (19)
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C’est la relation de Bragg bien connue pour les rayons X
Sa démonstration suppose que l 'on peut négliger la diff é-
rence d ' indice de réfraction entre le cristal et le vide; nous
avons vu que cela était légitime pour les expériences de
Thomson.
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?

B

OA = L

J )o A AB = 2

FIG. 4.

Soit L la distance du film a la plaque photographique sur
laquelle on recueille les électrons; on doit s’attendre à obte-
nir , pour chaque réflexion sur un petit cristal, une tache
à la distance — de la trace du faisceau cathodique incident
avec :

I)

D
ir = L tg 2*,2

si toutefois le principe des interf érences est exact pour les
électrons, c’est-à-dire si le carré de l ’amplitude de l ’onde
mesure bien la probabilité de présence des électrons en
chaque point.

La grandeur qui va régir le phénomène, c’est la longueur
d’onde A de l’onde associée aux électrons incidents. D’après
les formules générales, on doit avoir :

h j/ 1 — WhA = ( 20)\ p\ mv

La vitesse des électrons est en général déterminée par
la diff érence de potentiel P, qui a servi à les mettre en mou-
vement. On a :

me2

— me2 = eP (21)s/ 1 - P
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d’où Ton tire :
1 ft2 2e P e2P2

( 2 2 r1 — P2 1 — p2 mc2 m2c4

et : /1- P* 1
(23)Pc j eP

\ 2 ~~
\ m

e2P2

1ll 2C 2

d’où enfin :
hA = (24)ePV 22 I

2 ?uc2

eP
Le terme — rmc~ étant toujours faible, il est suffisant d’écrire :

h l eP( iA = (25)
y/ 2 meP 4 me2

Si l’on exprime P en volts, il faut remplacer ( 25) par :

*æ ( ePA = (26)l — 1200 me2 !

Dans les expériences de Thomson, le terme correctif n 'a
jamais dépassé 3 % . On peut donc toujours poser assez
approx i mativement :

150VhA ( 27)me P

formule qu’on pourrait obtenir directement en partant des
formules non -relativistes :

h 1 = eP.A = - (‘Imv
i

En appliquant les relations précédentes, on trouve, pour
la longueur d ’onde des électrons de 25.000 volts, la valeur
0.75 • 10-9 cm . , ce qui correspond à des rayons X très
durs. Comme les réseaux cristallins usuels ont des équidis-
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tances de l ’ordre de I 0~8 cm.
seront très petits, suffisamment petits pour pouvoir rem-
placer dans les formules sin 0 par 0, et tg 2 0 par 2 0. On a
donc très sensiblement :

on voit que les angles 0

I )
2 dO = n\ — = L . 2 0? H o

d’où :
2 nÀ l,I ) = (28)dhihohs

Si les microcristaux du film sont orientés tout à fait au
hasard , on obtiendra sur la plaque photographique, non
pas une tache, mais une infinité de taches dessinant un
anneau continu autour de la trace du faisceau incident,
anneau dont le diamètre sera égal a I). Si le film métal-
lique renferme des microcristaux, présentant un certain
degré d ’orientation , on aura des apparences plus compli -
quées : certains anneaux manqueront, d’autres seront inter-
rompus. Tout cela a bien été observé. 11 faut remarquer
que les films doivent être très minces pour que le faisceau
d’électrons ne soit pas trop absorbé et ne subisse pas plu-
sieurs diffusions successives.

Les premières expériences vraiment probantes de
( L-P. Thomson ont porté sur l ’Aluminium et sur l ’Or. Une
première chose à vérifier, c’est que , pour un anneau donné,
je veux dire produit par une famille donnée de plans réti -

Dculaires, le rapport — est constant . En d autres termes, siA
l ’on augmente progressivement la tension P, le système
d ’anneaux se rétrécit , et si l’on suit le rétrécissement d ’ un
des anneaux, la relation :

I )— = Ctq
A

ou :
elDv/ I > ( I + = Cle (29)1200 me2
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doit être vérifiée . Voici des tableaux donnés par G . -P. Thom-
son :

A luminium.
eV

1) (cms) l > v/ I * 1 +V (volts)
1200 me2

1,47 38464.000
37.600
45.000
34.500

1,62 398
1,78 388
2,00 378

Or.

3711,5058.000
55.000
44.000
33.700

3811.58
1,75
2,00

376
374

Platine.
1 ,83
1,96
2,23
2,46

402
400

45.000
40.000
34.500
25.500

421
398

Aluminium (avec une autre valeur de F.).

3101 ,64
1 ,84
1 ,86

34.500
27.500
26.200
21.800

310
305
3122,09

Platine (avec une autre valeur de L).

3191 ,8429.000
24.000 1,98 311

La variation de la longueur d ’ onde avec le potentiel P
et , par suite , avec la vitesse des électrons, se vérifie donc
bien .
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Pour un potentiel donné, les diamètres 1) et D' corres-
pondant aux réflexions sur les plans réticulaires d ’ indices
( h1 li2 h3 ) et hl' h2' h3' ) sont dans le rapport :

D' dhihoH CIO)1 ) d h > ] l i' o h' s

Connue les métaux employés cristallisent dans le sys-
t ème cubique à faces centrées, on a :

adhi 7* 2^3 (31)+ h2
~ -h h:i

2

a étant l’arête du cube et les indices devant être doublés
s’ ils sont tous trois de même parité. Donc, avec cette con -
vention :

I )' \/ ^ i
~ + h->

2 + h32 (32)sJ hx' 2 + h.r~ + h*I )

l ’Aluminium ,
Thomson a obtenu des anneaux dont les diamètres étaient
proportionnels à :

Dans plusieurs séries d ’expériences sur

v/4 -y/8,(K) y/ 10,9

y/ 4 y/ 7,05 y/10,0

y/T y/ Hjft y/ lCd3

y/T y/ 7/93 y/ 11 /4

y/T y/ 7/90 y/T0
~

8
"*

y/T y/8,00 y/ iTi/ti

y/ I (5,0 y/ 27

y/ 14,8

y/ 13,8 y/ 28

y/ 10

y/13,8 y/ 20,0

y/ I 3,4 y/ 27,4

séries qui se rapprochent beaucoup de la série :

y/ 4 y/8 y/ I l y/10 y/ 27

correspondant aux plans réticulaires

200 220 311 400 311
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Pour le Platine, on a trouvé de même les séries :

v/ 3 4,00 v/7 ,95 ^ IU A/16,2' ,/18,8 */23,2 */26,8

*/ 3 '

*/4,05 */ 8 ,0o y/ 11,4 */ to,2 */ 18,4 v/ 22,5 */ 26,3

/3 v' 3/ï8 \/7~ffî */TÏÏ^ */T5J */T8/3 */ 2ip

analogues à la série :

*/8 */TT */ 16 A/ TÏÏ */2ï */T7v/3 /F

correspondant aux plans d ’indices :

111 200 220 31 I 400 331 422 333

De même, pour l ’Or, on a eu les deux séries :

V/ :T s/ TJ JlJ vTO v/ 1979

v/3 v/TôS v/8 v/ 11,1 v/ 19,9

très analogues à la série :

v/ Il JWsJ 3

correspondant aux plans d’ indices :

Ml 200 220 311 420

Ayant ainsi déterminé les indices des plans réflecteurs,
on peut calculer l ’arête du cube et comparer aux valeurs
obtenues par les expériences de Rayons X . Thomson a
trouvé :

Al PtAu

par les rayons cathodiques : a = 4,035 Â a = 4 ,20 Â a = 3,89 Â
par les rayons Rôntgen : a = 4,063 Â a = 4 ,06 Â a = 3,91/Â

M. Thomson a aussi vérifié d une façon très intéressante
que l ’agent produisant une impression sur la plaque photo-
graphique était bien des électrons diffusés par le film et
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non des Rayons X secondaires. Pour cela , il a établi un
champ magnétique entre le film et la plaque photographique
et constaté que rensemble des anneaux était déplacé par
1 action du champ. 11 a même pu ainsi vérifier que la vitesse
des électrons diffusés était égale à celle des électrons
incidents.

Les premières expériences de (J .-P. Thomson avaient
porté sur le celluloïd et donné des résultats nets, mais
plutôt qualitatifs. Un de ses élèves, M. Reid, a repris depuis
ces expériences et trouvé un bon accord avec la .théorie en
admettant dans le celluloïd l ’existence des deux équidis-
tances égales à 3, fi7 À et, 4,35 Â , alors (pie les équidistances,
mesurées par Muller par les acides gras, sont 3.07 et 4,08 Â.
Enfin , un autre collaborateur du Professeur Thomson ,
M . Ironside, a trouvé aussi une confirmation de la théorie
pour des films de Cuivre, d’Argent et d ’Etain, métaux qui
cristallisent aussi en cubes à faces centrées. Voici , par
exemple, les valeurs du côté du cube élémentaire qu’ il a
obtenu pour ces trois métaux , comparées à celles obtenues
par les rayons X :

CuivreArgent Etain

3,GG Â
3.CO Â

4,111
4,08 Â

2,80 Â
2,91 Â

par rayons cathodiques :
par rayons R ôntgen :

5. Expériences de M . Ponte ( 1929 ) .
obtenu de très beaux anneaux de diffraction avec des élec-

trons diffusés par l 'oxyde de zinc. Voici comment il opérait .
Un faisceau cathodique étroit, issu d 'une cathode chaude,
tombait sur un fil métallique mince recouvert d ’une faible
couche d 'oxvde de zinc ou sur les bords d ’ un diaphragme
sur lequel l ’oxyde a été formé : parfois aussi , on lui faisait
traverser un tissu d’oxyde de zinc formé sans support . Les
expériences ont été effectuées pour des tensions de 7, fi ; 11 , 17;
13,92 et 17,25 kilovolts.

Le réseau de l’oxyde de zinc appartient au système hexa-
gonal : le calcul des anneaux de diffraction par la théorie

M. Ponte a
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de Laue est donc un peu plus compliqué que pour les cris-
taux cubiques étudiés par Thomson , mais il peut néanmoins
être facilement effectué si Ton admet la formule (3) pour
la longueur d onde de Tonde associée. M. Ponte a pu ainsi
vérifier que la formule (3) est valable à moins de I % près
pour les électrons ayant subi des chutes de potentiel variant
de 7,0 à 17 ,25 kilovolts, ce qui correspond à des longueurs
(Tonde variant de 0, 14 Â a 0,003 Â environ.

Nous reproduisons dans ce livre quelques-uns des beaux
clichés de M. Ponte, qu’il a très obligeamment mis à noire
disposition; nous le prions de trouver ici l’expression de nos
remerciements sincères.
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LE PRINCIPE DES INTERFERENCESurs

ET LA DIFFUSION DES PARTIGULES ELECTRISEES
IUX PAR UN CENTRE FIXE
tre
10s

1. Diffusion des particules electrisees d’apres la Meca-
nique classique . Nous aliens donner un autre exemple de
la valeur du princlpe des interferences pour les particules
materielles; nous allons en effet montrer que le principe
des interferences applique aux particules electrisees (elec-
trons ou rayons «) permet de retrouver la loi de Ruther-
ford pour la diffusion subie par ces particules en traversant
un morceau de matiere, loi qui a ete verifiee experimen-
talement (Rutherford, Chadwick). Nous commencerons par
exposer la methode classique qui a permis a Rutherford

Y

d’etablir sa loi , puis en suivant un calcul de Wentzel nous
montrerons qu’en se servant des conceptions de la Meca-
nique ondulatoire et en appliquant le principe des inter-
ferences, on parvient an lnome resultat.

voici d ’abord le traitement classique. Soient e et m la
charge et la masse des particules incidentes, e x la charge
du centre diffuseur suppose fixe et a proximite duquel les
particules incidentes vont venir passer en traversant la
matiere. Nous supposons, en accord avec les conditions
experimentales, qu’au debut de leur mouvement les parti-
cules electrisees sont animees toutes de la meme vitesse v
dans une certaine direction. Nous prendrons la position
du centre fixe coniine origine d un axe polaire o x parallele
a la direction du mouvement initial (fig . b).
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Une fois sortie de la region oil se fait sentir 1 action dn
centre fixe, chaque particule aura de nouveau un mou-
vement rectiligne et uniforme de vitesse v mais dans une
direction faisant un certain angle a avec la direction du

mouvement initial. La conservation du moment de la quan-
lite de mouvement autour du point 0 nous donne :

dOmvb = — mr2 (1.
)dt

r et 0 etant les coordonnees polaires de la particule a
l’instant t , b sa distance initiale a l 'axe polaire.

D’autre part , en tenant compte de la loi de Coulomb,
Lequation du mouvement suivant Laxe oy ])ei‘pendiculaire
en 0 h l 'axe polaire est :

d V y doee, . .— sin 0 = — ee1 sin 0 (2)m
r2dt vb dt

Integrons; il vient :
ee 1 ( I. 4- cos a) (3)mv sin a = vb

car pendant Vinteraction 0 varie de - a « et vy de 0 a v sin «.
De (3) Ton tire :

i
eeee aV cotg -b = \ 4- cos 2) (4)mv2 sin a mv

a.a acos a = 2 cos2 -T- et sin a = 2 sincar I —r COS 77•
2 2
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11 Maintenant la probability pour que la distance de la

trajectoire initiale a ox soit comprise entre b et b + db est
evidemment 2nbdb; elle est d’ailleurs egale a la probabi-
l i ty P (a) da pour que Pangle final de la vitesse avec l’axe ox
soit compris dans Pintervalle a — a
d’apres la formule (4) a Pintervalle b — b H- db . En tenant
compte du fait que « et b varient en sens inverse
obtient :

e
Ll

da qui correspond

on

te d mt P (a) da Ctf! 2-bdb = — C da (3)da
ere 2 d a

* cots ¥
I! = — Cte dam2v4

X

! Le nombre des particules subissant une deviation com-
prise entre a1 et a2 est proportionnel a cotg2 - — cotg2— _
C est la loi de Rutherford bien verifiee par rexperience.
II y a cependant une difficulty : si Ron integre Texpres-
sion (3) de P (a) da depuis 0 jusqu’a a0 , on voit que le
nombre des particules subissant une deviation moindre que
a0 doit etre infini. Ceci peut sembler une objection contre
le resultat du calcul, mais il n’en est rien : nous avons
en eflet implicitement suppose le faisceau incident de par-
ticules illimite lateralement et s’il en etait ainsi, il y aurait
bien un nombre infini de particules passant assez loin du
centre pour ne subir aucune deviation appreciable. Mais
en pratique les faisceaux de particules sont toujours limites
lateralement, de sorte que le calcul n’est plus valable par
les grandes valeurs de b , e’est-a -dire pour les petites de a :
or , e’est precisement pour ces petites valeurs de a que
Pintegrate

i

J P(a) da diverge.

2. — Calcul par la Mecanique ondulatoire .
desormais le point de vue de la nouvelle Mecanique. Nous
devons associer aux particules incidentes Ponde :

Adoptons

m v x ]
*0 ( X , t )= a0e

DE BROGLIE. MECANIQUE ONDULATOIRE.
i

*
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ou a0 est une constante et ou W a la valeur :

W = me2 -f- — mv2 = me2 -f- E (7)
')

le second terrne devant d’ailleurs etre regarde comme
tres petit devant le premier , si nous nous bornons a
rapproximation Newtonienne comme au paragraphe pre-
cedent. La longueur d’onde a pour valeur :

h (8)A = mv

Dans les conditions experimentales usuelles, elle est
toujours tres petite, de Lordre de celle des Rayons X.

Au voisinage du centre diffuseur 0, il existe un champ
de force et une fonction potentielle F (r); l’equation de
propagation y est done :

&

8 ir2m
( E — F) \l> = 0 (9)A\I> + h2

Quand l’onde '1' penetre dans cette region , tout se passe
comme lorsqu’une onde lumineuse penetre dans un milieu
refringent non homogene. A l 'onde incidente tf'0 se super-
pose une onde diffusee Nous admettons que la diffusion
n’affaiblit pas sensiblement l ’onde incidente. Des lors,
on a :

% « ^0 (10)q> = q>0 -f- ‘$r1

Comme satisfait 1 equation :

87i2m Efir
0 = () (11)A*0 + h2

l ’onde diffusee i&1 obeit sensiblement a l ’equation :
i

87T 2m p-v]/-
h2 0

8 TR2m (12)A^>, -f-

W
comme cela resulte de (9) et de (10). Or , la frequence ^



PRINCIPE DES INTERFERENCES 115
I

elant , aussi bien pour l ’onde incidente que pour 1 'oude
711C 2

diffusee, sensiblement egale a —:—, on a :h

8 ~2m

(7)

m2 c4 2 O-'V4-2 1'Ponline

ons a
3 pre-

(13)dt 2 li2 i > ih 2 me4 d / 2

I
et en portant (13) dans (12) :

2E d2^1 8 7T 2m
(14)

???c4 dt2 h2(8)

Coniine 2E = mu2, on a :e est
1 d2&
V2

“dl2

8 TT
2111& A^ - F*# ( 15)hainp

)n de
i h2

%

avec ion jours :
c2

V = ( 16 )
(9)

*0 (*. /) et F(r) etant des donnees du probleme, l equa
tion (15) est de la forme :passe

nilieu
super-
fusion

lors,

1 d2\P
V2

~
dt 2

iA r̂1 = a ( x , y , z , t ) 17 )

avec :
8-2mcr (x , y , s, 0 = F (r) 1F0

( x, I) (18)h2

(10)

La solution de (17) est donnee par la fornmle bien
connue de Kirchkoff (formule des potentiels retardes) :

1 <r ( x, y , z , i )Iff l(i i) *, (p, o dr 19)4 77 P t. — v

dr etant un element de volume entourant le point M d ’inte-
gration et p designant la distance MP. L’indice t — y
signifie qu’on doit considerer la valeur de <r non pas a
Linstant t mais a Finstant t — ~

(12)

W
•e h V
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Ici , nous devons poser :\

[S X -f- pt — AF'F0 = F (r) c0e (20)
*- V

Done, d apres (18) et (19) :

- “ i 2-i2 7rm ///r- T fr -\- p ) •W £
a0o h \'1' , (P , t ) = dr (21)h2

\

Ici , se presente line difficulte. 11 serait tout naturel de
poser :

ce.F (r) (22)r

puisque Faction du centre diffuseur sur les particules inci-
dentes se fait suivant la loi de Coulomb. Mais si I on
accepte (22), Fintegrale triple serait divergente, comme cela
ressortira du calcul qui va etre fait. Pour eviter cette
difficulte , M. AVentzel a j )Ose :

eel e~krF (r ) = (23)r

k etant tel que kX << I . Dans une region entourant le
centre 0 et de grandes dimensions par rapport a la lon-
gueur d’onde A , Fexpression (23) coincide sensiblement
avec la loi de Coulomb. Mais dans les regions plus eloignees
de 0 le facteur exponentiel entre en jeu et la rapide
decroissance de F avec r empeche la diffusion d ’etre infinie.
A notre avis, on peut interpreter de la fagon suivante
Fartifice de Wentzel. En representant Fonde incidente par
une onde plane monoebromatique, on suppose par la meme
le faisceau incident illimite lateralement et ceci ne peut
corresponds a rien de reel ; le faisceau incident est force-
ment limite lateralement et il faudrait le representer par
un train d’ondes de dimensions finies. Si Fon veut, pour
la simplicite des calculs , conserver la representation du
faisceau incident par une onde monoebromatique plane, il
est necessaire de corriger ce que cette representation a

;

Jl.



d inexact en introduisant le facteur exponentiel de Wentzel
pour annuler Finfluence des portions eloignees de Fonde
monochromatique, portions qui en realite n existent pas.(20)

Admettons Fhypothese de Wentzel et calculous l onde ^diffusee en un point P tres eloigne de 0 (fig. 0).

(21)

el de

(22)

X

mci-
Fon

3 cela
cette

Y

FIG. G.

(23) En raison de la presence du facteur e~kr Fintegration
triple indiquee dans la formule (2 \ ) n’interesse que lent le voisinage immediat de 0; par suite, on pent remplacer plon- tpar OP Po dans le facteur lentement variable — , et dansment

inees le facteur exponentiel poser :
ipide
fmie. p = p( ) — r cos MOP
/ante

La formule (21) devient alors :3 par
aeme
peut
orce-

par
pour
i du
ie. il
3n a



J

r

y

>

i
ETUDE DE LA MECANIQLJE ONDULATOIRE118

t

Taxe OX est la bissectrice interieure dele plan xoP
bangle xoP = a et Tangle OZ en est la bissectrice exte-
rieure; enfin l ’axe OY est normal en 0 au plan xoV . Pour
reperer la position du point d’integration M,
serous des coordonnees polaires r, 0 cp autour de Taxe OZ
servant de ligne des poles. Dans le systeme OXYZ, le tableau
des cosinus directeurs des droites Ox , OM, OP est alors le

nous utili-

suivant :
OZOYOX

aa
SIRCOS 0O X 9' )

sin 0 sin CP cos 0sin 0 cos CPOM

a . a
+ sm ToP COS o

1

On en conclut :

•t . . a— + cos 0 sin —2 2cos MOP = sin 0 cos CP COS

< > a
x = v cos More = r ( sin 0 cos CP COS — cos 0 sin —

r cos MOP — x — 2r cos <9 sin — •

(26)

L’integrale triple de (25) devient alors :

4rci r cos 6 sin —— hr -f-

/ e
«/ 0

A - rdr . (27)sin OdO

L integration par rapport a 9 donne 2«r. Une integration
par parties on Ton remarque que Texposant de Texpo-
nentielle a sa partie reelle negative, donne pour Tintegrale /

en v :
l

(28)
4 TTl )’a( in — cos 0

9A
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e de
exte-
Pour

soil sensiblement, en raison de ordre de grandeur de k

utili-
e OZ
)leau
rs le

DOu enfin pour la valeur de 1’integrate (27) :
A2 1
4 77 . a

SIII “ —
')

JMI portant la valeur (31) dans (23), on trouve :

A2mee(P , t )

Comme :
mA~

h2(26)

le carre de l ’amplitude diffusee en P a pour valeur :
9 9e e2«r (P)

4 ?n2v4

Lonsiderons la sphere de centre 0 et de rayon p0 . Lenombre des particules diffusees qui traversent par unite37)
de temps la zone spherique correspondant a l’intervalleangulaire a — a + da doit etre, puisque ax 2 mesure la densiteion du nuage des particules diffuses :po-
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D’autre part, le nombre des particules qui traversent par
unite de temps un plan de front x — Cte situe tres loin a
gauche du centre 0 est evidemment proportionnel a a02v .
La probability d une deviation comprise entre a et a -f- da
est done :

120

*

e2c]
2 1 a- • 2 sin —- cos — do. 35)

aP (a) da = Ctc m~ vA • i a
sin4 —2

e2e 2 d v 2 acotg- --r1Gte da.m2v4 da 2

Nous retrouvons la formule (5) de Rutherford . Coniine
elle a ete verifiee par l’experience, nous voyons qu’ici
encore le principe des interferences applique aux particules
materielles se trouve en accord avec les faits.

Notre calcul comports des approximations, mais M. Gor-
don a montre que Lon pouvait retrouver rigoureusement
la formule de Rutherford sans faire d ’approximations dans
le calcul de l ’onde diffusee.

*

**
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CHAPITRE D?

15)
LE MOUVEMENT DE LA PROBABILITE DE PRESENCE

DANS LA NOUVELLE MECANIQUE

ae
Cl

— Le nuage de probability. — Nous avons vu dans
1© chapitre VI que dans le cas limite ou les approximations
de I ’optique geometrique etaient valables pour la propa-
gation de l ’onde associee, c’est-a-dire dans le cas limite
des anciennes Mecaniques, il etait possible d’imaginer un
fluid© de probability se depla^ant dans respace de fagon
que la density de ce fluide mesure en chaque point et a
chaque instant la probability de presence du corpuscule.
Nous allons voir que ce resultat est encore valable en toute
generality dans la nouvelle Mecanique si nous admettons
le principe des interferences, continue par les experiences de
diffraction des electrons oar les cristaux.

Nous ferons les demonstrations en nous en tenant aux
equations non relativistes. Nous partons done de 1’equa-
tion de propagation :

es

/r-
nt
is

t

8 7:2m 4 nim cNr
h dt

A^> — = I )Vh2

et nous substituons dans cette equation la fonction :%

2-i—— CP ( x , y , z , t )
a (x , y , z , t ) e h® (x , y , z , t) (2)

a et y etant des fonctions reelles.

I
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Nous obtenons alors coniine nous l 'avons deja vu deux
equations qui peuvent s’ecrire :

1 I / dcp v 2 / d? \ 2

2 at dx / \ d?/ /
d<r \ 2

-f- F ur , y . z , t )+ (3)

/r Aa
8 7 7 ~m a

d y
d t

d a d t p
d x d x

d a d y
d y d y

d a d y I d a
H—— aAc? — m • (4)d z d z d t

Contrairement a ce qui a lieu a lapproximation
de 1 ’optique geometrique, la determination des fonctions
a et 9 n est ici possible que simultanement. Toutes les
equations etant du premier ordre par rapport au temps,
la fonction 'l'(;r , y , z , / ) sera bien determinee si I on connait
sa forme ^(.x , y , z , o) a l 7 instant origine. Supposons done
que nous ayons ainsi determine la fonction ^ ( x , y , z , I )
et par suite les fonctions a et 9; imaginons un « fluide de
probabilite » dont les molecules on, si Ton prefere, les
« elements » possedent la masse m du corpuscule etudie.
L’equation (4) nous montre coniine au chapitre VI que si
nous attribuons aux elements de probabilite la vitesse
definie en chaque point et a chaque instant par la relation :

Iv = grad 9 (8)m

la densite p du image de probabilite restera toujours pro-
portionnelle a a2 ( x , y , z , t ) , si elle etait egale a a2 ( x , y , z , 0)
a l 7 instant initial ; cette equation (4) pent, en effet , s ecrire
si Ion ad met (o) :

? r

d (a2)
+ div ( a2 v ) = 0 ' 0)d t

et elle exprime la continuite hydrodynamique s? Ton pose
P = K a2. La constante K se detenuinera par la condition que

Ka2dv etendue a tout le image de probabilite soit egale
a \ ; comme a n est definie qu a un facteur constant pres, on
/
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peut cTailleurs fa ire rentrer la constante K dans a2 et dire
que la densite du nuage de probability est egale au carre
de ramplitude de l’onde 'F.

Revenons a liquation (3); nous pouvons la considerer
coniine etant ( equation de Jacobi pour le mouvement des
elements de probability, l 'energie potentielle de ces ele-
ments etant F ( x , y , z , / ) -F- Fi (x, y , z , t ) en posant :

/r Aa_
8 i r m a

L’on voit que cette energie potentielle depend de la
densite du nuage de probability car elle depend de a. On
peut dire aussi que pour obtenir le mouvement des ele-
ments de probability, il taut ajouter au potentiel ordinaire
F ( x , y , z , t ) un potentiel supplementaire donne par (7)
qu 'on peut nommer le <( potentiel quantique » pour bien
marquer qu’il depend de h et serait negligeable si h etait
infiniment petit.

t

Ft (x. y , z , t ) (7)

'

Equations du mouvement des elements de proba-

- Si nous assimilons l’equation (3) a vine equation
2 .

bilite .
de Jacobi pour les elements de probability, nous sommes
tout naturellement amenes a introduire pour etudier leur
mouvement une fonction de Lagrange dependant de leurs
coordonnees, de leurs vitesses et du temps; c’est la fonction :

I£ ( x, y , z, t , v x ,\y , v2) = — m ( v x2 v ,,2 + v 2 )

— F(x, y , z , t ) — F^x, y , z , t) (8)

Les quantites :

d£d£ d£ (9)= mv= mv
dvzd V y

peuvent etre appelees les < ( moments » ou « composantes
de quantite de mouvement » des elements de probability.
La quantity :

dvx
*

V — Iq / — £ = ^ mv2 + F + Ft (10 )w = dq{
i
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peut etre assimilee a Lenergie des elements de probability.
D’apres (5), on aura :

dz d? (11)Px = mVx Py in v
dx dy

dzp, — nw
dz

Les elements de probability decrivent dans Lespace une
trajectoire suivant une certaine loi et leur mouvement obeit
a des equations du type Lagrange. Nous avons en effet :

dp* dp,. dp,. dp dpx
( 1 2)

dt dx dy dz d t

1 ( P ^m dx
dp dpx dpx+-i- Py dy dz d t

ou en vertu de (11) :

dy d 2z dz d 2 z dz d2 z—— — - 4— —l- !—dy dxdy . 1 dz dxdz
dpx 1 d2 z-u (13)dx dx2d t dxd tm

L (- fm \ dx /
dz \ 2 dz \ 2d dz

2dx dy dz d t

Comme est solution de (3) il reste :

d p x dV dF d£
(14)dt dxdx dx

et de meme :

dp,, dF dF d£ as)dt dy dy dy

dp, dF dF , d£
dy dy

(16)dt dz *

Les premiers termes des seconds membres sont les com-
posantes de la force au sens classique; les deuxiemes termes
qui derivent du potentiel quantique F\ comme les compo-
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sautes de la force classique derivent du potentiel F, peuvent
etre nominees les composantes de la force quantique. Cette
force quantique depend de la densite du fluide de probabi-
lity et est caracteristique de la nouvelle Mecanique : quand
on pent negliger la force quantique, on retombe sur
1 ancienne Dynamique et les mouvements des elements de
probability sont les divers mouvements prevus coniine
etant possibles pour le corpuscule par la theorie classique.

Quand il nest pas permis de negliger la force quantique,
le mouvement des elements de probability est tres different
de celui des corpuscules dans l’ancienne Dynamique. En
particulier , nous ne retrouverons plus pour ces mouve-
ments les theoremes generaux de conservation de la quan-
tity de mouvement et de l’energie. Supposons, par exemple,
le champ mil (F = 0) ; il n ’en resulte plus ici que px, py et pz
soient constants a cause de 1’intervention de la force
quantique dans les equations (14- 10). Chaque fois que
l ’onde ^ ne sera pas monochromatique plane, par exemple
s’il y a superposition d’ondes planes et interferences,
lainplitude ne sera pas constante et bien qu’il n ’y ait pas
de champ dans Eancien sens du mot , il y aura cependant
variation des composantes de la quantity de mouvement
definies par (I I ). 11 n ’y a done plus de conservation de
la quantity de mouvement .

l)e meme, il n ’y a plus conservation de Tenergie car
on a par ( 10), TO) et (14-16) :

(Px

?

ii

\

dW dpx dx
dt cit

Y dxy < p, Mdt dt 2 dt*mJ dX
xyzxyz

Y
dvx dt

d£ d£ dV +dt dt dtdt
xys

Pour qu’il y ait conservation de l’energie, il ne suffira
plus qu ’on ait affaire a un champ constant ( —- = 0 j ; il
faudra aussi que l ainplitude a de l’onde ^ ne depende pas
du temps et cela ne sera pas realise si '1' est une superpo-
sition quelconque d ’ondes planes monochromatiques. Le
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mouvement de la probabilite ne s’opere done pas en gene-
ral , meme en l’absence de champ exterieur , avec conser-
vation de l’energie et de la quantite de mouvement, et e’est
1’existence de la force quantique qui en est cause.

Theoreme d’Ehrentest . 11 est possible d 'eliminer
la force quantique a I ’aide d une integration etendue a

3.

rensemble des elements de probabilite; on parvient ainsi
a un theoreme important du a Ehrenfest. Multiplions les
equations (14-46) par a2 (x , y , z) clx dy dz et integrons dans
tout l’espace en supposant que nous ayons affaire a un
train d ’ondes limite dont par suite l’amplitude est nulle
a l’infini. II vient :

+ oo+ oc

/././ ' ".US '" dpx dx dy dz = —— dx dy dz 18)dx— (X)— 3C

+ <X+ 0C

dF , d FIff *flf dx dy dz dx dy dz
dxdx — oo— oc

+ oc

( j d x dy dz
l r dIff-4- a~

8 7T 2 m dx
— oo

et deux equations analogues.
Nous allons montrer que Fintegrale :

) dx dy dza /Iff i
et les deux autres analogues soul nulles. Pour le demontrer ,
rappelons-nous une des formes de la formule de Green :
si U et V sont deux fonctions continues et uniformes de
xyz a Finterieur d un domaine D de l’espace limite / par
une surface fermee S, on a :

Iff
D

((UAY — YAU) dv = dS ( J 9)dn dns
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n designant la variable comptee le long de la normale a S
vers 1 exterieur. Faisons ici :

127t

daU = a V = — (20)dx

Ces deux fonctions sont par hypothese nulles a l ’infiniet si nous prenons comme domaine D l’interieur d’
sphere dont nous i'erons tendre le rayon vers l’infini, a
la 1imite le second membre s’annulera; il reste done :

+ OC

?

1 une

+ OC'

daIII ill daa A dv — Aa dv (21)dx dx— oo — Oo

Or , l ’integrale :
+ oo

f ff a2 — yJJJ dx \ a
Aa dv

— oc

peut s’ecrire :

o daa —— Aa Aa dv •

dx dx

elle est done bien nulle comine nous Tavions
L’eqnation (14) conduit done a :

annonce.1

+ oo + oo

%- = ”•/// « d 2xa2 dv (22)dt 2— oo — OC

+ oc + oc
dF111 1.1.1 1 'dv =dx— oo — oo

Or on pent prendre la densite du image egale a a2 a
condition de clioisir la constante multiplicative arbitraire
dans a , telle que :

4

+ oo

/// * 1.
oc
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Les integrates de (22) sont done les valeurs moyennes dans
le nuage de probability des quantites :

d 2xdpx dF
dt dt 2 dx

En representant les valeurs moyennes par une lettre sur-
lignee, on obtient a l’aide de (22) et des deux equations
analogues qu’on tirerait de (15) et (16) les relations :

dPzdpx dPy
dt — my — U d t = = myz = f z . (23)dt

C’est la le theoreme d’Ehrenfest dont nous verrons plus
tard une tres interessante application .

Nous allons montrer qu ’on peut enoncer le theoreme
d’Ehrenfest sous la forme suivante : « Le centre de gravite
du lluide de probability se deplace dans l ’espace au cours
du temps, comme doit le faire, suivant les lois de la Meca-
nique classique, un point materiel de masse m soumis a la
valeur moyenne de la force dans le nuage de probability. »

En effet , soit Ii la region occupee a 1’instant t par le fluide
de probability et IV la region qu’il occupe a 1’instant t + dt .
A chaque element dr de R, faisons corresponds 1’element
dr' de R', ou se trouvent , a l instant t + dt , les elements de
probability qui etaient dans dr a Linstant t . Si nous accen-
tuons les quantites relatives aux elements de R; a Linstant

pdr . La variation de 1’integratet + dt , nous aurons pdr

JJJ*
vxpdr pendant le temps dt est alors :

vx) pdr = dtv
R

dcx
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Kn repetant le raisonnement, on montrerait de meme que

dx dx

dans

vx = dt dt
d 2 xOn a done yx =

7 y et yt , et les formules (23) peuvent

et deux formules analogues pour
s’ecrire :

?sur- dt 2

;ions

cPx d 2 ym —- d2z
m ——dt 2/, = tv b i sm

dt 2 u (23dt 2(23)

et le theoreme est demontre.
Examinons maintenant quelques cas particuliers.
Si la force classique est nulle (F = () . / = 0) , on a :

plus

?eme
avite dpx dpy dpz= 0 1(24 )*,ours
leca-
a la
te. »

dt dt dt

Xous retrouvons la pour l ensemble du nit age un theoreme
analogue a la conservation de la quantite de mouvement
de la theorie classique. Cela tient a ce que nous avons pu
eliminer la force quantique grace a line integration dans

luide
b dt .

tout le nuage.ment
De la meme faconts de nous pouvons retrouver un theoreme

analogue a la conservation de Fenergie. Nous avons en:cen-
effet trouve [eq. (17)] :stant

grale
dW c)V dV
dt dt dt

Multiplions par a2dv et integrons dans tout Fespace en
supposant toujours a mil a Finfini. II vient :

-f-
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cr apres (7) , on a :
+ ococ

Aa
8 n2m JJJ dt

dV///- dv .i 26)dv =dt a >— oc— OC

Nous disons que l’integrale (26) est nulle; en efl'et, dans
la formule de Green (19) , faisons :

daVU = a (27)
dt

il vient :
+ CNCOC

f f f ' idaIlf ( Aa) dvdv = (28)aA -
dt

cX3

~r OO
daI f f *

Aa dv .

— oc

L’integrale (26) esi done bien nulle puisque :

+ oc
Aa, dJ f f * dv 29)

dt ' a
oc

+ oc
da6- (Aa.I f f I * dv .— Aa •

dtdt
— oc

Finalement , I 'equalion (25) se reduit a :

+ oo4- oc
2 dVI f f "

dWJ f J' Iv .dv = (30)
dtdt — oc— oc

dV
Si le champ est constant ( ^ = 0 on a :

(-4- CXl
dW0 dW/.// «* de = 31)= ( ) •

dtdt— oc

La formule (31) exprime le theoreme analogue a la conser-
vation de Lenergie.
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\ 4. — Calcul des tonctions y et a.
1 ? expression de la fonction d’ondes sur la forme :

Quand on connait

2-i:(i) -— 'j

^ = ae h (32)

ou a et y sont reels, le mouvement du image de probabilite
et sa densite se trouvent determines par les formnles des
deux premiers paragraphes. Mais il arrive souvent que &
soit comm sous la forme :

\I> = V ak e h

?ns

11) 2-2

(33)
k

qui , dans le cas des champs constants, correspond a la
d <5c< > m posit,ion spectrale en ondes monochromati ques. II
est done utile de savoir calculer a et y quand la fonction
d ’ondes est donnee sous la forme (33). Designons par '1'*

la quantile complexe conjuguee de on a :

28)

2-2' 2-2

VT f h rfea,; e h'if * = ae (34)
k

29) Kn multipliant & par on obtient :
2-/

( r i c — re )Va2 = & x 'h* '35)a. a ek e

kl

' )V —77— (?k — ?e } -akae cos
k l < k

Celte formule determine hintensile resultante qui , d ’apres
le principe des interferences, donne la probabilite de
presence.

Si an contraire nous divisons & par '1'* et si nous prenons
le logarithrne de ce quotient, nous obtenons :

30)

2-2

V7 , ake(31) '1' h . ~— log (36)C0 4 -i \p* 4 Ti l 2TTI
~

h
~ nV> , aekser-

k
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IIDesignons par q Tune quelconque des 4 variables x y z t
nous aurons :

(H r d'l'*x\r*
h

4~i ‘VJ/
dqd y dq

(37)
\p*2dq

T *\J/*
h dq

d®*— x\r .
d q

4t7;i a2

Cette formule nous donne simultanement les composantes
du vecteur grad <p et la derivee dtp

^ , quantites qui repre-

sentent respectivement les composantes de quantite de
mouvement el l energie des elements de probability.

5. La theorie de Vonde- pilote .
dans le domaine d ’application de Coptique geometrique,
on pouvait considerer le image de probability coniine
equivalent a un nuage de corpuscules, executant dans
le champ donne des mouvements correspondant a vine
meme integrale complete de l equation de Jacobi. On pent
aussi n ’envisager qu ' un seul corpuscule et dire que le nuage
de probability est obtenu en imaginant siinultanement tous
les mouvements correspondant a vine meme forme de la
fonction de Jacobi . Si done, dans ce cas, nous conservons
l idee classique du corpuscule bien localise dans l’espace,
ayant par suite une vitesse et vine trajectoire, nous pouvons
identifier le corpuscule avec l un des elements de pro-
bability; ces elements decrivent, en effet , les diverses
trajectoires possibles du corpuscule et par consequent le
corpuscule doit sans cesse coincider avec bun d’eux.

Si , main tenant , bon veut encore conserver la conception
classique du corpuscule dans le domaine propre de la nou-
velle Mecanique, c est-a-dire en dehors de bapproxjmation
vie boptique geometrique, on est tout naturellement amene
a vouloir maintenir bidentification du corpuscule avec bun
vies elements de probability et a se representer les choses
vie la facon suivante :

Nous avons vu que
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Nous imaginons, d une part, l’onde, et, d autre part , le
corpuscule bien localise dans bespace et nous lions le mou-
vement du corpuscule a la propagation de bonde par la
relation :

133
31

37)

(38)v

? etant la phase de bonde definie par la relation (32). La
vitesse du corpuscule se trouve ainsi bien deterininee a
chaque instant si l 'on connait sa position initiale, et par
suite sa trajectoire est, elle aussi , bien deterininee. De plus
(ceci resulte des formules du paragraphe 1) , si nous con -
naissons la forme de bonde 'L associee au corpuscule el
si nous savons qu’a 1 ' instant initial la probabilite de pre-
sence du corpuscule en un point est egale a l’intensite de
l ’onde en ce point , il en sera automatiquement de meme
a tout instant posterieur ; le principe des interferences sera
done satisfait . On peut designer cette theorie sous le nom
de theorie de l’onde-pilote parce que Ton se figure bonde
comine guidant le mouvement du corpuscule.

La theorie de bonde-pilote peut au premier abord
paraitre satisfaisante parce qu 'elle permet de conserver la
conception classique du corpuscule tout en etant d accord
avec le principe des interferences. Mais en y regardant de
pres, on voit qu 'elle souleve aussi de serieuses objections
dont nous allons maintenant donner un resume.

bne difficulty fondamentale vient de ce que dans le
domaine de la nouvelle Dynamique, la determination de la
fonction ? n est pas independante de celle de la fonction a .
Si done on suppose le mouvement des corpuscules donne
par la relation (38) , ce mouvement dependra non seulement
de la position initiale mais aussi de la probabilite de cette
position initiale puisqu’elle depend de a ( x , y , z , o) . Nous
nous ecartons ainsi plus qibon ne pouvait le croire au
premier abord dgs idees classiques, car suivant les idees
classiques il est inconcevable que le plus ou moins de
precision de notre connaissance de l’etat initial puisse
influer sur le cours ulterieur du mouvement .
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L)e plus, des rinstant ou Eon admet en toute generalite
le principe des interferences, il devient ties difficile de
conserver a Eonde le caractere dun phenomene physique
dans l’ancien sens du mot. lmaginons, par example, un
corpuscule et son onde associee tom bant sur un miroir
imparfaitement reflechissant; une partie de I ’onde est
transmise a travers le miroir , une autre partie est reflechie.
En raison de la signification que nous attribuons a l’inten-
site de I ’onde, ce partage de I’onde incidente en une onde
transmise et une onde reflechie vent dire que le corpuscule
a une certaine probabilite de traverser le miroir et une
certaine probabilite d’etre remove en arriere. Snpposons
qu’une experience vienne deceler la presence du corpuscule
dans le faisceau transmis, alors la probabilite de trouver le
corpuscule dans le faisceau reflechi devient nulle, et ce
faisceau doit , a partir de ce moment, avoir une intensity
nulle : Eexperience faite sur le faisceau transmis fait
s’evanouir le faisceau reflechi. Ceci semble bien etre une
consequence nccessaire du principe des interferences dans
le cas d un seul corpuscule et il est bien difficile de ne
pas en tirer la conclusion snivante : I ’onde n est pas un
phenomene physique an sens ancien du mot, c’est une sorte
de representation symbolique d’une probabilite dans l’espace
et dans le temps. Mais alors la conception d ’un corpuscule
guide par I ’onde devient beaucoup inoins satisfaisante. Tant
qu’on croyait pouvoir regarder I ’onde comme un phenomene
physique, on pouvait assez aisement concevoir que ce phe-
nomene physique put diriger le corpuscule dans son mouve-
ment . Mais si I ’onde est seulement une representation sym -
bolique d’une probabilite, le guidage du corpuscule par
I ’onde devient une chose beaucoup plus difficile a com-
prendre, beaucoup moins en accord avec les anciennes idees
de la Physique.

Nous avons vu qu 'il n ’y a pas en general conservation
de Penergie et de la qnantite de inonvement pour les
elements de probabilite el cela meme en l absence de
champ. 11 en est evidemment de meme pour le corpuscule
si l ’on identifie le mouvement du corpuscule avec le inou-
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vement d un des elements de probability. Cela suflit a
enlever a la theorie de l’onde-pilote une grande partie de
son utilite . Considerons, par exemple, le cas ou le champ
exterieur est nul et ou l’onde est formee par une superpo-
sition d’ondes planes monochromatiques : dans la theorie
de l’onde-pilote, on trouverait l 'energie et la quantity de
mouvement possedees par le corpuscule quand il se trouve
au point x, y , z , a 1’'instant / en calculant pour ces valeurs

grad <p . C.eci se fait

lite
de
jue
un
o n*

?est l
ne.
en-

doide des variables, les quantites — et
aisement a 1 aide de la formule (37) et J on trouve que
l 'energie et la quantity de mouvement du corpuscule
varieraient d une faeon compliquee au cours du temps et
d ’ailleurs dependraient de la forme du train d ’ondes; le
mouvement ainsi obtenu pour le corpuscule est assez pen
vraisemblable. De plus, il y a des raisons de penser que
si I on cherchait dans ce cas a determiner par une mesure
l ’energie du corpuscule, on trouverait Tune ou I ’autre des
valeurs qui correspondent mix frequences des ondes mono-
chroinatiques planes constituent le train d’ondes et non
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important dans le prochain chapitre en nous occupant de
la lumiere et nous verrons plus loin que la se trouve une
des differences essentielles entre le point de vue de I 'onde-
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pilote et le point de vue de Bohr et Heisenberg.ant
Bref , la theorie de l 'onde-pilote qui veut localiser le

corpuscule en un point de l’onde, en lui attribuant un
mouvement bien defini a chaque instant se heurte a deve-
graves diflicultes. Mais il n ’y a aucun inconvenient (il y a
au c-ontraire des avantages au point de la representation
visuelle) a conserve!* 1 ' image du image de probability dont
les elements ont un mouvement bien defini par la for-
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CHAPITRE X

LA MECANIQUE ONDULATOIRE DES GORPUSGULES
DE LUMIERE

1. Les photons et leurs ondes associees. Nous allons
dans le present chapitre developper la conception du nuage
de probability pour les corpuscules de lumiere. Mais coniine
les demonstrations du chapitre precedent out ete faites
en utilisant les equations non relativistes, nous serons
obliges de les recommencer, car il ne saurait etre question
d appliquer au mouveinent des photons les equations non
relativistes.

Nous avons trouve pour equation relativiste de propa-
gation de londe associee a un corpuscule quand il n ’y a
pas de champ :

1 d 2 A' 4 ir2m2c2

- Ar ( 1 )c2 dt 2 h2

en introduisant la notation :

1 d 2

c2
~
dt2= A (2)

on peut ecrire ( 1) :
4 7r2m2c2

* = q/. (3)h2

Cette equation admet pour solutions sinusoidales simpjes
correspondant a des mouvements rectilignes et uniformes :

VxX + VyXJ -f VzZ2id r
i r [ \W t — m

C 2q' = ne (A)
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Penergie W du corpuscule et sa quantite de mouvement p
etant exprimees en fonction de la masse rn et de la
vitesse fic par les tommies Einsteiniennes :

13:
t

me2 mvW = ' ) )P = ~

v' l - /?2 v/ 1 -F)

Ceci rappele, considerons successivement des corpuscules
de masse propre de plus en plus petite . 11 existera toujours
des solutions sinusoidales simples du type (4) correspon-
dant a vine valeur donnee W de Penergie, mais au fur et
a mesure ( jue la masse m tend vers zero, la vitesse v tend
vers c puisque W est maintenue constante. Passons a la
limit e : nous pouvons concevoir des corpuscules de masse

VVnude dont l’onde aura la frequence v = — et dont la
vitesse sera c. 11 suflit d’imaginer que m et /3 tendent
simultanement Pun vers 0, Vautre vers I de telle fagon que

me2
r
t

le quotient
corpuscules de masse nulle, on aura done :

2 garde la valeur constante hv. Pour resv/1 - p

hv hvmvW = hv p = lim • c
v/1 ~ /3\ c1 c

y
Ce soul les relations fondamentales de la theorie des

« Quanta de lumiere » d Einstein , relations ([iii out permis
d ' interpreter l ’effet photoelectrique et l ’effet Compton .
Nous sommes done amenes a considerer la lumiere coniine
constitute par des corpuscules de masse nulle; nous les
appellerons « photons » . L’equation de propagation de
leurs ondes associees s’obtient en faisant m
Pequation (3)
lumineuses :

0 dans
ce qui donne 1’equation classique des ondes

= 0.

Nous associerons done toujours au photon une onde 'P
solution de 1’equation (7) et nous assimilerons cette onde
a l ’onde lumineuse classique. Bien entendu , dans le cas
general , l ’onde ne sera pas une onde plane monochroma-
tique mais une solution quelconque de l ’equation (7).

( 7)

i

\

it >

t v
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Le nuage de probability associe au photon.
admettons ton jours le principe des interferences : Tin I ensile
de 1’onde ^ doit donner la probability de presence du
photon associe, de telle sorte que, dans un phenomene oil
interviennent un grand nombre de photons, cette intensity
mesure la quantity d’energie que I on peut recueillir en
un point : on est bien ainsi d 'accord avec la signification
que les theories classiques attribuent a rintensity de l ’onde
him incuse. 11 est nature!, pour les photons coniine pour
les electrons et autres corpuscules materiels, de chercher
a imaginer un nuage de probability lie a Londe ^ de telle
fagon que le principe des interferences se trouve satisfait.

Pour eviter certaines complications, nous supposerons
que londe ^ est forinee tres approximativement par une
superposition d 'ondes inonochromatiques planes de nieme
frequence v; c est le cas qui se trouve sensiblement realise
dans les experiences usuelles d 'interferences. On peut alors
poser :

m
2. Nous

4

T

V + PkU + ykz2 -niv ty.. cX , y , 2 , t ) (8)
k

2*i r ^— (*. u> z )2-ii’t 4
a (x , y , z) ee

2ni 2rd [ hvt — ( x , y , z ) }Cph = a ( x , y ,z) e hae

Substituons (8) dans (7); separons le reel de Pimaginaire.
11 vient :

/rv2
/ d? v 2 / d? \ 2 / dy \ 2

' ~

dx ) ~

'
~

dy ) ~

\
~
ds )

h2 Aa
dbc2 4 7T 2 a

i
hv da
IF ~

dt
d'Y da
dx dx

dz> da
dy dy

d'Y da
~

dz
~
dz

I
H—— aA's = (10)1

La relation (10) montre de suite que si nous attribuons

'
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aux elements de probabilite la vitesse :
c2

grad <? (IDv
hv

le principe des interferences sera satisfait. En effet, Eequa-
tion (10) s'ecrit , en tenant compte de (I I ) et en posant
a2 ( x , y , z ) — p ( x , y , z ) :! '

dpdiv (12)= () •p v
dt

Kile exprime la continuity hydrodynamique pour le mou-
vement du fluicle de probabilite si Eon suppose, comme
le vent le principe des interferences, que p (x , y , z) est la
densit-6 de la probabilite.

La relation (11) suggere de definir une quantity cle mou -
vement et une energie des elements de probabilite a I aide
des tommies :

dvp = — grad cc W = hv (13)
di

car alors :
(8J hv WIPI V V

c2 c2

i
>

et Eon retrouve la formule qui lie Eenergie et la quantity
de mouvement en Dynamique relativiste. Si Eon adopte
les definitions (13), I equation (9) apparait comme etant
Eequation de Jacobi des elements de probabilite . II est
facile de former les equations du mouvement de la proba-

dpx
m

d t
1

( x , y , z ) ]
1

anaire. bilite ; pour cela , calculous par exemple

dpx dlpx_ dpx v , dp dpx
v + (14)fit d t dx X dy dz dt

c2 dv d 2v
dx dx2

dv d2<p
dy dxdy

d's dy
hv dz dzdx(10)

c2 i rv^v
2hv dx [ J dx I‘ibuons

xya
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D’ou, en tenant compte de (9) :
he 2 d r Aa

8 n2v Ox
dpx

(15)dt dxa

en posant :
he2 Aa

8 7rv a^ =
On trouve deux equations analogues en py et pz. Ces trois
equations determinent le mouvement des elements de pro-
bability en fonction de a et de <p. Lours seconds membres
peuvent etre appeles les composantes de la force quantique
derivant du potentiel quantique Fj. II est bien visible qu 'en
general les quantites px , py , pz ne sont pas constantes; il n ' y
a pas en general conservation de la quantile de mouvement
pour les elements de probability parce qu’en general la
force quantique n est pas nulle.

L’interpretation des phenomenes d’ interferences . —
Lorsqu’on a affaire a un tres long train d’ondes et qu’aucun
obstacle n ’entrave sa progression, on ])eut l ’assimiler a
une onde plane monochromatique :

3.

P y + 7-) Jvt — A ( ax27ri Tvp = ae c (16)

et la phase y a pour expression :

hv
cp = hvt — ( ax -h fiy -f- yz). (17)c

Les elements de probability out tons alors lnerne vitesse
dirigee dans le sens o-Py et egale a :

c2— grad cp = c.hv 18)v

Si Lon considere un grand nombre de photons dont les
ondes associees ont toutes la forme (16), tout se passe, an
point de vue statistiqne , comme si ces photons decrivaient



MECANIQUE ONDULATOIRE DES COKPUSCULES 141f des trajectoires rectilignes avec la vitesse c; on retrouve la
propagation rectiligne de la lumiere.

II n ’en est plus de ineme quand londe dans sa propa-
gation rencontre des obstacles (miroirs, ecrans, etc.). I .a
forme mathematique de londe doit alors etre modifiee de
facon a satisfaire certaines conditions aux limites et il en
resulte les phenomenes d ' interferences et de diffraction .
Si Ton suppose que les obstacles rencontres par l ’onde son!
fixes, il n’y a aucune modification de la frequence
incidente et l onde pourra toujours s’exprimer sous la
forme complexe :

do)

es trois
de pro-
leinbres
antique
e qu ’en
;; il n’y
vement
eral la

— (•£, y , z )\q/ — a ( x , y , z ) e

La phase est fonction lineaire du temps, Lainplitude en
est indej)endante. L 'equation (11) s’ecrit ici :

i
c2

grad 9 l (19)v
hvces. —

L’aucun
ailer a

et determine le mouvement des elements de probability
dans la region d interferences; la probability de presence
du photon dans un element de volume dv est :

Vdv = cr ( x, y , z )dv

le iacteur constant de a etant convenablement choisi.
La lormule (20) perrnet de retrouver 1 interpretation des

phenomenes d’interferences et de diffraction de la lumiere
don nee par les theories classiques. Elle exprime, en effet,
que si Lon considere un ensemble de photons associes a
des ondes identiques, le nombre de ces photons passant
par seconde en un point de la region d ’ interferences est
proportionnel a 1 ’intensity de Londe en ce point. Done en
assimilant Londe xlr des photons a Londe lumineuse
classique, comme il est naturel de le faire, la nouvelle
Dynamique conduit a ])revoir les memes franges obscures
et brillantes que la theorie classique.

Pour enregistrer des franges d 'interferences, par la photo-
graphic par exeinple, on pent faire une expeiience de

(20)
(16)

(17)

vitesse

4(18)

)ut les
;se, au
vaient
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courte duree avec un eclairage intense ou line experience
de longue duree avec un faible eclairage; dans le premier
cas on fait une moyenne dans Lespace, dans le second cas
on fail une moyenne dans le temps; mais le resultat doit
evidemment etre le meme. Ceci explique pourquoi les
experiences d 5 interferences et de diffraction sont indepen-
dantes de 1’in tensite employee.

Insistons un pen sur ce point important . Considerons une
de ces experiences ou Ton obtient des interferences avec
une lumiere extremement faible et un temps de pose
extremement long. De temps a autre la source de lumiere
emet un photon , et ces emissions sont si separees les lines

des autres qu il y a en general un seul photon avec son
train dondes associe traversant Lappareil d interference.
La probability, pour que la presence du photon se manifeste
par une action photographique dans Lappareil d’interfe-
rence, est proportionnelle en chaque point a Lintensite
resultante du train d ondes. Pendant la duree tres longue
de Lexperience, le processus d emission se repete un nombre
enorme de fois N et Lappareil d ’interference recoil siicces-
sivement N trains d ondes identiques. 11 est evident que
l’effet photographique produit est le meme que si Lappareil
avait recu un seul train d ’ondes transportant N photons,
repartis dans le train proportionnellement au carre de
Lamplitude. L’experience faite avec une lumiere tres faible
et une duree tres longue doit done dormer le meme resultat ,
con forme a la theorie classique, qu ’une experience rapide
faite avec une lumiere intense. 11 est presque certain que
les memes considerations sont valables pour la diffraction
des corpuseules materiels.

Les equations (15) du mouvement de la probability
nous montrent que dans un champ d ' interferences a
obstacles fixes les elements de probability ne se deplacent
pas en ligne droite; leur trajectoire est courbee par
Laction de la force quantique qni resuite elle-meme de
la variation de hamplitude. Prenons un exemple simple :
la diffraction d une onde plane par le bord rectiligne
d ’ un ecran plan indefini. La lumiere penetre, on le suit
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depuis Fresnel, dans 1’ombre geometrique; il y a done
forcement des elements de probability qui contournent
le bord de Fecran et Ton voit bien que pour ces elements
il n ’y a pas conservation de la quantite de mouvement
au sens ordinaire. Ceci conduit a une remarque interes-

* saute au point de vue historique. Les partisans de la
theorie de remission de Newton disaient autrefois, apres

( pie le bord d un ecranla decouverte de ce phenomcne
exerce une force sur les corpuscules de lumiere; nous
revenons ici un pen a cette idee avec notre force quantique
qui est bien une consequence de la presence de Fecran ;
mais la force quantique est d ’une nature Ires particuliere
et a moins d’adopter la theorie de Fonde-pilote, dont nous
connaissons deja les difficultes, nous ne pouvons pas consi-
derer la force quantique coni me appliquee a propremen I
parler au corpuscule lui-meme.
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L’onde plane incidente est :

x sin 0 -\- z cos 0I 12 7xiv t —’L = «»e

et I ’onde plane reflechie est :

c ( 21

[ x sin 6 — z cos 6 j + a2 7hv t

*2 = «»e C (22)

L 'amplitude est la meme dans les deux ondes parce (pie
le miroir est parfaitement reflect!issant. Quant a a, c’est
une constante correspondant a un changement de phase
possible au moment de la reflexion .

Au voisinage du miroir les ondes ^ et se superposent
et ron a :

'lh
7T *^ -h xjr

2 (2:0ae
avec :

r vz
L

17 ~
a

cos 0 -l——a — 2^0 cos (24)

x sin 0 ha[o = hv (23)i — 4”c

D’apres la formule (11) , la vitesse des elements de proba-
bility dans la region d ’interferences a pour composantes :

c2 d'-p
hv dx = c sin 0 v

2 = () • (20)v V

Dans le voisinage du miroir la probability se deplace
done parallelement au miroir et sa densite, mesuree par a2 ,
presente des maxima et des minima sur des plans paralleles
a la surface reflechissante et distants de d ’apres (24).4 cos 0
Le fluide de probability, homogene dans le faisceau incident,
ou toutes positions sont egalement probables pour le pho-
ton , se divise en nappes paralleles en entrant dans la
region d interferences. Naturellement , on a en pratique
toujours affaire a des trains d ’ondes limites presentant un
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front d ’onde, et le mouvement de la probabilite que nous
venous de decrire n’existe que quand, le front d 'onde
s’etant reflechi sur le miroir, le regime des interferences
se trouve etabli.<2\

Dans Dexemple que nous venous d 'etudier , il est bien
tentant de dire que les trajectoires de la probabilite sont
en realite les trajectoires des photons eux-memes; c’est. le
point de vue de la theorie de Donde-pilote. Les photons
repartis uniformement dans l 'onde incidente viendraient
dans la region d’interferences former des nappes qui cou-
leraient paral (element a la surface du miroir. Mais, nous
Lavons dit, cette identification du mouvement des corpus-
cules avec celui des elements de probabilite souleve des
difficultes de principe. Des que nous allons supposer le

?

(22)

que
’est
ase

ent
miroir imparfaitement reflech issant nous allons voir que
la theorie de Donde-pilote conduit a une consequence peu25) vraisemblable au sujet de la vitesse des photons.

5. Interferences de la lumiere au voisinage d’un miroir24)
imparfaitement reflechissant. Passons au cas d ’un miroir
plan qui n est pas parfaitement reflechissant. Une partie
des photons sera transmise au travers de la surface du
miroir dans le milieu situe derriere elle, tandis que le reste
est reflechi. Nous considererons la surface du miroir comme

25)

a-
une « couche de passage » ires mince oil s’opere la reflexion
partielle de l 'onde. 11 nous importe peu , pour ce qui suit ,
de savoir si le milieu situe derriere cette couche de passage
est identique au milieu (vide ou air) qui occupe le cote
incident ou est , au contraire, forme par un corps refringent .

Du cote de 1' incidence, il y a une region ou la super-
position de l’onde incidente et de l ’onde reflechie donne
lieu a des interferences. Ce que nous voulons essayer de
comprendre, c’est comment les elements de probabilite
vont traverser cette region d’interferences pour venir les
uns dans le faisceau reflechi , les autres dans le faisceau

!6)

ze
' >

3S

t
)-

trailsin is.a
L’onde incidente ffq est toujours donnee par 1 expres-

sion (21) , mais pour simplifier un peu les calculs, je poserai
e
n

DE BKOGI.IF . MECANIQUE ONDULATOIRE .
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1 . II serait bien facile de retablir partout dans1C1 a0

loutes les formules a0 et a02 -
Nous ecrirons done :

pour l’onde iucidente :
x sin 6 -f- z cos 02 niv t — c (27)e

pour I ’onde reflechie :
x sin 0 — 2 cos 0

2 -iv ]+t — c'Po = W m
1 , le miroir est parfait et nous retombons sur le

cas etudie plus liaut. Si = 0 le faisceau est librement
transmis sans aucune reflexion ; en somme le miroir n 'existe
pas. Dans le cas intermediaire 0 < < 11a proportion
des elements de probabilite qui subissent la reflexion est i f
d apres le principe des interferences. Dans la region
d’interferences, situee au voisinage du miroir du cote de
l’incidence, l’onde resultante est :

±-i
IT 9

f- \L'., = ae • ( 29)

Pour abreger, nous poserons :

4 77 V
2 cos 0 + a.u c

Pour calculer a et 9 on se servira des formules (35) et (37)
du precedent chapitre et Don trouvera aisement :

rao)i f -h 2 i ] cos aa2 = I

/ tv 1 — — (31)hv dep d ydv sin 0 cos H— 0 «2dzdydx cc

La formule ( I I ) nous donne alors pour les composantes
de la vitesse des elements de probabilite :

- 32)v = c cos 0= c sin 0 v — ( )u a2
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a n s Le mouvement des elements do probability s’opere done

dans le plan d ’ incidence, et leur vitesse parallelement an
miroir est la meine que si celui-ci etait parfaitement refle-
chissant. Mais ici la composante vz n’est plus nulle, elle
est function periodique de ; et l 'on en conclut que les

27) trajectoires de la probabilite dans la region d’interferences?

sont des combes ondulees analogues a celles de la figure 8.
On voit aisement que la pente moyenne de ces courbes
ondulees est comprise entre la valeur 0 correspondant an28) cas r] = I deja traite et la valeur Ig ^ correspondant an
cas 7/ = 0 de la transmission totale.le

n ’t
ste
on
72
in

Je

9)

ounace du miroir

:)

)
Sur la figure 8 on voit bien comment les elements de

probabilite, uniformement repartis dans le faisceau incident
) viennent les uns dans Je faisceau transmis, les autres dans

le faisceau reflechi , la densite de leur repartition dans ces
deux derniers faisceaux etant a nouveau uniforme. Danss
la region d ’interferences, la densite de la probabilite est
donnee par l’expression (30) de a\ 11 y a done encore des
franges brillantes et des franges obscures paralleles a la)

surface du miroir, mais les franges obscures ne sont plus
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noires car les minima de a 2 sont egaux a 1
n y a done aucune region de la zone d ? interference ou il
ne passe aucun element de probabilite. Ces resultats sont
presque evidents sur la figure 8. car si les franges obscures
paralleles au miroir etaient noires, on ne voit pas comment
les elements de probabilite pourraient parvenir dans le
faisceau transmis.

Ici encore il serait bien tentant de se figurer les photons
coniine des points bien localises et decrivant les trajec-
toires de la probabilite. Mais en dehors des difficultes deja
signalees, il s en presente ici une autre tres interessante.
Si nous examinons rexpression (32) de la composante v
nous voyons que cette composante est plus grande que
c cos 0 dans les franges obscures : il en resulte que dans
ces franges la vitesse v des elements de probabilite est
superieure a la vitesse c, car on a :

>/ )2 > 0 . 11

S i

D 2 —h V 2 + V 2
x ‘ y ' zv 2 = (3U )

i)*
V /

c 1 cos 2 0 (= c2 sin 2 0 c2.1 —
Done, si nous voulions attribuer aux photons le mou-

vement de la probabilite, nous serious forces d attribuer
a ces photons une vitesse superieure a c dans les franges
obscures et cela serait bien difficile a concilier avec la
theorie de Relativite.

6. — Superposition de deux ondes planes monochroma-
tiques .
forrnee par la superposition de deux ondes planes mono-
chromatiques se propageant dans la direction des z :

Considerons une onde lumineuse qui serait

2 irJVj ( 2 :riv2— a
{ e

2ni
?hOn peut mettre ^ sous la forme On trouveae

a2 = ax 2 + «22 + 2 QYa2 cos 2- ( v l — v2 ) ( t
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II 11 y a des maxima et des minima de Lamplitude resul-
c

[ante qui sont disposes a la distance
V1 V2

autres et se deplacent le long de l 'axe des z avec la vitesse c.
La probability de presence du photon associe doit etre egale
a a2 d’apres le principe des interferences et presente ces
maxima et minima.

d'sCalculous la quantity — qui joue le role d’energie pour
les elements de probability . On a :

h 1 r
r — 'L*

4Tri a 2 L dt

il les uns desnt
*es
nt
le ?

ns
iC-
* • >•ja

dx\>*
4'

d'y \:e .
(36)

d: dtJ y

ue 2
a12 hv1 4- a„ 2 hv2 4- aya2

( hv ] 4- hv2 ) cos 2TT (VA tV2ns c
st 2

<iL 2 4- a22 -4 2 ala2 cos 2 n (vA c
'1

d'- pon trouve naturellement pour — la valeur3) Si v 1 = V2 ,

dvconstante hv. Mais dans le cas general v, v —4 est
variable d ’une fagon compliquee. Dans la theorie de l ’onde-
pilote on Lon cherche a identifier le mouvement du corpus-
cule avec celui des elements de probability, le corpuscule

devrait avoir cette energie
il parait certain que si Lon envoie Londe (34) sur un
morceau de maticre, on pourra obtenir un effet photo-
electrique qui corresponds soil au quantum hv} , soit au
quantum hv,. Tout se passera comme si le corpuscule associe
a Londe possedait soit Lenergie hv1 , soit Lenergie hv2 , mais

• Ainsi , pour obtenir la probability de

11-
er
es dy

conslamment variable. Orla dt

it
3-

dvnon pas Lenergie
presence du corpuscule, il faut considerer l ’amplitude a
resultant de la superposition des deux ondes monochroma-
tiques; mais au contraire, pour prevoir les diverses energies
avec lesquelles le corpuscule pent se manifester , il Taut
considerer non pas la phase resultante 9 mais les frequences
des diverses ondes monochromatiques, c’est-a-dire la

dt

4)

5)
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decomposition spectrale de l ’onde xlr . 11 y a alors plusieurs
possibilites (dans l ’exemple clioisi , il y en a deux), pour
la valeur de l ’energie du corpuscule. On ne peut done plus
attribuer comme le fait la theorie de bonde-pilote une
energie bien definie au corpuscule, inais seulernent parler
de la probabilite pour qu 'il se manifeste avec telle energie .

Des considerations toutes semblables s’appliqueraient a
la quantity de mouvement .

ibO



CHAPITRE XI

LA THEORIE D’HEISENBERG ET DE BOHR

1. Le principe de decomposition spectrale.
les resultats obtenus jusqu’ici. Nous avons vu qu’il fallait
toujours associer au mouvement d im corpuscule la propa -

gation d une onde 'L = ae h

necessaire pour interpreter les resultats experimentaux.
etait le principe des interferences suivant lequel l ’intensite
resultante a ~ = '1' •

"'I'* de l’onde mesure partout et toujours,
aussi bien pour la matiere que pour la lumiere, la proba-
bilite de presence du corpuscule. De plus, nous soimnes,
parvenus a imaginer un fluide fictif , le fluide de probabilite,
dont le mouvement est determine par la propagation de
Donde et dont la densite egale a a 2 donne la probabilite de
presence, d apres le principe des interferences. Les mou -
vements des elements du fluide de probabilite coincident
lorsque les approximations de Eoptique geometrique son!
valables pour I ’etude de Londe ^ avec les trajectoires
possibles du corpuscule, telles que les definit l ancienne
Dynamique. 11 etait des lors tentanl de supposer que les
corpuscules etaient des points bien definis decrivant les
trajectoires de la probabilite, mais cette maniere de voir
(theorie de Londe-pilote) s’est revelee a l exainen com me
soulevant des difficultes. Le veritable sens de la duality
des ondes el des corpuscules reste done obscur. Le moment
est venu d ’exposer la theorie qibHeisenberg et Bohr ont
proposee de cette dualite.

Resumons

2-i
*?

et qu’un principe essentiel
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(La theorie dHeisenberg et Bohr repose sur deux prin-
cipes : d ’abord , le principe des interferences que nous
connaissons bien maintenant; ensuite un autre principe
le principe de decomposition spectrale, dont nous avons
deja donne un premier apercu a la fin du dernier chapitre
et que nous allons exposer plus completement en raison - tnant sur le cas du champ nul .

L’onde plane monochromatique correspond au mou -
vement rectiligne et uniforme du corpuscule ; c’est la le
point de depart de la Mecanique ondulatoire. Mais un train
d ’ondes limite peut etre considere comine une superposition
d ’ondes planes monocbromatiques de la forme :

r ,I “ “l- fikti ~U j+ SkV 2
> ake

lvk t — y*-)*= v a Mi =wk k
(i)

tles constantes «*, f ik , yki vk et nk e-tant liees par les relations :

v02va k ~ H- f t k ~ H- y k ~ — 1 2)nk =

, . , Die2
ou v0 est la frequence propre —j— du corpuscule.

Des le debut du developpement de la Mecanique ondu-
latoire M. Max Born a propose de considerer chaque
quantity ak 2 coniine donnant la probability relative pour
que le corpuscule possede l’etat de mouvement correspon-
dant a M>fc. Ainsi, contrairement a ce qu’admet la theorie
de Londe-pilote, 1’onde M> ne donnerait pas le mouvement
du corpuscule mais seulement la probability pour qu ' il ait
tel ou tel etat de mouvement. Avec 1 hypothese de Born.
les difficulty signalees a la fin du dernier chapitre et
relatives aux effets photoelectriques produits par une onde

fqui est la superposition de deux ou plusieurs ondes mono-
chromatiques disparaissent d’elles-memes. Nous appellerons
ce postulat de Born du nom de « principe de decomposition
spectrale »; si on Ladme-t , la definition du corpuscule par

onde associee se trouve affectee d une double incer-son
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titude : d’une part, la position du corpuscule est inoertaine
d’apres le principe des interferences, puisqu’il y a une
certaine probability mesuree par 1’intensity resultante a 2

pour qu’on trouve le corpuscule en un point quelconque
de la region occupee par le train d’ondes; d ’autre part ,
1 etat de mouvement du corpuscule defini par son energie
et sa quantity de mouvement est lui aussi incertain, d’apres
le principe de decomposition spectrale, puisqu’il y a
plusieurs etats de mouvement possibles, la probability de
chacun d ’eux etant donnee par le carre de 1 amplitude de
la composante monochromatique correspondante dans la
decomposition spectrale du train d ’ondes.

Comment doit-on interpreter cette double incertitude ?
C’est ce que la theorie d ’Heisenberg et de Bohr cherche
a expliquer a l ’aide d’une analyse subtile et profonde des
concepts d ’observation et de mesure.

153

I
2. La theorie d’Heisenberg et Bohr. Les relations

Observer un phenomena , c’est necessai-
rement le troubler au moins dans une certaine mesure. On
ne peut, en elTet , observer qu’en etablissant une interaction
entre le phenomene qu’on veut etudier et le milieu ambiant
dont fait partie l ’observateur lui-meme. Si le procede de
mesure trouble relativement tres pen le phenomene etudie,
la valeur des grandeurs qui caracterisent le phenomene
peut etre regardee coniine bien connue apres la mesure,
aux erreurs experimentales pres, naturellement. Mais si le
procede de mesure altere beaucoup le phenomene a etudier ,
alors le resultat de 1 observation ne renseigne plus exacte-
ment sur l ’etat existant apres la mesure. Cet etat est
affecte d’une incertitude provenant de 1’ignorance ou
bon est de la fagon dont le procede de mesure a perturbe
le phenomene.

En particulier , il est tres possible d ’admettre qu’un
procede de mesure permettant de determiner une gran -
deur A trouble necessairement la valeur d ’une autre
grandeur B, de telle facon que si bon perfectionne le
procede de mesure pour lui faire fournir une valeur de

dyincertitude.

\

/

j



154 ETUDE DE LA MECANIQUE ONDULATOIRE

plus on plus exacte de A , la valeur de B apres la mesure
soil de moins en moins bien connue. I/etat d un corpuscule
est defini dans les conceptions classiques par huit quan-
tiles : x , y , z , / , px , py , pz et W qui donnent la position
du corpuscule a un certain instant et son etat de mouve-
ntent . Ces huit quantiles torment deux grou-pes : d ’une
part, les coordonnees d espace et de temps : x , y
d’autre part, les grandeurs respectiveinent conjuguees de
ces coordonnees : px, py , pz , W. Nous allons montrer que
si l ’on admet le principe des interferences et le principe
de decomposition spectrale, tout procede servant a mesurerrune des 8 grandeurs altere necessairement la valeur de
la quantity conjuguee, cette alteration etant d’autant plus
grande que la mesure est faite avec plus de precision .
L’indetermination qui en resulte ne doit pas etre consideree
comme une indetermination accidentelle due a l imper-
fection de nos procedes de mesure et qui pourrait etre evitee
par des procedes plus perfectionnes; c 'est , au contraire ,

une indetermination essentielle provenant de la perturba-
tion du phenomene etudie par la mesure elle-meme et resul -
tant d une grande loi de la Nature

Pour demontrer la necessity de cette indetermination
quand on admet les deux principes des interferences et de
la decomposition spectrale, nous partirons de la remarque
suivante : il doit toujours etre possible de representer par
un train d ’ondes ce qu ’ une observation nous a appris sm-
all corpuscule, l ’extension spatiale du train d’ondes repie-
sentant l’incertitude sur la position du mobile apres robser-
vation et I ’etendue du domaine spectral , occupe par les
frequences des ondes sinuso'idales simples dont la super-
position forme le train d ’ondes correspondant a I ’incer-
titude sur I ’etat de mouvement.

D’apres les idees de base de la Mecanique ondulatoire,
l ’etat de mouvement rectiligne et uniforme du corpuscule
doit etre associe a la propagation d une onde monocbroma-
tique plane de frequence v

/ ;

w
y- et de longueur d’onde

h k
A = —— , W et p etant l ’energie et la quantite de motive-IP l ’
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inent du corpuscule. Introduisons le vecteur « nombre
d’ondes » de l ’onde plane monochromatique, vecteur dirige
dans le sens de p et egal a — ; nous aurons alors :

I M U15b

A

W
, tn = tn —h x h y h

Pu Pcf\ V

Or, coniine cela re-suite deja des calculs du chapitre IV,
paragraphe 3, et com me on pent le demontrer d une facon
plus generale, un train d ondes dont les dimensions dans le
sens des trois axes sont bx , by , bz et dont la duree de pas-
sage en un point est bt exige, pour sa representation mathe-
matique, un ensemble d ondes planes monochromatiques
pour lesquelles la frequence et les composantes du vecteur
nombre d ’ondes remplissent pour le moins des intervalles
8v, 85X*, bdZy et bdZz relies a bx , by , bz et bt par les inega-
lites valables en ordre de grandeur :*

bdZx X bx > 1

851, Xbz > 1

851* X 8y > 1

bv x bt > t. (4)

Comine nous supposons qu a chaque onde plane mono-
chromatique correspond un etat de mouvement rectiligne
et uniforme pour le corpuscule, nous devons regarder les
quantites :

»

8W = hbv bpx = hbdZr
bp„ = hb‘9Zy bP,= hbdzz

comme etanl les incerlitudes dont sont affectees les valeuis
de 1 energie et de la quantite de mouvement. Les relations
deviennent done :
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})y, j)z , W est petite, plus doit etre grande en vertu de la
signification attribute a l 'onde Pincertitude sur la grandeur
conjuguee.

3. Signification de l’onde dans la theorie d’Heisenberg
En resume, void comment J on doit , suivantet Bohr.

cette conception d ’Heisenberg et de Bohr, se representer la
signification de l 'onde yir . Supposons qu’a Pepoque t 0 une
premiere observation ait ete faite qui permette de fixer
dans de certaines 1unites la position et l’etat de mouvement
du corpuscule; nous admettons (quitte a revenir sur ce
point) que 1’incertitude sur les grandeurs conjuguees
resultant de cette observation satisfait dans le cas le plus
favorable aux relations d ’Heisenberg (6). Pour representer
les resultats de cette premiere observation , nous devons
constituer un train d’ondes dont Pintensite resultante en
chaque point soit e-gale a la probability pour que le cor-
puscule soil en ce point et dont la composition spectrale
indique les probabilites relatives des divers etats de
mouvement du corpuscule. Pour prevoir autant qu il est
possible ce qui pent resulter de cet etat initial imparfai -
tement connu, nous devons suivre la propagation du train
d’ondes et nous rappeler que pendant tout le cours de cette
propagation la probability de presence du corpuscule est
toujours mesuree en chaqu-e point par Pintensite a 2 et que
la probabilite de chaque etat de mouvement est mesuree
par Pintensite de la composante spectrale correspondante.
On pent done predire que si une seconde observation faite
a Pinstant t posterieur a / 0 vient nous apporter des rensei-
gnements nouveaux sur la position ou Petat de mouvement
du corpuscule , il y a telle probabilite pour que le cor-

puscule soit trouve dans telle region de l 'espace et telle
autre probabilite pour qu ' il se revele comme ayant tel etat
de mouvement. Ges previsions qui donnent des probabilites
et non des certitudes sont les seules que nous puissions
obtenir; d ’apres Bohr et Heisenberg, il est vain de chercher
a se representer le corpuscule comme point decrivant une
traiectoire bien definie avec une vitesse bien definie.
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la Le train d’ondes peut etre appele avec Heisenberg un
« paquet de probability » . Nous avons vu qu’on pent lui
associer un image de probability, la densite du fluide de
probabilite ainsi imagine etant en ehaque point egale a
rintensity a2 du train d ’ondes et mesurant par suite la pro-
bability de presence. Les elements du fluide de probability
decrivent des trajectoires qui dependent de l ’extension
initiate du train d ’ondes, c’est-a-dire de 1’indetermination
initiale de la position du corpuscule. Que le mouvement
de la probabilite depende de la connaissance de l’etat
initial, cela ne souleve aucune difficulty car la probability
d ’un evenement depend toujours de la connaissance plus
ou moins exacte que nous avons des etats anterieurs.

L’etude de la propagation du train d’ondes nous permet
d’annoncer la probability des diverses positions possibles
du corpuscule a 1’instant t . Si a cet instant on fait une
nouvelle observation pour preciser la position du cor-
puscule , el le devra se trouver d’accord avec nos previsions
de probabilite mais, une fois faite, cette observation
restreindra, en general , 1’incertitude sur la position du
corpuscule. Si par exemple a 1 instant t , le train d’ondes
occupe une region R de l ’espace, nous savons avant
1 observation que le corpuscule doit se trouver dans cette
region R, mais, en general apres l ’observation, nous sau-
rons qu’il se trouve dans une region Rj comprise dans R .
Pour representer l ’etat de nos connaissances apres l’obser-
vation , il faudra done faire une « reduction du paquet de
probabilite » de facon que le train d ’ondes n occupe plus
que la region Rx . Toute une partie de l ’ancien train d’ondes
s’evanouit done brusquement par le seul fait de la nouvelle
observation . Coniine nous 1’avons remarque dans l’intro-
duction , ceci montre bien le caractere abstrait et symbolique
de 1 ’onde dans cette conception .

L’ancienne idee du determinisme des phenomenes physi-
ques se trouve, d’autre part , battue en breche par cette
theorie, car cette idee reposait sur la possibility de deter-
miner d une facon precise les donnees initiales d’oii l ’on
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pouvait rigoureusement deduire les phenomenes subsequents
par les lois rigoureuses de la Dynamique. Le mouvement
d’un corpuscule, quand sa position et sa vitesse initiate
etaient conimes, se trouvait inexorablement fixe. Mais dans
la theorie de Bohr et Heisenberg, il devient impossible de
determiner simultanement avec line absolue exactitude
la position et la vitesse initiale d un corpuscule et , par
suite, il devient impossible d ’affirmer que le mouvement
du corpuscule est rigoureusement determine, car seules des
previsions de probability peuvent etre faites a son sujet .

Le raccord avec Yancienne Dynamique .
neanmoins un grand fait que la nouvelle theorie doit
expliquer : pour tons les phenomenes mecaniques a grande
echelle, les anciennes conceptions sont parfaitement snffi-
santes; il est indeniable qitun determinisme rigoureux
parait exister a notre echelle pour ces phenomenes. Com-
ment expliquer ce faitP Tout d ’abord , il taut remarquer
qu aver les nouvelles idees, il intervient dans la pratique
deux sortes d’incertitudes : la premiere, deja admise par
les theories classiques, est une incertitude pour ainsi dire
accidentelle provenant de 1' imperfection inevitable de nos
methodes de mesure et qui pourrait en principe etre indefi -
niment reduite par un perfectionnement indefini de notre
technique experimentale; la seconde incertitude est une
incertitude essentielle et irreductible introduite par les rela-
tions d ' indetermination (6) d Heisenberg. Or, dans les cas
on I ’ancienne conception de la Mecanique se verifie bien ,
Tincertitude accidentelle est beaucoup plus grande que
1' incertitude essentielle et la masque completement. 11 en
resulte qu’alors tout se passe en pratique comme si
Tincertitude d ’Heisenberg n’existait pas; tout se passe aux
erreurs experiment ales pres comme si les conceptions
deterministes de Tancienne Dynamique etaienf exactes.
Mais si une technique experimentale indefiniment perfec-
tionnee permettait de serrer de plus en plus pres la valeur
des grandeurs dynamiques, il viendrait un moment ou Ton
se heurterait a Tincertitude d Heisenberg.

4 . Il y a
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Eclaircissons ceci a l’aide d un exemple numerique.
Considerons le niouvement le long d un axe ox d une
petile bille pesant un milligramme, dont nous negligeons
les dimensions. Pour determiner son elat initial
devons mesurer la position du centre de la bille et sa

> vitesse. Supposons que nous parvenions a determiner
Labscisse du centre a un millieme de millimetre pres, ce
qui serait une belle precision. La relation d’Heisenberg
nous affirme que nous ne pourrons pas connaitre la vitesse
de la bille a cet instant avec une incertitude moindre que :

* h
Sl' = ^s

nous

6, 55.10-27

= 0,55.10-20 cm /sec.10-3.10-4

11 est bien evident qu’en pratique aucune methode de
mesure ne nous permettra d’atteindre vine pareille precision
sur la valeur de la vitesse; Lincertitude d ’Heisenberg sera
done entierement masquee par 1 ’erreur exp^rimentale et
tout se passera comme si cette incertitude n’existait pas.

Le raccord mathematique entre la nouvelle Mecanique
conc-ue a la maniere de Bohr et Heisenberg el l ’ancienne
Mecanique se fait d’ailleurs ties elegamment au moyen du
theoreme d ’Ehrenfest (chapitre IX, paragraphe 3). Nous
avons vu que Lancienne Mecanique correspond au cas ou
Loptique geometrique est valable pour la propagation de
Londe assoeiee. Or , Loptique geometrique est valable quand
les conditions de propagation ne varient pas sensiblement
a Lechelle de la longueur d’onde. Comme la longueur
d 'onde se trouve etre dans les cas usuels beaucoup plus
petite que tout ce que nous savons mesurer directement,

pouvons imaginer un train d ondes qui occupenous un
domaine dont les dimensions contiennent un grand nombre
de longueurs d ’ondes et qui , neanmoins, pent etre consi-
dere comme ponctuel a noire echelle . Le train dondes
pourra done etre represente par groupe d ’ondes seun
deplacant sensiblement avec la vitesse de groupe de
Rayleigle; il formera un petit globule de probability dont
les dimensions seront trop petites pour que nous puissions
les mesurer .
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Ecrivons alors les equations (23 bis ) , du chapitre IX , qui
expriment le theoreme d ’Ehrenfest :

(Fx dry (Fzu = f u I: ( 7)m
dF

in mdF dF

En raison des dimensions extremement petites du train
d ’ondcs, on pent le confondre avec son centre de gravite
et remplacer les valeurs moyennes f x f „ f z par les valeurs
f x f y [ z des composantes de la force au centre de gravite. Le
train d’ondes peut , par suite, etre considere conime un point
se deplacant conformement aux equations :

d2x
1 ,1 ~

dF dr2

d‘2zL I (8)I I I
dF

Le globule de probabilite se deplace done en bloc, comme
le ferait un point materiel dans le champ de force donne
d’apres les lois de la Dynamique ancienne. Bien entendu
la position du corpuscule a l ' interieur du train d ’ondes
est incertaine, mais les dimensions du train d ’ondes etant
inferieures a ce que nous pouvons mesurer , tout se passe
en pratique comme si le corpuscule avait a chaque instant
une position bien definie et se deplacait conformement aux
equations classiques de Newton.

On voit avec quelle elegance le theoreme d’Ehrenfest
permet de faire la jonction entre 1 ’ancienne Mecanique et
la theorie d ' lleisenberg et Bohr.

Objection d’Einstein. Le corpuscule est-il non ioca-
lisable ou bien non localise?
nouvelle que cede d ’lleisenberg el Bohr ne manque pas
de soulever quelques objections. Nous allons en exposer
une qui a ete developpee par M. Einstein 411 Congres
Solvay de Bruxelles, en octobre 1927. Supposons un cor-
puscule et l ’onde plane monochromatique associee tombant
normalement sur un ecran perce d un trou circulaire;

5.
Une conception aussi
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derriere l ’ecran est place un film photographique en forme '

d hemisphere de grand rayon (fig. 9) :
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qui

(7)
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rite direction

d’incidenceurs
Le
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Si le troii a des dimensions assez petites, 1’onde va se
dilfracter en le traversant et va s’etendre dans toutes les
directions a droite de l’ecran. Dans la conception d’Heisen-
berg et Bohr , il y a done une certaine probability pour que
le corpuscule se manifeste par un effet photographique en
un point A quelconque du film hemispherique. Mais s 7 il
se produit a rinstant t un effet photographique an
point A du film, il ne peut se produire aucun autre effet
photographique en aucun autre point du film puisque, par
hypothese, il n ’ya qu’un seal corpuscule incident. Or, avec
nos idees habituelles d espace et de temps (meme sous la
forme relativiste), il est impossible de comprendre comment
le fait qu’un effet photographique s’est produit en A
empeche instantanement la production d’un effet en tout
autre point B du film, a moins d ’admettre que le corpuscule
est en realite localise dans l ’espace et occupe a chaque ins-
tant un certain point bien defini dans l ’onde associee. Toute
autre conception parait etre inconciliable avec l’idee que
les phenomenes physiques peuvent etre entierement repre-
sents dans le cadre de l ’espace et du temps ou meme derespace-temps Einsteinien .

Le raisonnement tres interessant et tres simple de
Al. Einstein montre clairement que nous devons adopter
l ime ou 1’autre des deux attitudes suivantes que je designe
par A et par B.

1)E BROGLIE. MECANIQUE ONDULATOIRE.

(8)
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Nous conservons l’idee que le corpuscule est bien
localise a chaque instant dans l’espace, que par suite il a
une trajectoire et une vitesse. Nous devons alors exprimer
les idees de Rohr et Heisenberg sous la forme suivante :
bien que le corpuscule ait a chaque instant une position
et une vitesse bien defmies, une grande loi de la Nature
qui s’exprime par les relations (6) d ’Heisenberg nous
empeche de pouvoir simultanement determiner avec exacti-
tude cette position et cet etat de mouvement; pour cette
raison , nous ne pouvons atteindre que des enonces de
probabilite au sujet des positions et des etats de mouvement
futurs du corpuscule. Dans cette maniere de voir, il v a
done non pas indetermination reelle, mais simple incer-
titude imposee d’ailleurs par la nature menie des choses.
Nous ne pourrions pas affirmer qu’il y a un determinisme
rigoureux du mouvement des corpuscules puisque nous ne
parvenons jamais a preciser complctement ce mouvement,
mais nous ne pourrions non plus nier ce determinisme.

Une opinion beaucoup plus radicale qui parait etre
celle de M. Bohr et de beaucoup d’autres physiciens
eminents consiste , au contraire, a penser que le corpuscule
associe a un train d’ondes etendu n ’est pas reellement
localise dans Uespace et dans le temps : il serait , en un
certain sens, present dans toute 1’etendue du train d ’ondes.
Pour M. Bohr les corpuscules sont, en effet, « unsharply
defined individuals within finite space-time regions » . Dans
Uexemple d’Einstein, le corpuscule serait en quelque sorte
repandu a 1’etat virtue! dans toute la region occupee par
le train d ’ondes diffracte; au moment on se produit 1’effet
photographique en A, le corpuscule se condenserait, pour
ainsi dire en ce point , pour v produire un effet observable.
Aucun mecanisme en accord avec notre notion ordinaire
d’espace-temps ne peut , semble-t-il , nous expliquer cette
contraction instantanee; quand on adopte 1’opinion B. on
doit dire que le cadre de l ’espace-temps est insuffisant pour
Vinterpretation complete des phenomenes naturels.

De plus, 1 effet produit par le corpuscule obeit toujours
h la loi de conservation de l ’energie; si , par exemple, le

A.

B.
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corpuscule est un photon, l’effet photoelectrique produit
en A verifiera la loi photoelectrique d Einstein. C’est cette
faculte du corpuscule de se condenser en un point en y pro-
duisant un effet conforme aux lois causales de conservation
que M. Bohr a exprimee en disant : « The individuality
ol the particles transcending the space-time description
meets the claim of causality » . r

Au moment ou le corpuscule entre en relations avec le
milieu environnant pour produire un phenomene obser-
vable, il fait, dans la conception B, une sorte de choix
entre plusieurs possibilites. Considerons la reflexion sur un
miroir imparfaitement reflechissant M (fig . 10) .
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L’onde incidente se partage en une onde reflechie et une

onde transmise. On ne doit pas dire que le corpuscule
arrivant sur le miroir fait un choix entre l’onde reflechie
et l’onde transmise, car 1’arrivee du corpuscule sur le
miroir n’est pas un phenomene observable. Le faisceau
transmis et le faisceau reflechi existent tous les deux
jusqu’au moment ou le corpuscule se manifeste dans l’un
ou dans 1’autre par un phenomene observable; a ce
moment-la seulement s’opere le choix car , suivant une
remarque d ’Heisenberg, tant qu’aucune manifestation du
corpuscule ne s’est produite, on pent obtenir des inter-
ferences dans la region ombree de la figure 10 en renvoyant
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a l’aide d un miroir M' le faisceau reflechi sur le faisceau
transinis, ce qui prouve la necessity de considerer les deux
faisceaux.

6 . Telle est dans ses grandes lign.es
la theorie de Bohr et Heisenberg sur la nature et le rapport
reciproque des corpuscules et des ondes. Cette theorie
compte certainement bien des difficulty et des obscurites.
En particular , on n’a pas encore pu expliquer d une fagon
satisfaisante comment elle peut rendre compte des expe-
riences de Geiger et Bottle et de celles de Compton et
Simon qui ont verifie Eexactitude de la conservation de
Tenergie et de la quantite de mouvement dans les ren-
contres individuelles entre photons et electrons.

On doit peut-etre esperer que Tintroduction de quelque
idee nouvelle permettra de trouver une interpretation du
dualisme des ondes et des corpuscules plus claire que celle
proposee par Bohr et Heisenberg. Neanmoins, il parait
certain qu 'il y a quelque chose de fondamental dans les

Conclusion.

relations d’incertitude.



CHAPITRE XIIf

LES POSSIBILITES DE MESURE ET LES RELATIONS
D’HEISENBERG

1. — Les procedes de mesure et les relations Heisen-
berg . — Dans la legon precedents nous avons constamment
admis qu ’aucune observation n’etait susceptible de nous
permettre la determination simultanee d une coordonnee
et de son moment conjuguee avec une precision superieure
a celle qu ’expriment les relations d’incertitude d’Heisen-
berg. 11 nous faut maintenant verifier cette affirmation en
critiquant les methodes de mesure dont nous disposons,
coniine Heisenberg l a fait le premier.

Raisonnons sur un corpuscule materiel, un electron
par exemple; pour determiner sa position avec une
grande exactitude, nous n’avons qu’un moyen : employer
des methodes optiques, mais ces methodes optiques ne
permettent de mesurer une coordonnee qu’avec une
approximation an plus de l ’ordre de la longueur d ’onde.
Pour augmenter la precision de la mesure des coordonnees
du corpuscule, nous sommes done amenes a diminuer de plus
en plus la longueur d ’onde, mais alors le corpuscule subit
un effet Compton de plus en plus accentue, car l 'energie
des photons incidents est de plus en plus grande; la quantite
de mouvement du corpuscule est de plus en plus alteree
par la mesure de sa position. Si , inversement , on se propose
de mesurer la vitesse et la quantite de mouvement , on
pourra employer 1’effet Doppler , mais cet effet , nous le
verrons plus . loin, est toujours accompagne d’un effet

1
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Compton qui modifie la vitesse; pour reduire rimportance
de Teffet Compton , on est amene a employer une grande
longueur d ’onde, mais alors la position du corpuscule au
moment de la mesure est mat defmie.

Le microscope d’Heisenberg . Heisenberg a donne
une premiere illustration de ces considerations generales
en imaginant qu’on examine un electron qui se deplace
sur le porte-objet d un microscope eclaire par en bas, a
l ’aide d une lumiere monochromatique de frequence v

(fig . ID.

2 .

'll

\u
electron

l
FIG. 11.

Quaild relectron diffusera un photon, une onde diver-
gente entrera dans le microscope; une theorie bien connue
de Toptique classique nous apprend que Tangle sous
lequel on voit Tobjectif du porte-objet est petit, la mesure
d’une longueur dans le plan du porte-objet ne pent se faire
qu’avec une incertitude au moins egale a

A
soit sensi-2 sin s

blement (formule du pouvoir separateur).
u £

Prenons pour axe des y la direction de Taxe du
microscope ( direction de la lumiere incidente) eQ pour axe
des x la direction de la vitesse initiale de Telectron dans
le plan du porte-objet . La mesure ne pourra faire connaitre
la position de Telectron sur Taxe des x au moment de la

A

A
diffusion qu’avec une incertitude au moins egfde a — —
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Avant la diffusion, le photon possede Fenergie hv et
la quantite de mouvement —— dirigee dans le sens oy;
1 electron a une vitesse v dirigee suivant l 'axe des x et ,
si v est assez petit devant c, sa quantite de mouvement est
m v et son energie cinetique ^ mv2. La diffusion modifie
par effet Compton la frequence du photon et la vitesse de
Lelectron. Apres la diffusion , le photon a la frequence v',

hv1 energie hv et la quantite de mouvement faisant avec
C

1 axe du microscope un tres petit angle a necessairement
inlerieur a £ puisque !e photon diffuse doit traverser
Fobjectif ; quant a Felectron, sa vitesse est devenue v ,
sa quantite de mouvement mv et son energie\mv'2 . Sui-
vant le procede de Compton , nous allons ecrire qu’il y a
conservation de l’energie et de la quantite de mouvement
pendant le processus de diffusion; en negligeant a2 devant
Funite, il vient :
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I Ihv H—— mv.
2

2 hv' H m (v / 2 + v ,2)' 9 v x 1 y 'x

hv hv'= b mv'c y (1)c

hv'
b mv 'c xmvx= ae

s
Kn substituant dans la premiere equation la valeur de

j m ( vx' 2 + Vy 2) tiree des deux dernieres, il vient :
e
e-

h- h2v' 2— hv' -f- a2v')2 — 2h (v(v v') — 2a 0 - (2)me 2 mc-c
l

L’equation (2) montre que v ne differe de V que par des
termes de Fordre de a; done, si on s’en tient au premier
ordre en cx , la derniere relation (1) peut s ecrire :

e
s

j r
e
i hv hm»x = Vx — Vx' (3)mvr a = a

Ac
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Comme on ignore la valeur exacte de <* qui peut varier
tie — e a + e , il y a sur la valeur de px apres diffusion une
incertitude :

hZpx = 2s 4'4A

On a done dans les conditions les plus favorables :

hA
X 8px = -£7 X 2s ~ = h .

C’est bien la relation d’incertitude d’Heisenberg.

3. Mesure de la vitesse d9un electron au moyen de
Etudions maintenant la mesure de la

vitesse d’un electron par l’effet Doppler. Supposons qu 'un
electron se deplace avec une vitesse v dans la direction
positive d’un axe ox. On envoie sur cet electron un train
d’ondes lumineuses de longueur d’onde moyenne A qui se
propage le long de ox dans le sens negatif . S’il v a diffusion ,
le photon diffuse pourra subir un renversement de sa vitesse
et etre renvoye dans le sens des x positifs. Supposons que
ceci se produise et que nous mesurions exactement la
frequence V de la radiation diffusee. Pour simplifier , nous
supposons la vitesse de 1’Electron tres inferieure a celle de
la lumiere. La conservation de l’energie et de la quantile
de mouvement au moment de la diffusion nous donne :

l’effet Doppler .

1 mv 2 mv' 2hv + —
(6)

hv hv'= mv' -f-mv — c c

v etant la vitesse de 1’electron apres la diffusion. En elimi-
nant v entre les deux equations, il vient :

1 h2 h
(v + v'r T (v + v') t (7)2 mv2 m c2

Dans le processus de diffusion , la frequence est tres peu
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V— £ et negliger £ —modifiee; on pent done poser v'

et e“ . II reste alors :
= v

hv hv2
e ( l + 2 Vl = 2 — 2 v — (8)me2 me2 cI hvDans les cas usuels, le quotient est tres petit car

pour la lumiere, hv est de l ’ordre de I 0~13 et me2 est voisin
me2

llvde 8 - 1 0 * . Nous pouvons negliger 2
dans le premier membre de (8) et poser :

7 devant l’uniteme

hv f]vf — v £ = V 1 2. (9)me2

Le terme 2 — correspond a l ’effet Doppler : it existeraitC

ineme si h etait infiniment petit. Le terme — 2
llvI exprimeme2

1’effet Compton pour le cas envisage. Les deux effets se
superposent . Comme 1’effet Compton trouble la vitesse de
1 electron, nous devons chercher a la reiulre negligeable et
prendre la longueur d’onde assez grande pour que le

v
r mv

raPP°rt
mc2

pier sera seul notable et l’on pourra poser :

7 ^ soit tres grand. Alors l’effet Dop-

v vI + 2 — A' = A (10)1 — 2 —V onV
c c

Mais le train d’ondes incident a forcement une longueur
linie l ; par suite, il n est pas rigoureusement monochro-
matique et si nous introduisons le nombre d’ondes
ce nombre d’ondes variera pour les diverses ondes mono-

/ * \

chromatiques du train de la quantity 8 ( — )
8 ( — ) ~ ~

\ A / ~ l

le signe ~ voulant dire « de l’ordre de » .

avec :

ID



170 ETUDE DE LA MECANIQUE ONDULATOIRE

Done, meme en mesurant A' sans aucune erreur experi -
mentale, il restera encore une incertitude sur la valur de v

d’apres (10), celle-ci est donnee par :car

A'c
(12)v

2 A

el Fincertitude sur A entraine une incertitude sur v egale a :

I3t) [ (13)2 A

L’incertitude sur la quantile de mouvement de ] ’electron
apres la mesure est done sensiblement :

mcA
*Px = (14)2 /

Mais la valeur simultanee de la coordonnee est , elle
aussi , affectee d’une incertitude. En effet , 1’effet Compton
bien que faible, par hypothese, devant 1 effet Doppler ,
existe neanmoins et provoque une variation de la vitesse
de relectron egale, d ’apres la deuxieme equation (6), a :

h( v -|- v ) 2 h sensiblement .v/ — v (15)me

Supposons la position du corpuscule au debut de la
mesure bien connue : e’est ie cas ie plus favorable. 11
subsistera une cause d ' incertitude sur la position apres la
mesure due au fait suivant : on ne sail pas a quel instant
de la duree de passage — du train d ’ondes sur Velectron
se produit la diffusion et suivant ( jue cet instant sera au
debut ou a la fin de cette duree de passage, il en resultera

2 h i—r sur la position demA c r

l electron apres la mesure. La coordonnee de Eelectron a
la fin de la mesure est done affectee d une incertitude :

/
une difference (v — v' ) —c

2 h /— (10)m\ c
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et , en combinant (1(3) avec (14) , il vient dans le cas le plus
favorable :

i -
v

21i ImcXSx • hpx (17)21 mX c
2)

Nous retombons toujours sur la relation d ' Heisenberg.

4. Passage d’un corpuscule a travers un diaphragme .
— Comine autre exemple, nous prendrons la determination
de la position d ’un corpuscule, par -exemple d’un photon ,

grace a son passage mi travers d’une ouverture percee dans
un ecran plan . Pour definir les coordonnees (lu corpuscule
dans le plan de 1’ecran , on sera amene a prendre une
ouverture tres petite, mais plus on prend une petite ouver-
ture , plus on augmente les phenomenes de diffraction qui
accompagnent, suivant les idees de la Mecanique ondula-
toire, le passage du corpuscule a travers l ’ouverture. D’autre
part , pour determiner 1 instant du passage du corpuscule
dans le plan de 1’ecran , on emploiera un volet mobile qui
permettra de decouvrir le trou perce dans l ’ecran pendant
un temps tres court ; plus on manceuvrera rapideinent le
volet, mieux l’^poque du passage du corpuscule sera deter-
minee, mais en meme temps, le train d’ondes associe se
trouvant raccourci en proportion , la monochromaticite de
ce train d’ondes sera de plus en plus alteree et , par suite,
l energie du corpuscule sera de moins en moins bien definie.

Nous allons developper les calculs dans le cas simple on
le corpuscule incident tombe sur Tecran dans la direction
normale et ou l’ouverture percee dans l ’ecran est un rec-
tangle de cote 2a et 2b .

Prenons le centre de rouverture comme origine des
coordonnees, J axe des x parallele an grand cote 2a , l 'axe
des y parallele au petit cote 2b , l 'axe des z perpendiculaire
a 1’ecran du cote oppose a l’onde incidente (tig . 12). Soit M
de coordonnees N, Y, 0 un point de l’ouverture et d X d Y
un petit rectangle entourant ce point. Calculous, d’apres le
principe d’Huygens, la valeur de l ’onde elementaire envoyee
par le petit rectangle dXdY dans une direction « , P , y,

3)

n

»
Le
n

3)

la
II
la
it

>n
LU

le
\a

6)
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faisant un tres petit angle avec l 'axe des z . Si x y z designent
les coordonnees d un point tres eloigne dans la direction
a, /3, y, l onde elementaire en question a pour expression :

a (x — X) -f- ( y — A ) —1— z<Mrap = KdXdY cos 2.~ ( vt — ) (18)A

ou K est un coefficient qui varie avec a, P , y mais beaucoup
plus lentement que le cosinus; dans la formule (18) on a

n
M f X Y O )

0

X

5

FIG. 12.

confondu y avec F unite. L’onde resultante envovee dans
la direction a, f S , y pour tons les points de l’ouverture est :

if A cos ((Nr (19)v£ —<>.f3
A

c/.X‘ |— /fry —|— 5-f- B sin 2 - vt — A
avec :

aX -f- f3YIf d X d Y cos 2 “ -A = K (20)A

aX -f- /3Yk //B = — d X d Y sin 2 ~
A

B est nul parce que dans Fintegrale deux elements de
surface symetriques par rapport a ( ) donnent des contri-



MESURE ET RELATIONS D HEISENBERG

butions egales et contraires. Dans A , nous pouvons poser :

173

uX + f3Y aXeos 2 7z = COS 2 77 (21)• cosA A A

aX • ,> i8Y
sin 2 77— sin 2 77

A A

et 1 integrate du produit de sinus est encore nulle. 11 reste
done :

J*
dX cos 2 77

aX 0YrA = 4 K dY cos 2 77 (22)
A A

KA2 /56aa
sin 2 77 sin 2 r772af3 A A

D’ou :

KA2 ax /3y H- z\an . n u /
sin 2- — sin 2” —• cos 2” W —A A ’ (23;

77 ~a/3 A

aaest done nut dans les directions telles que 2-
( k entier) et que 2~ ^ — fc;r, e 'est-a -dire dans les direc-

tions pour lesquelles on a, soit a =
est, au contraire, maximum dans les directions pour

lesquelles on a :

soit a = (2 k -f- 1) 77—,
2 a

= 1x 77
A

kX A
soit ^ = Tb2a

A
soit /3 = (2 -f - 1)

2 6

O11 obtient ainsi ce qu’on nomine un phenomene de
diffraction localise a Pinfini. Pour 1 observer , on placera
par exemple une lunette dont Paxe optique comcidera avec
1 axe oz . S’il n ’y avait pas diffraction , on observerait
seulement une image de Pouverture reel angula ire situee
dans le plan focal de la lunette sur Paxe optique. Mais a
cause de Pexistence d ’ondes planes monochromatiques
inclinees sur Paxe optique, on obtient aussi une serie
d ’autres images correspondant aux maxima de p. L’etat
de ces images decroit rapidement quand Pordre k s’eleve.
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En resume, l’onde plane qui tombe sur l’ecran est de la
forme :

2= a cos ( (24)vt —A
Ee passage a travers l ’ouverture rectangulaire la trans-

forme en un groupe d’ondes planes pen inclinees sur l’axe
des 2 et de la forme :

^ a (a , ft ) cos '> 77 ( ax l
'1' (25)vt

A

les amplitudes partielles a (a, ft ) presentant en fonction de «
et de ft des maxima et des minima successes. Comme
l ’ intensite des ordres suecessifs diminue rapidement, on voit
que l extension du groupe par rapport a la variable a est
mesuree par :

A A8a = lc (26)> 9ti 2a za

/ix designant un nombre entier petit qui correspond a l’ordre
de diffraction le plus el-eve dont E intensity est sensible. De
memo, l extension du groupe par rapport a ft sera :

AAhft K (27)>2 6 2 6

Si «91 designe le vecteur « nombre d’ondes » de Eonde
monochromatique caracterisee par les angles a et ft , on a :

P 1a Di v 9l =z (28)
AAA

Les variations maxima de 9ZX et de 91u dans le groupe
d ’ondes apres le passage a travers l ’ecran sont :

8£ K8a K t f l y8 .̂ (29)A t 2 a2 aA

On a done en ordre de grandeur :
11 891 >a ^891 (30)X ^ 3) 26z a
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la Or, la position du corpuscule lors de son passage dans

Uouverture rectangulaire est defmie avec une incertitude 8,r
egale a 2a et une incertitude 8 y egale a 2b . Nous avons done
en ordre de grandeur :

89lx • 8z > 1

24)

S9ly • 8 y > 1 (31)is-
xe

D’apres le principe de decomposition spectrale, les incerti-
tudes sur les composantes px et p„ de la quantite de mou-
vement sont reliees aux incertitudes %9LX et 89ty par les
relations :

«)

^ Px usnx = U 9ny (32); a

ne et (31) prend la forme des relations d ’Heisenberg :
8 px 8x >> h

lit
Spj, • > h. (33)ist

ID’autre part, si nous voulons determiner la coordonnee 2
du corpuscule el le temps t de son passage a travers l ’ecran,
nous devons employer un volet mobile comme cela a ete
explique plus haut. Soit r le temps pendant lequel le volet
a ete enleve. 1/ incertitude sur / est evidemment egale a r,
cello de z est IJ> , U etant la vitesse de groupe des ondes qui ,
nous le savons, est egale a celle du corpuscule. Done . :

8t = r

MS)

re
3e

17) 82 = Ur. (34)

Mais en n’ouvrant Uouverture que pendant le temps r,
nous ne laissons passer a travers Uouverture qu’un train
d’ondes limite et ce train d’ondes est compose d’ondes
monochromatiques occupant un intervalle spectral au moins
de 1’ordre de

de
1 :

18)

— L’intervalle correspondant en longueur

. . . * (±\pe

Ad’onde est tel quo 8 ( — j 8v soit de 1’ordre ded v19) 1d1 A
par definition . On a done :car ~ =UUr d v

110) 8v 8 (35)> UrAr
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d ’apres le principe de decomposition spectrale
1’incertitude sur l’energie finale du corpuscule est ft8v et
1’incertitude sur la valeur finale de la composante pz de sa

1quantite de mouvement est h&DZz = h& d’apres (28) .A
On a done :

m • st > n hpz • &z > h. (36)

Ce sont les deux autres relations dHeisenberg.

5. Remarque sur la mesure de la vitesse . — Nous
venons de constater sur quelques exemples que les procedes
de mesure dont nous pouvons faire usage conduisent tous
aux relations d incertitude d Heisenberg. On pourrait cepen-
dant etre tente de faire le raisonnement suivant. 11 est
possible de faire a un instant 0 une experience montrant
que le corpuscule est situe dans le voisinage immediat d un
point A de l’espace, puis de faire a une epoque posterieure
/ o une autre experience montrant que le corpuscule se
trouve alors au voisinage immediat d un autre point B de
respare. Si le temps t 2 — tx est suffisamment long, on aura
une ties bonne determination de la vitesse en prenant :

AB
(37)

t2 — t

et la mesure de la quantite de mouvement en v ne parait
pas affectee de cette facon par 1’incertitude d’Heisenberg.

Mais nous devons d’abord remarquer que si I on recom-
mence la meme mesure de la vitesse exactement dans les
memes conditions, on obtiendra chaque fois un resultat
different . En effet, comme cela resultera rigoureusement
des calculs du prochain chapitre, le train d’ondes de tres
petites dimensions qui correspond au temps tx a la loca-
lisation du corpuscule pres du point A, par * la premiere
experience, s etale pendant sa propagation et occupe une
grande etendue au bout du temps tres long t2 — / , ; au
moment de la seconde experience, il y a , d ’apres le principe
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des interferences, une grande region de 1’espace ou I 'onpent trouver le corpuscule, et une serie d’experiences iden-tiques fourniraient une serie de points B differents.

J)e plus, et ceci est un point essentiel, la vitesse v don neepar (37) ne correspond qu’au mouvement entre rinstant txet 1 instant 12 ; on ne peut aucunement la considerer coniinela vitesse dont est anime le corpuscule apres la deuxiemeexperience, puisque cette deuxieme experience, en localisantle corpuscule pres du point B, trouble entierementmouvement. La vitesse v n’est pas du tout la vitesse initialedu corpuscule apres la seconde observation : par suite, elle
ne peut servir a aucune prevision de ce qui se passera apres1 instant t ,. Nous ne sommes pas parvenus a l’aide de nosdeux mesures de position a determiner simultanement laposition et la quantite de mouvement du mobile : la pre-
miere observation nous permet bien de localiser le
corpuscule en A au temps t 1 , mais elle ne nous donne aucunrenseignement sur la quantite de mouvement a cet instant ;la deuxieme observation nous permet de localiser le
puscule en B au temps t2 et de definir une vitesse v aveclaquelle le corpuscule se serait transports de A en B, maisla quantite de mouvement
le mobile apres Lobservation . On pent dire
que le corpuscule a ete de A en B avec la vitesse v , maiscela ne permet aucunement de prevoir exactement le mou-vement du corpuscule dans bintervalle de temps t2 — tu
coniine pretendait le faire l’ancienne Dynamique determi-niste, puisque v n 'a une valeur bien definie qu ’apres la
fm du phenomene a prevoir .

Dans le prochain chapitre, nous etudierons par le calcul
la methode de mesure de la vitesse dont nous venons de
parler.

le,
et
sa

5).

6 )
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t

t
t
5
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CHAPITRE XIII

PROPAGATION D ’UN TRAIN D ’ONDES '1'
EN L ’ ABSENCE DU CHAMP

ET DANS UN CHAMP UNIFORME

Solution rigoureuse de l’equation de propagation
en 1’absence de champ.
rigoureusement la propagation d’un train d’ondes en
1’absence de champ; nous nous contenterons des equations
non relativistes. L’equation dont nous devons partir est :

4 rri
IT m

1.
Nous allons chercher a etudier

= ( i )
dt

Cette equation a la meme forme que requation classique
de la propagation de la chaleur , mais avec un coefficient de
conductibilite calorifique imaginaire. On peut employer
pour la resoudre une methode tout a fait analogue a une
methode qui sert a la resolution de l ’equation de la
chaleur .

L’equation (1) etant du premier ordre par rapport au
temps, pour determiner 1’integrate que Ton doit choisir , il
faut connaitre la valeur de la fonction ^ ( x , y , z , t ) a un ins-
tant initial pris comme origine des temps. Le probleme a
resoudre est done : connaissant la fonction ’’L (x, y , z , 0),
trouver ^ (x, y , z, t). Nous poserons (x , y , z , 0) = / ( x,
y , z ) . La methode, pour resoudre le probleme, consiste a
determiner une « fonction de transformation » T (x , y , z,
x0 , y0 20 , t ) de deux series de variables x , y , z et x0 , y0 , z0 et
du temps, telle que Lon ait :

+ oc

ffj I ( x» y« zo ) T (*> y > z> xo ,y„,zo ,t ) dx0dy0dz0 (2)SL ([x , y , z , t) _— oc
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[Kennard, Heisenberg] . Pour cela il faut que deux condi-
tions soient realisees :

1° La fonction xIr ( x t) definie par (2) doit satisfairez
a 1’equation de propagation (1); ceci exige que la fonc-
tion T consideree comme fonction de xyzt satisfasse elle-
fneme a Lequation (1);

2° La fonction '1' definie par (2) doit se reduire a / ( x , y , z )
pour i = 0.

Nous allons commencer par chercher une fonction T qui
soit solution de Lequation de propagation . Nous avons vu
en etudiant le mouvement classique d’un corpuscule dans
un champ nul que la fonction :

S ( x ,y ,z ,t ,x0 y0 z0 )

sj2 l (3)
m

( x — xu ) 2 + ( y Vo ) 2 + 02 t

dependant des trois coordonnees initiales x0 , y0 , z0 , est une
integrate complete de Lequation de Jacobi et permet , par
suite , de calculer le mouvement qui « transforme » les
coordonnees initiales x0 , yn , a Linstant 0 en les coordon-
nees x , y , z a Linstant t . Nous pouvons done nous attendre
a ce que cette fonction S joue ici un role important .

Mais d’autre part, comme la fonction de transformation T
doit satisfaire a Lequation de propagation on a :

47ii dTAT — (4)
dt

et si nous posons : 2 TRI
~r~ s

T = R e h (5)

ou R et S sont des functions reelles pour Linstant non deter-
mines, nous obtenons en substituant (5) dans (4) et en
separant le reel de Limaginaire :

t d S \ 2

' ll

1 d S \ 2 dS \ 2 dS h2 Alt
R

! , j)+ 82 m dx dy dz 7i2mdt

d\\ dS
dx dx

dl\ d>
dy dy

d\\ dS
dz dz

d R
-h — RAS = m IT’ (7)

dt
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satisfait done
encore qu’elle se reduise a / ( x , y, z) pour i = 0. Pour veri-
fier s il en est ainsi (:), faisons le changement de variables

x0 — x

iia 1 equation de propagation , mais il faut

Vo — v —r (15)**
3 =L v' t s/ t s/ t

L integrate triple de (14) s’ecrit alors :
+ OO

fff / (»W* + a:, W* + y, r3 J t •+- z ) (16)
OO

Trim

h ^ > 2
~ ?,3") D ( xuy( ) za )G

&2 C drL dr2 dr3t) ( rLr2r3 )

Or : I
3y/ t 0 0

0 y/ J 0
o 0

D (*O</A)
(17)D (rrr2r3)

Il reste :
+ OO

cJJJi{r-J ,+^ ( x , t j , z ,t ) = 2 y/ 1 ~\~ y , r3 kj t -j— z ) 18)X . V

— OO

mm ,
~ ~T~ (ri2 + r22e n drl dr2 dr3

Faisons tendre t vers zero; on a a la limite :

*( x,y,z,0)= fb,y,z ) .C
]

4- oo ~irn + oo Trim + oo Trim,

?• -h 3
r ./ •

'

‘ r22/ •
'

* / •
i dr dr2 dr3 (19)I

— oo — oo — oo

CalCll1 (5,'“ <?Stt d“ h Fourier- Le passage & la limite qui conduitdo la formule (18) 4 la formue (19) n’est pas tout a fait rigoureux, maisil est possible de rendre le raisonnement tout h fait satisfaisant. Voir a cesujet Emile Picard : Lemons sur quelques types simples d'equations auxdenvees pamelles, rang, Gauthier-Villars, 1927, 2« lei;on .

<>
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11 est facile de calculer les integrales :

4- oc-f oo mm
Or f ‘

’

* = ViSr mf '
~' dr.lc

— oo— oo

Le produit des 3 integrales de (19) est done
et si Ton choisit, pour la constante arbitraire C, la valeur :

im \ 3/ 2

3/ 2

G = ( 21)h\
/

on a bien :

'1' ( x , y , z ,0) = / ( x , y , z ) (22)

Finalement la fonction :'

^ •
+ oc- r/// >**«an& ( x , y , z , t = (23)ht.

— oo-7 *

7T i m r ,
*„)2 + ( y-V „)2 + (*- ~~„)2 ]

dx„dy0 dz0

*

est la solution de l’equation de propagation (1) qui , pour
0, se reduit a / (x , y , z ). Le probleme de la propagation

du train d ’ondes associe a un corpuscule se trouve ainsi
rigoureusement resolu.

t

Developpement des calculs dans un cas particular
Pour developper les calculs, nous allons fair©

2.,*•

( Darwin ) .
une hypothese particuliere sur la forme initiate du train
d’ondes. Nous supposerons que / ( x , y , z) est de la forme :

- ~r~ [mVxX + mvyy -f - mvzz ]
e n2 a-2 (24)j ( x , y , z ) — e

11 faut expliquer pourquoi nous faisons ce choix pour /.

Nous supposons qu ’aux epoques voisines de t = 0, le train
d’ondes a la forme etudiee au chapitre IV, paragraphe 3 :

ax -f- -f- yz\

y

2 zi|vt — A^ (x, y , z , t ) = A (x, y , 2 , 0 e (23)

.1



PROPAGATION I) UN TRAIN DONDES ^ 183
h

Done a 1 instant / = 0, ce train d’ondes se
2 -i- ~f- m v y y m v g z ]

avec A =
reduit a :

'1' Or , ?/ , ^ 0) = A ( x , y , z , o) e

et la probability de presence du corpuscule an point x y z a
’cel instant origine est A 2 («r , y , z , 0). 0r, nous prenons l ’ins-
tant / = 0 eomme point de depart de noire calcul parce
que nous supposons qu a cet instant une observation a ete
faite sur le corpuscule. Le resultat de cette observation ini-
tiale nous perinet d ’aflirmer que la position la plus probable
du corpuscule, apres robservation, est un certain point 1)

de respace dont nous ferons pour plus de simplicity rori-
gine des coordonnees. Mais il y aura une certaine erreur
possible et , d apres la loi des erreurs de Gauss, le resultat
de 1 Observation initiale devra s’enoncer en disant : la pro-
babili ty pour ( pie le corpuscule soit au point x y z a l’ins-

(26)

*2 -4- ?/2 -f- -- 2
( r etant une quantity d aidant

plus petile que l’experience est plus precise (*) . Des que la
distance du point x y z a Lorigine des coordonnees atteint un
petit multiple de <r, la probability pour que les coordonnees
initiales soient x , y , z devient Ires faible; on pent done dire
que la region on le corpuscule pent se trouver a Vinstant
initial a des dimensions de l’ordre de <?. D’apres le prin -

cipe des interferences, on doit avoir :

taut 0, est e < r-

x2 -j- y2 -j- z2

a2A 2 (x, y . z , 0) = e (27)

*2 -4- y2 -+- -2

2 O- 2A ( x , y , z , o) = e

et finalement on est bien conduit a prendre pour f ( x , y , z)
la forme proposee (24).

La formule general© (23) s’ecrit ici :
+ <X> X 2 2 r:i3 2 T7 ( x - r° )2

1 h t /
2 cr2']> (£, ?/ , 3. / - = (28)e

— oo

(1 ) Dans ce ( jui suit, nous 4valuons les probability en valeur relative et
nous laissons de c6t£ un facteur constant facile a retrouver.
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le symbole ] J indiquant qu’il faut faire le produit du
xyz

facteur ecrit a la suite par ceux qui s en deduisent
placant x et x0 par y et y0 , puis par z et z0 .

En posant :

en rem-

1 2 TrimTrim
( x — vxt ) (29)a

2 (T 2 ht lit

la formule (28) s’ecrit plus simplement :
Trim + oc

XA /•h(£)'"II.
\ ill* /

— «r#
» + bxx0Q> ( x , y , z , t) = (30)

— OCOr , on a :

bx2 + oc
e /ta

b x\2+ oc
B (/• /• 3,

0 la— «V H-
(31)

OC OC

ft*2+ oc
e 4 a -2/• I 77dz = e 4 a Viy/ a — OO

et par suite :
b 2ux Trim

X 2/ 7Tim \ 1 r( a/it ) ll e
\ Id/Ul J Xys

4 a hty , 3 , t ) (32)

car nous avons trois fois le facteur
3/ 2mmCalculous aht

1 3/ 2 3Trim \ 3/2 (T
33)

a// / ht htV2 rrimcr2 2 Trim

hx2

Calculous aussi —— .4a

2 Trim \ 2 JT«?I) (* — vxt ) - ( x — vxt ) -ht 'htK 2

(34)4 a ht2 Trim htI
2 )

i
T ^4 - 2 irTYlcr 2lit 4rrimcr
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Multipiions par la quant ite conjuguee du denominateur ;du

il vient :
m- ih f771111

ht 2 mna--K 2

4 a ht+ ( "9L - 771)10--29)
77im

rr"

9 ht

ht
2 77 ill (T10)

D'ou enfin :

1)»

-Tiler

\<r 2 [ ( X — t?**) 2 —f- C2/ — ty)2 -f- (s — U202]Trim

e hl ht
O-2 -h ( 2 Trmo-

2)

Posons comme d’habitude '1' = ae
reels. On trouve aisement :

a ( x, y , z , t) =

3)

/

/O
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nous nommerons £, y , l pour eviter toute confusion avec
les constantes donnees vx , vy , vz , sont done d ’apres (38) :

/ l i t %
, 9

)'hI d?
m dx 7

Trmcr

7 <r2

' 2-mo- /
*

/if 2U :1 d j Tzmcr

7 (40)V = — m dy li t
2 77 mo-

l l t 2

1 2 rr mcr£ = — /

m dz z f i tt 27 cr2
2 771HIT

Pour / suffisamment petit, les elements de probability se
deplacent tons sensiblement avec la vitesse v; le nuage de
probability se transporte en bloc dans le sens de la propa-
gation avec cette vitesse. Mais quand le temps augmente
les elements de probability acquierent une composante de
vitesse centrifuge dans le sens perpendiculaire a la propaga-
tion. ce qui tend a elargir le train dondes; simultanement
les elements de probability situes a Pavant du train d ondes
prennent dans le sens de propagation une vitesse plus grande
que celle des elements situes a l’arriere, d’ou un allonge-
ment progressif du train. Tout ceci se lit facilement dans
les equations (40), par exemple en prenant la direction de
propagation pour axe des z et en posant par suite vx =
= 0. Le train d ondes s’etale done lentement dans toutes
les directions.

La valeur de a (x , y , z , t ) , donnee par (37), est d’ailleurs
en accord avec les relations d’incertitude d’Heisenberg.

En effet, Lincertitude sur la position a l’instant initial
pent etre mesuree par or . D’autre part, nous pouvons admet-
tre, d ’apres les relations d’Heisenberg, que Lincertitude
initiate sur la vitesse est :

5

5

Vy

(

I h8*u = — 8p
W 277CTm
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De cette incertitude de vitesse initiate resulte a l ’instant t

une incertitude de position e-gale a
incertitude etant independante de 1’incertitude o- , on doit

ajouter f
loi de Gauss pour avoir la probability de position a 1 ins-
tant 1 , ear les incertitudes independantes s’ajoutent quadra-
tiquement. Or ceci est bien en accord avec la formule (37) ,
d’apres laquelle, suivant le principe des interferences, la
probability de trouver le corpuscule au temps l , a une dis-
tance r du point x = v x t , y = v v t , z

188

l i t et , cette deuxieme%nn(r

l i t \2
a a-2 au denominateur de 1 exposant de la2/r?)Kr

v z t , est propor-
y2

h t 2+ (tionnelle a e l-m<r

Mesure de la vitesse par deux observations succes-

- Nous conservons I 'hypohese (24) sur la forme de
3.

sives.
f ( x , y , z ) et par suite l ’expression (36) de '1'. La proba-
bility , pour qu ' une experience faite a Tinstant t localise le
corpuscule dans un element de volume d x d y d z , est alors
d’apres (37) :

(41)P (x, y , z , t ) dxdydz d2 ( x , y , z, t ) dxdydz
fx _ vxt)2 ( y _

V t )2 V z t ) 2

ht \23c r dxdydze
'1 77lllcr! ht 2V a2 + (i-lllCT

Nous allons utiliser cette formule pour discuter par le
calcul la question mentionnee a la fin du dernier chapitre :
la determination de la vitesse du corpuscule a l’aide de deux
determinations successives de sa position. Nous supposons
qu’une premiere observation, faite a l’instant 0, a permis de
localiser le corpuscule a 1’origine des coordonnees avec une
erreur possible de l’ordre de Une seconde observation ,
faite a l’instant t , attribue au corpuscule une position x y z;
il est alors naturel de dire que le corpuscule possedait apres
la premiere observation la vitesse u de composantes :

yX
42)u U z =U x = t tt
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et la quantity de mouvement de composantes :
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t
e

mx my mz
(43)V x = V y P z =t t t t

a Os valeurs sont, il est vrai , affectees d une incertitude
de rordre de — en raison de 1 ' incertitude qui regne sur
la position initiale exacte; inais si nous prenons un inter-
valle- de temps / ties long entre les deux observations, il
sera possible de rendre cette incertitude negligeable. Comme
le train d’ondes a alors le temps de s’etaler considerable-
ment entre les deux observations, la deuxieme observation
pourra localiser le corpuscule en n’importe quel point d’une
region etendue de respace et il en resulte qu’en repetant
la meine mesure dans des conditions identiques, on trouve-
rait des valeurs differentes pour xyz et , par suite, pour
VxPuPz ) on ne pent done pas dire que pxpupz aient des valeurs
bien determinees, et il v a seulement certaines probability
pour qu’elles aient telles on tel les valeurs.

Nous pouvons construire un « espace des moments » a
1 aide des 3 variables pxpups - Chaque determination de xyz
fournit un point de cet espace, grace aux relations (43), et
a relement de volume dxdydz correspond , d ’apres un tlieo-
reme bien connu d 'analyse,
bespace des moments di» egal a :

i

5

5

un element de volume deiydz

I H P r P y P z ) 77?3— dxdydz .dw = dxdydz (44)I > ( xyz ) t 3

La probabilite P ( pxpypz t ) pour que la deuxieme observa-
tion , faite a rinstant £, fournisse une valeur des composantes
de la quantity de mouvement correspondent a un point; de
relement do> , est egale a la probabilite de trouver le corpus-
cule dans dxdydz .

D’oii :

/

P (P*» Pm Pz , t ) do) = a2 ( x , y , z , t ) dxdydz (4b)
d oii :

t 3

P ( Px , Pv , Pz , t ) = (46)
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Puisque l est suppose tres grand, nous pouvons nous con -
tenter d 'ecrire :

of { x , y , z , t )

\ 7T 2m2(T 2

[ ( x — V x t )2 4- ( y — v„t )2 -h 0 — V g t )2 ]2 Timer2
\ 3) e h2t2

lit

et par suite, en tenant compte de (43) :

f3

a2 ( x , y , z , t ) = P (p x p y p t )m3

4 TrV2— [ (P* — 4- (Py —mvv )2 4- (p* — mV,)2)/ 2 ~cr2 \ 3

hr*) e

Les valeurs les plus probables de pxpypz sont done mvx,
mvy , mvz; si I on designe par Sp*, Spy, 8pz les ecarts entre les
valeurs vraies et les valeurs les plus probables et par &r0,
8i/0, feo les incertitudes sur les coordonnees initiates qui
sont egales a cr , on a :

p (¥r > Sp,, & pz)
' SPrr['- 4 4/ 2 Tier 2

\ 3

11 resulte immediatement de la formule (49) que le pro-
duit de l ’incertitude sur une des coordonnees par Pincer-
titude sur le moment correspondant apres la premiere obser-
vation doit etre regardee comme etant de l’ordre de gran-
deur de h. Nous retrouvons toujours Pidee d ’Heisenberg.

Solution rigoureuse de la propagation d f u n train
d’ondes xlr dans un champ unitorme constant .
gation d un train d’ondes ^ dans un champ uniforme et
constant est definie par la fonction potentielle :

F ( x , y , z ) =

4.
La propa-

lcxx — hvy — k2z

Nous chercherons encore dans ce cas une fonction de trans-
formation . L’equation de propagation est ici :

8 7i2m \ Trim Oxlr0{ xx + ItyV + kzz ) 'PA'P 4- h2 h dt
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et la lonction ft ( x , y , z , t) est entierement determinee si
1’on se donne sa valeur initiale y , z , 0) = / ( xyz ). La
fonction de transformation T (x, y , z, t , x0 , y0 , z0 ) doit etre
telle que :

191
con-

(47)

,tr- ]
(52)

zo) T (®, y, z, t , x0 y0z0 ) dx0dy0dz0

4- oc

fff Kx« y<> z^f ( x, y , z , t) =
OC

La fonction T consideree coniine fonction de xyz doit
done satisfaire l’equation :

8 TR 2m

(48)

w*)2] /4 dTit TitAT + 0CXX + kyV + kzZ ) l (53)mh2 h dt

Posons comme precedemment :nvx ,
2 xii les — S ( xyztx0 yQzQ )T ( x , y , z , t , x0 y0 z Q )

Lon trouve en substituant (54) dans (53) :

_1 I / dS \ 2 / dS 12 / <9S 2 H

2 m [ dx ) \ d y ) ' \ d z )

It ( t ) e (54)
*‘fqui

.*(49) (55)

li dS+ Kx +\y + Kz dt
et :

dl l I3ro- = — HAS. (36)m —dt 2eer-
ser- On peut done prendre pour S la fonction de Jacobi de

l’ancienne Mecanique. Nous avons vu (chapitre I , para-
graphe 6) que la fonction :

S ( x . y , z , t , x0y0z0 }

‘an-

’ain m ^Tt ^
( x. — xQr/ (57)pa-

xyz\ et
iy
2

I 3 V Kt24 m
(50) xyz xyz

est solution de 1’equation (55). On trouve alors comme au
paragraphe 1 :

ms-

3mAS = — (58)t(51)
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et pour que Eequation (56) soit verifiee , il faut prendre
comme precedeinment :

m

3
II (f ) = C t ~ •

11 reste a verifier que la fonction :
(59)

+ OO cf j f I (xoyozo)'1' (;x , y , z , t) (60)t3/2— oo
2 7:i T rn\

h L 2 t £
1

xyz J
9 i ( x x0 ) ~t~- xys

)I s
21i m

d x0d y0 d z0

se reduit bien pour t = 0 h f ( x , y , z ) . Pour cela, nous
emploierons encore le changement de variables (15) et la
formule (17) qui en resulte; l’expression (60) devient alors :

e

+ OO

/./:/'
^ -f- T X s/ t ^ y -j- r2 s j t , z -\- r3 >J t ) (61)^ (.x , y , z , t. ) = C

— oo
2 art T m V « t V , , - N , <3

* I — \ / , 2 X ^'r (x -4- r_ ) 4-* L ^ Si 1 2 W
M1V

efo- j dr2 dr3
e

En faisant tendre / vers zero
limite :

on obtient encore a la

-f- oo 7T111T r. 2/ •
'

‘ 1 drC / (x , y , z)•V& ( x , y , z , 0) (62)I

OO
4- oo f ooTrim T r i mr 2 '2

3/•
'^ / *

'

*d r dr3
.

— o o o o

Nous avons vu qu’il suffit de prendre la constante arbi-
traire C egale a
Finalement la fonction :

/ i m \ 3/2
( — ) pour avoir ^(a:, y , z , 0) — f (x , y , z ) .

+ OO

(x, y , z , t ) = (63)

— oo
2 ji« r_ j

/i L 2
Jvr ^4 — ^o)2 — + *,) H~ 1 arr/-' - 24 ???

dxndy( )dzue

> •
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la solution de 1’equation de propagation qui prend

0 la valeur f ( x , y , z ) . C’est done la solution
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prendre est

pour t =
cherchee.

(59)

Developpement des ealculs dans un cas pavticuliev.
— Adoptons pour / (x, y , z) la forme :

2 Trim , „- —— (Ox°X _j_ r<oz)
e "

5. -

(60) x2 -\- y2 -h z2

2 O'2/ (x, y ,z ) = e (64)

r2° t'y° n2° 6tant la vitesse correspondant an inouvement
initial du corpuscule.

II vient :

Ody<,dzo
i, nous
») et la
alors : r 2

o
im \ 3/2 1" '

/ i xya

2 rr2 ;^ (.x , y , z , t) = (65)e
'0 (61) — (X)

2 7Ti r / t 3rn
X
°Y ~ TK* {x + •r«) + 25 m

d r2 d r3

Posons :
3 a la

1 . 27rim /k- = ~i,r ( x I /ixfflHla 662 a-2 lit
(62)

(65) devient :
nlh' .t
~irr+ -i t3Tr im - k 2ii «

i xht \ 2mhX , y , Z , t ) = * (67)

/ — ®V + bxoi arbi- / « dr „. V’ z) • — oc

et les calculs faits precedemment nous donnent iei :
(63)

b.r2 irikTt
~1TX + --it 3-un

k 2
12m /i x/ 7Ttm \ *> /2 1

’ Z’ t) = \ 7i(Tj 11 ®

DE BROGUE. MECA.NIQUE ONDULATOIRE

4 uSfr ( x , y e

«dy.d\

&
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Trim \ 3/2
la valeur (33) , el la formulaOn retrouve pour hta

(33) est ici remplacee par :

1 Turn 2
(T Kht2K2 2

t 2 (69)x' — 2ht4 a 2 m
2 Trmcr

On obtient done par & :
1 K, 20 / 2
2 771r-r r r-7*

8 / /i f \ 2+ (1^) (70)

1
fc*

2*4
a + —V rn

2 m7rim .rf 2 —L 12 ni 2/it /it 2-2 +e
2 -llicr

D’apres le principe des interferences, la probability de
presence du corpuscule au point xyz a 1 ' instant t est :

itl cr
a2 ( x , y , z , t ) 'b x 'b* ihtV *’ 2TTCrm

t 2 )2+( *
1 kz1 ft

n 1 /Car
X — Vx° t — —• — t 2

31 2 m
2

t 2
2 r n2 771

ht 2
0- 2 -|-e 2 7T111cr

h t \ 2
) devant o-2 (ceQuand il est permis de negliger 2 Tnncr

serait toujours possible si li etait infiniment petit) , on a :

* ma2 ( x, y , z , t )

1 kz \ 2
0 — t 2
2 771 >

l \2 (
~ V* ~ 1 ( 2 ) + ( z1— — — — /2 771

/ \2 /2 ) + ( »*

<r 2e
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et le train d ’ondes a alors, a 1'instant t . la meme forme
autour du point de coordonnees :

195

Drmule

1 kx n 1 Ky = vu°t -f- — —v 2 rn
x = vx°t + ~r t 2 ; t 2 ;2 m

*\ 2
K1(69)

2 = v ° t H—- —2 m t 2

qu il avait a 1 ' instant 0 autour du point x=0, y=0, z=0.
l out le train d’ondes se transporte en bloc et est anime du
meme mouvement que dans la theorie classique. Mais des

ht
K 2 inner

dimensions du train d’ondes croissent comma :

E
_

{ 2
l

2que le terme ne pent ]>lus etre neglige, les(70)

ht 2Ver
\ 2 Timer

il y a etalement progressif du train d ’ondes.
On peut retrouver la meme conclusion en calculant la

vitesse des elements de probability. Soient encore £, ?/, J les
composantes de cette vitesse. L’expression (70) de montre
que la phase ? est donnee par :

2ti
m~

ite de

m0 = T T T
(71) cp (pc. y , z (73)21

-'•‘‘“TV 1’2(* 2

" T k.r2tli K 2 xys2 xt 2 —r2
2 m ht 2 12 m2m

xys2 Timer

)en laissant de cole un terme supplementaire de la forme
A ( t ) qui n ’intervient pas pour le calcul de £, De‘ (73),
on deduit :

/
o-2 (ce

I a :
1 dep

i = «x° + — t£(72) rn dx rn
ht 21 k z \2

2 m I (74 )l K \ 2 Timert2 mX litt 2

2 Timer
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uà o Y t
~~=Vy +--;;:;;1] =- m ày

1

f
(74)

( ht )2k) 2 rrmcry o ~ ----'! t IIt 2+ (- - 'V li - '2 m cr2 + (2- )
t mncr

7cz1 àrp _ 0+_ i
- - - v" 11l~=- m àz

, lu. ')2
( '2 "mcr

1 lc, t) I / )2Z O - - h+ (- - 'V z - ") 111 2 + ( _
t - a '2 rrll1cr

C, ,( ht)2 'I' bIes expressions montrent que :::1 . -,,-- esl neg igea ez rrnlcr
devant cr2, les éléments de probabiIité se dépIacent en bIoc
avec Ia vitesse prévue pour les corpuscules par Ia théorie

( ht )2classique Mais Iorsque le tenne ~ fait sentir 50n
~ " 11Icr

influence, Ia situation change; iI apparalt en pIus des
vitesses prévues par l'ancienne théorie des composantss de
vitesse centrifuges par rapport au point :

J lrx ?

x - vc"t + '2 ---;;;;r , Y
-, 0/ I k , "- v c + - - t-·

)j 2 m, '

(l J k. .,
z = v t + ..,-~ i",

'2 m

Le train d'ondes tend done à s'élaler dans toutes les
direetions.

Supposons que pour déterrniner Ia vitesse du corpuscule,
aprõs une premierc observation faite au temps i = O, on
fasse au temps /, une deuxieme observation qui Iocalise Ie
corpuscule au point xy:;; on pourra considérer Ies cornpo-
santes de Ia vitesse initiale comme égales à :

x l u,o t
u., = - 2 m

y I u;uo- _
Y - t '2 m (75)

1 kzo ~ __ t.
ti, =.: I 2 IH

/
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On pourra diminuer autant que 1 on voudra l’erreur pos-
sible due a 1 incertitude o- existant sur la position initiate,
en prenant pour L un intervalle de temps suffisainment long
bn suivant la meme voie qu ’au paragraphe precedent , on
trouve encore que la probability pour qu’une seconde obser-
vation fournisse des valeurs px° py° p2° pour les composantes
initiales de la quantity de mouveinent :
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(74)

P (p,°. p,° ) (7b)

4
2 TTO-2 \ 3 [ (Vx° ~ mvxoy ( pyo — mvy°)2 + (p/ — mu/)2 ]

/ i

Les valeurs les plus probables de px° , py° , pz° sont done
mvx° , mu,0, mvz° ; designons par 8px° , 8pv\ 8 pz° les ecarts
entre les valeurs vraies et les valeurs les plus probables et
soient 8x0 , 8 y0 , 8z0 les incertitudes egales a <r sur les coordon-
nees initiales; il vient :

ible
DIOC

..3rie

son
des

P (8p,0.8p/ , 8O (77). de

— 4 -2/ 2 7T(T ~ v 3( — e

L on retrouve de nouveau les relations d ’ Heisenberg , entre
les incertitudes sur les coordonnees et les incertitudes sur
les moments, conjuguees dans l ’etat initial apres la premiere
observation.les

de, ) ,
01/

5 le
Po-

, /5)



CHAPITKE XIV

LA MECANIQUE ONDULATOIRE DES SYSTEMES
DE CORPUSGULES

1. — Resume des principes de Vancienne Dynamique des
systemes.
ment occupes du cas dun soul corpuscule se deplaeant dans
un champ donne. Mais il arrive souvent que 10n ait affaire
a un ensemble de corpuscules qui exercent des actions les
uns sur les autres. On ne pent pas alors considerer le
champ comme donne car , si I on attache son attention a
1 un des corpuscules du systeme, ce corpuscule est sounds
aux champs crees par les autres corpuscules et ces autres
corpuscules sont animes d un mouvement qui depend de la
position du corpuscule considere lui-meme. 11 faut done
determiner simultanement le mouvement de tons les cor-
puscules; e’est la resolution de ce probleme, en principe
assez complique, qui constitue ce que Eon nomine dans les
trades classiques la Dynamique des systemes. Nous allons
en rappeler les bases en nous tenant a la Mecanique de
Newton.

En Mecanique classique, on passe Ires simplement de la
Dynamique du point materiel unique a la Dynamique des
systemes en admettant un principe nouveau, le principe de
Tegalite entre Taction et la reaction , suivant lequel la force
exercee par un corpuscule a sur un corpuscule b est egale
et opposee a la force exercee par b sur a.

Soit alors un systeme de N corpuscules que nous nume-
rotons de I a N et que nous reperons par des coordonnees

Jusqu’a present, nous nous sommes exclusive-
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rectangulaires, Xii j iZi etant les coordonnees de ie corpuscule.
La fonction de Lagrange pour le ih corpuscule est :

( XiyiZjX ' y / z/ t ) = Tt — Fi ( x l .... z*t )

Tt etant Lenergie cinetique\m{ ( xf 2 4- y/ 2 4- z' 2 ) du cor-
puscule.

F, ( x1 . . . . zwt ) est Lenergie potentielle du ie corpuscule ;
elle depend de la position de tons les corpuscules du system©
et du champ exterieur auquel Lensemble du systeme peut
se trouver sounds. Nous leerirons sous la forme :
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( 1 )

vF i ( x , . . . . ẑ t ) Fa 4- ( Xi i j iZi t ) &)
i

Ftf represent© la partie de Lenergie potentielle du iG
corpuscule qui est due a Faction exercee sur lui par le
f corpuscule; par definition F« sera consider© coniine nul.
Fnfin (,xaf iZd) represents Faction du champ exterieur,
s’il exist©, sur le ie corpuscule. Le principe de Fegalite entre
Faction et la reaction s'exprime par la formule L) :

F„ = F;,
Autrement (lit , le tableau de F,;- est un tableau symetrique
a tenues diagonaux nuls.

Pour chaque corpuscule, nous pouvons ecrire les equa-
tions de Lagrange :

des
ive-
ans
aire

les
r le
n a
mis
tres
e la

(3)

one
cor-
npe d£d d£ d d£ d£\i i i i (4)les dt dx' dtdx dy{ ddii
ons

A I d-gyl
dt | dz{

d£de i

( )Z i/
e la

( I ) E n e f f e t, F e t F^ s o n t fonctions sculemcnt de :des
3 de r i j = 4(X i — rd2 4- (- H i — Vj }2 4- (*<

distance du ie an f corpuscule; Fhypoth&sc exprimec par la formule (3)
enlraine done que :

Dree
sale

r)F dF„ dF j ta
dxdx drjme-

iees

3i

et le principe de Fegalite de Faction et de la reaction se trouve satisfait.
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Dans 1’ensemble, il y a pour le systeme 3N equations de
ce type.

La Dyuamique classique des systemes condense ces 3N
equations en introduisant vine fonction de Lagrange £ defi-
nie par :

£ (*^ll/ l * • • ^ ' "N 0

avec :

£ est la fonction de Lagrange pour le systeme entier; elle
n’est pas la somme des fonctions de Lagrange indivi-
duelles £i parce qu’elle ne contient qu’une fois chaque
terme d’action mutuelle. De meme la fonction F est appelee
lenergie potentielle du systeme entier ; elle n ’est pas la
somme des energies potentielles des divers corpuscules.
Avec Laide de la fonction £ . les 3N equations de Lagrange
s'ecrivent :

d£d£ d d£d ri -̂iL «’! I dt dy'dt c)Xj d\h

d I d£ , i
dt L dz' J

d£ ( i = 1- . . .N) (6)
dz

Comme nous avons ainsi des equations de Lagrange avec
une seule fonction £ dependant de toutes les coordonnees
des corpuscules du systeme, nous allons pouvoir trouver
un principe d’action stationnaire pour le systeme entier.
Pour cela , nous considererons l ’espace a 3N + 1 dimen -
sions constitue a Laide des 3N coordonnees des N corpus-

cules du systeme et du temps. Le mouvement de tout le
systeme est represente dans cet espace par une ligne; chaque
point de cette ligne correspond a une position de chacun
des corpuscules a un instant donne. La ligne represenla-
tive du mouvement qui passe par deux points donnes P et
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Q de coordonnees de temps t0 et tl 9 est definie par le prin-
cipe Ilamiltonien suivant : l’integrale :

201
$ de

3N

Ll

Y^ F» — ^1 £dt =defi- dt (7)
t i j i

prise le long de la eourbe est stationnaire pour toutes les
variations infiniment petites de la eourbe laissant fixes ses
extremites. Ce principe est exact car il nous mene par le
procede classique du calcul des variations a 3N equations
de Lagrange (G). Mais de plus, ce principe Ilamiltonien a
une signification intrinseque, independante du choix des
variables a l’aide desquelles on repere le systeme : si done
on parvient a exprimer les 3N coordonnees XtytZi a l ’aide
de n variables qk sous la forme :

xi = fMi • • • • qn )

F (5)

elle
1V1-
que I

Vi = ?i ( q i •••• qJdee Kla Zi = Mqi • • • • qn) (i = 1 .... N) (8)
les.

la fonction £ pourra s’exprimer a 1 ’aide des 2n + I varia-
bles q1 . . . . qn, g/ . ... qn\ t . L’on devra avoir :

nge

I
£( <h - <ln’ 'In - I n ' 0 d t = 0 (9)

les limites t0 et L n etant pas soumises a variation. En gene-
ral n est egal a 3N, mais s il existe des « liaisons » , e’est-a-
dire si certaines relations entre les coordonnees des N cor-
puscules doivent etre constamment verifiees (J ) , n peut el re
inferieur a 3N. Le nombre n des variables independantes
necessaires pour definir le systeme est appele le nombre
des degres de liberte.

Gomme dans la mecanique du point materiel unique
definira les moments p, conjagues des variables q{ par les
relations :

(6)

»iivec
ees
vTer

er /
m- on
lis-
le

dCue ( i — 1, 2 (10)P i = dq{un
la-

(1) Nous supposons pour simplifier que les liaisons sont independantes du
temps.

et
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ce qui permet d’ecrire les equations de Lagrange sous la
forme :

202

d£dpi
{ i = L 2, — n) (11)

dt d q i

De meme on appelle energie la quantile :

s £ (12)W = PicU'
i

Iet comme on a :

d£d q'y ?ELZj di ll
dW Vy. r, q' (13)—i dq,dtd t

ii

d£ d£Y d£ dq'
dq' dt d t d t

i

en vertu de (10) et (11), on en conclut que si le champ exte-
' d&

( ) j la quantile W/rieur ne depend pas du temps
reste constante.

La definition (12) de W permet aussi d ’exprimer l inte-

grale d’Hamilton sous la forme d une integrale curviligne
dans De-space a n -h 1 dimensions forme par les n coordon-
nee-s qi et le temps, car on a :

d t

f
r/ / 0 m(

1 £dt = WdtPidq (14)i
i

P et Q etant les points extremes de la ligne representative du
mouvement dans l espace des q,

Dans le cas ou le champ exterieur ne depend pas du
temps et ou par suite Venergie reste constante, le principe
d ’Hamilton conduit au principe de moindre action de Mau-
pertuis. Considerons un « espace de configuration » forme
a Laide des n variables c/, seulement (et non plus du temps);
cet espace a n dimensions va jouer dans ce qui va suivre
un role important . L ensemble des positions des corpuscules

t .
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du systeme, a un instant donne, est represente par un « point
representatif » dans eet espace et le deplacement des cor-
puscules du systeme y est represente par une courbe qui
est la trajectoire du point representatif dans respace de
configuration . Le principe de moindre action de Maupertuis
est alors le suivant : la trajectoire du point representatif
entre deux points A et B de 1’espace de configuration est
telle que 1’integrate curviligne

203
s la

(11)

(12)

r yJA Zj Vid(li
i

(13)
prise le long de cette trajectoire est stationnaire pour toute
variation inliniment petite de la courbe d integration qui
ne fail varier ni les limites A et B, ni la valeur W de
Lenergie. La demonstration a partir du principe d’Hamil-
ton est exactement la meine que celle du chapitre 1, para-
graphe 4, sauf qu’il v a ici n variables cy au lieu d’en avoir 3.

De mcme en reprenant les demonstrations du chapitre I ,
vte-

W 3v vparagraphes 3-6, en changeant seulement en
lte- 1 1

trouvera d ’abord les equations de Hamilton :onsue
on- dp, dqidll dll

(15)dt dtdqi dpi

puis le theoreme des transformations de contact qui s’enonce
ici sous la forme suivante : « Les changements de variables
a, = f i ( qkPkt ) ; A

;i4)

<?i ( qkPict ) tels que Lon ait :
du7

V, Pidq , — V Pida.i dS> (aflf )du (16)
1 1ipe

au- conservent la forme canonique des equations de Hamilton
a condition de remplacer la fonction H primitive par la

fonction K = It
variables. »

me
)s) ; dS exprimee h l aide des nouvellesvre dtlies
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A l’aide du dernier theoreme, on developpe comme pour
le corpuscule unique la theorie de requation de Jacobi
(voir chap. II) et Ton parvient au theoreme de Jacobi : « Si
Ton trouve une integrate complete (c’est-a-dire dependant
de n constantes arbitraires af) de Tequation aux derivees
partielles du premier ordre :

dSdSH U - (17)t
d tdqt

on aura : 1
dS ( qh au t ) dS ( q,, au t)

P , 1 • ») (18)Pi = — dqt da,

les A etant n nouvelles constantes, et les equations (18)
definissant les 2n quantites q,- , j)i en fonction du temps et
des 2n constantes a,, A, donnent completement le mouve-
ment du systeme a n degres de liborte envisage. »

Passage de Yancienne a la nouvelle Dynajnique des
Pour passer de la Mecanique ondulatoire du

2.
systemes.
corpuscule unique a la Dynamique ondulatoire des syste-
mes de corpuscules, on ne peut pas proceder comme dans
l ’ancienne Mecanique. Yoici ce que nous voulons dire : pour
proceder comme dans I’ancienne Mecanique, il faudrait con -
siderer le mouvement de chaque corpuscule et de son onde
associee sous Taction des champs crees par les autres cor-
puscules et du champ exterieur , sJil y en a un; puis en
introduisant le principe de Taction et de la reaction , il
faudrait chercher a resoudre simultanement le probleme
de la propagation des N ondes associees aux N corpuscules
du systeme. Il ne parait gucre possible de proceder ainsi et la
principale raison qui s’y oppose est la difficulte de localiser
chaque corpuscule en un point de son onde; on ne pent pas
exprimer le champ auquel est soumis un corpuscule en fonc-
tion des positions des autres corpuscules parce que ces posi-
tions ne sont pas bien definies.

Pour constituer la Dynamique ondulatoire des systemes,
Schrodinger a suivi une tout autre voie qui, bien qu elle
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souleve quelques difficultes de principe, a donne de tres
bons resultats et dont nous devons actuellement nous con -
tenter. Mais il iva reussi dans sa tentative qu a obtenir les
equations non relativistes; la Dynamique ondulatoire relati -
viste des systemes fait encore defaut.

* Schrodinger envisage a priori lespace de configuration
a n dimensions forme a l aide des variables q1 .... qn qui
defmissent le systeme a n degres de liberie envisage. II asso-
cie au mouvement du systeme de corpuscules non pas autant
d ’ondes se propageant dans l espace ordinaire qu’il y a de
corpuscules, mais une seule onde se propageant dans Pes-
pace de configuration. Pour cette onde, il a cherche une
equation de propagation qui, a âpproximation de Poptique
geometrique, lui permelte de retrouver la Mecanique

205

ancienne.
Suivant 1 ’idee de Schrodinger , nous devons done clier-

cher une equation de propagation dependant des variables
q1 .... qn, t , telle que, si Ton ecrit la solution sous la forme :

2 e-
h 9 [q" - . . . q n , t )

^ tel • • • • ?„ . 0 = a t e , ' ' ' ' ’ 0 e

les conditions suivantes soient realisees :
1 ° Lorsque les approximations de POptique geometrique

sont valables et , en particular , lorsque h est considere
comme inliniment petit, la fonction ® se confond avec la
function de Jacobi de Pancienne Mecanique;

2° Si le systeme se compose d un seul corpuscule, nous
devons retomber sur 1 equation de propagation valable pour
le corpuscule unique;

3° Si le systeme se compose de N corpuscules qui n ’agis-
sent pas les uns sur les autres, 1 equation de propagation
doit se decomposer en N equations distinctes du type valable
pour le corpuscule unique.

Mais avant d ’etudier une propagation dans l’espace de
configuration , il est necessaire de completer la definition
de cet espace. en lui attribuant une metrique au sens de
Riemann, e’est-a-dire en admettant que le carre de Pele-
ment de longueur correspondent a une variation dq, des

(19)

/ :
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coordonnees </, s ’exprime en chaque point par une certaine

gikdqidqk . Nous verrons tout
i k

a l’heure comment on doit choisir les gik . Mais auparavant ,
nous devons >rappeler certaines formulas iriathematiques qui
nous seront neoessaires.

vforme quadratique ds2

Quelques femmes mathematiques . — Considerons un
espaoe euclidien a n dimensions et supposons d aherd que
nous reperions les points de cet espaoe a l’aide de n coor-
donnees Xi , telles qu'en chaque point les surfaces Xi
soient des hyperplans se coupant a angle droit ; e’est un sys-
teme de coordonnees orthogonales. Alors, au voisinage de
chaque point , tout se passera comme si nous avions des
coordonnees Cartesiennes rectangulaires et , par suite, le
carre de Lelement de longueur est de la forme :

3.

Cte

V (lx 2.ds2 = (20)i

L’ element de volume sera :
dr = dxl dx2 .... dxn.

Grace a un changement de variables qt = /, ( x1 J x2 , .
xn) , nous delinirons ensuite n coordonnees curvilignes quel-
conques. Les xt peuvent etre inversement considerees comme
des fonctions des q{ et Vexpression de dx 2 peut s’ecrire :

(21)

• • • ,

dXiH dx
dxf = y i dqkdqr (22)

dqk dqj
k j

Par suite, le ds2 prend la forme :

^ Y dx̂ dx
dqk dqj

i dqkdqjds2 = (23)
k j

y ^y dxt dxi dq, dq.
dqk dqt

ik j

V 9kjdqkdq j
k )
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ndaine en posant :
H d X j r)X j

-J dqk dqi
is tout (24)9kj

iavant ,
les qui On a evidemment :

(25)9n= 9ik

dxkDesignons par
c)Xjest ; c’est le determinant fonctionneldqi

par rapport aux qk . D’apres la regie de multiplication des
determinants, on a :

le determinant do.nt le terme general3ns un
'd que
- coor-
= Cte
n sys-
ige de
is des
te, le

dqi
DOr, .... xn )- des xkD ( q1 . . . . qj

i r= \
i dq, dqk

dXy n dx dxJ j (26)9ik •dqi

Done en designant par g le determinant forme avec les
gik . on a !

.iff

(20)
D (a?x . £„) T 2

\) ( qt . . . . qj J[ (27)9

(21) Le theorem© classique d ' Analyse sur les changements
de variables donne alors :

" " " J

quel-
Dimne

dr = dx, .. . . dxn = sfg dq , . ... dqn (28)

3 : Nous obtenons ainsi 1 expression de l ’element de volume
en function des qt et des gik.

Soit yik le mineur de 1 element gik dans le determinant g
Posons :

(22)

y^! i l c (29)9 9
(23)

dont result© gilc = gki . D’apres les proprietes des determi-

nants, on a :
1 si i
0 si i l

IV ik (30)9 9id =
k

La formule (30) represent© rr relations lineaires qui deter-
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minent entierement les n2 quantites gik en fonction des gik .
Montrons que la solution de (30) est :

Y dqk dq
j
/ j dxj dx)

i (31)a

On a, en effet, en tenant compte de (24) :

V V . V dx,n dxmy He (32)9 9ki = dqk dqtdx dxJ j
jkk m

Y dqi_ dxm Y dXm dclk
dqk dXjdxj dqt

jm k

dxm
dx j

elle est done egale a 0 si m ^ j et a 1 si m = j. II reste
done :

La derniere somme du dernier membre est egale a

I' 1 si
( 0 si i l

i = ldq{Y dqi dxj
d x j d q i7 , 9ik 9ki = (33)

dq,
7k

Les equations (30) sont done bien verifiees par les
valeurs (31).

Nous allons enfin chercher rexpression generate de l’ope-
rateur Laplacien en coordonnees qt quelconques, cet opera -
teur ayant par definition en coordonnees orthogonales xt
Lexpression :

v J2 f
dx 2

I

Nous partirons du fait suivant : si / (aq .. . . xn) est une fonc-
tion des coordonnees x, qui est finie, uniforme et continue
dans tout l ’espace a n dimensions considere et qui est qulle
a Linfini , l’equation :

d3 fV (34)= 0
i dx 2

I
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• exprime que Eintegrale :Qik.

n

i n mdr
ln(31)

etendue a tout Eespace est stationnaire pour toute variation
infiniment petite de la forme /, variation respectant la
tinuite et Euniformite de cette fonction. En effet
iait varier / de Sf en cliaque point de Eespace a n dimen -
sions, Eintegrale envisagee eprouve la variation :

•I
con-

si Ton

(32)

n n

f - f' l . Z 'W
/ m«

dr dr
li i n

)X'"m r- Wr (33)
i dXi)Xj '*

este
fc i

et pour que cette variation soit nulle, quels que soient les Sf
il faut et il suffit que l’equation (34) soit verifiee.

Mais nous pouvons aussi exprimer Eintegrale :(33)

n

/ 1i mSrles
in

a Eaide des coordonnees cji en faisant dans la fonction / le
changement de variables qui fait passer des xt aux q{. Nous
avons :

>pe-
?ra -

Xi
df = V df dgk
dXi dqk dXi

I df \ 2

= y V df df dgk dq,
dXi / j/ j dqk dql dxt dx{

(36)
k

/
fc /nc- et :me

n
ille V ( J L y' dxt )

I V d<h dqi
L —i dxt dx, dj_

dqk dq,V (37)
1 kl i

df dfy\ 9ki;34)
cJqk dq,

ki
UE BROGLIE. MECAMQLE ONDULATOIRE
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en vertii de (31). De (37), nous tirons :

dr 138)

i

01 0j_
dqk dq.• / I A"

n k l

\/ <J dq, • • • • dq„

01 ) y/ g dqx . . . . dqn
dq

k l

dfd- ( gkWgI I V2 dq,rdq,
k l

Gomparons cette derniere formule avec la formule (33) , qui
donne line autre expression de la mvme quantite et rappe-
lons-nous que I on a :

dr = dXi . .. . dxn=\/ g dqY .... dqn (39)

on voit que I on a necessairement :

f V A- ( rff
J g dqi V

dfV AL
Ox *

40)
dqk

kl1

Telle est Texpression generalisee du Laplacien dans l’espace
a n dimensions a 1'aide des coordonnees quelconques r/ t . Bien
entendu, si n = 3, on obtient Texpression du Laplacien
ordinaire A en coordonnees curvilignes quelconques.

4. — Uequation de propagation dans Vespace de configu-
Pour pouvoir considerer une propagation dansration.

respace de configuration , il faut d’abord attribuer a cet
espace une metrique. Pour cela nous partirons de l’expres-
sion de Penergie cinetique du systeme. Toute la Uynamique
ondulatoire de Schrodinger etant non relativiste, nous'parti-
rons de Vexpression de Tenergie cinetique :

N

V
2 mi { x>'

2 + y .n (41)
I
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Xi , i j i , Zi etant les coordonnees rectangulaires du ie corpus-
cule, nii sa masse, N le nombre des corpuscules du systeme
et les accents designant des derivees par rapport au temps.
Si le systeme a n degres de liberte, les 3N coordonnees du
systeme pourront s’exprimer a l 'aide des n variables qly

qn . Les vitesses s’exprimeront lineairement en
et T deviendra une fonctionj quadratique

138)

q2 , . . .
fonction des q
homogene des q{ .

• ?

./
* ?

[n i v
2 ZjT = PikQi (hc (42)

i k

{(ln Les fxik sont en general des fonctions des qt et pik
La fonction de Lagrange £ = T — F ne depend des q!

que par 1’intermediate de T. On aura done :

^ , f l i k (hc

f l k i

o) , qui
rappe- d£ dT

/
' I » (43)Pt = dq' dq' I?*1

k

(39) La formule ( 43) represente un systeme de n equations
lineaires exprimant les p* en fonction des q/ ; nous pourrons
en general les resoudre par rapport aux q{ . Designons par
vik le mineur du terme pik dans le determinant
posons :

P et' 40)
yik

ULik = (44)
espace
. Bien

)lacien
il vient :

i y P
,AP,9i (i =1, 2, n) (43)

&

11 est aise de trouver la forme de Lequation classique de
Jacobi. En effet , Fenergie exprimee en fonction des qiy des
pi et du temps sera :

mfigu-

i (fans
a cet

xpres-
mique
parti -

n'1v v
2 ^ 2J

V ^+ F ^ O (46)H (<?i . P p t) np p
i k j l

F ( qh t ) etant l’energie potentielle du systeme. Or, d ’apres
la theorie des determinants :

(41) 1 si i = l
0 si i ^ /

v kl (47)r i k P
k

"s

"3
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D’ou :

F X + F (9i > 0II (g 4 , Pf . t) (48)

et requation de Jacobi (17) s’ecrit :

dSdS dS
dq( dqj

1 V u (49)2 dt
a

Pour delinir la metrique de Pespace de configuration ,
nous allons faire jouer aux pik , fiik et /x le role que jouaient
au dernier paragraphe les quantites gik , gik et g . En d autres
termes, nous prendrons pour Pexpression du ds2 dans
Pespace de configuration :

vds2 = Hikd<tid(h:- (SO)
ik

L’element de volume dans Pespace de configuration sera
done :

dr = A/ /x dq1 dq2 . . .. dqn (51)

et le Laplacien generalise y aura pour expression :

i v d r i d
yV 2̂ dq{ L f l f l dqk

ik

(52)

Dans le cas d ’un seul corpuscule de masse m, nous avons
ete amenes a prendre pour equation de propagation non
relativiste, pour la fonction d’onde reduite , la forme :

„
_ 47ii d&P'l'= —h dt

8 7T 2I— A# — (53)
h2m

Transposant cette expression , Schrddinger a adopte
comma equation de propagation dans l 'espace de configu-
ration :

8 7T2 4TTI d'Pik1 V.® [AM /1 ; F [qr t ) ^ • (34)
/ h dth2dqdq}
ik



SYSTEME DE GORPUSCULES

Nous devons verifier que cette equation satisfait aux trois
conditions enoncees dans Lavant-dernier paragraphe :

1° Lorsque les conditions de l’optique geometrique sont
realisees et , en particulier, lorsque la constante h peut etre
consideree comme infiniment petite, la function 9 satisfait
a Lequation de Jacobi .

En effet, posons comme toujours :
2 7rl

a ( q . , t ) e h

a et 9 etant des fonctions reelles. En substituant dans (54)
et en annulant les termes reels, puis en negligeant dans la
relation ainsi obtenue les termes qui ne contiennent pas h~
an denominateur , on trouve bien :

^9 d(p
dqt dqj

i j

La fonction 9 satisfait done bien a Lequation de Jacobi (49)
et elle peut, a ce degre d ’approximation , etre confondue avec
la fonction de Jacobi de l ’ancienne Mecanique.

2° Si le systeme se compose d un soul corpuscule, nous
retombons sur Lequation (53).

En effet , designons par m la masse du corpuscule et pre-
nons des axes de coordonnees rectangulaires. On a

I m( x' 2 H- y' 2 + z' 2 ) et par suite :
m pour i
0 pour i ^zf k

213

(48)

(49 \
J

?( cti, 0*(qfj. t )
juration
jouaient
d’autres

ds2 dans

)

1 „
2 2J ^

d(p(50) hF (q ., t ) (55)
***'dt

ion sera

(81)

(52)
T =

kis avo11s
(56)PHC = V- =ion non

me :
pour i = k

0 pour i ^ h
p-ik =/ (L h= 1, 2, 3)m

(53) 1 *

En portant les valeurs (56) dans Liquation generale (54),
on retom be sur (53).

3° Si le systeme est forme de N corpuscules ne reagis-
sant pas les uns sur les autres, Lequation de propagation se
decompose en N equations distinctes du type valable pour
le corpuscule unique.

adopte
configu-

dT m
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En effet, soit t tu la masse du ie corpuscule. Prenons des
coordonnees rectangulaires. On a :

Y ± mi ( xi' 2 d- Vi'* + z i 2 ) -T =

D'ou :

p.ik = 0 pour i h /X 1 I 1̂ 2 2 /X 3 :i }n

/*3i- 2 , 31- 2 /*3i - 1, 3 i -

m13 • m23 .... mN3
M = (57)

331 I 220 pour i ^ /» I X = f X = V ml
13 i- 2 , 3 i- 2 3 i-1 , 3 f -1 3 t , 3 i

P = fl = /X

Comme F se reduit
devient :

1’equation (54)

( )2'V d2'!' d2\E1 8 ~2

( xi lJ iz i , ] x lr-4-
dzf !dx * dvr h2rr i i

4TVI d'E (58)h dt

Posons alors :

(x! - ^o ( x2 y2 zJ ) " " " " (^N2/ N Z N0 (5 9 )^ (x , . . . % , t)

II vient N equations de la forme :

1 / d 2% d 2 y4rj d 2% N

dx,- 2 dt/,2 dv ,

4ni dxIri
h dt

(60)

8 ~2

3, .(xir/izit'l *ih2

Ce sont bien les equations de propagation valables pour
les corpuscules considerees isolement . Nous avons done ainsi
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verifie quo 1’equation (54) remplit les trois conditions dont
la necessity s’imposait a priori .

Si le systeme est forme de N corpuscules reagissant les uns
sur les autres mais non soumis a des liaisons, on peut cons-
tituer respace de configuration a l’aide des 3N coordonnees
rectangulaires x1 } les pik et les y-ik ont alors les valeurs
(57) et l’equation de propagation prend la forme :

215
)ns des

V -L ( ^
d 2 r̂ . d 2 xk

dx * dy 2 dzf
(61)

»
8-2 4-i dllr— F ( x1 ... zN , = —> (57 ' dt

Toutes les formules que nous venons de donner sont des
tommies non relativistes : il n a pas ete possible jusqu ’ ici
de trouver une equation de propagation satisfaisant aux exi -

gences de la theorie de la Relativity. De plus, nous avons,
avec Schrodinger, envisage une propagation d ’ondes dans
1’espace fictif de configuration ; il n 'a pas non plus ete jus-
qu’ici possible de ramener cette propagation d line seule
onde dans respace de configuration a la propagation d une
ou de plusieurs ondes dans 1’espace ordinaire. Cette impossi -
bility d ’associer au mouvement d un systeme des propaga -
tions d 'ondes dans re-space ordinaire semble apporter un
argument de plus en faveur de l ' idee que l ’onde assoeiee
n’est pas une realite physique, mais constitue une simple
representation symbolique d ’une probability.

.,** t

n (54)

*]
(58)

t ) (59 )

/
(60)

. . . . N)

5 pour
3 ainsi

)



OHAPITEE XV

INTERPRETATION DE L ’ ONDE ASSOCIEE
AU MOUVEMENT D ’UN SYSTfiME

1. L’approximation de l’optique geometrique. Pour
interpreter la signification de l 'onde polydimensionnelle
associee a un systeme, nous partirons de l 'equation de
propagation :

1 d'P/ i , , , i kv 1 PV JL 8 -2 4TRI ddx— F = —h‘2 ( 1)vV dqkdqt dt
ik

Nous ecrirons toujours ^ sous la forme :

2 jri

a (4 , . . . . < j n , t) e h

en substituant dans (1) et en annulant separement les termes
.reels et les termes imaginaires, nous obtenons :

4- V „» dy dz>

d (ji dqk-+ F ( q!• • • g.. '» (2)9
i f c

h2 1 ^ d
8 7r:’a /x dq,

dcp d a
/X /x,fc

dt dqk
ik

V ill I i v il d'o: da-I- (3)' dq, dq,. ‘ 2 " \/ M- dqi dq dt
ik ik
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Dans ce paragraphe, nous allons nous placer a 1Japproxi-
mation de l’optique geometrique, c’est-a-dire negliger le
dernier terme de (2) . La fonction <p obeit alors a Lequation '

classique de Jacobi comme nous bavions deja verifie. Nous
pouvons done considerer ici la Mecanique classique comme
valable et defmir les moments de Lagrange par :

211

dS d'jv
' , !,ikClk (4)Pi = dq, dqi
k

En resolvant par rapport aux q’
= y

il vient :

dtpVHe ik (5)P Pk =~ P
iki k

- Pour
mnelle
ion de

dtpPortons ces valeurs de ^ pik dans 1’equation (3)dqk
ik

elle devient :

da 1 v AV _^L
dt ' dqt

1 [ vV = 0- (6)a —j= ;
V P d m(1) 2 deji

Multiplions par 2a , nous obtenons aisement :

1_ v Ad ( a2 )
[ s/ p a2q{ ] = Q. ( 7)sj Pdt dqi

Nous allons interpreter, cette equation (7) comme nous
avons interprete 1 equation correspondante pour le corpus-
cule unique.

Soil <p ( ql .. .. qn , t , cq . . .. an ) une integrate complete de
Lequation de Jacobi (a laquelle 9? satisfait a notre degre
d’approximation) . D’apr&s la theorie de Jacobi , les equa-
tions du mouvement classique sont :

termes

/
(2)

dv = 6 ( i =1, 2 , . . . . rj ) (8)ido.i

to A une meme fonction 0, c est-a-dire a une meme valeur
des eonstantes a,- , correspond une infinite de mouvements*

(3)
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possibles suivant le choix cles constantes ft. Nous dirons
encore que ces mouvements sont des mouvements de la
meme classe. Le mouvement du svsteme tout entier est
defini par le deplacement de son point representatif dans
respace de configuration qui est determine par les equa-
tions ^).

An lieu de considerer un systeme, nous pouvons consi -
derer un ensemble de systemes identiques accomplissant des
mouvements de la meme classe ; a cet ensemble de systemes
corresponds, dans 1’espace de configuration , un image de
points representatifs associes a une meme onde 'I'; les
vitesses de ces points representatifs seront donnees par la
formule (5).

Le mouvement du nuage de points representatifs que nous
venons d’imaginer doit obeir a l ’equation de continuity

hydrodynamique. 11 est aise de trouver comment s’exprime
cette equation dans Lespace de configuration . Considerons,
en effet , dans cet espace un petit element de volume limite
par les surfaces :

qi= Ci
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( i — 1, 2 .... n) f9)qi — ci + dqi

Les aretes de c-e petit parallelepipede sont dirigees suivant
les lignes coordonnees qi et. sont de longueurs dq } . . . . dqn.

Considerons Lune des coordonnees qk , k ayant une valeur
donnee. A travers la face du parallelepipede elementaire
ayant pour coordonnees qk = cfc , il passe pendant le temps
dt un nombre de points representatifs egal an contenu d un
petit parallelepipede ayant cette face pour base et pour
arete, dans le sens de la coordonnee qk , la longueur qkdt .
Si p ( q1 . . . . q„ , t ) designe la densite du nuage de points
representatifs sur la face consideree, le (lux en question
est done :

Ps/ ,1 dq } . . . . dq

Le flux , a travers la face parallele qk = ck -+• dqk , est dr
meme :

. . . dqn • qk'dt (10)dq f c+ i •fr-i

( p H q\) dqk1
&qk J

<iq t , . . . dqk _tdq . . . dqjt (10)q\+ A-+ 1 *
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dirons
de la

ier est
f dans
equa-

et la difference des deux flux est :

— ( P V P q'fc) d q i • • • • dqn d t . (11)dqk

Kn raisonnant de meme pour les n
faces, on obtient pour lexces de ce qui sort :

— "V. ~~ ( p y/ p q\) dq } — dqn d t .

1 autres paires de

consi-
mt des
stenies
age de

^f : les
par la

( 1 2)dq >.
k

Ceci doit etre egal a l ’augmentation du nombre des
points representatifs dans 1’element de volume, soil

dl dt\/ Ji dql . . . . dqn . Finalement on obtient pour liqua-
tion de continuity :

dp
e nous
tinuite
tprime
terons,
limite

dp L V
d t s j f i

d — /;— ( y/ p q\p) = 0 . (13)
dqk

k

Kn oomparant (13) avec (7), on voit encore qu’on est amene
a poser :

n) (9)

uivant
.. dqn.
valeur
ntaire
temps
I d un

pour
qk'dt .

points
estion

p ( <L . . . . qn t ) = K a2 (g, . .. . q j ) . (14)

On pent exprimer ce resultat en termes de probability en
disant : si l ’on considere un systeme a n degres de liberie
dont on sait que le mouvement appartient a une oertaine
classe, mais dont on ignore la configuration initiale exacte,
1 intensity de londe associee an systeme dans Fespace de
configuration mesure, en chaqu-e point de cet espace et a
chaque instant , la probability de presence du point repre-
sentstif du systeme.

On pent aussi substituer an linage de points representatifs
un 11aide de probability dont les elements decrivent les
diverses trajectoires possibles, prevues par Fancienne Dyna-
mique, pour le point representatif et dont la densite pro-
portionnelle a a2 mesure la probability de presence en
chaque point de Fespace de configuration . On pent done,

(10 )

est de

* (10)

*

V1

1
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a Lapproximation de l 'optique geometrique, satisfaire ]e
principe des interferences tout en conservant Lidee que les
corpuscules du systeme ont une position bien deflnie dans
l’espace et que , par suite, le point representatif a lui aussi
une position bien definie a chaque instant dans l ’espace
de configuration. Pour les systemes comme pour le cor-
puscule unique, les difficultes commencent quand on sort
du domaine de l ’optique geometrique.

Cas general . Mouvement de la probabilite .
les approximations de l 'optique geometrique cessent d’etre
valables, on ne peut plus dans l ’equation (2 ) negliger le
dernier terme. On admettra toujours comme postulat le
principe des interferences, d’apres lequel le carre de 1 ajupli-
tude de l’onde mesure la probabilite de presence du point
representatif en chaque point de respace de configuration
et a chaque instant . On devra toujours associer a Ponde ^
un nuage de probabilite dont le mouvement dans respace
de configuration devra etre tel , que le principe des interfe-
rences soit verifie . On y parviendra en defmissant la vitesse
des elements de probabilite par les relations :

2. Quand

d y
'/ = (15)

dq,c
La continuite hydrodynamique est , en effet, encore satis-
faite grace a 1 equation (3) en posant p = CL 2 .

Le mouvement des elements de probabilite defini par (15)
peut etre etudie comme au chapitre IX . L’equation (2) qui
tient lieu d 'equation de Jacobi peut s’ecrire :

d'-p dp
d (h dqk

dp4 y
2 LA hF + v el6)

dt,

ik

en posant :

h2 J_ v da;•J A1 P-‘kF i (?i = - (17)
8 7z ~ a s/ p dq{ dq

ik
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lire le
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e cor-
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On peut dire que les elements de probability se meuvent
comme s’il existait une energie potentielle supplementaire
Fj ( qx . . . . q n , t ) qu 'on pent appeler le « potentiel quantique »
et qui depend de 1’amplitude a de l’onde et, par suite, de
la densite du nuage de probability.

Introduisons une fonction de Lagrange des elements de
probability . C’est une fonction des q h des q{ et de / donnee
par la formule :

y l l

IV£ (9l • 9„ > 9/ I n ’ 0 = (18)2uand
d’etre
ger le
lat le
impli-
point

ration
ide ^
ispace
iterfe-
itesse

2
i k

F (9i •*) — Fi (9 j.t)
Les derivees :

y Vic (19)Pi d q!

sont les moments des elements de probability conjugues des
variables rp. D’apres (15), on a :

dc? dc?v (20)P. == —
k i

(15) Enfin, la quantite :

ivyw = p .q' — £ = HiA' fu + F Fsatis- (21)2
î k

T (15)
!) qui

joue le role de 1’energie.
Comme au chapitre IX nous allons chercher les equa-

tions du mouvement pour les elements de probability en
dp,calculant d t06)

d p i y^%dq. dp i d 2<pd f d 2vV k j ( 22 )Pd t d t dq j dq fdqk dq td t
k j

J L\ S
dq, 1 2

k j

d e d -j
d q k dq,

dep l d p k i
d q k d q, d q,1d t 2

k j

"?
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D’ou, en raison de (2) et de (19) :

d (F + I<\) Y d/ j.k‘ y
J

~dqT 2J
dpi 1

(23)dt dq 2
k j 1 m

Or , on a :
0 si k ^ /y ^ ht = (24 )1 si h = l

j

Y ^ d f A j iy /0/bl =dg< oqf
j

La formule (23) s’ecrit done :

dpi 1V *?2. ~ [F + F, ]f l km Ql ^m (23)/A
dt 2 . dg, d( ji

k j lm

i y ^ [F H- FIg/ g/ —2 dq,dqin

et en se souvenant de la definition (18) :

dpi d£
(26)

dt dqi

Ce sont bien des equations de forme Lagrangienne.
Le terme

variable gt de la force an sens ordinaire. Le terme :

dF dans (25) est la composante suivant ladq{

J_ dpn
2 dqi

n

est introduit par le choix des coordonnees g, et correspond
aux forces centrifuges et forces de liaison. Ges deux ternies
existent dans les equations du mouvement de Lancienne
Mecanique; si Lon peut negliger
elements de probability, dans 1? e-space de configuration .

dF les mouvements desdqi
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coincident done avec les inouvements de la meme classe
des points representatifs dans la Dynamique classique.

n ’est pas negligeable, tout se passe
coniine si les elements de probability subissaient , en plus
de Taction des forces classiques, Taction d une force
« quantique » derivant du potential quantique F 1 ; il n ’y a
plus alors, meme en Tabsence de toute force au sens ancien,
conservation de Tenergie et de la quantity de mouvement
pour les elements de probability.

d F j,9'. (23) Mais si le terme deji

(24)

Theoremes d’Ehrantest . Dans le cas d un systeme
forme de N corpuscules non soumis a des liaisons, on pent
se debarrasser des termes en F 1 grace a une integration
etendue a tout Tespace de configuration et retrouver des
theoremes analogues a ceux d’Ehrenfest pour le corpus-
cule unique (voir chapitre IX, paragraplie 3).

Nous supposerons Tonde xlf limitee dans Tespace de confi-
guration de telle facon que Tamplitude a et ses derivees
soient nulles a Tinfini et nous commencerons par demon-
trer un leinine mathematique qui generalise la formule (21)
du chapitre IX.

3.

F, ] (25)

n) (26) Lemme : Soient deux fonctions U (c .... qn) et Y (q1 .... q n)
des coordonnees q i . Si ces deux fonctions sont finies, conti-
nues, uniformes et nulles a Tinfini dans Tespace de confi-

guration , on a :
iiivant la

_i_V d
s j /A d q tI Sle : U dr (28)dqk ,

ik

1I f dr
d q k ;rrespond

x termes
ancienne

ik

les integrates etant etendues a tout Tespace de configu-
ration.

En effet , en raison de la nullity de U et de V a Tinfini ,
Tintegrale de gauche se met par integrations par parties

lents des
duration .
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sous les formes suivantes :

r) <?9 i • • • • <hln 29)

dq , . . . . da
dqk dq,

ifc

dqi dqndqt
ik

1 dU drvV dqk ,
ifc

et le lemme se trouve etabli.
Nous appellerons « valeur moyenne d une fonction

f ( qi .... qn , t ) dans le nuage de probability a rinstant t » la
quantite :

.... qn , Ofl2^ .... <?«, t ) dr . (30)

Ceci pose comme par hypothese nous considerons un
systeme sans liaisons, nous pouvons prendre comme coor-
donnees q{ les 3N coordonnees rectangulaires des N corpus-
cules du systeme. On a alors :

fak = pik = 0 si i ^ h
1 pour j = 3i — 2, 3i — 1, 3i (31)•UH uii m<

P = (mx m2 .... m n) 3

la quantite m, etant la masse du i° corpuscule. Comme les
pik sont des constantes, les equations (23) du mouvement se
reduisent a :

dF
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En ecrivant Inequation (32), nous avons tenu coinpte de la
nous avons designe par /, laposante de la force au sens classicpie suivant la coordon-nee ry, .

Multiplions (32) par a2dr et integrons dans tout l ’espacede configuration :

225

definition (17) de F 1 et coin -ln m

dp i -77 h*fl + •>O 7T “ J-J' i 33)d t
i

I v J- (Zj dq,
da

dr .a sj fi d<h ,hi

Nous voulons prouver que l integrale est nulle. On a , eneffet , en raison de la valeur des quantites (31) :

F= V -r- vW•• —- dqk.

onction
t t » la

/ / • in

fJ J dfp L a
n

f / 1

1 da ) j dr (34)
(30)

dq,
k l

d2a- y r)ns un
^ coor-
‘orpus-

( l rdq\k

d 2a v,»
dqt

( fa
drdq dq,,kn

k

I IV d 3aV da 1 f i r .(31)
dq,dq ~k dq dqkikn

k

! Or, la formule (28) donne ici en vertu de (31) :ne les
ent se J J ' - l d 2 Y f f

t / i.
d 2UVlck

• dr = kkV j- dr (35 s
)P 7 . Pd ( f k d q2,kn

lcn(32)
d aFaisons dans celte formule U = a el Y =

est permis, car
imposees par le lemme aux fonctions U et V. Alois I on

DE IJIIOGLIE. MECANIQUE ONDULATOIRE.

ee qmd f p ’
a et ses derivees salisfont les conditions

15
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voit que le second membre de (34) est nul et il reste
pour (33) : dpi

( i = 1 , 2 3N)u (36)
dt

La formule (36) exprime le theoreme d ’Ehrenfest pour les
systcmes. On peut aussi donner de ce Iheoreme un deuxieme
e- nonc-e analogue au deuxieme e- nonce cpie nous avons donne
dans le cas du corpuscule unique au paragraphe 3 du cha-
pitre IX, mais ici Lenonce est un peu moins simple, notam-
ment parce que les masses correspondant aux differentes
coordonnees different suivant le point materiel auquel se
rapporte la coordonnee. Nous nous bornerons a ecrire la
formule qui traduit cette seconde forme du theoreme
d 'Ehrenfest : _

d2q< ( i= 1, 2, .. .. 3 N) (36 bis )fi/' a dt2

S' il n’y a pas de champ exterieur ou si le champ exte-
rieur est independant du temps, on peut trouver un theo-
reme analogue au theoreme de la conservation de l’ener-
gie . On demontre en effet , comine au chapitre precedent , en
partant de la definition (21) de l’energie des elements de
probabilite, que Lon a :

dW dV dF (37)
dtd tdt dt

En multipliant par a 2 et en integrant dans tout Ee-space
de configuration , on a :

dW dV (38)
dt dt

1 - da

’ / /<. \h2

= v dr .
a f i d <ii dq87T

ik

L' integrale peut aussi s’ecrire :

l_ v d 2a/ dr (39)P dq2,
k

d 2adad* a y/-/(-2^ dr .
dq2

kdq2
k dt d l 1

kk
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et il reste Si dans la formule (35) nous posons U = a et V =

nous voyons que l ’integrale (39) est uulle et (38) donne fina-
lement :

dt
... 3N) (30)

dW dFfest pour les
m deuxieme
avons donne
te 3 du cha-
lple, notam-
: differentes

>1 auquel se
a ecrire la

u theoreme

(40)dt dt

Si le champ exterieur est independant du temps
dF \

0 ) » il reste done :dt

dW
(41)= ( ) •dt

( test le theoreme qui remplace celui de la conservation
de l ’energie pour les elements de probability .

1 N) (30 bis)
4. — L’interpretation de Bohr et Heisenberg . lei , comme

dans le cas du corpuscule unique, on pourrait tenter de
developper une theorie de l onde-pilote en conservant 1’idee
classique que tons les corpuscules du systeme out une posi-
tion bien delinie dans l ’espace et que, par suite, le point
representatif a aussi une position bien delinie a chaque
instant dans l espace de configuration. On admettrait alors
que le point representat if associe a une onde ^ possede le
mouvement defmi par la formule (15), e’est-a-dire coincide
constamment avec Tun des elements de probability si I on
ignore avec lequel des elements de probability le point
representatif coincide, la probability que le point represen-
tatif se trouve a un instant t dans un element de volume dr

J
'hamp exle-
rer un theo-
a de Tener-
recedent , en
elements de

(37)

out l ' espace

de l ’espace de configuration serait evidemment egale an
nombre des elements de probability contenus a cet instant
dans dr et, d’apres (14), le principe des interferences se
trouverait automatiquement realise. Malheureusement on
retrouve ici toutes les difticultes auxquelles se heurte deja
la theorie de l’onde-pilote pour le corpuscule unique; il
est meme plus difficile encore de considerer cette theorie
comme donnant une veritable image physique des pheno-
menes a cause du caractere abstrait et fictif de la propa-
gation d ’une onde dans l ’espace de configuration .

(38)
/

da dr .

(39)

,2a
dr.

f k
,
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Laissons done de cote la theorie de l ’onde-pilote et cher-
chons comment les idees de Bohr et Heisenberg se trans-
posed dans le cas des systemes. Nous admettrons comme
hypotheses fondamentales, d une part , le principe des inter-
ferences d’apres lequel Fintensity 'I'd'* de l ’onde associee
au systeme donne en chaque point et a chaque instant la
probability de presence du point representatif dans Fespace
de configuration et , d autre part, le principe de decomposi-
tion spectrale d’apres lequel les intensites relatives des
differentes composantes monochromatiques, dont le train
d’ondes 'b est forme, donnent les probability relatives des
divers etats de mouvement. Toutes les considerations deve-
loppees pour un seul corpuscule peuvent aisement s’etendre
au cas de N corpuscules et Fon retrouve les relations d ’incer-
titude d ’Heisenberg :

(42 )8ry,- • <vp{ > li.

La cause de 1 incertitude d ’Heisenberg doit toujours etre
recherchee dans la perturbation qu’on introduit necessaire-
ment dans le systeme en procedant a une mesure.

La transition entre Fancienne Mecanique et la nouvelle
Mecanique concue a la facon d ’Heisenherg et de Bohr pent
encore se faire comme au chapitre NI par l intermediaire du
theoreme d’Ehrenfest. Lorsque Foptique geometrique esi
valable pour la propagation de Fonde dans Fespace de
configuration , il pent exister dans cet espace des trains
d ’ondes qui occupent une region dont les dimensions sont
grandes par rapport a la longueur d’onde et qui , par suite,

peuvent etre represented par des groupes d’ondes presque
monochromatiques; ces trains d ’ondes, quoique compre-
nant un grand nomhre de longueurs d’onde, peuvent nean-
moins etre consideres comme de dimensions negligeables
et on peut les assimiler a un petit globule de probability
dans Fespace de configuration. A l’interieur d ’un tel glo-

. , dV
bide, les quantdes el

tantes, de sorte ( }ue le theoreme d’Ehrenfest donne alors :
son! sensiblement cons-dq

dpi dV
(43)dt dep
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Le globule de probabilite se deplace done en bloc dans
bespace < le configuration comme doit le faire le point repre-
sentatif du systeme d’apres la theorie classique. Assure-
inent, en principe, la position du point representatif doit
etre regardee comme indeterminee a binterieur du globule
de probabilite, inais cette indetermination est si petile a
notre eebelle qu’elle peut etre pratiquement negligee. Pra-
tiqueinent tout se passe comme si la configuration et 1 'eIa t
de mouvement du systeme etaient bien determines a chaque
instant et comme si ce systeme suivait rigoureusement les
lois de bancienne Mecanique.

Nous retrouvons done ici toutes les idees generales elu-
diees an chapitre XI a propos du corpuscule unique, inais
leur etrangete se trouve encore un pen augmentee par le fait
qu ’on ne peut plus, pour un systeme, se representer les
ehoses dans bespace ordinaire et qu’on doit invoquer cons-
tamment des propagations et des mouvements dans bespace
abstrait de configuration.

229
it cher-
5 trails-
comme
s inter-
issociee
taut la
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•mposi-
es des
e train
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(42 )
,4

*s etre
ssaire-

5. -- Remarque .
sujet du cas on le systeme est forme de corpuscules n ’exer-
cant aucune action les uns sur les aulres. 11 resulte du der-
nier chapitre que bon doit prendre pour '1' le produit des
functions ( x ^̂^t ) , ^2 ( x2 y2z2 i t ) . . . . relatives aux divers
corpuscules considered isolement. Ceci est bien en accord
aver le principe des interferences et la signification statis-
tique de bintensite. En effet , la probabilite, pour que le point
representatif du systeme a binstant l occupe la position

.. . dans bespace de configuration , est :

V , z , . . . . % t ) X . . . . % t )

Or, la probability pour quo le ic corpuscule soit au point
Xii j iZi a binstant / est :

Faisons une derniere remarque auuvelle
1 peut
ire du
le esl
ce de
trains
; sont
suite,

esq ue
n pie-
iiequ -
ables
bilite

glo-

x ] y i i

(44)

cons-

Comme les mouvements des corpuscules sont parfaitement
independants, puisqu’ils n ’agissent pas les uns sur les

(45)
ors :

(43)
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% on doit avoir , d’apres la theorie des probabilites com -_ aut
sees :

1 I 1Tf, (. Xiy iZi t ) &,* ( x( y(z( t ) (46)... . z^t ) - Sfr* ( xL . ... z N t )
i

et cette relation (4b) est bien veriliee puisqu’on a :

IT %( x{ ytz{ t )^(x, .. .. Z g t ) (47)
i
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CHAPITJRE XVI
t ) (46)

L ANGIENNE THEORIE DES QUANTA ET LA STABILITE
DES MOUVEMENTS PERIODIQUES

C47)

1. — Premiers exemples de quantification des mouvements
periodiques.
grand role dans les phenomenes de 1’echelle atomique. Nous
devons maintenant etudier les caracteres particuliers que
presentenl; ces mouvements en Mecanique ondulatoire. Mais
a van I toute autre chose nous devons dabord rappeler com-
ment la notion du quantum d ’action s’est introduite dans
l ’etude des phenomenes periodiques a l ’echelle atomique
et indiquer quelques-uns des princ-ipaux resultats de l 'an-
cienne theorie des quanta .

On sait que Lidee de quantum a ete introduite en Dyna-
mique par Planck. 11 etudiait alors Pequilibre thermodyna-
mique entre la matiere et le rayonnement et , comine cet
equilibre ne doit pas dependre du mecanisme des echanges
d’energie, il supposait , pour simplifier , que l’echange
d’energie entre matiere et radiation s’effectue par l ' interme-
diaire d 'electrons oscillant autour d une position d ’equilibre
vers laquelle ils sont rappeles par une force proportionnelle
a 1’elongation. Un tel corpuscule, qui peut osciller le long
d’une droite sous Taction d une force proportionnelle a
Telongation , est ce qu’on nomine un « oscillateur lineaire » .
Pour retrouver les lois experimentales du rayonnement noir,
Planck fut amene a admettre que les oscillateurs ne peuvent
pas posseder n’importe quelle energie; les seules valeurs
de l ’energie qui leur soient permises sont celles qui sont
reliees a la frequence de l ’oscillation par la formule :

E = nhto

Les mouvements periodiques jouent un

/

(n entier) (1)
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n etant un nombre entier , h la constante d ’action introduite
par Planck dans la Physique et w la frequence de 1 oscilla-
teur qui, nous aliens le monlrer, ne depend pas de l’energie .

Le developpement ulterieur de la theorie des Quanta a
conduit a enoncer autrement cette « condition de quantifi-
cation » . Pour le corpuscule qui forme I’oscillateur lineaire.
la fonction potenlielle est :

F ( x )
kx 2

(2)2

x etant l ’elongation et Lequation du mouvement suivant la
Mecanique classique est :

d 2 x — — kx (3)m
dt:2

dont la solution est :

x = A sin ir.t 7. 4

A et « etant deux constantes arbitraires. La frequence du
mouvement est done :

1 k
(5)OJ 2 77 m

elle est independante de A , e’est-a -dire de l 'energie du mou-

vement . La quantite de mouvement est px = m
et l integrale d’action Maupertuisienne est :

dx = mvdt

Cxin I
9J - uf pjx

J ro
S, ( x ) vdx (& )

Si Lon calcule ( *et 1 e action pour une periode entiere du
mouvement , on trouve :

ir -m /
J o

v2dt.1 = rnvdx =
I

= 4 TT 2
OJ A2 m f cos2 — / -b a dt (7)

= 2 7T2tu / / iA2.
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U autre part, l’energie E du corpuseule est egale a l’ener-
gie cinetique qu it possede lors de son passage par la posi -
tion d’equilibre, ear son energie potentielle est alors mdle.
Elle vaut done :

233
i introduite
le l’oscilla-
e l’energie.
i Quanta a
le quantifi-
er lineaire. dx > 2 m

\) =o — T '
,* = T ( — = 2 sr2 mcu2 A2 8)»

dt m
d ’ou :

E(2 i — = 2 « 2 m coA2 == J. ( ff )
CO

suivant la
II revient done an

d ’ecrire :
meme de poser la condition ( I ) on

J = nh (n entier) (10)(3)

Mais cette derniere forme est beaucoup plus generate
elle lie fait plus intervenir la propriety particuliere a l ’oscil -
lateur d avoir une frequence independante de son energie .
Aussi est-ce sous cette forme (10) qu’on peut exprimer pour
tons les mouvements a un degre de liberte la restriction des
valeurs possibles de 1 energie introduite par la theorie des
quanta. La condition (10) est la condition de quantification .

L’application la plus importante de la lormule (10) est
(‘elle qui a ete faite par Bohr au cas d un electron de charge— e tournant autour d un noyau positif de charge e
( atome d hydrogene). Dans son premier travail sur ce sujet
( 1013) , Bohr s’est limite systematiquement
trajectoires circulates; il suffit alors d’une variable, l ’azi-
mut 0

car?

f r4

uence du

5)

du mou-
r
r = mv

a 1 etude des

pour reperer la position du corpuseule et la for-
mule (10) peut etre appliquee. L’energie cinetique etant :

f6 )

T = l mr2 O' 2

le moment conjugue de 0 est :

(11)tie/*e du

( )T = mr26'Vo = ( 12 )d6'

el l ’integrale d ’action Maupertuisienne est :(7)

j*
pdd9 — I*

mr26' d0 .

z'

)

F.
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Pour une periode entiere du mouvement, elle vaut :
/‘2*

Jo.1 = mr2 8' dO = 2 ~mr20' (14)

car la vitesse angulaire 0' est constante sur une trajectoire
circulaire dans un champ central.

La condition (10) est done ici :

lL~mr26' == nh ( n entier) (15)

Or , mr20' est le moment de la quantite de mouvement de
1 electron par rapport au noyau; designons par M cette quan -
tite. On peut ecrire a la place de (15) :

hM = ( n entier) (16)

Cette formale a conduit llohr a sa magnilique prevision
du spectre de Lhydrogene. Pour y arriver, il lui a suffit
d 'ecrire Lequation du mouvement de l 'electron sous la
forme :

e2

mrO' 1 (17)r2

qui exprime l’equilibre dynamique entre la force centrifuge
et la force radiale de Coulomb. En eliminant 0' entre (16)
et (17), on obtient :

4 7T 2me21
(18)n2h2v

Or, l ’energie de l’electron sur sa trajectoire circulaire
est :

e 2 e2IE = — mr 0' (19)or r

D’oii :
2~2me4

En ( n entier) (*20)
n2h2

Cette formule celebre donne la valeur des energies des
divers etats quantifies pour Latome d’hydrogene.
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Bohr introduit alors un autre postulat, « la loi des fre-
quences » : suivant ce postulat, quand Fatome passe de
1 etat quantifie stable d ’energie E„ a un autre etat quantifie
stable de moindre energie Em < E„, il y a emission d une
radiation de frequence :

14)

ire

p vl j n I ' m 2 7r 2me4 I 1
(21)V

hnm h3 n2\ m2

15)
Si Foil fait m = 2, c’est-a-dire si Fon envisage tons les

changements d 'etat de Fatome qui aboutissent an meme etat
final caracterise par m = 2, on obtient la formule experi-
mentale donnant la frequence des raies de la serie de
Balmer :

de
m-

16) 11
V = 11 in = 3, 4. . . . ) (22)4 n2

on
f *"On doit avoir :Efit

2 7r 2 me*la It = (23)/i3

et le grand succes de la theorie de Bohr est que la valeur
experimentale de B cadre bien avec la formule (23).

La formule (21) rend aussi compte des frequences d’autres
series de raies du spectre de Fhydrogene (series de Lyman
et de Paschen).

En considerant les trajectoires circulaires d’un electron
autour d’un noyau de charge + 2e, Bohr est aussi parvenu
a interpreter le spectre de l’helium ionise.

17)

ge
6)

8)

re
2 . Les conditions de Wilson-Sommerteld .

cer d’une far* on satisfaisante les conditions de quantifica-
tion des mouvements periodiques d un corpuscule dans un
champ constant , il etait necessaire de ne pas se limiter
cas on le mouvement est; defini par une seule variable.
W. Wilson et Sommerfeld out trouve une forme d’enonce
applicable a tons les mouvements periodiques ou il y a
separation des variables, c’est-a-dire ou il est possible de
choisir les coordonnees de facon que chaque moment de

Pour enon-/
9)

an

0)

es
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Lagrange depende seulement tie la coordonnee correspon-
dante :

f*W - (24)Pi

L’action de Maupertuis J ^ Pi ^ (U est alors une somme
i

de fonctions dependant chacune d une seule des variables.
On peul; demontrer que, pendant le cours du mouvement ,
certaines des variables qt oscillent entre deux 1 i mites tandis
que les autres sont des angles possedant la periode 2 T T . Par
exemple, dans le mouvement Keplerien , le rayon vecteur
est une variable de la premiere sorte, l’azimut une variable
de la seconde sorte. Nous dirons qu ’une variable de la pre-
miere sorte a decrit son cycle lorsque, partie de sa limite
inferieure, elle a atteint en croissant sa limite superieure,
puis est revenue en decroissant a sa limite inferieure; de
ineme nous dirons qu’une variable de la deuxieme sorte a
decrit son cycle quand elle a augmente de 2 T T . Ces defini-

tions admises, les conditions de quantification de Wilson -
Sommerfeld sont les suivantes : les variables qt ayant ete
choisies de fat;on a realiser la separation des variables,

Pi (1(li etendue a un cycle complet
de la variable qi doit etre egale a un multiple entier de la
constante h. Nous ecrirons ces conditions sous la forme :

/

ichacune des integrates

pidqt = rij h (nf entier) (25)

Le mouvement d ’un corpuscule dans un champ constant
possedant dans le cas general trois degres de liberie , il fau-
dra en general trois nombres entiers pourt definir un de
ses mouvements quantifies.

11 convient d ’insister sur un point important . Lorsque g,
est une variable de la premiere sorte telle que le rayon
vecteur dans le probleme Keplerien, elle oscille au cours
du mouvement entre les valeurs qi0 el qiu et Lintegrale
de Wilson-Sommerfeld est :

/» f/fi /* Qi

/ PMi + / 0

PidQi - ( 2 6 )
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Cette integrate serait evideminent unite

fonction uniforme de la variable (/ , ; mais eela a ’est pas lecas, car on demontre que, dans les mouvements dont
nous occupons, le moment conjugue d ’une variable de la
premiere sorte est de la forme :
i

Pi =; ± s/ ?Mi ) '

la fonction etant positive dans l ' intervalle qi0s’annulant pour changer de signe aux limites de cet inter-valle, p{ est done alors une fonction a double determina-
tion de la variable r/, ; on doit naturellement prendre le
signe H- dans (27) quand qf croit et le signe — quand ry,
decroit , de facon que Lintegrale J pidqi soil positive.

si pi etait une

nous

(27)

(Jn et

y

plan de la variable 3

e e
^io 1ii X = Cli

FIG. 13.

On peut aussi se representer les cboses de la facon sui -vante. Considerons la ionction p{ definie par la formule :
Pi = ± s/ rM

on z esl une variable complexe dont <p est la partie reelle;
le long de 1 axe reel , (28) se red nit a (27) et pt est egal
moment conjugue de la variable qt . La fonction pf (s) pre-sente deux points de branchement sui* J ’axe reel et l ’inte-grale de Wilson-Sommerfeld doit etre prise le long d ?

contour ferine comprenant la portion r/,0 + £

de l ’axe reel et deux cercles infiniment petits de rayons £ et
s' decrits autour des deux points de branchement (fig . 13) .

Lien de semblable ne se presente pour les variables angu-laires de la deuxieme sorte qui varient de 0 a 2~ ; pour cel-
les-ci le moment conjugue a un signe constant .

(28)

au
/

un
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3. L’enonce d’Einstein. Les conditions de Wilson -
Sommerfeld peuvent s’enoncer sous une forme indepen-
dante du choix des variables; c’est ce qu’a montre Einstein
en 1917. L’action Maupertuisienne d’un corpuscule a, en
effet , pour expression :

3

V Pi Jq (28)i'

Cette expression est invariante pour tout changement de
coordonnees d’espace ; elle represente le travail du vecteur
quantite de mouvement . Dans toute la region R de respace
oil s’effectue le mouvement, chaque moment pk=
general une fonction des trois variables
nous limitons plus aux coordonnees qui realisent la sepa-
ration des variables. Si nous c-onsiderons une courbe fer-
mee quelconque C tout entiere situee dans R , nous pouvons
avec Einstein enoncer les conditions de Wilson-Sommer-
feld en disant : « Quelle que soit la courbe C, Eintegrate

/
dS est en

car nous ne

/
c

f idSi V i^ i

est egale a un multiple entier de la constante h de Planck » .

En effet, pour calculer cette integrate, nous pouvons choi-
sir un system© de variables quelconques, par exemple un
systeme pour lequel la separation des variables est realisec;

dSl peiit alors s’ecrire :ntegrale j*

c
l’i

/
c

JS, = h Pi d<h + K Pzdcu + K V ,d(h< (29)

hl , k2 et K etant des nombres entiers et en vertu des condi-
tions (25), renonce d Einstein est bien satisfait. Les condi-

tions de Wilson-Sommerfeld conduisent done a Eenonco
d ’Einstein , mais celui-ci est independant du choix des coor-
donnees.

Pour bien penetrer le sens de l’enonce d ’Einstein, consi -

derons un mouvement s’effectuant dans un plan sous l ’ac-
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tion d ime force centrale; le rayon vecteur etant une variable
de la premiere sorte, oscille entre deux valeurs rx et r2, et
en general Lorbite plane remplit toute la couronne circu -
laire comprise entre les cercles de rayons r1 et r2 . Represen-
tons par la tranche le plan de Lorbite (figure 14).

Le mouvement peut etre repere a Laide de lazimut 0
compte autour de 0, et auquel correspond un moment
conjugue constant pe et du rayon vecteur r auquel est con-
jugue le moment pr
le plan de la couronne circulaire par une surface formee de

239
ilson -
lepen-
nstein
a, en

(28)

ait de
3cteur
:space
3st en

+ VVM . Remplacons par la pensee

L

is ne
sepa-
3 fer-
jvons

0
r2 ri ri r2

.J
imer-
Sgrale FIG. 14.

deux feuillets, plans accoles se raccordant le long des cer-
cles r = r1 et r = r2 (surface de Riemann). Sur le feuillet
superieur , nous choisissons pour pr le signe +, sur le
feuillet inferieur , le signe —. Nous avons represente ces
feuillets sur la figure 14 par des traits pointilles en les sup-
posant un peu ecartes Lun de l ’autre pour la commodite
du dessin . La couronne circulaire plane se trouve ainsi rem-
placee par une sorte de tore aplati . On peut distinguer sur
cette surface toroidale trois especes de courbes fermees :

1 ° Les lines peuvent etre reduites a un point par une
deformation continue, et pour elles on a :

ick » .
choi-

( e un
lisee;

i f )

i
c

dSondi-
ondi-
lonce
coor -

= 0 ;

2° D’autres peuvent etre amenees par une deformation
continue a coincider avec un cercle centre sur Laxe de syme-
trie OL, et le long de celles-la on a :

‘OliSl -
l ’ac-

c
ped6 = r i j h ;
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3° D’autres enfin peuvent etre amenees par une deforma-
tion continue a coincide]* avec une section droite du tore
par un plan contenant l ’axe OL, et pour elles :

/ $dS prdr
o

D ’ailleurs, toute courbe tracee sur la surface de Hiemann
peut etre ramenee a une suite de courbes des trois especes
designees ci-dessus et 1’enonce d Einstein en resulte. /

4. Quantification du mouvement Kevlerien. — (Nomine
exemple d’application des conditions de Wilson-Sommerfeld
nous traiterons le cas du mouvement Keplerien. En coor-
donnees polaires. l 'energie cinetique classique a pour
expression :

T =\m (/2 + r26'2 ) (30)

Les moments coivjugues de r et de 0 sont :

= mr20' . (31

Or, la loi des aires nous apprend que po est egal a une
constante C et , d’autre part , la forme de la loi de Newton
( 011 de Coulomb) nous permet d 'ecrire :

1 KE == — m (r /2 + r20' 2 ) (32)1 r

On en tire, en resolvant par rapport a mr et en rein-
platan t pe par C :

2 m\\C2

2 mE — ± v/?(0 (33)4-- r~ r

Si E est negatif , 9? (?*) a deux racines positives ?* , et r2 ,
et le rayon vecteur doit toujours etre compris entre ces deux

sans quoi pr serait imaginaire. Done, si E est nega-racines
tit*

, le mouvement est periodique et pr est de la forme (27).
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La condition de Sommerfeld pour Lazimut est :ana-
tore Jo^Vl> de = ’) 77 C = )l ] ll ( n1 entier) (34)

ou :
hC = n (n1 = nombre cjuanticpie (33)

azimutal).

C est bien la condition de stabilite (16) employee par
Bohr dans le cas du mouvement circulaire, car C est le
moment constant de la quantite de mouvement de la planete
par rapport an noyau-soled .

Mais ici nous avons en plus une deuxieme condition de
quantification dont Bohr n avail pas eu besoin de tenir
compte, parce qu’il se limitait aux orbites circulaires. Cette
deuxieme condition est :

i 2-

ann
eces

line
eld
ior-
our

$
*y

prdr = n.Ji (n2 = nombre quantique (36)
radial) .

Soient r1 et r2 les valeurs de r qui annulent o? (r) . L’inte-
grale (36), doit s’ecrire, nous l’avons vu :

(30)

31) f 2
>/ <p ( r ) dr -f- f 1

t/ rA J r-2 *.Lr2— y/ <p ( r ) dr = 2 sj cp ( r ) dr (37)

me
Done, en egalant cette integrale a n2 /i, on obtiendra une

seconde condition de quantification . Nous reviendrons plus
loin sur cette condition.

D une faqon generate, on peut obtenir facilement les
expressions de pt en fonction des q,-, necessaires pour le cal-
cul des integrates de Sommerfeld . en partant de Lequation
de Jacobi. Montrons-le sur Lexemple particular du mouve-
ment Keplerien . Comme Lexpression (32) de Lenergie peut
alors s’ecrire :

ion

32)

in -
/

13) KII. (qvPi) (38)2 m r

* 2 , Lequation de Jacobi pour la fond ion reduite Sx est :ux
1 m l dS lv» - = E. (39)2 m

DK BROGLIE. MECAMQUE ONDULATOIRE.

r‘2 d 9 ,i). r
16
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En posant = C on trouve de suite :dO

2 mK C2

2'/aE l 140)Pr = dr I*-

/La fonction de Jacobi Sx prclr est une inte-

grale complete de (39), car elle contient deux constants
arbitrages G et E; les valeurs admissibles pour ces deux
constantes sont determinees par les deux conditions de
quanta (35) et (37) .

GO +

5. — La question de la degenerescence .
une question important^ qui a joue un grand role dans
l’ancienne theorie des quanta : c est la question de la dege-
nerescence. Nous avons dit que les conditions de Wilson-
Sommerfeld caracterisaient en general les mouvements
quantifies d’un corpuscule par trois nombres entiers. Mais il
resulte aussi de ce qui precede que ces trois nombres entiers
n ’interviennent effectivement qui si trois variables sont
vraiment necessaires pour reperer le mouvement . Bohr ,
n envisageant que les mouvements circulaires reperes par
une seule variable, l 'azimut , n ’avait eu a faire intervenir
qu ' un seal nombre entier ; en etudiant au dernier para-

graphe le mouvement Keplerien, qui est plan et est repere
par un rayon vecteur et un azimut, nous avons seulement
rencontre deux nombres entiers nx et n2. Mais il y a plus :
dans le cas du mouvement Keplerien , Eintervention de
deux nombres entiers n ’est qu’une apparence. On s en rend
compte de suite en remarquant que forbite Keplerienne
classique est une conique fermee : il suffit done de choisir
des coordonnees elliptiques pour reperer le mouvement a
l’aide d une seule variable.

En generalisant ces considerations, on est amene a enon-

cer le resultat suivant : cliaque fois que la trajectoire, au *

lieu de remplir tout un domaine a trois dimensions, ne rem-

plit qu’un domaine a deux ou a une dimension , la quantifi-

cation ne fait reellement intervenir que deux ou un seul
nombre entier . 11 y a alors degenerescence.

Ici se presente
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L’etude du mouvement Keplerien confirme bien cette con -

clusion. Achevons, en effet, les calculs commences au dernier
paragraphe. Sommerfeld a calcule a 1 aide du iheoreme des
residus de Cauchy l’integrale :

i
• 40)

inte- 2 mK^ V r d r c2— dr.r2 41)
7intes

leux
s de En egalant le resultat a n2h et en y remplagant C par

il a trouve pour Eenergie de l ’orbite caracterisee
h

U l 2 7T

par les nombres et n2 :ente
Jans
ege-
son-
ents
is il
;iers
sent
}hr ,

2 -me'1

E (42)nln2 h2 ( nl + n2) a

En faisant dans cctte formule v 2 = 0, on retrouve le resul -
tat de Bohr pour les trajectoires circulaires. Mais le resul-
tat de Sommerfeld nous montre que Eenergie des orbites
elliptiques quantifiees est , elle aussi, caracterisee par un seul
nombre entier nx + n2. Le fait de considerer les orbites ellip-
tiques n’introduit dans la liste des niveaux stables d ’ener-
gie aucun terme nouveau. L’introduction faite separement
des deux nombres quantiques n1 et n2 apparait done comine
Active. Ce qui le montre encore mieux, e’est qu ' il est pos-
sible, dans ce cas Keplerien classique, de realiser la separa-
tion des variables a l aide de variables autres que le rayon
vecteur r et l ’azimut 0 ; chaque clioix de coordonnees rea-
lisant la separation des variables conduit a prevoir des
formes differentes pour les orbites elliptiques stables, mais
donne les memes valeurs pour les energies. On doit en con -

clure que toutes les orbites circulaires on elliptiques, dont
2 7r2me4

n2h2

La quantification des orbites Kepleriennes ne fait en der-
niere analyse intervenir qu ' un seul nombre entier , parce
que ce sont des orbites fermees n 'occupant dans l ’espace
qu 'un domaine a une dimension. Le mouvement Keplerien
classique est un mouvement deg^nere.

J

par
3nir
ira-
)ere
lent
us :

de
end
nne
isir
t a

Eenergie est egale a avec n entier , sont stables.
on-
au

‘m-
:ifi -
eul
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I.es mouvements degeneres presentent Line sorte d’insta-
bilite particuliere, en ce sens que la moindre influence per-
turbatrice fait disparaitre an moins partiellement la dege-
neresoence. Ainsi , il est bien connu en Astronomie qu’ une
influence perturbatrice, meme ires faible, peut imposer des
variations periodiques ou seculaires aux elements d une
orbite elliptique Keplerienne (grand axe, excentricite, incli-
naison , longitude du perihelie et longitude du noeud ascen -

dant) ; ces variations ont pour consequence (pie l ’orbite n est
plus rigoureusement ferinee, q u e l l e remplit lout un
domaine de Pespace.

L’introduction des corrections de Relativite dans la theo-
rie des orbites Kepleriennes equivaut a Pintroduction de
termes perturbateurs generalement petits, et Soimnerfeld
a montre que borbite reste plane et sensiblement elliptique ,

mais qu i1 y a une lente rotation continue du perihelie ; la
trajectoire n ’est plus alors rigoureusement fermee; elle
occupe toute une couronne circulaire. comprise entre deux
cercles, dont les rayons sont egaux aux distances du foyer
attractif aux extremites du grand axe de 1 ellipse tournante .
La degenerescence disparait done, mais seulement partiel -

lement , car la trajectoire reste plane; il faut reellement
introduire deux nombres entiers pour chaque orbite siable.

Par des calculs que nous ne reproduirons pas ici. Sommer-
feld obtient pour renergie de la trajectoire quantitive carac-
terisee par les deux nombres entiers rp et n 2 :

27r-nie4 | 4 7T 2e4 3 \nE (43)n2h n2 /i2c2nxt i 2 4ny

ou n= n, + n2 est le nombre quantique total. On voit bien
qu ici Penergie de 1’orbite stable depend separement des
deux nombres n , et n2 et non plus seulement de la combi -
naison n, -4- n2.

La presence (Pun champ electrique ou magnetique agis-
sant sur un atome d 'hydrogene fait aussi disparaitre la dege-
nerescence du probleme Keplerien correspondent .
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d’insta-
ice per-
a dege-
qu ’une

)ser des
d u n e

5 , incli-
ascen -

te n 'est
ut un

6. — lnsulfisance de rancienne theorie des quanta . —

Nous ne pouvons insister ici sur tous les calculs auxquels
donnent lieu les differentes applications des conditions de
Wilson-Sommerfeld. Nous devons seulement noter que si ces
calculs ont tres souvent conduit a des resultats exacts, il
n ’en a pas toujours ete ainsi , et rancienne theorie des
quanta s’est plus d’une fois montree insuffisante.

Reprenons, par exemple, le cas de l’oscillateur lineaire
quasi-elastique traite an paragraphe 1 . D’apres la for-
niule (10) , l ’energie E des mouvements stables doit etre
egale a 1’iine des valeurs de la suite : 0, ha>, 2 hw .. . . nhw ...

— de Eoscillateur.
a theo-
ion de
nerfeld
ptique ,
die; la
e ; elle
3 deux
i foyer
aante.

>artiel -
einent
stable .
mmer-
carac-

• )

I
o) etant la frequence mecanique

Or , pour interpreter certaines experiences,
dans le domaine des spectres de bandes, on a ete amene a
admettre que la suite des energies quantifiees n ’etait pas
cel le qu ’on vient de rappeler , mais bien la suivante :

2- m
notarninent

1 5 1 hw ( n = 0, 1, 2 . .)
2 •)

O ’est ce qu’on nomine parfois la loi des « demi-quanta »

et cette loi est en opposition avec le mode de quantification
adoptee par rancienne theorie des quanta , ^application de
ce mode de quantification a des atonies plus eompliques
que celui d’hydrogene a d’ailleurs aussi conduit a de mau-
vais resultats; le potentiel d’ionisation de EHelium , calcule
par Kramers a l ’aide des anciennes methodes, n ’est pas en
accord avec 1’experience.

Deja , quelques temps avant 1’apparition des nouvelles
Mecaniques, on avait l ’impression que les tommies de Wil-
son-Sommerfeld, tout en fournissant de precieuses indica-
tions, ne pouvaient pas etre considerees coniine etant rigou-
reusement exactes. Nous allons voir maintenant dans quel
sens la Mecanique ondulatoire est venue modifier ces metho-
des et comment elle a revele , dans line certaine mesure, la
signification physique des conditions de quantification .

(43)

t bien
d des
ombi -

agis-

dege-
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OHAPITRE XVII

INTERPRETATION ONDULATOIRE DE LA STABILITE
DES MOUVEMENTS QUANTIFIES

es

pr
M
in

n(
1. — Signification de la quantification en Mecanique ondu-

Nous avons ete conduits par les conceptions de cclatoire .
la Mecanique ondulatoire a associer au mouvement d’un cor-
puscule dans un champ constant defini par la fonction
potentielle F ( x , y , z ) la propagation d une onde obeissant a
1'equation :

ti'
d(

d<
r.
U'

8 7T ~ n i [E — F (x, y , z) ]1^ = 0. (I ) q
r(

Si les procedes approximates de l’optique geometrique
sont valables pour l ’etude de cette propagation d’ondes, on
pourra adopter pour fonction d ’onde (reduite) la fonction :

C(

ti
q
d2ni [Et — Sj (X , y , ^)] lcy , z , t) = a ( x , y , z ) e h (2)

a
ou SL est une integrate complete de Fequation de Jacobi .
Pour que la phase de la fonction (2) ait en chaque point
une valeur bien determinee. il faut et il suffit que I on
ait le long de toute courbe fermee C, contenue dans la region
ou s’opere la propagation :

re
l <
d
l i
q

/- / 1 r
pidgi = n h (n entier) (3) r

ic c

Nous retrouvons bien ainsi Fenonce d 'Einstein dont
derivent les formules de Wilson-Sommerfeld . En particu -

c
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Her, si la trajectoire est une combe fermee, on pent la
prendre comma courbe C et ec-rire l’unique condition :

247

A . dl ) = nh . (4)

Le problems est alors degenere et chaque orbite stable
est caracterisee par un seul nombre entier .

Ainsi done, si Eoptique geometrique etait valable pour la
propagation des ondes associees dans les atonies, la nouvelle
Mecanique donnerait immediatement une interpretation des
inysterieuses conditions de quanta . Comme avec les idees
nouvelles Eoptique geometrique et la Mecanique ancienne se
correspondent, on pent dire : les conditions de quantifica-
tion de l’ancienne theorie des quanta etaient bien cedes qui
devaient s’introduire taut que Ton conservait les equations
de 1’ancienne Mecanique. Mais, de cette maniere, toute
1'ancienne theorie des quanta n’apparait plus que comme
une premiere approximation , valable dans les memes limites
que 1 ’optique geometrique. Or , comme Schrodinger l ’a fait
remarquer , dans le cas des mouvements intraatomiques,
celte approximation n’est pas suffisante. En effet, la condi -
tion essentielle dapplication de Eoptique geometrique, e 'est
que les conditions de propagation variant tres peu pour
des deplacements de Tordre de la longueur d 'onde. Or; la
longueur d’onde de Tonde associee a un electron dans un
atome est egale a — = —- environ , et comme la vitesse des
electrons intraatomiques est de l ’ordre de 109 cm /sec, cette
longueur d ’onde est de l ’ordre de JO-8 cm, soit de 1’ordre
des dimensions de 1’atome. Dans le domaine intraatomique,
les conditions de propagation varient enormement, puis-
qu’elles sont regies par le potentiel F ( jui augmente indefi-
niment quand on s’approche du noyau; I ’application des
resultats de Eoptique geometrique n ’est done pas justifiee.

En resume, Interpretation des anciennes conditions de
quanta que nous avons (lonnee ci-dessus, nous met sur la
voie de la solution , mais elle nous montre aussi que les

[LITE

!e ondu-
tions de
’un cor-
Eonction
issant a

(1)

letrique
des, on
iction :

(2)

Jacobi ,

e point
le Eon
region

er) (3)

t dont
>articu -
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anciennes conditions de quanta ne peuvent pas etre consi-
derees comine rigoureiises et qu it taut reprendre toute la
question de la quantification en se placant au point de vue
ondulatoire.

Comment allons-nous defmir un etat stable quantifie ? II
est bien nature!, avec les nouvelles idees, de supposer qu’un
etat stable correspond a une onde 'F ayant la forme d ime

onde stationnaire :
2jrt

[ E t + a|
q/ z= a (x , y , z) e h f5)

Comme ^ doit etre une solution de ( J ) , lamplitude a doit
aussi verifier bequation :

8
[K F (x, y , z ) ] \F = 0.Aa —}— (6)1r

Nous admettrons que l’amplitude a doit etre une fonc-
tion finie, uniforme et continue. De plus, le principe des
interferences nous conduit a admettre que a doit etre nulle
a binfini ; en effet , si bamplitude ne tendait pas vers zero

/if a2dv dont tous les elements sonta binfini, 1’integrate

positifs, serait divergente ; il y aurait alors une probability
egale a 1 pour que le corpuscule soil infiniment loin du
systeme atomique envisage et cela serait contradic-toire
avec l’idee meme que le corpuscule fait partie du systeme
et s’y trouve dans un etat stable.

En definitive, au point de vue de la Mecanique ondula-
toire, la recherche des etats stables d ’un corpuscule est
ramenee au probleme de trouver les valeurs de E pour les-
quelles bequation :

8 ir 2m [ E — F ( x, y f z ) ] a = f t.Aa ( 7 )
l i 2

admet une solution continue, uniforme, partout finie et nulle
a binfini. Les valeurs E, ainsi definies, sont les energies des
etats quantifies du corpuscule. Le probleme mathematique
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est tres analogue a celui de determiner les vibrations pro-
pres d une tige ou d une membrane quand on impose cer-
taines conditions aux limites. lei, la condition limite, e ’est
que a soit nul a l ' infini .

Pour etudier le probleme mathematique ainsi pose , nous
adopterons les solutions suivantes :

8-2m

249
is etre consi-
ldre toute la
point de vue

quantifie ? II
)poser qu ’un
forme d ’une

8-E K Or , y , z ) 8 )/* = /r /r
(5)

L’equation (7 ) s 'ecrit alors :
litude a doit A« -f- | f i — R ( x , y , z ) ] a = 0. t9)

Nous nous proposons de montrer que Fequation (9)
n ’admet de solutions continues, finies et uniformes dans
domaine 1) de Pespace, et nulles aux limites de ce domaine
que pour oertaines valeurs de la constants ^ : ces valeurs
particulieres sont appelees les constantes fondamentales
caracteristiques de Pequation (9), parfois aussi les valeurspropres. Ainsi se trouvera demontree Pexistence des valeurs
quantifiees de l 'energie .

A chaque valeur propre correspond en general une seule
solution de (9) remplissant les conditions imposees; e’est la
fonction fondamentale ou caracteristique, ou encore la fonc-tion propre correspondant a cette valeur de /x. Noustrerons que si a, et designent deux fonctions fondamen -
tales correspondant a deux constantes fondamentales /*, et
P j , on a :

(6)
un

* *} une fonc-
rincipe des
t etre nulle
s vers zero

Oil

ments sont
probabilite
nt loin du
itradictoire
In svsteme

mon-

ie ondula-
lscule est
! pour les- inn a . a.dv = 0- . (10)

En d’autres termes, les fonctions fondamentales forment unsysteme de fonctions orthogonales.
Pour bien saisir le caractere physique de toute cette theo-rie , il est interessant de commencer par l ’etude de quelques

cas simples et classiques d 'equations de la forme (9) , pour
lesquelles R = 0.

( 7 )

ie et nulle
ergies des
lematique

' T ; \

V.
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Exemples simples de vibrations propres : cordes et
membranes vibrantes .

2.
a) Cas de la corde vibrante fixee

a ses extrernites . — Dans le cas de la propagation d’une
onde elastique le long d ’une corde fixee a ses deux extre-

mites, le deplacement transversal u d ’un point de la corde
vibrante satisfait a 1 ’equation de propagation :

d 2 u 1 d 2u
a t)

dx2 V2 dt 2

ou V designe une constante dependant des proprietes meca-
niques de la corde. Si Ton considere une onde monochro-
matique stationnaire du type :

2Tri [vi —f- a]
u (x, 1 ) = a ( x) e (12)

la fonction a doit verifier l ’equation :

d2a 4 7T2V2

(13;a — 0dx2 X 2

4 7T2V2

qui est de la forme (9) avec /*

Le domaine D est ici le domaine a une dimension forme
par la corde dans sa position d’equilibre; si I ’on prend un
des bouts de la corde pour origine des abscisses et si l est
la longueur de cette corde, le domaine D s’etend de x = 0 a
x= l et on doit avoir a (0) = a ( l ) = 0.

Or , l ’equation (13) admet l’integrale generale bien
connue :

et R = 0.V2

2 7TV
(14)a = a0 sin Y

avec deux constantes arbitrages a0 et «. Pour que les condi-
tions aux limites soient satisfaites, il faut prendre a
2 7TV

0 et
l = un, avec n entier , c’est-a-dire choisir la solution

particuliere :
Y

77 X
(15)a0 sin na

l
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Les valeurs propres de /* sont ici :

251
des et

f ixee
d u n e
extre-
corde

nV
(16)Mn = l2

et les fonctions (15) sont les functions propres correspon -
dantes.

11 resulte du theoreme de Fourier qu’un etat quelconque
de vibration de la corde peut etre represente par la fonc-
tion :

U l)

neca-
chro- v 7TX 7TX(cj; Sin n — cos 2 ?rvnt 4- dn sin n — sin 2nvnt ) (17)u ( x , t )

l

V(12) n ^11 effet, (17) est solution de Tequation deavec vn =
propagation et nulle aux limites. De plus, on voit facile-
ment que, d ’apres le theoreme de Fourier, il est possible de
choisir les constantes c„ et dn de fagon a identifier les fonc-

du (x ,t )
(13)

tions u ( x , 0) et avec deux fonctions continuesdt / f = 0

quelconques nulles aux limites. Comine u est definie par une
equation du second ordre par rapport au temps, cette fonc-
tion est determinee par la connaissance de u ( x , 0) et de

du( x,t )

Drme
d un
l est
:0 a

. Tout etat de vibration de la corde est done
bien representable par la fonction (17).

Enfin, il est bien connu que Ton a :

dt t=o

bien

/.i 7TX 7TXsin n' — dx = 0 in n' ) (18)sin n(14) / /

Les fonctions propres sont orthogonales.
Les fonctions propres ne sont d ailleurs definies qu ’a un

facteur constant pres (a0 est arbitraire dans [15] ). On dit
qu ’elles sont « normees » quand on choisit cette constante
de fagon a avoir :

•ndi-
0 et

tion

///<(15) dx = 1. (19)

i
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Ici , les fonctions propres normees sont :

2 . -X
sin n ll

car :
/Jo S*n ~ H

77 X dx — —l 2.

b) Cas de la membrane plane reclangulaire fixee sur ses
bords.
rectangulaire lixee sur ses bords, le probleme a resoudre
est le suivant : A et B designant les cotes du rectangle limi-
tant la membrane, il taut chercher une solution fmie, con-
tinue et uniforme de l 'equation :

Dans le cas d’une membrane vibrante plane et

dhi 1 d-ud 2 u
d y 2dx2 V 2 dt 2

qui soit nulle aux limites du domaine D forme par la mem-
brane, c’est-a-dire pour x= 0; x = A; y — 0; y = B. Consi-
derons encore les ondes monochromatiques stationnaires de
la forme :

2n i [ v t -p a]
n ( x , y , / ' = a ( x , ij e

11 vient :
d2a d ' a 4 ffV

a = ().
dx2 dy2 V 2

4 7T ~VCette equation est encore du type (9), avec y —
et B = 0.

On obtient une solution remplissant les conditions voulues
en posant :

V2

n2
2M = A2

Ce sont les valeurs et fonctions propres de 1’equation (23) .
Les fonctions propres sont orthogonales, car on a :

B
/ dx = 0a / ann m m
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sauf si m = n. m = n . Comme :

/* A /* B/ A Bdya2
/ns

( 20)
9 2 ’

les fonctions propres normees sont :
2 77X 771/

T s,n * ir-

on pent demontrer que les valeurs et fonctions pro-
pres (24) sont les senles et que tout etat de vibration de la
membrane pent etre represents par nne fonction de la
forme :

(26)a / sin n
v/ A • Bnn

r ses
ie et
cidre
limi-
con-

^( Cnn' Sin « 77 X ~VU ( x , ?/ , t ) = sin n' — cos 2TTV f lA nn
nn'(21 )

77 X T-u— sin 2TTVd sin a1 nn sin n' ' lA nYi

lem- avec :
>nsi-
s de

V n'2
Vnn 2 B2

Nous n insisterons pas snr ces demonstrations.
c) Cas de la membrane circulaire plane fixee sur ses bords .— Nous prendrons le centre de la membrane comme origine

d ’un systeme de coordonnees polaires et nous choisirons
les unites de facon que le rayon de la membrane soit egal
a I . L’equation de propagation est ici :

d 2u

(22)

(23)

T ~V ~
\J 2

1 ( )U

r dr
1 d 2u 1 d 2uAn = (27^dr2 r2 dO2 V2 dt 2ues

4 etant encore une constante caracteristique de la mem-
brane. Posons :

2iri [ vt a ](24)
u (r , 0 , t ) = a (r , 0 ) e (28)

il vient pour a :

d 2a
13).

I da 1 d 2a
r2

~

dP
4 772 V2

(29)a = 0dr2 r dr V2

25) , . 4equation qui est encore du type (9) avec p — — 7r2v2

et R = 0.V2

ft

SB
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Essayons de representer a par le produit d une fonction
de r par une fonction de 0 :

a (r, 0 ) = f { r ) <p { 6) . (30)

On trouve alors :

r d r j_
f d r

Le premier membre de (3:1) est fonction de r seulement,
le second de 0 seulement; ils ne peuvent etre egaux que s’ils
ont une meme valeur constante C. Alors :

r d f
f d r

1 d2?
7 d0 2+ pr2 (31)

d2cp = Cep. (32)
d02

Si C etait negatif , serait une fonction exponentielle de 0
et a ne pourrait pas etre uniforme dans le domaine circu-
laire D. C doit done etre positif , et la solution generale de
( 32) est :

c p = A sin ( A/C 0

A et B etant des constantes arbitraires. Pour que 9 soit uni-
forme, il faut que C soit le carre d un nombre entier k .

Cette premiere condition etant supposee remplie
devons avoir , d ’apres (31) :

(33)B)

nous

I AL
r dr

-1r2

d 2 f i = 0. (34)
dr2

Posons p = ryTc (34) devient :

I AL
p dp

C ?est une equation de Bessel d 'ordre k . Cette equation
admet, on le demontre dans les livres d 'Analvse, une seule
solution , qui reste finie pour p = 0; c 5est la fonction de
Bessel d 'ordre k donnee par le developpement en serie : *

k 2d2 f 1l r / = 0. (35)
dp2 P 2

P*
i p) = (36)

• I d

P 2 Pi[ ]1 — 2(2 fc + 2) 1 2 - 4* (2 fc + 2) (2 fc + 4)
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Nous pouvons done prendre :
fW = h(\/^ r)

mais a condition que / (1) = Jk ( j~p ) soit nul. Les valeurs
propres de /* sont done les carres des zeros de la fonction
Bessel d ’ordre k . Si afrn designe le ne zero de Jfc, on peut
ecrire les fonctions propres sous la forme :

255
fonction

i(37)(30)

(31)

lenient,
[ue s’ils ksina,cn O’ ° ) = k6 h K-„r) en tiers (38)cos n

les valeurs propres etant fikn = a2
fcn.

Les fonctions (38) sont orthogonales, e’est-a-dire que :

wMw') = o *J (
(32)

P” <16 P
J o Jo

sin sinrdr keK (<w)'le de 6
circu -

rale de

, (39)cos cos

En effet :
2?r sin/ sink6 h'OdO est nul si k li et si k = k'(33) cos cos

it uni-
ter k .

nous

elle est encore nulle quand on choisit le sinus dans l un
des facteurs et le cosinus dans 1’autre; de plus, on rnontre
dans la theorie des fonctions de Bessel que :

i:Jfc (<w) Jfc («fcn'r) rdr = 0. (40)(34)

Done, I ’integrate du produit de deux fonctions propres dif -
ferentes est nulle.

On peut ici encore demontrer que les fonctions et valeurs
propres obtenues ci-dessus sont les seules, et que toute vibra-
tion de la membrane peut etre representee sous la forme :

u ( x, y , t) = V [ ckn sin { k0 + ykn) Jfc (a*ar) sin 2nvknt

(33)

ation
seule
n de nlc
e : + dkn sin ( k6 8*n) Jfc (afcnr) cos 2TTVNKT J (41)

(36) avec :
y

Vfcn = akn2 7r
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Etude du cas general de 1’equation ( 9 ) . Repre-3.
maintenant Inequation (9) sous sa forme generatelions

(R ^ 0) et cherchons-en les solutions finies, uniformes et
continues, nulles aux limit.es d un certain domaine spatial D.
Designons par M le point de coordonnee x , y , z; nous pou-
vons ecrire :

Att (M ) + |> — R (M) ]a (M) = 0. (42)

La recherche des valeurs prop-res de cette equation pent
etre ramenee a la resolution d’une equation integrate
lineaire et homogene. Pour le montrer. nous partirons de la
formule de Green :

///“D

(M) AV (M) — Y (M) AU (M)] drM (43)

dll (M)dV (M)//[U (M) — V (M) f
,
aMOndn

s

dans laquelle les fonctions U et V sont des functions uni -
formes, finies et continues dans le domaine D limite par la

est prise, suivant la normale asurface S. La derivee
la surface S, dans le sens qui sort du domaine D.

Prenons pour U (M) une des fonctions propres a (M) de
1'equation a etudier ; elle est , par definition , finie, continue,
uniforme et nulle sur S. Pour Y (M), nous poserons :

1
V (M) = G (M, P) = 4- v (M, P) (44)

MP

P etait un point fixe arbitrairement choisi dans le domaine D
et v (M, P) etant une fonction finie, uniforme et continue
telle que G (M, l3) se trouve nulle sur la surface S et satis-
fasse dans D, en dehors du point P, a Vequation :

R (M) G (M, P) . (45),AG (M, P)

Bref , nous prenons pour Y la fonction de Green de Lequa
11/, relative au domaine D et au point P; noustion A/

admettrons Pexistence de cette fonction .
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- Repre-
generale
)rmes et
Datial 1) .
ms pou-

Pour appliquer la formule (43), nous devons exclure dudomaine D le point P ou la fonction Y devient infinie; pourcela nous entourons le point P d une tres petite sphere cr derayon tres petit, et nous remarquons que a (M) et G (M, P)sont continues, finies et uniformes dans le domaine 1) al ’exterieur de o-\ elles sont d’ailleurs l 'une et l’autre nullessur S. (43) nous donne done :(42)

on pent
itegrale
as de la

Jf 'J [ a {M) AG (M
D

, P) C (M, P) Aa(M)]drM .

m dti (M, P) da (M)a (M) - G (M , P)dn dn(43)

Faisons tendre vers zero le rayon de la sphere o-; laseconde integrate de surface tend alors vers zero parce quela valeur de G (M, P) sur cr croit coniine Vinverse du rayon,tandis que la surface de la petite sphere decroit comme lecarre du rayon. Quant a la premiere integrate de.surface,elle tend vers :
as uni-
par la

male a

“ (P)ff -k (I) da = 4 na (P) . (47)
(M) de
itinue. Finalement, on a a la limite :

r, flh
D

(M) AG (M, P) — G (M, P) Aa (M)] d r M . (48)(44)

aine D
itinue,
satis-

Or , d ’apres leurs definitions, les fonctions a et G satisfontaux relations :

Aa (M) [R (M) — fx
~\ a (M)

(45) AMG (M, P) R (M) G (M , P)
J requa-

nous et par suite :

a (M) AG (M, P) — G (M, P) Aa (M) = //a (M) G (M, P) (SO)
DE BROGLIE. MECANIQUE OADULATOIRE.
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En comparant avec (48) , on voit que la fonction propre
a (M) doit etre line solution de Lequation integrale :

e

in
D

a (M) G (M,P) drM. (51)

t:La theorie des equations integrates lineaires nous apprend
qu ' une equation integrale homogene du type (51) n’admet
de solutions non nulles que pour certaines valeurs de ces
valeurs /xf , qui sont d ’ailleurs en nombre infini , sont les cons-
tantes fondamentales de 1'equation integrale et les valeurs
propres de notre probleme de vibration. En general , a cha-
cune de ces valeurs ne correspond qu'une sente fonc-
tion cii (determinee seulement a un facteur constant pres);
les fonctions at (M) sont les fonctions fondamentales de
Lequation integrale et les fonctions propres de notre pro-
bleme.

Quand le domaine D est fini, les constantes fondamentales
forment une suite discontinue; au contraire, quand le
domaine I) s’etend a rinfini, ce qui est le cas dans les
problemes de quantification , il peut y avoir une suite con-
tinue de constantes fondamentales. On dit quelquefois que
Lensemble des constantes fondamentales forme le « spectre »

de Lequation integrale (51) ou de Lequation differentielle (9)
correspondante, parce qiLau point de vue physique la deter-
mination des constantes fondamentales correspond genera-
lement a une determination de vibrations propres. Si le
domaine D est d’extension finie, le spectre est toujours un
spectre discontinu, un spectre de rates; s’il est infini , il peut
y avoir juxtaposition d un spectre de raies et d ’un spectre
continu.

11 nous reste a montrer que les fonctions propres a, (M)
forment en general un systeme de fonctions orthogonales.

Considerons deux valeurs propres de /*, ^ et et soient
cii et cij les fonctions propres correspondantes. On a :

Aa,- + — R (M) ] a;- = 0 (52)

li
q
0

r
e
r
t
c

c

I

C

I

1

— R (M) ] a( = 0Aa,

d 'ou : (53)a j Adi — ciiAcij = ( f i j — f i f ) diCij
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et en integrant dans tout le domaine D :propre

in
D Jff

D

(a,Aa OjAa.) ch (h ~ V { ) «ia,dT . (541i i
(51)

D’apres le theoreme de Green (formule [43]), l ’integrale
triple est egale a une integrale double etendue a la surface
limite du domaine D et cette integrale double est nulle parce
que les at sont par definition nuls sur cette surface limite.

oprend
’admet

/*; ces
> cons-
uleurs
a cha-

fonc-
pres);

es de
s pro-

(54) donne done :

m
D

(h Vi ) a.a .dr = ( ) . (55)

Done 1 integrale dans D du produit de deux fonctions
propres diflerentes est nulle; neanmoins cette conclusion est
en defaut si plusieurs fonctions propres correspondent a une
meme valeur propre, car , si a, et a, sont deux de ces fonc-
tions, on a ^ et Tequation precedente ne permet plusntales

ad le
is les
•/ con-
s que
ctre »
lie (9)
leter-
nera-
Si le
rs un
peut

•ectre

de conclure que :

m
D

a .a .dr

soit nulle. Ce cas correspond exactement au cas de degene-
rescence dans 1 ancienne Mecanique ou , a une meme valeur
quantifiee de Tenergie correspondaient plusieurs mouYe-
menis differents.

Si a une meme valeur propre /*,- correspondent N fonc-
tions propres differentes a{ 1 ai2 .... a,N, on peut toujours rem-
placer ces N fonctions par N autres a l ’aide de la substitution
lineaire :

V cfaiia' ik ( tc = 1 , 2 N) (56)
M (M)
tales ,

oient

j

Si 1’on veut que les aik soient orthogonales, il faut avoir :

) (52)

(53)
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N (N — 1)
conditions pour determiner les

N2 coefficients C/5. 11 est done possible de choisir pour les
X fonctions propres, correspondant a la valeur propre /*»,
N fonctions orthogonales entre elles. De cette fa$on, l’ensem-
ble de toutes les fonctions propres forme un syst&me ortho-
gonal .

Naturellement, les integrales

Ceci nous donne 2 c
/
\e

c4
tf JJ*

a?dront toujours une
valeur positive. On dit que le systeme de fonctions fonda-
inentales est norme quand on a choisi le facteur constant
arbitraire qui subsiste dans chacune de ces fonctions, de
facon que ces integrales soient egales a un .

Enfin on demontre que les fonctions propres normees
d’une equation aux derivees partielles relatives a un
domaine D jouissent de la propriety suivante : toute fonc-
tion / ( qt ) finie, uniforme et continue dans D, et nulle aux
limites de ce domaine, peut etre representee par un deve-
loppement de la forme :

c
i

s
e
1
1
e
1
1

f

v jf ( Q i ) (58)? , e k a k ( q i ) .
1k
(La possibilite de ce developpement etant admise, on cal-

cule immediatement les coefficients ck en multipliant (58)
par akdr et en integrant dans D. En raison de Lorthogo-
nalite des at, on obtient :

(

]

= j j‘j / (gf ) a,Mi) dr -
D

(59) (

{

Gonsiderons par exemple le cas des systemes quantifies
pour lequel le domaine D est infini. Designons par A un
certain symbole d’operation , un operateur. Si la fonction
A ( ak ) est finie, uniforme, continue et nulle a Einfini, on
pourra la developper en serie de fonctions fondamentales de
la forme :

]

A (ot) = y Aik°i (60)
i

avec : m
D

a i A (afc) dr .K (61)
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Les constantes Aik forment un tableau a un nombre iniini
de lignes et de colonne-s, une matrice indefinie. On dit que
Aik est relement d’indices ik de la matrice correspondent
a l’operateur A.

Dans les demonstrations precedentes, nous avons suppose
que l ’equation aux derivees partielles faisait intervenir les
trois variables d ’espaoe et que D etait un domaine a trois
dimensions. Les memes formules sont valables si l’equation
ne depend que de deux ou de une variable; le domaine D
sera alors a deux ou a une dimension, comme dans les
exemples du paragraphe precedent, et il suffit de remplacer
les integrales triples par des integrales doubles ou simples.
En particulier , dans le cas de la corde vibrante, le theor&me
exprime par 1a, formule (58) est le theoreme de Fourier , et
la formule (59) se reduit a la formule classique qui donne
les coefficients de la serie de Fourier .
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4. La quantification des systemes de corpuscules. —
Jusqu ici nous avons suppose que le systeme a quantifier se
reduisait a un seul corpuscule place dans un champ constant
donne : c’est le cas de l’oscillateur et celui de Fatome
d 'hydrogene quand on neglige la reaction de Lelectron sur
le noyau.

Mais on peut avoir a quantifier un systeme forme de
plusieurs corpuscules reagissant les uns sur les autres :
c’est le cas des atomes plus compliques que celui d hydro-
gene ou se trouvent de nombreux electrons. L’equation de
propagation est alors :

(58 )

cal-
(58)
ogo-

(59)

:ifies
^ un
;tion 1 8 7T 2 4TTl dx\r

Vl* Zj ' )<!> 1 r nrdqkon
iks de

Si nous prenons pour ^ une onde stationnaire de la
forme :(60)

27T?— [Et + a ]
t) = a (q.) e (63)(61)

i
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i

il vient Lequation en a :

S' A
]

1 8 7T ~da
V/ ,U f F(9 j)] a = 0 (64)

dqt dqk
ik

La fonction a doit etre linie , uniforme et continue; elle
doit s’annuler a 1’ inf ini dans respace de configuration dont
le ds2 est : v

ik

Nous adrnettrons qu it existe encore une infinite de valeurs
propres pour la constante E, energie totale du systeme; ces
valeurs propres sont les energies des etats stables. A ces
valeurs propres correspondent des fonctions propres a,
( ql .. . . qn ) ; en general, il n’y a qu 'une fonction propre pour
chaque valeur propre. Quand il y a plusieurs fonctions pro-
pres pour une meme valeur propre, on dit qu ’il v a dege-
nerescenee.

11 est facile de demontrer ( pie les fonctions propres sont
en general orthogonales entre elles. On a, en effet , pour
deux valeurs fondamentales E* et Em :

8 7T
2

vV ZJ dq(

da [ E, — F ( q .) ] a, = 0 (65)V /*'fc

dqk
ik

8 7TI dam "

2 -k I *ik

[Em F (9t) ] = 0+ /rVV dq

d’ou aisement :

+ oo
1 n d [^^ da\

V/1 dq
ik— OO

I S A / jfc damvV fx
,k M}^ dq1 .... dqn (66)

<>q, dq
ik

oc
* 8 TT

2f . El )alam >/ [i.dq1 .... dqn .(E,„
h-— X
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I ne integration par parties montre que 1’integrate du pre-mier membre est - egale a :
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4

(64)

dam dat dat dam
dqk dq(

) d<h - - d% ;dqk dqielle ik

dont
elle est done nulle, puisque i et k sont des indices de som-mation et que a ,k — pki. II reste done :

-h 3c
eurs
; ces (K - E,) ... ai amd~ = 0 - (67)

n i.— OOces
s a{

>our
pro-

Donc, s’il y a une seule fonction propre par valeur propre,toutes les fonctions propr.es sont orthogonales. S’il y a plu-sieurs fonctions propres par valeur propre, on pounra rem-placer ces fonctions propres par le meme nombre de com-binaisons lineaires et faire en sorte que les nouvelles fonc-tions soient orthogonales. I)’autre part , on pourra normer
les fonctions propres en posant :

3ge-

;ont
our

ak 2dr = 1.65)

Le systeme des fonctions propres peut done toujours etre
considere comme orthogonal et norme.

Toute fonction / ( q 1 . . . . qn ) finie, uniforme, continue et
nulle a l’infini dans l’espace de configuration , peut etre
developpee en serie de fonctions fondamentales sous la
forme :

v/ (9 , q„ ) = c,A (9, (i„ ) (68)/
k

avec :•6) - =/:/ f ( <L • • • 9.) «. (9! qn) dr . (69)
— 30
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Enfin , si A designe un certain operateur et si la fonction
A ( ak ) est fmie, uniforme, continue et nulle a l’infmi dans
1’espace de configuration, on pourra poser :

A K) = y, Auai (70)
i

avec :
-f - oo

ik =f Ja,A (at) drA

— (X)

Les Aik sont les elements de la matrice correspondant a
l’operateur A.

r

h

it
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CHAPITRE XVIIIT (70)

QUELQUES EXEMPLES DE QUANTIFICATION

1- — Le rotateur plan. — Le cas de quantification le plussimple est celui du rotateur plan. Nous nommerons ainsiun systeme forme par un corpuscule de masse m assujetti arester sur un cercle de rayon R; sa position est reperee enprenant le centre du cercle comme pole par une seulevariable, l’azimut 0 . Avec les conceptions anciennes, on aalors :

ant a

J

dTrp — mWO' 2 = mR20' (1)Ve =2 d0'
et l ’ancienne methode de quantification donne :

J: rmWO'dO = mvRdO = nh (2)

ou :
nhmvR = ( n entier) (3)2 7T

d ’ou Ton tire comme valeur de l ’energie :

n2h2 rrh2En = T = - mv2 = (A)2 8 rmll2 8 ~2l

I I designant le moment d’inertie du rotateur.
Dans la nouvelle Mecanique, nous devons partir de I’equa-tion de propagation :

8 7r2mAa --f- [E F] a = () )5)h2
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*qui, ici , prend la forme tres simple :

8 ~2m

Au
sider1 dza

R2
Ea = 0- (6)h2

On a done pour a :
2 77 obtei

de p]

»a (i0) = A sin — \Z 2mE R (0 — 0O )
11

(7)

A et 0o etant les deux constantes d 7 integration.
Pour que a soit une fonction uniforme de 0, il faut avoir :

sj 2mE n2h2 n2 Jr e’est-
dans
en c(

E =n (8)Oi l
8 7T2I '8;r2mR 2

Nous retrouvons l’ancienne formula (4).
Les fonctions propres correspondant aux valeurs propres

(8) sont, d’apres (7) :
2.

est c
de r
rayo
decri
cercl
les e
cieni
plan

an ( 0) = A sin n{6 0o) (9)

et les ondes stables (reduites) sont :
2 -i [ En £ —)- aj

\En (0 , t ) = A sin n (6 — 0 o ) e h

Les fonctions (9) forment un systeme orthogonal
on a :

(10)

car
En

f 2*I a a f\\dO = ( )I n n ’J 0

de psi n n' .

Si Ton veut normer ces fonctions, on devra prendre :
Aa c
tude

1 p 2-

Jo sin2
n ( 6 0 Q ) dO = 7TR.car ItA = -

7rR

Si Lon veut introduire le nuage de probability correspon-
dant a l’onde stationnaire on voit que ce nuage est
immobile, car la vitesse v = grad y de ses elements
est nulle; quant a la densite du nuage donnant la
probability de presence du corpuscule, elle est egale a
A2 sin2 n( 0

D’

(l =0O) .
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‘4 Au lieu de considerer l’onde stationnaire

siderer les ondes stables :
on peut con-

<6)
2-i

±
nh

•]- *0 ) -f
'&'n = A'e /l 2 s (11)

obtenue par la superposition de deux ondes Les elements
de probabilite associes a xIr' n ont la vitesse :

I(7)

1 d?
m\\ dO

1 11h
mR 2TT

+ —v =nr :

c est-a-dire, d’apres (3), la meme vitesse (pie le corpuscule
dans la conception classique. La probabilite de presence est
en ce cas la meme en tons les points du cercle.

(8)

res 2. — Le rotateur spatial . Un cas un peu plus complique
est celui du rotateur spatial . 11 est forme par un corpuscule
de masse m assujetti a se mouvoir sur une sphere de
rayon R . Dans Lancienne Mecanique, on doit necessairement
decrire une geodesique de la sphere, c’est-a-dire un grand
cercle. La condition de quantification et la formule donnant
les energies des mouvements stables sont done, dans Lan-
dmine theorie des quanta , les memes que pour le rotateur
plan.

1
(9)

-0)

4*ar
En Mecanique ondulatoire, on doit partir de Lequation

de propagation : 1
i

8 ~2mAn -f- Ea = 0 (12 )h2

Aa doit etre exprimee a Laide des deux variables : colati-
tude 0 et longitude a. Or , on a sur la sphere :

ds2 = RW + R2 sin 2 Oda2.a- (13)
st D’ou :
ts

19 ,1 —- R 2 9l 2 = 0 g22 = R 2 sin 2#!a
(14 )a 1 1g = IV sin2 6» y11

IV- a22
ll2sin20

V

fI

*•r.

v y

1
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On trouve alors pour Aa :

da1 V A [V99ikAa — 15)
s/ 0 d X j dxk

ik

1 dad1 dad sin 0
do, \sin0 dadOR2 sin 0 dO

L’equation en a est done finalement :

8-2mR2E1 d2a1 d da[ sin 0 a= 0 - 16)
h2sin2^ do2sin0 dO d6

On demontre en Analyse que cette equation n’admet de
solution uniforme, finie et continue sur toute la sphere,
meme au pole, que si le coefficient de a est egal au pro-
duit de deux nombres entiers consecutifs positifs ou nuls.

Les valeurs propres de E sent done :

h2

En = n ( n + 1) (n = 0,1... n) 178jr2mR2

Les fonctions propres correspondantes sont les fonctions
spheriques de Laplace Y„ (0, a). Elies s’expriment k l’aide
des fonctions trigonometriques et des polynomes de Legen-
dre. Les polynomes de Legendre sont definis par la relation :

dn
2nn! dxn

4

1
,2\ np„ C*) = i (18)

A partir des polynomes P„. on defmit les polynomes deri-
ves :

* dk [P n W]'Pnk(x)= (1 x2) 2 (19)
dx1:

Ces definitions rappelees, voici comment les fonctions Y
de Laplace s’expriment :

k — n

V (Afc cos ha -j- If, sin ha)IV (cos 0)Yn ( (9 , a) = 20 )

k = 0
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les Ak et les B* etant des constantes. Les ondes stationnaires
stables pour le rotateur spatial sont done :

269

15)
(21)

k = n 2 .Ti] [^n£ —\- 7IV (A,, cos lea + llfc sin ka) P,/‘ (cos 0 )
k = o

On remarquera qu’ici il y a degenerescence : pour une
ineme valeur propre E„, on peut obtenir (2n + 1) fonctions
differentes en choisissant arbitrairement les (2n H- 1) cons-
tantes A 0 , A1 ? 13 j , . . . . B„. Les fonctions Y„ sont orthogo-
nales : cela resulte du theoreme general demontre an der-
nier chapitre, puisque ces fonctions sont les fonctions pro-
pres d’une equation aux derivees partielles.

Les elements de probability associes a l ’onde stationnaire
^nk sont immobiles, et leur densite en un point de la
sphere est Y„2.

Gomme il existe ici plusieurs fonctions propres pour une
meme valeur propre, on peut former de nombreuses combi-
naisons lineaires des ondes stationnaires donnant une onde
resultante monochromatique. Les plus simples sont :

)• (16)

net de
phere,
J pro-

nuls.

(17)

ctions
l’aide
•egen-
tion : 2 Trt r , ..I Ent + /« —h l n ~ *>

h* -r 7
'Z'nkiQ, <*, t ) = AT/(cos 0 ) e -- (22)

08)
Les elements de probability associes a decrivent des

paralleles sur la sphere avec la vitessederi-
h— grad <p =v

mR sin am(19)

La densite de la probabilite est fonction de la colatitude seu-
lement et egale a [A'P/ (cos #)] 2.

On obtiendrait des mouvements plus compliques pour les
elements de probabilite en combinant des solutions station-
naires correspondant a des orientations differentes de l ’axe
polaire.

ns Y

(20)
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L’oscillateur harmonique .
nant etudier le cas de l’oscillateur harmonique lineaire.
II est forme par un corpuscule de masse m assujetti a se
deplacer le long d’une droite ox et rappele vers le point o
par vine force
I ’ancienne Mecanique, la frequence de vibration est, nous
l’avons vu au debut du chapitre XYI, independante de
1’amplitude de 1’oscillation et egale a :

3. Nous allons mainte-
d

kx proportionnelle a l’elongation. Dans

n
1

' 23)CO 2,77 T

L’ancienne theorie des quanta fournit pour l ’energie des
etats stables : eEn = nh co . (24)

F
Avec la nouvelle Mecanique, l ’equation differentielle de

bamplitude est :

dra 8-- m kx2

E (25) ca = ( ) .
h2 2dx2

Posons :
c

87T 2m 4772mk 16TT4??2 CJOB = -A = (26)h2 h2 Jr

1’equation (25) devient :
1d2a Br2) a —. Q.+ (AE (27) (

dx2

j

]Faisons le changement de variables :
]

1q= (28)
1et posons :

AE== = A 29)
v/ B

il vient :
d 2a _4_ , y\ — q2 t a — f). 30)dq
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Nous nous proposons de demontrer que les valeurs propres
de cette equation sont :

A = 1, 3, 5

Kn effet, faisons dans (30) le changement de fonction :

; mainte-
lineaire.
etti a se
> point o
>n. Dans
*st, nous
ante de

2n (31)

Q2

a ( q ) = e - u ( q ) (32)
nous obtenons :

( 23) d2u du
2q 4- (A 1) u = 0 - (33)dq2 dq

rgie des
Comme la fonction u doit etre finie, uniforme et continue,

elle peut s exprimer sous la forme d une serie de puissances
positives en q.

(24)

lelle de u= c0 + cYq + c2q2

Substituons dans (33) et annulons le coefficient de qn\
on trouve :

(34)

(28)

( n 4- 2) (n 4- l) c = (2 n — A + 1) cnn+2

ou :
2n +1 — A

( n + 1) (n -f- 2) C
“'

Tous les cn d ’indice pair se calculent done a partir de c0 ,
tous les cn d’indice impair a partir de c,. Les constantes c„
et Cn sont done les constantes arbitraires d’integration de
1’equation (33). Supposons d ’abord que A soit egal a un
nombre impair 2k -h i : k sera pair ou impair. Si k est
impair, faisons c0 = 0 et cq quelconque; si k est pair ,
faisons c
fonction u ( q ) qui se reduit a un polynome de degre k que
1’on nomme le ke polynome d’Hermite Hk ( q ). La fonction

(26) r 33^n+ 2

(27)

(28) 0 et c0 quelconque. Nous obtenons ainsi une

- 29) Q 2

e 2 Ht (q) est finie, uniforme, continue et nullea = pour
q = ± e’est une fonction propre de 1’equation (30) . Si
nous choisissons c„ et c, autrement que nous venons de le

(30)
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faire, nous obtenons un nombre fini de termes dont l’expo-
sant a une certaine parite et un nombre infini de termes
dont l’exposant a la parite opposee; on se rend compte aise-
ment que u ( q) tend alors vers Vinfini plus rapidement que

e 2 quand q croit indefiniment ; la fonction a ( q ) correspon-
dante nest done pas une fonction propre.

Supposons maintenant que A ne soit pas egal a un nom-
bre entier impair ; alors, quels que soient c0 et cL , on obtient
pour u ( q ) une serie qui devient infinie plus rapidement que

e 2 quand q croit indefiniment, et la fonction a ( q ) cor-
respondante ne convient pas.

En resume, l’equation differentielle (30) n’admet une solu-
tion finie, continue et nulle a 1’infini, que pour A = 2k + 1,
k etant un entier positif ou nul. Les fonctions propres cor-
respondantes sont :

lc
q
ti

e;

e

. v'
q2

n( 36)
s

Dans la tlieorie des polynomes d’Hermite, on demontre
que les fonctions a k sont orthogonales; cela resulte d’ail-
leurs du theoreme general sur rorthogonalite des fonctions
propres d’une equation differentielle du type (30). On peut
aussi demontrer que Ton a :

+ (X)

c
q
uJ H2

m ( a ) e 'l*dq = 2n n! n (37) 1
P— oo
rede sorte que les fonctions propres normees sont ici :
d

<?2

1 c
e 2 H, (q) . (38)«* (9) = 2k I d\ d

Revenons maintenant a notre probleme de quantification .
L’equation (27) admet , d’apres ce qui precede, les valeurs
propres :

s
t
a
f <h(x> i hco. (39)Efc = (2k + 1) = (2fc + 1) «

2A
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Ce resultat est remarquable, car nous retrouvons ainsi la
loi des demi-quanta, que rexperience avail suggeree, mais
que l’ancienne theorie des quanta etait impuissante a jus-
tifier.

La fonction propre normee de (27) correspondant a Ek

o-
es
re-
le

i- est :
2 TT2COM x11 TT / / niw \

" HT )hl- au ( x) - (40)e
y 2* • k! sj 7Tit

e
et Tonde stationnaire d’ordre k :

O' ’ 0 (41)
2 7r2a>m 2 jri / 1x~1 k + 7/ wt/l /1II 9-/ iC ek

• k!*/ TTO k
\ ~

Quand l ’etat de Loscillateur est represente par IFk, les ele-
ments de probabilite sont immobiles. La probability de pre-
sence du corpuscule au point x est :

4 7r2iom x°-1
TT o / / nico \H'- (2,rV^ x) -/1

2fc •
6

On voit done que le corpuscule peut occuper une position
quelconque sur ox, mais que la probabilite pour qu’il occupe
une position tres eloignee de l’origine 0 est tres faible. Dans
1 ancienne Mecanique, le mouvement s’effectue le long d’une
portion limitee de l’axe ox , les extremites de cette portion
etant les points ou le corpuscule rebrousse chemin. 11 y a
done a ce point de vue une grande difference entre l’an-
cienne et la nouvelle Mecanique.

On peut aussi considerer un oscillateur harmonique a
deux ou trois dimensions. Dans le cas general des 3 dimen-
sions, le corpuscule peut se deplacer dans toutes les direc-
tions, et l ’energie potentielle peut toujours se mettre, grace
a un choix convenable des axes rectangulaires, sous la
forme :

/CjX2 Ky1 k3z 2
F (x , y , z ) = + (42)2 2 2

DE BROGLIE. MECANIQUE ONDULATOIRE. IS
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Posons :
y , z , t ) = ax (*) a2 ( y ) a30) e hT tEl + E2 "+ E3

*l 1
(43)

l’equation de propagation se decompose en trois equations
telles que :

8n‘2md2ay Ex etc. (44)= 02dx2 h2

D’apres le resultat obtenu pour Poscillateur lineaire
voit que les valeurs quantifiees de l’energie sont :

= E 1 + E a + E a

o n

E (45)
nln2n3

111
»1 + T ) ku> > + (/'a + Y ) /l w32 ) ,

l0J2

/c,1avec : (46)= 277 \ m '

L’amplitude des ondes ^ stationnaires s’exprime par un
produit de polynomes d’Hermite.

Si deux des constantes lu sont egales, il y a degenerescence
partielle; si les trois fci sont egaux, il y a degenerescence
totale et Poscillateur est isotrope. Dans l’un et l ’autre cas,
plusieurs valeurs quantifiees de l’energie coincident; en
d’autres termes, il y a plusieurs etats stables pour une meme
valeur propre de Penergie.

L’atome d’hydrogene.
tres important de Patome d ’hydrogene forme d’un noyau
positif immobile de charge + e et d ’ un electron planete
de charge — e . Nous prendrons un systeme de coordonnees
spheriques autour du noyau : a longitude, 0 colatitude, et
r rayon vecteur.

En coordonnees spheriques, on a :
ds2 = dr2 r2d02 -f- r2 sin20da2

Arrivons maintenant au cas4.

(47)
d’ou :

9n — 1 r2 g33 = r2 sin2(9 g,k = 0 (i ^ 1c)92 2

r4 sin2 0 9 1 1 = i (48)9 —
11 g ik =o9 = (» k)gn

r2 sin2 6r2

i



275EXEMPLES DE QUANTIFICATION

L’equation en a est alors :.1 * (43)
_L v d
Vg ZJ dq, J7 - 8~2m i

I c2

E HIllations + a= 0 (49)c)qk ri k

(44) c’est-a-dire en faisant les calculs :
lire, on d 2a 2 'da 1 L\r2 sin 0 06 L

dasin 0dr2 r dr (50)dO
(45)

1 d2a 8T~2m e2

E +- a = ( ) •r2 sin2 0 da2 li2/l«3 r

Schrodinger a demontre que cette equation admet dessolutions linies, continues, unifonnes et nulles a Einfinipour toutes les valeurs positives de E et pour les valeursnegatives :

(46)

par un

27r2me4
E ~=n (n entier) (51)

iscence
'.scence
re cas,
nt; en
merne

n2h2

Les valeurs propres positives correspondent aux trajec-toires liyperboliques de 1’ancienne Mecanique, les valeurspropres negatives correspondent aux etats stables dej& pre-vus par Bobr, car la formule (bl ) coincide exactement avecla formule fondamentale de la tbeorie de Bohr.Remarquons que nous avons une suite continue de valeurspropres prolongeant une suite discontinue; nous avonssignale que cette circonstance pouvait se presenter quandle domaine I) detinissant lc probleme de vibrations propresetait infini, et c’est bien le cas ici.
Le probleme est degenere : a cbaque valeur propre (5:1)correspondent plusieurs fonctions propres, chacune d 'ellesexigeant, par sa determination complete, qu’on se donnedeux nombres entiers k et /»*, . I els que :

au cas
noyau
lanete
innees
de, et

(47)

0 < k < n
(48)

0 < k1 < l c . (52)
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D’apres les calculs de Schrodinger, l ’onde stationnaire
correspondant aux 3 entiers n, h, k1 , est donnee par :

'frnkki (r, 0 , a, t ) = (A cos fexa (53)

2 -i
( K t + 7)2fc + 1 •

4- B sin k , a) P,/1' ' (cos <9) x,,: e
_

a! L ( x ) e
n + k

A , B et y etant des constantes et x designant la quantite
4 n2me2

r. Nous avons defini les polynomes Pfcfcl (cos 0 ) au
n + fc

second paragraphe de ce chapitre; quant a L ( x ) , c’est un

polynome en x qui se rattache aux polynomes de Laguerre
et que nous n’expliciterons pas ici .

Les elements de probabilite associes a ^nkki sont immo-
biles, et la densite du nuage de probabilite est proportion-
nelle au carre de l’amplitude. On peut remarquer, coniine

dans le cas de loscillateur, que Velectron a une certaine
probabilite de se trouver a une distance quelconque du
noyau, cette probabilite diminuant cependant rapidement
avec la distance. Dans l ancienne Dynamique, au contraire,
1'electron d’energie negative En ne pouvait se trouver en
dehors de la sphere de rayon :

n2h2

i

(

R (54)
En

car , a l exterieur de cette sphere, son energie cinetique au-
rait du etre negative, et cela ne pouvait pas etre.

On peut , en combinant des ondes stationnaires du
type (33) , obtenir un grand nombre d’ondes stables mono-
chromatiques. 11 suffit pour cela d’ajouter plusieurs 'Pmoa ,
correspondant a une meme valeur de n, mais a des valeurs
differentes de h et fe, ou a des orientations diverses de
l’axe polaire. L’une des combinaisons les plus simples est

2 -t r , h—|V ± fc! ]2k + ]

= A' P,kl (cos 0 ) x ]c e~ x L ( x ) e
n + k

(55)
n i ck }
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tionnaire Les elements de probability, associes a l’onde stable
decrivent des cercles autour de la ligne des poles

une vitesse liee au rayon vecteur R et a la eolatitude 0
la relation :

ir :
nkk i 5 avec

par(53)

- 7) I 1 dv— grad c> =m
v = — mR sin 6 da• !

- ± 1
/; A

mil sin 0 1 2-quantite

>s 0 ) au
forinule qui est a comparer avec la formule :

c’est un
hmvR = k.aguerre

2TT

t immo-
portion-
comme

certaine
que du
dement
ntraire,
iver en

que l’ancienne theorie des quanta appliquait au corpuscule
lui-meme.

\

(54)

jue au-

*es du
mono-

> ^n f c f c i ,
valeurs
rses de
3s est :

’](55)



CHAPITRE XIX

INTERPRETATION DES ONDES * POUR LES SYSTEMES
QUANTIFIES

1. Application des principes generaux aux systemes
L’equation generale de propagation pour unquantities.

systeme non soumis a des actions exterieures est :

4= Y — [sj —J dq{ L V ' dqk J
8-2 4-i d' fr

F ( <h )'Ir = ~h • (i)
/r dt

ik

Si le systeme est forme d un seul corpuscule comme dans
les systemes etudies an chapitre precedent , lequation (1)
se reduit a :

8;r 4-i dxIr= —h— A& — (2)h2 dtm
1

Ces equations (1) et (2) sont satisfaites par toutes les com-
binaisons lineaires des ondes stationnaires ayant pour
frequences les valeurs propres Efe divisees par h; inverse-
ment, toute fonction finie, uniforme, continue et nulle a
l’infini peut etre developpee en serie de fonctions fonda-
mentales. Nous pouvons done tou-jours poser :

y, CA (</;) e h
2 77 i

Y k )
t) (3)

&

Les fonctions ak sont orthogonales et on peut les sup-
poser normees. Nous supposerons les ck choisis de telle fagon

I , ce qui est toujours possible, puisque
k

n’est defini qu ’a un facteur constant pres.

v C k 2( jue
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Pour interpreter le sens de l’onde nous devons faire

usage des deux principes fondamentaux : celui des inter-
ferences et celui de la decomposition spectrale.

D’apres le principe des interferences, la probabilite de
presence du corpuscule dans l espace ou du point repre-
sentatif dans l espace de configuration est :

279

S

Ei) 1 -+ 7fc — yi ) ]Tj> X
_ V (4)ckcM c

u

2~
20^0, cos — [(Efc Ez) + 7i ]>S / i

fc /»: <r 1n

II est assez remarquable de voir paraitre dans cette expres-
E, — Esion , precisement les frequences

dans la loi des frequences de Bohr et expliquent pourquoi
les raies spectrales d un atome out des frequences egales

qui figurent) h
i

S

Et) mix differences des termes spectraux de Patome.

I/expression (4) donne la probabilite de presence en
valeur absolue, car si on integre, on a bien :)

\

dr = 1 (5)
r

en raison des relations :*a

/ a*a,* = 0 ; J f a\dr = l ; 1 (6)
n t

k

Comment devrons-nous enoncer ici le principe de decom-
position spectrale? D’apres Born , on doit dire : la proba-
bilite, pour que le systeme quantifie dont l ’onde associee
a la forme (3) soit trouve a la suite d une observation
dans l ’etat stationnaire d’indice fc, est aV En effet , l’inten-
site c2fca2

fc (q<) de la composante spectrale de frequence ~

1



280 ETUDE DE LA MECANIQUE ONDULATOIRE

dans le developpement (3), est variable d ’un point a un
autre, mais Eintensite totale de cette composante
c2ka2

k (qi) dr est egale a c2 puisque les ak sont normees;fc ,
il est done naturel de considerer les c2

k comme les proba-
bility relatives des divers etats du systeme • r aassocie

iEonde (3).
Get enonce du principe de decomposition spectrale pour

les systemes quantifies parait au premier abord soulever une
difficult^ qu’il est interessant d 'approfondir . Presentons
1’objection en raisonnant sur le cas d un seul corpuscule :
« Le corpuscule, disons-nous, est dans Pun quelconque des
etats stables, la probabilite pour que ce soit dans l’etat EA
etant c\; d’autre part , quand il est dans Tetat Efc, la proba-
bilite pour qu’on le trouve au point xyz est a2

k ( xyz); done
en vertu des tbeoremes des probabilites totales et composees,
la probabilite pour que le corpuscule se trouve en xyz est i

cVA ( xyz ) . Or, ceci n ’est pas egal a ^ • ^r* car , dans

vl ’expression (4) , il y a en plus du terme c2ka 2
k les ter-

nies pendulaires contenant les frequences de Bohr. 11 y a
done contradiction nos deux principes fonda-entre >mentaux » .

Telle est Eobjection. Pour la lever , il faut se rappeler
le sens exact que la theorie de Bohr et Heisenberg attri-
bue a Eonde ‘(1/. Quand nos connaissances sur un systeme
quantifie sont representees par Eonde ^ de la formule f3) ,
cela ne veut pas dire que le systeme se trouve reellement
alors dans un des etats quantifies, la probabilite pour que
ce soit Eetat d’energie Ek etant c2

k . La connaissance de
Eonde '1' nous apprend seulement que si nous faisons une
experience permettant d 'attribuer une position au corpus-

*cule du systeme quantifie, il y a vine probabilite '1' ( x , y , z ) .
(xyz) dx dy dz , pour que cette position se trouve dans

Eelement de volume dx dy dz et que si , au contraire, nous
faisons une experience nous permettant d ’attribuer un etat
energetique au corpuscule , il y a une probabilite egale a

)
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c\ de le trouver dans l’etat d’energie Ek . Mais il est dans
1’essence des conceptions d’Heisenberg d’admettre
deux experiences possibles troubleront et troubleront diffe-remment l 'etat de ehoses initialement existant; c’est pour
cette raison que l’application du theoreme des probabilites
coinposees n ’est pas justifiee. Si , pour determiner la posi-
tion du corpuscule, on s’impose de determiner d’abord son
etat energetique puis, cette mesure faite
sa position , la probability de trouver ainsi le corpuscule en

c 2ka 2
k (xyz) ; mais cette probability n’a pas de

k

raison d’etre la merne que cel le de trouver le corpuscule en
xyz par vine mesure directe de la position a partir de l ’etat
initial, puisque la determination prealable de l ’etat energe-
tique perturbe enticrement la situation du systeme. En
resume, l ’interet de cette objection est de montrer que si
1 on veut maintenir cote a cote les deux principes des inter-
ferences et de la decomposition spectrale , il semble indispen-
sable d ’admettre qu’un systeme quantifie est necessairement
perturbe par tous les procedes de mesure ou d ’observation .
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n
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que ces

Na

r
de determinere

s V ,3xyz sera
s
k

t
s

l
Influence d’une action exterieuve sur un systeme

Nous allons maintenant supposer que le sys-
teme quantifie est soumis a une action perturbatrice exte-
rieure qui pent dependre du temps. L energie potentielle
F ( cji , t) se compose alors de deux termes : un terme V (qf ),
provenant des reactions entre les constituents du systeme et
un terme R (qj), provenant du champ perturbateur exte-
rieur : R est le potential perturbateur. En 1’absence du
champ perturbateur, l ’equation de Schrodinger pour le
systeme est :

2 .

quantifie .

y

t

i

fl ’y d 8;r 2da [E - V (9i) ] a 0 (7)sj /X dq, li2d <lki k

Si nous designons toujours par ak ( qi) les fonctions pro-
pres orthogonales et normees de cette equation , l’onde xIr
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la plus generate pour le systeme considere, est :
2 7ii [Efci -j- yjc |y , ckak («i) e h1 ) (8)

7c

les Ck et les yk etant des constantes reelles.
Lorsque le systeme est soumis a la perturbation , Tequa-

tion a satisfaire est :

IV* Hr]1 yi d
vV Zj dqt

i k

L v* ( q.) + R ( qit t)] 9'

(9)

4771 d'l'87T2

h2 h dt

La methode la plus simple pour rechercher les solutions
de cette equation consiste a poser :

”
» [ V yk (0 Jv Cfc (*) (</ i) e h*(«i > t ) 10)

en supposant maintenant ck et yfc fonctions du temps :
c’est la methode de variation des constantes de Dirac. En
substituant (10) dans (9) , on obtient :

i d
2 n i C

[ -+- yk (0 J8TT2 2 ck (0 a„ ( 9i ) e h

k

tt (^i ’ 0 (H)
h2

C2 77i
[ + 7/t (01 dck tni dyk4rri V , N

77-2J
a* ((?i) e + c* "h dtdt

k

Multiplions par ch ( qi) dr et multiplions dans tout Lespace
de configuration. II vient :

‘4
~

jx yi (0 11 dyi
h dt

dc4-i
h L dt

1 (12)A~ c1

ji [ Efct —h 7fc (0 18TT2

7 9 7 Ck (t) e
h2 AJ

,
V

.. . / R (g., 0 a/. a / dr .

k

/
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L'’integrate multipleestTelementd’indices fcZde la matrice

correspondant a Loperateur : multiplication par R ( qit t);
designons-le par Rki ( t ) . On a :

283

(8)

dc tn i dy,
irc* i t (13)dt

t 'equa-
2 TTl2?ri ,,

IT w Cfc 6
[(E f c — E,) t Yfc (0 — 7i ( t ) ]h

k
(9)

En passant aux quantites complexes conjuguees, on
trouve :

dc} 2~i dy,
IT °l

~
dt

¥ ^

(14)itions dt

L) t —f- 77c (0 — 77 (0 ]
T^.(0 cfc (<) e

(10) k

par addition et soustraction de (13) et (14),
obtient les deux equations reelles :

Enfin ontps :
, En

v V P " 277x2J
r« (<) c* (t) sm T

k

2 Ru (0 ck (t) cos [ (E;.

dc* / [(E* E,¥ + y* (0 — y, (0] (15)dl
(11)

dy,
°l d t E,) < + y* (0 — 7, (0] (16)

fc

C’est un systeme d’equations simultanees, qui determinent
les ci ( t ) et les yt (;t), quand on connait leurs valeurs ini-
tiales.

D 'apres Born, la quantite ck 2 (i) donne la probability
pour qua l’instant t , le systeme soit trouve dans letat

d’energie Efc. La quantite ^ ck 2 ( t ) , supposee egale a 1 au
k

debut de la perturbation , doit rester constamment egale

pace

•4
(12)

I T .

i
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a I . Ceci est facile a verifier; on a, en effet , en partant
de (18) :

(

dcl Yy, c, 17)dtdt
i i

277 277Vj R,a (0 ckct sin [ 'E/.- - Er ' -+- Vj. — y,]/ t /i *

et la somme du second membre est nulle, car elle change
de signe quand on permute les indices I; et l ; done
est constant et garde sa valeur initiate e-gale a 1.

L’hypothese de Born, telle qu’elle vient d’etre enoncee,
souleve une petite difficulte. Les fonctions :

hi.
= ake h

v c 2
/ i i

i

yfcl

l
representent , en effet, les ondes stationnaires correspondant
a la valeur de 1’energie potentielle, quand la perturbation
n’existe pas, mais a un instant r , pendant la perturbation ,
1’energie potentielle est V ( qi) H- R ( qit r ) et les valeurs et
fonctions propres a cet instant sont celles de l’equation :

I1 V d dci:hj {1 fl' k (18)VV dqi dq
i k

8-2

[E — V ( q.) — R (g{, T) ] a = ()
li1

oil r est considere coniine un parametre constant. Ce sont
les valeurs propres Efcr de l’equation (18), qui doivent etre
considerees coniine les energies des etats stables a 1’ins-
tant T . Si, en effet , on fait a l’instant r vine experience
pour determiner l’etat energetique du systeme, on peut
trouver pour 1’energie une des valeurs Ekr , mais on ne
peut avoir aucune raison de trouver une des valeurs Efc cor-
respondant a 1’absence de perturbation. Si akT ( qi) sont les
fonctions propres correspondant aux Ekr pour l’equation (18),
on doit developper la fonction d ’ondes (q{ , t ) en serie

*

>
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de fonctions propres sous la forme :ant

U f "4“ (0 jV dk (t) aj (q;) e(9j 0 (19)
17)

k

et c est la quantity ch2 (r) qui devra donner la probabilite
pour qua rinstant r le systeme se trouve dans letat d’ener-
gie Ekr (Fock).

Si Fon a affaire a une perturbation de duree limitee qui
commence a Finstant 0 pour se terminer a Finstant T, on
a R ( qif 0) = 0 et R ( qt , T) = 0. et, par suite , Efc = E°fc = E*

T.
On pent alors se servir des coefficients ck du developpe-
ment (8) , et dire que c\- (T) represente la probabilite, pour
qu a la tin de la perturbation le systeme soit trouve dans
l etat d’energie Efc. Dans ce cas, la difficulte disparait done
par le fait que les valeurs propres de Fequation (18) out
repris a la fin de la perturbation leurs valeurs initiales. On
pourra ainsi calculer avec M. Rorn la probabilite pour qu a
la fin de la perturbation le systeme soit trouve dans tel
ou tel etat. Nous n’insisterons pas sur tous les developpe-
ments et applications de ces idees generales, dont Fexpose
exigerait a lui seul tout un volume; nous avons seulement
voulu marquer comment le principe de decomposition spec-
trale trouve ici son application.

1

nge
i

c,2
ii

zee ,

A
lant
don
ion

s et

*

as)
3. — Le nmge de probabilite et les matrices dfHeisen-

berg . — Nous ne pouvons developper ici la theorie de Schro-
dinger sur remission du rayonnement par les atonies, ni
la methode des matrices d Heisenberg.

Nous nous contenterons de montrer comment , dans le
cas simple de Fatome d ’ hydrogene, on pent faire appa-
raitre les elements de matrice d Heisenberg, en conside-
rant le nuage de probabilite associe a Fonde Dans
Fatome d’hydrogene, il y a un seul corpuscule mobile et
il suffit de prendre trois coordonnees rectangulaires, q
q2 , q3 . Nous allons definir les six operateurs O' et P' par les
formules :

?ont
etre
ms-
mce
oeut

ne 1 5

cor-
i les

O' = multiplication par q(;i8)
?erie h d 0 = 1, 2, 3) (20)P i 277i dqt
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D’apres la definition que nous avons donnee des elements
de matriee eorrespondant a un operateur [formule (61) du
chapitre XVII] , nous obtenons, pour les elements d 'indices
Id des 6 matrices eorrespondant aux Ql et aux Pi :

=///“*
iQ alqi dr (21) l

f -

' /// ’
h dax .

rz—: — dr27Tl dc[ i
(22)

les ak etant les functions propres normees de l 'atome
dhydrogene. Supposons que la function d 'ondes pour
batorne envisage soit :

* = Y 2-i ( vkt -f- yk )
(23)C ,ca,c { CUd 2 CUe

k

Nous pouvons envisager le nuage de probabilite corres-
pondant a cette forme de 'b. Sa densite est :

va2 = cka\ ( 24)P =
ik

V cos 2 rr [ (vfc 7,]2 O t + y*cucx akai
k <r l

et, d’apres la formule (37) du chapitre IX, la vitesse des
elements de probabilite a pour composante, suivant 1’axe qp

— 'bhdo dq, dqi
(25)vi 4Trialm dqL a2

/? Y de/ ) sin 2" [ (vfc — v,) ? + y,; — yjcfcc, — ai/’Inna2
A 0<h dq /

/.- <r /

Supposons main tenant que nous repart issions egalement
entre tous les elements de probabilite la charge electrique e
de 1'electron , de telle sorte que la charge totale soit :

j f fp‘ dT = e .

1



287INTERPRETATION DES ONDES ^
La densite pe represente, si 1 on veut , la densite moyenne

probable de l’electricite dans Latome, et le moment elec-
trique du nuage de probabilite a pour coinposante, suivant
Laxe des qi } la quantite :

lements
(61) du
'indices

iff̂(21) Mj = : Cte (26)

IffV( 22) q{ dr • COS 2TT [ (vk — v/) t + yk — yjckCle aka,
k < l

Vatome
s pour Cette coinposante de moment electrique contient done des

termes variables periodiquement avec les frequences vk —
qui sont les frequences de Bohr, et lamplitude du terme
de frequence vk — vl est proportionnelle a Q\z. Ceci nous
donne, dans une certaine mesure, une interpretation phy-
sique des elements de la matrice Q' introduits par Hei-
senberg.

La densite electrique du nuage de probabilite etant
variable avec le temps, ce nuage est le siege de courants
electriques. La coinposante suivant l axe des q, du courant
electrique a l interieur du nuage est :

(23)

corres-

( 24)

J. = JJJ peVfdr (27)

*sse des
’’axe qr. et par suite, d 'apres (25) :

he Jinj (28)(25) ClcCli 277111
k c l

da dak+ — Vj] l dr sin 2- [vfc — vt ) t -h yk — y,]a< 1,c dqt i dqt
h, „ , le VI

partie reelle de — >m tLj CKCIalement
trique e

477i
k < /

it : - -i [(vfc — vt ) t yk — yi ]/// (- dat dak dr • eaidqi dq,
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Les composantes du courant se decomposent done
termes periodiques ayant les frequences de Bohr, et Lampli-
tude du terme de frequence vk — vt est proportionnelle a
la quantite :

ETfff (“*
da daki dr (29)aidqi dq,

hffh dai dr F= p'wdqt

la premiere egalite subtenant par une integration par par-
ties, parce que les ak sont nulles a Linfini. On obtient ainsi
en un certain sens une interpretation physique des P
d’Heisenberg.

De ce qui precede resulte aussi que, si Ton appelle 8 la
densite electrique du nuage de probability et j{ les compo-
santes de la densite de courant correspondante, on a :

8 = pe = (30)

he d& T d'k*^ —\I/* (31)h = ( )evi = ~

4Trim dqt dqt

La formule (30) a ete proposee par Schrodinger dans ses
celebres Memoires sur la Mecanique ondulatoire; il consi-
dersit alors 8 comme une veritable densite electrique.

La formule (31) a ete donnee pour la premiere fois par
M. Gordon , dans son memoire sur Leffet Compton , sous
une forme d’ailleurs plus generate.

'3 fSW

vv %
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