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Sumario

English Abstract

Prime numbers aroused the curiosity of many for centuries, and they keep answering
many questions that come up currently.

Euclid carried out the first prove about the infinitude of prime numbers in his time.
What we now call Euclid’s Theorem drove numerous proves of itself.

In the XVIII century, Euler achieved the connection of the study of prime numbers
with the Riemann Zeta function with the help of the Euler product
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proving the Euclid’s theorem with this new tool.
Our aim is to generalise this result to the arithmetic sequences
{a+mk | a,me Nfixed, gcd(a,m) =1,k € N}

This is the Dirichlet’s Theorem on arithmetic progressions, which states the existence
of infinite prime numbers in each of this sets.

We will give a classical prove making use of some results on Analytic Number The-
ory regarding the Riemann Zeta function and its derivatives applied to some Alge-
braic Number Theory issues on cyclotomic extensions, guiding ourselves primarily
by Ribenboim’s book[7].

We will start going over extensions in algebraic number fields and Dedekind domains,
which we can find in the Neukirch book[5], followed by a brief introduction to ideal
clases and the group of units of a number field.
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Understanding this concepts and applying them on cyclotomic fields is key to show
the relationship between prime ideals and Dirichlet’s theorem, the goal of this disser-
tation.

Once we are finish with the main issue we can proceed with some extra results on
the density of this families of prime numbers, which is related to the Euler’s totient
function, as well as getting closer with more general results like Chevotarev’s density
making the same observations over any number field,

Resumen

Los niimeros primos han suscitado la curiosidad de muchos durante siglos, y siguen
dando respuesta a muchas de las preguntas que surgen en la actualidad.

Euclides desarrollo en su época la primera prueba sobre la infinitud de los nimeros
primos. Lo que hoy llamamos Teorema de Euclides impuls6 numerosas pruebas del
mismo.

En el siglo XVIII, Euler consigui6 relacionar el estudio de los numeros primos con la
funcion Zeta de Riemann con lo que llamamos producto de Euler
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llegando a probar el Teorema de Euclides con su nueva herramienta de estudio.

Nuestro objetivo es generalizar este resultado a series aritméticas de la forma
{a+ mk | a,m € N fijados, gcd(a,m) =1,k € N}

Se trata del teorema de Dirichlet para progresiones aritméticas, el cual dice que existen
infinitos primos en cada uno de estos conjuntos.

Daremos una demostracion clasica usando algunos resultados sobre Teoria Analitica
de Numeros respecto a la funciéon Zeta de Riemann y sus derivados aplicados a re-

sultados algebraicos sobre extensiones ciclotomicas guiandonos principalmente por
el libro de Ribenboim[7].

Empezaremos haciendo un repaso sobre las extensiones de cuerpos de nimeros alge-
braicos y dominios de Dedekind con resultados que podremos encontrar en el libro
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§ sumARIO

de Neukirch[5], seguido del desarrollo breve de las clases de ideales o el grupo de
unidades de un cuerpo de nimeros.

Entender estos conceptos y aplicarlos correctamente a extensiones ciclotomicas sera
la clave para ver la relacion entre los ideales primos en ellas y el teorema de Dirichlet,
objetivo de nuestro trabajo.

Una vez finalizado el tema principal podremos dar algtin resultado extra sobre la den-
sidad de familias de niumeros primos, que tendra que ver con la funcién indicatriz de
Euler, ademas de aproximarnos ligeramente a resultados mas generales como el densi-
dad de Chevotarev que hace estas mismas observaciones sobre un cuerpo de nimeros
cualquiera.
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1 Conocimientos Introductorios

Como bien sabemos, un dominio de ideales principales tiene propiedades muy tnicas
como es que sus ideales estén generados por un sélo elemento o la factorizacion tnica
de sus elementos. Resultaria de gran ayuda poder heredar dichas propiedades en el
estudio de extensiones de cuerpo algebraicas, sin embargo se trata de un caso especial.

No obstante podemos estudiar dichas propiedades de forma analoga en los dominios
de Dedekind haciendo uso de los ideales, veremos en los siguientes apartados como
podemos conseguir una factorizaciéon unica de ideales alzados al cuerpo extendido
como descomposicion en ideales primos.

También observaremos lo que se llama el numero de clase de un cuerpo de nimeros
algebraico, que sera un invariante del cuerpo que se corresponde con la cantidad de
clases de ideales que existen en el cuerpo y nos indicara cuanto dista un cierto ideal
de ser principal segun la clase a la que pertenezca. Estas clases se comportaran como
un grupo finito y seran necesarias a la hora de definir la llamada funciéon Zeta de
Dedekind.

Por tultimo revisaremos el grupo de las unidades del anillo de enteros de un cuerpo
de numeros algebraico. Las unidades son lo que diferencian los distintos elementos
asociados de un anillo y evidentemente dos elementos asociados generan el mismo
ideal. Nos interesa conocer cual se su estructura en nuestro estudio, y gracias a ella
podremos definir otro invariante mas del cuerpo que es el regulador.

1.1 Dominios de Dedekind y Ramificacion

Dominios de Dedekind

Comenzaremos por unas definiciones béasicas que necesitaremos como son la norma
y la traza y su relacion con el discriminante de un cuerpo de nimeros.
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| Definicién 1.1.1.1 (Traza y Norma). Sea L/K una extension de cuerpos finita, la
traza y la norma de un elemento x € L se definen respectivamente como la traza y el
determinante del endomorfismo:

T.:L—-> L, TJ(a)=xa

Tr, x(x) = Tr(Ty), Nk (x) = det(T})

Observacion 1.1.1.2. Sea n = [L : K]. Si tomamos el polinomio caracteristico de
T, como f.(t) = Ha(t — ox) donde ¢ varia por los distintos K—embeddings de L,
podemos reconocer la traza y la norma como los coeficientes de los términos de grado
n — 1y 0 respectivamente.

Trp k(x)= Z ox, Npx(x)= Hax

Algo importante de la traza y la norma es que aplicadas a elementos de @, su valor
permanece en O, de esta manera se convierten en faciles de identificar.

| Definiciéon 1.1.1.3 (Discriminante). Sea {a,...,a,} una base de una extension
separable L /K y sean o, los distintos K—embeddings de L, se define el discriminante
asociado a la base como

d(ay, ..., a,) = det((o,a))* = det (Tr, /(o))

Dos bases integras, con elementos en O, , tienen el mismo discriminante asociado, ya que
la matriz de cambio es invertible y de coeficientes enteros, es decir, con determinante +1.
De este modo el discriminante asociado a una base integra es un invariante llamado el
discriminante del cuerpo L.

| Definicién 1.1.1.4 (Dominio de Dedekind). Un dominio de Dedekind es un do-
minio de integridad que satisface la siguientes propiedades:

1. Todo ideal es finitamente generado.
2. Todo ideal primo no trivial es maximal.
3. Es integramente cerrado en su cuerpo de fracciones.

Lema1.1.1.5. Sea K un cuerpo, y @ un elemento integro sobre K. La extension finita
K(a) D K de grado n, formada al afiadir el elemento a, es cuerpo.
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Demostracion. Sea a un elemento integro sobre K entonces existe un polinomio moé-
nico f(x) € K[x] de grado n > 1 tal que f(a) = 0. Tomemos f de grado minimo
y supongamos que es reducible. En este caso existen g(x), i(x) € K[x] no unidades
tales que f(x) = g(x)h(x). Esto implica que f(a) = g(a@)h(a) = 0y por tanto g(a) =0
o h(a) = 0, pero no es posible ya que f(x) es de grado minimo, es decir, g(x) o h(x)
es una unidad. De aqui f(x) es irreducible y (f(x)) es maximal en K[x], por ende
K[X]/{f) = K(a) es cuerpo. |

Proposicion 1.1.1.6.  Sea K un cuerpo de niimeros algebraicos. Si O el anillo de en-
teros de K entonces Oy es un dominio de Dedekind.

Demostracion.  Por la propia definicion de anillo de enteros Oy es integramente ce-
rrado y también es un Z—médulo finitamente generado. Por lo que Oy es Noethe-
riano.

Sea un ideal primo p € O, p # 0, y consideremos (p) = p N Z que es un ideal primo
en Z.Sea x € p, x # 0, se tiene el polinomio

x"+a, X" '+ 4+xa,+a,=0,aq,€Z1<i<n-1,a,€pnZ ay#0

Con esto se prueba que (p) # 0. Entonces el dominio de integridad O = Ok/p se
levanta desde Zp afnadiendo elementos algebraicos, por lo que es un cuerpo por el
lema anterior, y de aqui p es ideal maximal. |

Los ideales de un Dominio de Dedekind tienen asociadas operaciones parecidas a los
enteros y podemos definir la divisibilidad como la contencion, I|J siy sélosiJ C I,
y araiz de éstolem(I,J) =1+ J,y ged(I,J) =1J.

Proposicion 1.1.1.7. En un dominio Noetheriano todo ideal no trivial contiene un
producto de ideales primos.

Demostracion.  Sea D un dominio Noetheriano que contiene al menos un ideal no
trivial que no contiene un producto de ideales primos. Llamemos S al conjunto de
estos ideales, S # @, como D es Noetheriano cumple la condicién maximal, es decir,
11 € S maximal con respecto a dicha propiedad.

Puesto que I no es primo Ja,,a, ¢ I tales que aja, € I.Sean J, = (a;) + 1y
J, = (a,) + I, se tiene que I C J,,J, por lo que no estan en . Esto significa que
ambos contienen un producto de ideales primos. Ahora bien

Jh=Ca)+D{a,y+1)C1

y por lo tanto existe un producto de ideales primo contenido en I, lo que contradice
que I € S§. |
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Lema1.1.1.8. Sea O un dominio de Dedekind, y p C O es un ideal primo. Defina-
mos
P = {x € K|xp C O}

Entonces, VI C O ideal no trivial, se tiene que

Iy~ = {Zaixi|aiel, xiep'l} #1

i

Ahora vamos a ver uno de los resultados mas importantes, que es la factorizacion
unica de ideales del anillo de enteros, una vez visto esto vamos a ver propiedades
ligadas a los propios ideales primos que aparezcan en la descomposicion.

| Teorema 1.1.1.9 (Factorizacién Ideales). Todo ideal I C Oy distinto de (0) y (1)
admite una factorizacion I = p, -+ p, en ideales primos p, de O que es tinica salvo por
el orden de los factores.

Demostracion. Comenzamos probando la existencia de la descomposicion. Sea .S el
conjunto de todos los ideales distintos de (0) y (1) que no admiten descomposicion
en ideales primos. Si S no es vacio, por el razonamiento de la proposicion anterior
debe existir un elemento maximal I en .S. Este esta contenido en un ideal maximal p,
asi que

ICIy' Cpp ' CO

Por el lema se tiene que I C Ip~' y p C pp~! C Ok. Al set p ideal maximal sigue que
pp~' = O. En vista a la maximalidad de I en S, I # py Ip~' # O. Entonces el
ideal Ip~! admite una descomposicién en ideales primos Ip~! = p, -+ p,, y también
lo hace I = Ip~'p = p, - p,p, en contradicciéon ya que I € S.

Sea I un ideal tal que tiene dos factorizaciones distintas en ideales primos

I'=pp,p.=0q,4q

Entonces p, divide algun factor q;, digamos q,, y siendo maximales p, = q,. Multipli-
camos por pl‘l y obtenemos

Py b=y

Continuando este proceso llegamos a que r = s y que p;, = q,V1 < i < r, concluyendo
la unicidad de la descomposicion. |

| Teorema 1.1.1.10 (Teorema Chino del Resto). Sean I, ..., I, ideales en un do-

minio de Dedekind O tales que I, + I, = O para todo i # j. Entonces, si I = () I,, se

i=1
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tiene .,
o/IT=@o/1,
i=1

Demostracion. El homomorfismo candnico

O - é@/li, a— éamod[i
i=1 i=1

n

tiene nucleo I = (), lo que nos da inyectividad, luego nos basta probar la sobreyec-

i=1
tividad. Sean x,mod I, € O/I, dados para 1 < i < n. Si n = 2 podemos escribir

1
1 =a, +a,, a; € I,y tomando x = x,a, + x,a, tenemos que x = x,mod [;,i = 1, 2.

Sin > 2, podemos encontrar elementos y,, y,, ..., y, tales que

y;=1lmodIl, y, =0mod ﬂ I
J#i

Tomando x = x,y, + x,y, + - + X, ¥, nos encontramos con que x = x; mod I,
1 <i < n. De aqui sacamos la sobreyectividad. |

| Definicién 1.1.1.11 (Ideal Fraccionario). Sea D un dominio de integridad con
cuerpo de fracciones K. Un subconjunto I no vacio de K se llama D—ideal fraccionario
si satisface las siguientes propiedades:

1. Sia,be 1, entoncesa+bel

2. Siael yd € D, entoncesad € 1

3. Existey € D tal queyl C D

Observacion 1.1.1.12.  Sea K un cuerpo de nimeros, los O —ideales fraccionarios de
K forman un grupo abeliano. La identidad es O y el inverso de un ideal I es

I'={xe K |xI CO}

Ramificacidon de ldeales

Aunque durante el resto del trabajo trataremos con extensiones K\Q, vamos a
generalizar a extensiones L/K con anillos de enteros © = O y O = O, para definir
conceptos relativos a la descomposicién de ideales en ideales primos .
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| Definicién 1.1.2.1 (Indice de Ramificaciéon y Grado de Inercia). Sea p un ideal
primo de 0 y P un ideal primo de O en la descomposicion de p. Llamamos indice de
ramificacion de P al exponente e con el que aparece y el grado de la extension f =[O/
B : o/p] se llama grado de inercia de 3 sobre p.

Proposicion 1.1.2.2.  Sea L /K una extension separable de grado n 'y la descomposicion
y0O = ’B? -+ 3B," del ideal primo p en O. Entonces se tiene la identidad fundamental

r

Zeifi:n

=i

Demostracion. Para realizar la prueba vamos a utilizar el Teorema Chino del Resto
0/p0 = P o/B;
i=1

Sean b,,...,b, € O representantes de una base Zl, ,Zm de O/pO sobre k = o/p,
nos basta con probar que b,, ..., b,, es una base de L/K. Supongamos que b, ..., b,,
son linealmente dependientes sobre K, y por tanto también sobre o. Entonces existen
elementos ay, ..., a,, € o no todos nulos tales que

ab +--a,b,=0

m

Consideremos el ideal J = (a, ..., a,,) de © y un elemento a € J'talquea & J'p,
asiaJ ¢ p.Entonces los elementos aay, ..., aa,, estan en o pero no todos en p llegando
a la congruencia

aa,b; + --- + aa,b,, = 0 mod p

que resulta en la dependencia lineal de Zl, ey Zm en k, que es una contradiccion. Por
lo que by, ..., b,, son linealmente independientes sobre K.

Para ver que los b, forman una base de L/K consideramos los o—médulos M =
ob,+ - +0b,,y N =0/M.Dado que O = M + pO, tenemos que N = pN, y como
L/K es separable, @ y N son o—modulos finitamente generados. Si ¢y, ..., ¢, es un
sistema de generadores de N, entonces

N
C; = Zaijcj, a; € P
j=1

Sea A lamatriz (a;;—I),y sea Blamatrizadjunta de A. Entonces se da que A(c, ..., c,)
Oy BA =dI, donde d = det(A). Por consiguiente

0 = BA(cy,...,c,) = (dcy, ..., dc,)
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y por tanto d N = 0, es decir, dO C M = ob, + --- + ob,,. Nos encontramos con que
d = (—=1)’mod p ya que a;; € p. Se sigue que L = dL = Kb, + -+ + kb,, y de aqui,
b,,...,b, esunabase de L/K.Deducimos pues que

dim,,(O/p0O) = n

A continuacioén consideremos la cadena descendiente de k—espacios vectoriales
i i i_l i
/B 2B,/B 2 2B /B 2(0)

Los cocientes sucesivos tomados como B!/ ’.Bl.”“ en esta cadena son todos isomorfos
v v+1 :
a OB, ya que para b € PY\'P;"" podemos definir el homomorfismo

O - 213,,”/5131,”“, a — ab,

con kernel *B,. Es sobreyectivo ya que B! es el maximo comun divisor entre pot!
y (b) = bO por tanto P’ = bO + ’Bf”. Al ser f; = [O/B; : k], obtenemos que
dim, (PY/P*") = f; y de aqui

e;—1
dim, (O/P;) = )" dim, (P"/PB*) = e, f;

v=0

| Definicion 1.1.2.3.  Sea un ideal primo en o, este se dice que descompone completa-
mente en L si en su descomposicion pO = ‘Bf‘ - SB," se tiene quer = n = [L : K], de
forma que f, =e, = 1.

Del mismo modo, se dice que que el ideal no descompone sir = 1, y ademas si .

| Definicion 1.1.2.4.  Sea *B, un ideal que aparece en la descomposicién pO. Se dice
que no ramifica en o si e; = 1 y si la extension residual de cuerpo (O/B,)/(o/p) es
separable. Sino, se dice que es ramificado, si ademas se tiene que f; = 1 es completamente
ramificado.

Si ninguno los %P, es ramificado, entonces se dice que p no es ramificado. De otro modo
es ramificado.

La extension L /K se dice no ramificada si ninguno de los ideales primos de K es rami-
ficado en L.
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Hay un caso muy concreto en el que podemos estudiar la ramificacion de ideales,
y es cuando la extension L/K es de Galois. Nos interesa especialmente porque nos
centraremos en las extensiones ciclotomicas, las cuales estan estrechamente ligadas a
las progresiones aritméticas que queremos estudiar.

Proposicion 1.1.2.5.  Sea L/K una extensiéon de Galois y G su grupo de Galois. En-
tonces G actua transitivamente en el conjunto de todos los primos 8 de O que se
levantan sobre p.

Demostracion.  Sean By B’ dos ideales primos sobre p. Supongamos que P’ # o3
para todo ¢ € G. Por el teorema Chino del Resto existe x € O tal que

x=0modP' y x=1modoP Vo G

Entonces lanorma N, ,(x) = [] ox € 'no = p. Por otro lado x ¢ B para ningtin
ceG

o € G, asi que ox ¢ P para ninglin 6 € G. Consecuentemente [[ ox € Pno = p,
c€eG

con lo que llegamos a contradiccion. |

Corolario 1.1.2.6.  En una extension de Galois los grados de inercia fi, ..., f, y los
indices de ramificacion ey, ..., e, de la descomposicién en primos no dependen del
subindice ya que son iguales.

1.2 Clases de ideales

Norma de un ldeal

El anillo de enteros de un cuerpo de nimeros algebraico K es un dominio de Dedekind,
aunque no tiene por qué ser un dominio de ideales principales. Vamos a estudiar un
invariante de K, el numero de clases de ideales, que nos dira como de lejos esta de ser
DIP.

Para ello antes vamos a ver lo que es la norma de in ideal, herramienta que recor-
daremos hacia el final de éste trabajo, que nos servira para determinar el niumero de
elementos en el cociente Oy /p. Puesto que p N Z = pZ, entonces este numero ha de
ser una potencia de p.

Proposicion 1.2.1.1.  Sean p un ideal primo de Oy y e > 1, entonces #(Oy/p°) =
#Ok /).
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Demostracion. Procedemos a la prueba por induccion, para e = 1 esta claro que se
tiene el resultado, asi que supongamos e > 2 y que se cumple para e — 1. Por el tercer
teorema de isomorfia

(O /)]0 /p%) = Ok /p*!
por lo que se deduce que #(Oy /p°) = #(O /p* H#(p¢~!/p°). Por la hipétesis de in-
duccién nos basta comprobar que #(p°~!/p®) = #(Ok /).

Sea b € p¢~! /p¢ formemos el homomorfismo de anillos
f 10— p/p°aw ab

El kernel de esta aplicacion es evidentemente p, luego O, /p = p~!/p°. |

Corolario 1.2.1.2.  Sea J C O cuya descomposicion en ideales primos es J = [] p}’,
entonces

#Ok /) = [ [ #Ox /9

Demostracion.  Por la version del Teorema Chino del Resto para ideales sabemos que

O/ =@ O/}

por lo que es directo, afiadiendo la proposiciéon anterior, que la proposicion anterior
que

#Ok /D) = [ [#Ox /%) = [ [ #Ok /9"
I

| Definicion 1.2.1.3 (Norma de un Ideal). La norma de un ideal J C O en un
cuerpo de nimeros algebraico K se define como el entero positivo Ny qJ = #(Ok/J) y
es una funcion multiplicativa.

Proposicion 1.2.1.4.  Sea J unideal integro conbase y,, ..., y,,y sead el discriminante
del cuerpo K. Entonces

d(y17 ceey y )
(Ng /@J)2 = _brrren
d
Demostracion.  Sea @y, ..., a, una base de Oy, se tiene que O = @ a,Z. En vista
de [7](6.L), sean ry, ..., r, enteros tales que r,ay, ..., r,a, formen una base de J =

€D r,a,Z. Entonces se tiene el siguiente isomorfismo

o/ =[] zr,
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por lo que N ,qJ = I117;]- Y puesto que

d(ryay, ... r,a) =d [ In?

obtenemos el resultado que queriamos siendo y, = r;a;. |

Corolario 1.2.1.5. Para todo y € Ok no nulo, consideramos el ideal principal yOy,
entonces se tiene que

NK/@(yOK) = |NK/@(Y)|

Demostracion.  Sea @y, ..., a, una base de O, ya,, ..., ya, la forma del ideal yOy. Si
calculamos el discriminante de la base de yO,

d(ya,, ..., ya,) = det(c,(yx;))* = det(c;(x,))* det(c,(y]))* = dNy ;o (»)*

Proposicion 1.2.1.6.  Sea J un ideal integral no trivial de O con norma m, entonces
J divide al ideal principal mOj. Para cada entero m > 0 existe una cantidad finita de
ideales con norma m.

Demostracion.  Puesto que #(Og/J) = Ny ,qJ = m, el orden de los elementos del
grupo cociente Oy /J divide a m, por lo tanto, si x € Oy entonces mx € J, en
particularm =1 -m € J, asi que mOQy C J.

Ahora, ya que mO tiene una cantidad finita de divisores, existe una cantidad finita
de ideales J con norma m. |

Proposicion 1.2.1.7. Sea m > 2y sea { una raiz m—ésima primitiva de la unidad,
consideramos K = Q({) y un primo p, entonces p descompone completamente en
@(m) ideales de norma p si y sélo si p = 1 mod m.

Demostracion.  Supongamos que p descompone completamente, esto es que

@(m)

POk = H P
i=1

cone=1, f =1yr=@(m).Seap en la descomposiciéon de py G = (Zm)* el grupo
de Galois, formamos el grupo G, = {6 € Glop = p}, se tiene que r = #(G/G,),
luego G, = {id}.

Ahora tomemos el homomorfismo sobreyectivo G, — Gal((Og /P)\Zp), como 1 >
#Gal((Ox /P)\Zp) < [Ok/p : Zp] = 1, sugrupo se compone también de la identidad.
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§ 1. CONOCIMIENTOS INTRODUCTORIOS

De aqui Frob,(x) = x y el frobrnius es la identidad, un elemento de orden 1 en G, que
se corresponde con 1 € (Zm)*, luego p = 1 mod m.

El resultado se puede generalizar a elementos de otros ordenes como se puede ver en
[7]1(11.0) relacionado con los grupos de descomposicion y de inercia que estan mejor

definidos en [2](§1.2.3).

Por el otro lado, supongamos por reduccién al absurdo que p no descompone comple-

POk = H p;
i=1

con f = 1 al ser el orden de p mddulo m. De aqui ¢(m) = er, pero e no puede ser 1,

tamente, es decir,

ya que entonces p descompondria totalmente, pero tampoco puede ser mayor, ya que
entonces implicaria que p divide a m, un divisor del discriminante de K. Por ultimo,
la norma Ny o(p) = p’ para cualquier p en la descomposicién de p por la propia
definicion de f. |

Proposicion 1.2.1.8.  Sea K un cuerpo de nimeros y sea x,, ..., X, una base de Oy y
o; cada una de las inmersiones, si notamos o;X; = xf’) definimos

n n
w= 12 ="

j=1 i=1

Entonces para cada ideal integro de Oy existe un a € J no nulo tal que

|NK/@(a)| < NK/@(J) ‘U

Demostracion.  Sea k un nimero natural tal que k" < Nk () < (k + 1)". Con-
sideremos el conjunto .S de todos los elementos Y;"_ d;x; con 0 < d; < k. Como
#S = (K + 1)" > #(Og/J) deben existir b, c € S tales que

a=b—c= ) (b —c)x, €J, la|<k

n
i=1
Entonces

n n

INgo@l = [T X ax”| < [T* X %71 = k"u < Ny jo(d) -
j=1 i=1

j=1 i=1
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Clases de Ideales

Con anterioridad definimos lo que son los O —ideales fraccionarios y que se com-
portan como un grupo abeliano. Vamos a notar dicho grupo como 7 = F(K) y con-
siderando el subgrupo de los ideales principales Pr = Pr(K) tomaremos el grupo
cociente C(K) = F/Pr.

Este altimo grupo se llama el grupo de las clases de ideales de K y vamos a estudiar
su finitud a la vez que intentaremos generalizarlo ligeramente cuando esté sujeto a
un ideal no nulo J.

| Teorema 1.2.2.1.  El niimero de clases de ideales de un cuerpo de niimeros algebraico
es finito.

Demostracion.  Ya hemos visto que existe una cantidad finita de ideales integros con
norma menor que un cierto entero dado. Sea y tal y como se ha definido antes, en-
tonces existira una cantidad finita de ideales J, ..., J, tales que su norma es menor
o igual a p.

Sea I C Oy un ideal cualquiera, consideramos el ideal fraccionario I~! y un elemento
¢ € O tal que ¢! sea ideal integro.

Por la proposicion 1.2.1.8 debe existirun b € c¢I~! tal que Ny /a(bOg) < NK/Q(CI_I)/L
Multiplicando por la norma de I

N o(c™" BNy /o (cOx) =Ny o(bI) = Ny ;o (bO )N 1o (1)
<Ny jq(eI DNy o (I) = Ny 6 (cO )

por lo que I(c™'bOy) = ¢'bI = J, para algun i. |

| Definicion 1.2.2.2 (Nimero de clase). Sea K un cuerpo de niimeros, definimos
como el niimero de clase h a la cantidad de clases de ideales existentes en K.

Si J € T, resulta directo ver que al ser & el orden de C, entonces J h es un ideal
fraccionario principal de Q.

Observacion 1.2.2.3.  Aunque no es nuestro objetivo, cabe remarcar que por el Teore-
ma de Estructuras podemos separar C como producto de grupos ciclicos C; de orden
h;, por lo que los ideales que generen cumpliran que J;A; es un ideal principal a,0.
Este detalle puede usarse para construir una extension de K de grado £ a lo sumo en
el que los ideales de K son principales.
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§ 1. CONOCIMIENTOS INTRODUCTORIOS

Por ultimo, sea J un ideal integro no trivial, vamos a considerar los grupos que de-
finimos al principio, pero asociados a este J. Ajustamos dichos grupos del siguiente
modo

F,={I/I'| gcd(I,J) = ged(I',J) = Ok}
Pr; ={xOk|x € K,x = 1 mod J }

donde queda claro que son subgrupos de los primeros y que por tanto C; = F,; /Pr, es
un grupo finito y tiene su nimero de clase asociado A, ademas tenemos que ¥y = F,
Pro, =PryCo =C.

A partir de ellos podemos definir unos ultimos grupos, Pr,, y C,, de forma que x es
totalmente positivo, es decir, que sus conjugados reales sean positivos.

Proposicion 1.2.2.4.  Para todo ideal integro J # 0, el grupo C,, es finito.

Demostracion. Por el Tercer Teorema de Isomorfia se tiene que C; = (F, /Pr;,)/(Pr,/Pr,.)
y sabemos que C; es un conjunto finito. Nos centraremos en ver que Pr, /Pr,_ es fi-
nito y eso sera suficiente.

Sea r; > 0 el nimero de embeddings reales, definimos la aplicaciéon
2 Pr,/Pr;, — (AJI) X {1,—1}"

C — (xmod J, signo(x))
donde C = xOxPr,, y signo(x) = (signo(x), ..., signo(x""). Tomemos C # C’,

entonces se tiene que x = x’ = 1modJ pero signo(x) # signo(x’). Si ocurriese
lo contrario x/x’ seria totalmente positivo y xOg = (x/x")Oxx'Ox € x'OgPr,,.
Como la aplicacion es inyectiva y los conjuntos a derecha son finitos, Pr, /Pr,, es

finito.

1.3 El Grupo de Unidades

Unidades de un Cuerpo

Dos elementos de un anillo pueden generar el mismo ideal, en este caso se dice que
son asociados, es decir, que se diferencian por la multiplicacién de una unidad. Vamos
a ver propiedades del grupo de las unidades de un cuerpo de nimeros algebraico K
de modo que podremos describir su estructura.
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Proposicion 1.3.1.1.  Sea ¢ > 0y K un cuerpo de nimeros algebraico. Entonces exis-
ten finitos x € O tales que |x?'| < ¢ para todo i.

Demostracion. Sean = [K : Q] vy s,...s, los polinomios simétricos elementales.

¢’ = max < nc, " ..., " "t en
2 n—1

Sea F el conjunto de polinomios ménicos de grado, a lo sumo, n con coeficientes ente-

Tomamos

ros |a| < ¢/, F esun conjunto finito. Sea .S e conjunto de las raices de los polinomios de
F, consideremos x € O tal que |x| < ¢ para todo i. Entonces |5, (xV, ..., x™)| < ¢’
para todo k. Como sk(x(l), ...,x") € Z, el polinomio [[(x - x®) esta en F, luego
x€eS. |

Proposicion 1.3.1.2.  Sea x € Q. x es una raiz de la unidad si y s6lo si | x| = 1 para
todo i.

Demostracion.  Si x es una raiz de la unidad, existe m tal que x” =1
X" =1=|x|"=1= |x?)"=1Vi

Ahora, por la proposicion anterior sabemos que existe un niimero finito de elementos
x € Oy tales que |x”| = 1 para todo i.

Toda potencia de x cumple dicha propiedad, por lo que deben existir r, s tales que
x" = x*. Como x"~* = 1, x es una raiz de la unidad. |

Notaremos como W al conjunto de unidades que son raices de la unidad. Si / es el ma-
yor de los ordenes de los elementos de W, el orden de cualquier elemento divide a A.
Como el grupo de las raices A—ésimas de la unidad es un grupo ciclico multiplicativo,
W que es un subgrupo también lo es.

Sean = [K : Q] de forma que n = r, +2r, siendo r, el nimero de embeddings reales
y r, las parejas de embeddings complejos, tomaremos r = r, +r, — 1. Sea U el grupo
de las unidades de K, consideramos la aplicacion

A:U >R :u— (oglu?],...,log |u®])

Proposicion 1.3.1.3.  Sea u una unidad. Entonces u es una raiz de la unidad si y sélo si

Au) =0
Demostracion. Siu € W, |u®| = 1 para todo i, por lo que A(u) = 0.
Por otro lado, sea u € U tal que |[u”| = 1 paral < i < r. Como NK/Q(u) =1,

Y., log|u®”| = 0. Ahora, al ser |u"1*"| = |u"1*"2*D|, del resto de relaciones obtenemos
que |u®| = 1 para todo 1 < i < n, por lo que es una raiz de la unidad. |
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Tomemos uy, ...,u, € U tales que A(u,), ..., ﬂ(uq) sean linealmente independientes
en R". Sea el grupo aditivo

G = {(al,... Ja,) €RYv € U, Av) = Zailogluil}
Se tiene que Z? C G y cada clase de G respecto a Z4 es un elemento de
G, = {(al, @) €G0S, < LuEU,Av) = Y a,log |u,.|}

Proposicion 1.3.1.4.  El grupo G /Z1 es finito.

Demostracion. Denotemos como U; = {v € Ul(ay, ... a,) € G))}.Seav € U, y dos
elementos distintos de G, tales que

AMv) = Z a;log|u,| = Z b, log |u;|
entonces
Y (a; — b)) log u;| =0

por lo que la aplicacion U; — G, es inyectiva. Sea v € U,, entonces
V| — (@) (@)
| log(v')] = |Z a;log |u; || < leogluj Il
para todol <i <r.Seaq; = Zj log Iui.i)l y @ su maximo, se tiene que e™* < ™% <
0] <e% <aparal <i<r.
-1

Como I = Ny o(v) = [] [v”| paratodo 1 < i < nyademas [o1F))? = H 1?1
i#ri+r,,
i#ri+2r,)

existe # > 0 tal que || < f para todo i. Por la proposicion 1.3.1.1, U, es finito. |

| Definicion 1.3.1.5.  Seanu, ..., u, unidades de Oy, diremos que son independientes
cuando para enteros m,, la relacion

se cumple tinicamente cuando todo m; = 0.

Proposicion 1.3.1.6.  Sean u, ... u, unidades en Q. Son equivalentes

(a) u, ...u, son unidades independientes.
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(b) A(uy) ... A(u,) son linealmente independientes sobre Q.
(c) A(uy) ... A(u,) son linealmente independientes sobre R

Demostracion. e (a)= (b)

Supongamos que A(4;) ... A(y;) son linealmente dependientes sobre Q, entonces
existen n; € Z tales que ) n;A(u;) = 0, por lo que Huj’ es una raiz de la uni-
J

dad, por lo que existe & > 1 tal que [] u;m = 1, lo cual contradice (a).

* (b)= (¢

Supongamos que A(u,) ... A(y;) son linealmente dependientes sobre R. Sean los pri-
meros g independientes, para g < s < k tenemos que A(u,) = ijl a;A(u;). Por la
proposicion anterior, si h = #(G/Z%), ha; € Z, por lo que a; € Q, y llegamos a
contradiccion con (b).

* (0= (a)

Supongamos que u, ... u, son linealmente dependientes, entonces existen enteros
m;, no todos nulos, tales que

Pero esto implicaria una contradiccion con (c).

Estructura del Grupo de Unidades

A continuacion vamos a ver cual es la estructura del grupo de unidades y a definir
otro de los invariantes del cuerpo de nimeros K, el regulador. Demostraremos el
Teorema de Dirichelt sobre la estructura del grupo de unidades en tres partes

| Teorema 1.3.2.1 (Teorema de Dirichlet). ElgrupoU de las unidades de un cuerpo
de niimeros algebraico K tiene la siguiente estructura
UxW XC,x-XC,
donde W es el grupo ciclico de las raices de la unidad, y cada C; es un grupo multiplica-
tivo infinito. Entonces, si & es un generador de W y u; un generador de C;, un elemento

m,

m
v € U se puede expresar comov = E"u " -+ u,".
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Demostracion.  Primero distinguiremos el caso trivial » = 0. Comor = r; +r, — 1,

tenemos como posibilidades, K = Qsir;, = 10 K = Q(\/E) con d < 0 libre de
cuadrados si r, = 1. Distinguimos dos casos.

Sid = 2,3 mod4, su enteros son de laforma x = a+b\/g. Si es una unidad, NK/@(x) =
|x|> = a®> — b*d = 1, cuyas soluciones sona = +1, b = 0, y sid = —1 afiadimos a = 0,
b=+l1.

Si d = 1 mod4, sus enteros son de la forma x = (a + b\/Z )/2. Una unidad de norma
1 cumple que @ — b*d = 4, lo cual es posible cuando a = +2, b = 0, y en el caso en
que d = —3, existen ademas las soluciones a = +1, b = +1.

En cualquier caso, el grupo de unidades es U = W'.

e Parte L U =W XC; X XC;0<k<r

Probaremos que U /W es un grupo libre multiplicativo de rango k. SiU = W,k =0
tal y como hemos visto antes. En caso contrario existe u € U\ W y se pueden tomar
uy,...,u, linealmente independientes y que sea conjunto maximal, con 1 <k <r.

Sea G = {(ay,...,a) ER*|v € U, A(v) = Y a;10g |u;| }, el cociente G/Z* es un
grupo finito por la proposicion 1.3.1.4. Sea h = #(G/Z"). Sea F el subgrupo gene-
rado por uy, ..., u, en U. F es un grupo abeliano libre sin torsiéon de rango k, sea
u € U,y se tiene que u" = év,donde ¢ € W yv € F.

Veamos la afirmacién anterior, siu € F,u" = 1-u.Siu ¢ F, entonces {u, Uy, oo, Uy )
es linealmente dependiente, por lo que

k
Aw) = Y bAw), b€
i=1

Sea d > 1 el menos entero tal que db;, € Z para todo i
k
Auhy =Y dbAu), db €Z
i=1

Por lo que d divide a h. Sea v = [] u?b", A(u") = A(v), por tanto hay una raiz de la
unidad en W tal que u” = &v.

Sea & raiz del polinomio X" — &, £*" donde w = #W . Sea 1, una raiz de X" —u;. Se
tiene que u” = (& []11")", por lo que u = &¢& [] /" con =1

Pagina 21



TEOREMA DE DIRICHLET
PARA PROGRESIONES ARITMETICAS

Sea &; una raiz hw—ésima primitiva de la unidad. Sea U’ generado por &;, 1, ..., 1,,
y W' generado por &;.

W=wnU', UW=U/WnU)cCU W

Como U’ /W' es isomorfo al grupo libre generado por {7, ...,t,}, U/W tiene a lo
sumo rango k, pero al ser linealmente independiente, su rango es exactamente k.

e Parte 2: Existencia de suficientes unidades

Veremos que si ¢y, ..., ¢, son reales no todos nulos, entonces existe una unidad u €
U tal que Y ¢;log [u®”| # 0. Sea {a,, ..., a,} una base de K y d* = d(ay, ..., a,) €
Z, se tiene que 1 < |d|. Sea f > 0 suficientemente grande, por ejemplo, f =
Y |¢;| log |d| + 1. Consideremos las siguientes n formas lineales

n
_ N 0
L= o)X,
=1

Sean 7, ..., 7, numeros reales talesque 7, ., = 7, ., ... | <j <ry[]z; = |d|

Debe existir y € O tal que y = L/(x,,...,x,) = Za;i)xj tal que |y] < 7,y se

tiene que
T; 1
- <y <7 <7d

< 1
ld| — Hj;él j H a1 Y
Si F(y) = Y ¢;log [y?| deducimos que

Z c;lo y(l

Consideremos a continuaciéon para cada A = 1,2,... los nimeros 7,;, del mismo

HOEDATEIE < Xl llogldl| < p

modo que antes, y afiadiendo la condicion

Y c;log ), = 2ph

Sean y, € Oy obtenidos del mismo modo por los 7,

() =28kl = |F(3) = Y ¢logm,| < B = ph—1) < F(y,) < f2h+1)

De donde F(y,) < F(y,) < ---. Como Ng o) < |d|, deben existir dos indices
distintos h # h’ tales que y,Ox = y,Oy, por lo tanto u = y,,/y, es una unidad de
K y se tiene que

Y log|u®| = F(u) = F(y,) = F(y,) #0
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e Parte 3: Construccion

Tomemos c_1 y el resto ¢; = 0, entonces existe u; € U con log |u(11)| # 0. Sean
ahora ¢, = —log |u(12)|, ¢, = log |u(11)| y elresto ¢; = 0, Ju, € U tal que ¢, log |u(21)| +
¢, log |u(22)| # 0, es decir,

(e)) )]
loglu(lz)l 10g|U22)| 20
(
log [u”| log|u,”|
Repitiendo el argumento con
_|log [u?] log [u] _|logul"] log |ul”|
1= (3 O 2= (3 €)
log|u”| log|u’| log|u”| log ||
(e)) )]
o _ [log 11 10g 14!
P Jlog [u?] log|u|

Existe u; € U tal que c, log |u(31)| + ¢, log |u§2)| + c;log |u(33)| # 0, es decir,

log |u(1;)| log |u(2;)| log |u(3;)|
log [ul] log [u| log|uy’]| # 0
log [uf”| log|uy’| log|uf’|

Podemos asi determinar r unidades distintas en U, y como el determinante det(log |u§.i) ) #

0 se trata de un conjunto linealmente independiente, por lo que concluimos que
k=r.

| Definicion 1.3.2.2 (Sistema Fundamental de Unidades). Un conjunto {u,, ..., u,}
de K se dice que es un sistema fundamental de unidades de K si cualquier unidadu € U
se expresa de forma tinica como

— gm_ M m
u_é ul ---urr

donde & es un generadorde W,1 <m < w, m; € Z.

Proposicion 1.3.2.3.  Sean {uy,...,u,} y {v,,...,0,} sistemas fundamentales de uni-
dades, entonces

| det(log [u}” )| = | det(log [0 ])
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Demostracion. Al ser ambos sistemas fundamentales podemos expresar para todo j

/!

arj arj

!
— ga; 4y . _ed Yy
Uj = 5 ]ul e u uj = 5 /Ul - D,

Por la unicidad de representacion (a;;) y (a;j) son inversas de coeficientes enteros,
como det(a;;) det(a;j) = 1, se tiene que | det(a;;)|, | det(a;j)l = 1. Como log |v;| =

2 a;;log |’4§-i)|
| det(log [v}])] = | det(a,)|| det(log |u” )] = | det(log |u"])|
I

| Definicién 1.3.2.4 (Regulador). Sean{u,,...,u,} un sistema fundamental de uni-
dades de K, definimos el regulador como el invariante

R = | det(log |u;"])|
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2 Caracteres y Funciones Zeta

2.1 Caracteres y sumas gaussianas

En una extension cuadratica, el simbolo de Legendre visualiza cuando un elemento
es residuo cuadratico. Los caracteres cumplen esta funcion a la hora de observar los
residuos de una cierta potencia, para lo que estudiaremos el caso concreto de los carac-
teres modulares. Necesitaremos familiarizarnos con las propiedades de los caracteres
para ser capaces de operar con ellos.

Veremos que son elementos de la base de un espacio vectorial de funciones complejas
y como se comportan respecto a la suma, ya que nos interesa saber lo que sucedera
al considerar las series infinitas para el estudio posterior de L-series.

Grupos de Caracteres

| Definicién 2.1.1.1 (Caracter asociado a un grupo). Sea G un grupo abeliano
finito, un homomorfismo y : (G, *) — (C*, ") se llama un caracter de G.

Puesto que es un homomorfismo podemos deducir que y(a) # 0Va € G,y y(a * b) =
x(a) - y(b). De aqui se obtiene directamente, si |G| = n, que y(G) es un subgrupo de
las raices n-ésimas de la unidad. Si e es el elemento neutro en G,

a'=e— (y(a) = yd") = y(e=1

Notaremos G al conjunto de los caracteres de G y definimos la operaciéon multipli-
cativa entre sus elementos: (y - y')(a) = y(a) - y'(a). Llamaremos caracter trivial a
Yola) =1Va e G.

Proposicion 2.1.1.2.  El conjunto G de los caracteres de G es un grupo multiplicativo.
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Demostracion.  Se puede comprobar sencillamente que la operacion es interna y aso-
ciativa, ademas el grupo cuenta con un elemento neutro, el que hemos llamado ca-
racter trivial y,. Nos falta la existencia de un elemento inverso unico. Seana € G y
1 €6, _ _

@y (@) =1=y@x@ -y (@=y@VaeG

A este elemento inverso le llamaremos mas normalmente como el caracter conjugado
de y, y lo notaremos y.

| Definicion 2.1.1.3.  Sean G, H grupos abelianos finitos, y ¢ : G — H un homo-
morfismo. Definimos el homomorfismo entre grupos de caracteres,  : H — G, como
P(x) = xo0.

Como vemos, un homomorfismo entre grupos induce un homomorfismo entre los
grupos de caracteres. Nos interesaria si un isomorfismo induce otro o la relacion que
tendria un grupo con sus subgrupos, ya que tenemos la siguiente sucesién exacta si
H < G,ieslainclusion y g la aplicacion cociente

| > HS G G6/H—1
Esto induce los siguientes homomorfismos en los grupos de caracteres
q: G//T{ -G, 1:G-H
Si observamos el homomorfismo /1\, se trata de una restriccidon de los caracteres al

subgrupo H, y su nucleo consiste de los caracteres que coinciden para las distintas
clases de H, es decir,si y € G yaH = bH, entonces y(a) = y(b).

Si pasamos al homomorfismo g inducido por el cociente, éste es inyectivo, pues si
q(¥) = x, entonces 1 = y,(a) = q(y)(aH) para cualquier clase. Con ello se aprecia
que §(G/H) = ker i, y por tanto

G/§(G/H)=G/keri =G c A
En los siguientes resultados podremos ver que la ultima inclusién es en verdad una
igualdad y la relacion entre un grupo y su grupo de caracteres.

Proposicion 2.1.1.4.  Sea G un grupo ciclico de orden n con generador a, y sea { una
raiz n—ésima primitiva de la unidad. Entonces los caracteres en G son Xos -+ > Xnei
donde

1@)=¢% s=1,...nr=0,...n—-1.

Es mas G = G\
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A
Demostracion. Por un lado, cada una de las aplicaciones y, es un caracter en G por
su propia definicion, y para r # t se tiene que y, # 4, al ser { una raiz primitiva.

Por otro, sea y € G\, entonces (y(a))" = y(a") = 1, por lo que y(a) = {" para algun
r=0,...,n—1.Entonces y(a’) = (y(a))’ =" = y.(a’) paras =1,...,n, conlo que
vemos que y = x,.

Como se puede observar, para cada generador a € G existe un isomorfismoy, : G —
G tal que y (a°) = y,. |

No todos los grupos abelianos son ciclicos, pero como es sabido, cualquier grupo abe-
liano puede expresarse como producto de grupos ciclicos.

. ez . r .
Proposicion 2.1.1.5. Si@ : G = []'_, G, es un isomorfismo de grupos, entonces este
induce el isomorfismo entre los grupos de caracteres

»:6-T[6
i=1

Demostracion. Seanv; : G; — G definidas como v,(x,) = o (1, ..., X;,..., 1), cada
una es un isomorfismo a un subgrupo de G de la forma habitual.

Siye G y llamamos y, = V,(y) de forma que y, € @i. Entonces podemos definir el

homomorfismo .
$:G— H é\i
i=1
tal que () = (x;,---» x,)- Este es inyectivo, ya que si cada y, resulta ser el caracter
trivial

20 =g <H v,»(n,-((p<x>>)> =[] x(z0tn) =1, vx € G.

i=1 i=1

Si tomamos ahora caracteres y; € (A},. y definimos y(x) = H:zl ;((,.)(ﬂ,.((p(x))) para
cada x € G. Entonces y € G y

Vi) =[] 26, (7 (@ovi(x)
j=1

=[] (7. ... xi . D) = 1i(x). Vx, €G,.
j=1
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De este modo @(y) = (Xay» -+ » X»)» 10 que concluye que @ es un isomorfismo de
grupos. |

Corolario 2.1.1.6.  Sean G un grupo'y G su grupo de caracteres asociado, son isomor-
fos.

Demostracion. Sea G un grupo tal que G = lez , G; seauna de sus descomposiciones
en grupos ciclicos, entonces por las proposiciones 2.1.1.4 y 2.1.1.5 se tiene

@gljé,elelgG
|

Observacion2.1.1.7.  Gracias a este ultimo corolario podremos estudiar méas facilmen-
te los caracteres modulares definidos a partir de un Zm y la descomposiciéon canoénica
dada por el Teorema Fundamental de grupos abelianos finitos.

Corolario 2.1.1.8.  Sea G un grupo de orden n y H < G un subgrupo de orden m,
entonces todo caracter y’ € H admite n /m extensiones a caracteres de G.

Demostracion. Tal y como teniamos al principio, sean i : H > G la inclusién y
q : G - G/H la aplicaciéon cociente. Hemos visto quel : G —> H induce un
isomorfismo G/§(G/H) = i(G) c H.

De lo ésto se deduce que

"G _ (6 <#A,
#3(G/H)
pero por el corolario 2.1.1.6
#3(G/H) <#G/H =#G/H = —,
#H
es decir, R
#H < #—/G\ < #H = #H
#9(G/H)

Se puede ver entonces que /l\(é\) G/q(G/H) H por lo que todo carécter en H es
una restriccion de un caracter enG y, puesto que el nucleo dees (G / H) con orden
n/m, todo caracter de H admite n /m extensiones hacia caracteres de G. |

Si juntamos todo hasta ahora obtenemos que si

| > HS G5 G6/H— 1
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es una sucesion exacta entonces
— 7 AT A
l1-G/H—-G— H—1
es también una sucesion exacta.

Para poder operar mas adelante con los caracteres asociados a un grupo tanto en
sumas finitas como en series vamos a ver cual seria un sistema de generadores de
G y que se comportarad como base del C—espacio vectorial V' de dimensiéon n donde
definiremos el producto interno usual con su norma asociada.

De esta forma podremos resolver sistemas de ecuaciones lineales con caracteres de
forma mucho mas sencilla.

Lema 2.1.1.9. La evaluacion en elementos de G,y : G — G es un isomorfismo.
Demostracion. Resulta de la aplicacion directa del corolario 2.1.1.6. |

Observacion 2.1.1.10.  Puesto que la evaluacién es un isomorfismo, podemos deducir
que el grupo de caracteres asociados separa correctamente los elementos del grupo.

Proposicion 2.1.1.11.  Un elemento a € G es una potencia k—ésima si'y solo si y(a) =
1 para todo caracter cuyo orden divida a k.

Demostracion.  Sea a = b¥, si y* = entonces
0

x(@) = y(0) = (x(b)) = x*(b) = xo(b) = 1

Por otro lado, si consideramos el homomorfismo ¢ : G — G/G* y tomamos un

o —

caracter y' € G /G*, éste tiene orden k, ya que
@ (x) = (¥ o)) = (' xG") = Y/ (x*G) =1, Vx € G

Puesto que suponemos que q(y’)(a) = 1, se tiene y'(aG*) = 1, lo que implica que
a € G-. |

Proposicion 2.1.1.12.  El conjunto { v, ..., x,} es un sistema generador de G si y sélo
si y,(a) =1 Vi implica que a = e.

Demostracion.  Si suponemos que {y;, ..., ¥,} es sistema generador y que y;(a) =
1 para todo i entonces podemos escribir y € G como y = H:zl )(it" , 'y se tendra
que y(a) = 1 para todo y. Puesto que, por el corolario 2.1.1.9, la evaluacion es un
isomorfismo, se deduce que a = e.
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Pongamos ahora que H<Gesel subgrupo generado por { y,, ..., x,}. Si considera-

mos el homomorfismo ¢ : G — @/ﬁ y un caracter y’' € é\/f\l entonces y’oq € G,
y debe existir un elemento, por el mismo corolario, tal que y(a) =y, = y'oq.

Puesto que q(y,) = ;(,.I-AI = H, entonces y,(a) = y,(x;) = x'oq(y;) = 1 para todo i,
esto implica que a = e, y por tanto que y’og(y) = 1 para cualquier y € G.

—

Como resultado, y’ = y,, y al tener G / H un tnico elemento H = G. |

Los caracteres asociados a un grupo G de orden n conforman la base del espacio vecto-
rial V' de funciones complejas definidas en G y de dimension n. En V' podemos definir
el siguiente producto interno

_1 ——
(f.8)=— 2 f@z@

aeG
Proposicion 2.1.1.13.  Se tienen las siguientes propiedades:

@) llxll=1y<{x»x;)=0sii#j.
(b) (X ¥y =aparaj=1,....n—1lya €C.
(¢) {x0>---> Xy} esunabasede V.

Demostracion. (a) Sea a = (¥, ¥,), entonces sii =0
1
a==Y y@=1,
n aeG
sii # 0 entonces existe b € G tal que y,(b) # 0, y se tiene
1 1
axi(b) == Y x(@xb) = = Y xlab) = a,
n aceG h aeG
por tanto a = 0. Si aplicamos ahora ésto a nuestro caso,

X X)) = % 2 x@x@ = nx xo)

aeG

Entonces sii = j, |z |I> = (4 20) = Lysii # j {x, x;) = 0.
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(b) Por simple linealidad, y por el apartado anterior, se tiene que
n—1 n—1
<Z & Xi» )(j> = Z X X;) = @
i=0 i=0

(c) Sea la combinacidn lineal Z:’O_l a;y; = 0, entonces paracada j = 0,...,n— 1 se

tienea; = <ZZ)_1 & X )(j> = 0. Esto quiere decir que y,, ..., x,_, son linealmente

independientes, y como el espacio V' tiene dimension » se trata de una base.

Corolario 2.1.1.14.  Se tienen las siguientes propiedades de ortogonalidad:

n, si,i =0, = n, si,a =e,
a (a) = c (a) =
()Zﬂ( {0,51,1’#0 ()EX() {O,si,a#e

acG

n—1
—_— n, Si>i:j’ —_ n, Si,a:b,
® aeG)(l(a))(j(a) {0, si, i # J () ,-Zz:)'%(a)}{l( ) {0, si,a# b

El siguiente resultado nos hara falta para probar el Teorema de Dirichlet, ya que ne-
cesitaremos separar los primos en sus distintas clases residuales primas.

Proposicion 2.1.1.15.  Sean G = {ay,...,a,_;} y G = {X0>--» Xn_1 ), donde a, y 1,
son las unidades de cada grupo. El sistema lineal de »n ecuaciones

n—1
1 .
;Z:d))(’(a/)X/:ﬂ" ﬁiEC,ZZO,...,n—l
j:

tiene solucién tnica

n—1
1 T, .
xj_ Z)(i(aj)ﬂi’ ]=O,...,}’l—1
i=0

n <

Demostracion. Definamos la matriz A = ( xi(a j))ij' Por las reglas de ortogonalidad
se tiene que A- A" = nl, es decir, rg(A) = n, por lo que tiene que tener solucion unica.
La inversa de la matriz (1/\/Z)A es (1/\/;)A*. Sea (xg, ..., x,_;) la solucién, ha de
cumplir la ecuacion

n—1

1
Y —xa)x; = —p, i=0,..n-1
j:()\/ﬁ)( a;)x; i n
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Si multiplicamos por la inversa

n—1

= , j=0,....n—1
X Za\fm )\f ;;{,(a)ﬂ, i n

Por ultimo vamos definir el operador shifting, S,, para cada a € G para elementos de
V, tal que S,(f)(b) = f(ab). Es facil ver que los autovectores de .S, son los caracteres
x de G con autovalor y(a).

Ahora, para cada cualquier elemento de V' podemos construir un nuevo operador

=Y @S,

aeG

de forma que tiene, de nuevo, autovectores y € G

aeCG aeG

S, (0b) = Y f(@S,(0)b) = (Z f(a);((a)> x(b),

con autovalores, en su caso, Y, f(a)y(a). Con esto podemos probar a continuacién
aeCG
la siguiente relacion

Proposicion 2.1.1.16.  Sea f € V entonces la norma del operador .S, es

I1 <Z f(a);((a)> = det [(f(ba™)),,|

}(66 aelG

Demostracion. La norma de un operador lineal en un espacio de dimension fini-
ta viene dada por su determinante, que es igual al producto de sus autovalores. Si
{X0> -+ Xn_1} €s una base de V, entonces la norma de .S, es

ﬁ (Z f(a))(,-(a)>

i=0 acG

Si realizamos el cambio a la base canénica (h,) de V', donde

1, sib=a
h,(b) =
0,sib#a
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Entonces

S, (hy)e) =Y f(@)S,(h)(e) = ) f(a)h,(ac)

aeG aeCG

=f(bc™) =Y f(ba™)h,(c)

aeG

Vemos pues que S,(h,) = > ucG f(ba~")h,, asi que la matriz respecto de la base ca-
nénica es (f(ba™")) ,- Por tanto

n—1
det [(fba™) ] =] (Z f (a)x,-(a))

i=0 aceG

Caracteres Modulares

| Definicion 2.1.2.1 (Caracter modular). Seam > 1 un entero. La aplicaciony :
Z — C se llama un caracter modular con modulo m si satisface

(a) y(a) = osiysodlosiged(a,m) # 1
(b) Sia = bmodm entonces y(a) = y(b)

(¢) x(ab) = y(a)x(b)

Proposicion 2.1.2.2.  Seam > 1. Hay una correspondencia biyectiva entre caracteres
modulares con médulo m y los caracteres del grupo multiplicativo (Zm)*.

Demostracion.  Sea y un caracter médulo m. Definimos 7 : (Zm)* — C como jy(a) =
x(a). 7 es un caracter de (Zm)* bien definido.

Y si si partimos un caracter p de (Zm)*, y definimos y : Z — C como

(@) = p(a), si, ged(a,m) =1
LU= 0, i, ged(a,m) # 1

esto concluye la prueba, ya que 7 = p. |

| Definicién 2.1.2.3 (Conductor). Seam > 1 un entero, y sea y un cardacter modulo
m. Consideramos el conjunto M, de enteros m" > 1 que cumplen que, si gcd(a, m) =
gcd(b,m) =1 ya = bmodm', entonces y(a) = y(b) . Cada elemento de M, se dice que
es un modulo distintivo de y, y al mas pequerio se le llama conductor, notado f .

Pagina 33



TEOREMA DE DIRICHLET
PARA PROGRESIONES ARITMETICAS

Proposicion 2.1.2.4. El conjunto M , esta formado por los multiplos positivos del con-
ductor de y.

Demostracion.  Sea y un caracter modulom,y seanm;,m, € M, cond = ged(m;, m,).
Sean a, b tales que gcd(a, m) = ged(b,m) y a = bmod d, llamemos m’ al producto de
todos los primos que aparecen en la descomposicion de m pero no dividen a m,, de
manera que gcd(m’m,, m,) = d, entonces el siguiente sistema tiene solucién

x =amodm'm,

X = bmodm,
y cumple que gcd(x, m) = 1, ya que de otro modo existiria un primo p que divida a x
y a m, pero no a m, por ser gcd(b, m) = 1. Entonces p dividiria a m'm,, y por tanto a
a, pero gcd(a, m) = 1. Ademas se tiene que y(a) = y(x) = y(b) por m'm;,m, € M,.
Con esto d cumple la definicién de modulo distintivo de y. Esto implica que M , esta
formado por multiplos del conductor f,, ya que ged(f,,m) € M, VYm € M ,. |

Corolario 2.1.2.5.  El conductor de un caracter modular no puede ser 2.

Demostracion.  Elresultado es sencillo, ya que en dicho caso debe tratarse del caracter
modular trivial con conductor 1. |

| Definicién 2.1.2.6 (Caracter primitivo). Un cardcter modular cuyo médulo coin-
cide con su conductor recibe el nombre de caracter primitivo.

Proposicion 2.1.2.7. Sea y un caracter modulo m con conductor f, existe un tnico
caracter ¢ moédulo f tal que si ged(a, m) = 1 entonces ¢ = y.

Demostracion.  Vamos a construir este caracter modulo f siguiendo la idea de la de-
mostracion 2.1.2.4.

Sea a tal que gcd(a, m) = 1. Llamamos m’ al producto de los primos que aparecen en
my no en f, de modo que podemos encontrar

a =amod f
a =1modm’

Entonces, si gcd(b,m) = 1y b=amod f, y(a') = y(b).

Definimos pues @(a) = y(a’) cuando gecd(a, f) = 1 y @(a) = 0 en caso contrario, ¢
es un caracter moédulo f bien definido y de conductor f.

Supongamos ahora que existe otro caracter ¢’ modulo f tal que si ged(a’,m) = 1 se
tiene que @'(a) = y(d’), pero entonces es inmediato que ¢’'(a) = y(a') = @(a). |
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Proposicion 2.1.2.8.  y es un caracter primitivo con conductor f siy solo si para todo
divisor 1 < d < f, existe un entero tal que gcd(a, f) = 1,a= 1modd,y y(a) # 1.

Demostracion. Supongamos que existe un caracter ¢ modulo d. Si ged(a, f) = 1
entonces @(a) = y(a),y siademas a = 1 modd, y(a) = @(a) = (1) = 1.

Por otro lado, asumamos que existe un divisor d de f tal que si ged(a, f) = 1y
a = 1 mod d entonces y(a) = 1,y definimos el caracter ¢ médulo d como @(b) = y(b),
si ged(b, f) = 1.

Como hemos visto en la prueba de la proposicion 2.1.2.7, si b es coprimo con d en-
tonces podemos encontrar b’ coprimo con f tal que b’ = bmod d. Definimos pues
@(b) = y(b'), ya que, si b, b” son coprimos con f y b',b” = bmod d existe a € Z tal

que ab’ = b”" mod f. De aqui a = 1 mod d y gcd(a, m) = 1, y por hipotesis

x") = x(@ab') = y(a)x () = x(b)

Obtenemos de esto que @ es un caracter modulo d, y si gcd(b, f) = 1 entonces y(b) =
@(b), por lo que y no seria un caracter primitivo médulo f. |

Proposicion 2.1.2.9. Sea m = my --- m,, donde los m, son coprimos dos a dos. Si y
es un caracter modulo m, entonces puede escribirse de la forma y = y, -+ y,, donde
cada y; es un caracter médulo m;. Ademas tenemos la relacion f = f, --- f, para los
conductores, y si y es primitivo entones cada y; también lo es.

Demostracion.  Sea a tal que ged(a, m) = 1, podemos plantear el sistema

a; = amod m;

a=1modm;, j#i
de forma que gcd(a;, m) = 1. Definimos el caracter médulo m; como y;(a) = x(a;) si
gcd(a;, m;), y 0 en caso contrario. Asi se cumple que, como a = a, -+ a,,

x(@) = y(ay) - x(a,) = y(a) - x,(a)

s ;. — / /
Veamos que esta descomposicion es unica. Supongamos que y = y, -- x, es otra
forma de escribir el caracter y fijémonos en uno de los a; calculados anteriormente,
entonces

/(@) = xl(a) = yi(a) - x/(a) - yl(a) = y(a) x,(a)

Para la segunda parte del enunciado, supongamos que d, es un modulo distintivo de y;,,
y tomemos d = d, --- d,. Sean a, b tales que gcd(a, m) = gcd(b,m) = 1y a = bmod d,
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entonces se tiene que a = hmod d, para todo i, por lo que y,(a) = y,(b). Esto implica
que y(a) = x(b).

Sea ahora d un moédulo distintivo de y que divida a m, llamemos d;, = gcd(d, m,).
Entonces d = d, ---d, y, si gcd(a,m) = ged(b,m) = 1 y a = bmod d,, tomamos a,, b,

[ A

como en las ecuaciones anteriores de forma que a; = b, modd, por lo que y;(a) =
)((ai) = x(b;) = }(i(b)-

Por ultimo, si f; es el conductor del caracter modulo m;, resulta directo que f =

f; -+ f, es el conductor de y. I

Sumas Gaussianas

| Definicién 2.1.3.1 (Suma Gaussiana). Sea y un cardcter médulo m y sea { =
e2mi/m lq raiz m—ésima de la unidad, definimos como

(=), r@i*
a€(Zm)*

a la k—ésima suma Gaussiana asociada a y.

Cuando k =1 se dice que es la suma Gaussiana principal.

La suma principal es importante, ya que podemos expresar el resto en funcién de ésta.

Proposicion 2.1.3.2.  Sea y un caracter médulo my 1 < k < m. Si ged(k,m) = 1
entonces

1
T(¥) = %Tl()()

Ademas, cuando y es un caracter primitivo y ged(k, m) # 1 se tiene 7,(y) = 0.
Demostracion.  Si ged(k, m) = 1 se tiene que y(k) # 0,y
xR (=Y rlox@i = Y x® =7y
acs(Zm)* be(Zm)*
Sea ahora y un caracter primitivo y sea d = gcd(k,m) > 1 de forma que m = dm/,
existe b € Z tal que ged(b,m) = 1,b= 1modm’ y y(b) # 1, por tanto {* = ¢*, y nos
queda
(=Y, x@i*=7(n= Y xab =

ae(Zm)* ag(Zm)*

=x() Y, 2@ = y(b)r(x)

ae(Zm)*
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Siguiendo con las relaciones, vamos a implementar lo visto en la proposicion 2.1.2.9
para descomponer las sumas Gaussianas.

Proposicion 2.1.3.3.  Seam = m, --- m, donde los m, son coprimos dos a dos. Sea y un
caracter modulo my y; los caracteres modulo m; que aparecen en su descomposicion.

. ! .
Sinotamos m, = m/m;,y §; = (" = /™ entonces

7,0 = [[ 2Dz
i=1

1

Demostracion.  Sea a con ged(a, m) = 1, planteamos el sistema

a; = amod m;
a, = 1m0dmj, JjFi
de forma que obtenemos la descomposicion habitual y(a) = y,(a,) - x,(a,). Por otro

lado, ya que gcd(m,, m)) = 1 podemos encontrar b, tal que b,m
a= Z?:l bim;ai, por tanto

n(n= ) ){(a)C“=H< > m»cﬁ”)

as(Zm)* i=1 a,€(Zm;)*

= 1 mod m;, entonces

Si desarrollamos el paréntesis
b;a; ba;
Y @) = b)) Y x@)E " =
a;€(Zm;)* a;€(Zm;)*

wm) Y xba)E " = xm)r(x)

a,€(Zm;)*

de donde deducimos que

7(x) = H< > xi(ai>c[bf”f) =[] xmp=Ced
i=1

i=1 a;€(Zm;)*

Proposicion 2.1.3.4.  Sea y un caracter primitivo con conductor p’, entonces se tiene
que |7,(x)> = p".

Demostracion.  Si desarrollamos el primer miembro nos queda

mﬁ(;(h( > Mc)( > }((b)C”>= YD x@xbyt

a€(Zp®)* be(Zp®)* a€(Zp®)* be(Zp®)*
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Puesto que a, b € (Zp")* podemos encontrar ¢ tal que b = at mod p”

(0T = Z Z 7O = Z )((t)< Z Ca(t_n)

1E(Zp*)* a&(Zp®)* 1€(Zp?)* a€(Zp*)*
pv pu—l
- 3 0| Zerh - T
te(Zpv)* a=1 c=1

Por induccion en v es facil probar que

»

v . v—1 X .
Z o= {va sit=1 pz £ret=1) {p”‘l, sit = 1mod p’~!
c=1

p 0, en otro caso 0, en otro caso

Hemos de distinguir casos segun cual sea el conductor del caracter y, en ambos ha-
2ris/[r

remos uso de la proposicion 2.1.1.4 para expresarlos. Notemos {¥ = e
Cuando p =2y v > 2, el grupo de unidades puede expresarse como {1, —1} x Z2"72,
Aqui podemos expresar ¢ = (—1)*5/ mod 2, donde « = 0,1y 0 < f < 2°~2. Como ha
de cumplirse que 7 = 1 mod 2¥~!, sélo hay dos soluciones. Siv =2, = 1,3,y siv > 2,
0{=Oyﬂ=0,2”_3

2U—l .
siv=2,2""'11-1)=0
2 ) g0l =2 =9
16(222“)X ; te(ZZZU)X siv# 2, 20_1(1 + (:22'—;) =0
=1 mod 2v~!

Ahora si p > 2, el grupo de unidades se comporta como Z(p — 1) X Zp'~! y podemos
representar t = b*(1 + p)f con1 < a < p, 1 < p < p’~!. Aqui la congruencia que
debemos resolver nos da p soluciones cuandoa =0y f = kp* 2, 0<k <p

v—1

p p—1
-1 -1 -1 kp'=2
D a0y =p N x=p YO =0
1e(Zpvy* c=1 1e(Zp®)* k=0

t=1 mod p~!

Por lo que en cualquier caso nos quedamos con que

U

p
P = ), 1@ ¢V =p

te(Zp?)* a=1
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Visto ésto podemos dar el siguiente resultado.

Corolario 2.1.3.5. Sea y un caracter primitivo con conductor f entonces tenemos
LACOIENE

Demostracion.  El conductor f lo podemos descomponer en su producto de primos,
siendo f = pll)1 .- p., lo que nos da la expresiéon y = y, -+ y,, donde cada y, es
un caracter primitivo con conductor p;'. Haciendo uso de las proposiciones 2.1.3.3 y

2.1.3.4 )
m ol = |[Taw| =T1r =7

2.2 Funciones Zeta y L—Series

Series de Dirichlet

Un resultado bien conocido en teoria de numeros es la prueba de Euler para la exis-
tencia de infinitos primos en la que expresé la suma asociada a la funcioén Zeta de
Riemann evaluada en 1 como un producto

(o]

Yo =Tl

n=1 h PEP - 1/p
Entonces, por reduccion al absurdo, si se supone que existen finitos primos, el miem-
bro derecho seria acotado, pero a la izquierda tenemos la serie armonica.

Con el estudio de las funciones multiplicativas conseguimos expresar también la fun-
cién Zeta como producto de Euler. A nosotros nos interesa en este trabajo saber como
afecta cambiar la sucesion constantemente 1 en el numerador por otra cualquiera,
{a,}, de numeros complejos.

| Definicion 2.2.1.1 (Serie de Dirichlet). Seas > 0 y{a,} una sucesion de niimeros
complejos, definimos la serie de Dirichlet asociada como

o]
o
nS

n=1
Al igual que conocemos el dominio de convergencia para la funciéon Zeta, deberemos

conocer qué valores de s son validos para estas series, nos restringiremos en todo caso
a valores reales.
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Proposicion 2.2.1.2.  Sea {a,} una sucesiéon de nimeros primosy S(m) = a, +--- +a,,
sus sumas parciales. Si existe s, > 0 y un nimero real a > 0 tales que

22| <o vz

mso

entonces para todo 6 > 0, la serie de Dirichlet asociada a {a,} converge uniforme-
mente en el intervalo [s, + 8, +00) y define una funcion continua en (s, +00).

Demostracion. Tomemos s > s, + 6, entonces

'%:’an _ '"ZHIS(n)—S(n—l)
n=m n’ - n=m n’
m+h—1
Sm+h) Sm—-1) " 1 1
(m+ hy m ;n A ey
m+h—1
Sm+h)| |Sm-1)] "< 1 1
< + + S -
= m+ hy ' m’ ‘ ;m SO o~ ey
m+h—1 n+1
a(m+ hy  a(m—1)% <« / 1 dx
< —+ + 0
~ (m+h)s m? * ,;n . a o xSt
20 / © dx 20 as 1
< + as = +
ms—5o m xS—So+1 ms—5 5= 5 ms—5o

y puesto que la funcién s/(s — s,) es decreciente, nos queda que

m+h

o
3l 2a @bt L

ns|~ mé ) md

n=m

Como esta acotacion es independiente de s y al incrementar m tiende a 0, el resto de
la serie también lo hace, es decir, que la serie de Dirichlet converge uniformemente en
[so+ 8, +0), lo que implica que la serie define una funcién continua en (s, +o0). |

El siguiente lema es un resultado conocido sobre la funcién Zeta de Riemann que nos
ayudara a acotar también las series de Dirichlet.

Lema 2.2.1.3. Cuando s — 1% se tiene que

lim (s = DZ(s) = 1
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Demostracion. Para 1 < s tenemos las desigualdades

n+1 n
dx 1 [ dx
n x? n’ n—1 x?

Si aplicamos el sumatorio desde n = 1, teniendo cuidado en el altimo miembro en el
que sumamos desde n = 2 y anadimos el valor equivalente en el miembro central

/oodx o 1 /oodx
— <)) —<1+ —
X ns 1 x5
S
s—1
1<(G=1¢G)<s

o<
s—1

de donde se deduce claramente el resultado al hacer tender s hacia 17. |

Observacion 2.2.1.4.  En este caso hemos comparado el comportamiento asintdtico
de las dos funciones. Si el limite anterior entre ellas es finito, entonces podemos usar
la notacién de Landau cuando s — 1% para decir que son aproximadas una de la otra

f(x)=0(X) < f(x) = Cg(x)

De esta tltima forma es como lo expresaremos.

Proposicion 2.2.1.5.  Sea {a,} una sucesion de numeros complejos y S(m) sus sumas
parciales. Si se tiene que
. S(m)
lim —=c¢
m—-o0 m

Entonces la serie de Dirichlet es convergente para s > 1y, ademas

s—1t

lim(s—1) Y G _ ¢
nS
n=1

Demostracion. Que la serie sea convergente lo tenemos por la proposicion anterior

directamente cuando s, = 1. Ahora, como lim Smo— ¢ podemos escribir S(m) =

m—oco m

cm + v(m)m, donde lim v(m) = 0.
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Consideramos s > 1 y tomamos .S(0) = 0. Podemos desarrollar la siguiente diferencia

(6]
T
nS

n=1

o] [o0]

_ ZS(n)—S(n—l)_cZn—(n—l)

nS

n=1 n=1

_Is L1 \_, vy, (L__1
_ZS(")<$ (n+1)s> c;”<ns (n+1)s>

1

Il
DM s
<
=
S
N
S
N
3 |-
I
—
S
+ | —
[
~
N~
[

Ahora bien, como lim v(n) = 0, existe f > 0 tal que |v(n)| < f para todo n, entonces

0 _ 0 n+l
(S_I)Z{ a,,nsc gs(s—l);w(nn/n x‘ifl
<p(s - 1)/°° SAX _ s —1)
1

xs+1

evidentemente al hacer tender s — 1% vemos que la diferencia se hace cero, por lo
que usando el lema anterior

) o 4 o 1
Slirlrl(s—l);;—slirﬂ(s l)c;ns—c

Proposicion 2.2.1.6.  Sea f una funcion multiplicativa. Si la serie ;> f(n) es abso-
lutamente convergente, entonces podemos expresarla como producto de Euler y éste
es también absolutamente convergente

- B 1
;ﬂn)—]'[—l_ﬂp)

pEP

Demostracion.  Puesto que la serie es absolutamente convergente, entonces otra con
’ . e ’ o0 « e

menos términos también lo serd 3 . |f(p)| < X7, | f(n)| Esta condicion es nece-

saria y suficiente para que el producto sea absolutamente convergente

[Ja-ren=a=+0

peEP
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por lo que directamente

1
Hl—f(p)

peEP

es absolutamente convergente.

Vamos a llamar P, a los primos menores a m, y N, alos nimeros naturales resultantes
de multiplicar los elementos de P,,. Para cada primo se tiene que

Zf(n>> Zf(p )= Zf(p) f(p)
entonces

HW—HZf(p")— D

PEP, PEP, k=0 neN,,

Tomando limite cuando m tiende a infinito obtenemos el resultado que queriamos. |
L-Series

Ahora que hemos visto el funcionamiento de las series de Dirichlet nos vamos a cen-
trar en el caso particular de las L—series en las que la sucesion que acompafiaba a
la Zeta de Riemann ahora seran los caracteres modulares que hemos estudiado en la
seccion anterior. Con ésto conseguiremos una base tedrica que querremos expandir a
dominios de Dedekind.

| Definicién 2.2.2.1 (L—Serie de un caracter). Sea y un cardcter modular, defini-
mos la L—serie asociada a y para s > 1 como la funcion

Ll =Y, "}Ef)
n=1

Como los términos conforman una funcion multiplicativa también tenemos la expresion

1
Lisle) = H 1-x(/p*

peEP

Proposicion 2.2.2.2.  Si y es un caracter médulo m no trivial, entonces L(s|y) es una
funcién continua para s > 0.

Demostracion. Tomemos la sucesiéon a, = y(n). Sea R = km + r, entonces

R r
D= xm
n=1 n=1

< ) lxml = e(m)
n=1
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N

es decir, que la serie esta uniformemente acotada. Si llamamos f,(s) = n™°, nos encon-

tramos con una sucesion de funciones mondtona decreciente y uniformemente con-
vergente a 0 en (0, +0). Por el test de convergencia de Abel podemos decir que L(s|y)
converge uniformemente en el intervalo (0, +00) y es una funcion continua. |

Por la expresiéon como producto de Euler, tomando el caracter trivial y, se tiene que

1
L = _ = 1 — 1 S
(sx0) ,,IGPI = /P g(s) ,,I|m| /p

Proposicion 2.2.2.3.  Sea y un caracter modulo m. Entonces para s — 1%

x(p)

log L(s| ) = 2

peEP

Demostracion. Para s > 1 se tiene que
1
Ll =] —==
wep L= 2(0)/p

Tomando logaritmos

1 1
log L(s|y) =log [ [ ——=~ = D log—————
og L(s|y) ngeP 11— 2(0)/p’ ; 81z x(»/p*

Cuando |x| < 1 tenemos la siguiente expresion para el logaritmo
n

oo
==X
n

n=1

log

aplicado ésto a nuestro caso

logL(slx)=210gT)/p 22% v z;)

peP peEP v=1

(p)

Trabajaremos con este segundo término cuando s tiende a 1 por la derecha

AP L) 3 I d

pEP v=2 peP v=2 p peP
< Z —2 <)
pEP p peP p
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de donde vemos que

(e ]

og Ll - 3 28| = |3 3 L

pEP =2

<@

Al mantenerse acotada la diferencia entre ambas para todo s > 1, se deduce el resul-

tado.

Proposicion 2.2.2.4.  Si y no es el caracter trivial entonces

m—1 —nk
s

L(sly) = % PRACIDD Cn

k=0 n=1

Demostracion.  Por simple definicién se tiene que para s > 0

L= 2= % @ ¥ L
n=1

ae(Zp)* n=amodm

Tomando b, = 1 sin = amod m y 0 en caso contrario, y conociendo que

-1
mz glr-ok {m, cuando n = amod m

pr 0, en otro caso

podemos escribir que

1
bn — C(n_a)k
por lo que
oo o0 m—1
bn 1 C(a—n)k
Leln= Y, x@} == 3 x@} ~3 —
a€(Zm)* n=1 a€(Zm* n=1 k=0
m—1 00 m—1 o0
1 . C—nk 1 C—nk
=— x(@)¢e —=—2,7%W) -
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Funcion Zeta de Dedekind

Vamos a dar el ultimo paso antes de llegar al objetivo de este trabajo, necesitamos
generalizar los resultados anteriores en un cuerpo de numeros K. Para ello vamos a
expresarlo en funciéon de ideales en el anillo de enteros de K usando la norma definida
en 1.2.1.3 y veremos que todo coincide en el caso K = Q.

Desarrollaremos de forma analoga las funciones Zeta de Dedekind y los caracteres de
Hecke con su L—serie asociada, y la parte mas esencial sera trasladar la proposicion
2.2.1.5.

| Definiciéon 2.2.3.1 (Serie Zeta de Dedeiknd). Sea K un cuerpo de niimeros alge-
braico, definimos su serie Zeta de Dedekind como

- v(m)

donde s > 1 yv(m) =#{I € (9K|NK/Q(I) =m}.

Para ver la convergencia de esta serie y que define una funcion continua en (1, +o0)
vamos a estudiar un poco la serie

7]
o(t) = Z v(m)

m=1

Esta suma podemos restringirla a una de las clases de ideales en K, y la pregunta que
nos hacemos es si el limite o(t, C;)/t es independiente de la clase C; escogida.

Sea n = r, + 2r, el grado de extensién de K, recordemos que r, son los K cuerpos
reales conjugados a K = KV y los siguientes 2r, son los conjugados complejos. Sea

x € Ky{a,,...,a,} una base de K, podemos expresar los conjugados de x
n
xW) = Z yk"‘;(cj)
k=1
para y, numeros reales fijos. Si {u,, ..., u,} es un sistema fundamental de las unidades

de O, l, =1sil <i<ryl, =2cuandor, <i <r, +r, vy sea el regulador
R = | det(l; log |u§.')|)i ;| # 0, entonces los exponentes a, de x cumplen las relaciones

r=ri+ry—1

= 2 ak10g|u§€j)|

k=1

0

log XD oo x|
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. . m m ’
En el caso en que ¢ sea una unidad se tiene que § = {u,"' -+ u," con ¢ una raiz de la
unidad y los m, enteros.

Con ésto podemos plantear el siguiente resultado.

Proposicion 2.2.3.2.  Sea K un cuerpo de nimeros algebraico. Para toda clase de idea-

les C se tiene
. o(C)
Iim

t—o0

=L <+o0

Demostracion. Sea J un ideal integro de la clase C~!, para todo ¢ > 1 tenemos una
correspondencia entre los conjuntos

g, ={1 €Cl|les integral,NK/@(I) <t}
g, = {xOk|0 # xOk C J, [Nk g(x)| < Ng q(J) 1}

Dado I € C, un ideal integro con Ny ,o(I) < 1. IJ € CC~! que es la clase de los
ideales principales, por lo que IJ = xOf con x € IJ C J, ademas

|NK/@(X)| = NK/@(XOK) = NK/@(I)NK/@(J) < NK/Q(J) t
y si tenemos I, I’ distintos, entonces IJ = xOy e IJ = x'O son distintos.

Por el otro lado, sea xO C J no trivial tal que Ny ,(xOg) < Ng o(J) t. Tomemos
I = J7'(xOg). Entonces I € C es un ideal integro tal que NgoI) <t

Puesto que o(t, C) = #¢,, nos basta con contar los elementos de 6;, para lo que toma-
mos un sistema fundamental de unidades U = {u,, ..., u,} de orden infinito en O y
asociamos el conjunto 6: con

g:’ ={xeJ|0< |NK/@(x)| < NK/@(J)t, 0 <a, <1respectoaU}

Para ver la relacion entre €] y €. Sean x,y € €/ tales que xOg = yOy, entonces
x = £y donde £ es una unidad. Considerando los exponentes a,, m, y f, respectivos
tenemos que a; = m; + f,, donde 0 < a, f, < 1y los m; son enteros. Se deduce
que m, = 0 para todo k, y £ = { una raiz de la unidad, sea w = #W el cardinal del
subgrupo de unidades formado por las raices de la unidad, y por tanto #¢/" = w #¢/.

A continuacién vamos a definir el dominio D, C R" enrelaciéncone’’. Sea {a, ..., a,}
una base del grupo abeliano libre J, para cada n—tupla (y,, ..., y,) € R", sea

n
x¥ = Zykal(j), paral <j<n
k=1
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Sea E, el conjunto en R” tales que las n—tuplas cumplen que
0< ‘H x(j)) < Ngjo) t

. L2
y que los exponentes a, de los x') estan en [0, 1). Puesto que d(a; -+ @,) = |det(a,(cj))) +

0, la transformacién lineal (y,, -+ y,) — (xV, ..., x™) es invertible y

n
[T
i=1

el conjunto E, es acotado por ser la imagen inversa de un acotado. Para conseguir el

r

exp| ) alog|ul’| | < (Ng () D'/ exp(rM,)

k=1

|x(j)| —

conjunto cerrado D, nos falta definir E/ de los puntos en R" tales que para algun i

n
x¥ = Z yal =0
k=1

Sea D, = E, U E]. Entonces D, es un conjunto compacto de R". Sea x € €', entonces
las coordenadas de x son enteras, entonces x — (m,...,m,) € E, no todos nulos,
y cualquier punto de coordenadas enteras proviene de x € €/, por lo que hay una
correspondencia biyectiva entre €/" y los puntos enteros de E,. Si x € €/ tal que su
imagen est4 en E/, entonces x = 0, lo que obliga a E] a estar compuesto tinicamente
por el origen.

El total de puntos con coordenadas enteras de D, es igual a 1 + #&/', si intentamos
calcular el limite obtenemos que

. wot,C) . l+we@,C) . l+#e #D,
Iim ——==lim ———— = lim ——— = lim —

t—00 t t—00 t t—0 t t—»o0
Si ahora transformamos linealmente z, = 6(y,) = y,t~'/", se tiene (D,) = D,, y los
hipercubos de centro los puntos de coordenadas enteras y lado uno se transforman
en hipercubos de centro 8(m, ..., m,) y lado t71/7 cada uno con medida 1/t, por lo
que nuestro limite es una aproximacion de la medida de D,

t,C #D
tim 270 i T2 D)) < 400
t—00 t t—oo f
Por lo que
t,C

lim G(I ) — wu(D) = L

t—o0
es una expresion completamente independiente de la clase de ideales elegida. |
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Observacion 2.2.3.3.  Aunque no es necesario para nuestro objetivo, el lector puede
sentir curiosidad por el valor del limite anterior. Este puede calcularse realizando una
serie de cambios de variable sobre la medida de D, y resulta

wo(t,C) 2"t g R

am p u( 1) d

Como ayuda a las mentes inquietas, es necesario cambiar primeramente a coordena-
das polares dadas por la expresion en los cuerpos conjugados complejos, luego usamos
la definicion del conjunto E,, y por ultimo consideramos la propiedad logaritmica de
los exponentes.

Corolario 2.2.3.4.

lim@=hL<+oo

t—>c0

Demostracion. Recordamos que A es el nimero de clase de K, un invariante que
determina la cantidad de clases de ideales hay en K, por lo que

h
, G(t) , G(I’ Cz)
lim — = lim
t—»oo f o t—00

=hL < 4+

Proposicion 2.2.3.5. La serie de Dedekind del cuerpo de nimeros K converge uni-
formemente en (1, +o0) y define una funcién continua, la funciéon Zeta de Dedekind
{x(s), en dicho intervalo, y ademas

lim (s — )¢ = AL

Demostracion. Con el resultado del corolario anterior nos ponemos en la hipotesis
de la proposicion 2.2.1.5 |

A continuacién veremos la expresiéon como producto sobre ideales primos de la fun-
cion Zeta de Dedekind. Sea .J un conjunto de ideales no triviales en K, y sea

T, =1J € TINg,g) Sm), vy(m)=#{J € TINg/o(J) = m)

podemos definir

#J,= ) vyk), S, (=) “= ) ———
; ok JET, (NK/@J)
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y por tanto también
m 1 VI 1
o) )
g 1-1/k gm 1 = (Ngsod)

Proposicion 2.2.3.6.  Sea J el conjunto de los ideales integros no triviales de K, y sea
P el conjunto de los ideales primos en K, entonces

1
H I = (Ng/op)~*

peP

es absolutamente convergente para s > 1y

1 1
pEHP 1 = (Ng,ob)* iy (Ngod)*

Demostracion. Analogamente a la prueba para la funcion Zeta de Riemann, miramos
si la serie es convergente, lo cual implicara la convergencia absoluta del producto

1 . 1 NV
——— =lim ——— = lim ) —
pezp (Ng/gp)®  mow pez (NK/@P)S m—co Z k*

Dada la convergencia, que los ideales considerados estan en O, por lo que se des-
componen en multiplicacion de ideales primos, y que la norma es una funcién multi-
plicativa, tenemos también que

1 1
penp 1- (NK/@p)_S JjeJ (NK/@J)S

Observacion 2.2.3.7. Cuando P es el conjunto de todos los ideales primos en K
Ck(s) = H #
peP K/@p)
Y en el caso particular en que K = Q volvemos a tener la expresion que ya conocemos

(=[]

peEP
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Para continuar con la réplica de los resultados de la seccion anterior vamos a ver una
acotacion para la funcion Zeta. En una extension recordamos que el grado de inercia
de un ideal primo, f = [O/P : o/p], es el grado de extension entre los cuerpos
residuales con los anillos de enteros al levantarse, que también podemos ver como su
dimensién como espacio vectorial de cuerpo o/p.

Proposicion 2.2.3.8.  Sea P el conjunto de ideales primos en K con grado de inercia
f.Para f > 1ys>1,setiene que

1
1< —— < (9"
ple_p[f 1 = (Ng/gp)~* K

ysif 22
1

1< ] = < 1)

gl_ Noaprs S 1)

Demostracion. Para f > 1y s > 1, al existir a lo sumo # ideales primos dada una
norma

1 1 !
1< —_— I I = n
B H 1 = (Ng,op)™* > ( - (NK/@P)_fS> €/ )]

PEP, pePr

y si notamos que |{(f)| > |{x(fs)| cuando f > 2 obtenemos la segunda desigual-
dad. |

Proposicion 2.2.3.9. Sea J el conjunto de todos los ideales integros de K, cuando
s— 17F

lo g~
. ,;J(NK/@JP Z( N ab)

IS

Demostracion. Tenemos que

n

3 1 _ I1 _
JeJ (NK/QJ)S peP 1 - (NK/@p)_S f=1 PEP/ 1 (NK/@p)

que al tomar logaritmo queda

log Z (NK/@J)S = 2 log H 1= (NK/@P)'

Jeg f=1 PEP,

<1 +(n—-1)1 )"
ogpg (NK/@m (n — 1)log |¢x(2)]

Pagina 51



TEOREMA DE DIRICHLET
PARA PROGRESIONES ARITMETICAS

Ahora hemos de obtener la suma y acotar el término extra que obtendremos

tog [ 5 (NmmfZ %87 <NK/ p)s_zz <NK/@p)vs

peP,; PeEP, peP; v=I1
ol 1
p; (NK/QP)S P;I Uzz‘z' v (Ngop)¥

y éste ultimo

- 1
Z ; K/Qp)vs

v=2 peP,;

I/\

1 i v 1 (Ngpeb)
24 K/@P)”S ver, 21 —=(Ng,gh)*

<n) — L < s

K/@‘p)zs pEPp

IA

2
2 oo

Por lo que concluimos que cuando s — 17

log Z 1 N 1

7o Nkl pél (Nk/oP)*

Por ultimo vamos a ver las L—series de Hecke, que generalizan las L—series a idea-
les integros de K en el grupo C;, = F,;/Pr,, visto en la introducciéon. Empezamos
definiendo un nuevo caracter con el que desarrollar el resto de conceptos

| Definicién 2.2.3.10 (Caracter de Hecke). Sea K un cuerpo de niimeros algebraico,
y sea J C K un ideal integro no trivial. SeaC,, = F;/Pr,, el grupo de las clases de
ideales modulo J definimos el caracter modular

7, cuando I € F
()= { !
0 en otro caso

siendo 7 un cardcter del grupo C,,, y I laimagende I enC,,.

| Definicion 2.2.3.11 (L—serie de Hecke). Sea K un cuerpo de niimeros algebraico,
sea J C K un ideal integro no trivial y y un caracter de Hecke asociado a J, definimos

x()

Lislp) =)
Iel (NK/@I)

como la L—serie de Hecke asociada a y, y ésta recorre los ideales integros no triviales de
K.
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Puesto que hemos definido un caracter podemos usar los resultados para sumas
gausiannasy L—series que hemos visto con anterioridad, lo Ginico que cambiamos, con
en el resto de esta subseccion, son los subindices. Vamos a enumerar las propiedades
de las L—series de Hecke:

o Para cada caracter de Hecke y, la L—serie asociada converge uniformemente en
(1, +00) y define una funcion continua en dicho intervalo.

e Si y esun caracter de Hecke distinto del trivial, entonces la L—serie de Hecke con-
verge uniformemente en (0, +00) y define ahi una funcién continua.

« Para s > 1 tenemos la expresiéon como producto de Euler

(11 !
Iel (NK/QI)S pe?, 1 - )((P)(NK/@P)_S

siendo P, son los ideales primos que no dividen a J.

» Para y, se tiene que

L(s|y,) = CK(S)H <1 B ﬁ>
K/Q

»lJ

« Para cualquier caracter de Hecke y y s — 17,

x(P)
log L(slyp) = ), =
0g LS| Xy pezp (NK/QP)S

Pagina 53






3 | Teoremade Dirichelt paraSeries
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3.1 Teorema de Dirichlet para Series Aritméticas

Demostracion

Antes de dedicarnos al teorema de Dirichlet, vamos a pararnos en el caso particular
que pudo comprobar Euler varios afios antes, la prueba de este teorema nos da una
idea para la construccion del tema principal

Proposicion 3.1.1.1.  Sea m un numero natural fijo, entonces existen infinitos primos
en conjunto C,, = {1 + mk | k € N}, y se tiene que

1

s—1

paras — 1%

1
o(m) Y — ~log

peC,,
Demostracion.  Sea & una raiz m—ésima primitiva de la unidad, consideramos el cuer-
po K = Q(¢) de forma que el grado de extension es @(m).

En nuestro caso, como p = 1 modm, p descompone completamente en un total de
@(m) ideales p C K con norma N aP)=p al no ser ramificado, entonces

1 1
pm Y L3 1
P;m P I‘él (NK/Q‘]J)

Como ya hemos visto, para s — 17

1
—— ~ log {x(s),
Pél (NK/Q‘p> )
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y ademas lirg(s —1Dloglg(s)=c#0.

Tomando pues, € con 0 < € < ¢, existe 6 > Otal quesil < s < 1+ §, entonces
|(s = 1)log {x(s) — c| < €. Podemos ver que este valor esta acotado y ademas no se
acerca a cero. Si tomamos logaritmo y hacemos tender s — 1* obtenemos

1
1 ~ 1 .
0g {x(s) ~ log —

Uniendo este tltimo resultado al anterior

@(m) Z ~ log 1, para s — 17,

peC,,

Esto implica que la serie es divergente, por lo que existe una infinitud de nimeros
primos en el conjunto C,,. |

| Teorema 3.1.1.2 (Teorema de Dirichlet para Series Aritméticas). Sean 1 <
a < m naturales tales que gcd(a, m) = 1, entonces la progresion aritmética

C,n={a+mklk € Ny}

contiene una cantidad infinita de primos.

Demostracion. Para esta prueba haremos uso de los caracteres médulo m para dis-
tinguir entre las distintas progresiones segun a, entonces para los distintos caracteres
modulares y; planteamos el sistema de ecuaciones

YEL- ¥ w0 Y %

peP ae(Zm)* p=amodm

que por la proposicién 2.1.1.15 tiene como soluciones para cada a € (Zm)*

p(m)—1

1 1 X:i(p)
Z 1; W )(i(a) 27

p=amodm peEP
Usando la aproximacién de la proposicion 2.2.2.3, cuando s — 17 obtenemos

@(m)—1

> ﬁ (p(lm) Z 7@ log L(sl z,)

p=amodm

Para i = 0 se deduce facilmente que con s — 1%

log L(sy,) ~ log !
s—1
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luego el primer término no esta acotado, vamos a ver que el resto si y que ademas
cada L(1|y;) # 0, bien definidos por ser funciones continuas en (0, +o0). Tomando

= 1lmodm
@(m)—1

> 1% (lm) Z log L(s| 7;)

p=1modm

por la proposicion anterior, cuando s — 17,

(m)—1

Y tog Lislz) ~ log —
i=0 S

~ log L(sy,)

@(m) 1

por lo que el resto de la suma debe permanecer acotada. Si llamamos

H(s) = Z log L(s| ;)

XiF X0

ésta esta acotada cuando s — 1* y ademas

=1 Y = lim e#®
[T £aie = lim [T Lisiz) = lim e 20

XiFEXo XiF X0

de este modo L(s|y;) # 0si y;, # xo |

| Definicién 3.1.1.3 (Densidad de Dirichlet). Sea A C P un subconjunto, supon-

gamos que existe el limite
1
Ly
6(A) = lim ———
=1ty 1
pEP s

Entonces se llama 6(A) a la densidad de Dirichlet de A.

Corolario 3.1.1.4.  Sean a, m nimeros naturales 1 < a < m tales que gcd(a, m), en-
tonces el conjunto de numeros primos en la progresion aritmética C, ; tiene densidad
de Dirichlet igual a p(m)~!.

Demostracion.  Acabamos de ver que cuando s — 17

Z iN—l log 1
P em) Ts—1

p=amodm

Puesto que

1 1
Zﬁzlogs_l

peEP
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su division ha de ser

Entonces

5(C, ) = lim 1 /(log 1 ); !
! =1 p=amodm ps s—1 (p(m)

Haciendo los cambios oportunos y usando los caracteres de Hecke, somos capaces de
generalizar el Teorema de Dirichlet que acabamos de ver con una prueba muy similar
e intuitiva, aunque no entraremos en detalles ya que se escapa de los objetivos de este
trabajo, pero podemos enunciar el siguiente teorema.

| Teorema 3.1.1.5. Cada clase en C,.(0C,) contiene una cantidad infinita de ideales
primos, y ademas, para cada clase Ie C,, f+ € C,, tenemos las densidades de Dirichlet

i (B ) ) =

pel

1 1 1
im| 3 | /(o) =

yel,

3.2 Generalizaciones del Teorema

Cosas que comentar por encima

Teorema de Densidad de Chevotarev

Tal y como expresamos al principio, las extensiones de Galois pueden resultar un
tanto especiales en cuanto a la simplificaciéon de los problemas de ramificaciéon. Nos
podemos preguntar ahora que hemos visto la densidad de Dirichlet aplicada a los
conjuntos formados por las progresiones aritméticas como cambia al considerar otros
conjuntos, como por ejemplo los primos no ramificados que tengan asociada la misma
clase de conjugacion por el frobenius Frob,
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| Teorema 3.2.1.1 (Teorema de Densidad de Tchevotarev). Sea L/K una exten-
sion finita de cuerpos con grupo de Galois G = Gal(L/K). Sea C una de las clases de
conjugacion de G. Entonces

IC]

6({p € P : p no ramificado, Frob, = C}) = ﬁ

Aunque es un resultado bastante intuitivo, la prueba puede ser laboriosa. Una ligera
idea sobre ella es llegar a probar que la densidad de Dirichlet para uno de los embed-
dings es 1/||G| y a la hora de sumar en cada clase se obtiene el resultado |C|/|G]|.

Conjetura de Dickson

Consideremos un sistema lineal de k ecuaciones {a, + b,n}, la conjetura de Dickson
dice que existen infinitos naturales # tales que todas las ecuaciones son nimeros pri-
mos excluyendo el caso en el que para algin p primo, alguna de las ecuaciones es
multiplo de p para todo n.

El caso de k = 1 lo hemos visto como el Teorema de Dirichlet. Cuando k = 2 existen
conjeturas mas conocidas, como los primos gemelos {n, n+2} o los primos de Germain
{n,1+2n}.

Teorema de Green-Tao

El Teorema de Green-Tao formula que para todo natural k, existe una progresion
aritmética de primos con k términos. Mas formalmente

| Teorema 3.2.3.1 (Teorema de Green-Tao). Sea n(N) el niimero de primos me-
nores o iguales a N. Si A es un subconjunto de los niumeros primos tal que su densidad
es positiva

>0

. |An(l,....,N]|
lim sup
N—o0 E(N)
Entonces para todo natural k, el conjunto A contiene infinitas progresiones aritméticas
de longitud k.

Es una derivacion del Teorema de Szemerédi que dice que si la densidad anterior es
positiva para un conjunto A, entonces existen progresiones de longitud k.
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