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Ce rn6moire présente l'application ciwiine méthode tl'élénients finis adaptative a des 

écoulcriients turbulents. L'accent est donc mis sur les ri.su1ta.t~ pliitot que sur I'im- 

plantation tle la rnét hode. Les articles: 

1. "On the jutiicious use of the  k - c hlodel. Wall Fiinctions and .-\daptivityE et 

2 .  Trcdiction of Turbulent Separatcd Flou* in  n Tiirnaroaritl Duct Cjsing Wall 

Fiinct ions and r\daptivity" 

rq~roiliiits irit6griilernent aiix chapi t rcs cinq et sis contiennent l'analyse des résiil- 

t :i ts. Les c h q i  t res préliminaires clécrivent [Ir façon siiccinct e les caractéristiques des 

6coiilcriicnts tiirbulents et  la méthode numérique employée pour les simuler. 

Le p rmic r  objectif du mémoire est de démontrer qu'un modèle de simulation bien 

défini prodiii t dc bonnes prédictions de l'écoiilernent. de la turbulence et des quantités 

dPrivées telles que les coefficients de friction et de transfert thermique sur une paroi. 

Par modèle de simulation bien défini on entend I'utilisation judicieuse du  modèle de 

turbulence et des lois de paroi, ainsi que le choir approprié du domaine de calcuI et 

des conditions frontières. On garantit alors que toute phénoménologie incluse dans le 

modèle mathématique est active dans la simulation. Le second objectif est de montrer 

que la validation des résultats et du modèle de simulation n'est significative que sur 

In base de solutions indépendantes du maillage telles qu'obtenues avec le remaillage 

adaptatif. Cette technique s'avère un outil efficace de contrôle de la qualité des 

solutions numériques. 



Pour simuler les écoulements turbulents, nous utilisons un modèle à viscosit~ ttlrhu- 

lente. L'koulement moyen est calculé en résolvant les équations de Navier-Stokes 

alors que l'effet de la turbulence est modélisé par I'ajoiit d'une viscositi. tiirbiilente 

p,  à la viscosité moléculaire p. Deux quantités: l'énergie cinétique de la t iirbulcnce, 

k .  et son taux de dissipation, c, permettent de calculer la distribution de pi en tous 

points dit domaine. Les distributions de k et c sont obtenues à. l0;iitle d'Pqiiations 

(le transport . ci-après appelées équations de la t iirbiilence. Un concept similaire ii 

la viscosité turbulente. la conductivité turbulente. Xi. permet de calculer le transfrrt 

thermique en régime turbiilent. La distribution de A t  est obtenue à partir de la 

tlist ribut ion de ILL. 

La solution ails éqiiations de Navier-Stokes. d'énergie et de la turbulence r s t  ohteiiiic 

d e  Façon approsimati~~e avec une rn6thotle cl%léments finis. Le domaine (Ir ralciil pst 

divisé rn déments constituant le maillage. Les composantes de vitesse. la tempera- 

tiirr rt lcs variel~lcs de turbulence sont interpolées sur l'élément ii l'aide de fonctions 

qiintlrat iqucs. L'interpolation de la vitesse est enrichie par une forict ion h i l e  cu- 

bique. Afin d'accroître la robustesse de l'algorithme de calcul. les équations de la 

turbulence sont esprimées en termes des logarithmes des variables de la turbulence. 

On s'assure ainsi de la positivité de k et  c partout dans le domaine. Les conditions 

frontières aus  parois sont obtenues à l'aide de lois de paroi pour toutes les variables. 

Le remaillage adaptatif constitue un outil puissant pour contrôler et évaluer les 

erreurs de discrétisation et produire des solutions indépendantes du maillage. La 

méthode consiste d'abord à estimer l'erreur de la solution sur chaque élément du 

domaine. On utilise une méthode dite de projection locale pour construire une a p  

prosiniation de la solution exacte. Les estimations d'erreur sont ensuite utilisées 

pour redéfinir la taille des éléments du maillage partout dans le domaine de calcul de 

façon h ce qu'elle soit plus petite dans les régions où la solution varie rapidement et 



vii 

pliis grande 1% où la solution change peu. Le maillage est donc "adapté" à la solution 

afin d'en contrôler et  d'en uniformiser la précision. 

L'article intitulé "On the judicious use of the k - c Model, Wall Functions and 

.klaptivityt' montre que la prédiction précise du coefficient de friction et du riombre 

tlc Stanton est possible avec le modèle de turbulence k - t et les lois de paroi. Le 

siicr6s de la simulation repose sur l'utilisation judicieuse du modèle. Un écoulement 

tiirbiileiit siir une plaque plane. avec et sans transfert thermique. est utilisé coinme 

problème type. Les prédictions di1 coefficient de friction local ont été obtenues pour 

des iionilms de Reynolds de 2 x 10' et 2 x lu6. Pour le cas Re = 2 x 105, on étudie les 

~ f f c t s  t l i i  nombre de Reynolds de turbulence à l'entrée. de la géométrie de la plaque 

rt di1 type de lois de paroi. Lorsque le nombre de Reynolds de turbulence à l'entrée 

wiit 10% du riombre de Reynolds de l'écoulement. les résultats de la simulation 

sont réalistes. On observe de la turbulence de grille si le nombre de Reynolds de 

t iirl~iilence à l'entrée est trop bas. Une amélioration significative est apportée aux 

prédictions si on incorpore l'épaisseur de la plaque dans le modèle de simulation. 

Finalenient. nos calc~ils démontrent que la loi de paroi a deux échelles de vitesse 

donne de meilleurs résultats que la loi de paroi à une échelle de vitesse. Pour le cas 

Re = 2 x 106. l'écart entre la prédiction numérique du coefficient de friction local, 

C,(r). et la corrélation empirique est d'au rnavimum 13% sur toute la longueur de 

la plaque. Pour le coefficient local de transfert de chaleur, St(x), l'écart entre la 

prédiction et la corrélation ne dépasse pas 7%. 

L'article intitulé *'Prediction of Turbulent Separated Flow in a Turnaround Duct 

Csing Wall Functions and Adaptivity" présente l'application du remaillage adaptatif 

à la simulation d'un écoulement turbulent séparé. La méthode est d'abord employée 

sur un problème possédant une solution analytique afin de démontrer ses perfor- 

mances et sa fiabilité. Elle est ensuite utilisée pour simuler un écoulement turbulent 
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dans une conduite annulaire coudée à 180 degrés. L'article montre que l'utilisation 

<ILI modèle de turbulence k - c avec des lois de paroi permet de prédire la séparation 

de la couche limite sur une surface courbe et lisse. On obtient de bonnes prédictions 

si les valeurs de y+ sur la frontière du domaine de calcul a l'intérieur du virage sont 

proches de 30. Le maillage doit également être suffisamment raffiné afin de s'assurer 

qiic les conclitions frontières obtenues avec les lois de paroi ne dépendent plus de la 

finesse clu maillage. Le remaillage adaptatif s'avère un outil très efficace a cet égard. 

Lrs prédictions obtenues ayec deux modèles différents de la conduite sont comparées 

n w c  des mesures expérimentales. Un modèle utilise des profils plats de u. k et c à 

I'cnt r6e de la conduite et l'autre utilise des profils partiellement développés. Dans 

les deus cas, l'importance d'obtenir des soiutions indépendantes du maillage est dé- 

rxioiitriw. Les prédictions obtenues avec le modèle ii profils partiellement cléveloppés 

sont cn riit.il1r.iir accord avec les données exp(.rimentales. 



ABSTRACT 

This thesis presents the application of an adaptive finite element method to turbulent 

fions. Emphasis is put on results rather than on the method itself. The articles 

cwt i t icci: 

1. *'On the judicious use of the k - c Model. Functions and Maptivity" and 

2. -~PrccIiction of Turbulent Separatecl Flow in a Turnaround Duct Using Wall 

Fiiiictions and .-\daptivity3 

r~printccl in  chapters fire and sis  contain the analysis of the results. The preliminary 

chnpters contain a concise description of the characteristics of turbulence and of the 

riiirricriciil niet hoci riseri to simdate tiirbulent flows. 

The first objective of this thesis is to show that a properly defined cornputational 

mode1 yields acctirate predictions of the Row. turbulence, and quantities such as 

the  skin friction and heat transfer coefficients. The computational mode1 is t e l l  

rlefined if the turbulence model and wall functions are used judiciously and if the 

computational domain and boundary conditions are chosen appropriately to insure 

t hat physics embedded in the mathematical model are triggered in the computation. 

The second objective is to show that the validation of both the results and the 

comp~itatiocal mode1 is only possible with grid independent solutions such as the 

ones obtnined with adaptive rerneshing. This technique prows to be an efficient tool 

for ensuring the quality of numerical results. 

To siniulate turbulent flows, Ive use an eddy vzscosity turbulence model. The mean 

flow is goverried by the Yavier-Stokes equations and the effect of turbulence is mod- 



r l d  by adcling an eddy viscosity ktt to the molecular viscosity p. The turbulence 

kinctic cncrgy. k. and its dissipation rate, c. are used to conipute the value of p, 

evc.r~\vtierr in the domain. The distributions of k and e are governed by transport 

rquntions. A concept similar to the eddy viscosity, the eddy conductivity, At ,  is used 

t« ronipiite ttic distribution of the temperature in turbulent flows. The distribution 

of A t  is ror~ipiitetl froni the distribution of p t .  

Ttic solution to the Savicr-Stokes. energy, and the turbulence equations is obtained 

wit ti a finite clerncnt niethocl. The computational domain is divicled in elernents in a 

pruccss ralled rrit.shing. The coniponents of the wlocity. temperature. and turbulence 

v;iriahlrs are interpolatecl on each element with quadratic Functions. To improve the 

sol)iist i i~ss  of tlic dgorithm. the tiirhiilence equations are espressecl in terms of the 

lognritliriis of k and c variables thcrcfore insuring positivity of k ancl e evepwhere in 

t ho cloiiiairl. Boiindary conditions on solid walls are enforced with wall functions for 

al1 variahles. 

:\(laptiw remeshing is a powerful tool to control and evaluate discretisation errors 

and prodiire grid independent solutions. The method first estirnates the error of the 

soliitiori on each elenient of the domain. .A local projection niethod is used in this 

regard to generate an approximation of the true solution. Error estimates are then 

riscd to redefine the size of elements in the mesh everywhere in the domain. The size 

of ttie elemerits is srnaller in regions where the variations of the solution are larger in 

order to irnprove the accuracy of the interpolations. The mesh is therefore "adapted" 

to the solution. 

The papcr entitled "On the judicious use of the k - c Ilodel. Wall Functions and 

Xdaptirity" shows that accurate predictions of the skin friction and Stanton number 

van bc achieved with the k - c mode1 of turbulence with m i l  functions. Success 

hinges or1 the judicious use of the model. Turbulent Bow and heat transfer over a 



flat platc arc iiscd as test cases. Predictions of the local skin friction coefficient on 

the plate wrre obtained for Reynolds nurnbers of 2 x 10' and 2 x 10% In the case 

Re = 2 x 10'. the effects of inflow turbulence Reynolds number, geometry of the 

platc and type of wail functions are assessed. It is found that an inlet turbulence 

Rcyriolds niiriibcr eqiial to 10% of the Reynolds number yields realistic resiilts. Gricl 

tiirl~iiltmcx~ is obserwd if  the inlet value of the turbulence Reynolds number is too 

lotv. Significxit irnprovcment in accuracy of the predictions is achieved if the plate 

tliickiivss is irit*liitlecl in the computational motlel. Finally, results show that a two- 

v~locity swlc \val1 fiinction is superior to the more popular one-velocity scale na11 

fiirict ion. For t lie case Re = 2 x 106. discrepancies between predictions of the local 

skiri frirt  ion (wficieiit .  Cf(x). and the empirical correlation do not erceed 13% 

ovt)r ttio p l i t t ~  Imgt ti. Predictions of t lie local heat transfer coefficient. S t ( r ) .  are in 

~ x c ~ l l ~ i i t  ;~grt~oiii~mt witli esperimerital corrclations: discrcpancies do not excecd 7%. 

T h  p r p w   rit i tletl "Prediction of Tiirbiilent Separated Flow in a Tiirnaround Duct 

Csing \Ki11 Fiinrtions and Adaptivity" presents an application of wlaptiw remesh- 

ing t.o rtir prdiction of turbulent separated Rows on smooth curved surfaces. The 

nictliodology is fi rst dernonstratecl on a problern possessing a closed form solution to 

establish ttie performance and reliability of the proposed approach. The method 

is theri irpplietl to the prediction of turbulent flow in an annular. axisymmetric 

turnaround diict (TAD). The paper shows that the k - e model with d l  func- 

tions can predict sepnrated flows along smooth curved surfaces. Success is achieved 

i f  the \val1 functions eshibit values of y' close to  30, and if meshes are fine enough 

to guarant ee t hat wall function boundary conditions are grid convergeci. Adaptive 

remeshing proïes to be a very cost effective tool in this context. Predictions from two 

cornpu t at ional models of the TAD are compared wi t h experimental measurements. 

The first model uses Bat profiles of u. k, and e at the duct inlet mhile the second 

model uses partially developped profiles. The importance of appropriate meshes to 



achicw grid inclependcnt solutions is demonstrated in both cases. Better agreement 

mi th  riieasurements is obtained mhen partially developped profiles of I L .  k. and e are 

spcdifiecl at t,he TAD inlet. 
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INTRODUCTION 

Qii'ils soient 011 non associés à du transport d'énergie oii de masse. les écoulements 

dc fliiidrs joiient un rde  essentiel dans l'environnement et les organismes vivants. De 

l'ol~srrwtiori de phénomènes naturels. des individus tels Bernoulli. Xavier, Stokes. 

Boussincsq. Reynolds et Prandtl ont jeté les bases de la science connue sous le nom 

itc rni.cmiqiie des fluides. Les ingénieurs utilisent les principes de mécanique des 

fliiidrs polir. par exemple. contwtir le flot d'un cours d'eau en électricité ou encore 

pour ftiirr. voler les avions. Le cléveloppement d'outils élaborés pour comprendre 

~t pridirr I r s  écoulements résuite du rôle central et indéniable que jouent de tclles 

applirations de la mécanique cles fluides dans notre quotidienneté. 

L'cst raordinaire évolution des micro-ordinateurs au cours des trois dernières décen- 

riios permit l'essor d'unc science devenue aujourd'hui indispeiisable: la mécanique des 

fliiitlcs assistee par ordinateur (SIFAO). De l'optimisation d'un profil de Formule 1 

aux prédictions météorologiques, les débouchés de cet te discipline sont mu1 tiples. 

Pliisieurs individus tentérent donc l'expérience de la AIFAO pour simuler des écoule- 

mcnts turbiilents d'application industrielle. Certains obtinrent de "bons" résultats. 

c'est-h-clire des résultats comparables aux mesures expérimentales. Les autres im- 

putérent leurs inauvais résultats au modèle de turbulence utilisé et conclurent. sans 

autre forme de procès, de l'inadéquation des modèles de turbulence simples tels que 

le niodèle k - c .  .Aujourd'hui. les journaux scientifiques sérieux exigent qu'un résultat 

riiiniériqiie soit accompagné d'une estimation de l'erreur. II devient alors possible. 

stir la tiasc de résultats numériques fiables, de porter un jugement sur. par exemple. 

la \-didit6 d'un modèle de turbulence. Une technique permettant d'améliorer la pré- 

cision des solutions numériques et d'obtenir une estimation fiable de l'erreur existe 

ct porte le nom de remaillage adaptatif. Il s'agit en fait d'une méthode de contrôle 



de la qualité cles solutions. 

Lc noyailu clil prbsent mémoire est constitué de deux articles: "On the judicious use of 

the k - c .\Ioclel. Wall Functions and Adaptivity" soumis pour publication à I 'AIAA 

.Iouninl et Tretlictioii of Turbulent Separated Flow in a Turnaround Duct Using 

\\.ail Fiinctioris and Adaptivity" soumis pour publication au International Journal for  

CFD. Ces art ides presentent les résultats cle la simulation d'écoulements turbulents 

obtenus avec un algorithme de remaillage adaptatif. Le modèle de turbulence k - e 

ct lcs lois dc parois sont utilisés. Dans le premier article. on étudie un écoulement 

sur iiric plaque plane avec et sans transfert thermique. Le second article est consacré 

d I'Qt iidti d'iiii +coolcrrient séparé dans une conduite annulaire inisymétriqiie coudée 

d 180 &grCs. 

Cti aperqii de la siniulation des écoiilernents turbulents est d'abord donné au chapitre 

un. Lr ph6nomCne qu'est la turbulence. de même que ses effets. sont brièvement 

décrits. Lc rrioclèle de turbulence k - et  que nous utilisons. est ensuite introduit. 

Le chapitre comprend aussi une revue bibliographique de la méthode de résolution 

niimeriqiie employée. Les équations utilisées pour modéliser les problèmes étudiés et 

la clcscription de la méthode de résolution numérique font l'objet du chapitre deux. 

Au chapitre trois. quelques artifices numériques nécessaires à la résolution des pro- 

blèmes sont présentés. Nous discuterons alors des méthodes de stabilisation, des lois 

de paroi et de la résolution des équations de turbulence en variables logarithmiques. 

Le chapitre quatre est une synthèse de ce qui constitue l'essence de ce mémoire, c'est- 

h-dire le rcrriaillage adaptatif et les articles "On the judicious use of the k - e blodel, 

Wall Functions and Adaptiiity" et "Prediction of Turbulent Separated Flow in a 

Turnaroiind Duct Using Wall Functions and Adaptivity". Ceux-ci sont reproduits 

dans leur version intégrale aux chapitres cinq et six respectivement. 



CHAPITRE 1 

LA SIMULATION D'ÉCOULEMENTS TURBULENTS 

Les i)cotilements turbulents sont de nature non-stationnaire et tridimensionnelle. Ils 

prkcntrnt égalmient ilne vaste gamme d'échelles de longueurs et de temps. Pour 

simuler esactenient de tels écoulements, la finesse du maillage devrait être du même 

urclr~ de grandeur qiie la plus petite échelle de longueur (i.e. - O(0.001L). où L 

est la longueur caractéristique de l'écoulement). Ceci se traduit par un maillage 

triclirticrisionncl contenant un minimum de 10%ooecls [II. Afin de tenir compte de 

lii nature trarisitoire du plii.nornène. il  faudrait en plus résoudre l'écoulement h des 

iritcrmlles de temps du même ordre de grandeur que la plus petite échelle de temps. 

La capacité de calcul des ordinateurs disponibles aujourd'hui est insuffisante pour 

;iu-orriplir une t d e  thche. On a donc recours ii des modèles de turbulence dont le but 

est de reproduire le phénomène qu'est la turbulence à un codt numérique acceptable. 

Cet te approche implique que la résolution exacte de l'écoulement est abandonnée au 

profii de la résolution de l'écoulement dit "moyen". Les effets de la turbulence entrent 

clans la description de l'écoulement via le modèle, lequel esl typiquement constitué 

d'informations théoriques et empiriques. Il n'existe toutefois pas de modèle universel 

pouvant être utilisé dans toutes les applications. Le choix du  modèle est basé sur les 

besoins propres à l'écoulement (complexité de la géométrie) et le niveau de précision 

rtdierclié. 

Dans ce chapitre. nous décrivons succinctement le phénomène de la turbulence et ses 

effets. Le modèle de turbulence utilisé dans ce mémoire, le modèle k - 6 ,  est ensuite 

présenté. Le chapitre se termine par une revue bibliographique. 



1.1 La turbulence et  ses effets 

L'et iidc phi.noménologique détaillée de la turbulence dépasse largement les objectifs 

rlr ~r oiivrage. Le lecteur intéressé pourra trouver plus de détails à cet effet dans 

Irs oiimigrs de Hinze 121 ou de Tennekes et Lurnley 131. Xoiis nous limiterons donc 

;i 1;i iliwription qualitative de la turbulence et de ses effets. 

L'iwiilcnirnt turbulent peut être perçu comme un écoulement tourbillonnant ir- 

r+giilit~r dorit 10s fliictuations par rapport au temps et j. l'espace seniblent tout B fait 

I f i t i r t s .  I I  cst donc difficile d'obtenir une description mat hematique esacte d o u n  

r d  plii>notiiPric. C'est pourquoi une approche statistique est utilisée afin de séparer 

1'6cuiilctrirrit c?n une partie "moyenne" et iine partie "fluctuante" (4.51: 

Los Imrcs horizontales au-dessus des variables représentent les valeurs moyennées 

rlans lc temps: 

où l'intervalle t2  - t l  est long comparativement à l'échelle de temps du  mouvement 

turbulent. Les caractéristiques propres à l%coulement turbulent proviennent du niou- 

wment de la partie fluctuante (u'). lequel est impossible à prédire. On cherchera 

donc à prédire les effets du mouvement plutôt que le mouvement lui-même. Parmi 

ces ~ffets .  notons l'accroissement extraordinaire de la viscosité apparente du fluide 

par tin facteur atteignant parfois plusieurs dizaines de milliers. Ceci s'explique par 



l'effet accru de mélange causé par le mouvement désordonné des particules de flui- 

de. On visualise facilement cet effet lorsqu'on pense à un groupe de coureurs au 

dilpnrt d'iiri marathon. Lorsque tous les coureurs circulent dans la même direction. 

on observe I'écoiilement ordonné du peloton, comparable a un écoulement laminaire. 

Si par contre quelques coureurs décidaient de courir en zigzag, les chocs entre les 

individus auraient bient6t pour effet de ralentir tout le peloton. On pourrait alors 

dire que le peloton a tirie .*viscosité apparente" plus élevée. Cet accroissement de la 

viscosité est ii la, base de nombreux modèles de turbulence dont le modèle k - e décrit 

h la scct ion suivante. CPS modèles portent le nom de modèles a viscosité turbulente. 

L'eff~t de nii.laiigr c3st l'origine de la rbsistance accrue observée pour les écoule- 

ments t \irhiilcnt.s daris les tuyacis et de 1a force de trairite élevée que doivent vaincre 

Irs a\.ioiis rt Irbs hntwis.  Par roritre. ce même effet clc mélange augmente le transfert 

thermiqiic. inclispensable dans plusieurs applications. 

1.2 Un modèle de turbulence: k - E 

L'analogie entre le mouvement moléculaire, qui  conduit à la loi de viscosité de Stokes 

pour les écoiilernents laminaire, et le mouvement des particules de fluide dans un 

écoulement turbulent est à la base du concept de viscosité turbulente. Les tourbillons 

turbulents se comportent comme les molécules qui se frappent et échangent de la 

quanti té de motivement. Tout comme la viscosité moléculaire est proportionnelle 

3. la vitesse et à la trajectoire moyenne des molécuies. la viscosité turbulente est 

proportionnelle à une vitesse caractéristique cles particules de fluide et a la longueur 

cnractérist ique cle leur déplacement: 



Ces échelles de vitesse et de longueur correspondent ailx grancles échelles clu mou- 

vement turbulent qui peuvent être prédites assez prbcisérnent pour la plupart des 

i.coulernents turbulents [51. Les échelles i' et Lm changent en fonction de la position 

à l'intérieur di1 domaine de calcul. La viscosité turbulente est donc une propriété de 

l ' ihiileirimt et non du fluide. Le modèle k - e de Leiinder et Splaciing 161 permet, 

de façon indirecte. de calculer la distribution de pt partout sur le domaine à l'aide 

de l'énergie cinétique de la turbulence, k. et de son taux de dissipation. c .  L'énergie 

cini.tique de la turbulence k. définie comme suit: 

~ s t  IYchclle approprire pour 1' et on utilise: 

Par ilno étude clirnensionnelle ['il: on peut aussi montrer que: 

Eri remplaçant (1.5) et (1.4) dans (14 ,  on obtient: 

ou encore. sous la forme de la relation de I<olmogorov-Prandtl: 

qui relie directement la viscosité turbulente pt aux variables k et E .  Les distributions 

de k et 6 sont obtenues à l'aide d'équations différentielles de transport présentées au  



chapitre suivant. 

1.3 Résolut  ion numérique: la revue bibliographique 

Tous les i.coiilements. y compris les écoulements turbulents. obéissent aux lois de con- 

servation de la masse, de la quantité de mouvement et de l'énergie. Le ciéveloppement 

(le ces lois sous la forme cl'éqiiations différentielles pour le cas particulier des fluides 

newtoniens incompressibles (équations de Navier-Stokes) se retrouve clans tout bon 

livrc de rriéciiriique des fluicles. Citons en particillier les ouvrages de Batdielor [SI 
t ce  C r i  9 Les équations de trarisport des variables de tiirbiilence k ct  f sont 

di'vdoppées de façon assez détaillée dans Rodi 151. Cet ouvrage c k r i t  Cgalement 

l'usage de tloriri6cs empiriques pour obtenir les équations de transport de k et r sous 

une fornic "utilisable". C'est d'ailleurs sous cette Forme qu'elles sont pr&ent(.cs ail 

chapitre 2. 

On r6soiit le syténie d'équations avec cne méthode d'éléments finis. De nombreux 

ouvrages ont été écrits sur le sujet. Reddy et Gartling 11) proposent une approche 

pratique de la méthode des éléments finis pour les applications en dynamique des 

Huides et transfert thermique. Les fondements mathématiques de la méthode peu- 

vent etrc retrouvés dans les livres de Reddy et Oden (101 et de Gunzburger [Ill. 

En bref. la méthode est basée sur l'idée que la solution d'une équation différentielle 

peut étre représentée par la combinaison linéaire de paramètres inconnus c, et de 

fonctions O,, choisies de façon à respecter les conditions frontiéres du problème. Les 

paramètres c, sont alors déterminés de telle sorte que le résidu pondéré de l'équation 

différeiiticlle soit minimal. Afin de faciliter le choir des fonctions 4,' on divise le do- 

maine en portions géométriquement simples. appelées éléments finis. Les fonctions 

d, sont construites sur la base d'idées empruntées à la théorie de l'interpolation, d'où 



leur nom de fanctions d'interpolation. La méthode des éléments finis consiste donc 

à résoiidre (dans lc sens du résidu minimal) une équation différentielle de façon élé- 

mentaire, c'est-à-dire sur chaque élément d'un domaine. La subdivision du clornaine, 

appel te maillage. revêt donc une importance particulière puisque. intuitivement, on 

r6alise que la précision de 1'"interpolation"sera inversement proportionnelle ii 1.2 taille 

(le l'kI+nient. Il faudra cependant mailler le domaine de bçon judicieuse. c'est-à-dire 

il t iliser des 6lérrients de petite taille seulemerit là où la solution le requiert vraiment. 

C'est ce c p e  permet le remaillage adaptatiJ Che méthode de remaillage adaptatif 

a éti. (lévelopp(.e et appliquée par Pelletier et Hetu I12-14I à des écouIemcnts lami- 

naires incom pressiblcs. Les détails sont présentés dans Hétu 1151. La méthode évoliia 

vt IPS applications furent étendues aux écoiilenients turbulents 116-91 1. 

Il appariiit h,itlprit qiic la r6solution d'un écoiilernent turbulent constit iie tin problème 

de plus grande taille que la résolution d'un problème laminaire puisque les équations 

dc t rarisport de k et c doivent être résolues en plus des équations de Navicr-Stokes et 

dc conser~ation d'energie le cas échéant. L'accroissement des difficult6s numériques 

n'est toiitefois pas aussi manifeste. Les équations de transport de k et c sont très 

rion-linéaires et fortement couplées aux équations de Navier-Stokes pour l'écotilement 

moyen. Lors de leur résolution, il peut arriver que k et c prennent des valeurs 

négatives en certains endroits du domaine. Advenant le cas d'une valeur négative 

de e.  il en résulterait une valeur négative de pt (1.6). Afin d'éviter l'occurrence 

ci 'une telle situation, certains auteurs optent pour la méthode de "clzpping" 1221 qui 

consiste i limiter les valeurs de k et c à un seuil minimal. Nous préférons utiliser la 

mkthode dite de résolution en variables logarithmiques telle que présentée par Ilinca 

et Pelletier [16.231. Non seulement elle présente la positivité de k et c mais elle facilite 

aussi la convergence des calculs puisque la fonction logarithme varie plus doucement 

que son argument. Les régions de forts gradients de k et c sont donc plus faciles à 



Les équations de Navier-Stokes et de conservation de l'énergie, tout comme les équa- 

tions de turbiilence, sont des équations de type convection-diffusion. Pour un nom- 

bre dc Reynolds élevé, le terme de convection prend beaucoup d'importance. Il peut 

cn résulter des instabilités, purement numériques, qui faussent la solution, ou pire, 

rnipéchent carrément la convergence de la méthode de résolution. Différentes for- 

rniilations numéric~ues ont été développées afin de pallier à ces inconvénients. Vous 

iitilisoris ail besoin la formulation SU de Hughes et Brooks 12-11, SUPG de Brooks et 

Hughes 1251 ou GLS de Hughes et al. 1261. 

Le modèle k - c a été développé pour des écoulements turbulents isotropiques, à 

rionibre de Rcynolcis de turbulence élevé. et non confinés. Un  problème se pose donc 

t l~ s  parois solides oii la. nature de lëcoulernent change et le nombre de Reynolds 

dirniniw. ;\ la paroi-même. i l  existe une sous-couche laminaire où le modèle est 

t oii t à hi t inapplicable. Ces régions adjacentes aux parois solides constituent un 

t lb f i  iiiiniérique cle taille puisque non seulement le modèle de turbulence n'y est plus 

v;iliclc. niais aussi parce qu'ii cet endroit les gradients des variables (k. e, u et T) sont 

les plus élevés et la résolution des équations jusqu'aux parois s'avère inabordable d u  

point de vue numérique. On aura donc recours à une autre stratégie: l'utilisation 

de lois de parois. Cette approche 161 permet de définir des conditions frontières à 

ilne certaine distance des parois solides grace à l'utilisation d'un profil de vitesse 

universel. Il s'agit d'une approche contestée par certains auteurs mais dont il sera 

beaucoup question dans ce mémoire. 



CHAPITRE 2 

LES ÉQUATIONS ET LA MÉTHODE DE RESOLUTION 

Ce chp i t r c  est consacré aux équations utilisées pour modéliser les écoulements 

prkscntés nus  chapitres 5 et 6. On présente d'abord les équations pour l'écoulement 

riioycw rt 1t.s variables de turbulence. Le concept de viscosité turbulente introduit 

i i i i  c:fiapitrr précédent y est décrit cn détails. Une section est ensuite consacrée 

 ils forriics non-cliniensionnelles puisqu'ellcs représentent la forme préconisée pour 

In rkolii t iori nunit'riquc. La méthode des éléments finis. utilisée pour résoudre les 

Eqiiations. kr;i l'objet dc la section suivante. L'algorithme de résolution est présenté 

PI] ch~icbr  l i m  

2.1 Les équations: représentation mat hématique du milieu continu 

L'approche statistique introduite j. la section 1.1. qui vise à diviser l'écoulement en 

une partie moyenne et une partie fluctuante, est utilisée pour simplifier le traitement 

dcs (.roulements turbulents. Ainsi, les variables u, p et T sont remplacées par les 

espressions (1.1) dans l'équation de continuité, dans les équations de Navier-Stokes 

et dans l'équation de conservation de ['énergie. Après simplifications [.LI, on obtient 



pour lin écoulement permanent: 

Lc tcrmc de force niassique des équations de mouvement (2.2) de même que le terme 

<Ir dissipation visqiieiise et le terme source de l'équation d'énergie ('2.3) ont été négli- 

gbs. Dor6niiviiiit. et ct. par soiici cle clarté d'écriture. les barres horizontales au-dessiis 

drs v;iri;ibl~s trio-crines seront omises. 

- - 
La modi.lisation cles tcrrnes u:u; et u'T est au coeur du problème de la simulation des 

Pcoiilenients tiirbiilents. Physiquement, la corrélation -pu:tr; représente le transport 

d i '  qiiaritité tic rnoiivcnient attribuabie à la partie fluctuante cii i  mouvement. Par 

rsrniplc. le tcrnie est le terme de transport de la quantité de mouvement en r 

dans la direction y (ou vice versa). 11 agit comme une contrainte sur le fluide. d'où son 
- 

riom de îont.rninte turbulente ou contrainte de Reynolds. Lc tenseur R = - p  u'd 1 1  

porte le nom de tenseur de Reynolds. L'honneur revient semble-t-il à Boussinesq 

(1877) d'avoir été le premier à proposer une analogie entre l'effet du tenseur de 

Reynolds et une uzscosité turbulente: 

Le premier terme à droite de l'égalité dans (2.4) 

suivantes: 

conduit aux contraintes 

(2 A)  

normales 



t lont  la soiiirtie est zéro en raison de l'équation de continuité (2.1). Cependant, 

la sorrirrir cIcs contraintes normales doit être positive et égale à deux fois l'énergie 

r i n P t i q i i r  (hl t iirtnilencc 151 telle que  définie par l'équation (1.3). On rajoute donc le 

(lciisi6rncl tcvtic au membre de droite de (3.4) de façon it ce que la trace c h  tenseur 

coiitriiiiitc~s turbulentes soit égale à 2k.  

Lc trrriic u'T de l'équation d'énergie est rnoclélisé grice à un concept similaire à la 

rwcw.sité hmhtlflnte. soit la conductivité turbulente: 

Eii riwpl;iq;irit (2.4) ct (2.5) clans (2.2) et (2.3) respectivement. on obtient les équa- 

tions <Ir ~iioii~rrrirrit et d'énergie dans une forme modélisée: 

LP tcrnie $AY~,, de (2.4) est inclus dans le terme de gradient de pression puisqu'il 

s'agit d'iinc contrainte normale. 

La tàche se résume maintenant trouver les valeurs de f i t  et de A,. Tel que vu au 

chapitre précédent. la distribution de pt dans le domaine de calcul est obtenue à 

partir des variables de turbulence k et 6 (pt  = C,pk2/e). Celles-ci obéissent aux 

équations de transport suivantes 16): 



oii P(u) = Vu : (vu + vuT) . (2.10) 

Les valeurs des constantes du modèle (tableau 2.1) sont telles que suggérées par 

Laonder et  Spalding 161. La distribution de At est obtenue par: 

Tableau 2.1: Constantes c h  modèle k - E 

2.2 Les équations sous forme non-dimensionnelle 

Bien que les équations (2.1) et  (2.6) B (2.9) soient résolues telles que présentées. il 

est plus pratique de formuler un problème avec une forme non-dimensionnelle. Ceci 

permet de regrouper et de mettre en é d e n c e  les dimensions caractéristiques d'un 

problème sous la forme de nombres sans dimension ayant une signification physique: 

e.g. Re ou Pr. Il devient alors simple de modifier les données d'un problème en 

changeant un seul paramètre. De plus, comme leur nom l'indique. les formes non- 

diniensiorinelles sont indépendantes du système d'unités utilisé. Pour les obtenir. on 



remplace les variables non-dimensionnelles suivantes dans Irs équations. 

- 
y -  t - k - € c=- (2.12) A t  = Y k = -  et l'opérateur 9 = VL,. 

pcp L , L  U& ' 

L'équation de cont iniii té devient: 

alors que I'i'qiiat ion de mouvement s'écrit: 

-4pr6s division de tous les termes par '2 et remplacement <Ir Iëchelle de pression 

p. par on obtient la forme souhaitée: 

Les formes non-dimensionnelles des équations d'énergie et de transport de k et e sont 

obtenues de façon similaire: 



En comparant les équations (2.6) à (2.9) aux équations non-dimensionnelles (2.14) 

h (2.1;) respectivement, on obtient les valeurs des paramètres ii spécifier au pro- 

grnmnie pour résoudre les équations non-dimensionnelles. Ces valeurs sont présentées 

au tableau 2.2. 

Tableau 2.2: Valeurs a spécifier au programme pour résouclrc les équations iioii- 

clinicnsionnelles 

Paramètre laleur 

2.3 La méthode des éléments finis 

2.3.1 L'élément 

La méthode des éléments finis consiste à diviser un domaine en petits éléments puis 

à trouwr en certains points du domaine, appelés noeuds de calcul, la valeur des 



variables dépendantes u. T ,  k et c qui minimisent le résidu pondéré des équations. 

Yoiis utilisons l'élément de Crouzeis-Raviart 1271 tel que présenté à la figure 2.1. Les 

distributions de la vitesse et des scalaires (T, k, r )  sont interpolées sur l'élément à 

\'aide de fonctions qiiadratiques. Ainsi, on évalue les composantes de la vitesse et 

le raleiir des scalaires aux sommets cles éléments de même qu'au milieu des arêtes. 

L'interpolation de la vitesse est enrichie par une fonction bulle cubique associée au 

ceritroide cle l'élément. La distribution de la pression est quant à elle évaluée en trois 

cdroi ts  i l'intérieur de l'élément par dcs fonctions d'interpolation linéaires. 

Vitesse Pression 

O : Interpolant lineaire 
O : Interpolant quadratique 
x : Interpolant cubique 

Figure 2.1: Élément de Crouzeix-Raviart. 

2.3.2 Formulation variationnelle 

Pour résoudre des équations différentielles par une méthode d'éléments finis, la pre- 

mière étape consiste à écrire la formulation variationnelle (forme faible) des équa- 

tions. La formulation variationnelle peut être définie comme une forme intégrale 

des équations différentielles où apparaît la condition frontière naturelle du problème. 

Pour I'ohtenir. la première étape est d'écrire l'équation sous la forme intégrale d'un 



rbsitiii pontléré. On met d'abord tous les termes de I'équation du méme côté de 

l'@alite puis on multiplie par une fonction poids (ou fonction 'test') 621 et on intègre 

sur I*i.lhicnt. Pour les équations de mouvement on obtient: 

Le t.crrric entre accolades est le résidu. La méthode des élénients finis fait en sorte 

qiic Irs valeurs aux noeuds des variables sont ajustées de façon à minimiser ce résidu 

sur ctiacliie élément. Ceci relève de la théorie du calcul variationnel. dont nous ne 

{lixiitrrons pas ici. .i ce sujet. le lecteur peut consulter le livre de Recldy et Oden 1101. 

Lcs tcrrncs de cliffusion et cie pression de l'équation (2.18) sont ensuite intégrés par 

part ics: 

oii le tenseur du taux de déforniation D est défini comme suit: 

1 
D(u )  = - (Vu + vuT) (2.20) 

2 

La condition frontière naturelle (ou de Neumann) apparaît suite à cette intégration 

par parties. Dans ce cas-ci, cette condition prend la forme de contraintes sur la 

frontière: 

oii fi est le recteur unitaire normal à la frontière. Sur Les portions de frontière où 

une condition de Xeumann est imposée (T,=)' la quantité f est connue. Ailleurs 

sur la frontière on impose directement la valeur de u ( u ,  .ÿ ou w )  et la fonction 



poids (hi. 627 ou dur) doit s'annuler. 11 s'agit alors d'une condition de Dirichlet. En 

pll is <le faire apparaître les conditions frontières naturelles du problème. l'intégration 

par parties prksente l'avantage de réduire la condition de régularité des fonctions 

d'interpolation, un sujet dont il sera brièvement question à la section suivante. 

-* 

Lëqiiat,ion (2.19) constitue la formulation variationnelle des équations de conser- 

vatiori tio la quantité de mouvement. De façon similaire: on obtient la formulation 

\-ariat ionnelle des tqiiat ions de continuité. d'énergie. de même que celle des Gquations 

tir transport de k et c. 

Continuitil: 

Transport de k: 



Trnrisport tle e :  

2.3.3 Le modèle éléments finis 

L'Ctapc suivante consiste à construire un système matriciel permettant la résolution 

riiiiii6riqiic tlcs éqiintions. Pour ce faire. les variables dépendantes sont approximées 

par  iine combinaison linéaire de paramètres inconnus et de fonctions connues. Par 

iwrriplc. Ia distribution de la coniposmte de vitesse horizoritale est approsiniée sur 

i iri 6li.rii~nt par l'expression suivante: 

oii 11; est la valeur de ue au noeud j et !V, est le nombre de degrés de liberté élémen- 

taires pour u.  Dans le cas de l'élément de Crouzeis-Rariart. X,, = 7 (voir figure 2.1). 

Les fonctions d'interpolation q5; ont la propriété suivante: 

Dc plus. afin que la solution numérique converge vers la "vraie" solution, quelques 

criteres s'appliquent au choix de l'approximation ue Il): 

I .  Les approximations ue doivent satisfaire aux exigences de continuité des for- 

mulations variationnelles. En d'autres mots, la differentiation des fonctions 

d'interpolation ne doit pas entraîner I'annulation de termes dans les formes 



2 .  Lcs polynoiiies utilisés pour rcprésenter ue doivent étre complets: tous les ter- 

nies. tlii degr6 zéro au degré le plus élevé: doivent s'y retrouver. et ce pour 

c.hnciirie clcs variables indépendantes. 

3. Toiis Ics tcrriirs cles poiyn6nies doivent être linéairement indépenclants. 

L r  crittkr ;: 1 cst attEnué par l'intégration par parties lors du développement des 

forriic:~ i.;iriiitionncllcs. L'ordre cles dérivées est alors réparti également entre les 

foric~t.ions poids ct Ics viirial~les dépendantes. 

Lii raison d'2tre cles fonctions poids est de fournir. à partir des fornies variationnelles. 

i ~ i i t a n t  d'6cliiatioris ;ilgPbriqcies in~i~prndnntes qii'il y a d'inconnues. On rhoisira donc 

.Vu fonctions indépentlitrites potir di1 dans chaque élément. Cri choix assez vaste 

de foiictions poids csiste puiscliie les fornies mriationnelles doivent étre satisfaites 

prii iiiiportc. la valeur des fonctions poids. Sous utilisons la méthode de Rayleigh- 

Ritz-Galerkin (ou simplement Galerkin) pour laquelle les fonctions d'interpolation 

ct les fonctions poids sont les mêmes: d u  = 4;. ~ 5 5 .  ..., ~ 5 % ~ .  Ce chois est intuitif 

lorsqii'ori considere la. fonction poicls comme une variation virtuelle de la variable 

dépendante. Le système matriciel élémentaire comprenant les degrés de liberté de 

toi1 tes les variables dépendantes est ainsi construit. Le système matriciel global est 

ohtrnii par assemblage des systèmes élémentaires (281. 

2.4 Résolution 

2.4.1 Algorithme 

Le système matriciel global est résolu selon l'algorithme suivant: 



1. Initialiser les variables u? T, k. é. 

2. Calculer la distribution initiale de 1 ~ ~ .  

3. Résoudre. 

3 . 1 .  Résoiiclrc les éc~uations de nioiivement. continuité et énergie (s'il a lieu). 

3 . 2 .  Résoudre les équations de k et e ,?sec Ic cthamp de vitesse calciilé i l'étape 

précederite. 

3.2.1. Résoudre l'équation de k.  

3.2.2 .  Résoudre l'équation de c .  

3.2.3. Calculer une nouvelle distribiitiori de lit 

3.2.4. Retourner iî l'étape 3.2.1 si le crit6re d'arrét n'est pas satisfait. Dans 

le cas contraire. poursuivre à l'étape 3.3. 

3.3. Retourner B l'étape 3.1 si le critere d~ (:onvergence global n'est pas satis- 

fait . .Au trenient . arrêter les calcuis. 

2.4.2 Traitement des non-linéarités 

Les termes de convection dans les équations de mouvement entraînent des systèmes 

matriciels non-linéaires de la forme 

pour lesquels la matrice des coefficients est fonction du ~ e c t e u r  d'inconnues U. Les 

6quations de transport des variables de turbulence sont elles aussi non-linéaires et un 

problème sirnilaire surgit lors de leur résolution. Pour pallier à cet inconvénient. deux 



choix s'offrent à nous. Tout d'abord. le système peut être résolu par i lne niéthocle 

itérative dite méthode de Picard: 

Ln matrice des coefficients est évaluée à l'aide des valeurs de U de l'it6ration prCcé- 

dente. Cette méthode a l'avantage d'être robuste mais son taux de convergence est 

linéaire. U n  second choix. la méthode de Newton. évalue la matrice des coefficients 

en utilisant iin développement en série de Taylor d'ordre un atitoiir de la solution 

roriniie Un-': 

qui  condiii t au système: 

où le résidu r(Un-l) est défini de la façon suivante: 

2.4.3 Contrainte d'incompressibilité 

Lors de la construction des systèmes matriciels, la pression n'est pas considérée 

comme une variable dépendante mais plutôt comme un multiplicateur de Lagrange. 

L'équation de continuité constitue la contrainte et on utilise la méthode d'Wzawa 

pour la satisfaire [29]. 



CHAPITRE 3 

L a  simiilation d'écoulements turbulents comporte quelques difficultés numériques 

ausquelles nous nous attarderons dans ce chapitre. Elles sont de deux types. Il y 

a d'abord les instabilités numériques engendrées par le caractère hyperbolique des 

prot~lCnirs ii nombre de Reynolds élevé. Certaines niéthodes permettent de stabiliser 

la ri.soliitiori des equations par la modification des fonctions poids ct (l'éliminer ces 

oscilliit ions de la solution. Nous présentons trois d'entre-elles ii la section 3.1 : les for- 

i~iiilations SU, SLPG et GLS. II y a ensuite les difficultés résultant de l'utilisation du 

rnotlèle k - É. lesquelles proviennent de deux sources. soit l'imposition des conditions 

frontihrcs sur les parois solides et le comportement très non-linéaire des équations de 

t i r u c r c p .  L'utilisation de lois de parois décrite ë. la section 3.2 permet <le générer 

des conditions frontières près des parois pour toutes les variables dépendantes. La 

rholiition des équations de turbulence est quant à elle facilitée par la formulation en 

variables logarithmiques telle que présentée à la section 3.3. 

3.1 Stabilisation de l'algorithme de résolution 

3.1.1 Origine des instabilités 

Considérons une simple équation unidimensionnelle de type convection-diffusion: 

dc d'c 
u- =a- 

dx dc2 



Un schéma de type différentiation centrée avec la méthode des différences finies. 

oii encore l'utilisation d'interpolants linéaires avec la méthode des éléments finis en 

formulation Galerkin. fait en sorte que l'équation différentielle est discrétisée de la 

fqon  suivante: 

Sous reiripinçons maintenant les valeurs nodales amont (ci- ,) et aval (c,,~) par des 

(li~wloppeini?nts de Tdyior autour du noeud i. Ceci mettra en évidence la clifférence 

m t  rcl I'Cqiiat ion différentielle (3.1) et I'équation discrétisée (3.2). Les développements 

cn scric cle Taylor sont les suivants: 

oii Ies dérivérs d'ordre trois sont obtenues en différentiant l'équation (3.1): 

En remplaçant (3.3) et (3.4) dans (3.2), on s'aperçoit que la solution de (3.2) est la 

solut ion nodalement exacte de ['équation différentielle perturbée suivante: 

u2 (As)' V n  coefficient de diffusion artificiel négatif (-T) est ainsi introduit et a pour 

effet de déstabiliser la  solution^ particulièrement lorsque le nombre de Reynolds de 

lëcoulement est élevé (uln >> 1) ou que le maillage (lx) est grossier. Différentes 



trrhniqties visant à régler ce problème majeur ont été développées. à commencer par 

la différentiat ion amont ou l'ajout de difhsivité artificielle positive. Cet te dernière 

tcdinirliic s'est avérée efficace en 1 D mais son extension aux cas multidimensionnels 

ii'a pas connu le niêrne succès puisque la diffusion transversale à l'écoulement faussait 

Ics rbstil t ats. Les méthodes di tes 'Streamline Upwind" ont alors été développées. La 

tliffiisivitb artificielle, auparavant un scalaire agissant dans toutes les directions, a 

i a t i .  rcnip1;icée par tin tenseur qui agit uniquement dans le sens de l'écoulement. 

3.1.2 Formulations "Streamline Upwind" 

L'iqmition de convection-diffusion (3 .1)  est réécrite pour le cas multidimensionnel: 

A la (lifTiisivit6 r6ellc a est ajoutée la diffusivité artificielle sous forme tensorielle 

CI,, 12-41: 

Le produit dyadique du vecteur vitesse (uu) dans l'expression de la diffusivité ar- 

tificielle fait en sorte que celle-ci agit uniquement dans le sens de l'écoulement. Le 

paramètre i; est déterminé par une analyse théorique de convergence. Il est défini 

comme suit: 



1 
avec ( =  cothPe - - 

Pe 

I - et h sont r~sprctivement le module <le la vitesse et le taille de l'élément. Le nombre 

(Ir P6rlet (Pe) est rn  quelqiie sorte un nombre de Reynolds élémentaire. 

L'équation (3.6) est réécrite en y ajoutant la diffusivité artificielle: 

u T c =  V.(cuVc+ iuu  - Vc) (3.9) 

La formulation variationnelle élémentaire de cette équation s'obtient en multipliant 

par iinc f i~nction poids bc ct en intégrant par parties (on suppose des conditions de 

Diridilot siir IPS frontii>res). La fonction poids (k correspond B la fonction poids de 

la iriC.thodc (Ir Gnlcrkin. c'est-à-dire la fonction d'interpolation. 

Lr I L .  G r &  di?' = - nVc . V6c tlRL - (iuu . Vc) . Vdc dRe (3.10) 

Le trrme issu de In diffusivité artificielle peut être réarrangé et additionné au terme 

clc conwc t ion : 

L'équation (3.11) porte le nom de formulation variationnelle "Streamline Upwind" ou 

SU 12-11. Elle diffère d'avec la forniulation Galerkin par la fonction poids du terme de 

convection. La Formulation SU a permis de résoudre les problèmes d'oscillations et 

de diffusion transversale mais la pondération modifiée du terme de convection posait 

problème en présence de termes sources ou pour les écoulements transitoires. Une 

variante de SU. la formulation SUPG pour 'Streamline Upwind ,/ Petrov-Galerkin". 

fut alors développée 1251. Elle consiste à utiliser la fonction poids du terme de 



<+oii\-rt-t iori tir I;i formulation SU pour tous les termes de l'équation différentielle. On 

ohtient :ilors 1;i formulation variationnelle SUPG suivante pour l'équation (3.6): 

3.1.3 Formulation "Galerkin Least Squaresy' 

L a  furriitilatiori bbGaIerkin Least Squares" ou GLS est le fruit d'une démarche tout à 

fiii t iliffiwiitr mais dont le résultat s'apparente beaucoup à la. formulation SUPG. 

Pour stahiliscr la formulation Galerkin de base. on y ajoute la première variation 

d'uritl foric~tionncile (le nioinctres carrés du résidu fort. Soit R, ie résidu fort de 

l'iqiiiitiori diff6renticllt. (3.6): 

On clicrclic ;1 minimiser la fonctionnelle de moindres carrés suivante sur chaque dé- 

nient: 

La formulation GLS élémentaire est donc la suivante: 



On remplace l'expression d u  résidu (3.13) clans l'équation (3.16) et on intègre par 

parties le ternie dc diffusion de la formulation Galerkin de base afin d'obtenir la 

fornidation i-ariationneile suivante: 

On pmt  réarrangcr les 

La siniilitud~ entre les 

termes pour obtenir: 

Formiilations SCTPG (XE) et GLS (3.18) est évidente. Cette 

ciortiirirc romprcnti tin terme siippli.tricntairc constitué du résidu fort niiiltiplié par le 

coc.fficitwt iV (nVSc). 

Les formulations SU:'. SUPG et GLS pour les équations de mouvement. de même que 

poix lcs i.ciiiations cle transport de C et c en variables logari thrniques sont présentées 

en cktails dans la référence (191. Les équations de k et c en variables logarithmiques 

seront introduites i la section 3.3. 

3.2 Utilisation de lois de paroi 

Siir iinr paroi solide. la condition de non-glissement s'applique. de telle sorte que la 

vitesse moyenne ainsi que sa fluctuation sont nulles. 11 en résulte u = k = O. Par 

contre. le taus de dissipation E y est différent de zéro. Lorsqu'on fixe la frontière du 

domaine de calcul directement à la paroi. on doit nécessairement intégrer les équa- 



t ions jiisqii'a celle-ci. Ceci n'est pas souhaitable pour deux raisons. Tout d'abord, les 

~ a r i a t  ions des variables sont t rés importantes dans la sous-couche laminaire située 

A proximité de la. paroi. Par conséquent. un nombre csccssif de noeuds de calcul 

devrait ètre utilisée pour bien saisir les variations de la solution. De plus. le modè- 

10 de turbulence k - e rie s'applique pas clans la sous-coiictie laminaire. renclant les 

bqiiations standard de transport de k et c inutilisables ii cet endroit. Une approche 

privilégiée pour contourner ces difficultés consiste i iitiliscr des lois de paroi qiii per- 

mettent  de cléplacer le domaine de calcul et ainsi imposer des conditions frontières 

iï iine certaine distance des parois [ 6 l  Dans les sections qiii suivent. nous décrivons 

l'utilisation cle lois de paroi sur des surfaces horizontales seulement. L'iniplantation 

dans l'algorithrne (le calcul cl'iine loi de paroi applicable à toutes stirfaces est décrite 

ri1 dttails daris la réfbrerice 1171. 

3.2.1 Loi de paroi a une échelle de vitesse 

Par un chois approprié de variables sans dimension, il est possible d'obtenir le profil 

"universel" de la vitesse tangentielle dans la couche limite turbulente près d'tine paroi. 

Ce profil. la loi de paroi, est obtenu à partir d'une combinaison d'informations 

théoriques et espérimentales. La figure 3.1 montre une loi de paroi typique pour une 

couche limite turbulente sur une surface lisse. On retrouve en ordonnée la vitesse 

tangentielle. u f .  exprimée en fonction de la distance a la paroi y+. Ces variables 

sans dimension sont définies comme suit: 



Figure 3.1: Loi de pnroi universelle pour la couche limite turbiilcrite. 

L'6quntion (3.20) peut être interprétée conime un nonibre de Reynolds de 1'i.c.oiilernent 

prbs dc la paroi. 

Une seille Cclielle de vitesse est utilisée clans les équations (3.19) et (3.20). 11 s'agit 

cle u.. ln vitesse de frottement, définie A partir du cisaillement 6 ia pnroi r,: 

Le développement des lois de paroi repose sur l'hypothèse que T,. et par conséquent 

u.. sont constants dans la région O < y+ < * 300 1301. La loi de paroi suivante: 

avec K = 0.42 et  E = 9.0, est valide sur l'intervalle 30 < y+ < 300 1301. Cer- 

tains auteurs 151 suggèrent cependant de limiter son utilisation 8 30 < yC < 100. 

L'équation (3.22) fournit une condition frontière pour la vitesse tangentielle u 5 une 

distance y = d de la paroi. Cette condition frontière n'est toutefois pas explicite. 

II s'agit d'une condition mixte, c'est-à-dire une relation entre u et le cisaillement a 



la paroi T, (par l'entremise de u.).  Son application n'est pas triviale puisque U. se 

retrouve a gauche de I'égalité et dans l'argument du logarithme. T~ est relié à i,. la 

contli tion frontière naturelle sur u (voir équation 2.21), par: 

Dans l'intervalle 30 < y+ < 300, la convection et la diffusion de l'énergie cinétique 

tlc turbulence sont négligeables 1301. On suppose alors qu'il y a équilibre local entre 

la production et la dissipation de k. L'équation (2.8) est donc réduite à: 

Dans la couche limite près d'une paroi horizontale. on peut réécrire (3.24) de le façon 

suivante en utilisant la définition de la viscosité turbulente (1.6): 

En posant 

ct de la définition de IL. (3.21), on obtient finalement: 

L'équation (3.24) peut également être réécrite sous la forme suivante: 



En siibstituant (3.26) et (3.21) dans (3.28). puis en utilisant la loi de paroi (3.22) 

pour calculcr i lu/&~, on obtient: 

LPS 6cpations (3.2'7) et (3.29) sont utilisées comme conditions frontières pour k et c 

H y = <l. 

3.2.2 Loi de paroi à deux échelles de vitesse 

La loi tic paroi ii ilne échelle de vitesse s'avère inappropriée en transfert <le chaleur 

piiiscp~ son utilisation entraine la prédiction de flux de chaleur nuls aux points de 

stagriation, résultat contraire aux observations expérimentales 1311. Les fliictuations 

tlr In vitesse. responsables en grande partie du transfert thermique en régime turbu- 

Icnt. ne sont pas nulles aux points de stagnation. On introduit donc une échelle de 

vitesse qui tient compte de la partie fluctuante de la vitesse, c'est-à-dire de l'énergie 

cinétiqiic de la turbulence: 

L'6qiiation (3.30) est semblable à (3.27). Au lieu de calculer k sur la frontière avec 

la valeur de u. connue. on calcule ut à partir de la valeur de k déterminée a prion. 

L'approche proposée par 1311 consiste à résoudre l'équation de transport de k avec 

la condition frontière dklan = O. Lorsque ut est connue, on résout l'équation de 

transport de c avec la condition frontière: 



uk est ensuite introduite dans la loi de paroi (3.22) en modifiant la définition de y+: 

II en résulte ln loi (le paroi a deux éclielles de vitesse suivante: 

Les cIcws 6clielles de vitesse u k  et u.. sont utilisées pour calculer la condition frontière 

rriistc sur  u: 

.i y = d. or1 obtient une relation linéaire entre u et î,: 

3.2.3 Loi de paroi thermique 

La loi de paroi thermique décrit le profil de la température sans dimension T+ dans 

la couche limite turbulente en fonction de y+. Elle est analytiquement identique aux 

lois de paroi pour la vitesse. Nous utilisons la loi de paroi thermique décrite par 

Arpaci et Larsen 1321: 

Prl T+ = - ln(y') + 17 pour y: 5 y + 
)C 



où la température sans dimension T+ est définie par: 

Pour obtenir une loi cle paroi comme (3.36), différentes hypothèses doivent être posées 

sur Ic rionibre de Prandtl (Pr). Pour cette raison, on limitera la validité de (3.36) 

à 0.2 < Pr < 5.0 1331. Dans les simulations présentées aux chapitres suivants. nous 

ronsid6rons Pr = 0.7 et Pr, = 1.0. La loi de paroi (3.36) se résume alors à: 

1 
T+ = - In(y") + 3.44 pour 20.5 5 y+ 

K 

Lorsqu'on désire imposer une condition de flux constant (q")  à la paroi, on pose 

siniplcrnent la condition naturelle q = q" (voir équation 3.21). Dans le cas où la 

température de la paroi (T") est constante, on utilise plutôt la loi de paroi (3.38) et 

la définition de T+ pour obtenir la condition mixte: 



3.3 Formulation des équations de turbulence en variables logarithmiques 

La formulation des équations de turbulence en variables logarithmiques. telle que 

présentée par Ilinca [161, permet d'assurer la positivité des variables de turbulence k. 

6 ct p1 lors de la résolution. La robustesse de l'algorithme s'en trouve donc accrue. 

Cet tc technique présente aussi l'avantage de faciliter la convergence de l'algorithme de 

résolution piiisqiie la fonction logarithme varie plus lentement que son argument. 11 

c3st dors possible d'obtenir des solutions sur des maillages plus grossiers. Finalement. 

la prkision cles variables de turbiilence est améliorée dans les régions où les valeurs 

dc k ct 6 sont très faibles. 

Soit l'écliiatiori de transport de l'énergie cini'tique (2.8), clont on réécrit le dernier 

tcrrnc d i 1  niernbre de droite avec la définition de pt (1.6): 

;\ver2 le changement de variable: 

on obtient: 

Le terme cie diffusion peut être décomposé de la façon suivante: 



On a alors. apr& division par eK:  

L'equation de transport de E en variables logarithmiques s'obtient de façon analogue 

avec le changcmcnt de variable: 

O n  obticnt firialcmcnt: 

La viscosité turbulente sera toujours positive puisque calculée de la façon suivante: 

Les formulations ~ariationnelles Galerkin des équations (3.44 et (3.46) sont: 





CHAPITRE 4 

SYNTHESE DES TRAVAUX 

Les articles pr6sentPs ailx chapitres 5 et 6 démontrent qu'il est hasardeux de porter un 

jiigcrrirnt qiiaiit d la validité d'un modèle <le turbulence ou la précision d'un résultat 

riiirn6riquc tant c3t missi longtemps que la solution des équations différentieiles change 

arec Ir raHinenirnt t l i i  inaillagc. Le reniaillage adaptatif constitue un outil puissant. 

voire  rih hie iridispnsahle. pour contrôler et évalucr les erreurs (le cliscrét isat ion et 

protiiiirc tirs sulutions irid(.penclantes du niaillage. La première section de ce chapitre 

&cric lcs principes de base de I'iniplantation d'un algoritlime de remaillage adaptatif. 

Cet te technique est ensuite appliquée à la valiclation d'un modèle de simiilation puis 

à la siniulation d'uri koiilement complexe avec séparation de la couche limite. 

4.1 Le remaillage adaptatif 

Par remaillage adaptatif on entend le réajustement du maillage en fonction des be- 

soins de la solution. La première étape de ce processus consiste à évaluer les besoins 

de la solution. c'est-à-dire déterminer en quels endroits précis du domaine le maillage 

devra être plus raffiné. Pour ce faireo on utilise une méthode permettant d'estimer 

l'crreur cle la solution sur chaque élément du domaine. La seconde étape du re- 

niaillage adaptatif consiste à transformer les estimations d'erreur en une information 

permettant de redéfinir la taille des éléments du maillage partout dans le domaine 

de calcul. C'est le rôle de l'opérateur de transition. 



Les dciis principales composantes de l'algorithme de remaillage adaptatif. soit l'estimation 

cl'erreiir et l'opérateiir de transition. sont présentées ci-après. 

4.1.1 Estimation d'erreur 

II convient tout d'abord de définir les outils tic mesure de l"'erreiii', tels qu'utilisés 

dans l'algori t hnie de reniaillage adaptatif. Soit Ce,. la distribution exacte d'une 

variable quelconc~ue C, et Ch sa sohtion élenients finis. La norme de l'erreur sur Co 

Iler-rCII. peut être &finie de la hqon siiivante: 

Lt!s gradients de la solution esncte TC, Itant inconnus. on utilisera les approxima- 

t ions: 

TC' = TC,,. 

L a  norme estimée de l'erreur. (lerrCII'. est donc: 
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Pour chacune des variables, la norme estimée de l'erreur est définie comme suit: 

On calciile aussi iine norme de l'erreur estimée pour la viscosité turbulente. 11 sera 

ainsi possible de contrôler la précision de cette quarititt cic première importance. 

Piiisqii'il n'y a pas d'interpolant pour p l ,  ses gradients sont calculés à partir des 

gradients de K et ê: 

Pour calculer les valeurs estimées des gradients de la solution (ou de la solution 

elle-même dans le cas de la pression), on a recours à la méthode dite de projection 

locale proposée originalement dans 134). L'idée consiste a faire une construction 

polynomiale quadratique de q'. composante de q' = OC'! sur un groupe d'éléments 

Rs à partir de q h ,  composante de q h  = VCh. Pour un élément quadratique. qh est 

linéaire et discontinue à l'interface des éléments. Le sous-domaine Rs est constitué 

des éléments entourant un sommet P, tel que montré à la figure 1.1. 



(a) P situé h l'intérieur du domaine. (b) P situé sur la frontière. 

Figiirc 4.1: Sous-domaine Rs autour du sommet P 

Ln technique de projection utilise donc In discontinuité des gradients de la solution 

flémcnts finis à l'interface des élémentst pour obtenir. par une méthode de moindres 

(xrrés. une  estimation (projection) de la distribution des composantes du gradient 

dr l  la soliition exacte. La construction polynorniale qudratiqiie des composantes de 

q' cst la suivante: 

(4. il) 

avec la base: P = (1. x, y,x2, zY? y2) (4.12) 

et les coefficients: T 
a = {ai a?, a37 a4? 06) (4.13) 

On obtient un vecteur a pour chacune des composantes de q* en résolvant le problème 

de moindres carrés suivant: 

~a composante = v / r  du tenseur du taux de déformation D ( u )  (2.20), quantité continue à 
l'interface des éléments, n'est pas incluse dans le calcul des normes en coordonnées cylindriques. 



qui conduit au système d'équations linéaires pour les coefficients ai:  

partir des expressions de q* obtenues pour chacun des sommets du maillag~, on 

rccup6re la clistribution unique de q*. Pour ce faire, on trouve d'abord les valeurs 

nodales q;. Pour un noeud situé au sommet d'un dément. q; est calculée directement 

iirrc le p o l y n h c  associé à ce sommet. Pour les noeuds au milieu des arêtes. on prend 

la rrioyeiine des deux projections associées aux deux sommets du segment puis on 

cnlr i i le q; avec cette projection moyenne. Sur chaque élément. on obtient six valeiirs 

rio(1ales q; qui permettent de définir la variation quaciratique de q': 

4.1.2 Operateur de transition 

Les riorrnes est,imées de l'erreur (1.4) à (4.9) sont utilisées pour redéfinir les carac- 

teris t iques du maillage. La stratégie consiste à modifier la fonction de distribution 

de taille des éléments du maillage y(x, y) de façon à réduire l'erreur globale par un 

facteur q et a répartir également l'erreur globale sur tous les éléments du maillage. 

Pour une variable quelconque C, la norme de l'erreur globale llerrCll est calculée ii 

partir des normes de l'erreur estimées sur chaque élément: 



où iV, est le nombre d'éléments du maillage. En réduisant I'erreur globale par un 

facteur q. on obtient une erreur globale Ilerr:,,,ll pour le nouveau maillage: 

Puisque l'erreur doit être répartie égaiement sur tous les ive éléments. l'équation (4.17) 

permet d'écrire: 

I l  s'agit maintenant de relier l'erreur cible élémentaire Ilerr$,,lle à ia fonction de 

taille dii noiiwaii maillage. Pour ce faire. on utilise la notion de taux de convergence 

asymptotiqiie qui  relie l'erreur à la taille h, de lYélément. Pour l'élément de Crouzeix- 

Raviart et les normes définies par les équations (4.4) à (1.9). on a la relation suivante 

sur Ic riiaillage courant [?SI: 

oii c est une constante. Pour le nouveau maillage, on a aussi: 

On résout les équations (-1.18) à (4.21) pour trouver la taille du nouveau maillage 

sur l'élément "e": 



Daris le cas où l'erreur sur plusieurs variables servirait à redéfinir le maillage, on 

rct imt  le critère le plus esigeant. c'est-à-dire la plus petite fonction de taille élémen- 

taire. Par exemple: 

L'iiniori des Y, valeurs de -b définit la fonction de taille y(x, y) pour tout le domaine. 

Celle-ci est utilisée par le mailleur lors de la construction du nouveau maillage. 

4.2 Validation d'un modèle de simulation 

L'iitilisation du modèle de turbulence C - e avec des lois de parois connaît bon nom- 

brc. dc détracteurs. Certains résultats 1-11 exposent en effet les faiblesses de cette 

approc:lie. Par contre. de très bons résultats ont aussi été obtenus dans plusieurs a p  

plications [35 ) .  L'article présenté au chapitre cinq vise deux objectifs. Tout d'abord. 

<iérriontrer que la qualité des résultats obtenus avec le modèle k - c et les lois de 

paroi rie dépend pas tant du modèle lui-même que de i'utilisation qu'on en fait à 

l'int6rieiir du modèle de simulation. Ensuitel démontrer qu'on ne peut porter un 

jugement sur les performances du  modèle de simulation tant que la solution change 

avec le raffinement du maillage. 

Dans cette sect,ion, nous montrons comment la définition du modèle de simulation 

influerice les résultats pour un écoulement turbulent sur une plaque plane. En parti- 

culier seront étudiés les effets du  nombre de Reynolds de turbulence, du type de lois 

cle paroi. de la géométrie de la plaque et  du nombre de Reynolds de l'écoulement. 

La dépendance de la solution par rapport au maillage est mise en évidence et nous 

montrons que le remaillage adaptatif permet d'éliminer cette dépendance. 



4.2.1 Effet de Ret 

L'irriposition des conditions frontières sur k et 6 à l'entrée du domaine de calcul 

pose souvent problème. Bien que parfois des valeurs expérimentales de k soient 

disporiihles. ce n'est pas le cas pour c car celle-ci n'est pas une quantité mesurable. 

On peut alors poser, un peu arbitrairement, le nombre de Reynolds de turbulence 

qu i  cst t M n i  par l'inverse de la viscosité turbulente sans dimension: 

Cette qiiantitl. caractérise l'écoulement. .A partir d'une valeur de k mesurée ou 

tsst ini6t.. on ajuste la valeur de É de façon à obtenir le Ret souhaité. C'est une approche 

tr& erripiricpe mais il  est généralement possible de choisir le Rel approprié pour un  

6coulcrnrnt doriné. Deux simulations d'écoulement sur une plaque plane infiniment 

mirm ont eté faites: dans un cas avec Ret = 1 000 et dans l'autre avec Ret = 20 000. 

Lrs coritiitions frontières au probléme sont présentées au tableau 4.1. Dans les deux 

cas on utilise une loi de paroi à deux échelles de vitesse. Seules les valeurs de k et 

4 1  ii l'cntréc dii domaine sont modifiées. Le cas (a) correspond à Ret = 1 000 tandis 

que le cas (b)  correspond a Ret = 20 000. Le nombre de Reynolds de I'écoulement 

P S ~  2 x 105. 

La figure 1 .2  montre les iso-valeurs de k. La décroissance de l'énergie cinétique de 

la turbulence à l'extérieur de la couche limite pour le cas Ret = 1 000 (fig. 4.2(a)) 

est une conséquence des effets visqueux de la turbulence. C'est le phénomène de 

tiirbiilence de grille. Les trop fortes valeurs de k et c créent également un effet 

secondaire non-physique: la valeur de p, est plus faible dans la couche limite que 

-p. - 

t t  Bien que nous résolvions [es variables K et E, il est plus naturel de poser des conditions frontières 
pour k et  6. 



Tiibleaii -1.1: Conditions frontières pour l'écoulement sur une plaque plane 

lois de paroi 

cnt r d  

sort ic 

iicotilcrrient 

libre 

condition de 

s!.iriibt ricl 

daris I'6coiiIcrnent libre. II faut donc réduire la viscosité turbuiente a l'entrée, c'est- 

h l i r c  iiugrneriter la valeur cle Ret. .Avec Re, = 20 000. le niveau de k est constant à 

1'~sti'riciir de In coiiciie limite (fig. -1.Z(t>)) et pt est plus élevée dans 1a couche limite 

qiic dans l'écoulement libre. Le nombre de Reynolds de la turbulence définit donc 

t o l i t ~  Ir? strticture de l'écoulement et il faudra s'assurer de faire un choix approprié. 

Eri gi.nbral. on prendra une valeur de Ret égale a 10% de Re. 

4.2.2 Effet du type de lois de paroi 

u 

1 

L'effet du type de lois de paroi est mesuré en comparant les prédictions du coefficient 

de frirtion local Cl(x): 

TLa noniericlature des frontières est en accord avec la figure 4.2. 
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' condition de symétrie (O O) plaque ( 1  . O )  

écoulement libre 

(a) Rel = 1 000. 
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Figure 4.2: Iso-valeurs de k 
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avec la corrklation de White (361: 
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I 

sanie 

- 
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0.455 
q ( r )  = f 2% sur toute l'étendue du régime turbulent. (4.26) 

1ri2(0.06~e,) 

Des équations (J.25), (3.21) et (3.34, on a: 

.- pour une échelle de vitesse: 

- pour deux échelles de vitesse: 

On utilise toujours l'écoulement sur une plaque infiniment mince avec Re = 2 x IO5 

rt les conditions frontières du tableau 1.1. On prend Re, = 20 000. 

La figure U ( a )  montre de façon assez éloquente I'évolution de la distribution de 

C J ( r )  avec le maillage pour le cas 'deux échelles de vitesse'. Quatre cycles adaptatifs 



snrit rqi i is  pour obtenir une solution indépendante du maillage. Cette solution est 

trnci.r la figure -1.3(b) pour fins de comparaison avec la solution indépendante du 

rri;liIlagc (ii i  cas 'une échelle de vitesse' et la corrélation de White. 

I 1 1 1 
Cycle O .- - - 

Cycle l - - - 
Cycle 2 
Cyclc3 . . - - -  

- 

-/. - - * ' 1,- _. .. . . . . .. .. . - ... . .. . .. .. - I L .. " . . : . - .. . _. 

0.01 1 1 1 1 

Une échclk tic vitesse . . - - . . 
B u s  &hcHes de vitasc - - - - 

Codlation de Whric - 

( a )  Évolution de C l ( r )  avec le maillage ((h) Comparaison de Ci(r) avec Ics corréla- 
poiir Ic cas 'tlcirx échelles de vitesse'. t ions. 

Figiirc -1.3: Distributions de CI(x) sur une plaque infiniment mince. 

Les deus types de lois de paroi prédisent des distributions très différentes de la 

cborri.lation. en particulier la loi de paroi à deux échelles de vitesse. mec laquelle le 

C'/ au bord d'attaque (r/L = 0) est inférieur à celui du bord de fuite ( 2 / L  = 1). 

Cette prediction est bien sûr incompatible avec la réalité et une explication s'impose. 

l'approche de la plaque, le fluide ralentit et on observe un point de stagnation au 

bord d'attaqtie de la plaque. Les gradients de vitesse sont donc importants à cet 

rndroit et puisqii'ils sont responsables de la production de l'énergie cinétique de la 

turbulence ('2.10). on devrait s'attendre à un pic de k au bord d'attaque. avec comme 

réstiltat un pic de C&) (3.30 et 1.25). Or, ce pic n'est pas reproduit (fig. 4.3(b)) 

parce que le modèle de plaque infiniment mince ne génére pas de point de stagnation. 



4.2.3 Effet de la géométrie de la plaque 

En iiicorpornnt a u  modèle de simulation une plaque avec une épaisseur équivalente à 

1% de sa Iongiieiir. il est possible de générer un point de stagnation et ainsi obtenir 

des prédictions de Cf(r) rPalistes. Deux géométries de bord d'attaque ont été testées: 

m r r k  et ronde. L'écoiilrrnent a toujours un nombre cle Reynolds égal A 2 x 10' et les 

contlj t ions frmtières cl i l  tableau -4.1 sont imposées avec Ret = 20 000. Sur la plaque. 

Irs lois <Ir paroi il iinc ct deus  i.chcllcs de vitesse sont uti1isi.e~ tour à tour. 

Bout rond - Unr Cchelle de vitesse ------ 
Bout cm5 - Deux Çchelles de viiesse - - 

0.0 15 Conilrition de White - 

Figiire -4.4: Distributions de C+) sur une plaque avec (.pisseur. 

Les prédict.ions de CJ(t) indépendantes du maillage sont présentées à la figure 4.4. 

La prédiction pour le modèle de géométrie carrée avec une échelle de vitesse n'est 

pas montrée piiisqu'une solution indépendante du maillage n'a pu être obtenue en 

raison de difficultés de convergence. Avec deux échelles de vitesse. le modèle de 

geornétrie carrée génère des valeurs de C/(r) au bord d'attaque bien en deça de la 

corrélation et il doit donc être rejeté. Le modèle de géométrie ronde avec deux échelles 

de vitesse est le seul à reproduire le pic de Cf(x) attendu au bord d'attaque. Tel 

que prévu, la présence du point de stagnation 5 cet endroit. déclenche la production 

d'tnergie cinétique de la turbulence et la valeur de Cf(x) s'en trouve augmentée. Ce 



pliénoniéne ne peut être reproduit par la loi de paroi à iine échelle de vitesse qiii 

esclrit les effets de la turbulence. On en arrive donc A la conclusion que la loi de 

paroi ii one échelle de vitesse. bien que cl'iitilisation fort répandile, est inappropriée 

pour cc type de problèmes. 

4.2.4 Effet du nombre de Reynolds de l'écoulement 

.Jusqii'A maintenant. nous avons sirnule un écoulement avec Re = 2 x 105. Cette 

v;ilciir sr1 sitiic il Iii liniitc infbrirurr d i i  regimc tiirbulent sur iirie plaque plane 1301. 

Eri I'aiigr~icntant. i l  sera possible tl'améliorer les prédictions de Cf(.x) .  On pose donc 

mainteriarit Re = 2 x 1o6 siir rine plaque à bout arrondi. Le nombre de Reynolds de 

la tiirbiilencc. est fixé B 10% dc Re. soit ReL = 2 x 105! avec les valeurs k = 1 0 - ~  et 

= 1.8 x IO-% 1'rritri.e c h  (ionlaine. On utilise iine loi de paroi à deux échelles cle 

vit rssc. 

La figure 4.5(a) montre que six cycles adaptatifs sont requis pour obtenir une dis- 

t r i h  tion de Cl (1) indépendante du maillage. L'indépendance cle la solution par 

rapport au maillage est plus difficile Q atteindre avec un  nombre de Reynolds élevé 

parce que la couche limite sur la plaque est plus mince. La distribution de C f ( x )  

obtenue sur la maillage final (cycle 6 )  est tracée a la figure 4.5(b) et comparée a 

la corrélation de White et à une corrélation tirée des résultats expérimentaux de 

Schiiltz-Grunow 1371. 

L'écart entre la prédiction numérique et la corrélation de White est d'au maximum 

13% sur toute la longueur de la plaque. Pour 0.02 < x / L  5 1: l'écart entre la 

prédiction et les résultats de Schultz-Grunow ne dépasse pas 10%. 



(a) Évolution de Cl(r) avec le maillage. (b)  Comparaison de Cf (1) avec les corréla- 
t ions. 

Figure 4.5: Distributions de Ci(x) polir le ras Re = 2 x 106 

4.2.5 Conclusion 

Lii qiialité cles ri.siiltnts obtenus avec le rnoclPle de t~irt~iilcncc k - f et les lois de 

paroi repose sur la définition du rnoclèle dc simulntiori. Celle-ci doit permettre de 

reprocluire les caractéristiques propres à l'écoulement. La spécification du nombre 

de Reynolds de turbulence, du type de lois de paroi. de la géométrie de la plaque et 

du nornbre de Reynolds de l'écoulement sont autant de facteurs faisant partie de la 

définition du modèle de simulation et dont dépend la réussite de la simulation. Il 

importe alors de connaître la structure et les caractéristiques du modèle k - c et des 

lois de paroi afin de faire les choix appropriés. 

Les résultats ont aussi démontré que la qualité des prédictions de Cl(x) dépend de 

I'iitilisation de maillages suffisamment raffinés. Le ramaillage adaptatif permet de 

générer des maillages raffinés seulement aux endroits requis par la solution. Il est 

alors possible d'obtenir des solutions indépendantes du maillage et les différences 

entres les diverses prédictions numériques ne sont attribuables qu'aux choix faits lors 

de la définition du modèle de simulation. 



4.3 Simulation d'un écoulement séparé 

L'effet combiné d'un gradient de pression défavorable et de la friction près de la 

paroi détermine s'il y a ou non séparation de la couche limite 141. La simulation d'un 

6coiilenient séparé sur une surface lisse constitue un défi de taillr pour tout modèle 

de tiirbulcncc. mais en particulier pour le modèle k - e avec les lois de paroi. L'article 

pr(.seiitb a u  chapitre 6 montre qu'il est possible de relever ce &fi. L'algorithme de 

remaillage adaptatif est d'abord vérifié sur un problème avec une solution connue. 

Ori i.t~idic ensiiite le cas particulier d'iin écoulement axisyrn6triqiie dans iine conduite 

nnnulairc colidée à 180 degrés. 

4.3.1 Vérification de I'algorit hme de remaillage adaptatif 

Avec n'importe qu'elle solution analytique connue, on vérifie que l'algorithme de 

irmaillnge adaptatif piloté par l'estimateur d'erreur permet la convergence de la 

solution numérique vers la solution analytique. On choisit la solution analytique 

d'iin jet turbulent auisymétrique telle qu'obtenue par Schlichting 141 et pour laquelle 

les composantes de la vitesse sont: 

P o  où: 77 = avec -J = 0.0161. 



Le domaine de calcul est constitué de la surface rectangulaire [0.2 5 z < 1 : O 5 r 5 11 

avec l'ase de symétrie r = O. L'expression de la pression est choisie de façon à ce 

qu'une condition de traction radiale nulle (Neumann homogène) puisse être imposée 

exactement sur la composante radiale de la vitesse (u)  en périphérie du jet, c'est-à- 

dire: 

Lcs rsprcssions pour les variables de la turbulence sont: 

En  stibstitiiant (4.29) à (4.34) dans les équations de Navier-Stokes et les équations 

de transport de k et el  on obtient les termes source nécessaires pour que la solution 

des équations corresponde aux expressions choisies. Les équations sont résolues sur 

le domaine de calcul avec des conditions de symétrie pour toutes les variables sur 

la frontière r = 0, des tractions radiales nulles sur u à r = 1 et des conditions de 

Dirichlet (valeurs exactes selon les expressions 4.39 à 4.34) partout ailleurs. 

La figure 4.6 montre la trajectoire des normes de l'erreur réelle et estimée pour 

chacune des variable&. Les erreurs décroissent avec le raffinement du maillage et la 

solution numérique converge vers la solution exact,e. L'adaptivité améliore donc la 

ftPuisque les équations de Ia turbulence sont résolues en variables logarithmiques, on présente 
les normes d'erreur pour K: et &. 



précision de la solution numérique. 

Nombre de noeuds 

Figure 4.6: Normes réelles et estimées de l'erreur. 

L'offirac-it6 ( 1 ~  I'cstiniateiir d'crreiir est définie comme Itt riitio des riormes estimOe 

1.t exacte de I'crreur. Cette quantite est un bon indicateur de la précision et de la 

fiabili t E  de l'est imateur d'erreur. La figure 4.7 montre que la précision de l'estimateur 

d'erreur croit avec le raffinement du maillage. Le remaillage adaptatif permet non 

seolerne ri t d'obtenir des solutions numériques précises. mais aussi des solut ions clont 

la prkcision peut etre quantifiée à l'aide d'une estimation fiable de l'erreur. 

Figure 4.7: Eficacités de l'estimateur d'erreur. 
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Figure 4.8: Conduite annulaire coudée à 180 degrés. 

4.3.2 Écoulement dans une conduite annulaire coudée à 180 degrés 

Le clonlaine d e  calcul est présenté à la figure 4.8. 11 s'agit d'une conduite annulaire 

syiiiltriqtir autour de l'axe r = O. Le nombre de Reynolds de I'écoulement est de 105 

( h s i ~  sur la hauteur de la conduite et la vitesse du fluide à l'entrée). Les conditions 

frontières sans dimension à l'entrée du domaine sont u = 1, L' = 0. k = 1 0 - ~  et 

F = 9 x IO-! Il en résulte un nombre de Reynolds de turbulence de 10". la sortie, 

la i . i t , ~ s s r  radiale et les tractions normales sont nulles, de meme que les dérivées 

asiales cle k et r .  Des lois de paroi ii deux échelles de vitesse sont utilisées sur les 

aiit rcs frontières. 

Sdoii les résultats expérimentaux de Sharnia et Ostermier 1381, il y a séparation de 

la couche limite à l'intérieur du virage près de la position '180 degrés'. La séparation 

peut être prédit,e numériquement si la distance d entre la paroi à l'intérieur du virage 

et le domaine de calcul (voir section 3.2) est ajustée de façon à maintenir les valeurs 

de y+ (3.32) sur la frontière proches de 30. Deux valeurs de d ont été utilisées: 

d = 0.015. et ensuite d = 0.01. Pour la paroi à l'extérieur du virage. d = 0.02. 

Lrs valeurs de y+ et de la vitesse de glissement à l'intérieur du virage pour le cas 

d = 0.015 sont présentées à la figure 4.9. La vitesse de glissement est définie comme 

ln composante de la vitesse tangentielle à la paroi sur la frontière du domaine de 



ralciil. Sur une paroi horizontale. par exemple, la vitesse de glissement correspond 

ii la composante IL <le la vitesse. La figure 4.9(a) montre l'évolution frappante de y+ 

avec le maillage. Sept cycles adaptatifs sont requis pour obtenir une distribution de 

y-  intlépendante clu maillage en aval de la position 'O degré7. Sur le dernier maillage 

( c ~ ~ l c  7 ) .  les valeurs de y+ se maintiennent entre 60 et 90 à peu près partout. 

Les changements de y+ d'un maillage a l'autre se repercutent sur la condition fron- 

tière pour la vitesse (3.35). La figure 4.9(b) montre que la vitesse de glissement 

rtiange consicIi.rabIement entre le maillage initia1 et le maillage final. Sur ce dernier, 

on voit qii'elle décroît à I B  sortie du virage pour atteindre sa valeur minimale à une 

distancc d'environ 0.5 en aval de la position '180 degrés'. Cependant, la couche lim- 

ite ne skparc pas puisque le signe de la vitesse de glissement reste le même. Ceci 

mrit  rcdit les rCsultats expérimentaux. 

La distarice d 3. l'intérieur du virage est ensuite réduite à 0.01. Les valeurs de y+ 

ct cIc la vitesse de glissement pour ce cas sont présentées à la figure 4.10. Une fois 

de plus. les changements de y+ d'un cycle 3. l'autre sont très importants, comme 

cn témoigne la figure -!.10(a), et sept cycles adaptatifs sont requis pour obtenir des 

valeurs indépendantes du mailage en aval du '0 degré'. Sur le maillage final. les 

valeurs de y+ se maintiennent cette fois entre 40 et 60. La vitesse de glissement est 

également réduite par rapport au cas d = 0.015. La séparation de la couche limite 

est maintenant prédite, comme le montre la figure 4.10(b), mais seulement avec un 

maillage suffisamment raffiné. Cinq cycles adaptatifs sont en effet nécessaires pour 

obtenir la finesse de maillage requise pour que la séparation se manifeste. 
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Figure 4.9: y' et la vitesse de glissement pour le cas d = 0.015 
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Figure 4.10: y+ et la vitesse de glissement pour le cas d = 0.01 



4.3.3 Conclusion 

La vérification de l'algorithme de remaillage adaptatif sur un problème avec une 

solution connue a permis de démontrer la capacité de la méthode à produire des 

soliirioris précises et indépendantes du maillage. L'estimnteur d'erreur est un outil 

d'approsiiiiation de l'erreur réelle pouvant servir à contrôler la qualité de la solution. 

Sa prkision augmente également avec le ratfinement du maillage. 

La siniiilat ion d'uri écoulement dans une conduite annulaire auisymétrique coudée à 

180 t1egri.s avec le modèle k-c  et les lois de paroi a niontré que les conclitions frontières 

siir lrs parois dépendent fortement du maillage. .Jiisqu'à sept cycles adaptatifs furent 

iii.wssiiirrs pour ot~tcnir une distribution indépendante di1 niaillage de la vitesse de 

glissoriiciit & l'iiittricur chi  virage. La séparation de la couche limite de la paroi à 

1 'intfirieur du virage est prédite prés de la position '180 degrés' seulement si la distance 

0 rritrc la paroi et le doniaine de calcul est ajustée de façon à maintenir les valeurs 

clc ,y+ près dc 30 et si le maillage est suffisamment raffiné. L'importance d'obtenir 

(les soliitions indépendantes du maillage est une fois de plus mise en évidence alors 

c p c  la séparation de la couche limite n'est pas prédite sur des maillages grossiers. 

r n h e  avec une valeur de d adéquate. 



CHAPITRE 5 

ON THE JUDICIOUS USE OF THE k - E MODEL, WALL 

FUNCTIONS AND ADAPTIVITY 

David Lacasse". Éric Turgeon" et Dominique Pelletier! 

5.1 Abstract 

This pwpw shows that accurate predictions of skin friction and Stanton nurnber can 

hr :idtipvcvl with the k - c mode1 of turbulence with wall functions. Success hinges 

on tlic jiidicious use of the model. Turbulent fiow and heat transfer over a fiat plate 

are ~ised as test cases. Predictions of the local skin friction coefficient on the plate 

were obtainecl for Reynolds numben of 2 x and 2 x 106. In the case Re = 2 x lo5? 

tlw rtfwts of inlet hocindary turbulence Reynolds nunher. geometry of the plate and 

type of wall functions are assessed. It is found that an inlet turbulence Reynolds 

nurnber equal to 10% of the Reÿnolcls number yields realistic results. Significant 

improvements are achieved if the plate thickness is included in the computational 

rrioclel. Two-velocity scale wall functions prove to be superior to the more popiilar 

one-velocity scale wall functions. For the case Re = 2 x 106, predictions of the local 

skin friction coefficient (Cf(x)) and the local heat transfer coefficient (St(x)) are in 

excellent agreement with experimental correlations. 

- - 

'Sourriis pour publication à l'AI.4.4 Journal. 
"Étudiants aux cycles sup&ieurs. 

5 Professeur. 



5.2 Introduction 

Previous work has shonn thnt aclaptive rerneshing is a powetfui tool to achieve grid 

independent CFD preclictions. [lS. 20, 237 39) The eflectiveness of the approach was 

rleriionstratcd in two ivays. First.. the rnethodology was verified on problems with 

r-losrd forrri soliitions 118. -101 gentmtecl wit h the met hoc1 of manii factured solutions 

[-HI. In tliese sttidies. the error estimate (both global and local) is cornputcd and 

conipitrcs well mitli the triie error. Results indicate that dapt ive  renieshing is a 

cost cffect ive riicans of controling the iicciiracy of CFD simulations ( 2 .  e. generating 

niirnerically esnct solutions). In a second step, the methodology \vas validated on 

problcrris for wtiicli csperirriental data is available. Ln al1 cases. grid indepeiident 

soliitioris w r c  obtained. Prcrtictioris of turbulent flows were achieved with the k - 6 

motlcl of tiirbiilcncr. Coniparisoris of grid independent soliitions with measurernents 

were w r y  good for some test cases 1351 and poor for others 1211 thtis confirming the 

str~rigths arid weaknesses of the k - r niodel. 

The objective of the present work is to show that: 

1. obtaining physically realistic predictions with the k - c moclel and wall func- 

tions depends on a good understanding and use of the model's structure and 

charac teristics; 

2. assessrnent of the validity of the mode1 against measurernents can only be 

achieved wit h grid independent soliitions. 

Turbulent Flow on a Rat plate will serve as an example. 

The paper is organized as follows. The equations modeling the problem of interest 

;ire presented first. Shen, we study isothermal flow on a fiat plate. The accuracy of 



resiilts is assessetl by looking a t  the skin friction coefficient dong the plate. White's 

correlation 1361 is used as a reference becaiise of its accuracy and reliability. The 

rffects of the tiirbulence Reynolcls number. the type of wall functions and the geo- 

rnetry of the plate are studied in tiirn for a Reynolds niimber of 2 x lo5 to show their 

impact on the acciiracy of predictions. 

A Iicnt transfer variant of the flow is then preserited, for a Reynolds nimber of 2 x 10% 

Prrdictioiis of the local skin friction coefficient and Stanton nuniber aloiig the plate 

are prescntecl and compared to White's correlation 1361 and the Kqs-Crawford's 

îorrclat ion (331. 

5.3 Modeling of the Problem 

5.3.1 Reynolds-averaged Navier-S tokes equations 

The problem of interest in the present stuciy is modeled by the time-averaged conti- 

iirii ty. niomcnt iim and energy equat ions: 

v - u = o  
pu - Vu = -Vp + v [ ( p  + pt)(Vu + vuT)] 

pt+,u. VT = V [ ( A  + h,)VT] 

wherc p is the density, u the velocity, p the pressure, p  the viscosity. pt the eddy 

visrosity. c, the specific heat. T the temperature. X the conductivity and At  the eddy 

conducti~ity. This system of equations is closed with the k - c turbulence mode1 [6j. 



5.3.2 The standard k - t~ turbulence model 

The eddy viscosity and conductivity are expresscd in terrns of two turbulence vari- 

ables. the turbulence kinetic energy k and its rate of dissipation f :  

Thc turbulent Prandtl number Pr, is eqiinl to unit- 

The turbulence quantities are governed wit h the following transport cquations: 

The production of turbulence P(u )  is defined as: 

P ( u )  = Vu : (Vu + VU*) 

The constants C l ,  C2, CF, Q, and oc are set to the values recommended by Launder 

and Spalding 161. See Table 5.1. 

Tableau 5.1: Constants for the k - 6 model 



5.3.3 Wall boundary condit ions 

The standard k - c turbulence mode1 is not valid for low valries of the turbulence 

Reynolds number. The near-wall region is such an instance. The strategy adoptecl 

lierc uses wall frinctions which describe the solution in the ncar wall region. This 

section describes several such wali functions which are used as boiindary conditions. 

5.3.3.1 One-velocity scale wall function 

A \vaIl fiinction dcscribes a relationship between u. the velocity tangent to the solid 

tvall. aiid ru, the wall shenr stress, at a givtn distancc y from the wall: 

where K is the Karman constant and E is a roughness parameter. For smooth walls 

ae take K = 0.42 and E = 9.0. The dimensionless variables ui and IJ+ are defined 

as follows: 

The critical value y: separating the linear and logarithmic velocity profiles is a p  

prosimately 10.8 [331. The wall shear stress appears in the definition of the velocity 

scale u.  (also known as the friction velocity): 



The specific value of y where the wall function is applied is chosen so that y+ lies 

within the range of validity of the function' that is 30 < y+ < 300 1301. The normal 

velocity is set to zero. 

Once t hc velocity distribution is known throughout the dornain. the distribution 

of the turbulence kinetic energy and its dissipation rate are computed by solring 

cqiiations (5.1) and (5.2) with the following Dirichlet boundary conditions 16): 

5.3.3.2 lbo-velocity scale wall function 

The abow wvall function predicts zero heat BLK near a reattachement point because 

the friction ielocity u. is not the appropriate scale (it vanishes a t  a stagnation 

point) [19.3?. -121. This contradicts observations. Near a stagnation point. turbu- 

lence fluctuations are responsible for heat transfer. The following definition provides 

a velocity scale based on the turbulence kinetic energy: [311 

The definition of y+ becomes: 

The k-equation is solved with a zero gradient (&/an = O) wall boundary condition. 

The distribution of uk is then computed and used to determine the velocity boundary 



condition. Finally. the boundary condition for c is given by : 

The iisc of the velocity scale u k  enables physically realistic predictions of the heat 

Hus ncar stagnation points where the shear stress is zero but the heat flux is not. 

5.3.3.3 Thermal wall function 

Boiindary conditions at a wall for the energy equation are enforced through a tempe- 

ratiirt. wall function similar to that used for the momentum equations. For constant 

mal1 temperature. the effective heat f lul  in the wall function is cornptited as 

wticrc T and k are respectively the temperature and TKE of cornpiitationsl boundary 

points. T ,  is the wnll temperature and Tf satisfies the following relations 1321: 

for y+ < y: 

Ti = { a2 - Ph for y[ 5 y+ < y$ 
2ai (y+)* 

( 2 i n ( y + ) + û  for y:<y+ 



with the following definitions: 

5.3.4 Turbulence equations in logarit hmic form 

\Vliil(l niat hematically correct. the turbulence eqiiations (5.1) and (5.2) may cause 

riiiiiirrical difficulties. For example. the eddy viscosity may becorne negative if c be- 

coriiw npgatiw. causing the solver to breakdown. Also, several source terms contain 

division hy a turbulence variable. Negative or small values of the denominator can 

caiisr iniproper sign or overiy large values of the source terms. Enhanced robust- 

ness of the algorithni is achieved if one can ensure that turbulence variables remain 

positive throughout the domain and the course of iterations. 

One rvay to preserve positivity of the dependent variables consists in solving for 

ttirir logaritlims 1231. This can be viewed as  using the following change of dependent 

variables: 

Solving for IC and E guarantees that k and c will remain positive throughout the 

coniputations. Hence, the eddy viscosity C(T will always remain positive. This a p  

proach is referred to as solving for logan'thmic variables. Furthermore, turbulence 

quantities often present very steep fronts ahich are difficult to resolve accurately 



Logarithmic variables K and E present smoother variations than those of k and e 

because the logarithm varies more slowly than its argument. Thus, more accurate 

solutions are obtained when logarithmic variables are used. 

Tlie transport equations for the logarithmic variables are: 

S o t c  t hn t  the equations for logarithmic variables are equivalent to the original equa- 

tions of the turbulence model. Hence, the turbulence model is unchanged. Only the 

computat ional variables are different. 

5.3.5 Finite element formulation and adaptive remeshing 

The Yavier-Stokes and energy equations, along with the logarithmic form of the 

turbulence equations are solved by a finite element rnethod. The equations are muC 

tiplied by a test function and integrated over the domain. Integration by parts 

of diffusion terms and pressure gradients leads to the Galerkin variationai formu- 

lation. Because the equat ions are dominated by convection, the standard Galerkin 

discretization of such equations may lead to non-physical oscillations and convergence 

difficult ies. These situations are mitigated by using one of the following stabilized 



Figure 5.1: Domain and boundarÿ conditions. 

u = l  
v = O  

formulations: SU 12-11, SUPG [?SI, or GLS (261. The equations are discretized using 

thc scren-riocle triangiilar element (271, wbich uses an enriched quadratic velocity 

firld. n linear cliscontinuous pressure anci a quadratic interpolant for the temperature 

anci the logari t hms of turbulence variables. 

3u -P+2p & = O  

Slesh iriclependent solutions of the equations are obtained wit h an adaptive finite 

cllrnient algorit hm 1391. Error estimates are obtained by a local least squares recons- 

t riict ion of the solution derivatives for the velocity field, the tcmperature and the 

logarit hnis of turbulence variables. A n  error estimate for the eddy viscosity is also 

constriicted since slowly varying fields of IC and E may resuit in rapid variation of 

pt [ V U I .  The aclaptive methodology is set to reduce the error by a factor of two at 

e x h  cycle of adaptation. 

k . ~  plate 
\ \ \ \ \ \ \ \ \ \ @  

( -  1.01 (0.0) 
3k JE 

(1.0) - - 
symrnetry condition wali function 3 x - % = O  

5.4 Isothermal Flat Plate 

The domain and the boundary conditions for an infinitely thin plate are defined 

as shown in Fig. 5.1. Computations are performed in dimensionless form using the 

plate length and inlet wlocity as reference quantities. The Reynolds number is set to 

200 000. selected as viable while at the same time minimizing meshing requirements. 

A tw-veloci ty scale wall function is used along the plate. 



5.4.1 Effect of the turbulence Reynolds number 

This s~ction shows that proper selection of inflow values of turbulence variables is 

criticnl to achieving physically realistic predictions. The inlet turbulence Reynolds 

nuinber characterises the flow ancl is defined as: 

Fol low ing prc.vioiis siiccess in the prediction of interna1 Rows 1351, the turbulence 

Rcynolds nimber at the inflow was set to 1 000 nith the values of k and e given 

i r t  Table 3.2. This low value of the inlet Rer resdts iri a large ecidy viscosity which 

dissipates t h  TICE. 

Tableau 5.2: Inlet valiies of k and e 

Contours of TKE for Ret = 1 000 are shown in Figure 5.2(a). The decay of grid 

turbulence outside of the boundary layer is clearly seen. The high values of inflow 

boundary conditions of k and c also have a significant non-physical side effect: the 

value of pi is loner in the boundary layer than in the free strearn flow, as illustrated 

in Fig. .5.3(a). Note that grid independent results are easily achieved on the first 

adapted mesh. 

Thus. a higlier turbulence Reynolds number must be specified in order to make the 

problem more realistic. Ret is now set to 20 000 (10% of Re) with the values of k and 

e given in Table 5.2. The freestream turbulence is very low compared to the levels 



(a) Ret = 1 000. 

(b) Ret : 20 000. 

Figure 5.2: Contours of TKE 
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Figure 5.3: Variation of p, in the boundary layer at x / L  = 0.5 



(a) Ret = 1 000. 

(b) Rei = 20 000. 

Figiirc 5.4: Final meshcs of the adaptive remeshing procedure 

of TI<E in the boundary layer that the decay of grid turbulence does not show on 

Fig. 9.'2(b). 

Figiirr 5.3(b) is a ~ e r y  good example of the importance of achieving grid independent 

soliitioris. The behavior of the eddy viscosity ( p t )  changes dramatically betrveen the 

itiiti;il ancl the final mesh. rvhere it is more along expected trends. Note that four 

cycles of adaptive remeshing are needed to achieve grid independence. The final 

mrshes for the cases Ret = 1 000 and Ret = 20 O00 are show in Fig. 5.4. Overall 

lower values of the eddy viscosity yield a thinner boundary layer. Figure 5.4 shows 

t hat the meshes are adapted accordingly. 

Ume now make a more quantitative assessrnent of predictions by looking at skin friction 

predict ions. 



5.4.2 Effect of the type of wall functions 

Oiie and two velocity wall functions are used in turn  to predict skin friction over an 

infini tcly tliin plate (zero t hickness). The local skin friction coefficient, defined as: 

is iisetl to assess t lie preclict ions. 

Follotviiig on resiil ts from the previoiis sections. the turbulence Reynolds number is 

set to 20 000. Thr predicted values of C+) are compared to White's correlation 

wliirli is acciiratr to +2% owr the  entire turbulent range 1361: 

5.4.2.1 One velocity scale 

Th distribiitiori of Cf(r) dong the plate is computed from the wall function bound- 

ary c-oiidition for P: 

Figurc. S.S(a) shows distributions of Cj(x) obtained for each one of the adaptive 

cycles. Yumerical instabilities have necessitated the use of different stabilization 

formulations (SU. SUPG, GLS) for the turbulence equations. Converged solutions 

could not he achieved mith the same formulation for al1 adaptive cycles. This may 

esplain ivhy Ive do not see a clear evolution of the distribution of Cf(x) towards a grid 
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(a) One velocity scale. (b)  Two velocity scalps. 

Figiire 5.3: Evolution of t lie distributioris of C, (r) wit h adaptive cycles 
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Figiire 5.6: Distributions of Cf(x) on an infinitely thin plate. 

indepcnclent solution. even though the differences between cycles are small. However, 

predictions are so smooth that we believe they are iiseful in assessing the results. The 

'Cycle 4' solution is plotted in Fig. 5.6. The slightly higher values near the leading 

edge are caused by the change in boundary condition for the u-momentum equation, 

d i i c h  goes from d.ul3.y = O (syrnrnetry condition) to au/& # O (wall function). As 

can be seeri on Figs. 5.5(b) and 5.6' the trend predicted by the two velocity scales 

na11 function is very different and requires some esplanation. 



5.4.2.2 Two velocity scales 

\iVith two velocity scales? the local skin friction coefficient is compiited in the following 

rrianner: 

T h  cvoliition of the tlistribiition of  Cf ( r )  with adaptiw cycles is illustrated in 

Fig. 5.5(h) where grid convergence is clearly acliieved. The distributions obtained on 

the  firial nieshes arc plotted in Fig. 5.6 .  Resiilts are poor tvhen cornparcd to White's 

corrcilation. cspeciiilly riear the leitdirig etlge of the plate wherc the niodel apparently 

fails to reprotluce an observed peak of Ci(r) and TKE. The level of k is very low 

at the inflow bounndry of the domain and remains low because the computational 

wlocity gradients near the leading edge of the plate remain small. Hence! the value 

of i i k  is ver- lom at  the leading edge of the plate so that equation (5.4) predicts low 

~a lues  of r, and Cf(x). 

Realistic distributions of CI(x) can only be achieved if the expecteci levels of TKE 

can be generated by the computational model. It is the velocity gradients in the 

production term of the k-equation that are responsible for generating this turbulence 

and they are most important where the flow meets the plate. This explains the 

rneasured large peak in the value of Cf(x) at r / L  = O. Such a peak is not observed 

in the present computations because there is no stagnation point in the computational 

rnodel of the leading edge of the plate as illustrated in Fig. 5.7. The two curves of 

interest are labeled as 'Inf.thinT (infinitely thin plate). One way around this problem 



Figure 5.7: Horizontal velocity at !j = 0. 

is to rnodify the geometry to reproduce the pliysically «bservecl stagnation point. 

This is the siibject of the nest section. 

5.4.3 Effect of the plate geometry 

When the thickness of the plate is included in the geometry of the moclel, the physi- 

cally observcd stagnation point at the leading edge of the plate is reproduced in the 

sirriulation (Fig. 5.7) .  In this figure the labels 'Scluare' and 'Round' correspond to 

two geometries of the leading edge shown in Fig. 5.9. With these geometries, the 

production of k .  which depends on the velocity gradients. is triggered in this region. 

.As will be shown, the behavior of the shear stress is improved. In our model, we set 

the half-thickness of the plate to 1% of its length. 

5.4.3.1 Square edge - 1 velocity scaie 

In this at tempt, the plate exhibits a square leading edge: as shown in Fig. %$(a). A 

one-velocity scale aall function is used on the horizontal and vertical portions of the 
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(a) Square edge. (b) Round edge. 

Figure 5.8: Enlargement of the plate leading edge 

plate. Unfortiinately, a solution could not be achiewd due to convergence difficiil- 

tics. .4 distribution of C,(x) for this particular case is therefore not presented. I t  is 

t~r l i cwl  t hat the high non-linearity of the wall functions. cornbined with the singii- 

lnrity locatcd a t  the plate corner, where the two wall functions rneet. are responsible 

for the difficulties encountered. 

5.4.3.2 Square edge - 2 velocity scales 

\ \ . i l 1  functions with two velocity scales are iised on both portions of the plate surface. 

This time. it was possible to obtain a mesh independent solution. Two-velocity scale 

wall functions yield an explicit linear relation between u and ru, since u k  is known a 

priori. The wall function then takes the form: 

Xs espected, a peak of turbulence kinetic energy is generated at the leading edge of 

the plate. as shown in Fig. 5.9. Plots of Cl(x) are presented in Fig. 5.10(a) dong 

wit h White's correlation. This figure indicates that several cycles of adaptation 

are required to achieve a grid converged distribution of skin friction. The square 
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Figure 5.9: Variation of TKE dong the plate. 
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Figure 5.10: Distributions of CJ(x) along a plate with a finite thickness for 
Re = 2 x los. 
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Figure 5.11: Slip velocity dong the plate. 

ctlgr produces t lie Iiighest level of turbulence. However. t his does not aiit ornatically 

t rarislatc into higlier values of skin friction. After the flow reaches the  leading edge of 

t hr platp. i t is cicflcctecl up\vards, atvay from the horizontal surface. As a consequence. 

the Iiorizontnl component of the velocity on the plate surface will be low near the 

leatling edge. Figure 5.11 shows plots of the slip velocity dong the plate. The slip 

vcloci ty  is the tangent i d  component of the velocity at the cornputational boundary. 

Loiv ïalues of the slip idocity yield low wall shear so that the effect of the turbulence 

peak is cancelled. As a result. the distribution of C,(x) obtained on the final mesh 

tlocs not compare ne11 with White's correlation (Fig. klO(a)). 

By rounding off the plate leading edge, we ivill see that: 

1. the problern is easier to solve due to the elimination of the sinylarity, and 

2.  the cornponent of the velocity tangent to the plate is increased, resulting in 

liig her values of Cf (x). 



5.4.3.3 Round edge - 1 velocity scale 

. i n  cnlarged view of the round edge is shown in Fig. 5.8(b). The local skin friction 

cocfficicnt is calciilated on the horizontal surface, between the points (0.0.01) and 

( 1.0.01). The cliscrepancy with CVhitek correlation is large. as  seen in Fig. z.lO(b), 

hrcause thc  prak of turbulence kinetic energy is too low (Fig. 5.9 and equation (5.3)).  

The one-1-elocity scale wall function thus appears to be inappropriate for this pro- 

M u .  

5.4.3.4 Round edge - 2 velocity scales 

.As swri in  Kg. 5.1U(c). the ilse of two velocity scales yields better results. .At iast. the 

pcak at tlic lcacling edge is reprociuced and the ~a lues  of Cl(x) corne within 13% of 

the values prcdicted with White's correlation. Elsewhere on the plate. the maximum 

tliscrcparicy wi t h White's correlation is approximately 25%. This level of discrepancy 

is iiriacwptable in practice and rnay be due to the fact that the Reynolds number 

of 200 000 is too low for comparing with the correlations. Indeed, authors such as 

Schultz-Griinow 1371 and Smith et al. 1-131 have reported experimental values of Cl(x) 

owr a flet plate in a turbulent incompressible flow for a range of higher Reynolds 

r i i in i t~~rs .  For instance, Smith et al., who have conducted their experiments on a plate 

with an elliptic leading edge. present results for the range 1.5 x 106 < Re, < 5 x 108. 

Thus. the present Reynolds number of 2 x 10' is at the low end of the turbulent 

range. tv tiicli ma' partly explain the preiiously observed discrepancies. In fac t , 

Rrf. 30 suggests that (Re,),,,,, = 2.5 x 106 for a flotv with a Iow Ievel of turbulence 

0 ) .  Hençe. we increase the Reynolds number to 2 x 106. The next section shows 

inipro~wl agreement between numerical predict ions and correlat ions. 



5.5 Heated Flat Plate 

Tiirt)iilent heat transfer on a heated Rat plate with a round leading edge is now solved 

iising ttic k-c mode1 and two-velocity scale wall functions. The Row conditions are 

5.5.1 Predictionof Cf(x) 

Tlic rvoliition of the ctistributions of C,(X) witti aciaptive cycles is shown in 

Fig. .i.lZ(a). Once again. the importance of iidaptive remeshing is clearly illustrated. 

T l i ~  grid indc.penclent distribution (Cycle 6) is plotted in Fig. 5.12(b) almg with 

Wiitc's correlation and another obtained from Schultz-Grunowos experimental re- 

siil ts 137). T hc niaximum discrepancy between the numerical results and White's 

cborrclnt ion is 13%. A t  the leading ecige. for example. the discrepancy is 11%. The 

agrrcnierit is cveti better when comparing with Schultz-Grunow's results. -4 diffe- 

rcncc of approsimately 17% is obsemed at the leading edge but on 98% of the plate 

lengtli (0.02 < r /L 5 1). the discrepûncy never exceeds 10%. This is a noticeable 

itnpro~ement compared to the case Re = ? x 10' of Fig. 5.lO(c). 

5.5.2 Prediction of St(x) 

The local tieet transfer coefficient is reported in dimensionless form using the Stanton 
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Figure 5.12: Distributions of Cr(r )  for Re = 2 x 10% 
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Figure 5.13: Distributions of St(x) for Re = 2 x 10% 



(a) Initial mesh (Cycle O: 818 nocies). 

(b) Intermediate rnesii (Cycle 3: 6 5-12 nodes). 

(c) Finai mesh (Cycle 6:  37 375 nodes). 

Figure 5.14: RIeshes obtained wit h the adaptive remes hing procedure. 



Predictions of the St(x) distribution are computed with the effective valiie of the 

k a t  flux ( q , )  used in the temperature wall function: 

Fig. 5.13(a) shows the evolution towards a grid independent prediction (Cycle 6). The 

latter is plotted in Fig. 5.13(b) and compared to the Kays-Cramford correlation 1331: 

which is valicl within the ranges 0.5 < Pr < 1.0 ancl 5 x IO' < Re, < 5 x 10% The 

cotiipnrison t~etwcen the correlation and the gricl indepcndent prrcliction of  St ( r )  is 

rsccllent within the range of validity of the corrclntion (0.25 < x < 1) d i e r c  the 

cliscrepancy never esceeds 7%. This confirms that Re = 2 x 10% in the range of 

validity of both the computational mode1 and correlations. 

Fig. 5-14 shows three meshes of the remeshing procedure: the initial coarse mesh 

(815 nodes). an intermediate mesh (6 5-12 nodes) and the final mesh (37 375 nodes). 

As can be seen. refinement is required near and iipstream of the leacling edge. near 

the wall and also near the edge of the boundary laver in order to capture al1 features 

of this flow. 

5.5.3 Evolutionof y+ with the mesh 

An other important feature of the adaptive remeshing algorithm is tha t  it allows 

acliieving grid independence of boundary conditions for wall functions. Fig. 5.15 

shows t hat the value of y+ depends not only on the distance between the wall and the 

computational boundary, but also on the mesh. Both the velocity and temperature 
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Figure 5.15: Evolution of O+ with the mesh. 

w l l  fiinctions tlepend on y+ and hence on u. or U L  which in tiirn depcnd on ttie flow 

soliitiori. This. achieving grid independent solutions is critical to ensure accurate 

aall  funct ion boundnry conditions. 

5.6 Conclusion 

This paper has shown that,  in many cases! surprisingly good results may be achievcd 

wi th  the k - c model and wall functions. Success hinges on ensuring that the com- 

piitational model is specified so as to ensure that key features of ttie turbulent flow 

are reproduced. Xmong these, the turbulence Reynolds number miist be sufficiently 

higli to reflect the true physics of the Row. 

I t  was also shown that the choice of wall functions plays a key role in the realism of 

predictions. .\ two-velocity scale wall function usually produces better predictions 

becaiise one of its velocity scales is directly determined by the level of turbulence. 

This lias a direct impact on the accuracy of the skin friction and heat transler 

coefficient predict ions. 

.A good understanding of the model's structure and characteristics also helps in defin- 



ing the appropriate geometry of the computational domain. For the flow over a flat 

plate, TKE production is triggered by strong velocity gradients that can only be 

genernted by including the thickness of the plate in the computational model. 

Results also indicate t hat accuracy of predictions (Cl(x), St(r)  ) is critically depen- 

dent on the use of çuficiently fine meshes. Adaptive remeshing proves to be a simple 

tool to achieve appropriate meshes and to  guarantee mesh independent results. The 

clifferences between numerical predictions and measurements are then only due to 

riiat lierriatical niocleling choices. 
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CHAPITRE 6 

PREDICTION OF TURBULENT SEPARATED FLOW IN A 

TURNAROUND DUCT USING WALL FUNCTIONS AND 

ADAPTIVITY * 

David Lacasse". Éric Turgeon" et Dominique Pelletiers 

6.1 Abstract 

This papcr presents an application of adaptive remeshing to the prediction of tur- 

t~iilcrit scparated flows. The paper shows that the k - e rnodel with wall functions 

cari prcclict separated flows alorig smooth curved surfaces. Success is achieved if 

the wall functions eshibit values of 2 / +  close to 30 and if meshes are fine enough 

t o  giiarantec that wall function boundary conditions are grid converged. hdaptive 

renicshing proves to be a very cost effective tool in this context. The methodo- 

logy is demonstrated on a problem possessing a closed form solution to establish 

the performance and reliability of the proposed approach. The method is then a p  

plicd t o  prediction of turbulent fiow in an annular? avisymmetric turnaround duct 

(TAD). Predictions from two computational models of the T.AD are compared a i th  

csperiniental mensurements. The importance of appropriate meshes to achieve g i d  

intle pendent solut ions is demonst rated in bot h cases. Bet ter agreement wit h mea- 

'Soumis pour pubiication au International Journal for CFD. 
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siiremerits is obtained when partially developped profiles of u, k? and c are spedified 

lit the TAD inlet. 

6.2 Introduction 

;\sisymrnet rir t il r biilent Rows are freqiientl~ encountered in indust rial applications 

( c g .  iriipinging jets. flows in circiilar ciiicts. diffusers, etc.). Numerical methods have 

brcorw iiri csscntial tool to predict. andyze and optimize such flows. Unfortunately, 

soirir a i l  t hors report results from a single mesh computation wit hout performing 

any griil refinmient studies. Hence. the accuracy of their predictions cannot be 

assrsscd . Xtlapt ive met hods provide a powerful approach to control and maxirnize 

tht. iic.c*liraru of the numerical solutions. The error estimator quantifies the error and 

tlw ;id;iptivity bccomes a simple mcans of automating systematic grid refinement 

stiitlies. The acfaptise methodology has been verified on problems with closed form 

solutions [18.401 geiierated with the method of manufactured solutions 1-111. It has 

heen applied siiccessfully by the authors to achieve grid independent CFD predictions 

ll!J.?O.Z3.31)1. 

The objrctives of the present paper are to: 

1. wrify the adaptive methodology on a turbulent axisymrnetric problem with a 

closed form solution: 

2 .  estend the applications of the method to the simiilation of turbulent separated 

flows iising the k - E model with wall functions. 

The paper is organized as follows. The equations modeling the problem of interest 

and the  numerical solution procedure are presented first. It is followed by a grid 



r~fincment stiidy for a turbulent auisymmetric problem with a closed form solution. 

This vrrifies the accuracy and the reliability of the adaptive rerneshing methodo- 

log?.. WC finally use the rnethodology to  simulate a turbulent Row in an  annular,  

asisy III  nict ric 180-degree t urnaround duct wit h the k - c mode1 of turbulence and  wall 

f i inr t  ions. Niinierical predic tions are validated by cornparing t hem with experimental 

ri.siilts u t ~ t n i n r d  by Sharrna and Ostermier (351. 

6.3 Modeling of the Problem 

6.3.1 Reynolds-averaged Navier-Stokes equat ions 

T h  problcms of interest in the present study are rnodelled by the time-averaged 

c:orit i riiri tu and moment iim equat ions: 

alicre p is the clensity, u t.he velocit- p the pressure. p the viscosity, pl the eddy vis- 

cosity. and e, the specific heat. For axisyrnmetric flows (i.e. flows that are symmetric 

aroiind the horizontal x-auis), the equations reduce to the following expressions: 



Axial niovenient : 

Radial niovement: 

This system of equations is closcd with the k - c model of turbulence 161. 

6.3.2 The standard k - E  turbulence model 

Tlic rddy viscosity is expressecl in terms of two turbulence variables. the turbulence 

kinctic energy (TKE) k and its rate of dissipation c: 

The! are governed by the following transport equations: 

The production of turbulence P ( u )  is defined as: 

P ( u )  = vu : (vu + vuT) 



The constants Ci, C2, Cp? OC and O, are set to the values recommended by Launder 

and Spalcling 161 given in Table 6.1. 

Tableau 6.1: Constants for thc k. - c mode1 

In the axisymmctric case, the turbulence eqriations take the forni: 

with: 

6.3.3 Turbulence equations in logarit hmic form 

While mathernat ically correct, the turbulence equations rnay cause numerical diffi- 

culties. For esample, the eddy viscosity may become negative if c becomes negative, 

caiising the solrer to breakdown. Also, several source terms contain division by a 

turbulence variable. Negative or small values of the denominator can cause irnproper 

sign or 01-erly large values of the source terms. Enhanced robustness of the algorithm 

is achieved if one can ensure that turbulence variables remain positive throughout 

the dornain and the course of iterations. 



One way to preserve positivity of the dependent variables consists in solving for 

their logarithms 1231. This can be viewed as using the following change of clependent 

variables: 

Soliing for K and & guarantees that k and will remein positive throughoiit the 

compiitations. Herice, the eddy viscosity p, will almys remain positive. This a p  

proiich is referred to as solving for logarithmic variables. Fiirthermore. tiirhiilence 

quantitics often present very steep fronts which are clifficult to resolve acciirately. 

Logarithniic variables K and E present smoother variations than ttiose of k ;incl c 

bccause t h e  logarithm varies more slowly than its argument. Thus. more accurate 

solutions are obtained when logarit hmic variables are used. 

The transport equat ions for the logarithmic variables are: 

Xote that the equations for logarithmic variables are equivalent to the original equa- 

tions of the turbulence model. Hence, the turbulence model is unchanged. Only the 

computat ional variables are different. 



6.3.4 Wail boundary conditions 

The standard k - turbulence mode1 is not valid when the turbulence Reynolds 

number is low. The near-wall region is such an instance. The strategy adopted here 

iiscs wall functions which describe a relationship between u.  the velocity tangent to 

the solicl wall. and r,, the wall shear stress. at a given distance y from the wall: 

IL+ = y+ for y+ <y: 
1 

u+ = - ln(Ey') for y+ 2 y: 
K 

shcre h- is the KBrman constant and E is a roughness parameter. For smooth walls 

ire take K = 0.42 and E = 9.0. The dimensionless variables u+ and y+ are defined 

as fol lows : 

The critical value y: separating the linear and Iogarithmic velocity profiles is a p  

prosimately 10.8 133). The wall shear stress is given by: 

wherr u.. is a friction velocity and uk is a velocity scale based on the TKE: 

Qiiantities that depend on the TKE. such as the skin friction coefficient or the heat 

transfer coefficient, require the use of two velocity scales in order to be accuratel- 

predicted. It mas also found that convergence is more easily achieved when t a o  
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velocity scales are used. The value of d, the dimensionless distance between the solid 

wall and the computational boundary, is chosen so that y+ lies within the range of 

~ d i t l i t y  of the function, which is 30 < yç < 300 1301. The normal velocity is set to 

zero. The Il-equation is solved with a zero normal derivative (&/an = 0) boundary 

condition. Finallu. the boundary condition for e is given by : 

6.3.5 Finite element formulation and adaptive remeshing 

Tlic Xavier-Stokes and the logarithmic form of the turbulence equations are solved 

by R finite clemerit method. The equations are rnultiplied by a test fiinction and 

integratecl over the domain. Integration by parts of diffusion terms and pressiire 

gradients leads to the Galerkin variational formulation. Because the equations are 

clorninat ecl by convection? the standard Galerkin discret izat ion of such equations 

rnay lead to nori-physical oscillations and convergence difficulties. These situations 

are mitigntecl by using one of the following stabilized formulations: SU 12-11, SUPG 

1-51, or GLS 1261. The equations are discretized using the seven-node triangular 

elemen t [2'7]! which uses an enriched quadratic velocity field, a linear discontinuous 

pressure and a quadratic interpolant for the logarithms of turbulence variables. 

hIesh independcnt solutions of the equations are obtained with an adaptive finite 

element algorithm [391. Error estimates are obtained by a local least-squares re- 

construction of the solution derivatives for the velocity field and the logarithms of 

tiirbiilence variables. An error estimate for the eddy viscosity is also constructed 

since slowly varying fields of X: and E may result in rapid variation of pt 1231. The 

adaptive rnethodology is set to reduce the error by a factor of two at each cycle of 

adaptation. 



Figure 6.1: Compu tat ional domain for free turbulent jet 

6.4 Ver ification 

Tlie niethodology is verified tvith the method of manufactured solutions 1411. The 

idea is to solve a problern for which an analytical solution is known. This rnakes i t  

possil~le to verify t hat the numerical solii t ion converges towards the exact (andyt  ical) 

solution mitli adapt iw rnesh refinement. 

Mé use the solution for a free turbulent jet, as provided by Schlichting (41. The 

computational domain is illustrated in Fig. 6.1. The exact solution for the velocity 

components is given by: 

where: 



Thc ratio 2 is constant and eqiial to 0.0161. The parameter c represents the strength 

of the jet. I t  is adjusted so that the value of the velocity (u)  is equal to one a t  (0.2?0), 

~ie ld ing  c = 7.277 x 10-". The expression for the pressure is chosen so that a zero 

radial traction boiindary condition can be imposed exactly at r = 1: 

The rspressions for k. CL, ,  and c are: 

Xlt lioiigli t hcy could have been chosen arbi trarily, the previous expressions reproduce 

the general trends observed in a turbulent free jet. The value of the TKE on the 

syrnmetry asis decreases as r increases ivhile pl is constant on the axis. Both the 

TKE and dccrease exponentially with increasing radial distance from the auis. -4 

constant is added to both expressions in order to avoid an il1 posed problem due to 

rery srnall values of k and pt.  The espression for e is deduced frorn the definition of 

Appropriate source terms are obtained by substitiiting the above expressions for u. 

r .  p. k. c. and pt into the Xavier-Stokes and turbulence equations. These equations 

are solrcd on the dornain shown in Fig. 6.1. A symmetry condition is applied on the 

asis for ail variables (note that t here is no interpolant for the eddy viscosity). Radial 

tractions are set to zero at r = 1. Dirichlet boundary conditions (exact values) are 



Figiirc 6.2 slioivs tlic evolotion of the global error norrns (true and estimated) during 

t lie adaptive process (since the turbulence variables are solved in logarithmic form, we 

prescrit the results for the logarithmic variables K and E ) .  The errors decrease with 

rnrsh rc~fi~icrtiiwt and the numerical solution converges towards the exact solution. 

Furthermorc. Figure 6.2 shows that the error estimate approaches the true error 

with tricsh rcfirierricrit. This indicates that adaptation improves the accuracy of both 

thc solution and the error estirnator. The norm of the triie error in pressure behaves 

( l i f h w  t ly t h r i  t hc ot h ~ r  nornis on the 1st nclaptivc cycle. This is because me do not 

accoiirit for crrors in pressure during the remesiiing process. In problems such as this 

orir. wtierc thr variation of the pressure is minimal ttiroiigliout the domain, errors in 

prcssiirc art1 srliiral ordcrs of magnitude srnnllcr thnn crrors in other variables. Since 

t lie aclaptivc st ratc%gy attempts a rediiction of the crror in each variable. adaptation 

or] pressure increascs the number of nodes in regions ivhere the other variables are 

not b'scnsitit.e" to mesh refinemeiit, thus resul ting in a waste of cornputer resources. 

The relative error (ratio of the norm of the true error over the n o m  of the solution) 

is less tlian 1% for ail variables exept the pressure! as shown in Fig. 6.3. The relative 

error for the pressure is alniost equal to one for al1 adaptive cycles. This is caused 

by the fact t hat the exact solution (P,,.,,) is very close to zero. Hence. the error is 

aprosimately equal to the numerical solution (Ph - = Ph) and the relative error 

is approsiniately one ( ( P h  - PeZact)/Ph = 1). The efficiency (ratio of the estimated 

error to the true error) is a goocl indicator of the accuracy and reliability of the error 

estimator. Fig. 6.4 shows that the accuracy of the error estirnator increases as the 

mesh is refined. For the last cycle, the efficiency for al1 variables is superior to 0.9. 

Hence. not only does adaptive remeshing yield highly accurate numerical solutions, 

but the accuracy can be quantified with a uery reliable estimate of the true error. 
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Figure 6.2: Truc and cstirnated error norms 

Figure 6.3: Relative errors 
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6.5 Flow in a Turnaround Duct 

The k - c model with wall functions using two wlocity scales is iised to cornpute the 

Hoa of air in an annular, misymmetric 180-clegree turnnroiind duct. This problem 

prcsents the characteristics of cases for mhich the k-r rnotlcl with r m l l  ftinctions are 

believed to be inadequate. naniely: 

a st rong streamline curvature: 

xlïcrsc pressure gradients lending to bountlary Iaycr scparation. 

Siniulations nere performed on two differcnt computational rnodels as shown in 

Fig. 6 5 .  Inlet boundary conditions for model 2 1 correspond to a flat streamwise ve- 

locity  profil^ and constant values of turbulence variables. The irilet section is longer 

than tliat of model +2 to allow for sonie de~elopnient of the flow upstrearn of the 

bcntl. In mode1 +2. the boundary conditions correspond to a partly ci~veloppeci flow. 

Wence. t lie inlet section is shorter. These conditions are closer to those observed ex- 

perinientally. Coniplete details concerning boiinilary conditions are provided in the 

following sections. A s  will be seen, the inlet conditions have a strong influence on 

the Bow. 

It is knomn from esperimental observations 138 1 that the boundary layer separates 

from the inner wall somewhere close to the 180-degree location. We show on cornpu- 

tatiorial model #1 that separation can be predicted only when the distance between 

the inner wall of the duct and the computational boundary is adjusted so that the 

ralues of y + are close to 30. Separation of the boundary layer is also predicted nith 

model ~2 but the change of inlet bounda- conditions yields a flow that exhibits 

a very different behavior than what is obsen-ed with model -1. The two models 
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Figure 6.5: Cornputational models for flom in a turnaround chct . 

are validated by comparing predictions with experimental observations of tangent ial 

velocity profiles a t  different locations in the bend. 

6.5.1 Computational model #1 

6.5.1.1 Domain and boundary conditions 

Cornputational niodel #1 is shown in Fig. 6.3(a). The duct is axisymmetric (i.e. 

symrnetric around the x-ais) .  The flow has a Reynolds number of 105 based on 

the inlet veiocity and duct height. The dimensionless inlet boundary conditions are 

u = 1. v = O. k = 1 0 - ~  and c = 9 x IO-''. The resulting inlet turbulence Reynolds 



Cycle 3 ( 5  714 nales) - - - - 
CyclcJ(I1 % n a l a )  - - - - -  - 
Cycle 5 171 006 noda) 
Cycle 6 138 JM nodcs) --------- - 

120 

If)() 

O 7 4 6 8 10 12 14 16 0 1 3 4 5 6 7  
Distance from inlct Disimcc Jownstrcam fmm IâUdtgrct location 

cycle 1 .. - -  -. . 
- Cyclc? . . .  -- O E - 

Cycle 3 - - - - - 
- Cycle4 L! $ 8 

Cycle 5 . .. . 2 2 2- 

(4 Y +  (b) Slip velocity 

. - - . .  . -  *--: , - , ,  - . _ .  ' .  . . 

Figure 6.6: y+ and slip velocity on inner mal1 for d = 0.015 with computational 
niodel + 1. 

niinibrr is 10". At the outlet. both v and the normal traction are set to zero. Zero 

str~arriwise gradients are imposed on k and c. Wall functions are set with d = 0.02 

6.5.1.2 Wall functions with d = 0.015 on inner wall 

The distance d between the inner wall and the computational boundary is set to 0.015. 

The resulting values of y+ for each cycle of the remeshing procedure are plotted in 

Fig. 6.6(a). -4s can be seen, dramatic changes occur between cycle O and cycle 7. 

Mesh independence is reached downstream the O-degree location with cycle 7. Since 

a e  are mostly interested in the flow in the bend region, results obtained with cycle 7 

c m  bc assessed with confidence. Elsewhere values of y+ for this cycle remain within 

the range 30 < y+ < 100, with the exception of a short section near the duct inlet. 

Mesh dependence of y' implies that the boundary conditions for the velocity also 

depend on t.lie mesh since u+, and consequently the slip velocity, are also functions of 

y+. The slip velocity is the tangential component of the velocity at the computational 
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Figure 6.7: y+ and slip velocity on inner wall for d = 0.01 with computational 
rrmdd :: 1. 

tmiindary Plots of the slip velocity on the inner wall boundary downstrearn the bend 

are showri in  Fig. 6.6(b). Once again? we see tliat gricl independence is only achieved 

rvitli cyclc 7. Dosnstrcam of the bend, the slip velocity decreases until it reaches 

its niininiurn value a t  ii distance of approximately 0.5 downstream the 180-degree 

location. Honever. Ive observe no separation of the boundary 1-r (the sign of the 

slip velocity rcrnains unchanged). This contradicts experimental observations. By 

reducing t lie distance betreen the wall and the compu tational boundary, it is possible 

to predict separation. as shown in the next section. 

6.5.1.3 Wail functions with d = 0.01 on inner wdl 

The tlistiince d is now reduced to 0.01. The values of y+ are lower than in the 

previous case (d = 0.015) but remain above 30 in regions where the solution is grid 

indcpendent (downstrearn the O-degree location), as shown in Fig. 6.7(a). Once again, 

a strong dependence of y+ on the mesh is observed. Three meshes of the adaptive 

process are slionn in Fig. 6.8: the initial mesh (cycle O: 713 nodes), an intermediate 



(a) Cycle 0: 713 nodes 

(b) Cycle 4: 11 108 nodes 

(c) Cycle 7': 72 531 nodes 

Figure 6.8: Three meshes of the adaptive process for d = 0.01 on inner wall with 
cornpu t ational mode1 # 1. 



iiirsh (cyclc 4: 11 108 nodes). and the final rnesh (cycle 7: 72 531 nocles). 'riote 

the coiirseness of the initial mesh (Fig. 6.S(a)): only two to four elements are found 

arross the cliict height. Due to the size of the elements. the geometry of the mode1 

is rmt w l l  reprotliicccl in the bend. Howerer. after four adaptive remeshings. there 

arc vcry firie elenlents along the inner wall in thc bend. as shown in Fig. 6.8(b). 

Steop rnriatioiis of K. and especially &. are responsible for rnesh refinement in this 

rrgion. Contours of K,  k ,  ET e.  and pt are shown in Fig. 6.9. Variations of the velocity 

cSorii p(mcri t sxrr srri;rll comparecl to t hose of t hc tiirbiilence variables. Hence. contours 

of 11 ;i11d r are not presented. Gradients of pl (see Fig. 6.9(e)), are responsible for 

rnrsli rrfincnicnt that is stnrting to take place along the inner wall downstrearn of 

thc bencl. The mrsh upstrearn of the O-degree location is still very coarse. With the 

s ( w ~ i t  h atlaptiw cycle. trends of the soliitiori can be dediiced by Iooking at the rnesh 

(Fig. G.S(c)). Because flat profiles of u. k .  and c are imposed at the inlet? gradients 

arc w a k  ricar t hc inlet and Iittlc error is detected there. Hence, rnesh refinement 

is lrss pronoiincetl. Contours of K and E (Figs. 6.9(a) and 6.9(c)) show the growth 

of the I~oiinclary lqers. They occiipy approsimately 30% of the diict height at the 

O-(lrgrrc location. The location of the edge of the boiindary Iayers is also visible in 

the rriesh. Slcsh refinernent almg the outer wall in the bend and downstream of it 

is mostly due to the variations of the eddy viscosity (Fig. 6.9(e)). Cornparisons of 

Fig. 6.9(ii) and 6.9(b) show that k and its logarithm K eshibit sharp gradients in 

tlifferent locations. Logarithmic variables provide better resolution of the boundary 

I q e r  upstream of the bend. They also better capture the variations across the front 

of 11, in the bend. This is to be espected as the logarithm discriminates more easily 

between small values of its argument. This is especially true for very small values. 

say for k or cc 1. This behavior is eren more pronounccd for the dissipation rate c. 

Detailed examination of Fig. 6.9(d) revealed that 90 % of the changes in c occur in 

the first 1-r of elements along the inner ivall in the bend. The variations of E are 

much smoother. occuring.across 5 to 10 element Iayers. This is a good example of 



(a) K 

Figure 6.9: Contours for computational mode1 Y1 with d = 0.01 on inner wall. 



(a) O-degrce location (b )  150-clegree location 

Figiirc 6.10: Tangentid velocity profiles for d = O 
t ional mode1 + 1. 

8.01 on inner wall witli computa- 

thr atl~antages of solving for logarithmic variables. Prohibitively fine meshes would 

Ix rrquired to achieve equivalent solutions if one were to solve for ii and c directip. 

Slip wlocity distributions dong the inncr wall downstrearn of the bend are presented 

in Fig. 6 .7b) .  Besides the evolution of the solution ivit h the mesh? this figure shows 

ttiat separation is predicted. biit only on a siifficiently refined rnesh. In other words. 

an appropriate choice of d allows to predict the separatiori but on a fine mesh only. 

Fig~ire 6.10 shows tangential velocity profiles at the 0- and 180-degree locations. 

\.;?lues of the tangential velocity are presented against sr, a dimensionless coordinate 

which is defined as: 

so t h  s' = O on inner wall and 1 on outer wall computational boundaries. The 

csperirnental values are non-dimensioni?lized using a reference velocity given by the 

ratio of the nominal experimental flow rate (5140 cfm) to the duct's inlet section. The 

evolution of the predictions with adaptive remeshing is clearly seen. especially at the 

180-degree location (Fig. 6.10(b)). The variation of the slip velocity on the inner wall 



boiindary ( s r  = O )  betaeen the first and the 1st  cycle is very significant. This fur- 

ther ernphasizes the importance of achieving grid indepencient boundary conditions. 

Finally, even though predictions seem to improve with remeshing, the discrepancies 

sitli experimental values remain large. In order to improve the agreement between 

t lie predict ions and the measured val~ies. computational moclel ::Z is iisrtl. 

6.5.2 Computational model #2 

S harnia and Ostermier 1351 made the following observation: at a distarice cquitl to five 

tliict Iieigtits upstream of the O-degree location, the velocity and tiirhiilence intensity 

profiles indicate the presence of bouridaïy lqers which covcr 40% of ttic ciiict height. 

This obser~ation is used to define the inlet boundary conditions of computational 

nioriel TL. 

6.5.2.1 Domain and boundary conditions 

Computational model $2 is shoan in Fig. 6.5(b). The inlet is now located at  

r / H  = 2. Inlet boundary conditions for u ,  k, and e are generated numerically 

by solving the flow in a straight annular duct having the same radii as the inlet of 

the tiirnaround duct. Computations are performed with the same inlet boundary 

conditions as computational model f 1. Profiles of u, k ,  and E are taken at a location 

downstream the inlet where the boundary layers cover 40% of the duct height. These 

profiles are used a s  inlet boundary conditions in computational mode1 $2, and are 

in agreement nith Sharrna and Osternier's observation. Elsewhere boundary condi- 

tions are identical to computational model f 1. The distance d in wall functions is 

set to 0.01 on inner wall and 0.02 on outer wall. 



6.5.2.2 Results 

Distributions of y+ and of the slip velocity are plotted in Fig. 6.1 1. 

Y . . .  
Cycle O (665 nales) .. - 

Cyck 1 ( t  478 nodes) .. 
, -.: +. Cycle 1 ( 3  163 nulcl )  - Cyclc 3 (6 897 n a l u )  + - . - - 

-+-- ------CycleJ(tJ389nodu) - - - - - .  

Cvck 5 t 30 085 nodes, 

(4 Y+ (b) Slip velocity 

Figure 6.11. and slip velocity on inner wall for cornputational model +2. 

Grid independence is achieved on the 1 s t  cycle and the values of y+ (Fig. 6.11(a)) 

are cveryvhere above 30, even a t  the duct inlet. The evolution of the slip velocity 

with the mesh (Fig. 6.11(b)) follows a pattern quite sirnilar to that obtained witli 

computational niodel f: 1 (Fig. 6.7(b)). Once again, separation is predicted at the exit 

of the bend. Grid independence of the solution is confirmed by the fact that the slip 

velocity distributions for cycle 6 and cycle 7 are superimposed. Tangential velocity 

distributions at the 0- and 180-degree locations are shown in Fig. 6.12. As with 

computational model f 1 (Fig. 6.10(b)), the effect of the wall boundary conditions is 

ver' important at the 180-degree location (Fig. 6.12(b)). However. it appears that 

the tangential velocity profiles obtained with computational model #2 are in better 

agreement with esperimental observations. This topic will be discussed in more 

detail in the next section. We now examine the overall effect of the modification of 

the inlet boundary conditions on the solution. 
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Figiire 6.13: Tangential velocity profiles for cornputational mode1 #2. 

Figiiro 6.13 prcsents meshes obtained for computational iiioclel 72. Ttiey are con- 

trastcd witli those of Fig. 6.8. While the meshes for cycle O are very sirnilar, rnarked 

clifferences are observed on cycles 4 and 7. Mode1 #2 results in more refinement 

ncar the  edges of the wall boundary layers upstream of the bend. Furthermore, the 

barid of  refinernent in the core of the bend has shifted closer to the center of the 

I~end. Finally. the bands of refinernent downstream of the bend are less pronounced. 

Tliesc differences in the meshes c m  be directly linked to changes in the solution 

field. Figiire 6.14(a) shows tight concentration of contours of K: in the core of the 

flow upstream of the bend. This is due to the boundary layer explicitly incorporated 

in the inlet boundary conditions. The gradients of velocity triggers the production 

of TKE which result in the clustering of contours. Gradients of K are also smaller 

tiowmstreani of the bend. Similar trends are observed for E .  Significant differences 

arc observed in the contows of the eddy viscosity. Again, the effect of the inlet 

boiintlary layer results in clustering of contours upstream of the bend. In the bend 

itself. ne  observe the presence of larger gradients of pt near the inner wall while 

t,hc front in the core has shifted doser to the center of the duct. Downstream of 

the bend? gradients of pt are stronger near the outer wall. The diagonal band of 11 



(a) Cycle 0: 665 nodes 

(b) Cycle 4: 14 389 nodes 

( c )  CycIe 7: 96 522 nodes 

Figure 6.13: Three meshes of the adaptive process for computational mode1 #2. 
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Figure 6.11: Contours for compiitational mode! #2. 



in niotlel 21 has nearly disappeared. resulting in a smoother distribution of eddy 

\,isrosi ty riear t lie outflow. 

Firiiilly. steamlines for both models are show in Fig. 6.15. The extent of the se- 

piratiori 1)uhble is clearly illustrated in both cases. With moclel #?. the  bubble is 

higgw ;in( 1 srparation occurs closer to the 180-degree location. The distribution of 

the streciirilines nlso indicates the distribution of the flow. At the inlet of mode1 $2, 

t h  strtwiilines arc closcr together in the ccnter of the diict where the core of the 

flow is located. In the bend. the core of the flow is closer to the inner wall with 

1iio(1oI :: 2 t han \vit h mocfel + 1. 

(a) Computationd mode1 fiL 1 

(b) Computationai mode1 +2 

Figure 6.15: Streamlines. 



6.5.3 Validation 

Tangentinl veiocity profiles were measured by Sharma and Ostermier 1381 at six 

locations in the duct: at x / H  = 2 and in the bend at the O-. 51-, 103-. 154-, and 

180-degrcc locat ioris. The csperimental results are iised to assess the computational 

moclcls. 

6.5.3.1 Experimentalflow rates 

Before cornparing oiir preclictions to the expcrimentai resiilts, ive vcrified the Rowrates 

nieastircd nt  each station. In theory, the Rowrates should be eqcial. Table 6.2 shows 

tliat thcy cliffer by as niuch as 12% froni the norriirial flow rate of 5140 cfm given by 

the authors. 

Tableau 6.2: Experimental fiow rates 

Location Flow rates ( d m )  
x / H  = 2 4592 
O-degree 4513 

5 1-degree -4813 
103-degree 4987 
154-degree 5269 
180-degree 5629 

Since esperiments were performed at a low Nach number (Ma = 0.1), the effects of 

compressibility should be negligible and do not explain the inconsistency of the flow 

rates presented in Table 6.2. CVe took i t  upon ourselves to adjust the measured data 

of Sharma and Ostermier to ensure that the flow rate is the same a t  al1 locations. This 

nas  achieved by multiplying the  measured values of the velocity at a given station by 



the ratio of the noniinal flow rate (3140 cfm) to the Ron rate for that particular station 

(tnken from Table 6.2). This guarantees that the adjusted velocity profiles al1 result 

in a Aow rate of 5140 cfm. The adjusted velocity values are then non-dirnensionalized 

bu dividirig them by the reference velocity. The latter is given by the ratio of the 

nominal Row rate to the duct's inlet section. The average value of the velocity at  the 

tluct 's inlet is t hus equal to one for bot li the dirnensioniess esperimental observations 

and the niimerical preclictions. For completeness. preclictions are compared to both 

cidjiisted and unacijusted measurenicnts. 

6.5.3.2 Assessrnent of the computational models 

Critl indepcndent numerical predictions of thc tiingcntial wlocity obtained on cycle 

7 ~ i t l i  coniputational models +1 and 92 are presented in Fig. 6.16. The overall 

irripression is that predictions obtained with moclel +? are iri better agreement with 

adjusted csperirnental resul ts than t hose obtained rvi th niodel 1. Even though 

the wlocity profile irnposed as a boundary condition for model $2 is very close to 

expcrimmt al data (Fig. 6.16(a)), there is a noticeable di fference close to the outer 

mal! mhere the slip velocity is high compared to the experimental value. An attempt 

to rcduce it was made by setting d = 0.012 in the wall functions for the outer wall. 

This change resulted in lower values of y+ dong the outer wall but the effect on the 

values of the slip velocity was insignificant. For example, the slip velocity a t  the outer 

wall a t  x/ H = 2 \vas reduced to approximately 0.6 and at the 180-degree location, 

profiles of the tangential velocity profiles obtained with d = 0.02 and d = 0.012 were 

almost identical. It was not possible to further reduce the value of d without lowering 

y-' to \.dues below 30 aalng the outer wall. At the 51-degree location, the first station 

in the bend (Fig. 6.16(c)), predictions obtained ni th computational model #2 are 

in excelient agreement with the experimental values. At the 103- and 154-degree 
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Figure 6.16: Experimental and predicted tangential velocity profiles. 



locations (Fig. 6.16(d) and 6.16(e)), the models underestimate the veloci ty tangent 

to the outer wall and overestirnate the velocity tangent to the inner wall. At the 180- 

clegree location (Fig. 6.16(f)), the main difference between the predictions of the two 

models is the location of the maximum velocity. With computational model $2, the 

masiniuni tangential velocity is located farther away from the inner wall and closer 

ro esperirnental values than nith computational model #1. This trend was already 

visible at t hc 154-degree location. Bot h models show incipient separation from inner 

d l  (s' = O) at the 180-degree location. Even though Sharma and Ostermier provide 

no details concerning the location and the length of the recirculation zone. it is stated 

t hst:  

T t ic re  is definite indication that the flow has separatcd at the MO-degree 
measiircment location. This occurs at  the inner wall and is observcd as 
an insignificant change in the velocity with distance from the inner wall. 
Since the hot-wire technique is unable to resolve recirculating flows, it is 
quite possible that the probe is in fact in its own probe-support-generated 
wake." 1381 

The lut statement certainly adds uncertainty to the accuracy of the esperirnental 

data. 

6.6 Conclusion 

This paper has presented an application of adaptive remeshing to predict turbulent 

flow i r i  a turnaround duct using the k - e model with wall functions. The adaptive 

rerneshing algorithm was verified on an avisymmetric problem with a closed form 

solution. 1 t was shown t hat adaptivity yields highly accurate and grid independent 

solutions. The error estimator, whose accuracy improves with mesh refinernent, 

provides a very reliable estimate of the true error. 



Simiilations of the ffow in an annular avisymmetric turnaround duct with the k - c 

niodcl of turbulence and wall functions have shown the strong dependence of the wall 

fiinction boiindary conditions on the mesh. As many as seven adaptive cycles were 

rcqiiirctl iri order to achieve mesh independence of the slip velocity. Separation of the 

bounclary layr  from the inner wall of the duct a t  the exit of the bend can be predicted 

only if the distance d in the wall functions on the inner wall is chosen so that the 

rcsiilting mliies of y+ are close to 30 and if the mesh is sufficiently fine near the d l .  

The irl i  portance of achieving grid inde pendent solutions is demonstratetl here again 

as separation is not predicted on coarse rneshes? even if d is chosen appropriately: 

foiir to fiw at lap t i~e  cycles are recpired before separntion is observecl. 

Siniti1;itioris frorn two computational models of the turnaround duct were validated 

by coniparing grid independent predictions of the tangentid velocity profiles rvith 

cspcrirnental clats. The first model uses Rat profiles of u. k. and e at the inlet while 

the srconcl uses partially developped profiles. The inflow boundary conditions have 

n considerable effect on the solution. Noticeable changes in the structure of the Bow 

werc observed when the second model was used. In this case, the core of the flow 

was doser to the inner wall in the bend, resulting in higher gradients of the solution 

nenr the inner wall. Results obtained with the second model are in better agreement 

witli esperimental data, although the accuracy of the latter rnay be questionable. 

This work wns supported in part by NSERC, FCAR and AFOSR grant F-19620-96- 

1-03'29. 



CONCLUSION 

La contribution de ce mémoire se situe au niveau de \'application d'une méthode 

d'élénimts finis adaptative à des écoulements turbulents. Tous les calcuis ont été 

faits en utilisant le modèle de turbulence k - E  avec des lois de paroi comme conditions 

frontieres sur les surfaces solides. 

Yoiis avons d'abord étudié le cas d'un écoulement externe sur une plaque plane avec 

r t m i s  t rnnsfert thermique. Les prédictions du coefficient de friction local CI(x) 

tlt t l i i  nonihre de Stanton le long de la plaque ont été soumis pour publication sous 

IP tit rr "On the judicious use of the k - hlodel, Wall Functions and Adaptivitf'. 

Noiis noils soInrncs ensuite intéressés 5 un écoulcrnent interne dans une conduite 

mriiilairc asisynii.trique coudée à 180 degrés pour lequel des données expérimentales 

sont disponit~les. Les résultats d'intérêt ont été soumis pour publication sous le titre 

-.Prcdiction of Turbulent Separated Flow in a Turnaround Duct Using Wall Functions 

aiid Aclnptivity". Les deux articles montrent que le remaillage adaptatif est un outil 

efficace de contrôle de la qualité des solutions. La vérification de l'algorithme de 

remaillage adaptatif sur un problème possédant une solution analytique démontre 

que cette technique permet d'obtenir des résultats précis et indépendants du maillage. 

L'estimateur d'erreur, dont la précision augmente avec le raffinement du maillage, 

procure une estirnat ion très juste de l'erreur réelle. Avec des solutions indépendantes 

d u  maillage et une estimation fiable de l'erreur, il est possible de porter un jugement 

6clniré quant à la validité des résultats et du modèle de simulation choisi. 

L'utilisation d'un modèle de turbulence simple avec des lois de paroi permet d'obtenir 

des résultats d'une surprenante qualité. Il importe cependant que le modèle de simu- 

lat ion soit défini de façon à faire ressortir les caractéristiques propres à I%coulement 



tiirbiilent. La définition correcte du modèle de simulation implique d'abord le choir 

j iiclicic~is d LI nombre de Reynolds de la turbulence. Celui-ci doit être suffisamment 

élevé afin de refléter la vraie nature de loécoulernent turbulent. Le type de lois de 

paroi retcnii joue également un rôle prépondérant dans la qualité des prédictions. Les 

lois dit paroi & cicos échelles de vitesse permettent d'obtenir de meilletirs résultats 

parcc qii'iirie cles Cchelles est cléterminée directement à partir du niveau de turbu- 

lence. Les prédictions du coefficient de friction local et du nombre de Stanton s'en 

t roiiwnt graridement arriéiiorées. 

Lors (lc la d6firiitioti de la géoriiétrie du domaine de calcul. les caractPristiques et 

Li stswtiirr c l i i  rnodèle de tiirbiilence doivent être prises en considération. Le mod- 

ele k - e contient tin ternie de production d'énergie cinétique de la turbulence dont 

I'im por tance aiignicnte en présence de forts gradients de vitesse. Les prédictions de 

CI(") et St (s )  sur une plaque plane se comparent favorablement aux meilleures cor- 

rélations disponibks dans la littérature lorsqii'on incorpore l'épaisseur de la plaque 

(taris Ic modèle de simulation. Dans ce cas, le point de stagnation observé au bord 

d'attaqiie est reproduit par le modèle? déclenchant ainsi la production d'énergie ciné- 

tique de turbulence. Les n iveau  de k. prédits prés du bord d'attaque sont alors 

réalistes. 

Pour l'écoulement complexe dans une conduite annulaire coudée a 180 degrés, plu- 

sieurs cycles de remaillage adapté sont nécessaires pour produire des conditions fron- 

tières indépendantes du maillage le long des parois. La séparation de la couche limite 

{le la paroi à. l'intérieur du virage peut être prédite seulement si la distance d dans 

la loi de paroi est ajustée pour que les valeurs de y+ résultantes soient proches de 

30 et si le maillage est suffisamment raffiné près de la paroi. L'importance d'obtenir 

des solutions indépendantes du maillage est une fois de plus mise en évidence. 

Tout le concept de solution indépendante du maillage ouvre une possible avenue 



de recherche: la validation de modèles de turbulence. Ayant à notre disposition 

iin moyen pour contrôler et quantifier les erreurs de discrétisation, il devient possi- 

ble t l'h-aliier avec assurance la performance de différents modèles sur un problème 

clonni.. -4vec des solutions indépendantes du maillage, les différences observées entre 

les résirltnts nuniériques et espérimentaux ne sont attribuables qu'aux choix de mo- 

délisation. Urie autre voie de recherche possible et pertinente consisterait a simuler 

tics 6~oiilerrients t ridimensionncls et transitoires. 'Jous avions d'ailleurs débuté le 

prrrnirr cliapitrr di1 n i h o i r e  par: "Les écoulements turbulents sont cle nature non- 

stat ionnairc vt tridimensionnelle". Les exigences en termes de ressources informa- 

tiqiics seraierit évidernnient beaucoup plus grandes mais pas nécessairement hors de 

porttv). Dtls tdiriiqiies comme la resoliition en variables logarithmiqiics permettent 

(l'oht (3nir tlcs solo t ions précises sur des maillages grossiers. La génération cle maillages 

+tirés pcrnicttrnit également de réduire significativement les ressources informatiques 

riitcessaires. Cet te technique n'est pas implantée en ce moment et l'investigation des 

possibles faqolis cle le faire représente assurément un autre sujet de recherche intéres- 

sant. 
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