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Résumé 

Un modèle numérique capable de simuler les interactions entre les écoulements à 

surface libre et souterrain a été développé, afin de permettre d'étudier les conditions 

d'écoulement lors de l'étiage hivernal. Au cours de cette période, les apports au cours 

d'eau proviennent essentiellement des nappes souterraines. Le modèle développé 

permet une représentation bidimensionnelle plane des écoulements a surface libre et 

souterrain. 

Le modèle d'écoulement à surface libre résout une fomulation en différences finies 

des équations de Saint-Venant. II présente aussi la possibilite de simuler le 

déplacement du littoral, en ajustant les conditions aux frontières à chaque intervalle de 

temps. Le modèle a été validé et utilisé dans une gamme d'applications variées, en 

régime transitoire ou permanent, pour des écoulements de types fluvial, torrentiel ou 

mixte. 

Le modèle d'écoulement souterrain résout une formulation en éléments finis de 

l'équation de Boussinesq. II permet de simuler les écoulements horizontaux, dans un 

milieu poreux saturé. Au cours de l'étiage hivernal, la contribution à l'écoulement de la 

zone partiellement saturé est très faible, c'est pourquoi elle n'a pas été considérée. 

Différents tests ont été réalisés sur le modèle couplé en considérant le cas d'un canal 

rechargeant un aquifère et un canal rechargé par un aquifère. Une simulation 

d'écoulement régional réalisée sur un petit bassin versant a permis de reproduire le 

phénomène de récession de I'hydrogramme et de tarissement de la nappe. Les 

résultats obtenus montrent un bon comportement du modèle, un bilan hydrologique 

bien balancé. 



Abstract 

A numerical model able to simulate groundwater and free surface flow interaction has 

been developped, in order to study flow conditions during winter low flows. During that 

period, contribution to streamflow essentially cornes frorn groundwater. The proposed 

model presents a bidimensionnal representation in the horizontal plan of free surface 

and groundwater flows. 

The surface flow model solves a finite diffence formulation of Saint Venant equations. 

It is able to sirnulate wetting and drying of floodplains, by adjusting boundary conditions 

at each time steps. The model has been validated and used in many different types of 

applications, for steady and unsteady problems, involving subcritical flows, supercritical 

flows or both. 

The groundwater flow model solves a finite element formulation of Boussinesq 

equation. It is able to simulate horizontal flow in a saturated porous media. During 

winter low flow, the partially saturated zone contribution to flow is quite small and can 

therefore be neglected. 

A number of tests were done using the coupled mode1 considering an irrigation channel 

recharging groundwater and a channel being recharced by groundwater. A regional 

flow simulation was realized for a small watershed tc, reproduce hydrogram recession 

and water table lowering. Obtained results showed a good physical representation and 

a balanced hydrologie budget. 
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Chapitre 1 Introduction 

Les interactions entre les eaux souterraines et les cours d'eau peuvent être étudiées à 

l'échelle locale pour déterminer la nature des échanges entre ces deux systèmes. Une 

bonne connaissance de la dynamique de ces échanges permet une meilleure gestion 

de la ressource hydrique, particulièrement lors des périodes d'étiage où une fraction 

importante du débit d'un cours d'eau provient de I'eau souterraine, tandis qu'en période 

de forte hydraulicité, c'est plutôt les cours d'eau qui rechargent les aquifères. Les 

régions nordiques connaissent des étiages hivernaux sévères lors desquels les cours 

d'eau sont particulièrement sensibles à des variations du niveau de la nappe 

phréatique ou de la qualité de I'eau souterraine, II est donc important de pouvoir 

compter sur des méthodes efficaces pour analyser les interactions et les conditions 

d'écoulement. 

La modélisation consiste en une représentation simplifiée des phénomènes physiques. 

Cette représentation est sélective, car seulement une partie des phénomènes sont 

représentés selon le choix du concepteur du modèle. Ainsi, dans le cas présent, seul 

l'écoulement souterrain et l'écoulement à surface libre sont considérés, toutefois, à titre 

d'exemple, un modèle de formation du couvert de glace aurait aussi pu être considéré 

puisque la glace a une influence sur les écoulements lors des étiages hivernaux. Les 

modèles reposent donc sur des hypothèses de base qui restreignent leur champs 

d'application. L'approche proposée permet de simuler les interactions entre un modèle 

d'écoulement à surface libre et un modèle d'écoulement souterrain, procurant tous 

deux une représentation bidimensionnelle plane. Cette représentation permet 

d'analyser des conditions d'écoulement plus complexes que l'approche traditionnelle 

utilisant des modèles d'écoulement à surface Iibre unidimensionnel. 



De nombreuses études ont porté sur l'effet atténuant de l'aquifère lors de la crue d'un 

cours d'eau, entraîné par I'emmagasinement dans les berges. La fraction du débit d'un 

cours d'eau montant en crue, emmagasinée dans l'aquifère, revient au cours d'eau 

lorsque le niveau du cours d'eau baisse, ce qui a pour effet d'atténuer la pointe de 

I'hydrogramrne et d'étirer la courbe de récession. Ces travaux ont été réalisés pour un 

contexte différent de I'étiage, mais ils apportent une contribution importante. Ainsi, la 

première section constitue une revue de l'état de l'art en ce qui a trait à la modélisation 

des interactions entre les écoulements a surface libre et souterrain. 

Les sections suivantes décriront respectivement les phénomènes physiques à 

considérer, de même que leur représentation mathématique et leurs hypothèses de 

base ; les méthodes numériques utilisées pour le développement du modèle ; la 

méthodologie de couplage de même que les résultats obtenus lors de simulations 

réalisées à partir des outils développés. 

Différents essais ont été réalisés pour valider les modèles de façon découplée, puis 

couplée et une analyse d'écoulement régional sur un petit bassin versant a été réalisée 

pour appliquer la méthode proposée à un cas concret d'analyse de I'étiage hivernal. 



Chapitre 2 État de l'art en modélisation des interactions 

entre les écoulements souterrain et à surface 

libre 

Différentes approches ont été considérées pour modéliser les interactions entre les 

écoulements souterrains et les écoulements à surface libre, toutefois, l'attention sera ici 

centrée sur les modèles déterministes qui utilisent des relations mathématiques dont 

les paramètres ont un sens physique. II sera aussi question des modèles conceptuels 

distribués utilisant des équations déterministes pour décrire les interactions entre les 

différents réservoirs. 

Pinder et Bredehoeft (1 968) développent un modèle mathématique d'écoulement 

souterrain saturé utilisant un schéma de différences finies implicite. Ce modèle est 

ensuite couplé a un modèle d'écoulement à surface libre unidimensionnel pour simuler 

l'effet d'atténuation d'une onde de crue par emmagasinement dans les berges (Pinder 

et Sauer, 1971). Les équations unidimensionnelles de Saint-Venant sont résolues par 

un schéma de différences finies explicite. Les deux modèles ont été couplés par le 

flux traversant le lit de la rivière, en fonction de la différence d'élévation entre la nappe 

phréatique et la surface libre, en utilisant le flux comme critère de convergence. 

L'utilisation du modèle pour simuler le laminage d'un hydrogramme de crue, montre 

que les hydrogrammes obtenus lors des simulations varient de façon importante si le 

flux à travers le lit du cours d'eau est pris en compte ou non. Lors de la montée en 

crue, l'infiltration vers l'aquifère atténue la crête de I'hydrogramme. Puis, le retour vers 

le cours d'eau de l'eau emmagasinée dans l'aquifère. après le passage de l'onde de 

crue, étire la courbe de décrue de I'hydrogramme. 

Cunningham et Sinclair (1979), ont utilisé un modèle en éléments finis pour résoudre 

les équations unidimensionnelles de Saint-Venant et un modèle en élément finis 



bidimensionnel utilisant des éléments triangulaires pour résoudre l'équation de 

Boussinesq dans sa forme Iinéarisée. Sous cette forme, la transmissivité est calculée 

a partir de la charge hydraulique du pas de temps précédent. Une analyse de 

sensibilité pour chacun des paramètres a été réalisée sur un cas très simple. Les 

résultats de cette analyse montrent que les paramètres les plus sensibles sont les 

coefficients de rugosité du lit (n de Manning) et la pente du canal (bathymétrie), autant 

pour l'élévation de la surface libre du cours d'eau que pour celle de la nappe 

phréatique. Ce résultat est particulièrement intéressant puisque les paramètres du 

cours d'eau sont plus facilement accessibles que ceux de l'aquifère. 

Le modèle a par la suite été validé à partir de données provenant de la rivière Truckee 

(Nevada), pour des débits élevés et faibles. Les résultats obtenus présentent une 

assez bonne concordance avec les données observées, surtout pour le cours d'eau et 

dans la zone de l'aquifère située à sa proximité. Une analyse statistique a aussi été 

réalisée pour déterminer la précision requise dans l'évaluation des paramètres pour 

obtenir des prédictions appartenant à la même population que les observations. 

Crebas, Gilding et Wesseling (1983) présentent la composante d'interaction entre 

l'écoulement souterrain et l'écoulement à surface libre développée pour se greffer au 

modèle de réponse hydrologique distribué à base physique PRÉDIS du laboratoire 

hydraulique de Delft. Le couplage a été effectué en visant deux objectifs distincts, la 

modélisation des écoulements souterrains avec prise en compte de l'effet de tuyaux de 

drainage souterrain et la recharge entre les cours d'eau et la nappe phréatique. Le 

modèle d'écoulement souterrain bidimensionnel saturé résout l'équation de Boussinesq 

par la méthode des éléments finis avec des éléments quadrilatéraux isoparamétriques, 

tandis que le modèle d'écoulement à surface libre résout les équations 

unidimensionnelles de Saint-Venant à partir du schéma de différences finies implicite 

généralisé. 



Leur contribution se situe surtout dans l'introduction des termes sources linéarisés 

permettant d'appliquer efficacement le couplage et l'imposition des conditions 

frontières à l'interface sol-eau. En effet, l'utilisation d'une discrétisation temporelle 

centrée pour le modèle d'éléments finis, en association avec une discrétisation 

temporelle décentrée vers l'avant pour le modèle d'écoulement à surface libre fait en 

sorte que les erreurs de troncatures augmentent et il devient difficile de équilibrer le 

bilan hydrique. Une méthode assurant la conservation de la masse est proposée, elle 

consiste a utiliser une méthode itérative qui équilibre le flux à travers le lit du cours 

d'eau calculé par les deux modèles. 

Ackerer et Esteves (1991) ont utilisé un schéma de différences finies pour résoudre les 

équations unidimensionnelles de Saint-Venant et un modèle en élément finis 

bidimensionnel utilisant des éléments triangulaires pour résoudre l'équation de 

Boussinesq. Le modèle a été validé à partir de données mesurées sur la rivière III 

(Alsace, France) qui recharge et draine l'aquifère adjacent, selon les endroits. Les 

résultats obtenus montrent que l'approche préconisée permet d'obtenir une bonne 

précision sur I'élévation de la surface libre et de la nappe phréatique, mais une marge 

d'erreur importante sur le flux entre les deux systèmes. En modifiant quelque peu la 

méthode, il a été possible d'améliorer l'estimation du flux au détriment de la précision 

sur I'estimation de I'élévation de la nappe phréatique. La modification apportée 

consistait à comparer I'élévation de la surface libre à l'élévation de la nappe phréatique 

à un point situé à une dizaine de mètres du cours d'eau plutôt qu'au même point. Ceci 

a pour effet de s'éloigner de la zone de fort gradient qui constitue une faiblesse de 

l'hypothèse de Dupuit-Forcheimer. 

Perkins et Koussis (1 996) ont utilisé le modèle d'écoulement souterrain MODFLOW du 

United States geological survey couplé à un modèle d'écoulement à surface libre 

unidimensionnel utilisant l'approximation de l'onde diffuse des équations de Saint- 

Venant unidimensionnelles résolues par un schéma de différences finies explicite, dans 

le but de simuler les interactions entre les deux types d'écoulement. Le logiciel 



MODFLOW, actuellement un des plus utilisés en écoulement souterrain, permet de 

modéliser les écoulements dans un sol saturé par un schéma de différences finies 

implicite sur plusieurs couches, en spécifiant la conductivité entre chacune, ce qui 

produit un écoulement quasi-tridimensionnel. L'approximation de l'onde diffuse pour 

les équations de Saint-Venant consiste a négliger les termes d'inertie et à considérer la 

pente de la surface libre comme la différence entre la pente du fond et le taux de la 

variation de la profondeur (Sf = S, - dy/dx). Le logiciel MODFLOW comporte des 

modules intégrés lui permettant de tenir compte de la présence de cours d'eau, 

toutefois, les hypothèses simplificatrices d'écoulement normal et d'onde cinématique y 

sont utilisées. Les résultats obtenus par le module ajouté par Perkins et Koussis ont 

ainsi pu être comparés à ceux des modules plus simplistes. 

Une des principales difficultés rencontrées est causée par la différence importante des 

échelles de temps entre les deux modèles. De nombreux essais ont été effectués à 

partir du modèle pour déterminer le ratio maximal acceptable entre les intervalles de 

temps utilisés dans chacun des modèles. Les résultats obtenus montrent que le 

principal facteur affectant ce ratio est la force de l'interaction entre les deux systèmes 

qui est caractérisée par la conductivité hydraulique du lit du cours d'eau. Dans un 

système où les interactions sont fortes, l'utilisation de trop grands intervalles de temps 

dans le modèle d'écoulement amène des oscillations numériques sur la charge 

hydraulique, des bilans hydriques mal équilibrés et un flux à travers le lit 

disproportionné. 

Freeze (1 972) a développé une approche couplant un modèle d'écoulement souterrain 

partiellement saturé tridimensionnel à un modèle d'écoulement à surface libre 

unidimensionnel. Le modèle d'écoulement souterrain résout l'équation de Richards à 

partir d'un schéma de différences finies implicite permettant de tenir compte de 

I'hystérésis de la conductivité hydraulique, tandis que les équations unidimensionnelles 

de Saint-Venant sont résolues a partir du schéma de différences finies explicite de Lax- 

Wendroff. Le choix des équations de base du modèle permet un cadre d'application 



très général, qui sera moins sujet à des limitations relatives aux hypothèses de base tel 

que c'était le cas avec des modèles décrits précédemment qui étaient soumis à 

l'hypothèse de Dupuit-Forcheimer en écoulement souterrain ou à l'approximation 

d'onde cinématique en écoulement à surface libre. Comme il est souvent difficile 

d'établir les limites de validité des hypothèses simplificatrices, l'approche générale 

préconisée a été privilégiée par l'auteur, bien qu'elle présente plus de difficultés 

numériques. Le couplage des deux modèles est réalisé en utilisant l'élévation de la 

surface libre comme critère de convergence plutôt que le flux à travers le lit comme 

c'était le cas dans les modèles cités précédemment, ce qui constitue un critère de 

convergence moins sévère, étant donné sa moins grande sensibilité. 

L'utilisation d'un schéma explicite pour le modèle d'écoulement à surface libre impose 

le choix d'intervalles de temps très courts par rapport à ceux du modèle d'écoulement 

souterrain. La solution préconisée par Freeze consiste a découpler le modèle 

d'écoulement a surface libre entre les intervalles de temps du modèle d'écoulement 

souterrain et à ajuster les conditions frontières à chacun des pas de temps du modèle 

souterrain. Les moyens informatiques disponibles à l'époque ne pouvaient permettre 

de diminuer la taille des intervalles de temps du modèle souterrain de façon à ce que 

les conditions de couplage soit vérifiées a chaque intemalle de temps. 

Des simulations ont été réalisées sur un bassin versant hypothétique, dans le but de 

calculer la réponse du bassin et la contribution au débit de base, selon diverses 

conditions de précipitation, pour différents paramètres de sol et débits dans le cours 

d'eau. Les paramètres ayant le plus d'influence sur le système sont l'intensité et la 

durée de la précipitation. Toutefois, les résultats obtenus montrent que la contribution 

au débit de base obtenue pour une précipitation donnée varie beaucoup selon les 

paramètres de sol utilisés. Ces résultats amènent Freeze à formuler une mise en 

garde au sujet de l'utilisation de modèles conceptuels empiriques pour la simulation de 

la réponse hydrologique d'un bassin où les apports aux cours d'eau par l'écoulement 

souterrain sont considérables, étant donné que la complexité des interactions 



observées ne peut être prise en compte par des relations simples. Toutefois, la 

complexité du modèle utilisé ne permettait pas l'utilisation immédiate du modèle à 

l'échelle régionale à cause du temps de calcul et de la quantité de mémoire requise. 

Kraeger Rovey (1 975) préconise une approche conjuguant en partie les efforts de 

Pinder et de Freeze en utilisant un modèle tridimensionnel pour l'écoulement 

partieliement saturé, un modèle bidimensionnel pour l'écoulement saturé et un modèle 

unidimensionnel très simple pour l'écoulement à surface libre. Les équations de 

Boussinesq et Richards sont résolues à partir de deux modèles en différences finies 

explicites pour lesquels les coefficients non-linéaires de chacune des équations sont 

considérés constants sur chacun des intervalles de temps, ce qui permet de linéariser 

le problème. L'élévation de la surface libre est calculée en considérant un écoulement 

permanent et uniforme à partir de l'équation de Manning. Cette hypothèse constitue 

une simplification importante et néglige les phénomènes transitoires pris en compte par 

l'équation de Saint-Venant. Ainsi, te modèle développé permet de calculer la 

contribution souterraine à i'écoulement à surface libre, mais il ne peut pas être utilisé 

pour calculer l'effet de I'emrnagasinement dans les berges lors du laminage d'une crue. 

Par ailleurs, le modèle 3d permet de prendre en compte la précipitation, l'évaporation 

et I'évapotranspiration en imposant un flux positif ou négatif à la surface. 

Le modèle a été validé sur un domaine hypothétique simple pour mesurer la sensibilité 

des paramètres et s'assurer du bon fonctionnement. Par exemple, il a été montré que 

le pompage dans I'aquifère augmentait la recharge provenant de fa rivière et que la 

situation redevenait normale peu après l'arrêt du pompage. Les résultats ont montre 

que le flux a travers le lit calculé en utilisant le modèle 3d est supérieur à celui calculé 

par le modèle 2d pour des situations similaires, parce que le modèle 26 ne tient 

compte que des apports latéraux. Une validation à partir de données de terrain a été 

réalisée pour la rivière Arkansas et l'aquifère environnant qui est influencé par plusieurs 

puits. La simulation a été réalisée sur une période de calcul de 8 ans divisée en 

intervalles de trois mois. Les résultats des simulations effectuées correspondent assez 



bien aux observations, à l'exception des périodes de crues, où les écarts sont 

importants. D'après Kraeger Rovey, ces écarts proviendraient du ruissellement de 

surface, dont le modèle ne tient pas compte. 

Abbot et al. (1986) décrivent la structure du Système hydrologique Européen, un 

modèle conceptuel distribué a base physique, qui permet de simuler de nombreuses 

composantes du cycle hydrologique de façon intégrée. Certaines relations entre des 

réservoirs sont basées sur des relations empiriques, toutefois, les interactions entre 

l'écoulement souterrain et l'écoulement à surface libre sont traitées de façon physique, 

par opposition à l'utilisation de coefficient arbitraires. L'objectif des concepteurs du 

modèle consistait à regrouper les divers aspects de l'état de l'art en hydrologie 

déterministe sous un même modèle, de façon à créer un outil de simulation puissant. 

L'écoulement dans la zone partiellement saturée est traité a partir d'une formulation 

unidimensionnelle verticale de l'équation de Richards. L'écoulement dans la zone 

saturée est traité par l'équation de Boussinesq selon un schéma de différences finies 

implicite, pour une ou plusieurs couches (pseudo-3d). L'écoulement à surface libre est 

calcule à partir d'un schéma de différences finies explicite résolvant les équations 

unidimensionnelles de Saint-Venant en négligeant les termes d'inertie. Le couplage 

avec I'écoulement souterrain est effectué uniquement entre la zone saturée et le cours 

d'eau puisque l'hypothèse d'écoulement essentiellement vertical est utilisée. 

Ainsi, différentes approches de couplage ont été considérées par le passé, mais 

principalement en fonction des besoins des hydrogéologues, qui nécessitent plus de 

précision dans les conditions d'écoulement souterrain qu'en surface. L'utilisation d'un 

modèle bidimensionnel pour l'écoulement à surface libre n'ayant jamais été envisagée. 



Chapitre 3 Description des phénomènes physiques et 

représentation mathématique 

3.1 Écoulement souterrain 

La recharge des nappes d'eau souterraines provient principalement de l'infiltration de 

I'eau de surface ou du lit des cours d'eau, lacs et océans ainsi que de l'injection 

directe. À l'opposé, I'eau quitte le sol par les processus suivants : 

évaporation ; 

évapotranspiration ; 

écoulement vers la surface du sol (principalement dans les talus) ; 

recharge directe d'un lac ou d'un cours d'eau dont l'élévation de la surface libre est 

inférieure à celle de la nappe phrsatique ; 

pompage. 

L'eau se déplace à travers le sol en réponse à un gradient de la charge hydraulique 

totale (H), à une vitesse proportionnelle au gradient. Le sol consiste en un arrangement 

de matériaux poreux plus ou moins hétérogène dont la caractéristique la plus 

importante pour l'écoulement est la conductivité hydraulique (k) qui décrit la facilite 

avec laquelle I'eau peut se déplacer à travers le milieu. 

Un sol est dit saturé lorsque tout le volume des vides est occupé par I'eau. L'équation 

de Boussinesq (éq. 3.1)' qui représente un écoulement dans un sol saturé utilise 

l'hypothèse de Dupuit-Forcheimer (1 863) d'un écoulement essentiellement horizontal 

pour lequel la valeur de la composante verticale du gradient hydraulique est négligée. 

Cette hypothèse est valide pour des nappes phréatiques ayant de faibles pentes. 



Lorsque cette équation est utilisée pour résoudre un problème d'écoulement 

permanent dans un sol isotrope. elle se résume à Ïéquation de Laplace ( V ~ H  = O ). 

(éq. 3.1 ) 

la charge hydraulique totale représente la somme de la hauteur 

piézométrique (pression exprimée en hauteur d'eau (h) ) et de l'élévation 

au-dessus du niveau de référence (2). 

H = h+z (Q. 3.2) 

la transmissivité selon x et y correspond au produit de la conductivité 

hydraulique (k) selon chacun des axes par l'épaisseur de l'aquifère (b). 

T = k b  (éq. 3.3) 

b = H -ho  (éq. 3.4) 

ho : élévation de la couche imperméable (limite inférieure de l'aquifère) 

le coefficient d'emmagasinement de l'aquifère représente le volume d'eau 

libéré par une diminution unitaire de la charge hydraulique pour une colonne 

de sol de section unitaire. 

Ce paramètres' exprime en terme de la porosité (O), du poids spécifique de 

I1eau(y) et des compressibilités du sol (a) et de l'eau (P) lorsque l'aquifère à 

l'étude est soumis à une forte pression artésienne. 

Dans ce cas : 

s = @{bjB+;j (éq. 3.5) 

terme source permettant de simuler la présence de puits de pompage ou 

d'injection, de drains. 



Cette équation, ne permet pas de tenir compte de la zone partiellement saturée 

généralement située près de la surface du sol, ce qui présente un désavantage 

important lorsque des phénomènes tels que le transport de contaminants au niveau de 

la zone de marnage de la nappe phréatique veulent être étudiés. La prise en compte 

de la zone partiellement saturée cornplexifie la modélisation numérique de 

l'écoulement souterrain car la conductivité hydraulique varie dans cette zone en 

fonction de la teneur en eau et de la charge piézornétrique, ce qui rend le problème 

très non-linéaire. Les relations entre la conductivité hydraulique et la charge 

piézornétrique. et celle entre la teneur en eau et la charge piézornétrique, sont 

complexes à établir, étant donné qu'il s'agit d'hystérésis. n'ayant pas le même 

comportement lors du mouillage et du séchage d'un sol. La plupart du temps, les 

modèles d'infiltration utilisent des relations empiriques ne permettant pas de tenir 

compte de cette hystérésis, telles que celles développées par Van-Genuchten (1 981) 

et Philip (1957). Un sol sec est généralement très peu perméable et la conductivité 

hydraulique maximale est atteinte lorsque le sol devient complètement saturé, la forme 

des relations développées permet de représenter la transition entre ces cas limites. 

De plus dans la zone partiellement saturée, la notion de coefficient d'emmagasinement 

est remplacée par la capacité de rétention du sol (C) qui dépend de la teneur en eau et 

de la charge piézornétrique. La relation décrivant l'écoulement dans un milieu poreux 

partiellement saturé est l'équation de Richards (1 931) (éq. 3.6). 

(éq. 3.6) 

où 

h :  hauteur piézométrique 

la conductivité hydraulique dans un sol partiellement sature dépend de la 

charge et peut varier selon x, y et z. Lorsque le sol est complètement 

saturé, k devient constant selon chacun des axes. 



C(h) capacité hydraulique du sol C(h) = &/ah soit la relation entre la teneur en 

eau et la charge piézométrique. Lorsque le sol est complètement saturé 

C(h)=O etak/az = O I'équation 3.6 se résume à I'équation de Laplace avec 

une distorsion selon les axes. 

terme source permettant de simuler la présence de puits de pompage ou 

d'injection, de drains. 

Bien qu'en condition permanente, pour un sol saturé, I'équation 3.6 se réduise à 

I'équation de Laplace, ceci n'implique pas la continuité mathématique avec I'équation 

3.1. Ces deux équations sont fondamentalement différentes et nécessitent des 

techniques de résolution différentes. Le domaine d'application de I'équation 3.6 se 

situe au-dessus de la nappe phréatique. 

La nappe phréatique est la surface pour laquelle la charge piézométrique (h) est nulle, 

elle constitue la séparation entre les zones saturée et partiellement saturée. Dans 

certains cas le sol peut être complètement saturé dans la frange capillaire située au 

dessus de la nappe phréatique, toutefois, la pression y est négative. De la même 

façon, des zones d'air occlus peuvent subsister sous le niveau de la nappe phréatique 

a cause de l'hétérogénéité du sol. De façon pratique, la nappe phréatique est située à 

I'élévation où le niveau d'eau se stabiliserait dans un puits. 

Un aquifère est une couche géologique saturée perméable dans laquelle l'eau peut 

s'écouler en réponse à un gradient hydraulique faible. Un aquifère est dit confiné, s'il 

est coincé sous une couche géologique imperméable (aquitard) qui le pressurise. tes 

puits artésiens sont forés dans des aquifères de ce type. Dans ce cas, il n'est plus 

question de nappe phréatique, mais de surface potentiométrique, puisque l'élévation 

de la surface ayant une charge piézométrique nulle peut-être située bien au-delà de la 

limite supérieure (plafond) de l'aquifère ou de la surface du sol. 



Le débit de base d'un cours d'eau est défini comme le débit en provenance du sol. 

Pour qu'un aquifère puisse fournir un débit de base, l'élévation de la nappe phréatique -. 
1 

doit être supérieure a I'élévation de la surface libre du cours d'eau. Dans le cas 

contraire. c'est le cours d'eau qui recharge l'aquifère tel qu'au cours des crues 

printanières. 

La détermination précise du débit de base dans un cas général nécessite la résolution 

de l'équation de Richards (éq. 3.6)' de façon à tenir compte de la fraction du débit 

provenant de la zone non-saturée. L'écoulement hypodermique se déroulant dans la 

couche supérieure du sol constitue un apport parfois majeur au débit de base qui ne 

devrait pas être négligé. Toutefois, dans le cas particulier concernant les étiages 

hivernaux, la couche supérieure du sol constitue une barrière imperméable à cause du 

gel. Dans ce cadre, la recharge à l'eau souterraine ne provient que de cours d'eau 

ayant une élévation de la surface libre supérieure à l'élévation de la nappe phréatique 

étant donné que les précipitations sous forme de neige demeurent en surface. 

II es: donc justifié d'utiliser l'équation 3.1 pour modéliser l'écoulement souterrain dans 

le cadre d'application concernant l'étiage hivernal. La plupart des concepts développés 

en considérant la zone saturée peuvent être transférés au cas général prenant en 

compte la zone partiellement saturée, à l'exception des approches numériques utilisées 

pour la résolution des conditions d'écoulement souterrain qui devront être modifiées. 

Les équations 3.1 et 3.6 ne peuvent pas être résolues de façon analytique à l'exception 

de quelques cas très simples. Différentes techniques ont été développées pour les 

résoudre, toutefois, l'augmentation de la puissance des ordinateurs a privilégié 

l'utilisation des méthodes numériques. 

Les premières méthodes utilisées étaient les équations conjuguées (Polubarinova- 

Kochina, 1962), les analogues électriques (Thiel et al, 1962)' les éléments analytiques 

(Klute et al, 1965) et les méthodes d'approximation numérique. Ces différentes 



méthodes ont surtout été utilisées pour résoudre l'équation de Laplace pour des 

géométries simples, seules les analogues électriques et les méthodes numériques 

permettaient de traiter I'anisotropie et les domaines complexes. La méthode des 

analogues électriques consiste à remplacer le réseau d'écoulement par un circuit 

électrique équivalent, où le potentiel électrique équivaut à la charge hydraulique et les 

résistances et les condensateurs correspondent à la conductivité hydraulique et 

I'ernmagasinement. Des modèles physiques ont aussi été utilisés, ils consistent en des 

modèles réduits d'aquifères, toutefois, dans le cadre de l'étude des interactions entre 

les écoulements souterrain et en cours d'eau. l'ordre de grandeur des facteurs 

d'échelles à considérer pose des difficultés techniques majeures (Bear, 1979). Les 

modèles physiques sont surtout utilisés pour le développement et la validation de 

modèles théoriques à partir d'analyses en laboratoire sur une colonne de sol. 

Des modèles conceptuels globaux sont aussi utilisés pour décrire les écoulements 

souterrains, sans avoir recours aux équations 3.1 et 3.6. 11 s'agit d'approches 

conceptuelles représentant un bassin versant comme un réseau de réservoirs reliés 

sur lesquels un bilan de masse est calculé. Ils utilisent des coefficients de transfert 

entre les bassins, calibrés par comparaison aux hydrogramrnes mesurés. Ces modèles 

sont assez simples, toutefois, leur représentation conceptuelle par des relations 

déterministes empiriques n'est pas liée à la physique des phénomènes représentés, 

ainsi l'extrapolation à partir de tels modèles devient hasardeuse. Par ailleurs, un 

modèle conçu pour un bassin versant donné n'est pas facilement transférable à un 

autre bassin, encore une fois, à cause des relations empiriques qu'il utilise. Certains 

de ces modèles divisent le domaine en éléments homogènes du point de vue 

hydrologique (Wanakule, 1995)' ce qui permet de tenir compte de la distribution 

spatiale des caractéristiques du sol et d'avoir une meilleure approximation de la 

hauteur de la nappe et des vitesses d'écoulement sur le bassin. De plus, la distribution 

spatiale des caractéristiques permet de simuler différents scénarios de modifications 

sur le bassin. de façon à prévoir leur impact sur l'écoulement souterrain. 



Étant donné que les équations 3.1 et 3.6 ont été utilisées avec succès à l'intérieur de 

modèles théoriques locaux, il semble que ce type de représentation soit à privilégier 

pour la modélisation de la composante souterraine de l'écoulement. Les méthodes 

numériques utilisées pour la discrétisation de ces équations sont les différences finies 

et les éléments finis. II en sera question plus en détail plus loin dans le texte, car ces 

méthodes seront aussi employées dans le cadre de la modélisation de l'écoulement à 

surface libre. 

Les conditions frontières naturelles d'un bassin versant varient dans le temps et 

l'espace. De façon à reproduire ces variations sur les modèles, des modèles 

stochastiques ont été développés pour produire des séries de données climatiques. 

Dans certains modèles régionaux, les fluctuations de la nappe phréatique constituent 

des variables stochastiques (Kriz, 1972). Toutefois, dans le cadre de cette étude, il 

sera considéré que des données suffisantes pour spécifier les conditions frontières 

sont disponibles, de façon à étudier les phénomènes locaux à l'aide d'approches 

déterministes. 

3.2 Écoulement à surface libre 

Les conditions d'écoulement de l'eau dans les rivières ou les canaux aménagés 

dépend principalement de la topographie et de la rugosité du lit. II existe différentes 

méthodes mathématiques pour décrire le phénomène physique, certaines sont basées 

sur des hypothèses simplificatrices acceptables dans certains contextes, tandis que 

d'autres constituent des représentations complètes fidèles, mais nécessitent un effort 

de calcul considérables. 



3.2.1 Représentation unidimensionnelle 

Les équations représentant l'écoulement à surface libre de l'eau sur une surface 

rugueuse sont les équations de Saint-Venant. elles proviennent des équations de 

Navier-Stokes et de l'équation de continuité. 

Équation dynamique obtenue à partir des équations de Saint-Venant en 1 dimension 

(Cunge et al, 1980) : 

(éq. 3.7) 

(éq. 3.8) 

Profondeur ; 

aire de la section transversale du cours d'eau ; 

débit transité par la section ; 

vitesse moyenne du fluide à travers la section ; 

pente du lit du cours d'eau (vers la section suivante) ; 

pente de la ligne d'énergie, souvent calculée d'après l'équation de Manning 

(éq. 3.9) 

n : coefficient de rugosité du lit du cours d'eau ; 

R : rayon hydraulique de la section (Aire / périmètre mouillé). 



Lorsque l'écoulement est modélisé de façon unidimensionnelle, la discrétisation 

spatiale est prise en compte au moyen de sections transversales qui spécifient 

l'élévation du lit sur toute la largeur du cours d'eau, perpendiculairement au sens de 

I'écoulement (Figure 3.1). L'espacement et la localisation des sections est très 

importante, car ia qualité de la représentation du phénomène physique par Ia 
modélisation en dépend. 

Figure 3.1 Représentation d'un cours d'eau en modélisation unidimensionnelle. a) 

vue en plan b) section transversale 

3.2.2 Équaiions simplifiées 

Il est possible de résoudre une approximation des équations 3.7 et 3.8 lorsque les 

effets dynamiques de l'écoulement peuvent être négligés. En négligeant les termes 

d'inertie, la pente d'énergie (Sf) est estimée ainsi : 



(éq. 3.1 0) 

En combinant cette équation à l'équation 3.8, l'équation de I'onde diffuse est obtenue : 

- C, =---  a(2 a(2 : célérité de l'onde cinématique (éq. 3.1 2) 
3A Bay 

O=---- O : coefficient de diffusion 
2BS, 

B : largeur de la surface libre 

(éq. 3.1 3) 

La prise en compte du terme de diffusion permet de passer de l'hypothèse de I'onde 

cinématique à I'hypothèse d'onde diffuse. Une onde cinématique se déplace en 

conservant son amplitude et sa période alors qu'en considérant la diffusion, la crête de 

I'onde s'atténue et la période augmente progressivement lors de la propagation. Ces 

hypothèses sont très fréquemment employées en hydrologie car elles simplifient la 

résolution des équations tout en demeurant valides pour une gamme de situations 

assez large. Quelques-uns des modèles présentés dans le cadre de la revue de 

littérature utilise ce type d'approche. 

3.2.3 Représentation bidimensionnelle 

Dans certains cas, il peut-etre difficile, voire impossible, de représenter un écoulement 

de façon unidimensionnelle, à cause des limitations inhérentes aux hypothèses 

simplificatrices utilisées par cette méthode. L'approche bidimensionnelle permet de 

considérer les composantes de vitesse selon les deux axes principaux ainsi que 

l'élévation de la surface libre a chacun des éléments du domaine discrétisé, procurant 

ainsi une représentation plus fidèle aux conditions d'écoulement réelles. La 



connaissance du champs de vitesse s'avère nécessaire dans de nombreux cas 

d'application liées a l'ingénierie, notamment, pour la conception d'ouvrages 

hydrauliques complexes, l'évaluation du potentiel halieutique d'un bief, l'étude de la 

circulation des eaux, l'étude des phénomènes de transport, etc. 

Les équations de Saint-Venant, obtenues en intégrant les équations de Navier-Stokes 

selon la profondeur d'écoulement et en posant certaines hypothèses simplificatrices, 

permettent de modéliser les écoufements bidimensionnels. 

Les hypothèses simplificatrices utilisées sont tes suivantes: 

1. la distribution de pression est hydrostatique (accélération verticale nulle); 

2- la pente du lit du cours d'eau est relativement faible, ce qui permet de poser égales 

les profondeurs mesurées verticalement et perpendiculairement au lit; 

3. la distribution de vitesse selon la verticale est uniforme; 

4- les pertes de charges en écoulement transitoire peuvent être calculées en 

considérant les équations habituellement considérées en écoulement permanent. 

Les équations de Navier-Stokes pour un fluide incompressible, s'énoncen! ainsi: 

Équation de continuité 

Équations de quantité de mouvement 

(éq. 3-13) 

(m. 3.15) 

(éq. 3.16) 

(m. 3.17) 



Dans ces équations, u, v, w, p, p, p etv2 représentent respectivement les 

composantes de vitesses selon les axes x, y, z, la pression, la viscosité dynamique, la 

masse volumique et le Laplacien. 

Pour passer de la forme tridimensionnelle des équations de Navier Stokes à 

l'approximation bidimensionnelle, l'équation de continuité est intégrée selon la verticale 

en utilisant les bornes constituées par le lit du cours d'eau et la surface libre, 

considérées imperméables. Cette équation est maintenant posée en terme de vitesses 

horizontales moyennes selon la profondeur ( G ,  'I), d'élévation de la surface libre (h) et 

de profondeur d'écoulement (h+hb) (Figure 3.2). 

V - Élévation de la surface . 
libre 

t Référentiel arbitraire 

1 -,, ,, 7 Lit du cours d'eau - /- / 
É ~ ~ v r i t i o n  du l i t  du cours d'eau + + Réferen tiel géodésique 

Figure 3.2 Point de référence pour la bathymétrie et la hauteur d'eau 

Équation de quantité de mouvement: 



En posant une valeur nulle à l'accélération verticale et la pression atmosphérique à la 

surface libre, l'équation de quantité de mouvement se réduit à: 

L'intégration selon la verticale de ces équations donne: 

(éq - 3.20) 

(éq- 3.21) 

(éq. 3.22) 

(m. 3.23) 

La dernière partie du membre de droite correspond aux contraintes de compression et 

de cisaillement turbulent. Dans un écoulement turbulent, la viscosité dynamique est 

remplacée par un coefficient de viscosité turbulente, ce qui permet de remplacer le 

terme a intégrer de l'équation 3.23 par: 

(éq. 3.24) 

Étant donné que les contraintes de cisaillement agissant sur le fond sont dominantes. 

le premier terme peut être négligé. En intégrant le second terme, les contraintes de 

cisaillement sur la surface libre (T,) et sur le fond (q,) apparaissent. Le cisaillement en 

surface est dû à l'effet du frottement du vent sur la surface libre, qui ne sera pas pris en 



compte dans le cas présent, tandis que le frottement avec le fond sera pris en compte 

à partir du calcul de la contrainte de cisaillement (éq. 3.25). 

Jusqu'à ce point le développement a été réalisé en utilisant la profondeur normale au lit 

du cours d'eau toutefois, il est plus pratique d'utiliser la profondeur verticale et 

d'introduire le terme de bathymétrie S,. Une fois les transformations trigonométriques 

réalisées et les termes d'ordres supérieurs négligés, le système d'équation devient: 

aVh 3Üqh , 31y2h 
f -  t-= 

ah 
gh(S0y - Sfy - -) 

at 3x ay 2 3 ~  
(éq. 3.27) 

Le système complet peut être réécrit sous la forme suivante, en laissant tomber les 

symboles de valeurs moyennes (-): 

uh vh 

vh uvh 

(éq. 3.28) 

La représentation physique (Leclerc et al, 1990) de chacun des termes s'énonce 

comme suit : 

accélération locale dans le temps ; 



au au 
u-+v- accélération convective (accélération dans l'espace) ; 

ax ay 

ah 

gax accélération gravitationnelle reliée à la pente de la surface libre ; 

Eq[$$$) 
contraintes de Reynolds (compression et cisaillement turbulent) ; 

sfx = gn2u pente de la ligne d'énergie selon x (éq. de Manning) ; 
(h + h, ) J I 3  

Sm pente du lit du cours d'eau selon x 



3.3 Interactions entre les écoulements à surface libre et souterrain 

Les écoulements à surface libre et souterrain sont liés par le flux traversant le lit du 

cours d'eau, Pour évaluer le débit entre le cours d'eau et l'aquifère, il faut connaître les 

élévations respectives de la surface libre et de la nappe phréatique. Ca figure 3.3 

illustre trois situations se produisant dans des systèmes cours d'eau -aquifère : en a et 

b, le flux à travers l'interface est directement proportionnel à la différence de charge 

(Ah) entre le cours d'eau et l'aquifère, la seule différence entre ces deux situations est 

le signe du gradient hydraulique, qui contrôle le sens de l'écoulement. 

Figure 3.3 lnteractions entre un aquifère et un cours d'eau, a) recharge provenant 

de l'aquifère, b) recharge provenant du cours d'eau, c) cours d'eau 

rechargeant un aquifère sans continuité hydraulique 



Le flux dépend aussi de la perméabilité du lit de la rivière, dans le cas où le lit serait 

complètement imperméable, le débit serait évidemment nul, peu importe la différence 

de charge. L'importance relative de la perméabilité du lit permettra aussi de déterminer 

la force de l'interaction entre les deux systèmes lors de la modélisation. 

La situation illustrée à la figure 3.3-c) est différente, dans ce cas il n'y a plus de 

continuité hydraulique, puisque la nappe phréatique est située sous le thalweg du cours 

d'eau et le débit traversant le lit du cours d'eau dépend uniquement de la hauteur d'eau 

dans le cours d'eau et de la perméabilité du lit. Dans ce cas-ci, l'effet du cours d'eau 

sur l'aquifère dans le modèle d'écoulement souterrain sera pris en compte directement 

par les termes sources sur le tracé du cours d'eau, alors que dans les cas représentés 

par les figures 3.3 a) et b). le débit des termes sources est détermine de façon 

itérative. Dans le modèle d'écoulement à surface libre la situation demeure toujours la 

même, l'apport ou la perte de débit sera prise en compte par des termes sources à 

chacun des éléments de la discrétisation (section ou noeud). 

Ainsi, l'expression permettant d'évaluer le flux traversant le lit du cours d'eau provenant 

directement de la loi de Darcy peut être énoncée comme suit, dans le contexte 

d'utilisation d'un modèle d'écoulement à surface libre unidimensionnel (Perkins et 

Koussis, 1996) : 

(éq. 3.29) 

(éq. 3.30) 

oii 

q : débit traversant le lit du cours d'eau (m3/s) 

h, : élévation de la surface libre du cours d'eau (m); 

h,, : élévation de la nappe phréatique à proximité du cours d'eau (m); 



hTbaiweg : élévation du point le plus bas du lit du cours d'eau (m); 

kiit : conductivité hydraulique du lit du cours d'eau (mis); 

d: épaisseur du lit du cours d'eau (m) 

A, : aire de contact (périmètre mouillé x distance entre deux sections) (nf). 

Selon cette formulation, un débit (q) positif indique une recharge de l'aquifère par le 

cours d'eau. La recharge à chacune des sections peut être déterminée à partir de la 

différence de charge, du périmètre mouillé de la section (p) et de la distance entre les 

sections (L). La conductivité hydraulique du lit du cours d'eau (krl ) permet de tenir 

compte de la couche de matériau formant le lit de la rivière qui est généralement moins 

perméable que le matériau constituant I'aquifère. Cette couche est souvent composée 

de particules fines (silt, argile) déposées au fil des années et a tendance à réduire de 

façon importante le flux à travers l'interface (Kraeger Rovey, 1975). La valeur de k,it 

n'est pas facile à déterminer ; selon les auteurs, elle est fonction de la forme du canal, 

de la granulométrie, de l'épaisseur de la couche de sédiments fins et de ses propriétés 

hydrodynamiques. De façon générale, il semble que ce paramètre soit ajusté lors de la 

calibration du modèle, après que les valeurs des coefficients de rugosité (n), de 

conductivité hydraulique (K) et d'emmagasinement (S) aient été spécifiées, de façon à 

obtenir des élévations de la surface libre et de la nappe phréatique et un flux à travers 

le lit du cours d'eau correspondant aux données mesurées sur le terrain. 

II arrive que, pour un cours d'eau donné, certains biefs drainent I'aquifère (Fig. 3.3 a) et 

d'autres le rechargent (Fig. 3.3 b et c), ou même que la nappe phréatique soit plus 

élevée que la surface libre sur une des berges et plus basse sur l'autre, le cours d'eau 

agissant comme une tranchée drainante à perméabilité très élevée pour I'aquifère. Par 

ailleurs, un bief peut recharger l'aquifère lors de la crue et le drainer lors des périodes 

d'étiage. La nature de ces échanges varie dans le temps et l'espace. 



3.4 Étiage hivernal et champs d'application du modèle 

La période d'étiage hivernal des pays nordiques est caractérisée par une faible 

hydraulicité, en raison de l'absence totale ou partielle de ruissellement de surface due 

aux températures froides. Les précipitations solides demeurent en surface jusqu'au 

dégel. La couche superficielle de sol est gelée sur une certaine épaisseur, bloquant 

les apports à la zone partiellement saturée, qui se limite alors à une frange capillaire. 

Les températures froides occasionnent la formation de glace et de frasil dans les cours 

d'eau. La présence du couvert de glace modifie les conditions d'écoulement. Lorsque 

la surface du couvert est plutôt uniforme, elle entraîne simplement une augmentation 

des pertes de charge par friction. Toutefois, il arrive aussi que I'écoufement soit 

complètement canalisés sous des dunes de glace une fraction très importante de la 

section d'écoulement dans les secteurs situés à l'aval de zone de formation de frasil. 

Dans ces conditions, l'analyse de l'écoulement devient beaucoup plus complexe à 

réaliser. 

La recharge provenant de la nappe phréatique a tendance à influencer le régime 

thermique des cours d'eau en maintenant I'eau à des températures relativement 

élevées sous le couvert de glace, dans les secteurs où les apports relatifs de la nappe 

sont considérables- Ces apports thermiques suffisent parfois à permettre au frasil actif 

de passer a l'état inactif. Au cours des périodes d'étiage estival, le phénomène inverse 

se produit, I'eau en provenance de la nappe phréatique maintenue à une température 

fraîche a tendance a refroidir I'eau des cours d'eau et entraîner des augmentations de 

la teneur en oxygène dissous, favorisant ainsi la faune aquatique. 

Les problémes de contamination des nappes d'eau souterraine situées à proximité de 

cours d'eau présentent des risques particulièrement important au cours des périodes 



d'étiage, étant donné qu'a ce moment les gradients hydrauliques plus élevés vers les 

cours d'eau favorisent la migration des contaminants de la nappe vers le cours d'eau. 

L'exploitation extensive des nappes souterraines pour fins d'exportation a soulevé de 

nombreuses questions au cours des dernières années, notamment relatives au risque 

de tarissement des nappes souterraines. Un pompage extensif peut entraîner des 

modifications à l'écoulement régional qui sont susceptibles d'affecter la recharge de 

cours d'eau en période d'étiage. 

Ces cas constituent des exemples du type d'application pour lequel le modèle a été 

conçu. Les résultats des simulations d'écoulement peuvent être transmis à des 

modèles de qualité de l'eau permettant ainsi de réaliser des analyses plus complètes. 



Chapitre 4 Modélisation numérique des écoulements 

4.1 Modèle d'écoulement souterrain 

La méthode des éléments finis a été utilisée pour l'élaboration du modèle d'écoulement 

souterrain. Cette méthode consiste en une application de la méthode vanationnelle sur 

chacune des fractions d'un domaine discrétisé en éléments géométriques simples. La 

formulation variationnelle consiste en la forme faible d'une équation aux dérivées 

partielles, elle est obtenue en transférant une partie des différentiations de la variable 

dépendante vers une fonction test. Cette formulation correspond en général à 

minimiser la fonctionnelle quadratique de I'équation, ce qui permet de trouver la vraie 

solution de l'équation aux dérivées partielles. La formulation variationnelle élémentaire 

est obtenue intégrant par partie, sur un élément de référence, le produit de I'équation 

aux dérivées partielles et de la fonction test. 

En considérant I'équation à résoudre : 

sur un domaine SL 

posée avec des conditions frontières de débit ou de charge sur la frontière r du 

domaine 9. 

La formulation variationnelle faible est obtenue en multipliant I'équation par une 

fonction test w et en l'intégrant ensuite par partie : 

(éq. 4.2) 

L'intégration par partie des termes de I'équation contenant des dérivées du second 

ordre permet de réduire le degré de la fonction d'interpolation par transfert vers la 



fonction test, ceci correspond a utiliser la forme (<faible,) du modèle, L'intégration par 

partie fait aussi apparaître des termes de bord qui facilitent l'introduction des conditions 

naturelles aux frontières. 

La discrétisation géométrique du domaine de calcul est un avantage important de la 

méthode des éléments finis par rapport aux différences finies. Des maillages 

composés d'éléments de formes et de dimensions variables peuvent facilement être 

utilisés, au lieu de la grille structurée habituellement utilisée en différences finies. Dans 

le cas présent, le modèle a été développé pour des éléments triangulaires. La densité 

du maillage peut ainsi être variée près des zones d'intérêt ou aux endroits présentant 

des problèmes particuliers. II est intéressant de pouvoir utiliser de plus petits éléments 

en bordure du cours d'eau ou des puits, car ces endroits constituent des points 

d'intérêts particuliers où le gradient hydraulique est élevé. 

Le choix d'un type d'élément se traduit par la sélection des fonctions tests appropriées, 

qui sont selon le cas plus ou moins complexes, dépendant de la forme de l'élément et 

du degré des polynômes utilisés. Pour une densité de maillage donnée, le choix de 

polynômes de degré élevé augmente la précision des approximations, tout en 

complexifiant la formulation. Les éléments choisis pour le modèle dlécouIement 

souterrain correspondent a des triangles à trois noeuds situes aux sommets, ce qui 

implique l'utilisation de fonctions tests linéaires. 

Une fois que la formulation variationnelle élémentaire est connue, il suffit de l'appliquer 

à chacun des éléments, en calculant la valeur des coefficients des fonctions tests. Les 

matrices globales sont assemblées à partir des contributions de chacun des éléments. 

Les termes transitoires sont habituellement traités séparément à l'aide d'une 

approximation en différences finies. 

Ainsi, pour l'équation de Boussinesq, le problème consiste à trouver une solution 

approximative de la forme de : 



(éq. 4.3) 

Dans laquelle {~ i )" i= I  correspond a la série des n fonctions tests élémentaires, définies 

sur tout le domaine Q. Le système peut donc être construit de la façon suivante : 

(éq. 4.4) 

Dans laquelle @ représente une approximation de h et où les membres M, K, F de 

l'équation sont définis par: 

(éq. 4.5) 

(éq. 4.6) 

(éq. 4.7) 

Q : flux à travers la frontière r du domaine 

II s'agit de construire des matrices pour chacun des membres (m,k,f,Q), sur chacun 

des éléments et d'assembler le système global en additionnant les contributions 

respectives des éléments sur les noeuds partagés. Une fois que le système global est 

assemblé, la méthodologie de résolution n'est plus propre aux éléments finis, il s'agit 

d'analyse numérique matricielle, tout comme en différences finies. 

La solution permanente de l'équation 4.4 peut être obtenue en annulant la valeur de la 

matrice de masse M. Toutefois, le cas général transitoire nécessite l'utilisation d'un 

schéma de différences finies. (L'annexe 1 décri! de façon plus détaillée la méthode 

des différences finies, de même qu'un exemple du développement du modèle 

souterrain selon cette méthode.) L'utilisation d'une approximation à partir de 

différences centrées dans le temps (Crank-Nicholson) produit l'équation suivante : 



(éq. 4.8) 

II faut ici remarquer que la transmissivité (T) amène une non-linéarité causée par sa 

dépendance sur la charge (H), lorsque le schéma de différence temporelle est implicite. 

La façon habituelle de linéariser le problème consiste à utiliser une approximation de H 

a l'aide des valeurs obtenues aux pas de temps précédents pour calculer T, En 

généra!, la solution transitoire n'est pas très sensible à de faibles variations de 

I'épaisseur de l'aquifère, ainsi les résultats obtenus sont satisfaisants. Toutefois. il est 

possible de résoudre complètement le système non-linéaire en itérant sur l'épaisseur 

de l'aquifère. Ce qui correspond à résoudre le système avec une approximation de la 

transmissivité, puis à utiliser la solution obtenue pour corriger la transmissivité et 

résoudre le système a nouveau sans avancer dans le temps et ce, jusqu'à ce que la 

charge obtenue soit stable sur tout le domaine. 



4.2 Modèle d'écoulement à surface libre 

Dans le cas présent, la méthode numérique utilisée pour la résolution des équations 

bidimensionnelles de Saint-Venant est le schéma de MacCormack (1 969). Initialement 

développé pour résoudre des problèmes en 'aérodynamique, il a été utilise avec 

succès à la modélisation hydrodynamique par Garcia et Kahawita(l986), puis par de 

nombreux auteurs dont Chaudry (1 993). 11 consiste en un schéma de différences finies 

explicites de type prédicteur-correcteur d'une précision d'ordre deux dans le temps et 

l'espace permettant de modéliser de façon efficace la propagation d'un front d'onde et 

des conditions d'écoulement mixtes. 

L'équation 3.28 est résolue en deux étapes de calcul, en tous les points internes de la 

grille régulière aux coordonnées i, j, pour le pas de temps k+t, la valeur de chacune 

des variables étant connue au pas de temps k a partir des équations aux différences 

finies suivantes: 

Étape de prédiction 

Étape de correction 

Solution 
4 

(éq. 4.1 0) 

(éq. 4-1 1) 

où les indice p et c désignent les valeurs calculées respectivement aux étapes de 

prédiction et de correction, tandis que les opérateurs de différences spatiales vers 

l'arrière et l'avant (V,A) se calculent de la façon suivante: 



Différence décentrée vers l'arrière: 

E. .  = E  . - E  
X 1.1 LI 1-1.1 

v E,. =E;.-6. 
Y .! 1 4-1 

Différence décentrée vers l'avant: 

AXE,., = €ici,, 

AY%j = - Eij 

(éq. 4.1 2) 

Les opérateurs différentiels utilisés sont du premier ordre, toutefois, les termes de 

troncatures du premier ordre s'annulent tous grâce à la séquence de résolution et la 

précision du schéma est bel et bien d'ordre deux. 

L'étape de correction utilise une différence décentrée dans la direction opposée à celle 

utilisée à I'étape de prédiction. De façon, à réduire le biais directionnel causé par 

l'utilisation d'opérateurs décentres, une séquence de résolution alternant le décentrage 

des opérateurs en quatre étapes a été utilisée (Tableau 4.1). Cette séquence est 

utilisée en permutant les étapes à tous les quatre pas de temps, créant une séquence 

complète ne se répétant qu'après seize incréments de temps. 

Tableau 4.1 Séquence de rSsolution utilisée 

Direction des différences selon l'étape de calcul 1 

Prédicteur x 1 Arrière 1 Avant 1 Arrière 1 Avant I 

Etape 

Prédicteur y 1 Arrière 1 Avant 1 Avant 1 Arrière I 

Incrément de temps 

1 1 1 1 

Correcteur y 1 Avant 1 Arrière 1 Arrière 1 Avant I 
I 

Correcteur x 1 Avant 1 Arrière Avant 1 Arrière 



4.2.1 Imposition des conditions frontières 

En écoulement à surface libre, l'imposition des conditions frontières dépend du type 

d'écoulement observé. Pour un débit donné, I'écoulement dans un bief peut être 

fluvial, critique ou torrentiel selon la rugosité du fond et des berges et la pente du fond. 

Le nombre de Froude est utilisé pour caractériser le type d'écoulement, il représente la 

refation entre ta vitesse moyenne de I'eau et la vitesse de propagation d'une onde dans 

ce fluide (célérité). 

(éq. 4.1 6) 

N, : nombre de Froude 
V: vitesse moyenne 
D: profondeur hydraulique 
g accélération gravitationnelle 

célérité de l'onde 

Lorsque la valeur du nombre de Froude est inférieure à I'unité, I'écoulement est dit 

(<fluvial,, tandis qu'une valeur supérieure à I'unité caractérise un écoulement torrentiel. 

Lorsqu'un écoulement passe de fluvial à torrentiel, il est dit (<critique,, et à ce point, la 

valeur du nombre de Froude est égale à I'unité. La vitesse d'écoulement étant plus 

grande que la vitesse de propagation d'une onde dans I'eau en écoulement torrentiel, 

ce type d'écoulement n'est pas affecté par des perturbations provenant de l'aval, 

contrairement à I'écoulement fluvial. 

Ainsi, lorsque I'écoulement est torrentiel, les conditions frontières sont toutes spécifiées 

à l'amont, soit une condition pour fixer I 'élévation de la surface libre et une autre pour 

chacune des composantes du débit spécifique. Tandis que lorsque I'écoulement est 

fluvial, une condition frontière sur l'élévation de la surface libre est imposée à l'aval et 

une condition sur le débit spécifique ou la vitesse est imposée à I'amont. 



Les conditions le long des frontières fermées peuvent être imposées de deux façons, 

soit par l'imposition d'une condition de réfiexion le long des parois imperméables fLes 

ou en permettant le déplacement des frontières selon le mouillage et le séchage des 

berges en fonction de la variation de la profondeur d'eau. 

4.2.2 Condition de réflexion aux frontières imperméables 

Les conditions frontières le long des parois imperméables sont imposées en forçant 

une réflexion des flux vers l'intérieur du domaine de calcul. Les valeurs des variables 

associées à un noeud situé hors du domaine de calcul nécessaires à l'évaluation des 

opérateurs différentiels du noeud voisin, situé directement sur la frontière, sont 

remplacées par les valeurs des variables du noeud situé du côté intérieur de la 

frontière. La réflexion est appliquée en inversant le signe des flux. 

Noeud inactif 

Figure 4.1 Réflexion à une frontière imperméable 

Par exemple, en considérant la figure 4.1, où le noeud (i, j) est situé sur la frontière, 

pour le calcul de l'opérateur de différence décentré vers l'arrière, les valeurs des 

variables u(i-1, j) et v(i-1, ,j) sont égales à -u(i+l . ,j) et -v(i+l , ,j) et la valeur de h(i-1, j) 

est posée égale à h(i+l, j). 



4.2.3 Mouillage et séchage des berges 

La simulation du mouillage et du séchage des berges consiste à vérifier a chaque 

étape de calcul si un noeud est en voie de s'assécher ou susceptible de devenir 

mouillé. 

A l'intérieur d'une boucle, pour chaque noeud. à l'exception de ceux auxquels une 

condition d'imperméabilité est attribuée, les flux normaux aux facettes du volume de 

contrôle tributaire du noeud sont évalués à partir des valeurs moyennes entre les 

noeuds situés de part et d'autres de chacune des facettes. Le volume de contrôle 

considéré est présenté a la figure 4.2. 

Figure 4.2 Volume de contrôle associé au noeud (i,j) 

Au début d'une simulation, une élévation de la surface libre initiale est attribuée à 

chacun des noeuds. Une vérification préliminaire est réalisée et les noeuds pour 

lesquels la profondeur d'eau est inférieure à la valeur minimale tolérée sont déclarés 

temporairement inactifs. Certains noeuds peuvent être déclarés complètement inactifs 

par l'usager, ils constituent alors des frontières imperméables qui ne sont jamais 

submergées. 



En cours de simulation la forme du domaine sur lequel l'écoulement est considéré actif 

évolue selon la procédure suivante : 

Pour vérifier si un noeud est en voie de s'assécher : 

1. A un noeud (i,j) voisin d'un noeud inactif, le flux normal à travers la facette dans la 

direction du noeud inactif est nul. Un noeud devient inactif s'il est asséché, ou s'il a 

été déclare inactif pour former une frontière imperméable.; 

2. Si la profondeur d'eau à une des facettes du volume de contrôle est inférieure à la 

profondeur minimale tolérée, le flux normal à travers cette facette est nul, elle est 

déclarée imperméable; 

3. Si la profondeur au noeud (i,j) est inférieure à la profondeur minimale tolérée et que 

le flux sortant du volume est supérieur au flux entrant, le noeud est asséché, il est 

déclaré inactif; 

4. Si la profondeur a chacune des facettes est inférieure à la profondeur minimale 

tolérée, le noeud est asséché; 

5. Les noeuds déclarés inactifs constituent des frontières imperméables pour les 

noeuds voisins, des conditions de réflexion y sont appliquées; 

6. Des conditions de réflexions sont aussi appliquées lorsque le flux à travers une ou 

plusieurs des facettes entourant un noeud sont déclarées imperméables. 

Pour qu'un noeud asséché devienne mouille, toutes ces conditions doivent être 

vérifiées : 

1 .  Au moins un des noeuds environnants est actif; 

2. L'élévation de la surface libre à un des noeuds actifs environnants est supérieure à 

la somme de l'élévation du lit et de la profondeur minimale tolérée au noeud 

considéré; 

3. La profondeur moyenne au-dessus des facettes active autour du noeud considéré 

est supérieure à la profondeur minimale tolérée. 



La profondeur minimale tolérée varie en fonction des conditions d'écoulement, de la 

densité de la grille de calcul et de la bathymétrie du cours d'eau. II est pratique de 

considérer une profondeur minimale de mouillage plus élevée que la profondeur 

minimale d'assèchement pour limiter les oscillations de l'état sec ou mouillé à un 

noeud. 

Des essais réalisés ont permis d'abaisser la profondeur minimale d'assèchement à des 

valeurs de l'ordre du millimètre, toutefois, il a été remarqué que l'utilisation d'une valeur 

de l'ordre de 10 cm permet généralement une bonne convergence. 



Chapitre 5 Méthodologie de couplage 

Le modèle d'écoulement à surface libre et le modèle d'écoulement souterrain sont 

couples par le flux traversant le lit du cours d'eau, pris en compte dans chacun des 

modèles par des termes sources incorporés dans les équations. Le flux à travers le lit 

du cours d'eau est calculé par le biais de l'expression découlant de la loi de Darcy. 

L'introduction du terme source dans le modèle d'écoulement à surface libre 

bidimensionnel se fait en remplaçant le vecteur S de l'équation (éq. 3.28) par le vecteur 

suivant : 

(éq 5.2) 

(éq 5.3) 

VX : composante de la vitesse d'écoulement interstitiel selon l'axe des x; 

Y : composante de la vitesse d'écoulement interstitiel selon l'axe des y; 

O : porosité du sol. 

La première ligne du vecteur source S constitue la prise en compte de la contribution 

de l'écoulement souterrain dans l'équation de continuité, qui assure la conservation de 

la masse. À la différence du terme source présenté dans le contexte du modèle 1 dl le 

débit spécifique est utilisé comme terme source, plutôt que le débit. Le débit total 

traversant un élément correspond au produit du débit spécifique moyen par l'aire de 



l'élément. Les deux autres lignes du vecteur constituent la contribution des apports 

souterrains en terme de quantité de mouvement. Le premier membre de ces deux 

lignes est essentiellement lié à l'écoulement à surface libre, il permet la prise en 

compte de la bathymétrie et de la rugosité du lit du cours d'eau, tandis que le second 

terme constitue la variation de la quantité de mouvement due a un apport 

correspondant au produit de la vitesse de I'écoulement souterrain dans les pores du 

matériau granulaire et du débit à travers le lit 

La contribution de l'écoulement souterrain à I'écoulement à surface libre est prise en 

compte dans le modèle d'écoulement souterrain en considérant l'introduction d'un puits 

soutirant un débit spécifique (q) appliqué sur la surface tributaire de chacun des 

noeuds couplés. 

5.1 Discrétisation géométrique 

L'utilisation des modèles numériques nécessite une représentation discrète du 

domaine de calcul. La valeur des variables du modèle n'est calculée qu'aux noeuds et 

la qualité de la solution est directement tributaire de la qualité de la représentation 

discrète. La précision d'un modèle numérique varie en fonction de la discrétisation des 

équations, des approximations réalisées, de la discrétisation spatiale et temporelle. Le 

choix d'un modèle et d'une discretisation de densité appropriée permet d'obtenir la 

précision souhaitée. Pour le modèle d'écoulement souterrain, la discrétisation 

correspond à un maillage irrégulier d'éléments triangulaires. Ce type d'élément permet 

de varier rapidement la densité du maillage et d'épouser les formes irrégulières du 

domaine de calcul, ou des couches géologiques. 

La discrétisation pour le modèle d'écoulement a surface libre bidimensionnel consiste 

en une grille rectangulaire régulière, pour laquelle les limites du cours d'eau sont 

définies par les zones de noeuds actifs. Seul le rapport entre la densité en x et en y 



peut être varié. Étant donné que la charge hydraulique et le niveau d'eau doivent être 

connus en chacun des noeuds du cours d'eau, la façon la plus simple d'élaborer le 

maillage consiste a incorporer tous les noeuds de la grille de différences finies dans le 

maillage du modèle d'écoulement souterrain. Cette méthode nécessite I'utilisation d'un 

maillage relativement dense pour le modèle d'écoulement souterrain, ce qui a pour 

effet d'augmenter le temps de calcul requis pour la résolution. Toutefois, celle-ci a 

l'avantage d'offrir une meilleure précision que l'utilisation de valeurs interpolées, 

lorsque fes nœuds du maillage et de la grille ne coïncident pas- Par ailleurs, des 

essais réalisés à partir d'un maillage d'éléments triangulaires moins dense que la grille, 

en utilisant des valeurs interpolées des variables hydrauliques, ont posé des 

problèmes de conservation de masse. 

5.2 Méthodologie de résolution 

La méthodologie de résolution utilisée commence par le calcul ou l'imposition d'un 

niveau d'eau initial à chacun des nœuds du domaine. 

L'imposition de l'élévation initiale de la nappe phréatique peut-être réalisée en 

spécifiant une même élévation sur tout le domaine. Dans ce cas, il faut laisser 

s'écouler plusieurs intervalles de temps pour obtenir une solution significative, ou l'effet 

des conditions initiales arbitraires n'apparaît plus. Si l'élévation de la nappe phréatique 

est connue en différents points du site d'étude, il est possible, à partir de ces valeurs, 

d'interpoler des conditions initiales plus réalistes qui procureront une convergence plus 

rapide ou de calculer une solution permanente passant par ces points. 

Une fois les conditions limites et initiales imposées, le flux à travers le lit du cours d'eau 

doit être calculé par le modèle d'ecoulernent souterrain. II s'agit d'une boucle itérative 

ayant comme critère de convergence la différence entre deux calculs du flux à travers 

le lit du cours d'eau. 



1. Solution connue pour un pas de temps (au départ : condition initiale) ; 

2. t = t + A t ;  

3. résolution des conditions d'écoulement du cours d'eau ; 

4. calcul de la réponse du modèle d'écoulement souterrain au niveau d'eau dans le 

cours d'eau ; 

5. calcul du flux à travers le lit du cours d'eau ; 

6. si la variation du flux à travers le lit est supérieure au critère de convergence toléré, 

les conditions d'écoulement du cours d'eau sont recalcufées (retour à 3) sans 

avancer dans le temps ; 

7. si le temps total de la simulation n'est pas écoulé retour à 1 ; 

8. fin de la simulation. 

La fin de la simulation peut correspondre a l'atteinte d'une solution permanente ou d'un 

état transitoire donné. Lors de simulation d'état transitoire, pour que l'échelle 

temporelle du modèle puisse être reliée au temps réel, il iaut nécessairement que la 

condition initiale fournie au modèle soit réaliste. Dans le cas contraire, le temps 

nécessaire à dissiper l'effet des conditions arbitraires vient décaler les prédictions. 

Étant donné que l'étiage est un phénomène transitoire, I'atteinte d'une solution 

permanente n'a pas tellement de sens car elle pourrait correspondre a un état 

nécessitant des années à survenir alors que le phénomène est saisonnier. Dans le 

cadre d'utilisation d'un tel modèle à d'autres fins que l'étiage hivernal, il est bon de 

rappeler que selon le type de conditions frontières utilisées, il peut arriver qu'il n'existe 

pas de solution permanente. 



5.3 Discrétisation temporelle 

Les échelles de temps naturelles entre les écolcilements souterrain et à surface libre 

sont très différentes. Typiquement, les vitesses d'écoulement en rivière sont de l'ordre 

du mètre par seconde, tandis que l'eau dans le sol, requiert souvent une journée pour 

franchir cette distance. En général, les intervalles de temps utilisés par les modèles 

d'écouiement à surface libre sont courts par rapport à ceux d'écoulement souterrain. 

Ceci est causée par la grande différence entre les vitesses d'écoulement et les temps 

de réponse des deux systèmes. Toutefois, pour certaines conditions, il arrive que ce 

soit l'inverse, qu'il soit nécessaire d'avoir recours à des intervalles de temps très courts 

pour permettre la convergence du modèle d'écoulement souterrain. À titre d'exemple, 

un des cas modélisé pour la validation du modèle souterrain consiste à simuler un 

pompage dans une nappe d'eau initialement plane. Les premiers pas de temps utilisés 

pour cette simulation sont de l'ordre du millième de seconde. 

Les intervalles de temps peuvent être augmentés a mesure que la variation de la 

charge en fonction du temps diminue. Pour ce cas, les intervalles de temps utilisés en 

fin de simulation étaient un million de fois supérieur à ceux du début. 

Lorsque les intervalles de temps du modèle d'écoulement souterrain sont séparés par 

plusieurs intervalles de temps du modèle d'écoulement à surface libre, il faut extrapoler 

la valeur de la charge hydraulique de l'aquifère de façon à obtenir une bonne 

approximation du débit à travers le lit. Ceci requiert de conserver en mémoire les 

valeurs de charge hydraulique d'au moins deux pas de temps, pour pouvoir réaliser 

une extrapolation linéaire. 

De nombreux essais ont été effectués pour déterminer le ratio maximal acceptable 

entre les intervalles de temps utilisés dans chacun des modèles. Les résultats obtenus 

montrent que le principal facteur affectant ce ratio est la force de l'interaction entre les 

deux systèmes, qui est caractérisée par la conductivité hydraulique du lit du cours 



d'eau. Dans un système où les interactions sont fortes, l'utilisation de trop grands 

intervalles de temps dans le modèle d'écoulement souterrain amène des oscillations 

numériques sur la charge hydraulique, des bilans hydrologiques mal équilibrés et un 

flux à travers le lit disproportionné (Perkins et Koussis, 1996). 

II a aussi été constaté que pour des conditions ou la variation du débit total à travers le 

lit est très faible, il n'est pas nécessaire de recakuler les conditions d'écoulement a 

surface libre une fois que l'état permanent est atteint. Ceci correspond a éviter 

systématiquement l'étape 3 de la méthodologie de résolution. jusqu'à ce que la 

modification du débit nécessite un nouveau calcul. 



Chapitre 6 Résultats et interprétation 

Différentes simulations ont été réalisées à partir des modèles développés. Des tests 

usuels ont été effectués pour vérifier la validité de chacun des modèles. Par la suite, 

une série d'applications permettant d'iliustrer leur robustesse et les possibilités offertes 

pour différents champs d'application ont été réalisées. Ces differents résultats sont 

présentés à I'annexe 2, puisqu'ils présentent les modèles dans des contextes 

d'utilisation découplés. 

Cette section présente les résultats obtenus avec les modèles couplés et l'analyse des 

résultats obtenus. 

6.1 Introduction des termes sources 

La prise en compte des termes sources permettant les échanges entre les deux 

modèles ne pose aucun problème pour le modèle d'écoulement souterrain, puisqu'il 

s'agit de la même procédure que pour la prise en compte d'un puits de pompage ou 

d'injection. Ainsi, les quelques exemples présentés a l'annexe 2 montrent le bon 

comportement du modèle. Toutefois, l'introduction ou le soutirage de débit sur toute la 

superficie du domaine de calcul du modèle d'écoulement à surface libre est moins 

habituelle et doit donc faire l'objet d'essais plus spécifiques. 

La figure 6.1 présente un des premiers essais réalisés à partir du modèle d'écoulement 

à surface Iibre, en simulant l'interaction avec le modèle d'écoulement souterrain. Le 

problème a résoudre est constitué d'une cavité rectangulaire à fond plat d'une 

profondeur initiale de 0'8 ml avec des parois latérales imperméables. Sous ce plan 

d'eau est situé un aquifère confiné dont l'élévation piézométrique est de 0'9 m. La 



conductivité hydraulique du lit a été fixée a 1 x 1 0 ~  m/s. La simulation démarre en 

permettant les échanges entre les deux systèmes. Le résultat montre que le domaine 

se remplit jusqu'à ce que l'élévation de la surface libre atteigne l'élévation de la nappe 

phréatique. Le temps requis pour le remplissage est de 1000 secondes, ce qui était 

facilement prévisible. Le graphique montre bien que la vitesse de remplissage diminue 

de façon asymptotique, en fonction de la différence de charge. 

irn) Étape 1 - remplissage de la cavité 

(ml Étape 2- vidange de la cavité 

I I -r 

d 

d 

Elevation de la nappe = 0,9 m - 

K lit = 1 x10-4 m/s - 
I 1 1 

> 

- 

Figure 6.1 Élévation de la surface libre en fonction du temps, en permettant les 

échanges avec la nappe phréatique 
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La deuxième partie de la simulation est l'inverse de la première, la nappe souterraine 

est à I'élévation 0,8 m et le plan d'eau a l'élévation 0,9 m. Le résultat inverse est ainsi 

obtenu, confirmant le bon comportement du modèle d'écoulement à surface libre à 
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l'ajout des termes sources. Cet exemple constitue un des tests les plus simples qui 

pouvait être réalisé à partir du modèle, puisqu'il n'y aucune vitesse, ni pente de la 

surface libre. En conséquence, les termes sources ont tous la même valeur et le 

niveau du plan d'eau augmente de façon homogène sur tout le domaine. 

6.2 Écoulement dans un canal rectangulaire 

Le calcul de la courbe de remous d'un canal rectangulaire a été réalisé, pour 

différentes conditions, de façon à s'assurer du bon comportement du modèle et à 

vérifier la sensibilité des différents paramètres. Le premier calcul a été réalise en 

considérant un canal rectangulaire de 470 m de longueur, par 30 m de largeur ayant un 

débit de 22,s m3/s à sa limite amont et une élévation de la surface libre de 0,5 m 

imposée à la limite aval. L'élévation de la nappe phréatique est maintenue à 0,s rn, 

tandis que la conductivité hydraulique du lit est variée pour chacun des essais entre O 

et 0,01 m/s (Figure 6.2). 
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Figure 6.2 Calcul de la courbe de remous dans un canal rectangulaire, avec prise 

en compte des infiltrations dans le sol 

Les résultats montrent que le débit à l'extrémité aval est plus faible que le débit imposé 

à l'amont et que le niveau d'eau à la frontière amont diminue proportionnellement aux 

pertes par infiltration. Les pertes de débit calculées entre l'amont et l'aval s'établissent 

à 0,65 m3/s, 1,78 m3/s, 12,3 &/s, tandis que le rabattement du niveau amont s'établit à 

0.1 cm, 1.6 cm et 21,2 cm. pour des conductivité hydrauliques respectives de 1 x1 o4 
m/s, 1 XI o - ~  d s  et 1 XI d s .  



Élévation de la surface libre en fonction de la distance 
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Figure 6.3 Influence des fluctuations de la nappe phréatique sur l'écoulement dans 

un canal rectangulaire 
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Le même calcul a été repris en considérant différentes élévations de la nappe 

phréatique, avec une conductivité hydraulique de 1 x1 O" m/s (Figure 6.3). Lorsque la 

nappe phréatique est située à l'élévation 1 m. le comportement inverse de l'essai 

précédent est observé, le niveau d'eau augmente légèrement et le débit augmente 

d'environ 1,5 m3/s. Par ailleurs, lorsque le niveau de la nappe est fixé à 0,75 m, le 

secteur amont du cours d'eau, située au dessus de cette élévation subit des pertes par 

infiltration, tandis que dans le secteur aval. le débit augmente, puisque le niveau d'eau 

est inférieur à celui de la nappe phréatique. De telle sorte qu'à l'extrémité aval, le débit 

redevient égal au débit imposé à la limite amont, alors qu'il a été plus faible, sur toute la 
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longueur du cours d'eau. Deux des cas simulés sont illustrés à la figure 6.4 , où le 

cana! est rechargé en a) et le canal recharge l'aquifère en b). 

Pour chacun de ces essais, le modèle s'est avéré conservatif, le débit imposé à l'amont 

étant égal a la somme du débit de sortie et des débits à chacun des termes source. 

Figure 6.4 a) Recharge du canal b) Recharge de l'aquifère 

6.3 Application du modèle 

Le modèle a été appliqué a un cas d'analyse concret, permettant de mettre en valeur 

les caractéristiques bidimensionnelles de la méthode. II s'agit d'évaluer l'évolution du 

débit de base en fonction du temps, sur un bassin versant de 235,5 km2, d'une largeur 

maximale de 19,s km par une longueur de 18,9 km, ayant une dénivelée maximale de 

53 m. Ce bassin est drainé par une rivière d'une longueur de 12,9 km. 



La discrétisation géométrique utilisée pour le modèle d'écoulement à surface libre 

correspond à une grille rectangulaire de 35 nœuds par 21 selon les axes x et y, 

espacés respectivement à 400 et 300 m. Le maillage irrégulier de 1273 éléments, 

permettant une représentation adéquate du pourtour de l'aquifère drainé par la rivière, 

a été constitué à partir de tous les nœuds de la grille et de 405 nœuds localisés de 

façon à limiter la longueur maximale d'arête à 1200 m (figure 6.5). 

La conductivité hydraulique (K) de l'aquifère a été posée à 1 x 1 0 ~  d s .  le coefficient 

d'emmagasinernent non confiné (S) à 0'1 et la conductivité hydraulique du lit du cours 

d'eau à 1x10'~ m/s. Le coefficient de rugosité du lit du cours d'eau a été spécifié par 

une valeur uniforme du n de Manning à 0,025. La bathymétrie du lit du cours d'eau est 

relativement plane (Figure 6.5), à l'exception de la baie située a l'extrémité amont, ou la 

pente du fond est de l'ordre de O,OlOh et de l'exutoire, où il y a présence d'un haut 

fond. 

Le domaine à l'étude a été constitué à partir d'un mélange de données réelles et 

hypothétiques, de façon à simuler des conditions réalistes, tout en choisissant une 

superficie et les paramètres de façon à réduire le temps requis pour le calcul. Ainsi, 

l'utilisation d'une valeur de conductivité hydraulique élevée permet de réduire le temps 

de simulation, tandis qu'une valeur élevée pour le coefficient d'emmagasinernent 

permet d'augmenter le débit pouvant être soutiré pour le rabattement prévu. 



Figure 6.5 Maillage couplé utilisant une grille de différences finies superposée à un 

maillage d'éléments finis triangulaires; topographie (m) 

La simulation a été réalisée en considérant une élévation uniforme de la nappe 

phréatique initiale à 5 m et une élévation de la surface libre du cours d'eau à 2'5 m. 

Une condition frontière d'imperméabilité a été appliquée sur le pourtour, à l'exception 

de l'exutoire du cours d'eau, où le niveau d'eau a été imposé à une valeur constante de 

2,5 rn tout au long de la simulation. 

Les incréments de temps ont été fixés de façon à maintenir la valeur du critère de 

Courant égale à l'unité, correspondant à des pas de temps de l'ordre de 60 s, pour le 

modèle d'écoulement a surface libre, tandis que des pas de temps d'une valeur 

maximale de 3600 secondes ont été utilisés pour le modèle d'écoulement souterrain. 



Certains essais ont été réalisés avec un pas de temps plus grand, mais le nombre 

d'itérations augmentait et aucun gain net de temps de calcul n'a été obtenu. Un critère 

de tolérance basé sur la somme des flux a travers l'interface a été utilisé pour vérifier si 

l'écoulement à surface libre devait être recalculé entre deux pas de temps 

d'écoulement souterrain, sa valeur a été fixée à 0,001 m3/s. Ainsi lorsque la variation 

du débit à travers le lit du cours d'eau ne dépassait pas la tolérance, les conditions 

d'écoulement à surface libre n'était pas calculées à nouveau à moins qu'un état 

permanent n'ait pas été atteint auparavant. 

Figure 6.6 Élévation de la nappe phréatique (m) et vecteurs vitesses d'écoulement 

obtenus au temps t =10 jours. 



Les résultats obtenus au bout de 10 jours de simulation montrent déjà un rabattement 

assez important de la nappe souterraine, particulièrement à proximité de l'exutoire, où 

l'aquifère est étroit, l'élévation de la surface libre la plus basse et les gradients 

maximaux. (Figure 6.6) La variation spatiale du débit à travers le lit du cours d'eau 

montre l'intensité relative des interactions entre I'aquifère et le cours d'eau. (Figure 6.7) 

La valeur du débit spécifique triple entre l'exutoire du cours d'eau et son extrémité 

amont, en raison du rabattement important du niveau de la nappe à l'exutoire du 

domaine, a cet instant. 

Le débit s'écoulant dans le cours d'eau a été calculé à quelques sections transversales 

pour illustrer l'importance des apports souterrains dans le cas traité. (Figure 6.8) Après 

dix jours de simulation le débit du cours d'eau est de 13,35 m3/s à son exutoire. 

Figure 6.7 Débit spécifique (m/s) à travers le lit du cours d'eau au temps t=10 jours 



Figure 6.8 Évolution du débit le long de la rivière après dix jours de simulation 

Au cours de la simulation le débit à l'exutoire du modèle a évolué de près de 24 m3/s 

après quelques minutes, jusqu'à 0,f 2 m3/s lorsque la simulation a été interrompue soit 

après 200 jours (Figure 6.9). La simulation n'était pas complètement terminée à 200 

jours, étant donné que la nappe n'avait pas atteint une valeur uniforme de 2,5 m. Les 

cent derniers jours de la simulation ont permis de réduire le débit de 0,71 m3/s à 0,12 

m3/s, toutefois, étant donné le comportement asymptotique de la simulation, elle n'a 

pas été poursuivie. 

Le volume d'eau disponible dans I'aquifère a été calculé à différents instants par le 

produit de l'intégration sous la surface de la nappe et du coefficient d'emmagasinement 

de I'aquifère (Figure 6.1 0). 
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Figure 6.9 Évolution du débit du cours d'eau 

O 50 1 O0 150 200 250 

Temps (jour) 

Figure 6.1 0 Récession de l'aquifère 

L'analyse de la conservation de la masse au cours de la simulation montre une perte 

de l'ordre t,6 % en comparant le volume d'eau initial à l'intégration dans le temps du 

débit à I'exutoire. Cet écart est faible étant donné la durée de la simulation. Les deux 

modèles s'étant avérés plus conservatifs dans les cas de validation réalisés, il est 

possible qu'une partie de l'écart soit attribuable à la méthode de calcul du bilan, étant 

donné qu'il a été établi en intégrant sous la courbe à partir de seulement six valeurs de 

débits à l'exutoire, ou à la valeur du critère de tolérance sur le débit. 



Conclusion 

Les écoulements souterrains et les écoulements à surface libre peuvent être 

représentés par des modèles mathématiques simplifiant la réalité. Étant donné que 

l'écoulement de I'eau est continu entre le sol et les cours d'eau, il est des situations où 

les modèles doivent être couplés pour pouvoir quantifier les échanges. C'est le cas 

lors des étiages, au cours desquels les cours d'eau sont rechargés par les aquifères 

ainsi que lors des crues, où les cours d'eau rechargent les aquifères. 

Le modèle développé permet une représentation bidimensionnelle plane des 

écoulements a surface libre et souterrain. Cette représentation permet d'analyser des 

conditions d'écoulement plus complexes que les approches traditionnelles utilisant des 

modèles d'écoulement à surface libre unidimensionnel décrits dans la revue de l'état de 

l'art. 

Différents test de validation et applications ont été réalisés à partir du modèle 

développé. Les résultats ont montré un comportement robuste des modèles dans des 

cas difficiles a simuler. Une simulation d'écoulement régional réalisée sur un petit 

bassin versant a permis de reproduire le phénomène de récession de I'hydrogramme et 

de tarissement de la nappe. Le maillage a été réalisé en incorporant les nœuds de la 

grille de différences finies du modèle d'écoulement à surface libre au maillage irrégulier 

du modèle d'écoulement souterrain. La simulation, échelonnée sur deux cents jours a 

requis environ une semaine de temps de calcul à partir d'un ordinateur de type Pentium 

100. Le bilan hydrologique global de la simulation présente une erreur inférieure a 

2 Oh, ce qui est raisonnable compte tenu du type de simulation réalisé. 

Un aspect intéressant pour la suite de ce projet consisterait à utiliser un modèle de 

qualité de I'eau permettant d'intégrer l'ensemble des données produites par le modèle 



d'écoulement pour réaliser des modélisations du régime thermique ou de transport de 

contaminant entre l'eau souterraine et un cours d'eau. 
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Annexe 1 

Application d e  la méthode des différences finies 



La résolution numérique d'une équation aux dérivées partielles nécessite le passage 

de l'équation différentielle vers un système d'équations algébriques exprimant les 

relations entre les valeurs des variables dépendantes en un point et leurs valeurs aux 

points situés dans le voisinage de ce point à un instant donné. En spécifiant les 

conditions frontières et les valeurs initiales nécessaires, il est possible de résoudre ce 

système d'équations pour un nombre discret de points et d'intervalles de temps- La 

discrétisation spatiale du domaine est formée par une grille généralement régulière 

constituée de cellules à l'intérieur desquelles une approximation des variables 

dépendantes sera effectuée. La précision des approximations varie avec la densité de 

la discrétisation spatiale selon la taille des intervalles (&GAY) et avec la discrétisation 

temporelle selon le pas de temps (At). De plus, à I'erreur d'approximation, vient 

s'ajouter l'erreur de troncature qui est inhérente à la méthode utilisée pour la résolution. 

La méthode des différences finies provient de l'expansion en série de Taylor des 

équations à résoudre et l'erreur de troncature dépend de l'ordre des termes négligés 

de la série. 

Soit une fonction f=f(x) assez régulière pour être dérivée en série de Taylor : 

En réorganisant les termes : 

(éq. A.1) 

(éq. A.2) 

L'approximation en différence avant de la dérivée de la fonction f selon x est obtenue 

avec une erreur de troncature du premier ordre. De la même façon, une équation de 

différence arrière peut-être obtenue : 

(éq. A.3) 



(éq. A.4) 

Les équations A.1 et A-3 peuvent maintenant être utilisées en combinaison linéaire 

pour définir une différence centrée pour la dérivée du premier ordre (éq. A S  = éq. A.3 - 
éq. A.l) ou la dérivée du second ordre (éq. A.6 = éq. A.3 + éq. A.1) 

3-1. = 
f (x  + Ax) - 2f(x) + f (x - Ax) 

+ 0(&02 
Ax2 

(éq. A.5) 

(éq. A.6) 

II est donc possible de remplacer chacune des dérivées spatiales d'une équation aux 

dérivées partielles par une équation de différence finie, toutefois, il faut aussi 

considérer les dérivées dans le temps vers l'avant (éq. A.7) ou l'arrière (éq. A.8): 

(éq. A.7) 

II est maintenant possible d'utiliser les différences finies avec une équation aux 

dérivées partielles. 

L'équation A.9 permet de décrire les écoulements souterrain dans un sol homogène 

(Tx =Ty et q = O dans I'éq. 3.1). 

II est possible de remplacer chacune des dérivées de l'équation A.9 par des différences 

et si la dérivée temporelle est remplacée par une différence avant (éq. A.7)' un schéma 

explicite est obtenu (Bq. A.10). En considérant les rangées (i) et les colonnes (j) de la 



grille orientées respectivement selon les axes x et y et les valeurs de la variable 

dépendante (H) connue au pas de temps k. 

(éq. A. 1 0) 

Étant donné que toutes les valeurs de H au pas de temps k sont connues. il est 

possible de déterminer la valeur de H au pas de temps k+l en résolvant simplement 

l'équation A.10 à chacun des noeuds de la grille. Le schéma est dit explicite parce que 

la valeur de H*+' dépend uniquement des valeurs de H* . Cette caractéristique le rend 

très simple à utiliser, toutefois, la stabilité du schéma est soumise au critère de stabilité 

de Courant, qui s'énonce dans ce cas comme suit : 

(éq. A.11) 

Si les intervalles choisis font en sorte que le critère de stabilité n'est pas respectée, 

l'erreur peut augmenter et la solution ne pourra converger. L'utilisation d'un schéma 

explicite amène donc une restriction sévère dans le choix des intervalles. II est 

possible d'utiliser un schéma qui n'est pas sujet à de telles restrictions, il s'agit du 

schéma implicite. Pour construire un schéma implicite, il faut utiliser une différence 

arrière pour l'approximation de la dérivée temporelle et la forme suivante est obtenue : 

(éq. A.12) 

Étant donné que les valeurs de H sont inconnues au pas de temps k+l  . l'équation A.12 

contient 5 inconnues. Mais en écrivant cette équation pour chacun des noeuds de la 

grille, un système d'équations comportant autant d'équations que d'inconnues pourra 

être construit. En imposant les conditions frontières appropriées, il sera possible de 



résoudre ce système & partir de méthodes de résolution matricielle. Le schéma 

implicite est inconditionnellement stable et sa précision est de l'ordre de O(At). 

Il est possible d'utiliser un schéma permettant de pondérer la solution entre l'explicite et 

l'implicite, il s'agit du schéma implicite généralisé (éq. A.13). 

Lorsque le coefficient de pondération h est nul, le schéma est explicite et correspond a 

l'éq. 18, en revanche s'il est égal à l'unité, le schéma correspond à l'équation A.20. De 

plus, en choisissant une valeur de A=%, certains termes de troncature s'annulent et il 

peut être démontré que l'erreur passe de O(At) à 0(At)2, tout en conservant un schéma 

inconditionnellement stable, cette situation correspond au schéma de Crank-Nicholson 

(Reisenauer, 1963). 

La résolution du système d'équations obtenu à partir d'un schéma implicite exige 

l'utilisation de méthode de résolution matricielle. 



Traitement des conditions aux frontières : 

II a été plusieurs fois question de l'imposition des conditions aux frontières nécessaires 

à la résolution des modèles, il serait important de définir les types de conditions 

frontières qui seront disponibles dans chacun des modèles. 

Écoulement souterrain 

Condition de Dirichlet : 

Ce type de condition frontière permet de fixer la valeur d'une inconnue primaire du 

système (h par exemple). Ce qui correspond à fixer l'élévation de la nappe phréatique 

en un point. Cette condition est très utilisée pour spécifier la hauteur connue de façon 

ponctuelle (puits d'observation) ou continue (bordure d'un lac). En fixant ainsi la 

charge en un ou plusieurs points, c'est le modèle qui détermine le flux à ces endroits. 

Condition de Neumann : 

Ce type de condition frontière permet de fixer la valeur d'une inconnue secondaire du 

système (dérivée d'une inconnue primaire, flux). Ceci permet de spécifier le flux à un 

noeud ou le flux normal à une face d'un élément. Son utilisation en écoulement 

souterrain est généralement reliée à l'imposition d'une frontière imperméable (flux = O), 

telle qu'une ligne de partage des eaux. Le flux provenant de puits de pompage ou 

d'injection sera imposé par l'ajout de termes source. Par ailleurs, l'infiltration provenant 

de la précipitation peut aussi être modélisée en imposant une condition de type 

Neumann, il en va de même pour toute frontière où le flux est connu. 



Annexe 2 

Validation du modèle d'écoulement à surface libre 



Validation et application du modèle d'écoulement à surface libre 

De façon à vérifier, la capacité du modèle à simuler des écoulements à surface libre, 

une série de tests de validation et d'application a été réalisée. 

- formation d'un ressaut hydraulique; 

- ecoufement dans un étranglement; 
- séchage des berges avec une bathymétrie complexe ; 
- écoulement dans une passe migratoire de type cc rivière aménagée ,, ; 



Formation d'un ressaut hydraulique 

Le modèle d'écoulement à surface libre utilisé permet de simuler des écoulements en 

régime fluvial et torrentiel, de même que les transitions entre ces régimes. La 

transition du régime torrentiel au régime fluvial provoque nécessairement l'apparition 

d'un ressaut hydraulique, où une quantité d'énergie est dissipée, mais la quantité de 

mouvement conservée. 

Élévation de la surface libre 
I T 
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€volution du nombre de Froude 

Figure A.1 Élévation de la surface libre et nombre de Froude en fonction de la 

distance. 



Le résultat de simulation présenté à la figure A.1 illustre cette situation. Un débit 

unitaire de 0,4 m2/s est imposé à I'amont d'un canal à pente nulle de 1 m de longueur. 

Ce canal se poursuit avec une pente de 2%, sur une longueur de 45 m, puis sur un 

tronçon plat de 10 m de longueur à l'extrémité duquel une profondeur constante de 0,7 

m est imposée. Les conditions frontières imposées correspondent aux types de 

conditions requises dans le cas d'un écoulement fluvial, ce qui est approprié, puisque 

les conditions d'écoulement sont de ce type à chaque extrémité, telle que l'indique la 

figure du bas, où l'on peut constater que les valeurs respectives du nombre de Froude 

aux extrémités amont et aval sont de l'ordre de 0.8 et 0,25. 

Les conditions initiales imposées au modèle consiste en une profondeur uniforme de 

0,7 m et des vitesses d'écoulement nulles. Les coefficients de rugosité (n de Manning) 

ont été fixés à une valeur de 0.02. La discrétisation géométrique consiste en des 

intervalles de 0,s m, tandis que la taille des incréments de temps a été ajustée de 

façon automatique par le modèle au cours de la simulation pour maintenir la valeur 

maximale du critère de Courant à 0,9. 

Lorsque la simulation démarre, l'eau dévale rapidement la pente sous la forme d'une 

inturnescence négative et la profondeur de même que la pente de la surface libre 

augmentent au pied de la pente, ce qui a pour effet d'accélérer I'écoulement vers 

l'exutoire. Un ressaut hydraulique se forme alors aux environs du pied de ia pente (à 

43 m). Ce ressaut remonte ensuite progressivement la pente jusqu'à sa position finale, 

à 34 m de la frontière amont, tel que le montre la figure A.1, où l'on peut constater la 

diminution très rapide du nombre de Froude a la position du ressaut- 

Cet exemple a permis de vérifier plusieurs aspects intéressants montrant le bon 

comportement du modèle, soit : la formation du ressaut hydraulique, l'atteinte de la 

profondeur critique à la cassure à I'amont de la pente raide, l'atteinte de la profondeur 

normale torrentielle dans la pente raide, des profondeurs conjuguées appropriées pour 



le ressaut nydraulique, de même que l'absence d'oscillations numériques autour du 

ressaut. 

La profondeur normale d'écoulement est maintenue à 0,202 rn entre les positions 22 et 

34 m, il est possible de vérifier l'exactitude de cette valeur à partir de l'équation de 

Manning (éq A. 14). 

1 +2y 
( J- jii3 o.021/2 

1 +2y  
q = avec 0,4 = n 0,02 

La profondeur d'écoulement obtenue par le modèle à la cassure de pente est éçale à 

0,254 m tandis que la valeur de la profondeur critique (y,) calculée de façon analytique 

donne : 

Les profondeurs conjuguées calculées par le modèle correspondent à 0,220 rn et 0,429 

m, respectivement à l'amont et l'aval du ressaut. Le rapport entre ces deux 

profondeurs peut être calcule a partir de la relation suivante (Chaudry, 1993), obtenue à 

partir de l'équation de conservation de la quantité de mouvement, sans toutefois 

prendre en compte la rugosité du lit: 

= ( - 1 + ) avec y, = (éq. A.16) 
Y i  2 

Ce qui constitue un résultat assez proche de la valeur calculée. 



Écoulement dans une contraction 

La simulation d'un écoulement dans un contraction a été réalisée principalement pour 

évaluer le bon comportement du modèle, la symétrie de la solution obtenue et l'effet du 

coefficient de viscosité (k) sur la solution. Le cas simulé consiste en un canal de 250 m 

de longueur par 50 m de largeur, au centre duquel deux murets de 10 m de largeur 

restreignent la section d'ecouternent. Un débit de tOO mVs est imposé à l'extrémité 

amont et la profondeur critique est imposée à l'extrémité aval. Des essais ont été 

réalisés pour différentes valeurs de pente du fond et de viscosité. La figure A.2 montre 

l'élévation de la surface libre. 

Contraction, Q=100 m3is. yc en aval, k=0,3 

Figure A.2 Élévation de la surface libre (m) pour un écoulement dans une 

contraction. 



Le champ vectoriel de vitesse d'écoulement (Fig. A.3) montre que la solution obtenue 

est symétrique. La variation du coefficient de viscosité a pour effet de modifier la forme 

des vortex formés à l'aval de la contraction. 

Vitesse d'écoulement dans un contraction 
0=100 mVs, y c  en aval, k=0.3 . So = 0.001 

Figure A.3 Orientation des vitesses pour un écoulement dans une contraction. 

II est généralement difficile de spécifier la valeur appropriée du coefficient de viscosité. 

la valeur à attribuer à ce paramètre dépend de la géométrie du domaine, des 

conditions d'écoulement et de la densité du maillage. Un modèle ne peut simuler des 

phénomènes de vortex à une résolution plus fine que le maillage. une augmentation de 

la densité du maillage devrait normalement permettre une réduction du coefficient de 

viscosité. Une calibration devrait être réalisée sur ce paramètre au même titre que le 

coefficient de rugosité de Manning lorsque la pente d'énergie est forte ou que la 

géométrie du domaine est particulièrement favorable à la formation de vortex. 



Variation de la superficie inondée en fonction du niveau d'eau 

Une simulation a été réalisée afin de vérifier le bon comportement du modèle 

d'écoulement à surface libre dans des situations impliquant une variation de la 

superficie inondée du domaine. 

La bathymétrie utilisée correspond à la valeur absolue de la fonction ~ ~ P e a k s ~ ~  de la 

librairie de fonction du logiciel Matlab, qui produit cinq maximums locaux d'amplitudes 

variées, sur un domaine carré (fig A.4 a). 

La condition initiale correspond à un plan d'eau au repos, dont le niveau est supérieur à 

l'élévation bathymétrique de tous les noeuds du domaine. Un débit spécifique négatif 

de 0,05 m2/s est imposé sur la moitié d'une des faces du domaine, ce qui a pour effet 

d'entrainer la vidange du réservoir. 

Après 200 secondes de simulation, le premier sommet émerge (fig. A.4 b), puis le 

second suit à 400 secondes (fig. A.5 a). II convient de remarquer que plus le niveau 

baisse, plus la vitesse d'écoulement augmente à la sortie, puisque le débit est 

constant, mais la section d'écoulement rétrécit. C'est pourquoi on peut remarquer une 

pente d'écoulement beaucoup plus raide à la figure A.5 b, qu'en A.5 a. L'effet 

conjugué de l'augmentation de vitesse et de la réduction de profondeur entraîne une 

augmentation du nombre de Froude à l'exutoire, Des instabilités numériques 

surviennent lorsque l'écoulement passe du régime fluvial au régime torrentiel à la 

frontière ouverte, empêchant la vidange complète du réservoir. Ces problèmes ont été 

corrigés en imposant une relation niveau-débit à la sortie. 

Le modèle a donc permis de simuler adéquatement le déplacement du littoral, dans le 

cadre d'une simulation en régime transitoire. 



Bathymétrie du réservoir 

Vidange du résemir au temps W U O S  

Figure A.4 a) bathymétrie du réservoir, b) vidange du réservoir au temps t=200s. 



Vidange du reservoir au temps t=îOOs 

Vidange du rëservoir au temps tt700s 

Figure A.5 a) vidange du réservoir au temps t=400s, b) vidange du réservoir au 

temps t=700s. 



Modélisation de l'écoulement dans une passe migratoire 

Une simulation d'écoulement dans une passe migratoire de type ((rivière aménagée>, a 

été réalisée dans le but de vérifier les capacités du modèle dans des conditions 

d'écoulement rapidement variées, sur une pente raide. 

Le cas simulé consiste en un plan incline à une pente de 10%. le long duquel des 

murets déflecteurs orientés a 30 degrés vers l'amont ralentissent l'écoulement et créent 

des aires de repos pour les poissons. Un débit de 10 m3/s alimente la passe, d'une 

longueur de 50 m par 5 m de largeur. 

La figure A.6 montre les vecteurs vitesses et les profondeurs d'écoulement pour la 

solution obtenue. Une bonne solution a pu être obtenue, toutefois, es limites du type 

de discrétisation géométrique utilisé apparaissent clairement sur cette figure- La grille 

crée des murets irréguliers <<en escaliers>, qui ne constituent pas une représentation 

fidèle de la géométrie a représenter. Étant donné qu'il n'est pas possible de varier 

localement la densité de la grille, la densité maximale souhaitée localement sur le 

domaine doit être appliquée à l'ensemble, ce qui a pour effet d'augmenter 

considérablement la taille des problèmes à résoudre, en comparaison à l'utilisation de 

maillages irréguliers. 





Annexe 3 

Validation du modèle d'écoulement souterrain 



Un puits de pompage dans un aquifère 

Étant donné que la formulation utilisée pour le modèle souterrain a été souvent utilisée 

et que sa validité a été démontrée pour une grande gamme de situation, peu de tests 

de validation ont été réalisés, voici cependant une comparaison entre la solution 

analytique de Theis et celle obtenue par le modèle d'éléments finis. 

La modélisation a été réalisée sur un domaine circulaire de 40 m de rayon, pour un 

aquifère confiné ayant une transmissivité de 0,01 5 m2/s, un coefficient 

d'emrnagasinernent de 0,005, pompé en son centre à un taux de 10 Us. 

La solution analytique de Theis (Freeze, RA. ,  Cherry, J.A., 1979) s'énonce ainsi : 

(éq. A.17) 

(éq. A.18) 

La fonction de puits W(u) peut être approchée par la série suivante : 

(éq. A.19) 

Bsiance du puits (m) 

Figure A.7 Rabattement en fonction de la distance du puits, solutions analytique et 

numérique. 



La figure A.7 présente la comparaison entre la solution de Theis (éq. A.17) et le 

résultat produit par le modèle après 100 s de simulation. 

Les essais réalisés à différents intervalles de temps montrent m e  bonne concordance 

avec la solution analytique. 

II faut remarquer que la condition initiale fournie au modèle consistant en une surface 

plane, les premiers intervalles de temps doivent être de l'ordre du millième de seconde. 

pour que le conditionnement de la matrice permette la résolution du système. Le 

maillage utilisé pour la résolution est présenté à la figure A.8. 

Figure A.8 Maillage utilisé pour la modélisation du rabattement autour d'un puits de 

pompage. 



Rangée de puits dans un aquifère 

Une autre application du modèle d'écoulement souterrain a été réalisée pour vérifier le 

comportement du modèle en condition permanente, en posant une valeur nulle à la 

matrice de masse. La simulation réalisée consistait a une rangée de 12 puits pompant 

à un taux de 0,01 Vs dans un aquifère cané de 250 m de largeur par 5 m d'épaisseur. 

La conductivité hydraulique a été fixée à 0.1 mmls. Une condition frontière de charge 

constante (Dirichlet) a été appliquée sur 3 des côtés du domaine, tandis qu'une 

condition de flux nul a été appliquée sur le côté ou se situe la rangée de puits. La 

solution obtenue est présentée à la figure A.9. 

Figure A.9 Charge hydraulique aux abords d'une rangée de puits de faible capacité. 

Ce type de situation s'apparente au contexte pour lequel le modèle a été élaboré, étant 

donné que les échanges avec le modèle d'écoulement à surface libre se font par le 



biais d'une multitude de terme source. La régularité de la solution montre le bon 

comportement du modèle dans ce contexte. 




