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RESUME

L’objectif du travail de recherche présenté dans ce mémoire est d’étudier une classe
particuliére des codes convolutionnels doublement orhogonaux, (C'SO?C) : les codes dou-
blement orthogonaux récursifs, (R — C'SO?C). En effet, ces codes permettent d’obtenir de
bonnes performances de correction d’erreurs de transmission a de faibles rapports signal
sur bruit, typiquement inférieurs a 2dB, pour pouvoir rivaliser avec les codes dits Turbo.
Cette étude est nécessaire, car il a ét¢ démontré que les codes doublement orthogonaux non
récursifs connus jusqu’a maintenant, bien que performants, le sont a de plus hauts rapports

signal sur bruit.

Parmis les codes correcteurs d’erreur connus & ce jour, les codes Turbo sont ceux qui
offrent les meilleures performances a de faibles rapports signal sur bruit. En effet, grace
a 'utilisation d’entrelaceurs au niveau du codeur et du décodeur, les codes Turbo main-
tiennent une indépendance complete des observables tout au long du processus itératif de
décodage. Cependant, ces mémes entrelaceurs sont a 1’origine d’un important retard au dé-

codage, aussi appellée latence, ainsi que d’une augmentation de la complexité.

Les codes C'SO?C, eux, garantissent une indépendance des observables sur les deux
premicres itérations seulement, mais la suppression des entrelaceurs au codage et au dé-
codage permet d’obtenir une latence plus faible au décodage ainsi qu’une complexité plus

faible. Les codes R— C SO?C seront dans ce mémoire définis au sens large (R— CSO*C —
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W S) ainsi qu’au sens strict (R — CSO%C — SS). Comme pour les codes non récursifs, le
sens large signifie que, contrairement au sens strict, I’'indépendance des observables a la

deuxiéme itération du décodage est incompléte.

Pour les deux cas, nous avons défini 1’ensemble des conditions que ces codes doivent
vérifier. Nous proposons également plusieurs méthodes de construction de ces codes. Ce-
pendant, 1’objectif dans la recherche de nouveaux codes n’est pas le méme. En effet, nous
chercherons, au sens large, pour un nombre de connexions donné, & minimiser la longueur
des codes afin de réduire au maximum la latence, puisque les performances d’erreur sont
directement liées au nombre de connexions. En revanche, au sens strict, il a été observé que
les performances d’erreur ne dépendent plus uniquement du nombre de connexions, mais
aussi d’autres parametres tels que la longueur des codes ou la répartition des connexions

dans la partie récursive de la matrice de représentation des codes R — CSO?C — SS.

Les performances d’erreur obtenues par simulations ont montré que les codes double-
ment orthogonaux récursifs au sens large ne sont pas adaptés pour des valeurs de E;/Ng
inférieures a 3dB, E), étant I’énergie avec laquelle on émet chaque bit et N /2 étant la den-
sité spectrale bilatérale de puissance du bruit. En revanche, au sens strict, nous avons pu
atteindre une probabilité d’erreur par bit de 1075 avec E,/N, = 1.3dB. De plus, les codes
récursifs au sens strict les plus courts donnent, pour de plus grandes valeurs de E,/N,, de

meilleures performances d’erreur que tous les codes doublement orthogonaux connus, avec
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une latence au décodage trés réduite. Les codes R — C'SO?*C — SS sont donc les codes
doubleément orthogonaux connus les plus performants, que ce soit a de faibles rapports si-

gnal sur bruit avec les codes les plus longs, ou 4 de hauts rapports signal sur bruit avec les

codes les plus courts,
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ABSTRACT

This thesis presents a particular class of Convolutionnal Self-Doubly Orthogonal Codes
(CSO?C), which are called Recursive-Convolutionnal Self-Doubly Orthogonal Codes (R—
CSO%(0), in order to obtain good error performances at signal to noise ratios (SNR) lower
than 2 dB and thus offering an alternative to Turbo Codes. Indeed, non recursive CSO*C

codes provide good error performances, but only at higher SNR values.

Among the error correcting known codes, Turbo codes are among those claim the best
error performances at low SNR values. On the one hand, thanks to the use of interleavers
in the coding and decoding parts, Turbo codes provide a complete independence of ob-
servables in the iterative decoding process. On the other hand, these interleavers yield a

substantial decoding latency and add to the complexity of the communication system.

CSO?C codes provide the independence of observables only for the first two iterations,
but the elimination of interleavers in both the coding and decoding parts decrease the de-
coding latency and reduce somewhat the system complexity. R — CSO?C are defined in
both the wide and strict senses and are noted R — CSO?C — WS and R — CSO*C — SS
respectively. As for the non recursive CSO*C codes, wide sense means that the indepen-

dence of observables in the second decoding iteration may not be complete.

In both cases, we defined all conditions that R — C'SO?C —W S and R—CSO*C - 88
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codes must check. Several construction methods are proposed for recursive codes. But the
objectives of the search for these codes are different. On the wide sense, error performances
are related to the number of connections of the codes. Hence, for a given number of connec-
tions, a search objective is to minimize the spans of the codes. However, for the strict sense
codes, error performances depend on several parameters such as the spans of the codes, the
total number of connections or the structure of the recursive part of the R — CSO?C — SS

representing matrix .

Error performances provided by simulations show that R — CSO?C — W S codes are
not competitive at SNR values lower than 3dB. However, for the strict sense codes, a bit
error probability of 1079 at a SNR value lower than 1.3 dB may be achieved. Moreover, at
higher SNR vatues, shortest R — C.SO*C — SS codes reach better bit error probability than
any known C'SO?C codes, with a latency very reduced. Thus, R — CSO?*C — SS codes
are the most powerful self-doubly orthogonal codes, whether at low SNR values with the

longest codes, or at high SNR values with the shortest ones.
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INTRODUCTION

Mise en contexte

Dans les années 1950, Shannon a révolutionné le monde des télécommunications en
démontrant que, tant que les bits étaient transmis a travers un canal & un taux inférieur
a une certaine limite appelée capacité du canal, il était théoriquement possible d’obtenir
une probabilité d’erreur arbitrairement petite, a la condition d’utiliser un codage correcteur
d’erreurs approprié [17]. Cependant, il n’a jamais indiqué la maniére d’atteindre cette limite
théorique. Une véritable course s’est alors engagée dans la recherche de codes correcteurs
d’erreurs capables d’arriver de fagon pratique a la fameuse capacité.

C’est dans ce contexte que la théorie du codage doublement orthogonal [6], [11] a
été mise au point il y a une décennie, en 1997, par les professeurs Haccoun, Cardinal et
Gagnon, suite a la découverte des codes Turbo en 1993 par messieurs Berrou et Glavieux
[3]. En effet, ces codes Turbo, utilisant un décodage itératif symbole par symbole, ont
révolutionné le monde du codage en s’approchant de la limite prédite par Shannon comme
personne n’y était parvenu auparavant. Cependant, ces résultats ont été obtenus au prix de
I’introduction d’un important retard, di a la partie importante de ces codeurs et décodeurs :
des entrelaceurs. Ces entrelaceurs sont a I’origine de I’indépendance totale des observables
au fil des itérations, ce qui permet d’obtenir ces remarquables résultats.

L’idée des professeurs Haccoun, Cardinal et Gagnon a ét¢ de garder 1’indépendance des

observables, au moins sur deux itérations, tout en supprimant ’entrelaceur. Pour cela, ils



ont mis au point une théorie de décodage itératif & seuil ou la complexité se trouve dans la
construction du code. Ainsi, la principale difficulté consiste en la génération de bons codes
doublement orthogonaux, mais leur mise en application, pour des résultats de plus en plus
proches des codes Turbo, est d’une complexité bien inférieure. De plus, la suppression des
entrelaceurs diminue fortement le retard introduit par les codes Turbo et la complexité des
algorithmes de codage et de décodage.

Notre étude s’est intéressée en particulier aux codes doublement orthogonaux récur-
sifs [4]. C’est en effet cette classe de codes doublement orthogonaux qui est la plus pro-
metteuse en termes de performances d’erreur. Mais ces codes récursifs n’ont encore jamais
fait 'objet d’une étude a part entiére méme si tout le processus de décodage de ces codes
a déja éte déterminé dans [4]. Ainsi, le premier objectif de mon projet de recherche a été
de déterminer ’ensemble des conditions que ces codes doivent respecter. Puis, une fois ces
conditions obtenues, je me suis attaché a trouver diverses méthodes de construction des
codes afin de réduire la latence introduite au maximum, sans dégrader les résultats. Enfin,
plusieurs simulations ont été effectuées afin de vérifier les performances d’erreur des codes
obtenus, et de pouvoir les comparer aux performances des codes doublement orthogonaux

connus.

Organisation du mémoire

Le mémoire a été construit de la maniére suivante :

Le chapitre 1 rassemble tout ce qui doit étre connu sur la théorie de I’information ainsi



que sur le codage pour pouvoir comprendre la suite du mémoire. 11 y est donc rappelé ce
qu’est le codage de canal, la notion de bruit ou encore le décodage a seuil. On y définit
aussi les codes convolutionnels, les codes simplement orthogonaux et les codes récursifs
systématiques.

Le chapitre 2 introduit la notion de décodage itératif, décrit la théorie du codage dou-
blement orthogonal et explique la différence entre les codes convolutionnels doublement
orthogonaux au sens large et au sens strict. On y compare aussi les performances d’erreur
de tous les codes doublement orthogonaux connus pour un taux de codage de 1/2.

Le chapitre 3 regroupe toute I’étude effectuée sur les codes convolutionnels doublement
orthogonaux récursifs au sens large. On y définit les conditions que ces codes doivent res-
pecter et les méthodes utilisées pour construire ce genre de codes. Enfin, les performances
d’erreur obtenues par simulations sont présentées.

Le chapitre 4 est la suite directe du chapitre 3 puisqu’il regroupe toute 1’étude faite sur
les codes convolutionnels doublement orthogonaux récursifs au sens strict. Le chemine-
ment du chapitre est donc le méme que pour le précédent, a savoir : recherche de conditions,
construction de codes et détermination des performances d’erreur par simulations.

Enfin, le chapitre 5 prendra la forme d’une grande conclusion qui résumera les meilleurs
résultats obtenus et donnera quelques pistes qui pourront étre suivies dans les travaux fu-

turs.



Contributions apportées

Les différentes contributions apportées par mon travail de recherche sont :

|

détermination des conditions complétes et spécifiques des codes convolutionnels
doublement orthogonaux récursifs au sens large et au sens strict.

construction de nouveaux codes convolutionnels doublement orthogonaux récursifs
au sens large, avec minimisation du span de ces codes jusqu’a J = 7.

amélioration de I’algorithme de décodage des codes convolutionnels doublement or-
thogonaux récursifs au sens large.

simulation des performances d’erreur des codes récursifs au sens large jusque J = 11
construction de nouveaux codes convolutionnels doublement orthogonaux récursifs
au sens strict, avec la possibilité de faire varier le span et I’emplacement des connexions
du codeur.

étude des meilleures configurations pour les codes convolutionnels doublement or-
thogonaux récursifs au sens strict.

détermination par simulations des performances d’erreur des codes obtenus.



CHAPITRE 1

LES BASES DU CODAGE

Tout le monde se rend compte de I’émergence fulgurante des télécommunications au
cours des derniéres années. Il est méme difficile de se rappeler comment nous pouvions
vivre il y a encore 15 ans, sans téléphone cellulaire ni Internet, tant ceci parait aujourd’hui
indispensable, autant dans notre vie professionnelle que personnelle.

Cependant, dans le public, peu de personnes savent ce qui se cache derriére les termes de
codage, de bruit ou encore d’orthogonalité. Ce premier chapitre va ainsi introduire quelques
bases de télécommunication qui permettront de pouvoir suivre ce mémoire dans son en-

semble.

1.1 Une communication numérique

Le principe de base d’une communication numérique est d’envoyer une séquence de
bits a partir d’un émetteur et de pouvoir retrouver cette séquence au récepteur. Les deux
principales contraintes associées a cette communication sont la fiabilité et la rapidité. En ef-
fet, il faudrait que la séquence de bits obtenue au récepteur soit identique a celle émise, tout
en assurant une transmission aussi rapide que possible. La figure 1.1 présente un schéma de

base d’un systéme de communication point a point utilisant le codage correcteur d’erreurs.



Source Codagede | U = (1t Uy s Uy ) Codage de | €= (€on€is € [ rranstormation | X = Gar v X))
émettrice source canal ¢, = (llnpi) antipodale x,=2, -
Canal équivalent
5 _(n & N - , R gaussien
Récepteur 1@ Décodage de 54 = (g s 8. ) Décodage de V= (g 31 Na
source canal y,=x+n &/
;=X T, T

F1G. 1.1 Résumé d’une télécommunication avec un canal non quantifié

1.1.1 Différents types de codage

La premiere partie d’'une communication numérique consiste en une opération nommeée
codage de source. Ce codage a pour but de réduire au maximum la redondance d’informa-
tion introduite par la source. Il y aura alors, grice a cette compression, moins d’information
a transmettre, d’ou un gain de temps. Ce type de codage ne sera cependant pas traité par la
suite.

Nous avons ensuite le codage de canal, qui occuppe un réle complétement différent.
En effet, on va maintenant rajouter une redondance contrélée de I’information dans le
but de prévenir d’éventuelles erreurs, qui pourraient étre introduites pendant la transmis-
sion. C’est ce type de codage qui va nous intéresser en particulier dans la suite de ce mé-
moire. Nous allons chercher des codes convolutionnels doublement orthogonaux récur-
sifs qui vont nous permettre de minimiser la probabilité d’erreur par bit. Nous noterons
U = (uo,uq,...,u,...) laséquence de bits a I’entrée du codeur, ou u; € {0,1} est un bit
d’information, émis avec I’énergie F,, eti = 0,1,2, ... est ’instant de transmission.

Tous les codes utilisés dans la suite du mémoire sont des codes dits systématiques et



de taux de codage R = 1/2. Ceci signifie que pour chaque bit u; a ’entrée du codeur,
nous aurons deux bits en sortie : le bit d’information lui-méme (code systématique) et un
deuxiéme symbole, p;, dit de parité, et calculé par des additions modulo-2, représentées
par le symbole &, sur un nombre fini de bits d’information précédant le bit d’information
courant u;, ou ¢ = 0,1,2,.. .. Ces symboles de parité serviront a calculer des symboles de
syndromes, qui nous permettront a leur tour de détecter d’éventuelles erreurs de transmis-
sion. Ainsi, nous aurons a la sortie du codeur la séquence C = (co,cy,...,¢;,...), dont
chaque élément ¢; = (u;, p;) est composé du bit d’information courant u; et du symbole de
parité associé p;.

Un exemple élémentaire de codage de canal systématique de taux R = 1/3 (ajout de

deux symboles de parité en plus du bit d’information), serait de coder la séquence U en ré-

pétant le bit d’information. La séquence a la sortie du codeur sera donc C = (¢g,c¢3,...,¢;, - ..

aveci=0,1,2,... etc; = (u;, pl;, p2;) tels que pl; = p2; = u;. Ceci signifie simplement
qu’au lieu d’envoyer un "0" ou un "1", on envoie "000" ou "111". Nous allons voir un peu
plus loin pourquoi tripler le nombre de bits de cette fagon peut permettre de corriger des

erreurs de transmission.

1.1.2 Mod¢éle du canal

La séquence C est ensuite envoyée vers le canal de transmission qui peut étre décrit se-
lon deux approches. On peut le considérer quantifié, auquel cas nous ne travaillons qu’avec

des bits, ou non quantifi¢, ce qui nous permettra d’utiliser des valeurs réelles.



1.1.2.1 Canal quantifié¢

Dans le cas du canal quantifié, la séquence C est directement envoyée dans un canal
binaire symétrique dont le bruit est représenté par la séquence E = (eg,€y,...,€;,...)
dont chaque élément e; = (e, ') a deux composantes e¥ et !’ qui vont agir respectivement
sur le bit dinformation u; et sur le symbole de parité p, comme le montre la figure 1.2 et
I’équation (1.1).

C=(Cy,Cporr €;renr) C=,,¢,.,¢,..)
ciz(ui7pi) E":(g"’ f)

>

l

E= (eo,el ,...,e,,...)

e, =l oel)
F1G. 1.2 Canal Binaire Symétrique en quantification ferme
On aura donc a la sortie du canal la séquence C = (o, C1,...,C;,...) dont chaque

élément ¢; = (1;, p;) vaut :

i; = u;Pe’ (1.1

P = pi@ef



11 en découle que nous aurons a faire face a une erreur a chaque fois qu’une des com-
posantes de e; = (e¥, e”) aura la valeur 1. Dans notre cas du canal binaire symétrique, avec
une modulation BPSK utilisée pour transmettre I’information dans un canal réel dont le
bruit additif est blanc, Gaussien, de moyenne nulle et de spectre de densité de puissance
bilatérale égal a Ny /2, la probabilité qu’une des composantes de e; soit égale a 1 vaut g

dont la valeur est [18] :

0 = Q(W2REy/No) = Q(v/ Ey/Ny) car R =1/2.

>* 1
avec Q(m)——:/ Ee_tQ/th

1.1.2.2 Canal non quantifié

Avant de transmettre les symboles c; vers le canal physique non quantifié, nous avons,
pour la modulation BPSK, une transformation qui va les préparer en symboles de canal
antipodaux. La séquence transformée sera notée X = (xo,xy,...,x,,...), dont chaque

élément x; = (z¥,27) = 2- ¢; — 1 est calculé selon :

¢y = 2.u;—1

Y

Ty = 2‘pi"1

-~

Les éléments 2 et z¥ prennent donc des valeurs dans I’ensemble {—1,1}.

La séquence X est ensuite envoyée vers le canal de transmission qui peut étre décom-
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posé comme le montre la figure 1.3.

n(t)

X > Modulateur z(1) r(r)
BPSK P Démodulateur P>

Canal physique

F1G. 1.3 Canal équivalent Gaussien

Nous obtenons ainsi, a la sortie du modulateur BPSK, le signal z(¢), qui est transmis
dans le canal physique a bruit blanc, additif et Gaussien de moyenne nulle, noté n(t). Ce
bruit sera considéré comme une séquence N = (ng,ng,...,n;,...),aveci =0,1,2,...,
ou chaque symbole n; est composé de deux valeurs, n;, = (n¥,n?), qui agiront respec-
tivement sur 2 et 2} comme le montre 1’équation (1.2). Les éléments de bruit n¥ et nf
sont des variables aléatoires, réelles, Gaussiennes, de moyenne nulle et de variance Ny/2.
Enfin, le signal regu en sortie du canal physique, r(t) = z(t) + n(t), est envoyé dans un
démodulateur, dont le filtre adapté donnera en sortie la s€quence considérée comme non
quantifi¢e Y = (yq,Y1,...,Y; .. .). Chaque élément de cette séquence vaut y, = (y*, y)

et peut étre calculé selon :

yr o=z} +nd (1.2)
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1.1.3 Décodage

La derniere partie de la communication numérique consiste enfin a décoder la séquence
Y qui sort du canal. Le décodeur devra ainsi essayer de retrouver la séquence initiale U'.
Pour ceci, il effectue certains calculs qui seront développés plus loin dans ce mémoire,
et donne en sortie une derniére séquence U = (g, U1, - .., Uy, - . .), appelée séquence
décodée, qui correspond a la décision finale faite par le décodeur. Nous pourrons alors
vérifier la fiabilité du codage, en évaluant la probabilité d’erreur par bit transmis, qui vaut
P. = Prob(t; # u;).

Nous pouvons maintenant revenir a notre exemple de codeur de canal. Nous avions
décidé de remplacer les "0" par "000" et les "1" par "111". En reprenant les notations
introduites précédemment, le récepteur va donc observer une séquence de symboles codés
Y;, avec ¢ = 0,1,2,..., qui auront pour valeur y, = x; + n,. Nous rappelons que x, peut
étre décomposé selon x; = (2%, 27", 27?) et vaut donc (—1, -1, —1) siu; = O et (1,1,1) si
u; = 1. Nous avons de la méme maniére n, = (n¥,n?', nt?), oti chaque élément de n; est
une variable aléatoire, réelle, Gaussienne, de moyenne nulle et de variance Ny /2.

On va alors demander au décodeur de garder la valeur majoritaire dans la séquence de
symboles y, qu’il regoit, ¢’est-a-dire que si le décodeur trouve (0,1, 0) sur le groupe de
trois bits qu’il étudie, il décidera que le bit d’information d’origine était 0. En revanche, si
le décodeur observait (1, 1,0), il décidera la valeur 1 pour le bit d’information transmis par

la source.

Nous pouvons alors calculer la probabilité d’erreur par bit dans les deux cas. Supposons
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que le bit émis soit u; = 0. On a donc x; = —1. Sans le codage de canal, la probabilité

d’erreur vaut la probabilité que la composante n; soit supérieure & 1. Si on suppose que n;

est une variable aléatoire suivant la loi Gaussienne N (0, 1), on résume les interprétations

possibles du décodeur dans le tableau 1.1 :

La probabilité d’erreur vaut donc P, = p, = 1.59 - 107+

bit émis | bit décodé | probabilité
0 0 v 1—p,
0 1 x Pe

avec p, = Q(1) = 1.59 - 107}

TAB. 1.1 Interprétations du décodeur sans le codage de canal

Avec le codage de canal, en prenant la méme loi pour les composantes de n;, les déci-

sions du décodeur changent et sont résumées dans le tableau 1.2 :

bit émis | séquence décodée | bit décidé | probabilité
0 000 0 v | O—p)
0 001 0 v | pe(l—pc)?
0 010 0 v | p(l—pe)
0 011 1 x p2(1 — pe)
0 100 0 v pe(l — pe)2
0 101 1 x p2(1 = pe)
0 110 1 x p*(1 — pe)
0 111 1 x P

avec p, = Q(1) = 1.59-1071

TAB. 1.2 Interprétations du décodeur avec le codage de canal

La probabilité d’erreur vaut donc P, = p3 + 3 - p2(1 — p.) = 6.78 - 1072

Nous pouvons ainsi voir qu’en rajoutant de la redondance de I’information, nous avons

réussi a améliorer les performances du décodeur. Cependant, un tel code triple le nombre

de symboles a transmettre pour une amélioration assez faible et est peu intéressant.



13

1.2 Codes convolutionnels simplement orthogonaux

Nous avons vu dans la partie précédente la nécessité du codage de canal pour une com-
munication numérique. Or, nous allons étre amenés dans la suite de ce mémoire a dis-
cuter de différents types de codes. Nous verrons tout d’abord dans le prochain chapitre
les codes convolutionnels doublement orthogonaux au sens large (CSO?C — W S, en An-
glais : Convolutional Self-Doubly Orthogonal Codes in the Wide Sense) et au sens strict
(CSO?C — SS : Convolutional Self-Doubly Orthogonal Codes in the Strict Sense). Puis,
nous étudierons ensuite de maniére plus approfondie les codes convolutionnels double-
ment orthogonaux récursifs au sens large (R — CSO?C — W S : Recursive Convolutional
Self-Doubly Orthogonal Codes in the Wide Sense) et au sens strict (R — CSO?*C — SS':
Recursive Convolutional Self-Doubly Orthogonal Codes in the Strict Sense). Cependant,
pour chacun de ces types de codes, le codeur, toujours systématique et convolutionnel,
différe légérement. Afin de se familiariser avec les notions de codes convolutionnels, d’or-
thogonalité et de récursivité, nous allons maintenant introduire un codeur convolutionnel
utilisé pour les codes convolutionnels simplement orthogonaux (C.SOC : Convolutional
Self Orthogonal Codes), ainsi que le décodeur associé, initialement proposés par Massey

dans [15].

1.2.1 Codage convolutionnel

Tous les codeurs présentés dans la suite de ce mémoire sont des codeurs convolution-

nels, qui ont été introduits en 1955 pas Elias [§]. Un exemple de codeur convolutionnel
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systématique de taux de codage R = 1/2 est donné a la figure 1.4.

v
)

R O /

€= (ui’pi)

F1G. 1.4 Exemple de codeur convolutionnel avec R=1/2, J=4 et m=6

Certains termes reliés au codeur doivent étre assimilés pour comprendre la suite du mé-
moire. I1 y a tout d’abord le nombre de bits reliés a I’additionneur, noté J. Les numéros des
cases du registre & décalage connectées a I’additionneur sont notés «; avec j € {1,...,J}
et le codeur est représenté par le vecteur de connexions & = {a;, a», --- ,ay}. Enfin, le
span du codeur, ou la mémoire du codeur, vaut m = a.

Nous avons donc a la figure 1.4 un codeur convolutionnel avec J = 4 connexions qui

sont
(
Q; = 0
Qo = 1
a3 = 4
Qq = 6
\

On peut donc représenter ce codeur par le vecteur « = {0 1 4 6} et son span, ou sa
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mémoire, vaut m = ay = 6.

Enfin, le symbole de parité est calculé par :

J
Pi= > BUpa, = By By B avee i=0,12,... (1.3)
j=1

ou u; représente le bit d’information a I’instant 7.

1.2.2 Représentation des codes convolutionnels

Il existe de nombreuses maniéres de représenter graphiquement un code convolutionnel.
Nous avons les diagrammes d’état, les treillis ou encore les arbres. Seule la représentation
en arbre va éte détaillée ici.

Sur chaque noeud de I’arbre est représenté un état. Il vaut, a I’instant i, le vecteur
{thim1 Uiz -+ - 1i—(a,) }. 1l existe donc 27 états différents.

De ces noeuds partent 2 branches. Celle vers le haut indiquera que nous avons en entrée
du codeur le bit u; = 0 et celle vers le bas représentera le cas ou u; = 1.

Enfin, on indique sur chaque branche la valeur de la sortie du codeur, qui contient le bit
d’information u; et le symbole de parité p; défini a I’équation (1.3).

L’arbre correspondant au codeur de la figure 1.4 sera donc :



bit "0" en
entrée

bit "1" en
entrée

A

v

00
00 000000
1
00 000000
01
11 100000
10
000000
00
01 010000
1
11 100000
01
10 110000
10

16

000000

100000

010000

110000

001000

101000

011000

111000

FIG. 1.5 Arbre du code convolutionnel représenté par le vecteur o = {014 6}

1.2.3 Condition d’orthogonalité

Nous introduisons maintenant la notion d’orthogonalité proposée par Massey [15].

Définition 1.1 (Codes convolutionnels simplement orthogenaux (CSOC)) Un code

convolutionnel représenté par un vecteur de J connexions o = {aq ag - -y} sera sim-

plement orthogonal si et seulement si toutes les différences positives (oy, — «;), avec k et j

dans (1,...,J) et k > j, sont distinctes.

Nous pouvons vérifier que le code introduit a la figure 1.4 est bien un code CSOC en

calculant toutes les différences positives (o, — ), tel que montré au tableau 1.3.
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o

Oék—O[j

N SR US R TS A ]
P == DN = =t
Wb N W

TAB. 1.3 Vérification de I’orthogonalité du codeur de la figure 1.4

1.2.4 Décodage

Nous avons vu dans la premigre partie du chapitre que nous pouvions modéliser le canal
de deux maniéres différentes. Bien que les simulations présentées dans la suite du mémoire
aient toutes ¢té effectuées a partir d’un canal non quantifié, il est important, au point de
vue théorique, de détailler le processus de décodage avec un canal quantifié, inventé par

Massey [15] et basé sur un calcul de symboles de syndromes.

1.2.4.1 Décodage de type dur

La sortie du canal quantifié est la séquence C = (&, é,...,&,...) dont chaque
élément se décompose selon &; = (;, p; ). Pour pouvoir effectuer une décision, le décodeur
va recalculer le symbole de parité p; a partir des bits @, regus, et le compare au symbole de

parité regu correspondant, ;. On obtient alors le symbole de syndrome s; :

i =Pi D (1.4)



Ainsi, en reprenant les équations (1.3) et (1.4), s; devient :

J
8 = Di D Z DU a,
Jj=1

Puis, en reinjectant les équations (1.1) dans (1.5)

J
Si=pideld Z DU, D €,

j=1

Or, nous avons d’aprés 1’équation (1.3) :
J
p; Z DUj—a; =0
j=1

On en déduit que :
J

§ U
Si = e? @ @ei—a]‘

=1
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(1.5)

(1.6)

(1.7)

Ces symboles de syndrome, qui ne dépendent que du bruit, sont ensuite stockés dans

un registre a décalage de longueur «;. Ainsi, pour & = (1,2

1 ?c

J
__ P u
Sivk = €40 © E Deitrk—a,
J=1

., &ty), nous obtenons :

(1.8)
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Si on s’intéresse uniquement aux syndromes $,,,, on obtient, pour k = (1,...,.J):

7
_ P u
Sitay, = ei+a;\.@§ DCitap—a;
j=1

k-1 J
_ P E u U 2 ' U
= Cita, ® @Ci+ak—aj Ge D @ei+ak—aj
j=1 j=k+1
k-1 J
_ U P U [
= & ® e’H»ak & § :@ei+ak—aj & § : €Bei+ak—a1 (19)
j=1 j=k+1

Nous pouvons remarquer que, grace a 1’orthogonalité du code, dans les J symboles
de syndromes obtenus dans I’équation (1.9), le terme €} est commun aux .J équations alors
que tous les autres termes n’apparaissent qu’une seule fois, dans un des J syndromes. Nous
avons donc obtenu un systéme de J équations orthogonales a e}, notées Ay ; 2 Sitay ©f

appelées équations de parité :

k-1 J

JAN U P u u

Arji = Sita, = €5 Do & E :@Cwaraj @ E , ST (1.10)
J=1 J=k+1

aveck=1,... . Jeti=0,1,2,....

Nous avons alors simplement a effectuer une décision majoritaire sur les équations de
parité qui est la suivante : le décodeur décidera € = 1 si et seulement si plus de | J/2]
équations de parité Ay, avec k = 1,...,J, valent 1, ou |-]| représente la partie entiére.
Sinon, il décidera &} = 0.

Cependant, nous voyons que dans la deuxiéme somme de 1’équation (1.10), les sym-

boles d’erreur e} avec j > k, auront, a I’instant courant 7, déja été décodés puisque

itog—aj
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ar — ay; < 0. Il est alors possible d’introduire une rétroaction de la décision en rajoutant

les termes déja décodés [10]. Nous obtenons alors a partir de 1’équation (1.10) :

k—1 J

A=t Ol @Y @ty 0, & D & (chogon, ®hayma,) (11D
=1 j=k+1

aveck=1,...,Jett=0,1,2,...

Et si on suppose la décision idéale et donc sans erreur de décodage, il vient :
el ¢é ., =0 (1.12)

aveck=(1,...,J),j=(k+1,...,J)eti =0,1,2,...

Ainsi, I’équation (1.11) devient, avec k = 1,...,Jeti=0,1,2,...:

k—1
Agi=el@el D> @l (1.13)
=1

Ainsi, si on reprend ’exemple de code C.SOC utilisé précédemment a la figure 1.4, les

J = 4 équations sont :

Al,i = et ¥ ep

(3 2

. U D U
Azi = e @ €1 Deip

_ u v U u
Az = e De e Dely

Ay = e el Dele D ey Defio (1.14)
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On voit bien que le terme e} apparait dans les J équations alors que tous les autres termes
n’apparaissent qu’une seule fois : on a bien un systeme de J équations orthogonales au
symbole €. Le décodeur-type, appelé décodeur a seuil, qu’on utilise en quantification dure

pour ces codes est représenté 4 la figure 1.6.

U, u Py
7 i’ Délai i A AN
i+y
—~ | Codeur orthogonal Ty \#
~ v
pi Yy 5 .
", D v, |  Registre des
€/ syndromes
A 4. | A,
IJV v v bR s u
1
N4
Y

F1G. 1.6 Décodeur a seuil en quantification dure

1.2.4.2 Décodage a seuil a sorties non quantifiées

Dans ce cas, le décodeur va utiliser J + 1 équations obtenues a partir des équations
A avec k = 1,...,J en leur additionnant le symbole #%;. On obtient alors, a partir de

I’équation (1.10) :
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Boi = 1y (1.15)
k—1 J

B = L@l Del, &> Sela 0D O Belioal (1.16)
J=1 Jj=k+1

Puis en réinjectant 1’équation (1.1) dans (1.16) :

B()_j, = ui@ez‘ (117)
k—1 J

Bii = @€, ©Y @l o ® ) Belia o, (1.18)
Jj=1 j=k+1

On a ainsi obtenu un systéme de J + 1 équations orthogonales au bit u;. La décision se
fait donc maintenant directement sur le bit d’information u; selon la régle : décider i; = 1
si et seulement si plus de | (J + 1)/2] équations By, avec k = 0,...,J, valent 1. Sinon,
décider 1u; = 0.

11 a été démontré dans [4], par un raisonnement résumé dans 1’Annexe 1, que les J + 1

équations décrites dans (1.17) et (1.18) reviennent a estimer la valeur A; selon :

J k—1 J
A = yy+z(yfmozoy;;ak-%o 3 A) (119
k=1 Jj=1

j=h+1

J
= g+ S, (1.20)
k=1

La quantité X; est I’approximation du logarithme du rapport de vraisemblance, LRV, du

bit d’information wu; [4]. Les termes ¥y ;, avec k = 1,...,J, représentent I’estimation de
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chacune des équations B;,; dans I’équation (1.18). Nous utilisons aussi un nouvel opéra-
teur représenté par o, nommé add-min. 11 a été défini dans [4], et il représente 1’opération

suivante :
addmin(inputl, input2) = —sign{inputl)sign(input2) - min (Jinputl|, linput2|)

Enfin, lorsque le décodeur a effectué I’estimation de la valeur de A;, la régle de décision
est:
Décider 4; = 1 si et seulement si \; > 0. Sinon, décider 1i; = 0.

Ainsi, si on applique I’équation (1.20) au codeur représenté a la figure 1.4, on obtient :

4
A= nyrZ‘I’lm
k=1

avec Ui, = yrodic1oNioao g
Poi = Y1 ©Yis1 © i3 © Ais
Usi = Yiia OYira ©Yiga © Aica
ai = Y60 Yine© Uins © Yo (1.21)

Le décodeur a seuil a sorties non quantifiées associé au code ayant J = 4 connexions

et représenté par le vecteur a = {0,1, 4,6} est montré a la figure 1.7.
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F1G. 1.7 Décodeur a seuil a sorties non quantifiées associé au code convolutionnel o =
{0146}

1.3 Codes Convolutionnels récursifs systématiques

1.3.1 Construction a partir de codes convolutionnels non systématiques

Nous avons présenté a la section précédente, a la figure 1.4, un codeur convolutionnel
systématique de taux R = 1/2. Considérons maintenant un codeur convolutionnel, toujours
de taux R = 1/2, mais non systématique. Nous aurons donc pour chaque bit u; en entrée
du codeur, deux symboles de parité en sortie, p;, et p;,, calculés par des additions modulo-2
sur des bits antérieurs au bit u;. Un exemple est donné & la figure 1.8 :

En reprenant la notation vectorielle introduite précédemment, ce codeur est représenté
par les deux vecteurs o = {a a2 oz} de longueur J; = 3 et 8 = {51 B2} de longueur
Jo = 2 respectivement égaux a {0 1 2} et {0 2}.

L’idée est alors de prendre le générateur 3 pour effectuer une boucle de retour interne,
comme montré a la figure 1.9 :

Nous pouvons observer sur la figure 1.9 que I’additionneur placé avant le registre a
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al pi2
e
N
v u, u, ,
y
e \g
\
> D,

FIG. 1.8 Codeur convolutionnel non systématique de taux R=1/2 représenté par les vecteurs
a={012}et3={02}

» p

F1G. 1.9 Codeur convolutionnel récursif systématique de taux R=1/2 représenté par les
vecteurs = {012} et 8 = {2}
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décalage n’est plus relié qu’a une seule case du registre. Ainsi, nous représentons ce code
convolutionnel récursif systématique par les deux générateurs @ = {012} et 3 = {2}
de longueurs respectives J; = 3 et J, = 1, 3 étant le générateur utilisé pour la boucle de

retour. Cette notation sera conservée dans tout le reste du mémoire.

1.3.2 Propriétes de distance

Nous allons maintenant introduire certaines propriétés de distance qui caractérisent les
performances d’un code convolutionnel [13].
La distance de Hamming, notée dy, entre deux mots de codes C; et Ca, est égale au

poids de Hamming W, et vaut donc le nombre de bits égaux a "1" de la somme C, & Cs :

di(C1,C2) = Wy(C1 & Cy)

La fonction de distance des colonnes d’ordre n, notée d.(n), est la distance de Hamming
minimale entre toutes les paires de mots de code de longueur n branches qui différent dans

leur premiére branche :

de(n) = min{dy(Cs,,, Cs,))

Le profil de distance, noté d, est constitué de I’ensemble des d.(n) pourn = 1,2,... k:
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Enfin, la distance libre, notée dy,.., vaut :

dfree = lim dc(n)

En général, les codes les plus puissants sont ceux dont la distance libre est maximale.

1.3.3 Spectres des codes convolutionnels

Le spectre représente 1’ensemble des mots de code non nuls en fonction de leur distance
de Hamming par rapport a 0. Il est présenté sous forme de tableau de trois colonnes ou on
y inscrit :

— d : poids des mots de code

— Ag4 : nombre de mots de code de poids d

— Cj : nombre de bits d’information "1" ayant contribués a 1’obtention des A, mots de

code de poids d
Ainsi, chaque triplet {d, A4, C;} représente une raie du spectre.

11 existe un nombre infini de raies dans un spectre. Cependant, nous verrons dans la pro-
chaine section qu’il n’est pas nécessaire d’obtenir un grand nombre de raies pour pouvoir
évaluer la performance d’erreur d’un code. Ainsi, le spectre de L raies se définira comme
le dénombrement de tous les chemins de poids inférieurs ou égaux a L, qui débutent par le
bit d’information "1" et qui finissent & un noeud d’état 0. Il a été montré que le poids de la

premicere raie non nulle vaut d .. [19].
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Le spectre du code présenté a la figure 1.9, pour des raies de poids inférieurs ou égaux

4 10 est présenté dans le tableau suivant :

d | Aq | Cy
511 2

6 | 2 6

71414
&8 | 8 | 32
9116 72
10+ 32 | 160

TAB. 1.4 Spectre du code récursif systématique représenté par o = {0 12} et 8 = {2}

1.3.4 Evaluation des performances d’un code 2 partir de son spectre

Une évaluation de la probabilité d’erreur par bit d’information en utilisant un décodage

MAP a été faite dans [19] :

P< > Cy- Py (1.22)
dzdche

ou P est la probabilité d’erreur entre deux mots de codes, et vaut, pour un canal a bruit

blanc Gaussien additif dont la densité de puissance bilatérale est Ny /2 avec une modulation

Py=Q(4 /2dRFO)

1
avec Q(x):/ \/—Z_ﬂe_t2/2dt

Ainsi, en reprenant le spectre du tableau 1.4, I’estimation de la probabilité d’erreur par

BPSK :

bit correspondante est donnée a la figure 1.10, ol chaque courbe prend une raie de plus en

considération.
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Probabilité d’erreur par bits

AR N
—6— Avec 1 raie |
| —8— Avec 2 raies|
—— Avec 3 raies | |
Avec 4 raies |

Eb/N0 (en dB)

Fi1G. 1.10 Estimation de la probabilité¢ d’erreur par bit du codeur convolutionnel récursif
systématique avec R=1/2, a = {012} et 3 = {2}

On remarque que seules les deux premicres raies du spectre ont une influence signi-

ficative, surtout pour de hauts rapports signal sur bruit, sur I’estimation de la probabilité

d’erreur.

1.4 Conclusion

Nous avons donc vu dans ce premier chapitre les notions de codage, de bruit, d’or-

thogonalité, de récursivité et de décodage a seuil. Cependant, la raison pour laquelle les

codes Turbo ont d’aussi bons résultats est que le décodage se fait en plusieurs itérations

(répétition du processus de décodage) et que, a chaque itération, les observables sont in-
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dépendantes grace aux entrelaceurs mentionnés auparavant. Nous allons définir dans notre
prochain chapitre le principe du décodage itératif qui permettra d’aboutir sur la théorie des

codes convolutionnels doublement orthogonaux CSO?C.
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CHAPITRE 2

THEORIE DES CODES CONVOLUTIONNELS DOUBLEMENT

ORTHOGONAUX NON RECURSIFS

2.1 Décodage a seuil itératif

Nous allons utiliser dans la suite du mémoire un décodeur a seuil itératif composé d’une
succession de A décodeurs & sorties non quantifiées semblables au décodeur représenté &
la figure 1.7 [5]. Nous représentons ce décodeur a seuil itératif a la figure 2.1, o chaque

itération est effectuée par un décodeur distinct.

u u
Y it M-nal Y i
yu'+M — 18 > 2¢ " M-i¢me o -
! 0‘] itération }‘i*(M‘I)ﬁ itération 7\,(‘:() 2a, x(M'l’ tération | A i ﬁi
Tue —-——-—M_ ........... B e . —
p. Décodeur a Décodeur & Décodeur a
Y iMoo —® seuil APP > seuil APP | seuil APP -
l Décision
P. ] { L
y 1+(M—I)o¢I y 1+0.J

F1G. 2.1 Décodeur a seuil avec M itérations

A chaque itération p, 1 € (1,..., M), le décodeur effectue I’estimation du LRV /\E“) de

=1

u;, en se servant de I’estimation ,\E ) faite & I’itération précédente ainsi que des symboles

provenant du canal, y¥ et 47, selon 1’équation [4] :

J k—1 J
A= g3 <y§’+ak oy o) o > oxgi{%_a) 2.1
k=1 i=1

j=k+1

J
= y'+ Z \Ilg*j (2.2)
k=1
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A la derniére itération, soit pour u = M, le décodeur effectue une décision finale sur

u; en comparant la valeur )\( M) 5

a un seuil. La régle de décision est : Décider 4; = 1 si et
.\ (M) . Cia
seulement si A"’ > 0. Sinon, décider ; = 0.

On voit ainsi que les codes utilisés avec ce type de décodeur doivent, pour que les ob-
servables restent indépendantes au fil des itérations, non plus étre simplement orthogonaux
mais maintenant avoir la propriété de M-orthogonalité. Cependant, il a été montré dans [4]
qu’une orthogonalité d’ordre 2 suffit pour atteindre les performances asymptotiques de

codes M-orthogonaux. Nous allons donc enfin définir dans la prochaine section les codes

doublement orthogonaux C SO?C, d’abord au sens large, puis au sens strict.

2.2 Codes convolutionnels doublement orthogonaux au sens large

2.2.1 Conditions a respecter

Afin d’obtenir les conditions & respecter pour les codes CSO*C — W S, il suffit de

développer I’équation (2.2) pour i = 2. Nous obtenons alors, en réintégrant 1’équation

(1.20) :

Y

1
j=k+1

Yivoy © Z (yz—t—ak o + Z (yz—t—ak —aj+o © Z <>yz+ (g ~aj)~(am=—ay)

m=1

J k-1
Z (yg’i-akozo)‘i—ll—ak ay < Z <>)"1+a,c a)
; =
_ Z(
k=1
Z )\(1) ak—ﬂj)—(am~az))) M Z 0)\51)%_%) (2.3)

j=k+1
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Afin de garder I’indépendance des observables sur les deux premiéres itérations, il faut
que tous les termes présents dans 1’équation (2.3) soient différents. Nous pouvons alors

définir les codes CSO?*C — W S [4].

Définition 2.1 (Codes convolutionnels doublement orthogonaux au sens large ) (CSO*C—
W.S) Un code convolutionnel systématique de taux de codage R = 1/2 et représenté par
un vecteur de J connexions a = {oy ag - - - oy} sera doublement orthogonal au sens large

si et seulement si il vérifie les trois conditions suivantes, pour toute combinaison des entiers
kg lome(1,---,J):
1. Les différences simples (ay, — o) sont distinctes pour tout k # j.

2. Les différences doubles (ay — o) — (quy, — o) Sont distinctes pour tout k # j,1 # m,

k # m, j # 1, sauf pour les différences égales inévitables.

3. Les différences simples sont distinctes des différences doubles.

On remarque, dans la définition 2.1, la présence de différences doubles inévitablement
égales. En effet, certaines permutations des indices (k,!) et (j, m) engendrent des diffé-
rences doubles égales. Par exemple, on aura (o — ap) — (3 — ag) = (ag— o) — (a3 —ay).
C’est la raison pour laquelle ces codes sont dits au sens /arge, puisque 1’indépendance des
observables a la deuxiéme itération n’est pas entiérement compléte,

Pour remédier a ce probleme, il a été défini des codes convolutionnels doublement
orthogonaux au sens strict, présentés dans la prochaine section, qui garantiront une indé-

pendance totale des observables pour les deux premiéres itérations.
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2.2.2 Coefficients de pondération

On a vu a la partie précédente que les observables ne pouvaient étre indépendantes
complétement a la deuxiéme itération. Cette difficulté a été en partie contournée en pondé-
rant par des coefficients aff 9 les équations de contrdle de parité modifiées \Ilﬁc‘;) présentées a
I’équation (2.2) [7]. L’idée était en premier lieu de pouvoir réduire 1’influence des équations
de parité qui contiennent le plus de répétitions de différences. Il en découle que I’estimation

effectuée par le décodeur a seuil itératif présenté a la section 2.1 devient :

J
MO = a4+ e ) (2.4)
k=1

Cependant, il a été observé dans [4] que les coefficients de pondération peuvent étre pris
égaux pour un code donné, sans grande dégradation des performances d’erreur. L algo-

rithme de décodage utilisé effectuera donc I’estimation suivante :

J
A= a<y§‘+2‘1’i‘3) (25)
k=1

Nous pouvons voir I’influence des coefficients de pondération sur les performances des
codes a la figure 2.2. La courbe, tirée de [4], représente les performances du code au sens
large avec J=8 et représenté par le vecteur a = {0 43 139 322 422 430 441 459} 2 la 8i¢me

itération, pour F; /Ny = 4dB.
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Probabilité d'erreur par bit

1 Il 1
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
Coefficient a

F1G. 2.2 Effet du coefficient de pondération sur la probabilité d’erreur par bit pour le code
CSO?*C — W S avec J=8 et représenté par le vecteur o = {0 43 139 322 422 430 441 459},
a la 8%m jtération, pour Ej/Ny = 4dB
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2.2.3 Codes convolutionnels doublement orthogonaux simplifiés

I1 a été introduit dans [16] des codes convolutionnels doublement orthogonaux sim-
plifiés au sens large (S — CSO?C — W .S). L’idée est d’accepter un certain nombre de
différences doubles égales, en plus des différences égales inévitables a cause des permuta-
tions d’indices comme nous I’avons vu a la définition 2.1. Ainsi, si on note N, le nombre
total de différences doubles, en retirant les différences inévitables, on acceptera un nombre

7 de différences doubles égales, Nj < N,. La définition des codes simplifiés est donnée

a la définition 2.2 [16].

Définition 2.2 (Codes convolutionnels doublement orthogonaux simplifiés au sens large)
(S — CSO?C — WS) Un code convolutionnel systématique de taux de codage R = 1/2
et représenté par un vecteur de J connexions o = {aq ay - - - a5} sera doublement ortho-
gonal simplifié au sens large si et seulement si il vérifie les trois conditions suivantes, pour

toute combinaison des entiers k,j,l,m € (1,--- ,J) :
1. Les différences simples (oy, — ;) sont distinctes pour tout k # j.

2. Les différences doubles (o — o) — (o, — v) sont distinctes pour tout k # 3,1 # m,
k # m, 7 # 1, sauf pour les différences égales inévitables, ainsi que pour un nombre

N§ d’entre elles.

3. Les différences simples sont distinctes des différences doubles.

Le fait de relaxer la deuxiéme condition de la définition permet de réduire considéra-

blement le span des codes, pour un J donné, par rapport aux codes non simplifiés. De plus,
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comme nous le verrons plus loin dans le chapitre, les performances d’erreur n’en sont que

trés peu dégradees.

2.3 Codes convolutionnels doublement orthogonaux au sens strict

2.3.1 Codeur convolutionnel paralléle

La principale évolution par rapport aux codes définis au sens large est que les bits d’in-
formation sont maintenant pris par blocs de J a I’entrée du codeur. On aura alors a la
sortie du codeur un ensemble de 2J symboles codés, les J premiers étant les bits d’entrée,
puisque le code est systématique, et les J suivants, les symboles de parité, p, ;, toujours
calculés par des additions modulo-2 sur les bits d’information précédant les bits d’informa-
tion courants u,, ; avecn € {1,...,J} eti = 0,1,2,.... Le taux de codage reste donc égal
aR=J/2J =1/2.

Ces codeurs sont représentés par une matrice de taille J x J. L’élément de la matrice
situé a ’emplacement q; ; représente le numéro de la cellule de retard du bit d’information
u; connecté a I’additionneur modulo-2 calculant le symbole de parité p,;. Nous donnons un
exemple de ce type de codeurs, avec J=3, a la figure 2.3.

La matrice décrivant ce codeur est donc une matrice 3 X 3 qui vaut :
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TS
RS S

&

yvy

Uy Uy, Uy,

F1G. 2.3 Exemple de codeur convolutionnel en bloc, avec R=1/2, J=3 et m=5

Le span de ce codeur est alors :

m= max {o;i}=D5
i€{1,...,.J} { ’]}
je{l,... T}

Enfin, avec ces codeurs, la formule pour calculer les symboles de parité est :

J
Pri= 3 OUpica,, avecn €{1,...,J},i=10,1,2,... (2.6)

k=1

Si on reprend I’exemple proposé a la figure 2.3, les symboles de parité s’écrivent :

3
P1; = g DUpi—ay, = U1,i-3 D Uz;—2 D Uz
k=1
3
P2i = E DUk i-ay, = Ul,i-5 D Uz; D Uz ;-5
k=1

3
D3y = Z DPupi—ay, = U1,; DU2;—5 D U3; 2 2.7)
k=1



39

2.3.2 Conditions a respecter

Par le méme raisonnement qui nous a mené a I’équation (2.3), le développement de la

deuxiéme itération pour un code C'SO?C — SS nous donne :

J J
2y _ u P
/\Jz - sz + Z yn dton <¢ Z O(ykvl’_l,(a]'n_ak‘n) + Z (y57i+aj.n—(ak.n‘0k.s) <o
k=1k#4 5=1
(1)
Z y“‘*‘(%n —ap.p )~ (0 s—0k.s) © Z <>/\lz+ (ajn=apn)— (O g0k, s))) ©
I=1 %k I=1,lk
J
(2
Z OAkvi‘*‘(aj.n_ak.n)) (28)
k=1,k#j

L’équation (2.8) nous permet donc de définir les codes convolutionels doublement or-

thogonaux au sens strict [4] :

Définition 2.3 (Codes convolutionnels doublement orthogonaux au sens strict) (CSO*C—
SS) Un code convolutionnel systématique de taux de codage R = 1/2 et représenté par
une matrice de connexions de taille J x J dont les éléments sont notés (o) sera dou-
blement orthogonal au sens strict si et seulement si il vérifie les trois conditions suivantes,

pour toute combinaison des entiers k, j,l,n,s € (1,---,J):
1. Les différences simples (a,, — o) sont distinctes pour tout k # j

2. Les différences doubles (0, — o) — (045 — (y 5) SOnt distinctes pour tout k # j,
k#l s#n

3. Les différences simples sont distinctes des différences doubles.

L’utilisation de J registres a décalage, combinée au fait que chaque registre n’est relié



40

qu’a un unique additionneur modulo-2, a ainsi permis d’obtenir une indépendance totale
des observables a la deuxiéme itération. Il s’en suit une nette amélioration des performances

par rapport aux codes CSO?C — W S.

2.4 Conclusion

Nous avons défini les codes convolutionnels doublement orthogonaux au sens large,
simplifiés ou non, et au sens strict. Un bon élément de comparaison des trois types de
codes pour une valeur de F;/N, donnée, est de regarder les performances en fonction
de la latence totale introduite par les codes aprés convergence. En effet, pour les codes
CSO*C — W S, simplifiés ou non, la latence totale engendrée par un code représenté par

le vecteur a = {ay a2 -+ - 5} aprés M itérations vaut :

L:(XJ']\[

En revanche, pour un code CSO?C' — S5 représenté par une matrice de taille J x J qui

converge apres M itérations, la latence totale sera :

L=ay-M-J

Ainsi, les deux prochaines figures, issues des résultats de [4] et de [16], comparent
les performances des codes au sens large et au sens strict pour des valeurs de E,/N, de

2.5dB et 3.5dB. Les codes simplifiés, n’étant pas adaptés pour des F},/ Ny inférieurs a 3dB,
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n’apparaissent que sur la courbe représentant les performances d’erreur a 3.5 dB.

CS0C-SS

Probabilité d’erreur par bit

10° 10
Latence totale en bits

F1G. 2.4 Comparaison entre les performances d’erreur des codes CSO?C — WS et
CSO*C — SS en fonction de leur latence totale aprés convergence, Ej,/Ny = 2.5 dB [4]

On peut y observer qu’a F;, /Ny = 2.5dB, les codes au sens strict sont nettement plus
performants que les codes au sens large. En revanche, pour E;, /Ny = 3.5d B, bien que pour
un J donné, les performances au sens strict soit meilleures, nous préférerons utiliser les
codes au sens large, en particulier les codes simplifiés au sens large, qui, pour une proba-
bilité d’erreur par bit donnée, engendrent moins de retard et sont bien moins complexes a
étre implémentés.

Les bons résultats obtenus nous poussent & chercher des variantes de ces codes pour
pouvoir travailler a des rapports signal sur bruit les plus faibles possibles. Les codes convo-

lutionnels doublement orthogonaux récursifs ont alors été définis par [4] dans cette optique.
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Probabilité d’erreur par bit

Latence totale en bits

F1G. 2.5 Comparaison entre les performances d’erreur des codes CSO?C — WS et
CSO?C — SS en fonction de leur latence totale aprés convergence, E,/Ng = 3.5 dB
[4][16]
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CHAPITRE 3

THEORIE DES CODES CONVOLUTIONNELS DOUBLEMENT

ORTHOGONAUX RECURSIFS AU SENS LARGE

3.1 Eléments de théorie

3.1.1 Codeur convolutionnel récursif

Un codeur sera convolutionnel récursif si les opérations modulo-2 pour calculer le
symbole de parité courant p; agissent non seulement sur les bits d’information courant
et précédents, mais aussi sur les symboles de parité précédents. Ces codeurs seront par
conséquent représentés par deux vecteurs de connexions et ils serviront pour les codes
R — CSO?C — WS [4]. Le vecteur &« = {a; a3 - --ay, } indiquera les J; emplacements
dans le registre & décalage des bits d’information reliés a I’additionneur modulo-2. Le vec-
teur 3 = {01 B2---0,} donnera les J, emplacements des symboles de parité reliés a
I’additionneur modulo-2. 3 est le vecteur générateur utilisé pour la boucle de retour in-
terne. Un exemple de codeur, pour J=4, J = J; + J; étant le nombre total de connexions,
et un taux de codage R=1/2, est donné aux figures 3.1 et 3.2. Les deux figures représentent
le méme codeur, la seconde figure étant la représentation canonique.

Dans I’exemple des figures 3.1 et 3.2, nous avons donc un codeur qui sera représenté
par les vecteurs v = {0 1 G} et 8 = {4}. Les nombres de bits reliés a 1’additionneur sont

respectivement .J; = 3 pour les bits d’information et J, = 1 pour les symboles de parité.
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FIG. 3.1 Exemple de codeur convolutionnel récursif de taux R=1/2, représenté par les vec-
teurs de connexions @ = {016} et 3 = {4}, avec J; =3et o =1,etm =6

u. Op,,y

U ®p.,

u.®p,,

LI

¢ =(.p;)

L/
P

FIG. 3.2 Forme canonique du codeur convolutionnel récursif de la figure 3.1

v
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Enfin, la mémoire du codeur est :

i

) = e 3 j = 6
m = max {ie{lll?-}}fh} {az}7 je{l?fsz} {ﬂ7}}

Pour ce type de codeurs, les symboles de parité sont calculés selon la formule :

Di = Z DBuj_q, & Z OPi-g, (3.1

On peut noter que le symbole de parité ne peut jamais étre additionné a lui méme, ce qui se
traduit par le fait que tous les 5, pour k € {1,..., J>}, sont strictement positifs.

Enfin, il existe une troisiéme maniére de représenter les codes convolutionnels récursifs
systématiques, qui est celle présentée au premier chapitre a la figure 1.9. Ce codeur était
représenté par les deux vecteurs o« = {0 1 2} et 3 = {2} de longueurs respectives J; = 3
et J, = 1. 1l est démontré dans I’Annexe 2 qu’il revient au méme de représenter ce codeur

selon la figure 3.3.

3.1.2 Décodage

De la méme maniére que pour les codes non récursifs, le décodeur recalcule, a I’instant
i=0,1,2,..., le symbole de parité p} avec les symboles d’information et de parité regus
précédemment, et il le compare avec le symbole p; regu [4]. On obtient donc le symbole de

syndrome s; qui vaut :

si = Pi ® p; (3-2)
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”'-l U, 2

ﬁ'\
/

==

Pi> Pii
"ui "pi

F1G. 3.3 Exemple de codeur convolutionnel récursif de taux R=1/2, représenté par les vec-
teurs de connexions & = {01 2} et 3 = {2}, avec J; =3etJ, = 1,etm = 2

Ainsi, en reprenant les équations (3.1) et (3.2), s; devient :

J] J2
Si=Pi @Y Blia, &Y Bhi_g, (33)

g=1 k=1
On considére ensuite ces symboles aux instants (i+ ;) et (i+ 3,,) avecl = 1,2,...,J;
etm =1,2,...,Jo. Onobtient alors J; symboles de syndromes orthogonaux a ; a 1’équa-

tion 3.4 et J, + 1 orthogonaux a p; a ’équation 3.5 :

J1 Jo
Sitey = Ui © Z BlUjtra;—a; ® Z SPitar-p © Pitay (3.4
=1 k=1
T
J1 JQ
si = DD Z Olia,; ® Z BDi- s,
j=1 k=1
J1 Jo
Sivhn = Di® D Blitsp-o; S D BPispn-i D Pitn (3.5)
J=1 k=1

k#m
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Pour simplifier les expressions des symboles de syndrome, on introduit une connexion

virtuelle Gy = 0. Les équations (3.4) et (3.5) deviennent donc, pour ! = 1,...,J; et m =

O,l,...,Jz [4]

J1 Jo

Sitay = U D Z Dljtay—a, P Z DPitos-p (3.6)
j=1 k=0
i1
J1 J2

Si"’ﬂm = ﬁT @ Z @Iﬁ’i"’ﬂm_a] @ Z @zsi"’ﬂm,_ﬂk (3'7)
J=1 k=0

k#m

Les équations (3.6) et (3.7) nous donnent une premiére série de conditions que les
codes devront vérifier, et qui définissent les codes convolutionels simplement orthogonaux

récursifs.

Définition 3.1 (Codes convolutionnels simplement orthogonaux récursifs (R — CSOC))
Un code convolutionnel systématique récursif de taux de codage R = 1/2, et représenté
par les vecteurs a = {ay aa---ay } et B = {51 Ba-- - By, }, respectivement de J; et Ja
connexions, ainsi qu’en considérant la connexion virtuelle 3y = 0, sera simplement ortho-
gonal si et seulement si il vérifie les trois conditions suivantes, pour toute combinaison des

entiersl,j € (1,--- 1) etk,m e (0,---,Jg):
1. Les différences simples (oy — «;) sont distinctes pour tout | # j.

2. Les différences simples (3, — [B,,) sont distinctes pour tout k # m.

3. Les différences simples (o, — () sont distinctes.

A partir de ces symboles de syndrome, on peut, comme a la section 1.2.4.2, calculer les
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équations d’inversion de parité. Nous obtenons ainsi deux ensembles d’équations d’inver-
sion : un ensemble de J; équations orthogonales au bit u,, notées B}, avec | = 1,...,Jy,
et, Jo + 1 équations orthogonales au symbole p;, notées B? . avecm = 0,1,...,J;. Nous

m.i

les obtenons aux équations (3.10) et (3.11) en suivant le raisonnement suivant :

U 17 —_
Bl,i - 8i+a1®ui 7l—1,...,.]1

J1 J2
= Z SUita—a; D Z POPitay— i
i=1 k=0

J#l
Jy Jo Jb Jo
= D Oha o, ©) el 5, B ) DUirara, B ) BPisar-p, (38)
j=1 k=0 =1 k=0
Al Gl

Or, on a d’apres 1’équation (3.1) :

J1 J2
Pita; = E @ui‘{—al—aj o E @pi+al—ﬁk
J=1 k=1

d’ou, en permutant les termes u; et p,;,, de part et d’autre du signe égal, et en reprenant

Bo=0:
Ji Ja
U = Z EBU’HOIFC’J © Z OPito—py 3.9)
J#l

On obtient ainsi en reprenant (3.8) :

.]1 J2

BY, = u® Z B0, B D Bl 5 Sl=1,...]y (3.10)
J—;% k=0
J
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Les équations B! ., pour m = 0,1,...,J, sont obtenues par un raisonnement simi-
laire :
P — o —
Bm,i = Sitfn ©@D sm=0,...,Jz
J1 J2
= § :@ui+ﬁm-aj ) § @pi+,3m,—6k

j=1 k=0

k#£m

J1 Jo
= p;® z Dt 50, P Z el s 5 m=0,...,J2 (3.11)
=1

k=0
k+£m

La principale différence par rapport aux codes non récursifs étudiés dans le chapitre
précédent est qu’on utilise mainenant .J; équations pour décoder le bit u;, et J,+1 équations
pour le symbole p;, contre uniquement J + 1 pour le bit u; pour les codes non récursifs.
Les équations (3.10) et (3.11) nous permettent ainsi, pour la premiére itération, de faire

I’estimation du LRV du bit u; et du symbole p; selon les équations (3.12) et (3.13) [4] :

=1

J1 Ji Ja
A(i) = y;‘+Z( oy&m_%oZoyf’m_gk) (3.12)
j=1 k=0

il
J2 J1 J2
i) = D (e oY ) G
m=0 * j=1 15;0

ou le symbole ¢ représente 1’opération add-min définie dans [4].
Une autre différence par rapport aux codes non récursifs est qu’on n’utilise pas de
rétroaction de la décision dans cet algorithme de décodage.

Cependant, nous utilisons toujours un décodeur itératif. On déduit alors a partir des



50

équations (3.12) et (3.13) I’estimation du LRV de u; et p; a I’itération y [4] :

J1
AP =y + Z (Zo/\ B (i 4 ay — ay) Zo)\ B 4y — ﬂ,,)>(3.14)

s=1
sFEr
Jo J1 J2
A = ey (Zo)\ U4 - )oY AP 4 g, - @)) (3.15)
r=0 s=1

t=0
t#r
3.1.3 Détermination des conditions a respecter pour les codes R — CSO*C — WS

Pour la détermination des conditions que les codes R — C.SO?C — W S doivent véri-
fier, j’ai développé I’algorithme de décodage a la deuxiéme itération. Or, en réinsérant les

équations (3.12) et (3.13) dans les équations (3.14) et (3.15) avec p = 2, nous obtenons :

1 71
00 = - 30 350 (st + 3 (S

S#ET #S J#l

Jo Jo Jo

»
k=0 7n;£t
Jo

P
> °y7‘+<ar—ﬁt)—<ﬁk—ﬂm)))> (3.16)
=0

k;rn

Jo J1 J1
M) = ey (Z°<y?+(@r—as) + Z <Z°%+ (Bras)—(a;—a))®
r=0 s=1

(=
Ja Jz J2 J1
p p uw
Zoyi+(ﬁr—as)_(ﬁk“01)>> © Zo(yi+(ﬁr‘ﬁt) + Z <Zoyi+(ﬁr—[3t)“(ﬂj‘ﬂm)o
i ng o

J2
> °yf+wr—5t>—(ﬁk—ﬁm>>) ) G-17)
k=0

k;zm
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Ainsi, les connexions des vecteurs a et /3 formeront un code R— C SO?*C —W S si elles
vérifient, pour que tous les termes de chacune des équations 3.16 et 3.17 soient différents,

les quatre ensembles de conditions qu’on énumere ci-bas :

1. Pour toute combinaison des entiers r,s,l,j € (1,...,Ji) ett,m € (0,1,...,Js),
tous les termes suivants doivent étre distincts (indices des y* dans 1’équation (3.16)) :
e (o — a5) pourr # s.
o (ap —a;)— (o —oq)pourr # s, # j,s £ 1,5 #1.
o (a, — B) — (a; — By,) pour r # j, m # t.

2. Pour toute combinaison des entiers r, 5,0 € (1,...,J;) ett, m,k € (0,1,...,Js),
tous les termes suivants doivent étre distincts (indices des 3P dans I’équation (3.16)) :
o (a, — [h).
o (0r—ay) — (B —ap) pourr £ 5,5 # .
e (ap, — B)— (Br — Bm) pourt # m, m # k.

3. Pour toute combinaison des entiers s,1,j € (1,...,Jy) etr,t,m € (0,1,...,J3),
tous les termes suivants doivent étre distincts (indices des y* dans I’équation (3.17)) :
e (Br — as).
o (B, —as)—(aj —oy)pours #1,j#1.
e (B, —B) — (o — B) pour 7 # t, m # t.

4. Pour toute combinaison des entiers s,l € (1,...,Jy) etr,t,m,k € (0,1,...,Ja),

tous les termes suivants doivent étre distincts (indices des y” dans 1’équation (3.17)) :

e (8, — () pour r # t.
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o (By = Bt) = (B — Bm)pourr #t, v #k, t #m, m #k.
® (Br—as)~ (By —ay)pour # k, s # 1.

Les conditions r # j dans I’ensemble 1 et » # k dans ’ensemble 4 ont été rajoutées
par rapport aux équations (3.16) et (3.17). Sinon, on aurait une répétition inévitable de
différences. Cependant, ces conditions peuvent étre simplifiées. En effet, si on regarde le
premier ensemble de conditions, on voit que les différences simples (o, — «,) doivent étre
distinctes, que les différences doubles (o, — a,) — (a; — ay) doivent étre distinctes, et que
les différences simples doivent étre distinctes des différences doubles. Ceci se résume par
le fait que 1’ensemble des connexions {a; ;- - - oy, } doit former un code CSO*C — WS
comme défini a la définition 2.1.

De la méme maniere, le dernier ensemble de conditions implique que les connexions
{Bo By -+ Bs,} doivent aussi former un code CSO?*C — W'S. De plus, les deux condi-
tions restantes du premier et dernier ensemble, soit respectivement (o, — ;) — (a; — Gp)
et (5, — a;s) — (Br — o) sont identiques et donnent les mémes différences. Elles peuvent se
réécrire selon (o, — a;) — (8, — Oy,) dinstinctes pour 7 # j,t % m. De plus, ces différences
doivent étre distinctes des différences simples et doubles des connexions {a; oy - -~ ay, } et
{Bo B+ B}

Enfin, le deuxiéme ensemble de conditions est identique au troisiéme ensemble au signe —

prés. On peut ainsi définir les codes R — CSO*C - WS :

Définition 3.2 (Codes convolutionnels doublement orthogonaux récursifs au sens large)

(R — CSO*C — WS) Un code convolutionnel systématique récursif de taux de codage
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R = 1/2, et représenté par les vecteurs o = {ay o -~y Y et B = {By Ba--- By, }, res-
pectivement de J1 et Jy connexions, avec la connexion virtuelle 3y = 0, sera doublement
orthogonal au sens large si et seulement si il vérifie les quatre conditions suivantes, pour
toute combinaison des entiers 1,5 € (1,--- ,Jy) etk,m € (0,--- ,J3) :

1. L’ensemble des connexions {ay ay -+ - oy, } forme un code CSO*C — W S.

2. L’ensemble des connexions {3y By - - - By, } forme un code CSO*C — W S.

3. Les différences (a, — ;) — (8 — i) pour v # j ett # m sont distinctes et différentes
des différences simples et doubles engendrées par les connexions {ay az -+ ay, } et

{BO Bl e /6.12 }

4. Pour toute combinaison des entiers s,l,j € (1,...,J1) etr,t,m € (0,1,...,J3),
tous les termes suivants doivent étre distincts .
o (B, — B) pourr #t.
e (B, —as)— (o —ay)pour s #letj#Il.

o (8, —Bt) — (oj — B) pourr #tetm #t.

Nous avons donc déterminé une définition spécifique aux codes R — CSO?C — WS.
L’étape suivante est la génération de nouveaux codes R—C SO?C — W S, expliquée dans la
prochaine section. Pour cette recherche, nous avons utilisé trois méthodes de construction

de codes, en s’inspirant des méthodes de [1] qui servaient & construire des codes CSO?C —

WS,
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3.2 Construction des nouveaux codes R — CSO*C -~ WS

3.2.1 Miéthode directe

La premiére méthode utilisée est la plus simple a concevoir. En effet, on va prendre les
entiers dans 1’ordre croissant et vérifier a chaque fois si les deux générateurs de connexions
vérifient les conditions énoncées dans la définition 3.2. Le principe en est expliqué dans

I’organigramme 3.4.

Initialisation du compteur
Initialisation  des vecteurs
alpha={0} et beta={}

)

,—b{ Incrémentation  du compteur }1— —>{ Incrémentation  du compteur b‘—j

Retrait dela connexion Ajout dela nouvelle connexion
du vecteur alpha au vecteur alpha

Ajoul de la nouvelle connexion Retrait dela connexion
au vecteur beta du vecteur beta

le code est
R-CSO?*C-ws?

le cade est
R-CS0?C-WS?

oul

Jatteint 7 @

Ul FIN oul

F1G. 3.4 Algorithme de recherche par méthode directe des codes R — CSO*C — W S

On a donc au départ uniquement besoin du nombre de connexions J = J; + J; recher-
chées. On ajoute alors alternativement une connexion a chacun des générateurs en incré-
mentant un compteur dans 1’ordre des entiers croissants jusqu’a ce que les deux générateurs
forment un code R — CSO?C — WS. Un codeur & J + 1 connexions est donc simplement
déduit du codeur trouvé avec J connexions en rajoutant a un des deux générateurs, selon le

cas, la connexion manquante. Les générateurs obtenus par la méthode directe sont indiqués



dans le tableau 3.1 suivant :

J 1 Ji| J2 fa} 6] span
31211 [01] [4] 4
4 311 [0111] 4] 11
51312 [0111] [4 38] 38
6 | 4|2 (011185 [4 38] 85
71413 [011185] [4 38 189 189
81513 (011185 401] [4 38 189] 401
95,4 [011185401] [4 38 189 723] 723
10| 6 | 4 0111854011189 [4 38 189 723] 1189
1116 |5 (0111854011189 [4 38 189 723 2068] 2068
127 1|5 0111854011189 3392] [4 38 189 723 2068] 3392
1317 | 6 [011185401 1189 3392] [4 38 189 723 2068 5569] | 5569
14| 8 | 6 | [011185401 11893392 8176] | [4 38 189 723 2068 5569] | 8176

TAB. 3.1 Codeurs R — CSO*C — W .S obtenus par la méthode directe.

3.2.2 Méthode pseudo aléatoire

55

Cette deuxiéme méthode a été introduite lors de la recherche de codes CSO?>C — WS

dans [2]. En effet, dans la génération des codeurs CSO?C — W S, le but est d’en réduire

au maximum le span pour un nombre de connexions donné, et la différence par rapport

a la méthode directe est que chaque connexion trouvée doit étre validée par un test aléa-

toire de probabilité L/J, ou L est le numéro de la connexion courante et J le nombre

total de connexions [14]. L’idée est que les générateurs les plus petits trouvables pour J

connexions ne correspondent pas au début des générateurs les plus petits trouvables pour

J -+ 1 connexions. Ainsi, on rejettera plus de connexions valides au début, alors que, lors-

qu’on cherchera la derniére connexion des générateurs, on choisira la premiére valide sous

peine d’augmenter inutilement la mémoire des générateurs. L’algorithme de recherche par
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méthode pseudo-aléatoire est présenté a I’organigramme 3.5.

I'——-’{ Incrémentation  du compteur }1—

Initialisation  du compteur
Initialisation  des vecteurs
alpha={0} et beta={}

v

Retrait de la connexion
du vecteur aipha

Ajout de la nouvelle  connexion
au vecteur alpha

NON

—NON

le code est

—P‘ Incrémentation  du compteur

R

Ajout de la nouvelle  connexion
au vecteur beta

Retrait de la connexion
du vecteur beta

le code est ON
R-CSO?C-WS? R-CSO*C-WS?
NON
NON NON
test aléatoire test a!é?lolre
validé ? validé ?
Ul oul
Jatteint 7 @
u——»  FIN l——out

F1G. 3.5 Algorithme de recherche par méthode pseudo-aléatoire des codes R — CSO?C —

ws

Pour chaque valeur de J, 20 essais ont été réalisés. Les meilleurs résultats, en termes

de span, sont présentés dans le tableau 3.2.

On peut remarquer que les mémoires des codes obtenus par la méthode de recherche

pseudo-aléatoire sont inférieures a celles qu’on avait trouvées avec la méthode directe. Le

tableau 3.3 compare, pour chaque valeur de J, les spans obtenus par les deux méthodes.



J | Ji | S o 3 span
312141 [0 2] 3] 3
4 1311 [0210] 7] 10
5131412 (019 22] [20 27] 27
6 | 4|2 [081567] [13 55] 67
71413 (0317 88] [5 35 149] 149
81513 [03 30 104 296] [7 35 214] 296
9 514 (0212103 385] [3 40 226 539] 539
10, 6 | 4 (03 14 92 455 905 [10 47 216 595] 905
1116 |5 0321116417 1146] [10 50 204 683 1831] | 1831
12 7 | 5 | [0111990421 1288 3128] | [1229 194 755 2098] | 3128
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TAB. 3.2 Meilleurs codeurs R — CSO?C — W S obtenus par la méthode pseudo-aléatoire.

J
Méthode 301410516 7 8 9 10 11 12
directe 4111 |38 |85 | 189|401 723 | 1189 | 2068 | 3392
ps. aléatoire 3110|2767 1491296 | 539 | 905 | 1831 | 3128

TAB. 3.3 Comparaison des spans des codes R — CSO*C — W S obtenus par les méthodes
de construction directe et pseudo-aléatoire.

3.2.3 Meéthode exhaustive

La derniere méthode utilisée est la méthode exhaustive. On aura, grace a cette méthode,
les générateurs les plus courts possibles en terme de span, et qui sont donc optimaux. Ce-
pendant, il a été impossible de trouver les générateurs optimaux avec un nombre total de
connexions supérieur & J = 7, le temps de simulation devenant trop important. Il a en effet
fallu un mois de simulation pour obtenir les codeurs les plus courts 8 J = 7.

L’algorithme de recherche par méthode exhaustive est présenté a la figure 3.6. Le but
est d’essayer toutes les combinaisons possibles pour obtenir le générateur le plus court pour

un nombre de connexions J donné.
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DEBUT

Initialisation  du vecteur des
J-1 connexions non nulles :
connexion =(0 ... 0}

i dela | g
-t

premiére connexion

connexion {1)<max?

oul

Ajout dela premiére connexion
dans le vecteur alpha

N< N#+1 . - i
connexion (N)= connexion (N-1)+1 connexion (N)= connexion (N)+1 l

L | NON
T g o s o
NON
N < N-1 oul

connexior {N)= connexion {Ny+1

Ajout dela Niéme connexion
au vectewr alpha

Réinitialisation de max
“ Retrait dela Niéme connexion
du vecteur aipha

Le code est
R-CSO*C-WS§?

NON

Retrait dela Niéme connexion
du vecteur alphaet ajout au
vecteur beta

Reéinitialisation de max
'~ Retrait dela Niéme connexion [OUI
du vecteur beta

Le code est
R-CSO?C-WS§?

NON

Retrait dela Niéme connexion du
vecteur beta
connexion {N)= connexion (N}+1

F1G. 3.6 Algorithme de recherche par méthode exhaustive des codes R — CSO*C — WS
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3.2.3.1 Description de I’algorithme

L’algorithme effectue une recherche exhaustive, permettant de trouver les codes R —
CSO?C — WS de plus petit span, pour un J donné. Aucune restriction sur les valeurs de
J1 ou J> n’a été prise lors de la recherche. L’algorithme se sert d’un vecteur connezion qui
stocke toutes les valeurs, dans 1’ordre croissant, des connexions non nulles des vecteurs o
et 8. Il y a donc J — 1 connexions non nulles car le vecteur c contient toujours la valeur
0. Le numéro de la connexion non nulle en cours de recherche est noté N : on a donc
N e {1,...,J — 1}. Enfin, la plus petite valeur du span obtenue pour un J donné est notée
mazx. C’est cette valeur qu’on cherche a réduire. Au départ, le vecteur connexion vaut 0,
N =1, et maz est initialisé a I’infini.

On incrémente la valeur de la premiére connexion et on la place dans ac. Le code est
alors de taille J = 2, et vérifie toujours les conditions d’un code R — CSO?C — WS. On
passe alors a la connexion suivante, qui prend la valeur de la premiére connexion a laquelle
on ajoute une unité. On la place successivement dans les vecteurs « et 3. Si, dans un des
deux cas, le code forme un code R — CSO?C' — W S, on passe i la connexion suivante, qui
prend la valeur de la connexion qui vient de remplir les conditions a laquelle on ajoute une
unité. On continue ainsi jusqu’a ce qu’on obtienne un code avec J connexions. Alors, on
peut réinitialiser la valeur de maxz qui vaut le dernier terme du vecteur connexion, et on
reprend la recherche en incrémentant I’avant derniére connexion.

Dans le cas ol la connexion ne satisfait pas les conditions, en étant ni dans le vecteur c,

ni dans le vecteur 3, on 'incrémente d’une unité, et on reteste dans chacun des vecteurs.
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Quand cette connexion a été incrémentée jusqu’a la valeur courante de max, on revient a
la connexion précédente car nous ne pourrons améliorer les résultats avec cette connexion.

A 1a fin, quand la premiére connexion est incrémentée jusqu’a maz, on sait que toutes
les possiblités ont été testées. La valeur max correspond alors, pour un J donné, & la plus

petite valeur possible de span pour un code R — CSO?*C — W S.

3.2.3.2 Résultats

Les résultats obtenus par la méthode exhaustive sont présentés dans le tableau 3.4.

JI| 1] o o B span
31211 [0 2] 3] 3
4|13 |1 [0110] (6] 10
5132 [0124] [417] 24
6|4 |2 [014953] [13 42] 53
714 |3][0178110]|[46691] | 110

TAB. 3.4 Meilleurs codeurs R — C'SO*C — W S obtenus par la méthode exhaustive.

La méthode exhaustive donne les codes les plus courts possibles. Les spans des codes
obtenus sont donc, comme on le voit dans le tableau 3.5, plus petits que ceux qu’on a eu

par les méthodes de construction directe et pseudo-aléatoire.

J
Méthods 4 516 | 7 8 9 10 11 12

3

directe 4111 |38 | 85| 189 | 401 | 723 | 1189 | 2068 | 3392
3
3

ps. aléatoire 10| 27 | 67 | 149 | 296 | 539 | 905 | 1831 | 3128
exhaustive 10| 24 | 53 | 110

TAB. 3.5 Comparaison des spans des codes R — CSO*C — WS obtenus par les trois
méthodes de construction.

On peut toutefois noter que la méthode pseudo-aléatoire avait permis de trouver les
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codes optimaux pour J=3 et J=4. De plus, on remarque que plus J augmente, et plus la

méthode exhaustive permet de réduire la mémoire des codes.

3.3 Performances d’erreur obtenues par simulations

Les trois méthodes de génération de codes R — CSO*C — WS décrites dans la sec-
tion précédente nous ont permis de construire des nouveaux codes. De plus, la méthode
exhaustive nous assure d’avoir les codes optimaux jusqu’a J=7. Nous allons maintenant
présenter les résultats des simulations de ces nouveaux codes en se servant de 1’algorithme

de décodage itératif présenté aux équations (3.12) a (3.15).

3.3.1 Amélioration de I’algorithme de décodage

Les lecteurs avertis auront remarqué que 1’algorithme de décodage présenté dans cette
recherche, et défini par les équations (3.12) & (3.15), difféere de ’algorithme de décodage
utilisé dans [4] qui était similaire au décodage itératif de faible complexité des codes LDPC
présenté dans [9]. La raison est simplement qu’apres plusieurs simulations, les perfor-
mances d’erreur des codes R — CSO?C — W S se sont avérées meilleures en se servant du
décodeur présent€ a la section 3.1.2 .

Une autre amélioration a été possible en réinsérant dans le calcul des équations (3.12)

a (3.15) les valeurs déja décodées. Reprenons par exemple 1’équation (3.12) :

Jl Jl .]2
/\“(i) = yg + Z ( Oy’?‘f’al_a]’ © Z Oylp+al—,@k)
=1 g=1 k=0

Gl
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Cette équation représente ’estimation du LRV du bit u,;, a ’instant 7, pour = 0,1, . . ., pour
la premiére itération. Ainsi, les termes A(i+a; — ;) avec oy —a; < 0 et A(i+a; — fx) avec
a; — B < 0 ont déja été décodés. 1l est donc possible de remplacer les termes y};m_aj,
avec ay — oy < 0,etyl,, 5, avec oy — f < 0, respectivement par A, (i + a; — ay) et

Ap(i 4+ a; — Bx). En effectuant, par le méme principe, ces modifications pour chacune des

€quations (3.12) a (3.15), on a réussi a améliorer les performances d’erreur.

3.3.2 Détermination des coefficients de pondération

Comme pour les codes CSO?C — W S non récursifs présentés au chapitre précédent, il
n’y a pas une indépendance totale des observables a la deuxieme itération a cause de cer-
taines répétitions inévitables, diies aux permutations d’indices. Afin de réduire I’intercorré-
lation des observables a la deuxiéme itération, nous utilisons a nouveau des coefficients de
pondération. Mais nous faisons maintenant, a chaque itération, 1’estimation des LRV de v;
et de p;. Nous introduisons donc deux coefficients, a,, et a,, qui agiront respectivement sur

les A, et les \,. Comme pour les codes non récursifs, ces coefficients seront pris identiques



63

a chaque itération. L’algorithme de décodage devient donc :

pour la premiere itération :

J1 J1 Jo
M) = ay [ g+ <Z Yara, © D °yf+a1—ﬁk>
k=0

=1 j=1

i#l
Jo Ji Jo
APO’) = (1'17 yf + Z (Z Oy;:'ﬂm_aj ¢ Z oyzp‘f'ﬂm"rak)
m=0 > j=1 k=0
k#m
pour I'itération p > 1:
J1 J1 Jo
MG = e |+ ) < MV + o — ag) 0 Y oAV (i + ay — @))
r=1 s=1 t=0
S#T
Jo J1 Jo
AW = a, | yF + Z (Zo/\fj‘“l)(i + B — ag) 0 Zo)\(p“‘l)(i + 6, — ﬁt))
r=0 s=1 t=0

t;v'

Ainsi, si on considére le code du tableau 3.2, pour J; = 3 et J, = 1, représenté par les
vecteurs a = {0 2 10} et 3 = {7}, nous pouvons, pour un rapport signal sur bruit donng,
simuler le code en faisant varier alternativement chacun des coefficients a,, et a, de 0.1 a
1 par pas de 0.1 pour trouver le meilleur duo de coefficients. Les résultats présentés a la
figure 3.7 montrent la probabilité d’erreur par bit obtenue dans chacun des cas possibles
pour E, /Ny = 5 dB. Pour des raisons de clarté, uniquement les résultats des simulations
pour des coefficients tels que a,, > 0.2 et a, > 0.3, qui donnent les meilleurs résultats, sont
présentés.

Nous pouvons ainsi lire que les meilleures performances, pour E, /Ny = 5d B, seront

obtenues pour les coefficients a, = 0.5 et a, = 0.6, avec une probabilité d’erreur par
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Probabilité d'erreur par bit

107 F

{ 1 L {

1 1
0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1 1.1
Coefficients a,

F1G. 3.7 Effet des coeflicients de pondération sur les performances d’erreur du code R —
CSO?*C — W S avec R=1/2 et représenté par les vecteurs o = {02 10} et 3 = {7} aprés
10 itérations, F;, /Ny = 5dB

bit d’environ 8 - 10~°. 1l est bien évidemment possible de calculer tous les coefficients
optimaux pour chaque valeur de Ej,/N,. Cependant, les performances sont peu sensibles
aux variations des coefficients. En effet, toujours pour le code R—CSO?*C —W S représenté
par les vecteurs v = {0 2 10} et B = {7}, la recherche des meilleurs coefficients de

pondération a chaque valeur de E;, /Ny donne les résultats présentés dans le tableau 3.6 :

E,JNo(dB)| 1 |15] 2 |25 3 [35] 4 [45] 5
ty 09]07|07]06]00]07[07]06]05
ap 050706050404 |05|041]0.6

TAB. 3.6 Meilleurs coefficients de pondération, en fonction de £,/ Ny, obtenus pour le code
R — CSO?C — W S représenté par les vecteurs a = {02 10} et 3 = {7}
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Les performances d’erreur de ce code, pour un rapport signal sur bruit variant de 1 a 5
dB, apres 10 itérations, et en utilisant les meilleurs coefficients de pondération a chaque va-
leur de ), /Ny, sont présentées a la figure 3.8. On y indique aussi les performances d’erreur
obtenues pour les 10 premiéres itérations si on garde uniquement les coefficients optimaux

a 5dB, soit a, = 0.5 et a,, = 0.6, comme trouvés a la figure 3.7.

Itération 1

Itération 2

2
T
a
5
g
@ 3
= 10 N
B Itération 10
3 N
© N
a
S S
a - X
107 N
— - — meilleurs coefficients de pondération pour chagque Eb/N0
........................ meilleurs coefficients de pondération pour Eb/N0=5dB
10'5 1 1 i ! i 1 L
1 1.5 2 2.5 3 3.5 4 4.5 5
Eb/No en dB

FiG. 3.8 Influence des coeflicients de pondération utilisés sur la probabilité d’erreur

On peut ainsi observer qu’il est inutile de chercher les coefficients de pondération pour
chaque valeur de Ej, /Ny, puisque les performances d’erreur restent sensiblement les mémes
pour les plus faibles SNR. On cherchera ainsi les coefficients de pondération pour des

valeurs de E}/N, ou les probabilités d’erreur par bit seront de 1’ordre de 1 x 1075,
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3.3.3 Spectres des codes R — CSO*C - WS

Nous avons vu au premier chapitre qu’il était possible de calculer le spectre des dis-
tances des codes convolutionnels récursifs afin d’évaluer des bornes supérieures sur les
performances d’erreur des codes. Les spectres indiquent, comme mentionné a la section
1.3.3, le nombre de mots de code A, de poids d, ainsi que le nombre Cj; de bit d’informa-
tion valant "1" ayant contribués a 1’obtention des A; mots de code de poids d. Bien que
nous n’utilisons pas le méme type de décodeur dans cette recherche que celui qui a servi a
obtenir ’estimation de la probabilité¢ d’erreur dans 1’équation (1.22), nous pouvons quand
méme nous donner une bonne idée sur les performances des codes.

Ainsi, si on considére le code R — CSO*C — WS pour J = J; + J, = 5 et représenté
par les vecteurs &« = {0 1 24} et 3 = {14 20}, les 15 premiéres raies du spectre sont

représentées dans le tableau 3.7 :

d | Ag| Cy
10 0
210 0
310 0
410 0
510 0
6|1 3
710 0
810 0
910 0
10} 6 | 30
11,0 0
12 1 20 | 120
13, 0 0
14 | 54 | 378
15, 0 0

TAB. 3.7 Spectre du code R— CSO?C — W S représenté par « = {01 24} et 8 = {14 20}
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Ainsi, les deux premiéres raies non nulles du spectre sont de poids d .. = J+1 =6 et
2J = 10. Nous pouvons vérifier que ces observations sont généralisables a tous les codes
R — CSO?C — WS. En effet, si on regarde le spectre du code pour J = 4 représenté par
les vecteurs a = {0 2 10} et 3 = {7}, nous obtenons, sans représenter les raies de poids

inférieurs au poids de la premiére raie non nulle, appellée raie solide :

d | Ag | Cy
5 1 2
61 0 0
710 0
81 4 14
9 1 6
10| 6 24
11 22 | 104
121 16 | 102
13| 60 | 336
14 1 154 | 962
15| 223 | 1618

TAB. 3.8 Spectre du code R — CSO?>C — W S représenté par a = {02 10} et 3 = {7}

A nouveau, les deux premieres raies ont des poids respectifs de dfpee = J +1 = 5
et 2J = 8. Nous pouvons aussi remarquer que, pour nos codes RCSO*C — WS, ilya
toujours un seul mot de code de poids J + 1 et que le coefficient C; associé a la raie solide
du spectre, vaut J; + 1 dans les deux tableaux 3.7 et 3.8.

Nous pouvons calculer un autre spectre pour confirmer ces informations. Considérons
le code représenté par les deux vecteurs a = {01 20 24} et 3 = {13}. On adonc J =
Ji + J; = 4+ 1 = 5. Nous nous attendons donc, d’aprés les observations précédentes, a
avoir une premiere raie pour un poids de df... = J + 1 = 6. Pour ce poids, il ne devrait y

avoir qu’un mot de code, obtenu a I’aide de J; + 1 = 2 bits d’information "1" en entrée du
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codeur. Enfin, l1a deuxiéme raie doit étre au poids 2J = 10. Le spectre est donné au tableau

3.9.
d | Aq| Cy
6 |1 2
710 0
810 0
910 0
10| 7 | 26
11 0 0
12| 22 | 100
137 0 0
14} 67 | 350
15, 0 0

TAB. 3.9 Spectre du code R— CSO?C — W S représenté par o = {0120 24} et 8 = {13}

Ainsi, si on trace ’estimation de la probabilité d’erreur par bit, selon I’équation (1.22),
pour les trois codes dont on a calculé les spectres, nous obtenons les performances d’erreur
représentées a la figure 3.9 :

On voit sur la courbe que les codes avec J = 5 ont de meilleures performances d’erreur
que le code avec J = 4, ce qui pouvait se prévoir puisque d’apres les spectres calculés,
on a pour le code avec J = 4 une distance libre de 5, alors qu’elle est de 6 pour les deux
autres codes. Aussi, si on regarde les deux codes avec J = 5, on voit qu’on a une faible
amélioration des performances d’erreur en maximisant .J; par rapporta Jo. Cependant, pour
J > 5, le fait de prendre J; le plus proche possible de J entrainera une augmentation du
span pour des performances qui resteront du méme ordre de grandeur. Ainsi, la recherche
des codes a été faite sans chercher 4 maximiser J;.

Nous pouvons confirmer ces résultats par des simulations. Les trois codes présentés
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107 T . 1 T ' : '
—6— J=4, a={0 2 10} p={7}
-—8— J=5, a={0 1 24} p={14 20}
—&— J=5, a={0 1 20 24} B={13}

Probabilité d’erreur par bit

1 1.5 2 2.5 3 3.5 4 45 5
Eb/NO en dB

F1G. 3.9 Estimation de la probabilité d’erreur de 3 codes a partir de leur spectres

dans le tableau 3.10 sont tous tels que J = J; + J, = 5. Mais ils ont tous des valeurs de J;

et J, différentes.

J J1 Jg (04 ,3
50273 [013] |[[12024]
5032 [0124 | [1420]
504 11([012024]| [13]

TAB. 3.10 Codes R — CSO?C — W S avec différents J; et J, pour J = 5 fixé

Les performances d’erreur des codes sont données a la figure 3.10. On indique égale-

ment sur la figure 3.10 les performances des codes du tableau 3.4 pour J = 4 et J = 6.

On observe que les courbes obtenues sont en accord avec ce que les spectres avaient

prédits, du moins pour £,/Ny > 3.5dB. En dessous de cette valeur, les différents codes
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Probabilité d’erreur par bit

U6 (402

10‘5 i I L P s i 1
1 1.5 2 25 3 35 4 45 5
Eb/No en dB

F1G. 3.10 Influence de J; et J; pour J = 5 fixé, et comparaison des performances d’erreur
avec des codes ayant J=4 et J=6, aprés 6 itérations

donnent les mémes ordres de grandeur de performances d’erreur. Nous verrons dans la
prochaine section que cette remarque semble toujours valable. Mais pour Fy /Ny > 3.5dB,
entre les trois codes avec J = 5, celui qui a le plus grand J; offre les meilleures perfor-
mances. Cependant, nous pouvons voir que le code avec J = 6 est meilleur que les trois
codes avec J = 5, qui sont eux mémes plus performants que le code avec J = 4. Ainsi,
bien qu’a J fixé, il soit préférable d’avoir J; le plus grand possible, nous chercherons avant
tout a réduire au maximum le span des codes obtenus, et ainsi la latence au décodage. La
prochaine section présente ainsi les performances d’erreur des codes R — CSO*C — WS

pour J variant de 3 a 11, avec les spans minimum obtenus.
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3.3.4 Performances d’erreur obtenues pour les codes R — CSO?C — WS

Les codes simulés sont présentés dans le tableau 3.11. Ce sont les codes les plus courts
que nous avons obtenus. Nous indiquons aussi le span des plus petits codes CSO?*C — W S

connus [14] pour comparer. Jusqu’a .J = 7, les codes ont été obtenus par la méthode ex-

J Jl J2 84 ,@ CSOQ(J -Wws
321 02 3] 5
4131 02 10] [7] 15
5032 01 24] [417] 33
6|42 0149 53] 13 42] 98
714]3 (0178 110] [4 66 91] 222

8| 513 | [0330104296 [7 35 214] 459

9 | 5| 4 [02 12103 385] [3 40 226 539] 912

10| 6 | 4| [031492455905] [10 47 216 595] 1698
116 | 50321116417 1146] | [10 50 204 683 1831 3490

TAB. 3.11 Codes R — CSO?*C — W S les plus courts, simulés pour J variant de 3411

haustive. Les autres codes ont été obtenus par la méthode de construction pseudo-aléatoire.
Nous pouvons remarguer que pour un nombre de connexions donné, les codes récursifs
sont beaucoup plus courts que les codes non récursifs, surtout que les span pour les codes
récursifs pour .J > 7 ne sont pas optimum.

Pour chacun des codes, une recherche des meilleurs coeflicients de pondération a été
effectuée au préalable 4 £,/ Ny = 5dB pour les codes ayantun J entre 4 et 7, £, /Ny = 4dB
pour J=8 et J=9 et E;,/No = 3.5dB pour J=10 et J=11. Les résultats de simulation sont
présentés a la figure 3.11. Nous n’y représentons que les performances obtenues apres
convergence pour chacun des codes, soit apres 6 itérations pour J<8, 10 itérations pour

J=8, 7 itérations pour J=9 et J=11 et 8 itérations pour J=10. Toutes les courbes completes
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Probabilité d’erreur par bit

Eb/N0 en dB

F1G. 3.11 Simulation des performances d’erreur des codes R — CSO?*C — WS pour J
variantde 34 11
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pour chaque code simulé sont présentées dans I’ Annexe 3.

Nous pouvons observer que les performances, & haut rapport signal sur bruit, s’amé-
liorent quand J augmente. En revanche les codes R — C'SO?C' — WS ne sont clairement
pas adaptés pour des valeurs de E), /N, inférieures a 3.5dB. Nous verrons dans le prochain
chapitre qu’il est préférable d’utiliser les codes convolutionnels doublement orthogonaux

récursifs au sens strict pour travailler en dessous de 3dB.

3.3.5 Comparaison des performances par rapport aux codes connus

Les deux courbes suivantes vont nous permettre d’avoir un élément de comparaison
entre les codes R — C.SO*C — WS et les codes doublement orthogonaux non récursifs a
des valeurs de E}, /N, de 2.5 et 3.5 dB. On y représente les performances d’erreur par bit
en fonction de la latence totale, calculée en bits.

Les tableaux 3.12 et 3.13 résument le calcul de la latence pour les codes R — C SO*C —
WS simulés. On y indique, pour chaque code, la latence en bits nécessaire par itération,
le nombre total d’itérations pour atteindre la convergence, la latence totale en bit ainsi que
la probabilté d’erreur par bit correspondante. 11 est important de noter que les coefficients
de pondération ont été recalculés pour chacun des codes aux valeurs de £ /N, correspon-
dantes, afin d’avoir les meilleures performances possibles.

Comme nous 1’avions observé sur la figure 3.11, la figure 3.12 confirme que les codes
R — CSO*C — W S ne sont pas performants pour des valeurs de E;, /N, inférieures a 3dB,

et ce, méme en calculant les meilleurs duos de coefficients de pondération.
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J | lat./it. | nbit. | latence totale (bits) P,

3 3 6 18 1.3 x 1072
4 10 8 80 9x 1073
5 24 10 240 7% 1073
6 53 8 424 6 x 1073
7 110 10 1110 4 %1073
8 296 10 2960 1x1072
9 539 10 5390 1.2 x 1072
10| 905 10 9050 2.2 x 1072
11| 1831 | 10 18310 2x 1072

TAB. 3.12 Calcul de la latence des codes R — CSO?*C — W S simulés pour J variant de 3
all avec E,/Ny = 2.5dB

J | lat./it. | nbit. | latence totale B

3 3 5 15 5 x 1073
4 10 7 70 2 x 1073
5 24 10 240 8 x 1074
6 53 10 530 2.2 x 1074
7 110 8 880 1.1 x 1074
8 | 296 8 2368 4.5 x 1078
9 | 539 8 4312 4 % 10™°
10| 905 8 7240 2.3 x 1075
11| 1831 8 14648 1.5 x 1075

TAB. 3.13 Calcul de la latence des codes R — CSO*C' — W S simulés pour J variant de 3
a1l avec E,/Ny = 3.5dB

Nous observons qu’a J fixé, les codes récursifs produisent une latence inférieure aux
codes non récursifs non simplifiés. De plus, jusqu’a J = 7, la figure 3.13 montre, qu’a un
SNR de 3.5d B, il est plus intéressant d’utiliser les codes récursifs qui offrent de meilleures
performances pour une latence moindre. Cependant, les codes non récursifs et simplifiés
sont plus avantageux, puisque pour une probabilité d’erreur par bit donnée, ce sont les codes
qui engendrent la plus petite latence. De plus, les probabilités d’erreur par bit décroissent

plus rapidement, quand on augmente J, pour les codes non récursifs, si bien qu’il n’est plus
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10 T T T T

R-CSO*C-WS J=10

J=7

Probabilité d’erreur par bit

CS0*C-8s

Eb/No=25dB

10° 10 10 10
Latence totale en bits

Fi1G. 3.12 Comparaison des performances d’erreur des codes CSO?*C et R—CSO?*C-W S
en fonction de la latence totale aprés convergence en bits avec Fy, /Ny = 2.5dB

10 : T . :
R-CS0%C-WS
J=3

107 .
= J=7
o CSO*C-WS
.
©
Q -4 =
5 10°F J= 1
o
o
o CS0*C-SS
L
= -5
T 10 4
©
Kea
<]
o $-CSOC-W.

107t 4

Eb/No = 3.5dB =10
10_7 1 I 2 ‘ 3 I 4 I 5 6
10 10 10 10 10 10

Latence totale en bits

F1G. 3.13 Comparaison des performances d’erreur des codes CSO?C et R—CSO?*C-W S
en fonction de la latence totale aprés convergence en bits avec E;/Ny = 3.5d B
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intéressant de se servir de la récursivité pour les codes ayant J > 7.

3.4 Conclusion

Les codes récursifs au sens large sont de bons codes si on cherche a travailler pour des
rapports signal sur bruit élevés. Ils sont, de maniére générale, plus courts que les codes
doublement orthogonaux au sens large non récursifs non simplifiés, pour des performances
comparables. Cependant, les répétitions inévitables des différences a la deuxiéme itéra-
tion du processus de décodage itératif nous empéchent d’avoir de bonnes performances
d’erreur pour de faibles rapports signal sur bruit. C’est pourquoi nous allons étudier dans
le prochain chapitre les codes convolutionnels doublement orthogonaux récursifs au sens
strict qui permettront d’avoir une indépendance totale des observables a la deuxéme itéra-
tion. Nous pourrons alors travailler a de faibles valeurs de E;, /N, ce qui est le but de cette

recherche.
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CHAPITRE 4

THEORIE DES CODES CONVOLUTIONNELS DOUBLEMENT

ORTHOGONAUX RECURSIFS AU SENS STRICT

4.1 Eléments de théorie

Les codes R — CSO?*C — W S, présentés dans le chapitre précédent, n’offrent pas de
bonnes performances d’erreur pour des valeurs de E},/N, inférieures 2 3dB. Le princi-
pal probléme est que les observables, a la deuxiéme itération, ne sont pas complétement
indépendantes, a cause des différences doubles égales inévitables, dfies a la permutation
des indices. Pour remédier a ceci, I’idée est, comme pour les codes non récursifs, d’utili-
ser plusieurs registres a décalage qui seront connectés qu'une fois a chaque additionneur
modulo-2. Ainsi, nous allons envoyer les bits dans le codeur par blocs de J. Le taux de
codage reste de 1/2, puisque que pour les J bits d’information envoyés dans le codeur, on

calculera J symboles de parité.

4.1.1 Codeur convolutionnel récursif paralléle

Ce dernier type de codeur sera réservé pour les codes R — CSO?C — SS. En effet,
les bits vont entrer dans le codeur par blocs de J bits, et les symboles de parité seront
calculés, a l’instant ¢ = 0,1,2,..., avec des additions modulo-2, non seulement sur les
bits d’information précédant les bits d’information courants u,; avec n € {1,...,J},

mais aussi sur les symboles de parité précédant les symboles de parités courants p,, ; avec



78

ne{l,...,J}

Pour représenter ces codeurs, on utilise deux matrices, chacune de taille J x .J, et no-
tées o et 3. Les éléments de la premiére matrice sont notés oy, avec (k, 1) € {1,...,J},
et donnent, a 'instant ¢ = 0,1,2,.. ., le numéro de la case de retard du bit 1 ; connec-
tée a I’additionneur modulo-2 correspondant au symbole de parité p; ;. Les éléments de
la seconde matrice sont notés 3 ;, et donnent le numéro de la case de retard du symbole
Pk,; connectée a I’additionneur modulo-2 correspondant au symbole de parité p; ;. On peut
tout de suite noter que les éléments de la matrice 3 qui valent 0 ne représentent pas de
connexion, et ne seront donc pas pris en compte. Un exemple de ce type de codeur est

donné aux figures 4.1 et 4.2.

vy v v

F1G. 4.1 Exemple de codeur convolutionnel récursif en bloc avec J=2, R=1/2 et m=5
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P

B 2

A o4

o

v v v

U, Uy Pa; Dy

F1G. 4.2 Forme canonique du codeur convolutionnel récursif en bloc de la figure 4.1

Les matrices décrivant ce codeur sont donc :

4 0 50
o = IB =
3 3 30
Le span du codeur est alors :
= P .. fwed 5
m = max {ai; G}k =5
je{L,..J}
Pour ce type de codeurs, les symboles de parité courants p, ;, avec n € {1,...,J}, a

I’instant i = 0,1, 2, .. ., sont calculés selon la formule :

J
Z BPk,i- G n 4.1
k=1

Ben>0

J
Pngi = E @uj,i—ajin v
Jj=1
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4.1.2 Décodage

Le décodeur est encore un décodeur a seuil, et il effectue toujours un calcul de syndrome

[4]. On obtient ainsi, a I'instant 7 = 0,1,2,.. ., pourn € {1,...,J}:

$n(1) = P B Py (4.2)

Ainsi, en reprenant les équations (4.1) et (4.2), s,,(i) devient :

J J
$n(i) = Pni @Y Blljica,, & Y Bhripe. (4.3)
j=1 k=1
Bk.n>0
On peut alors prendre 1I’équation (4.3) aux instants 7 + oy, pour I € {1,...,J} afin

d’obtenir les systémes d’équations orthogonales aux bits 4, ,. I vient alors, a I’instant i,

i=0,1,2,...,pourl € {1,...,J}:

J J
Sn (2 + alm) = ﬂlvi D ﬁ"vi‘i'alun S Z @ﬂ’jvi"'(ahn_aj«n) ® Z @ﬁkvi+(al.n_ﬁk.n) (44)
j=1 k=1
avecn € {1,...,J}
De la méme maniére, pour le décodage des symboles j; avec | € {1,...,.J}, on observe

I’équation (4.3) aux instants i + [, ,. Il vient alors a 'instant ¢ = 0,1,2, ..., pour chaque
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le{l,...,J} telque B, > 0:

J J
su(%) i ® ) Ollgima ® Y Obri-pus
j=1 1

k=
Bra>0

J J
suli+ Bin) = Pi ® Buirgn ® Y Cljit@n—am @ D Bhbis(pn-pin) @5)
= Ben=0
kitl

avecn € {1,...,J}

On déduit des équations précédentes qu’a chaque instanti,¢ = 0,1,2, ..., les bits 4,
avec! € {1,...,J}, sont décodés grice a J équations, notées ¥, ; ,,, avecm € {1,..., J}.
En revanche, pour les symboles §; ;, nous aurons un nombre variable d’équations pour ef-
fectuer leur décodage. Ainsi, si on note V; le nombre d’éléments non nuls dans la matrice 3
alalignel € {1,...,J}, on aura, a chaque instant ¢, V; + 1 équations orthogonales, notées
U,i0et¥,;,avecn € {1,...,J}, pour décoder les symboles p;;, avec [ € {1,...,J}.
Notons que seules les équations ¥, ; ,, pour 3;,, > 0 sont calculées.

De plus, nous obtenons, a partir des équations (4.4) et (4.5), les équations utilisées a la

premiére itération par le décodeur pour décoder les symboles @ ; et p;; pour! € {1,...,J},
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alinstanti = 0,1,2,.... Elles s’écrivent comme suit [4] :
J J J
My "
)‘u,l (7) - y;L7 + Z (yfnvi'i“al.m © Z Oy}vi+(al.m"0j4m) © Z Ogi?)i*’(“l.m"’ﬂkm))
m=1 g=1 k=1
J#l Bk.m>0
J
‘ 1
= Yt Y Vil (4.6)
m=1
J J
My _ op ,
)\p,l (7) = Y + (Zoy;i_aj.l © Z Oyz,i-ﬁm) +
j=1 k=1
Bra>0
J J J
p i »
> (yn,z‘wl.n © D Wik(samarn) © D Oyk‘v'iﬁ-(ﬂz‘n—ﬁk‘n))
n=1 j=1 k=1
Bi.n>0 k£l
/Bk.n>0
J
— P (1) (1)
= Yt Vot D Ui (4.7)
n=1
Bir.a>0

Cependant, I’algorithme de décodage utilisé est semblable a celui servant au décodage
des codes LDPC défini dans [12] et amélioré dans [9]. La conséquence de 1'utilisation de

cet algorithme est qu’au lieu d’effectuer directement I’ approximation du LRV représenté

&

par ), ; () qui contient J équations, 1’algorithme va calculer J termes /\S’I)’h(i), avec h €
{1,...,J}, en utilisant a chaque fois J — 1 équations, soit toutes sauf \I’ftll)h Pour /\gl) (i),
il calcule N, + 1 termes /\;%l)v(i), avec v € {0,...,J}, faisant intervenir N, équations,

soit toutes sauf \I'](Jll)v. On obtient donc pour le décodage de la premiere itération, pour

le{l,...,J}ethe{l,...,J}[4]:
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J
M N
Aualvh(l) - yl @ + Z <ym it m © Z Oy sit (o, m G, m) Z yzyi'f'(al.m"ﬂk.m))
k=1

m=1

m#h ]#l B ; >0

J
= yzfz + Z \Ilgtl,l),m (48)

m;éh

De la méme maniere, pour! € {1,...,J}etv e {1,...,J}[4]:

1 .
A;’l)yv(z) = (20y.171 N ¢ 2 Oyk7 ﬂl\l)

5k l>0
J
P
2 <yn,i+5l 2 <>y.7 7+(5l n— Q. n O 2 Oyk 1+ 51 n—gk 11 )
OB >0 oy
ﬂk n>0
J
1 1)
= g+ T+ > v (4.9)

n=1
n#Zv , Bi.a.>0

(1) (o —
Mol = vt Z (yn t+ﬂzn°Z°yN+(ﬂzn—agn M Z Y it ﬂ,n—mn)>

ﬂzn>0 k;él
Bk.n>0
= Y+ Z vl (4.10)
IBln>0

Nous avons ainsi obtenu I’algorithme de décodage pour la premiére itération. Afin de
généraliser 1’algorithme pour une itération quelconque p > 1, nous transformons les équa-

tions (4.8) a (4.10) de la fagon suivante, pour ] € {1,..., J}eth e {1,...,J} [4]:
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/\gtlfl),h@) = yl i + Z ( pu'r 01 i+ ag, 7" ZOAUHSTI al7T - as,"‘)) AR

"Zh i
J
3 AL+ (e — )
ﬁf?>0
= yh+z v 4.11)
rh
De la méme maniére, pour! € {1,...,J}etv e {1,...,J} [4]:
J
Niuli) = (ZMSI; Dli—aw)e S oA - a) +
Bur>0
J J
Z ()\;"nl (t+ Bir) <>Z<>)\u"”1 (i + (B — asr)) ©
r#t:E.loO o=
J
Y N+ (B — )
i
Bt.r>0
= e Z o) (4.12)

r=1

T#’”vﬂl »>0

J
/\i,ftl)o(f) =y, + Z ( ;ﬂrol) (i + Bir) OZO/\JZ (i + (Bir — ) ©
s=1

“

J
. Z o)\(“ 1)(7 + (B — ﬁt,r)))

t=1
tAl
ﬂf »>0

= g+ Z 1308 (4.13)

r=1
B1.+>0
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Enfin, pour la derniére itération 1 = M, la décision finale sur estimation A% () du

LRV de u;; se fait en se servant de toutes les équations disponibles :

u,l u,l,r

J
MG = g+ ) (4.14)
r=1

L’algorithme de décodage est donc entiérement décrit par les équations (4.8) a (4.14).
Nous allons maintenant définir, de maniére spécifique, les codes R — CSO?C — SS en

faisant ressortir tous les critéres qu’ils doivent respecter.

4.1.3 Détermination des conditions a respecter par les codes R — CSO?*C — SS

De la méme maniére que pour les codes récursifs au sens large, nous devons développer
la deuxiéme itération de I’algorithme de décodage afin de déterminer I’ensemble des condi-
tions que les codes R — C'SO?C — SS doivent satisfaire. En effet, 4 chaque approximation
/\fjl),h(/j’) et /\I(fl),v(i) effectuées a la deuxiéme itération, pour [, h,v € {1,...,J}, tous les
termes utilisés doivent étre différents. Or, nous avons, a partir des équations (4.11) & (4.13)

décrivant I’algorithme de décodage :



J

2y N
ML) = o+ Z( oli + i) 0 300X (i + (an — agp)) o

r#h ‘?9;%
J
1
D7 oA i+ (= )
ﬂttfio
A2y~ 4
@) = o+ (ZoA —ag) o Y A - ) +-
G150

J
Z </\;(vfr),0(i + Oir) Z <>/\(1 (i +(Brp — agp)) 0

r=1
7‘#"“»#( >0

) Z OA;E)}t)r( (ﬁlr ﬁt,r)))

t=1
t#£l
Be.r>0

J

(2) _

A2 ) = g+ Z ( W oli+ Gir) 0 Y 0oAD (i + (Bur — @) 0 -
s=1

r=1

Br.r>0
J
’ Z <>>‘1(71t7(' (ﬁlr ﬁt,r)))

f#l
Be.r>0

86
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Ainsi, en réinjectant les équations (4.8) a (4.10), on obtient a la deuxieme itération :

J J
(2) oy _ »
Au,lJL (/I - yl i Z ((y"'ﬂ"”al.r + Z (ygyi"’al.r"’ﬁr.n © Zoy}ti+al.1‘+(ﬁr4n‘ﬁ'j.n) ©
"Zh S0 J=t
J J
U P
Z yk REXTR r+ ﬁrn‘ﬁk n )> © © (ys-,i‘l'(alm_as-'r) + Z (y?n.i‘l'(01.7‘“Us,r)+(lsmz ©
s ?e it
ﬂk n>0
Z Oy]ﬂ‘f'(o([ rasy)t(asm -, m) o Z Oyk it (o — s p )+ {(s.an— Bk, m))) o
-7#5 /@k m>0
J J J
P U P
Z O(yt,i+(a1.,‘—ﬂt.,«) + (Zoyj,iwt(m.r—ﬂn.r)—ajm © Z Oyk,i-l-(m.r—ﬂr,r)—ﬂm) +
t=1 J=1 k=1
Be.r>0 Br.t>0
J J
D U
Z (yn’i+(al4r-ﬁt.'r‘)+»3t.n © Z Oyj»i"'(alrr_ﬂtm)"'(ﬂt-n"aj.n) ©
n;E;LEIH>0 =1
Z yk it alr“ﬁt r)+(»jt n~—B%. n)))) (4'15)
k=1
k#t
5km>0
J
— (2)
yﬁz + Z ‘I’u Lr
r=1
r#h

Cependant, I’équation (4.15), pour [ fixé, montre qu’il faut, pour chaque h € {1,...,J}

que tous les termes engendrés par les équations ¥ avecr € {1,...,J}, sauf \pﬁf,{,l,

u, l rs
soient différents. Finalement, cela revient a dire, si J > 2, que tous les termes introduits par

les équations \Ilu | doivent étre différents. Nous déduisons donc qu’il n’est plus nécessaire

de garder la restriction r # h pour la recherche de conditions.
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Nous avons également pour la deuxiéme itération, pour v € {1,...,J}:

J J J
2 _ .p P
/\p,l,u(l’) - yl,i + <2 <ys i~ asl 2 (ym.i—a“+as_m © 2 Oy;'t,i——as.lﬁ—(a&m—ajm) ©
=1 =1 =1
m i
J J
p U
Z Yy i +(0rem— B ))) ° D °<yt,i—ﬁu - <z°yj,i—ﬁt_t—aj.t ¢
t=1 j=1
anso Br1>0 J
J J
p » U
2 Oykyi—ﬁt.l—ﬁht) + 2 <yn1i_ﬁt.l+,ﬁt&n © 2 Oyjei_ﬁt.l‘*'(rgt‘n—aj‘n) ©
b=1 n=1 ]:1
Br.1>0 n#lLBe.n>0
J J
vy D
. =1 1
ot Pt Bpe>0 Brm>0
Bk.n>0
J J J
u D 3
> Uit Brnonm) © D °yk,z‘+m,r+(ﬁm—ﬁm)>> 0y o (ys,z'+(ﬂl,.r—as.r) +
j= o= =1
= = s
Br.n>0
J J
P U
2 (ymui+(ﬂl<r_as.r)+as.m © z o:g.jvi+(61,Ar_“s.r)+(as4m“ﬂj.m) ©
m=1 7=1
mET i#s
J J
vy
z o‘/l' A+ (Brr—as.s)+Hasm ﬂk/m))) ¢ z o(ytyi‘*'(ﬂlm_ﬂt.r) +
aeto =
Bt.+>0
J J J
u P D
(2 Oy ‘7i+(ﬁl~r_6‘:7)_aj-t © 2 Oyk,i"'(ﬁl.r‘ﬂt.r)‘ﬁkm) + 2 (ynvi'f'(ﬁt.r_,gt.r)'f'ﬁt.n ©
=t ﬂf?iﬂ n;érrfﬁztln>0
J
z J,1+(ﬁ1 r=Ber)+(Brn—ajn) © 2 oYp i+ (Bi.r—Br.r)+(Bt.n— B n))) (4.16)
=t ot
Bkzn>0

— (
- + W Nl 0 + Z \I'p,lﬂ

T#vvﬁl.r >0

/\Sz),o(i) = Y+ z ‘I'(,zr pour v = 0

ﬂl r>0
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Pour des raisons identiques a celles qui nous ont amenées 2 ne plus considérer la condi-
tion r # h dans I’équation (4.15), il n’est plus nécessaire de restreindre les calculs pour
r # v. Nous obtenons alors deux équations, dont I’ensemble des termes doivent étre diffé-

rents pour que le code soit R — CSO?C — SS. Elles sont définies aux équations (4.17) et

4.18) :
J J J
2N , »
@) = g+ (yr,m,m + Y (yﬁmmﬂm 0 Oty +Brmy ) ©
r=1 n=1 J=1
Brm>0
J J J
D U P
Z 0yk7i+al‘r+(’gr‘n_gk‘"))> ° Zo(yS’H’(alm_as.T) + Z (ym7i+(al.'r_asﬂ‘)+as.7n ©
k=1 s=1 m=1
k#r s#l m#r
/@kz,n>0
J J
u P
ZOyﬂ?”(“l-r‘aw>+<as<m-aj-m> M Z °yk7z‘+(au—a5.n+(am—ﬁk.m))) ¢
=1 k=1
.?#3 Br.m>0
J J J
p U P
Z O<yt,i+(0¢1,-ﬁt.r) + (Zoyj,i—i—(a“.—ﬁ,ur)—n].t © z Oykfi+(al.r_ﬁt<r)_ﬁ},:.t) +
=1 i=1 k=1
Bi.r>0 Br.t>0
J J
p u
z (y7lsi+(al4r_ﬁtm)+ﬁt.n © Z Oiji‘*'(al.r"‘Bt.r)‘f‘(ﬁt.n‘Q]An) ©
n=1 j=1
n#ryﬂt«n>0
J
»
) Oyk,w(au—m.r)+<ﬁm—ak,n>))) (4.17)
k=1
k#£t
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J
@y
/\p,l (L) - y£7 + Zo(y:i—a“ + Z (sz Qg tasm Zoyjl a1 +H(es.m a_,m) <

s=1 m=1 7=1
m#l g;és
J J
p
Z Ui aap s+ (e~ . m)>) ° °<ym’~3u (20%1 Bei—aze ©
k=1 t=1
kom > ﬁt.l,>0
J J J
P p U
Z yk,z‘—ﬁtlz—ﬁk.) = ) (yn.z‘—ﬁmm.n O Uimp i+ (Ghnazn) ©
G0 1Al e >0 i=t
J J J
Y4 vy
D kit Gnse m))) =2 ((yr,mm + D (yn,z‘w[.rwm °
k=1 r=1 n=1
k#t B1.+>0 Br.a>0
/3k.n>0
J J J
U D U
D Yiein 4 on-a) © D Oyk,i-f—ﬁz.r-l-(ﬁnn—ﬁk.n))) 0 o (ys,fi+<a}m—am) +
j=1 1]::;1 s=1
Brn>0
J
p
Z (ym’i‘*'(ﬂlm'asm)‘*’asnn Z Oy A+ (B r—asr)+(0sm—ajm) ©
=1
1m7$r J;és
J J
P p
Z oyk7i+(ﬁl.r—as.T)+(as4m,—ﬁk.m)>) © Z O(yt7i+(ﬁl4r_ﬂt.r) +
k=1 t=1
Bre.m>0 ﬁt#;o
t.r
J J J
U p P
(Zoyjﬂ—(ﬁz.r—ﬂm)—aj.t ° °yk,i+(az,—ﬁt.r)-ﬂm> + Z (yn,7t+<ﬂl.r-ﬂf.m>+m<n ¢
j=1 k=1 n=
Br.+>0 78t
J J
U vy
Z Oyj7i+(ﬁl.r_ﬁt.r)‘?'(,@t,n_ajm) © Z <>yk,i+(ﬁ[‘,,.—ﬁtm)—’—(ﬂt.n—ﬁk_n))) (418)
=1 k=
g Wt
ﬂk4n>0

Ainsi, nous voulons que tous les indices des termes en 4* soient différents, tout comme

les indices des termes en yP, dans chacune des équations (4.17) et (4.18). Il y aura donc
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quatre ensembles de conditions, qui sont présentés dans les tableaux 4.1 a 4.4. 11 faut, pour
tous [ et j fixés dans {1,...,J}, pour toute combinaison des entiers r,n,t € {1,...,J}
sous les restrictions indiquées, que tous les termes inscrits dans chaque tableau soient
différents entre eux et avec les autres termes du tableau, en supposant que tous les 3,

avec (I, 7) € {1,...,J} soient positifs. L’ordre des conditions suit I’ordre d’apparition des

termes dans les équations (4.17) et (4.18).

Conditions terme restriction
1 e + ﬁr,n — Qjn
2 Qg — aj,r .7 7£ l
3 Qpp — Oy + Qpp— Qi | T 7é rt 7é It 7é J
4 O p — Bn,r - aj’n
5 &y — ﬁt,r + ﬁt.n - aj,n n 7£ r

TAB. 4.1 Indices des termes en y* dans 1’équation (4.17)

Conditions terme restriction
1 CMZJ
2 .y + ﬁr,j
3 Ay + ﬂ?‘,n - /gj,n T 7é ]
4 al,r — Qpp + Qp 5 n 7£ Ir 7£ .7
5 Qpy — Qg + Qg — ﬁj,n n 7é rt 7é l
6 Qpr — ﬂj,r
7 Qpr — ﬁn,r - ﬁj,n
8 Qpr — /Bn,r + /Bn,j r 7é 7
9 Qpp — ﬂt,’r + 5}‘.,71 - ﬁj,n n 7é () 7é ]

TAB. 4.2 Indices des termes en y? dans I’équation (4.17)



Conditions terme restriction
1 —0y 1
2 —0p + Qpr — aj,r n 7é .] r 7é l
3 '—/61',l -
4 —/371,[ + ﬂn,r = Qr r#l
5 ﬁl,n + ﬁn,r — Qi
6 ﬁl,r — Qi
7 %gl,n — Ogp T+ Aty — Qjp | T 7é rt 7é .]
8 /Bl,n - ﬂv',n - aj,r r 7é l
9 Bl.,n _ 51,.71 + .Btﬂ‘ = &y n 7é Tt 7é l

TAB. 4.3 Indices des termes en y* dans I’équation (4.18)

Conditions terme restriction
1 =y + Opyg j#1
2 — Qg + Qpp — ﬁj,n T 7é l
3 =B
4 _rBr,l - 5]',7‘
5 _ﬂr,l + ﬂr,j J 7é l
6 "51‘,[ + /Gr,n - /Gj,n T 7é j n 7é {
7 Buj
8 Bl,r + Br,j
9 /Bl,r + /Br,n - Bj,n T 7é J
10 Bir — Oy + Qp ryg
11 51,7" — Qi + Oty — Bj;n r 7é n
12 ﬂl,r - 5]'.7" { 7é J
13 /Bl,r - Bn,r - /Bj,n n 7é l
14 ﬁl,r - ﬂn,r + 571,]’ T 7é in 7é l
15 ﬂl,r_ﬂt,r+6t,n_ﬂj.n r#Ent#£It#£]

TAB. 4.4 Indices des termes en y” dans I’équation (4.18)
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Cependant, certaines de ces conditions sont redondantes et peuvent donc étre simpli-
fiées. Tout d’abord, si nous réorganisons les tableaux 4.2 et 4.3, nous remarquons qu’ils

donnent les mémes conditions au signe - prés et en inversant les indices [ et j :

Conditions du tableau 4.2 Conditions du tableau 4.3
Ne terme restriction | N° terme restriction
1 Qyj 1 —Qy 1
2 .y + ﬂr,j 3 —ﬂr,l - aj,r
3 Qq p + ﬁr,n - ﬂj,n T 7é .7 8 ﬁl,n - ﬁr,n - Oy r 7é l
4 Qry — Oy + QU j nZlr#ji 2 ~Qp )+ Opy — Qjp n#jr#l
5 | s —opyt+opn — ﬁj,n ngErt#Fl| 7 Bin — A+ Qpp — Oy | T Fri#j
6 e — ﬂj,r 6 By — Oy
7 Apr — ﬂn,r - IBj,n 5 ﬁl,n + /Bn,r — Oy
8 Ay — ﬂn,r + /371,]' r 7é .7 4 _ﬂn,l + ﬁn,r - aj,r r 7é [
9 al,r — /Bf.,r + Bt.n - /Bj,n n 7é ri 7é ] 9 /Bl.,n, - Btﬁn + /Bt,r - aj,r n 7é rt 7é [

TAB. 4.5 Comparaison des termes des tableaux 4.2 et 4.3

Nous pouvons donc éliminer les conditions du tableau 4.3.

Les autres simplifications sont plus délicates & démontrer. Par exemple, si on regarde
les conditions 2 et 3 du tableau 4.2, nous pouvons prouver que si tous les termes de la
condition 3 sont différents, alors tous les termes de la condition 2 seront obligatoirement
différents :

Nous procédons par 1’absurde. Supposons donc que la condition 3 est vérifice et que la
condition 2 ne ’est pas. Il existe donc r; et 7o dans {1,. .., J} avec 71 # r tels que pour /
et jdans {1,...,J},

Oy + /37'1>j = Qupy, + ﬁrzd

Pour J > 2, il est possible de fixer un j, dans {1,..., J} avec jo # 71 et jo # 9. Alors, en
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retranchant le terme 3;, ; de chaque c6t€ de 1’égalité précédente, nous obtenons :

Wy + Bryg = Bjaj = Qg + Braj — Oiasj

En résumé, pour [ et j, fixés dans {1, ..., J}, nous avons trouvé r; et ry avec r; # jo et

ro # j2 tels qu’il existe un j dans {1, ..., J} tels que

Ay = Bij + Orij = Qs = Bjag + Braj

ce qui est en contradiction avec la condition 3. Ainsi, si tous les termes de la condition 3
sont différents, tous les termes de la condition 2 le seront aussi. Mais cette démonstration
ne peut suffir pour retirer la condition 2 du tableau, puisqu’il faudrait démontrer que tous
les autres termes du tableau 4.2 sont aussi différents des termes engendrés par la condition
2.

Une méthode simplificatrice a été utilisée en construisant des codes R — CSO*C — SS
en enlevant une & une les conditions des tableaux. Ensuite, les codes obtenus sont soumis a
la validation de I’ensemble des conditions. Ainsi, si ces codes vérifient toujours 1’ensemble
des conditions, nous pouvons déduire que la condition retirée n’était pas nécessaire. Cette
méthode n’est pas trés formelle, mais tous les codes obtenus dans la suite du mémoire vé-
rifient bien toutes les conditions. Les conditions simplifiées sont présentées dans le tableau
4.6, ou tous les termes provenant des conditions de chacun des 3 ensembles doivent étre

différents entre eux.



Ensemble | Conditions terme restriction
1 1 Qpr — Qjp — /Sn,r
2 Al — O+ Q= | NFETLELEFE ]
2 1 (a7 %% + ﬁﬂj
2 Qpr — /3j.n - /Bn,r
3 (€7 ﬁj,n + /61".,71, r 7£ .7
4 Oy + Opj — Qpr n#Elr#j
5 Qpp — /3_7‘,71 + Uy — G n 7é Tt 7é !
6 Oy — ﬂj,n + /Gt,n — ﬂt.r n 7é T 7é J
3 1 Bir + Br.;
2 —Qp — ﬁjm + Qrp n 7£ !
3 ﬁl,r + Qpj — Oy r 7é .7
4 —ﬁr,l - ﬁj,n + ﬁr,n T 7£ .7 n 7£ l
5 ﬁl,r - ﬁj,n + ﬂr,n r 7é .7
6 ﬁl,r - ﬁj,n - /6n,r n 7é l
7 ﬁl,r - ﬁj,n + Qi = Oty r 7£ n
8 ﬁl.r_ﬁj.n+}3t,n_ﬁt.r T#ﬂt#lt#?

TAB. 4.6 Conditions d’un code R — CSO*C — SS
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11 aurait été possible de simplifier les conditions d’une manicre différente. Cependant,

cette configuration a donné le plus petit nombre de conditions et ne peux pas étre réduite

d’avantage. 11 est important de noter que nous avons supposé tous les /3 strictement positifs.

Si ce n’était pas le cas, les conditions sont toujours valides, il suffirait tout simplement de

ne pas considérer les termes faisant intervenir les 5 valant 0.

4.2 Construction de nouveaux codes R — CSO*C — SS

4.2.1 Recherche de codes

L’algorithme de construction des codes R — CSO?C — SS utilisé est un algorithme

aléatoire. Il faut I’initialiser en indiquant la taille des matrices, J, la valeur maximale au-

torisée des connexions, maz, ainsi qu’un vecteur position qui regroupe les emplacements
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des connexions dans les matrices, puisque les meilleures performances d’erreur ne seront
pas obtenues avec des matrices pleines. On notera H la matrice des connexions, qui sont

numeérotées dans le vecteur position en lisant le long des colonnes comme suit :

b2 (J=-1)+1
o Jootoeee i 2. J-(J=-1)+J
H: e =
B J+1 ot 2.0 (J=1)+J+1
2-J 2-J-J

Par exemple, si J = 3, pour avoir une matrice ou les connexions doivent étre a 1’em-

placement des x dans H telle que

X o X

X X X

o o o X
H=|—1|=

J6) o X o

X o X

o o X

le vecteur position sera {1 2 5 8 10 13 14 15 17 18}. La longueur du vecteur position,

valant le nombre total de connexions, sera notée total. On se sert aussi d’un compteur,
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noté cpt, indiquant le numéro de la connexion en cours de recherche située dans la matrice
H a I’emplacement position(cpt). Enfin, on place dans le vecteur liste toutes les valeurs
que la connexion en cours de recherche peut prendre. Ainsi, liste vaudra {0, ..., max} si
on cherche une connexion dans la sous matrice « et {1, ..., max} si on est dans la sous

matrice 3, ou les connexions ne peuvent valoir 0.

Le principe de I’algorithme est décrit & la figure 4.3. Nous partons d’une matrice H

Initialisation du compteur
cpt <- 0

Reste -t-il des
connexions a trouver :
cpt <total ?

NON— FIN

oul

incrémentation  du compteur
cpt <-  cpt+1

. Changement dela connexion
) . >
Création dela liste précédente : cpt <-  cpt-1

Oul
Choix aléatoire d'une
connexion de la
liste mise a l'emplacement
position( cpt)

NON la liste est

vide?

le code est

On retire la  connexion de
R-CSO?C-SS? ON—"

la liste

FI1G. 4.3 Algorithme de recherche aléatoire des codes R — CSO*C — SS

vide et incrémentons le compteur cpt a 1. On construit alors la liste des valeurs possibles,
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et on en prend une au hasard, appelée connexion, qu’on met a position(cpt), représentant
sa place dans la matrice H. Si la matrice ainsi définie vérifie les conditions d’un code
R — CSO%*C — S8, on incrémente cpt, et on recommence jusqu’a ce qu’on ait toutes les
connexions désirées. Si le code ne vérifie pas les conditions du tableau 4.6, on retire la
connexion de la liste, et on revérifie avec une autre valeur prise aléatoirement dans ce
qu’il reste de la liste. Dans le cas ol toutes les valeurs de la liste ont été testées sans
succeés, on revient en arriere pour changer les connexions précédentes.

Précisons que nous nous sommes restreints dans cette recherche a des codes dont la sous
matrice o est pleine, c’est a dire que lors de la recherche des codes pour un J quelconque,

le vecteur position contient tous les éléments j + 2J(k — 1) avec (k, j) € {1,...,J}.

4.2.2 Réduction du span

Un autre algorithme a €t utilisé afin de réduire la latence d’un code obtenu par la
méthode de construction décrite a la section précédente. 11 est montré a la figure 4.4 et avait
initialement été proposé dans [1] pour réduire la longueur des codes C' SO?C — SS.

On commence par mettre en mémoire la matrice H initiale sous H’. L’idée est de
tester chacun des 2 - J? éléments de la matrice H en les remplacant par un compteur qui
commence & la valeur 0 ( ou 1 si I’élément est dans la sous matrice 3) et qui s’ incrémente.
A chaque valeur du compteur, on effectue un test pour savoir si la nouvelle matrice H
décrit un code R — CSO?C — SS. On gardera comme connexion valide la plus petite

valeur trouvée du compteur qui remplisse les conditions du tableau 4.6. Dans le pire des



H connue

|

H'<-H 1 4————NON

Choix aléatoire d'une
connexion de H notée connex NON
cpt<-0

On remplace connex par cpt
dans H

le code est
R-CS0O?C-SS8?

connexions de H

oul

toutes les

testées ?

NON

cpt <- cpt+1

FIN

OUl

F1G. 4.4 Algorithme de réduction du span des codes R — CSO?*C — SS
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cas, cette valeur du compteur vaut la valeur d’origine de la matrice H. Enfin, quand ces

étapes ont été complétées pour toutes les connexions de la matrice H, on regarde si H et

H'’ sont égales, auquel cas aucune simplification n’a été possible. Sinon, on recommence

tout le processus jusqu’a ce qu’il n’y ait plus de réduction possible.

Notons que I’ordre dans lequel on tente de réduire la valeur des éléments de la matrice H

est pris aléatoirement. En effet, le fait de réduire une valeur plutét qu’une autre affecte le

reste de la recherche. Ainsi, pour réduire efficacement le span d’un code représenté par sa

matrice H, il est important de répéter plusieurs fois I’algorithme a partir de la matrice de
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départ car les résultats sont rarement identiques.
Ainsi, le code testé dans [4] pour J = 5, avec un span de 1135, a pu €étre réduit a un

span de 247 selon :

0 299 0 142 1135 0 30 0 0 247
0 320 146 407 794 0 2 146 107 39
0 679 5 977 172 0 19 3 9 172
87 333 0 106 310 87 4 0 106 1
0 418 60 123 99 0 184 4 123 99
H1 = =H2=
0 945 0 0 92 0 225 0 0 3
1135 0 0 0 0 16 0 0 0 0
0 0 0 1003 O 0 0 0 34 0
0 0 193 0 0 0 o 71 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

Cependant, nous verrons dans la prochaine partie que réduire la latence d’un code connu

peut avoir des répercutions sur ses performances d’erreur.

4.3 Simulations

Nous présentons dans cette section plusieurs résultats obtenus pour les codes R —
CSO*C — SS. Différentes pistes ont été suivies afin d’obtenir les meilleures performances

d’erreur possibles. Nous nous sommes tout d’abord intéressés a étudier, pour une confi-
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guration de matrice donnée, I’influence du span sur les performances d’erreur. Ensuite,
comme il avait été observé dans {4] que ces codes nécessitaient un grand nombre d’ité-
rations pour converger, la deuxiéme idée a été d’essayer de réduire au maximum le span
de différents codes pour J=3. Enfin, en restant a span constant, nous avons fait varier le

nombre de connexions et leurs emplacements dans la partie récursive du codeur.

4.3.1 Importance du span des codeurs
4.3.1.1 Exemple avec J=5

Les meilleurs résultats qui ont été publiés dans [4] utilisent la matrice H 1, avec J=5 et
un span de 1135, présentée dans la section précédente. On présente les performances de ce
code a la figure 4.5.

On peut voir sur la figure 4.5 I’amélioration des performances d’erreur avec le nombre
d’itérations utilisées. Par exemple, aprés 10 itérations, on obtient une probabilité d’erreur
par bit de 1 x 107 pour E,/N, = 1.95d B. En revanche, aprés 50 itérations, on atteint la
méme probabilité pour E,/Ny = 1.2dB, ce qui représente un gain de codage de 0.75 dB.
Cependant, plus on utilise d’itérations, plus la latence au décodage est importante. En effet,
pour les codes R — CSO?C — S8, chaque itération produit une latence de J - m. Ainsi,
dans le cas du code représenté par la matrice H 1, un décodage avec 50 itérations engendre
un retard de 50 - 5 - 1135 = 283750 bits. Un décodage de 10 itérations, lui, produira une
latence de "seulement" 56750 bits.

Pour tous les codes doublement orthogonaux connus, les performances de correction
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i Itération 10

Itération 20

Probabilité d’erreur par bit

1 1.1 1.2 1.3 1.4 15 16 17 1.8 1.9 2
Eb/N0 en dB

FIG. 4.5 Simulation du code R — C'SO%C — SS avec R=1/2, J=5 et m=1135 représenté par
la matrice H1
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d’erreurs dépendaient uniquement du nombre de connexions utilisées. Nous avons donc
toujours cherché & minimiser le span des codeurs, ce qui ne détériorait pas les résultats,
Ainsi, nous sommes parvenus, pour J=5, a réduire le span a 247, sans changer la place
des connexions. Le code est représenté par la matrice H2 de la section précédente. Les

performances d’erreur sont indiquées a la figure 4.6. On observe une faible détérioration des

—— J=5m=247 ]
J=5m=1135 |1

Itération 10

Probabilité d’erreur par bit

10'8 i i . i H i I i i i
1 1.1 1.2 1.3 1.4 1.5 1.6 1.7 1.8 1.9 2
Eb/N0 endB

F1G. 4.6 Simulation du code R — CSO?C — SS avec R=1/2, J=5 et m=247 représenté par
la matrice H2

performances d’erreur au fil des itérations. Le tableau 4.7 compare les probabilités d’erreur
par bit obtenues par chacun des codes simulés pour J=5, pour les différentes itérations
représentées & la figure 4.6.

On voit que les performances du code avec le plus petit span sont meilleures pour les
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Nombre d’itérations 10 20 30 39 50
Ey /Ny (dB) 1.8 1.4 1.3 1.25 1.2
span de 1135 9x107% [1.7x107*[13x107" | 5x107% [8x 107°
span de 247 1.3x1077 [ 1.7x107° | 2x 107 9x107% | 2x107?

Rapport des performances | 6.9 x 10° 10 6.5x 1072 | 5.5 x 1073 | 4 x 107!

TAB. 4.7 Comparaison des performances au fil des itérations de 2 codes R — CSO?*C — SS
avec R=1/2 pour J=5 avec des span de 1135 et 247.

premicres itérations. Cependant, au fur et & mesure que les itérations augmentent, c’est le

code avec le plus grand span qui obtient les plus faibles probabilités d’erreur par bit. Ces

différences de performance sont probablement diies a I’impact du span sur les cycles. Tou-

tefois, si on compare les performances des deux codes en terme de latence, c’est le code

le plus court qui est le plus intéressant. En effet, le rapport des spans étant de 4.6, le dé-

codage du code avec le span de 1135 apres 10 itérations produit presque la méme latence

que le décodage du code avec le span de 247 aprés 50 itérations, pour des performances

d’erreur bien moins bonnes. Mais le code le plus long pourra donner des performances inat-

teignables pour le code le plus court. Tout dépend des contraintes d’utilisation. Si la latence

est une contrainte importante, on préférera le code le plus court. Si ¢’est la performance qui

compte, on se servira du code le plus long.

4.3.1.2 Exemple avec J=3

Pour confirmer les résultats observés pour J=5, nous avons effectué un autre test a J=3,

avec des matrices qui contiennent toutes les connexions dans la partie récursive. Les deux

codeurs, respectivement de spans maximaux 119 et 195, sont représentés par les matrices
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H3 et H4 suivantes :

1 12 85 193 101 96
106 63 8 26 0 97
16 61 78 49 44 20
H3 = et H4 =
21 115 103 182 195 155
112 119 40 135 172 5
111 63 14 124 2 151

Les simulations effectuées avec ces deux codes ont donné les résultats présentés aux

figures 4.7 et 4.8.

U ltération1 ...

Itération 10 ;-

" Itération 50

Probabilité d’erreur par bit

-+ Mtération 60

itération 20

10 Frifiiiiiiaiiniiiiiiianinininiinnpenpinnninine ey RN 4
10"5 i i i i i i H
1 1.1 1.2 1.3 14 1.5 1.6 1.7 1.8
Eb/Noen dB

FI1G. 4.7 Simulation du code R — CSO?C — SS avec R=1/2, J=3 et m=119 représenté par
la matrice H3
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Itération 1

s = tération 10
Iteration 35

Itération 60

Probabilité d’erreur par bit

Itération 20

1 1.1 1.2 1.3 1.4 1.5 16 - 1.7 1.8
Eb/NOendB

F1G. 4.8 Simulation du code R — CSO?C ~ SS avec R=1/2, J=3 et m=195 représenté par
la matrice H4

Ce qu’on y observe est que les deux codes ont les mémes performances pour les 10 pre-
miéres itérations. Ensuite, comme pour la partie précédente, le code de plus petite longueur
obtient, pour une valeur de E;, /N, donnée, de moins bonnes performances. Par exemple, si
on se place & un rapport E,/ Ny = 1.5d B, nous obtenons, apres 50 itérations de décodage,
une probabilité d’erreur par bit de 2.0 x 10~4 pour le code de plus petit span représenté par
la matrice H 3. Pour 1’autre code, de span 195, au méme rapport signal sur bruit, la proba-
bilité d’erreur par bit aprés 50 itérations est de 7.0 x 1075, Le gain de codage résultant est
de I’ordre de 0.3dB.

En conclusion a cette premiére partie de résultats, nous pouvons affirmer que les spans

des codes influencent les performances de correction d’erreurs. Nous verrons d’autres
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exemples plus frappants de ce phénomene plus loin dans cette section. Cette propriété est
intéressante car nouvelle pour les codes convolutionnels doublement orthogonaux, dont les
performances d’erreur ne dépendaient jusqu’ici que du nombre de connexions du codeur.
11 en résulte que la recherche des codes R — CSO*C — SS doit étre différente de celle
des autre codes. En effet, bien qu’il puisse étre intéressant d’étudier le comportement des
codes avec un petit span, comme nous le verrons dans la prochaine partie, les meilleures

performances d’erreur seront obtenues avec des spans plus grands.

4.3.2 Plus petits spans trouvés pour J=3

Les observations de la partie précédente montrent que les performances d’erreur s’ amé-
liorent avec la longueur des spans des codes pour les grandes valeurs d’itérations. Mais
nous avons quand méme cherché a réduire au maximum la longueur de différents codes
pour J=3. Ainsi, la plus petite latence obtenue pour une matrice pleine est de 119 et corres-
pond a la matrice H 3 présentée 3 la section précédente. Les performances sont présentées
a la figure 4.7. Pour pouvoir diminuer cette latence, il a fallu rechercher des codes dont
la partie récursive, ¢’est a dire la sous matrice 3, n’est pas compléte. Nous nous sommes
intéressés aux deux cas suivants : avec 1 connexion par ligne/colonne dans la sous matrice

3 et avec 2 connexions par ligne/colonne.
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4.3.2.1 Avec 1 connexion par ligne/colonne dans la sous matrice 3

Avec 1 seule connexion par ligne et colonne dans la partie récursive de la matrice, le

plus petit span obtenu est de 10. La matrice de représentation du code est :

7 3 1

39 0

0 0 10
HS5 =

0 0 8

9 0 0

0 10 0O

Cette diminution de plus de 90% du span est diie au fait que tous les termes qui faisaient
intervenir les connexions retirées dans la vérification des conditions du tableau 4.6 ont
été enlevés. Ainsi, le nombre de différences devant étre distinctes a été considérablement
réduit, d’ou cette réduction du span.

Les performances d’erreur de ce code sont données a la figure 4.9.

Un ajustement des coefficients de pondération a ¢té nécessaire. On utilise a,, = 0.8 et
a, = 0.9. On peut observer que les performances sont nettement moins bonnes que pour les
autres codes R—C'SO*C— S S vus jusqu’ici. Cependant, la latence totale d’une itération est
de 30 bits, ce qui est trés peu. De plus, le nombre total d’itérations nécessaires au décodage
est faible, puisque ’algorithme de décodage a presque atteint sa convergence apres 10

itérations seulement. Pour étre siir de la validité des résultats, nous considérons qu’il faut
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Probabilité d’erreur par bit

FIG. 4.9 Simulation du code R — CSO?C — SS avec R=1/2, J=3 et m=10 représenté par
la matrice H5

15 itérations pour faire le décodage. Ceci reste faible par rapport aux codes de plus grandes
longueurs, comme ceux représentés par les matrice H1 a H4, qui nécessitent au moins 50
itérations pour obtenir les meilleures performances possibles. Ainsi, pour E}, /Ny = 3.5dB,
on obtient une probabilité d’erreur par bit de 1.0 x 1076 aprés 15 itérations, ce qui signifie
que le nombre de bits que le décodeur a besoin de garder en mémoire pour effectuer le
décodage est seulement de 450.

On peut se donner une idée plus précise de ces performances en le comparant aux codes
vus précédemment dans ce mémoire a la figure 4.10 :

Il est clair qu’aucun des autres codes C.SO%C ne parvient, pour F; /Ny = 3.5dB, a de
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10 T T T T
)= R-CSO*C-WS

107 .
= J=7
o CS0O*C-WS
o
3
5 107L J=
£
K
©
pod
= -5
S 107k
©
a
g
o S-CSO*C-W

10°%L J3 max=10—>»0

Eb/No = 3.5dB
-7 1 1 1 i
10 1 2 3 4 5 6
10 10 10 10 10 10

Latence totale en bits

F1G. 4.10 Comparaison du code R — CSO?C — SS avec R=1/2, J=3 et m=10, avec les
autres codes C'SO?C pour E;, /N, = 3.5dB

meilleures performances de correction d’erreurs pour une latence équivalente. En effet, le
code affiché avec les performances les plus semblables, soit le code S — CSO*C — WS
pour J=11, utilise une latence totale d’environ 4500 bits, soit 10 fois plus que la latence
utilisée par le code R — C'SO?*C — SS pour J=3 avec un span de 10.

Ainsi, bien que ce code ne soit pas trés performant pour de faibles rapports signal sur
bruit, son petit span, ainsi que le faible nombre d’itérations nécessaires au décodage, le

rendent tres intéressant a de plus hautes valeurs de F;/Ng.
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4.3.2.2 Avec 2 connexions par ligne/colonne dans la sous matrice 3

Le plus petit code obtenu avec deux connexions par ligne et colonne pour la sous ma-

trice 3 est :

33 26 4

20 0 21
H6 = | ——

0 27 28

17 0 27

31 10 0

Le span est donc de 33. Ses performances d’erreur sont indiquées a la figure 4.11.

10 itération 1
|
@ 10 2 n B
=% Itération 5 :
S L NSO TSR
[}
=
O .3
5 10 "k
I ORI NGy
B s STt
8-
© 10 triririo
p-
o

: ltération 25
1 1.5 2 25
Eb/N0 en dB

FIG. 4.11 Simulation du code R — C'SO*C — SS avec R=1/2, J=3 et m=33 représenté par
la matrice H6
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Les résultats sont meilleurs que ceux donnés par la matrice H 5 de span 10 avec un gain
de codage d’environ 0.6dB pour une probabilité d’erreur par bit de 2.0 x 1074, De plus,
le nombre d’itérations nécessaires reste assez faible (25). Comme précédemment, le faible
span de ce code nous ammene a le comparer avec d’autres codes doublement orthogonaux

non récursifs. Les résultats, pour E;, /Ny = 2.5d B, sont donnés 4 la figure 4.12.

10 T T T T

R-CSO*C-~Ws J=10

.-‘S
g

-3
5 107t i
o©
[
o
kel
L
3107 E
Q
O
e =
o CS0?C-SS J=8

-5

10 ¢ J3 max=33 E

Eb/No =2.5dB

-6

) Y

10° 10° 10 10
Latence totale en bits

F1G. 4.12 Comparaison du code R — CSO*C — SS avec R=1/2, J=3 et m=33, avec les
autres codes CSO*C pour Ey/Ny = 2.5dB
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A nouveau, le code R — C'SO%C — S est, avec une faible latence, beaucoup plus per-
formant que les autres codes doublement orthogonaux. Les performances les plus proches
sont obtenues par le code CSO*C — SS pour J=10 avec une probabilité d’erreur par bit de
5 x 1076 contre 2 x 1078 pour le code récursif. Mais le code non récursif a besoin de garder
en mémoire 300 fois plus de bits que notre code avec le span de 33 ( 750000 contre 2500 ).

11 avait été observé dans [4] que les performances des codes R — CSO?C — SS dépen-
daient beaucoup du nombre de connexions dans la partie récursive du codeur, et que le fait
de diminuer ce nombre permettait d’améliorer les performances. Il ne faut pas penser que
les résultats présentés ici sont en contradiction avec ce qui avait ét¢ avancé. En effet, les
deux codes qui ont été étudiés dans cette section ont de trés faibles spans, ce qui explique
pourquoi ils ne sont pas performants en dessous d’une valeur de F,/N, de 2dB. Pour ob-
tenir les mémes observations que [4], il faut se placer avec un span constant. Ainsi, pour
un J donné, on construit une matrice pleine a partir de laquelle on enléve des connexions.
Cette méthode nous permet d’évaluer I’influence du nombre de connexions dans la par-
tie récursive sur les performances d’erreur, sans que des variations de span perturbent les

résultats.

4.3.3 Etude de différentes dispositions des connexions dans la sous matrice 3

L’idée de cette section est d’essayer de déterminer la meilleure configuration possible
des emplacements des connexions. Pour cela, nous avons fait varier leur nombre ainsi que

leur répartition sur les lignes et colonnes de la partie récursive de la matrice.
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4.3.3.1 Dispositions possibles pour 1 connexion par colonne dans la sous matrice 3

Nous avons mentionné a la section 4.1.2, que le nombre d’équations qui servaient a
décoder le symbole p;;, & 'instant ¢ = 0,1,2,...,avec! € {1,...,J}, était le nombre N,
de connexions a la ligne ! de la sous matrice 3. Pour savoir s’1l était préférable de répartir
les connexions sur les différentes lignes pour que les symboles p;; aient tous un nombre
identique d’équations pour étre décodés, nous avons trouvé un ensemble de connexions
qui vérifient ’ensemble des conditions des codes R — C'SO?*C — SS du tableau 4.6 pour

plusieurs configurations de matrice. Les dispositions étudiées ont toutes la méme partie o

qui est la suivante :

142 133 123 138
33 114 66 116

90 67 91 136

72 1 118 O

En prenant une connexion par colonne dans la sous matrice 3, et donc un nombre total
de connexions dans la sous matrice 3 de 4, les 5 cas qui ont été etudiés sont résumés dans le
tableau 4.8. Chaque ligne représente un des cas étudiés. Chaque colonne indique le nombre
de connexions par ligne.

Par exemple, la matrice 3, a 1 ligne avec 4 connexions et 3 lignes avec 0 connexion.



8, b connex 4 connex | 3 connex | 2 connex | 1 connex | 0 connex
B, i 0 0 0 ;
Ba 0 0 2 0 .
B 0 0 1 2 :
Bs 0 0 0 4 ’

TAB. 4.8 Répartition des lignes en fonction du nombre de leurs connexions

Elle s’écrit :

B =

394 491
0 0
0 0
0 0

200 295
0 0
0 0
0 0

De la méme maniére, les autre matrices s’écrivent :

B2 =

Ba =

0

0

0

491 290 295
0 0 0
Bs
0 0 0
0 0 0
0 290 295
491 0 0
Bs
0 0 0
0 0 0

0 0 290 295
394 491 O 0
: 0 0 0 0
0 0 0 0

0 0 0 295
0 0 200 0
. 0 491 O 0
394 0 0 0
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L’avantage d’avoir pu prendre les mémes valeurs des connexions pour tous les cas est
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que le seul parameétre qui change est la place des connexions, mais le span reste identique
et n’influence donc pas les résultats des performances d’erreur. Les simulations, présen-
tées sous forme de courbes donnant la probabilité d’erreur par bit en fonction du nombre

d’itérations a F;, /Ny = 2dB, sont a la figure 4.13.

Probabilité d’erreur par bit

-8

10 i I i i

0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20
Nombre d’itérations

FIG. 4.13 Influence du nombre de connexions par ligne dans la sous matrice 3

On peut observer qu’il n’est pas avantageux de privilégier une ligne sur les autres
puisque la matrice 34, qui contient toutes les connexions sur la méme ligne, offre les moins
bonnes performances d’erreur par bit avec 8 x 1074, Les meilleurs résultats sont obtenus
avec les deux matrices qui répartissent le plus possible les connexions. En effet, les matrices

B4 et Bs atteignent une probabilité d’erreur par bit de 9 x 1075,
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4.3.3.2 Dispositions possibles pour 1 connexion par ligne dans la sous matrice 3

Regardons maintenant I’influence de la répartition des connexions sur les colonnes de la
partie récursive de la matrice. L’ensemble des connexions précédentes sont toujours valides

pour les 4 matrices suivantes :

0 0 295 0O 0 295 0 O
0 2000 0 O 0 290 0 O
Be = Br =
491 O 0 0 491 0 0 O
394 0 0 0O 304 0 0 O
0 2905 0 O 285 0 0 O
290 0 0 O 290 0 0 O
Bs = Be =
491 0 0 0O 491 0 0 O
304 0 0 O 304 0 0 0O

Avec s, ces quatres dispositions sont toutes telles que les matrices ont une connexion

par ligne et la répartition sur les colonnes suit le tableau 4.9.

8, b connex 4 connex | 3 connex | 2 connex | 1 connex | 0 connex
Bo 1 0 0 0 3
Bs 0 1 0 1 2
B 0 0 2 0 2
Be 0 0 1 2 1
Bs 0 0 0 4 0

TAB. 4.9 Répartition des colonnes en fonction du nombre de leurs connexions
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Comme dans la partie précédente, nous simulons le comportement de ces différents

codes a E},/Ny = 2dB. Les résultats sont donnés a la figure 4.14.

Probabilité d’erreur par bit

0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20
Nombre d'itérations

F1G. 4.14 Influence du nombre de connexions par colonne dans la sous matrice 3

Les résultats obtenus indiquent a nouveau que le codeur représenté par la matrice 35
est le plus performant avec une probabilité d’erreur par bit de 9 x 107°. Cette observation
est aussi plus importante que pour la répartition des lignes. En effet, les performances sont
sensibles au nombre de connexions par colonne. La matrice g, qui n’a qu’une colonne
sans connexion, donne une probabilité d’erreur par bit de 2.5 x 107> contrairement a la
matrice 34, qui, avec une seule ligne sans connexion, nous donnait aussi 9 x 1076,

Les simulations présentées dans cette partie nous poussent a croire qu’il est important

d’avoir un nombre constant de connexions sur les colonnes et sur les lignes de la partie
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récursive des matrices de représentation. Mais il parait possible d’avoir une exception au
niveau de la répartition des lignes. Cette propriété est importante car elle peut nous per-
mettre de donner plus d’importance & d’autres conditions, comme avoir le plus grand span

possible.

4.3.3.3 Nombre de connexions par colonne dans la sous matrice 3

Suite aux observations précédentes, nous avons retiré certaines connexions aux matrices
H3 et H4, en gardant un nombre constant de connexions par colonne. Dans le cas ou on

garde | connexion par colonne dans la sous matrice 3, les matrices simulées sont :

1 12 85 193 101 96
106 63 8 26 0 97
16 61 78 49 44 20
H3, = et H4, =
0 0 103 0 195 0
0 119 0 135 0 0
111 0 0 0 0 151

Les connexions qui ont été retirées sont les plus courtes. Les performances d’erreur
sont données aux figures 4.15 et 4.16.

En comparaison avec les simulations des codes des figures 4.7 et 4.8, les résultats obte-
nus en enlevant deux connexions par colonne sont moins bons. En effet, le seul avantage de

ces codes est le faible nombre d’itérations nécessaires au décodage. Le code de plus court
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Probabilité d’erreur par bit

1 1.5 2 2.5
Eb/N0 en dB

F1G. 4.15 Simulation du code R — CSO?*C — S avec R=1/2, J=3 et m=119 représenté par
la matrice H3,

span a seulement besoin de 15 itérations pour converger, et 1’autre code d’environ 20. Et si
on se place & E}, /Ny = 1.6d B, aprés 10 itérations, le code de longueur 119, avec une seule
connexion par colonne dans la partie récursive, atteint une probabilité d’erreur par bit de
1 x 1072, alors que le code d’origine, avec toutes les connexions, atteignait une probabilité
de seulement 2 x 1072, On en conclut qu’aprés 10 itérations, c’est le code avec le moins de
connexions qui est le plus performant. Cependant, le code de la matrice H 3, n’améliore
pas autant ses performances en effectuant plus d’itérations que le code de la matrice -3
qui atteint, toujours & Ey/Ny = 1.6dB, une probabilité d’erreur par bit de 7 x 1075 aprés
35 itérations. On peut noter que ces observations sont valables dans les 2 cas étudiés.

11 est en revanche intéressant de comparer ces codes, pour J=3, avec une seule connexion
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Probabilité d’erreur par bit

—4

FIG. 4.16 Simulation du code R — CSO?C — SS avec R=1/2, J=3 et m=195 représenté par
la matrice H4,

par ligne/colonne dans la sous matrice 3, avec le code de span 10 représenté par la matrice
H'5 qui a lui aussi une seule connexion par ligne/colonne dans la sous matrice 3. Pour une
valeur de E;/N, de 2dB, le code de span 10 atteignait une probabilité d’erreur par bit de
5 x 1073, Les deux codes de cette partie, eux, donnent une probabilité d’erreur par bit de
’ordre de 1 x 10. L’importance du span est ici encore plus prononcée que ce qu’il avait
été observé a la section 4.3.1.

En remettant une connexion par colonne selon les matrices H 35 et H 45, nous obtenons
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deux nouveaux codes dont les simulations donnent les figures 4.17 et 4.18.

1 12 85 193 101 96
106 63 8 260 0 97
16 61 78 49 44 20
H32 == et H42 =
0 115 103 182 195 155
112 119 40 135 172 0
111 0 0 0 0 151

- Itération 1

io:: Itération 10 .

" Itération 20

Probabilité d’erreur par bit

" ltération 35

Itération 50 -

-6 i i i i i i

1 1.1 1.2 1.3 1.4 1.5 1.6 1.7 1.8
Eb/NO en dB

F1G. 4.17 Simulation du code R — CSO?*C — SS avec R=1/2, ]=3 et m=119 représenté par
la matrice H 3,

Cette fois, les codes avec deux connexions par colonne sont plus performants que les

codes avec les matrices pleines. En effet, pour les codes de spans 119, avec E, /Ny = 1.5dB



123

Itération 1

Itération 10 7}

Probabilité d'erreur par bit

“ ftération 50

1 1.1 1.2 1.3 1.4 1.5 1.6 1.7
Eb/ND en dB

FIG. 4.18 Simulation du code R — CSO?C — SS avec R=1/2, J=3 et m=195 représenté par
la matrice H4,

et aprés 50 itérations au décodage, le code avec la matrice pleine obtenait une probabilité
d’erreur par bit de 2 x 1074, contre 3 x 107° pour le code avec 2 connexions par colonne
dans la partie récursive. De la méme maniére, pour les codes avec un span de 195, on
avait une probabilité de 6 x 10~® avec la matrice pleine, contre 2 x 10~° en enlevant une
connexion par colonne. De plus, nous pouvons comparer les performances des deux codes
représentés par les matrices H 3, et H4, avec le code de span 33 représenté par la matrice
H 6. En effet, ces trois codes ont deux connexions par colonne dans leurs sous matrices 3
respectives. Cependant, pour F,/No = 1.4dB, le code de span 195 atteint une probabilité
d’erreur par bit d’environ 4 x 1072, contre 2 x 10™* pour le code de span 119 et 1 x 1072

pour le code de span 33. La relation entre les performances d’erreur et le span des codes
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est donc une fois de plus mise en évidence.

Ces résultats confirment ce qui avait été observé dans [4] puisque les meilleures perfor-
mances sont obtenues avec des matrices dont la partie récursive n’est pas pleine. Cepen-
dant, il est difficile de généraliser une propriété sur le nombre idéal de connexions a utiliser

a partir de nos simulations.

4.4 Conclusion

Le travail de recherche résumé dans ce chapitre a permis de trouver des conditions
spécifiques aux codes R — CSO?C — SS. Grice a elles, il a été possible de construire de
nouveaux codes, en jouant sur certains parametres, comme le span maximal ou le nombre
total de connexions pour un J donné.

Les résultats de simulation de ces nouveaux codes sont extrémement intéressants puis-
qu’ils montrent que les codes R — CSO?C — SS sont les codes doublement orthogonaux
les plus performants, que ce soit a de hauts rapports signal sur bruit, en se servant de codes
avec des petits spans, ou a de faibles rapports signal sur bruit, en prenant des codes plus
grands.

Ces codes R — CSO?C — SS sont aussi les seuls codes doublement orthogonaux dont
les performances d’erreur ne dépendent pas seulement du nombre de connexions qu’on
utilise. En effet, les spans des codes R — C'SO?C — SS jouent un role majeur dans les
performances d’erreur. Cependant, il n’est pas intéressant d’augmenter le span de fagon

irréfléchie. En effet, il a été observé que plus le span augmente et plus le nombre d’itérations
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nécessaires au décodage augmente aussi. Or, la latence est proportionnelle a la fois au
span et au nombre d’itérations utilisées. Les deux cas extrémes présentés dans ce mémoire
concernent le code, pour J=5, de span 1135 et le code, pour J=3, de span 10. Pour arriver & la
convergence des deux codes, nous avons utilisé 50 itérations pour le code le plus grand, soit
un total de 283750 bits gardés en mémoire, contre 15 pour le plus petit, et donc 450 bits a
garder en mémoire. Les performances d’erreur de ces deux codes sont aussi complétement
différentes. En effet, le code de span 1135, avec J=5, atteint une probabilité d’erreur par bit
de 1x 10~ pour Eb/N, = 1.2dB alors que le code de span 10 atteint cette probabilité pour
Eb/Ny = 3dB seulement. Des compromis entre la latence et les performances d’erreur

seront donc a faire.
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CHAPITRE 5

CONCLUSION

5.1 Bilan de la recherche effectuée

Ce travail de recherche, qui est la suite de tous les travaux sur les codes convolution-
nels doublement orthogonaux déja entrepris, a permis d’explorer la derniére grande classe
des codes convolutionnels doublement orthogonaux, les codes convolutionnels doublement
orthogonaux récursifs.

Notre étude a ainsi permis de définir de maniére spécifique les codes R — CSO?C, aux
sens large et strict, en développant, dans chacun des cas, 1’algorithme de décodage itératif
a la deuxieme itération.

Grace a ces nouvelles conditions, il a €té possible de construire de nouveaux codes selon
différentes méthodes. En effet, tous les vecteurs générateurs utilisés jusqu’a ce jour pour
les codes R — C'SO?C étaient, pour les codes au sens large, issus de codes CSO*C — W S
qu’on avait divisés en deux, et, pour les codes au sens strict, issus de codes CSO?*C —
SS de taux de codage R = 2.J/3J. Ainsi, nous avons pu construire de nombreux codes
qui se sont avérés, pour un J donné, de plus courts spans que les codes convolutionnels
doublement orthogonaux non récursifs. Une recherche exhaustive des codes R—C SO?C —
WS a notamment permis d’obtenir les codes de plus courts spans jusque J=7, sachant que

les performances d’erreur de ces codes au sens large ne dépendent que du nombre J de
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connexions.

Au niveau des performances d’erreur obtenues par simulations, les codes R—CSO?*C~
WS ne sont pas trés intéressants en dessous de E,/Ny = 3dB. De maniére générale, ils
sont méme surclassés par les codes non récursifs et en particulier par les codes simplifiés
S—-CSO*C -wSs.

En revanche, pour les codes R — CSO?C — S, les simulations nous indiquent que les
performances d’erreur ne dépendent plus seulement du nombre de connexions utilisées, ce
qui avait toujours été le cas pour tous les codes convolutionnels doublement orthogonaux.
En effet, les probabilités d’erreur par bit obtenues sont aussi influencées par les spans des
codeurs ainsi que par la répartition de leurs connexions dans leurs sous matrices 3.

Cependant, les codes R — CSO?C — SS sont les codes convolutionnels doublement
orthogonaux les plus performants, que ce soit pour des valeurs de E,/Ny supérieures a
2dB, avec des codes de petits spans, ou pour de plus petites valeurs de Ej /Ny, avec des
codes de plus grandes longueurs. Mais pour obtenir les meilleures performances d’erreur
possibles, il faut se servir de codes avec une importante mémoire et qui nécessitent un grand
nombre d’itérations au décodage (>50). Ainsi, la latence engendrée par ces codes devient
rapidement trés grande puisqu’elle est proportionnelle a la fois au span du code simulé et
au nombre d’itérations utilisées au décodage. 11 est donc nécessaire de faire un compromis

entre les performances d’erreur qu’on cherche a atteindre et la longueur des codes utilisés.
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5.2 Améliorations envisageables

Tout d’abord, il serait possible d’améliorer les algorithmes de construction des codes
convolutionnels récursifs doublement orthogonaux, et en particulier I’algorithme exhaustif
de recherche des codes R — CSO?*C — WS, pour trouver les codes de plus courts spans
pour J > 7.1l devrait aussi étre possible d’améliorer I’algorithme de conception des codes
R — CSO?C — SS. Une idée serait de chercher des codeurs de taille J & partir de codeurs
de taille J-1.

Ensuite, il serait intéressant de trouver la raison de la dépendance des performances des
codes R — CSO?C — SS avec leurs spans respectifs. Une étude sur les cycles engendrés
par les codes R — CSO2C — SS pourrait peut-&tre expliquer le fait que les codes de plus
grands spans sont plus performants.

Enfin, pour les codes R — CSO?C — S, une étude plus approfondie sur la répartition
des connexions dans la sous matrice 3, pourrait permettre de généraliser une régle pour

savolr le nombre idéal de connexions a utiliser.

5.3 Ouverture

Les codes doublement orthogonaux récursifs sont, en général, plus courts que les codes
non récursifs et non simplifiés. Ainsi, il devrait &tre possible de relaxer certaines des condi-
tions trouvées pour obtenir des codes convolutionnels doublement orthogonaux récursifs
simplifiés. Ceci pourrait permettre, pour les codes récursifs au sens large, de réduire le

span des codes, pour un J donné, sans trop dégrader les performances d’erreur. Pour les
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codes récursifs au sens strict, la simplification des conditions, et donc la réduction du span,
devrait aussi permettre de réduire le nombre d’itérations au décodage. A nouveau, les per-
formances d’erreur ne devraient pas trop s’en ressentir.

La derniére idée serait enfin de considérer des matrices creuses, en particulier en retirant
des connexions dans la sous matrice c. Nous avons dans ce mémoire considéré uniquement
des codes dont la partie supérieure des matrices était compléte. Cependant, rien n’empéche
d’y enlever des connexions. On pourrait ainsi, en gardant un faible nombre de connexions

par ligne, augmenter la taille de la matrice.
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ANNEXE1

Calcul de ’estimation \; pour le décodage a seuil

1.1 Rappel du probléme

Nous sommes ici dans le cas des codes convolutionnels simplement orthogonaux non
récursifs. On considere un code C'SOC représenté par le vecteur des J connexions :{ay, ..., }.

Nous cherchons a effectuer, au niveau du décodage, 1’estimation du bit u; a partir des sym-

boles recus du canal. Dans le cas du canal non quantifié, ces symboles sont {i;, . .., U;4q, }
et {P;,...,Pita, - Le décodage se base sur le calcul de J symboles de syndrome définis
icibas,avec k=1,...,J:
J
Sitay = Pirox @ Y Bllitay—ay (L)
j=1

A partir de 1’équation 1.1, nous avons défini dans le premier chapitre un systéme de

J + 1 équations orthogonles au bit d’information u; valant, pourk = 1,...,J:
By, = uy
Byi = ;D Siya (1.2)

Enfin, le développement des €quations présentées en 1.2 donne le résultat donné a
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I’équation 1.18 et rappelé ici :

By, = wde}

k-1 J
— P E U 2 u
BkVi - Ui EB eH'Oz/c @ @ei-‘rak—aj @ ®ei+ak-—aj (13)
j=1 Jj=k+1

Cependant, tous les termes de ces équations sont binaires alors que nous souhaitons
effectuer un décodage a seuil sans quantification. Nous allons donc maintenant développer

les étapes du raisonnement menant a 1’estimation, qui sera réelle et non plus binaire, );, du

bit d’information ;.

L2 Calcul du logarithme du rapport de vraisemblance

Le décodeur se sert des J + 1 équations By, ; pour effectuer une décision sur la valeur
a donner au bit d’information ;. Ainsi, il assigne au bit u, les deux valeurs binaires £ =
{0, 1} et maximise la probabilité conditionnelle Prob{u; = &|{Bx.}}. Ainsi, il décidera

i; = 1 si et seulement si :

Prob{u; = 1{By,i}} > Prob{u; = 0{B}} (1.4)

sinon, il decidera 1; = 0.

Le logarithme du rapport de vraisemblance (LRV) s’obtient en prenant le logarithme
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du rapport des deux termes de 1’éqaution 1.4. Il est noté L(u;|{B}) et vaut :

(L5)

L(u|{Bk,}) = Iln (Pmb{ui - II{B’W’}}>

Prob{u; = 0|{ B} }
La régle de décision utilisée par le décodeur algébrique & seuil devient donc : Décider

u; = 1 si et seulement si ;

L(ui|{ Bq}) > 0 (1.6)

sinon, décider 1; = 0. Les symboles d’erreur intervenant dans les équations 1.3 sont in-
dépendants les uns des autres du fait de I’orthogonalité des équations By ;. On peut donc
appliquer le théoréme de Bayes au LRV donné a la relation 1.5 pour obtenir, en supposant

que les probabilités a priori sont égales, soit Prob{u; = 1} = Prob{u; = 0} :

J

B Prob{ By ;lu; = 1} Prob{By;|lu; =1}
L{u|{Bk:}) = ; in <Prob{Bk,i|ui = 0}) +in (Prob{Bo’i[ui = 0}) @7

L3 Calcul des poids de Massey

Nous introduisons maintenant la probabilité v, ; = (1—py;), pourk = 1,..., J,d’avoir
un nombre impair de symboles d’erreur binaires ayant pour valeur "1" dans I’équation By ;.
11 est clair que p;, ; représente la probabilité d’en avoir un nombre pair.

Cependant, pour k£ = 1,...,J, la probabilité que I’équation By ; prenne la valeur "1"
sachant que le bit d’information u; vaut "0" est égale & la probabilité qu’il y ait un nombre

impair de symboles d’erreur ayant la valeur "1", soit 7, ;. De la méme maniére, la probabi-
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lité que I’équation By ; prenne la valeur "1" sachant que le bit d’information w; vaut "1" est

égale a p; ;. On obtient ainsi, pour k = 1,...,J:
Prob{By; = 0lu; = 1} = Prob{By; = 1|u; = 0} = 3, (1.8)
Prob{By; = 0lu; = 0} = Prob{By; = 1|u; = 1} = py; 1.9)

Les poids définis par Massey [15], notés wy ;, sont donnés par wy; = In (:* ’) Ila

alors été démontré, dans [15], qu’a partir des équations [.8 et 1.9, la relation 1.7 devient :

J
L(ui[{Br:}) = (2Brs — Dwi; + (2Bo,; — Lw, (1.10)
k=1

1.4 Calcul de I’estimation \; du LRV L(u;|{By.})

En observant les équations 1.8 et 1.9, il est possible de les reformuler selon :

Vi = P’I“Ob{Bk,i 8] U; = ].} (Ill)

pr,i = Prob{ By, ®u; = 0} (1.12)
Onadonec,pourk=1,...,J:

w;“v—l

3

(pkz) _ ——l’n, (PTOb{B[m@ui = 0}

= —L(Br: & u 113
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Et pour wy ;, on a

Wo,; = In (,[;O’i> - “L(B()’i 5 ’11,7') (114)
0,4

On peut en déduire, en réinjectant 1’équation 1.3 dans les équations 1.13 et 1.14, que pour

E=1,...,J:
k-1 J
Whi = —L(fya, © ) €liapoa, & D Beiia,a,) (L13)
i=1 j=k+1
et
wo,; = —L(e}) (1.16)

Cependant, il a été prouvé dans [4] qu’une approximation du LRV de la somme modulo-

2 de variables aléatoires indépendantes {£1, ..., En} s’obtient selon :

N N
L (Z @§n> ~ ) oL(€) (L.17)
n=1 n=1

ou I’opérateur add-min, représenté par le symbole ¢, consiste en I’opération suivante :
L&) o (&) = —sign(L(&1))sign(L(&))min(| L)1, |L(€2)]) (1.18)

Ainsi, pour k = 1,...,J, le poids wy;, dont la valeur vaut le LRV de I’équation By ;
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excluant le bit d’information w,, peut s’écrire d’apres 1.15 :

k-1 J
Wi =~ _L(e?+ak) < OL(ey—l—ak—a]-) © Z OL(e;lﬁl;l—ak—aj) (119)
j=1 j=h+1

Finalement, en reprenant les équations 1.10, 1.17 et 1.19, il a ét¢ démontré dans [4] que

I’estimation \; du LRV L(u;|{Bx;}) pouvait s’écrire :

J k—1 J
LB =X = i+ (yz’m O Yapa, @ D oA) (1.20)
k=1 j=1

j=k+1

Enfin, la régle de décision suivie par le décodeur a seuil et définie a 1’équation 1.6

devient :

1 s /\11 2 0
Dcider 4; = :

0 sinon
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ANNEXE 11

Equivalence de la représentation des codes R — CSO?*C — W S

Nous allons montrer ici qu’il revient au méme de représenter les codes convolution-
nels doublement orthogonaux récursifs au sens large définis par les vecteurs de connexions
{ay az---ay} et {81 B2--- B4, }, respectivement de J; et J, connexions, par les figures

IM.loull2:

\
s

4

Pis,, Di s,

v \ 24

FI1G. II.1 Codeur convolutionnel récursif systématique de taux R = 1/2

11 est immédiat de dire que le symbole de parité p,, & I’instant ¢, obtenu par le codeur de

la figure 11.1 vaut :

pi = Z DUi—q; D Z SPi- 5 (IL.1)
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U; i-d i-ap
i p, ai-bj2

» D

!

FIG. I1.2 Codeur convolutionnel récursif systématique de taux R = 1/2

Pour le codeur représenté par la figure 11.2, p; se calcule selon :

J1
pi= S, (I1.2)
j=1

Or, ces symboles a;, représentés sur la figure 11.2, sont calculés selon :
Ja
4 =u Y B, (1L.3)
k=1

d’ou en réinjectant I1.3 dans I1.2 :

DPi

J1 Jo
j=1 k=1
J1

J: J1
> Buig, @ i @ (Z @ai_gk_a]> (I1.4)
k=1

=1 j=1
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Or, nous avons d’apres 1’équation 11.2 :

Jy
Z Dai-gy—a; = Pi-py
j=1

d’ou le résultat :

J1 JZ
Pi= Duia, DY Bpig, (11.5)
j=1 k=1

Nous pouvons donc conclure que les deux représentations sont identiques.



ANNEXE III

Résultats de simulations des codes R — CSO*C — WS
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Cette annexe répertorie toutes les performances d’erreur des codes R — C.SO?C' — W S

simulés. On rappelle les différents codes dans le tableau I11.1.

J D gen bit gen_par
31201 [0 2] [3]
4131 [0210] [7]
51312 (01 24] [417]

6 (4|2 (0149 53] [13 42]
7143 (0178110 [4 66 91]

8 15]3 [0 3 30 104 296] [7 35 214]
9154 (0212103 385 [3 40 226 539]

10| 6 | 4 | [031492455905) 110 47 216 595]

11 6 | 5 [03211164171146] | [10 50 204 683 1831]

TAB. lIL.1 Codes R — CSO?C — W S les plus courts, simulés pour J variant de 3 4 11

Probabilité d'erreur par bit

F1G. 1IL.1 Simulation d’un code R — CSO%*C — W S pour R=1/2, J=3 et m=3

J=3

.. Itération4 a6

Weération 1 -

Eb/N0 endB
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" Itération 1

Itération 2 : :

Probabilité d'erreur par bit

- Itération 4 a 6

; ; ; i ;
1 2 3 4 5 6 7
Eb/N(J en dB

F1G. 1112 Simulation d’un code R — CSO*C — W S pour R=1/2, J=4 et m=10

J=5

Probabilité d'erreur par bit

" Itération 4 a6

7 i i 1 i I

4
Eb/N0 en dB

Fi1G. I11.3 Simulation d’un code R — CSO?C — W S pour R=1/2, J=5 et m=24



144

J=6

Itération 1

" ltération 2

ltération 3
Itération 4

Probabilité d'erreur par bit

E /N, endB
F1G. 111.4 Simulation d’un code R — C'SO*C — W S pour R=1/2, J=6 et m=53

J=7

Itération 1
Itération 2
Itération 3

ltération 4 _ °

_ Itération 5

Itération 6 _. .. .

Probabilité d’'erreur par bit

1 1.5 2 25 3 35 4 45 5 5.5 6
Eb/NO en dB

F1G. 1IL.5 Simulation d’un code R — C'SO*C — W S pour R=1/2, J=7 et m=110



Probabilité d'erreur par bit

Itération 4

I!éra!ion

Itération 7 4 10

Eb/N0 en dB

FIG. I11.6 Simulation d’un code R — CSO?C — W S pour R=1/2, J=8

Probabilité d’erreur par bit

FIG. [11.7 Simulation d’un code R — CSO?C — W S pour R=1/2, J=9 et m=539

J=9

Itération 1 peration 2

Itération 3

Itération 4

" Itération 5

Itération 6

Itération 7

145
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, J=10
10 -------- AR Tioribiiiios T
i Itération 1 ©:
, . ltération 2
10 i
1 hération 3
107

Itération 4

Itération 5

Probabilité d'erreur par bit

10
1078 Heration6a8 _ . ..
10'7 L i i “' i i i
1 1.5 2 25 3 3.5 4 45 5
Eb/N0 endB

F1G. I11.8 Simulation d’un code R — CSO?C — W S pour R=1/2, J=10 et m=905

Itération 3

Itération 4

- Mtération 5

Itération 6

Probabilité d’erreur par bit

Itération 7

1 1.5 2 25 3 35 4 45
E/N,endB

F1G. I11.9 Simulation d’un code R — CSO*C — WS pour R=1/2, J=11 et m=1831



