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RESUME

De nouveaux axes de recherche en théorie de 'information ont établi qu’en utilisant
plusieurs antennes a I'émission et a la réception (Multiple Input Multiple Output
MIMO), les performances des systémes de communication, en termes de débit de
transmission et de probabilité d’erreur, s’améliorent considérablement. De ce fait, il
est important d’établir les limites de performance des canaux & antennes multiples,

en vue d’asseoir des critéres de conception des codes spatio-temporels.

Récemment, le potentiel maximal des canaux a antennes multiples, en termes de
gain de diversité et de gain de multiplexage, a été déterminé sous la forme d’'un
compromis fondamental régissant leur disponibilité dans le canal de communica-
tion. Cette caractérisation a ainsi donné lieu 4 un nouveau critére de conception

des codes spatio-temporels appelé : le compromis diversité-multiplexage.

Dans la premiére partie de ce travail, on présente d’abord un encodage spatio-
temporel a rétroaction non systématique et limitée, en vue d’atteindre ce compro-
mis optimal. Cet encodage est avantageux en raison de la simplicité de sa stratégie
d’adaptation et d’une complexité de décodage réduite. En second lieu, on a foca-
lisé sur une caractérisation fondamentale du potentiel des canaux MIMO dans des
contextes plus réalistes. En particulier, on a déterminé le potentiel de ces canaux
en termes de gains en diversité et en multiplexage pour des valeurs finies de rapport
signal & bruit (Signal-to-Noise Ratio : SNR) et dans des conditions plus réalistes de
propagation. Notre but derriére cette caractérisation est la définition d’un nouveau
critére de comparaison des codes spatio-temporels a des valeurs de SNR détermi-
nés. Comme preuve de sa globalité, on a démontré que ce critére coincide avec le

compromis diversité-multiplexage établi a haut SNR.

Dans la deuxiéme partie de ce travail, on a étudié la capacité d’un canal discret,
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sans mémoire 4 évanouissements de Rayleigh dans un contexte ou la connaissance
du canal n’est disponible ni & I’émetteur ni au récepteur. On a donné une forme
analytique compacte de 'information mutuelle du canal & faible SNR, qui peut
également étre considérée comme une borne inférieure sur I'information mutuelle du
canal pour des valeurs de SNR pas nécessairement faibles. De plus, on a établi une
relation fondamentale entre la distribution optimale de la signalisation & 1'entrée
du canal et la valeur du SNR, de laquelle une expression exacte de la capacité est

déduite.
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ABSTRACT

New researches in information theory have established that by using multiple an-
tennas at the transmitter and at the receiver (Multiple Input Multiple OQutput :
MIMO), the performances of communication systems, in terms of error probability
and transmission rate, improve considerably. Therefore, it is important to establish
the performance limits of multielement antenna channels, in order to derive design

criteria of space-time codes.

Recently, the maximum potential of multielement antenna channels, in terms of
the diversity gain and the multiplexing gain, has been given in the form of a fun-
damental tradeoff governing their availability in the channel. This characteriza-
tion has thus established a new space-time code design criterion : The Diversity-

Multiplexing Tradeoft.

In the first part of this work, we initially present a non-systematic limited feed-
back space-time code, in order to achieve this optimal tradeoff. This scheme is
advantageous because of its simple adaptation strategy and its reduced decoding
complexity. Then, we focus on a fundamental characterization of multielement an-
tenna channels in more realistic contexts. In particular, we determine the potential
of these channels in terins of the diversity gain and the multiplexing gain at finite
Signal-to-Noise Ratio (SNR) values and under more realistic propagation condi-
tions. The goal behind this characterization is to define a new comparison criterion
of space-time codes at practical SNR values. Through asymptotic analysis, we show

that our framework encompasses many recently established results.

In the second part of this work, we analyze the capacity of a discrete-time, me-
moryless Rayleigh fading channel, where the channel state information is neither

available at the transmitter nor at the receiver. We give an analytical compact form
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of the channel mutual information at low SNR, which can also be seen as a lower
bound on the channel mutual information at not necessarily low SNR values. Mo-
reover, we establish a fundamental relation between the optimal input distribution

and the SNR value, from which an exact expression of the capacity is deduced.
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CHAPITRE 1

INTRODUCTION

1.1 Systémes de communication & plusieurs antennes

Une des tendances les plus importantes dans les systémes de communication sans
fil est l'utilisation des systémes & plusieurs antennes i 1’émission et & plusieurs
antennes 4 la réception, connus sous le nom de systémes MIMO (Multiple Input
Multiple Output). L’avantage d’utiliser de tels systémes n’est plus & démontrer.
Que ce soit en termes d’augmentation de la capacité du lien de communication
ou d’amélioration de la pertinence de ce lien, les systémes MIMO offrent un po-
tentiel important qui les placent comme candidats par excellence pour offrir des
communications fiables et & trés haut débit de future génération. Bien que des
considérations pratiques, telles 'intégration des antennes et les techniques de trai-
tement numérique du signal, constituent un vrai défi pour ces systémes, ils sont
considérés comme ’avenir des communications sans fil dans les canaux a bande

passante limitée.

1.2 Considérations conceptuelles : Gain de diversité / gain de multi-

plexage

Les systémes MIMO constituent un changement important quant a la conception
des systémes de communication. Ce changement est 1ié & la maniére dont on consi-
dére les multi-trajets dans les systémes de communication sans fil : 'ancienne vision

considére que l'objectif des systémes de communication sans fil est de combattre



les distorsions causées par les multi-trajets afin d’approcher la limite théorique de
la capacité pour une largeur de bande déterminée. La nouvelle vision avance que
puisque les multi-trajets représentent plusieurs canaux entre I’émetteur et le récep-
teur, l'objectif des communications sans fil est alors de profiter des multi-trajets
pour augmenter la capacité pour une largeur de bande limitée. Cette interprétation
des multi-trajets dans les canaux de communication sans fil a généré deux critéres
de conceptions des systémes de communication MIMO : Conception basée sur la
maximisation de la fiabilité du lien de communication et conception basée sur la

maximisation des degrés de liberté de ce lien.

1.2.1 Conception basée sur la maximisation de la diversité

L’émission de la méme information & travers plusieurs antennes permet de véhiculer
cette information sur différents trajets dont les évanouissements sont indépendants.
Conceptuellement, le nombre de trajets indépendants représente la diversité maxi-
male du canal MIMO. A la réception, une erreur se produirait si tous ces trajets
étaient évanouis simultanément. De ce fait, en combinant ces répliques indépen-
dantes de 'information au niveau du récepteur, une amélioration de la fiabilité du
lien est obtenue. Par exemple, la communication entre N; antennes émettrices et
N, antennes réceptrices, a travers un canal & évanouissements lents de Rayleigh,
permett un gain maximal en diversité de N, N,. Ce gain peut étre obtenu indépen-
damment de la connaissance ou non de ’état du canal (Channel State Information :
CSI) au récepfeur. Ceci a donné naissance au concept de codage spatio-temporel
avec ses différentes variantes (codage en bloc, codage en treillis...) et a conduit a
formaliser des critéres de conception pour parvenir a cet objectif : Critére de rang,

critére de déterminant [Tarokh et al., 1999, Alamouti, 1998].



1.2.2 Conception basée sur la maximisation du gain de multiplexage

Une autre interprétation du canal MIMO consiste & considérer 1’évanouissement
comme un moyen d’augmenter les degrés de liberté du lien de communication. Au-
trement dit, si les trajets entre chaque paire d’antenne émettrice-réceptrice s’éva-
nouissaient indépendamment, alors la probabilité que le canal soit en ’bonne condi-
tion’ (well-conditioned channel) serait grande. De maniére plus formelle, le canal
MIMO peut étre subdivisé en canaux paralléles indépendants. La transmission de
différentes informations en paralléle sur ces canaux permet d’augmenter le taux de
transmission (en termes de nombre de symboles d’information indépendants émis
par slot temporel). Ce schéma d’émission s’appelle le multiplexage spatial. De ce
fait, le multiplexage spatial permet un gain en termes de degrés de liberté qui sont
cruciaux a hauts rapports signal sur bruit (Signal-to-Noise Ratio : SNR), ot les sys-
témes sont limités en bande-passante. Par ailleurs, les systémes MIMO induisent
aussi un gain en puissance, lequel est important a faible SNR, ou les systémes sont
limités en puissance. Par exemple, il a été démontré qu’a haut SNR, dans un scé-
nario cohérent, i.e., un scénario oi CSI est disponible au récepteur, la capacité!
du canal MIMO avec N, antennes émettrices et N, antennes réceptrices, dont les
gains complexes entre antennes sont indépendants, identiquement distribués (i.i.d.)

suivant une loi Normale, est donnée par {Foschini, 1996] :

C(SNR) = min (N, N,)log (SNR) + O(1) bps/Hz, (1.1)

ou la variable SN R désigne le rapport signal sur bruit par antenne réceptrice et ol
O(1) désigne une constante indépendante du SNR. Le gain de multiplexage carac-
térise comment varie la capacité en fonction de log (SN R) a haut SNR. L’équation

(1.1) stipule que dans un scénario cohérent, I'augmentation de la capacité en fonc-

'Nous confondons ici, par abus de langage, capacité et efficacité spectrale.



tion de log (SNR) est linéaire et que le gain de multiplexage maximal est égal a
min (V;, N,). Dans un scénario non-cohérent, le gain de multiplexage maximal dé-
pend aussi du temps de cohérence du canal. Nous verrons ceci plus en détail dans

le chapitre 5.

En résumé, les systémes MIMO permettent d’obtenir deux types de gains & haut
SNR : le gain de diversité et le gain de multiplexage. Jusqu’a présent, les travaux
de recherche et les techniques de conception focalisaient sur la maximisation de
I'un de ces paramétres en sacrifiant ’autre. Par exemple, tous les codes issus de la
conception orthogonale (Orthogonal Design) [Alamouti, 1998, Tarokh et al., 1999]
obtiennent une diversité maximale du canal en sacrifiant le gain de multiplexage
maximal, alors que les techniques d’émission de type BLAST [Foschini, 1996] ob-
tiennent un gain de multiplexage maximal en sacrifiant le gain de diversité maximal.
Par conséquent, la comparaison des performances de codes spatio-temporels issus
de ces deux critéres de conception n’est pas une tache facile et il y a lieu de pen-
ser & uniformiser ces deux critéres en un seul critére plus global qui permet de
comparer les techniques de codage pour un canal MIMO donné. En effet, dernié-
rement, Zheng et Tse ont pu répondre a cette question en proposant un nouveau
critére, qui permet de comparer les techniques de codage spatio-temporel via une
caractérisation optimale asymptotique (& haut SNR) des gains de diversité et de
multiplexage [Zheng and Tse, 2003 : il s’agit du compromis diversité-multiplexage

(Diversity-Multiplexing Tradeoft).

1.2.3 Le compromis diversité-multiplexage

Pour établir ce compromis, Zheng et Tse ont considéré un régime & haut SNR, et ont
modélisé un schéma d’émission comme une famille de codes, chacun indexé par un

SNR, notée {C(SNR)}. Ils ont par la suite formalisé les définitions de la diversité
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et du multiplexage. Ainsi, un schéma d’émission a un gain de diversité d si sa
probabilité d’erreur décroit suivant 1/SN R%. D’un autre c6té, un schéma d’émission
a un gain de multiplexage r si son taux de transmission (en bps/Hz)? varie suivant
rlog (SNR). De ce fait, le gain de multiplexage spatial peut étre interprété comme
la fraction des degrés de liberté disponibles dans le canal MIMO, tandis que le gain
de diversité peut étre interprété comme une mesure de la pertinence qu'un systéme
peut atteindre & haut SNR. Le compromis optimal diversité-multiplexage définit
le gain de diversité maximal possible pour un multiplexage donné pour n’importe
quel schéma d’émission. En particulier, les codes congus selon ces deux critéres
précités correspondent & deux points extrémes de la courbe optimale : le point
correspondant a la diversité maximale et un gain de multiplexage nul, et le point
correspondant & un multiplexage spatial maximal et & un gain de diversité nul.
En somme, ce compromis non seulement englobe ces deux critéres, mais permet
aussi de mieux comprendre le potentiel des canaux MIMO en termes de capacité
et de performance d’erreur 4 haut SNR. Dans le chapitre suivant, on donnera une

caractérisation plus formelle du compromis diversité-multiplexage.

1.3 Problématique et motivation

Le travail de Zheng et Tse a généré un nouveau critére plus global grace auquel on
peut mieux comparer les codes spatio-temporels. C’est en quelque sorte une limite
de performance a haut SNR. Pour atteindre cette limite, des codes suffisamment
longs sont requis. Toutefois, des codes aléatoires moins longs peuvent seulement
atteindre une partie de cette limite. Ainsi, le compromis multiplexage-diversité de

plusieurs stratégies d’émission a été évalué en [Zheng and Tse, 2003] : le codage

?Dans tout le texte, nous considérons des taux de transmissions normalisés par rapport a
la largeur de bande disponible. De ce fait, nous confondons souvent le taux de transmission et
I'efficacité spectrale sans perte de rigueur.



d’Alamouti [Alamouti, 1998], V-Blast [Wolniansky et al., 1998] et D-Blast |Foschini,
1996]. Il n’en demeure pas moins que le papier [Zheng and Tse, 2003] ne montre
pas comment on peut concevoir des codes qui permettent d’atteindre cette limite.
Cette question est restée un probléme ouvert sur lequel beaucoup d’auteurs se sont
penchés. Nous présentons un état de l'art concernant la construction des codes

spatio-temporels optimaux dans le sens du compromis diversité-multiplexage dans

le chapitre 2.

Cependant, bien que le compromis diversité-multiplexage représente un grand pas
en avant vers la caractérisation des limites de performance des canaux & antennes
multiples, il s’en dégage certaines interrogations qui constituent les principales

motivations de ce travail :

1. La complexité de 'encodage et du décodage dépend entre autres de la lon-
gueur du code. Pour les constructions optimales présentées jusque la, le
meilleur des codes en termes de longueur de bloc a une longueur 7T égale
au nombre d’antennes a ’émission 7" = N;. 1l est clair que pour des configu-
rations ou V; est grand, adopter un décodage & maximum de vraisemblance
(Maximum Likelihood Decoding : MLD) vectoriel au récepteur est prohibitif
en termes de complexité, de Yordre de O(MT™), ou M est le nombre de
points de la constellation utilisée. La substitution du MLD par un décodage
sphérique [Zhao and Giannakis, 2005] permet une réduction de la complexité

au prix d’une légére dégradation des performances.

2. Certes le compromis multiplexage-diversité permet d’établir les limites de
performance des systémes MIMO, mais ces limites sont trés optimistes et
quelque peu non réalistes dans la mesure ou elles sont établies & haut SNR.

Par ailleurs, dans des scénarios de communication pratiques, la plage de SNR



est plutét limitée. Or, un code dont les performances sont médiocres a haut
SNR peut étre trés concurrentiel a faible ou moyen SNR. De ce fait, il y a
lieu d’adopter un critére plus réaliste qui s’étend a des valeurs de SNR plus

pratiques, pour comparer les codes spatio-temporels.

3. Le compromis diversité-multiplexage a été établi sous 'hypothése d’un canal
a évanouissements de Rayleigh ou les éléments du canal sont indépendants
et identiquement distribués (i.i.d.). Quel serait ce compromis pour des éva-
nouissements plus généraux ? En particulier, quel serait I'impact de la corré-
lation spatiale & ’émission ou & la réception, par exemple, sur le compromis
multiplexage-diversité 7 Ceci conduirait & caractériser les limites de perfor-
mance des canaux a antennes multiples dans des scénarios de communication

plus réalistes.

Par ailleurs, en voulant relever le défi d’établir les limites de performance des canaux
4 antennes multiples dans des scénarios de communication plus réalistes, il est
nécessaire de ne plus se restreindre au cas de transmission cohérente ou “CSI” est
disponible au récepteur ; pour la simple raison que ceci n’est pas toujours possible.
En effet, dans une communication sans fil & trés haute mobilité par exemple, il n’est
pas raisonnable de supposer que le CSI est disponible au récepteur. Clairement, si
les limites de performance des canaux MIMO sont relativement démystifiées dans
un scénario cohérent, ils le sont beaucoup moins dans son vis-a-vis non-cohérent.

Telle est une autre motivation de cette thése.

1.4 Contributions

Les principales contributions présentées dans ce travail sont :

1. La conception d’un encodage adaptatif a rétroaction non systématique et li-



mitée (quelque bits) en vue d’atteindre le compromis diversité-multiplexage.
L’utilité d’une telle conception est la minimisation du délai et de la com-
plexité du décodage tout en minimisant la longueur de bloc T. A cet effet,
un encodage optimal dans le sens du compromis diversité-multiplexage, pour
un systéme de communication ayant N; = N, = 2, a été proposé. Il est le
résultat de la commutation entre deux encodages ayant respectivement une

longueur de bloc T'=1 et T = 2. [Rezki et al., 2005a, Rezki et al., 2005b]

. La caractérisation du potentiel des canaux MIMO dans un environneinent
plus réaliste par I’étude du compromis diversité-multiplexage & SNR fini dans
des canaux a évanouissements de Rayleigh corrélés et non-corrélés. Plus par-
ticuliérement, la détermination d'une estimation du gain de diversité pour
un SNR, un gain de multiplexage et un coefficient de corrélation donnés.
En outre, quand des régimes asymptotiques a haut SNR ou & faible gain de
multiplexage sont considérés, nous avons montré que notre démarche englobe
des résultats connus dans la littérature concernant le compromis diversité-
multiplexage asymptotique et par conséquent elle peut étre considérée comme
une généralisation de ceux-ci. [Rezki et al., 2006a, Rezki et al., 2008¢, Rezki
et al., 2006b, Rezki et al., 2007b)

. L’analyse de la capacité des canaux de faible SNR, non-cohérents, discrets,
sans mémoire et a évanouissements de Rayleigh. Nous avons calculé explicite-
ment I'information mutuelle du canal & bas SNR qui est également une borne
inférieure sur 'imformation mutuelle du canal & des valeurs de SNR pas né-
cessairement basses. Utilisant 'expression établie de I'information mutuelle

du canal, et sachant qu’a faible SNR l’entrée optimale est discréte dont la



fonction de masse est donnée par :

fx(t) = pO(S(t) + (1 - po)(S(t - 1131),

oll pp est la probabilité que ’entrée soit nulle et ou x; est la localisation du
point de masse non nulle; nous avons pu fournir une relation fondamentale
entre la localisation du point de masse non nulle x; de la distribution opti-
male & l'entrée du canal et le SNR. Ensuite, une expression de la capacité
non-cohérente exacte a été déterminée. Notre analyse a été aussi étendue a
un canal MIMO, pour lequel nous avons établi des bornes sur la capacité
pour une transmission non-cohérente. A bas SNR, nous avons démontré que
ces bornes coincident et de ce fait la capacité du canal MIMO est complé-
tement caractérisée. Ceci constitue en soit, une autre facon de prouver que
la signalisation marche-arrét (ON-OFF) est optimale & faible SNR. [Rezki
et al., 2007a)

1.5 Organisation de la thése

Cette thése est composée principalement de deux parties. La premiére partie fo-
calise sur les communications cohérentes ou le CSI est complétement disponible
au récepteur. La deuxiéme partie concerne les communications non-cohérentes ot

aucune connaissance du canal au récepteur n’est supposée.

L’organisation de la premiére partie est comme suit : Dans le chapitre 2, nous com-
mengcons par décrire le modéle de communication adopté. Nous définissons ensuite,
de maniére formelle, les notions de diversité et de multiplexage et nous énongons
le résultat établi par Zheng et Tse relatif au compromis diversité-multiplexage a

haut SNR. Nous expliquons aussi quelles sont les démarches qu’ils ont entreprises
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pour établir ce compromis. Par la suite, une revue de littérature est présentée et
quelques constructions de codes sont discutées. Dans le chapitre 3, nous présentons
notre nouveau schéma d’encodage adaptatif. Nous analysons dans le chapitre 4 le
potentiel des systémes de communication 4 antennes multiples, en termes de gain
de diversité, de pouvoir d’adaptation de grands taux de transmission (gain de mul-
tiplexage) et de gain de codage et/ou de gain d’antennes (Array Gain), dans des

conditions plus réalistes de SNR et d’évanouissements.

Dans la deuxiéme partie, nous présentons un état de ’art des résultats obtenus ré-
cemment concernant le calcul de la capacité et le compromis diversité-multiplexage
pour une transmission non-cohérente dans le chapitre 5. La capacité d’un canal
SISO, discret, sans mémoire et a évanouissements de Rayleigh est analysée. Nous

étendons cette analyse & un canal MIMO de méme type dans le chapitre 6.

Enfin, une conclusion synthétise ce travail et propose des travaux futurs.
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CHAPITRE 2

SYSTEMES A ANTENNES MULTIPLES, DEFINITIONS ET
REVUE DE LITTERATURE

2.1 Introduction

Ce chapitre porte sur la définition exacte de la problématique considérée, nous
établissons aussi la notation utilisée et nous présentons les principaux résultats

antérieurs.

La présentation de ce chapitre est comme suit : le modéle du systéme adopté sera
donné dans la section 2.2. Dans la section 2.3, on explique conceptuellement la
diversité et son impact quant & la pertinence du lien de communication dans les
canaux a évanouissements. Par la suite, une relation entre la diversité maximale
et le critére du rang des codes spatio-temporels sera élucidée [Tarokh et al., 1998].
La section 2.4, définit le multiplexage spatial en le rattachant avec les degrés de
liberté disponibles dans les canaux MIMO. Dans la section 2.5, on définit le com-
promis diversité-multiplexage établi par Zheng et Tse [Zheng and Tse, 2003]. Une
bréve explication de la technique utilisée par ces auteurs pour établir ce compromis
sera donnée. Les principales techniques de construction de codes spatio-temporels,
optimaux dans le sens du compromis diversité-multiplexage seront discutées dans

les sections 2.6 a 2.10.
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FIGURE 2.1 Modéle du canal MIMO

2.2 Modéle du canal MIMO

On considére un systéme de communication avec N; antennes a ’émission et N,

antennes a la réception illustré & la figure 2.1. Ce modeéle est régi par I’équation :

Y =H,X+W, (2.1)

ol le canal est représenté par la variable H,,, une matrice complexe de dimension
N; x N;. Chaque élément (Hy)x; (k=1,...,N,, l=1,..,N;) de H, correspond
au gain entre une antenne réceptrice k et une antenne émettrice /. Sauf indication
contraire, ces éléments sont des variables aléatoires i.i.d., complexes et Gaussiens de
moyenne nulle et de variance unitaire. Le modéle (2.1) suppose implicitement que
la largeur de bande du signal d’entrée est trés inférieure a la bande de cohérence
du canal (Flat Fading Channel). On suppose un scénario de communication quasi-
statique, ou H ,, reste constante pendant la durée d’un bloc de longueur T" symboles,
mais peut varier d’un bloc & 'autre. Ceci peut étre justifié si la longueur de bloc T’
est inférieure au temps de cohérence du canal (Slow Fading Channel). La variable
X, de dimension N, x T, représente le bloc de symboles & émettre. La variable Y,
de dimension N, xT', représente la collecte d’observations re¢ues durant 7' durées de

symboles. La variable W, de dimension N, x T, désigne un bruit additif complexe
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blanc et Gaussien (Additif White Gaussian Noise : AWGN), de moyenne nulle et
de variance 2. On désigne par P la puissance disponible par durée de symbole
a 'émission. Dans tout ce qui suit, la variable SNR désigne le rapport entre la
puissance du signal et la puissance du bruit par antenne réceptrice et s’exprime
par :

snr=1 (2.2)

o2’
Cette normalisation garantit que le SN R est indépendant du nombre d’antennes a

I’émission et & la réception.

2.3 La diversité

Dans le cas d’un canal & évanouissement, la probabilité d’erreur de décodage est
toujours supérieure a celle d’un canal Gaussien pour le méme SNR. Ceci est di
principalement & Peffet des évanouissements dans le canal [Proakis, 2001]. De ce
fait, une solution envisageable pour pallier aux dégradations causées par les éva-
nouissements est de créer une sorte de redondance de I'information a4 émettre. Ainsi
la probabilité que toutes ces répétitions s’évanouissent en méme temps dans un ca-
nal & évanouissements lents décroit exponentiellement avec le nombre de répétitions
émises. La redondance peut prendre plusieurs formes : codage a répétition (diver-
sité temporelle), utilisation de plusieurs antennes a ’émission ou a la réception
(diversité spatiale)...etc. Par exemple, si un signal non codé modulé en BPSK (Bi-
nary Phase-Shift Keying) est envoyé vers un récepteur équipé d’une seule antenne
(N =1, N, =1, T = 1) a travers un canal & évanouissements de Rayleigh, alors

la probabilité d’erreur moyenne & haut SNR est donnée par [Proakis, 2001] :

1
P.(SNR) ~ ZSNR‘l. (2.3)
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Par contre si le méme signal est envoyé vers un récepteur équipé de deux antennes

(Ny =1, N, =2, T = 1), la probabilité d’erreur devient [Proakis, 2001] :
3 -2
P.(SNR) =~ ESNR . (2.4)

Ainsi, la décroissance de la probabilité d’erreur dans le deuxiéme cas est plus rapide
que dans le premier, et une antenne supplémentaire au niveau du récepteur permet
d’obtenir une diversité de 2 contrairement & un systéme doté d’une seule antenne
de part et d’autre, générant une diversité de 1 seulement. Une interprétation géo-
métrique de la diversité consiste a considérer la pente de la courbe correspondant
au tracé de log P. en fonction de log SN R & haut SNR. De maniére générale, pour
un systéme MIMO muni de N; antennes émettrices et N, antennes réceptrices,
et si le modéle de propagation adopté est & évanouissements lents, la diversité
maximale disponible est N; x N,. Pour obtenir cette diversité maximale, le code

spatio-temporel C doit satisfaire le critére de rang [Tarokh et al., 1998] :
rank(X - X') =N, V(X,X')eC* X # X/, (2.5)

ou X et X' sont deux mots de code spatio-temporels distincts et ou C désigne
I’ensemble des codes spatio-temporels. Le critére de rang stipule que pour atteindre
une diversité maximale N; x N,., il faut que la différence entre deux mots de codes
distincts quelconques soit une matrice de ‘rang plein’ (Full Rank).

Par ailleurs, satisfaire le critére de rang nous assure une diversité maximale, sans
pour autant garantir une bonne performance d’erreur du code spatio-temporel.
Pour améliorer cette performance, il est nécessaire de veiller en plus a décaler
la courbe P.(SNR) vers la gauche le plus possible en vue d’augmenter le gain de

codage. Ce critére est appelé critére de déterminant et s’énonce comme suit [Tarokh



et al., 1998) :

max min| det(X — X')| (2.6)
X, X'eC
X£X/

Le critére de déterminant stipule que pour maximiser le gain de codage, il est
nécessaire de maximiser le minimum des déterminants entre deux mots de codes

distincts quelconques.

2.4 Le multiplexage spatial

Dans le section 1.2.2, nous avons montré comment les systémes MIMO peuvent
supporter de plus grands taux de transmission comparativement aux systémes
ayant une antenne a 1’émission et une antenne a la réception, communément appelés
SISO (Single Input Single Output). Nous donnons dans cette section une approche

de la démonstration qui permet d’établir ceci.

Si on considére le modéle de canal quasi-statique décrit par 1’équation (2.1), la
capacité ergodique du canal a été calculée par Telatar |Telatar, 1999, Foschini,

1996]. Elle s’exprime par :

C(SNR) = Ex, [log det (IN, 42 xRHw wa)} , (2.7)

t

ou Egn, [] désigne 'espérance mathématique sur toutes les réalisations du canal,
Iy, est la matrice identité de dimension N, et H T est la transposée conjuguée
de H. A haut SNR, la capacité est donnée par la relation (1.1). Toutefois, pour
communiquer de maniére efficace (i.e. avec une probabilité d’erreur aussi petite
qu’il est désiré), a des taux de transmission arbitrairement proches de la capacité
ergodique, il est nécessaire de considérer une moyenne sur plusieurs réalisations du

canal. Puisque notre modeéle considére un encodage sur un bloc de durée 7T, il est
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important d’adapter le taux de transmission en vue de compenser les variations
du canal. Comimne la capacité ergodique augmente linéairement avec le SNR, alors,
pour communiquer a un taux de transmission égal a une fraction substantielle de la
capacité, il est important de considérer des scénarios de communication ol le taux
de transmission varie aussi avec le SNR. On dit alors que ce schéma a un gain en

multiplexage spatial 7, si le taux de transmission qu'il supporte est donné par [Tse

and Viswanath, 2005] :
R(SNR) ~rlog(SNR) (bps/Hz). (2.8)

Le multiplexage spatial peut étre interprété comme une réalisation d'une fraction
des degrés de liberté du canal. Cette fraction reste constante méme si le SNR
augmente arbitrairement. A noter que si une telle définition est considérée, alors
tout schéma de communication avec un taux de transmission constant, ne réalisera
qu’une fraction négligeable de la capacité a haut SNR, et de ce fait, son gain de

multiplexage spatial est nul.

Une autre interprétation du gain en multiplexage spatial consiste & considérer la
décomposition de la matrice H,, en valeurs singuliéres (Singular Value Decompo-
sition : SVD). Cette décomposition permet de subdiviser le canal MIMO en un
nombre min(Ny, N,) de canaux SISO. Les degrés de liberté disponibles dans un
canal MIMO définissent ce qu'on appelle les modes propres (Eigenmodes). Dans le
cas d’une connaissance parfaite du canal & I’émission par exemple, la décomposi-
tion SVD peut étre exploitée pour générer une allocation optimale de la puissance
visant & maximiser la capacité. Cette allocation dépend en fait du régime du SNR.
A SNR élevé, il est optimal d’allouer & chaque mode une puissance égale. Par contre
a SNR faible, il est optimal de puiser la puissance disponible de fagon successive
en commencant d’abord par le mode le plus fort (ayant la valeur propre la plus

élevée) (Waterfilling) [Paulraj et al., 2003].



17

2.5 Le compromis diversité-multiplexage

Pour un code spatio-temporel indexé par le SNR {C(SNR)}, ayant un taux de

transmission R(SNR), la diversité d et le multiplexage r sont respectivement définis

par :
_ _ log P.(SNR)
4= = ToaSNE) (2:9)
R(SNR)
— 2.1
SNRsoo log(SNR) (2:10)

ou P.(SNR) est la probabilité d’erreur & un SNR donné et ou log(+) désigne la fonc-
tion Logarithme & base 2. Il a été démontré dans [Zheng and Tse, 2003] que pour
des codes de longueur 7', le gain de diversité et le gain de multiplexage peuvent
conjointement étre obtenus moyennant un compromis optimal complétement ca-
ractérisé lorsque la longueur du code est suffisamment grande T > (N; + N, — 1).
Cette courbe optimale est ’ensemble des segments joignant les points (k, d*(k)),

k=0,..,min(N, N,) tels que :

d*(k) = (N, — k)(N, — k). (2.11)

La courbe optimale diversité-multiplexage est illustrée a la figure 2.2. Quand la
longueur du code n’est pas assez grande, la courbe définie par I’équation (2.11)
est une borne supérieure sur le gain maximum de diversité et de multiplexage.
En particulier, la diversité maximale prévue par ce concept est égale & N; N, et
correspond au point de la courbe ou le multiplexage est nul : d™** = d*(0) =
N;N,. De maniére réciproque, le multiplexage maximal obtenu par un code ne
peut dépasser la valeur min(N,, N,.) correspondant au nombre maximal de degrés

de liberté offert par le canal MIMO. 11 s’agit du point de diversité nulle sur la courbe
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Gain de multiplexage : r=R/logSNR

FIGURE 2.2 Compromis optimal entre la diversité et le multiplexage

optimale. Avant I’établissement du compromis diversité-multiplexage, la recherche
en matiére de codage spatio-temporel était focalisée sur la diversité pour un taux de
transmission fixe; pour évaluer cette diversité, on considére la probabilité d’erreur
par paire. Ceci correspond en fait a la diversité maximale au point (r = 0,d(0)).
Pour atteindre ce point, il suffit que la différence entre deux mots de codes distincts
soient de rang total (critére de rang) [Tarokh et al., 1998]. Le probléme qui se pose
est comment distinguer entre deux codes qui atteignent tous les deux la diversité
maximale. En définissant le gain de multiplexage comme le rapport entre le taux
de transmission et la capacité ergodique, ’évaluation de la diversité en fonction du
gain de multiplexage spatial est un critére de comparaison plus global des codes
spatio-temporels. De ce fait, le compromis diversité-multiplexage définit un nouveau
critére pour la conception des codes spatio-temporels oil il est possible de maximiser

de maniére universelle le multiplexage et la diversité pour des taux de transmission
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indexés par le SNR.

Pour établir le compromis diversité-multiplexage, Zheng et Tse ont distingué deux
cas : le premier considére des codes de longueur sufhsamment grande T > N, +
N, —1; le deuxiéme considére des codes de longueur T' < N; + N, — 1 |Zheng and
Tse, 2003].

Dans le cas ou T" > N; + N, — 1, ils ont prouvé que les erreurs de détection, a
haut SNR, sont principalement dues aux événements de pannes. La panne ou la
non disponibilité du canal est souvent considérée quand le canal a évanouissements
n’est pas ergodique ou quand le canal est ergodique, mais varie lentement. C’est &
dire que le canal H,, est choisi arbitrairement selon un évanouissement déterminé,

puis maintenu fixe pendant longtemps. On peut alors écrire :
y=H,x;+w;, [=1,...,00 (2.12)

ot & € CNV*1 gy, € CN*1 sont, respectivement, l'entrée et la sortie du canal a
Pinstant I et ot w; € CV*! est un bruit additif Gaussien . Les événements de non
disponibilité du canal sont définis comme 1’ensemble des réalisations du canal pour

lesquelles 'information mutuelle I (bps/Hz), définie par :

N
I{x;y, | Hy) = logdet <INT + SNRHwQHL> , (2.13)

t

est inférieure au taux de transmission : {H,, : I < R}, ot Q est la matrice des

covariances normalisées de 'entrée ;. De ce fait, la probabilité de non disponibilité

P, peut étre définie par :

SNR
N

P = inf  Prob {log det (I N, +
trace(Q) <Ny

HwQHL) < R} . (2.14)

Elle représente la borne inférieure sur toutes les valeurs de probabilité que la canal
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soit non disponible; et ce tenant compte de la contrainte de trace de l'entrée :
trace(Q) < N,;. Intuitivement, connaissant parfaitement le canal, un récepteur
optimal peut commettre une erreur de décodage principalement en raison des faits

suivants :
1. Un bruit additif atypiquement fort.
2. Certains mots de codes sont atypiquement trop rapprochés.
3. Un canal atypiquement singulier ('mauvais canal’).

A haut SNR, les deux premiéres causes sont écartées. Il n’est donc pas étonnant

que la probabilité d’erreur soit dominée par la probabilité de panne.

PP(SNR) = Pouta (215)
. . B .. . logf . log .
ou la notation f = g signifie que S}\}}{nloolog NE = SA}}{IE oo—-—i—log +xg Clairement,

(2.15) est valable quand on dispose d'un code de longueur infinie, T = 0o. Quand
T est fini, P, est une borne inférieure sur la probabilité d’erreur. A mesure que
T augmente, on devrait s’attendre & une amélioration des performances en termes
de probabilité d’erreur. Toutefois, pour des valeurs de T > N; + N, — 1, le gain
de diversité stagne et il n’est plus utile d’augmenter 7" davantage. Par conséquent,
la caractérisation du compromis diversité-multiplexage consiste a établir comment

varie P,,; en fonction du SNR.

Dans le cas ou T' < N; + N, — 1, les événements de non disponibilité du canal
ne sont plus prédominants et comme la longueur du code n’est pas assez grande,
il est fort probable que des codes aléatoires issus d’un ensemble Gaussien i.i.d..
solent trés rapprochés et générent ainsi des erreurs. Dans ce cas, la probabilité de
non disponibilité P,; n’est qu'une borne inférieure sur la probabilité d’erreur. Pour
établir une borne supérieure sur P,(SNR), une borne de l'union sur la probabilité

d’erreur par paire quand le canal n’est pas indisponible, a été utilisée [Zheng and
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Tse, 2003]. 1l s’avére que cette borne supérieure ne coincide avec Pp,:(SNR) que
pour de grandes valeurs du gain de multiplexage r. Pour l’améliorer, il est nécessaire
d’isoler d’abord les événements d’erreurs typiques. En fait, il a été démoutré que
ces événements d’erreurs surviennent quand le canal n’est pas en panne et qu’ils
sont plutot dis & Uexistence de certains 'mauvais mots de codes’ ("Bad Codes’) qui
ne sont pas trés fréquents, mais qui ont une forte probabilité d’étre confondus avec
le mot de code réellement émis [Zheng and Tse, 2003|. Pour resserrer davantage la
borne supérieure, une technique d’expurgation est adoptée. L’expurgation consiste
a éliminer successivement ces 'mauvais mots de codes’. Malgré tous les efforts
déployés, la borne supéricure trouvée ne coincide pas avec la borue inférieure, et
de ce fait, le compromis diversité-multiplexage est défini partiellement entre deux

bornes.

Les auteurs ont par la suite calculé la diversité d(r) pour certains codes : Concep-
tion orthogonale (Orthogonal Design) et plus précisément le code d’Alamouti, V-
BLAST avec un décorrelateur a la réception et D-BLAST avec un décorrelateur
a erreur quadratique moyenne minimale (Minimum Mean Square Error : MMSE),
et ont conclu qu’ils ne sont pas optimaux dans le sens du compromis diversité-
multiplexage. Plus précisément, il a été avancé qu’a l'exception du code d’Ala-
mouti [Alamouti, 1998] avec N, = 1, aucun de ces codes n’est optimal au sens du
compromis pour des nombres d’antennes N; et N, arbitraires. De ce fait, la problé-
matique de trouver un code optimal au sens du compromis est mise en exergue, et
plusieurs chercheurs se sont penchés sur la question. Avant de citer quelques tra-
vaux qui ont été présentés dans la littérature en réponse a cette problématique, il
est important de distinguer entre les codes spatio-temporels optimaux dans le sens
du compromis diversité-multiplexage et ceux dits a plein taux de transmission et a
pleine diversité (Full Rate Full Diversity) [Ma and Giannakis, 2003,E]l Gamal and

Damen, 2003]. Ces derniers sont congus pour atteindre les deux points d’extrémités
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du compromis seulement, alors que tout code optimal au sens du compromis est

forcément a plein taux de transmission et a pleine diversité.

2.6 Code de Yao et Wornell

Pour construire des codes optimaux au sens du compromis diversité-multiplexage,
Yao et Wornell ont considéré des systémes MIMO ayant deux antennes & 1’émission
et au moins deux antennes a la réception N; = 2 et N, > 2 [Yao and Wornell, 2003].
Ils ont par la suite établi une condition suffisante pour qu’un code spatio-temporel
soit optimal dans le sens du compromis. Pour plus de clarté, nous rappelons leur

résultat principal [Yao and Wornell, 2003] :

Théoréme 1. Soit un systeme MIMO avec Ny = 2, N, > 2 et T > 2. Consi-
dérons une famille de codes indexée par le tauzr de transmission R, telle que les
énergies maximale et moyenne de chaque mot de code spatio-temporel obéit a :
E, = m){zmxHXll2 = 282 qlors une condition suffisante pour que ce code soit opti-
mal au sens du compromis diwversité-multiplezage est que :

i ~ >1. :
g |det(X 1 — X2)|>1 (2.16)

im &l > |y L

. . N . .
Dans la relation (2.16), la notation f>g signifie que S]}R_.oolog NE SNR—»oo_g—g_—k’g R

La condition (2.16) signifie que le déterminant de la différence entre deux mots
de code distincts quelconques ne tend pas vers zero (ne s’évanouit pas) pour des
SNR grands. Elle est connue dans la littérature sous le nom NVD (Non-Vanishing-
Determinant). Un code remplissant cette condition suffisante est ainsi construit.

Quatre symboles d’informations sy € Z + Zj, issus d’une constellation M2-QAM
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(M? = 2%/2)_ sont codés en un seul mot de code X comme suit :

0s(6;) —sin(6
11 _ COS( 1) Sln( 1) S11 (217)
Too sin(fy) cos(6) S99
et
x cos(f,) —sin(8 s
2| _ (62) (62) 21 (2.18)
Z12 sin(fy)  cos(6s) 819

Les rotations ¢, et €, sont choisies telles que la condition NVD est satisfaite. Plus
intéressant encore, il est possible de choisir ces rotations de facon & maximiser
le déterminant minimum, permettent ainsi de maximiser le gain de codage. Ces

rotations sont ainsi calculées et valent :
1 1.1
(01,09) = 5 arctan(ﬁ), 5 arctan (2) | . (2.19)

Au récepteur, un décodage sphérique vectoriel permet de détecter les symboles
[Damen et al., 2003]. A noter que le code ainsi construit est optimal dans le sens
du compromis méme si sa longueur est T' = 2 < N; + N, — 1. Ceci signifie que si
des codes structurés sont utilisés, alors le compromis optimal est bien caractérisé
méme si ' < Ny + N, — 1 et que les bornes supérieure et inférieure, caractérisant

le compromis, coincident.

2.7 Les codes "LAST’ d’El Gamal et al.

Dans [E]l Gamal et al., 2004], les auteurs ont considéré une construction a base de
treillis ('Lattice’’) de codes spatio-temporels qu’ils ont appelé : les codes "LAST’

(LAttice Space-Time codes). Dans cette construction, un mot de code spatio-

1Une définition formelle du terme ’lattice’ est fournie a4 annexe I.
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temporel X de dimension N; x T appartenant & C est identifié par un vecteur & de
dimension N,T x 1, obtenu en alignant verticalement les colonnes de X. Pour géné-
rer les éléments du mot de code, les auteurs utilisent un treillis A, et un sous-treillis
(’sublattice’) A;. Les éléments du mot de code sont assignés aux représentants {c}
d’une classe d’équivalence du sous-groupe Ag de A.. Ces représentants doivent étre
inclus dans la région fondamentale v; du sous-treillis Ag. Ainsi, le vecteur x est
donné par :

x=c—u (mod A,), (2.20)

ou u est un vecteur pseudo-aléatoire de v, choisi avec une probabilité uniforme.
Le vecteur u est supposé connu au niveau du récepteur. Les treillis A et A, sont
judicieusement choisis parmi un ensemble de treillis ayant une bonne couverture [El
Gamal et al., 2004]. Il est établi par les auteurs de [El Gamal et al., 2004] que le code
ainsi généré est optimal dans le sens du compromis diversité-multiplexage si T >
N; + N, — 1 et si un décodage en treillis & minimisation de la distance Euclidienne

(Generalized Minimum Euclidean Distance Lattice Decoding) est utilisé.

2.8 Code de Dayal et Varanasi

La construction de codes spatio-temporels optimaux dans le sens du comproinis
diversité-multiplexage présentée par Dayal et Varanasi est basée sur la maximisa-

tion du gain de codage A(C) du code C, défini par [Dayal and Varanasi, 2005] :

)
= i Ak 2.21
AC) 'rank(X{Iil)rég):d(C) Pl o ( )

ou la variable d(C) représente la diversité a ’émission définie par :

d(C) = min rank(X; — X»), (2.22)

X1#X2
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et oll A sont les valeurs propres des matrices [(X1 - X)) (X, — XQ)T], X # X,
Or, pour des systémes dits a pleine diversité 4 l’émission, on Ny = T = d(C), la

relation (2.21) devient :

A(C) = Xxgir;(z |det (X1 — X)) (2.23)

Il s’avére donc que maximiser le gain de codage revient & maximiser le déterminant
de la différence entre deux mots de code distincts. En particulier, si N; = 2, si une
matrice génératrice G est judicieusement choisie, et si une modulation QAM est
utilisée, la maximisation du gain de codage induit la propriété NVD qui garantit
I'optimalité du code C au sens du compromis diversité-multiplexage. En effet, pour
G = M, une rotation réelle de dimension 2 définie par :

cos (f) sin(0)

G=M,= : (2.24)
—sin (6) cos(6)

le code C est défini par :

1 ¢1/2y1 T T 9 9

C=<(KX= s [z1, )t = Mu, [y1, ¥ = Myv,uel;,vel
¢1/2y2 )

(2.25)

ol ¢ = —7 est un nombre qui garantit la séparation des couches [z, 2] et [y1, 2], en

vue d’assurer la pleine diversité et ou I, désigne une constellation QAM standard
de ¢ points définie par I, = {a + jb: —\/g+1 < a,b < /g — 1,a,b impairs}.
Le gain de codage maximal vaut A(C) = 3.2. Il est obtenu pour une valeur de
0 = 1/2 arctan (2) et il est indépendant du SNR. Cette derniére propriété implique
la propriété NVD et par conséquent ce code est aussi optimal dans le sens du
compromis diversité-multiplexage pour N, = T = 2 et N, arbitraire. De plus, ce
code posséde un gain de codage supérieur aux constructions précédentes. Ceci se

traduit par de meilleures performances en termes de probabilité d’erreur.
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2.9 Construction de codes basée sur ’algébre de division

Derniérement, des codes spatio-temporels basés sur I’algébre ont été présentés [Bel-
fiore et al., 2005,Elia et al., 2004, Kiran and Sundar Rajan, 2005,Sethuraman et al.,
2003]. L’analyse de ces constructions fait appel & certaines définitions et propriétés
de l'algébre et de la théorie des nombres. Afin de ne pas alourdir le présent texte,
nous les avons mises dans 'annexe I et proposons [Jacobson, 1985, [Herstein, 1968|

et [Pierce, 1982] pour une lecture plus approfondie.

Un code spatio-temporel en bloc (Space-Time Bloc Code : STBC) C a été défini
comme un ensemble fini de mots de codes X de dimension N; xT'. Plus précisément,
C est un sous-ensemble de My, x7(C), 'ensemble des matrices de dimension Ny x T

a coefficients dans C, I'ensemble des nombres complexes.

Définition 1. Un STBCC est défini sur une constellation de signaux S st tous les
éléments des matrices de C sont des combinaisons linéaires complexes des éléments
de S. Par contre, C est défini complétement sur S si les éléments des matrices de

C appartiennent a S.

Pour concevoir de *bons codes’?, il suffit de construire un ensemble de matrices qui a
une structure algébrique adéquate. En particulier, il s’agit en premier lieu de créer
un sous-ensemble infini C,, d'un anneau de matrices, ayant certaines propriétés
algébriques, puis choisir un sous-ensemble fini C C C,.3. Pour mieux éclaircir ceci,
commengons par un exemple.

Soit S la constellation des signaux considérée et soit F' = Q(S) le corps formé par
adjonction des éléments de S 4 I'ensemble des rationnels Q. Si on veut concevoir

un ensemble de codes C C My, x7(F) qui satisfait le critére de rang (2.5), il suffit

2le terme ’bons codes’ veut dire des codes qui satisfont un critére de performance donné tel
que : le critére de rang, le critére de déterminant, le compromis diversité-multiplexage...
31’expression A C B veut dire A est inclus dans B ou A = B
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de trouver une algébre de division A C My, (F) telle que : si X, X’ € A, alors
(X — X"y € A, et donc (X — X)) est inversible et de rang total. Pour parvenir a
ceci, il suffit de trouver une algébre de division D et un homomorphisme d’anneaux
¢ D — My, r(F). Puisque une algébre de division n’a pas d’idéal propre, alors
le noyau de ¢ (Kernel) ker ¢ = 0, et de ce fait ¢ est une injection. Si on considére
Coo = (D), alors Co, € Mpy,x7(F) est aussi une algébre de division, et satisfait
aussi le critére de rang. Tout sous-ensemble C C Cy est un STBC qui satisfait (2.5).
Le choix de C C C peut étre réalisé sous différentes contraintes : satisfaire le critére
de rang donné par (2.6), faciliter le codage et le décodage du STBC, atteindre le
compromis diversité-multiplexage...etc. En somme, la conception des codes spatio-
temporels & partir de ’algébre de division se résume, dans ce cas, & trouver une
algébre de division D et un homomorphisme d’anneaux ¢ : D — My, xr(F), étant

donné une constellation S et un nombre d’antennes a ’émission N; [Sethuraman

et al., 2003).

2.9.1 Construction générique (Generic Construction)

Supposons que D soit une algébre de division donnée. Soit E un corps tel que
E C Z(D), ou Z(D) est le centre de D (i.e, E C D et e-d = d-e pour tout
e € F et d € D). Naturellement, D est un espace vectoriel sur E. Dans la suite,
on utilisera la notation Dg pour se référer & D comme espace vectoriel sur E. La

fonction Ay définie par :

Ad . DE—>DE

z—d-x, (2.26)
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appartient & Endg(D), 'ensemble des transformations linéaires sur Dg. De plus,

il est facile de vérifier que 'application €2 définie par :

 : D — Endg(D)

est un homomorphisme d’anneaux. Par ailleurs, il est évident de construire un
isomorphisme = de Endg(D) vers My,xr(E). En effet, soit B = (dy,...,dy) une
base de l’espace vectoriel D sur F supposé de dimension N. En appliquant la

transformation (2.27) & chacun des éléments de cette base, nous obtenons une

famille libre de transformations linéaires (Q2(d),...,dn)) = (Aay,.- ., Agy) sur
Endg(D). Si de plus, pour chacune des transformations linéaires A\g,,¢s =1,..., N
nous appliquons (2.26) pour les éléments d;,j = 1,..., N de la base B et exprimons

Ag;(d;) comme une combinaison linéaire des éléments de la base B par :
Adi(dj) = 51 -d1+...+aj,N'dN, (228)

olt ajx,j,k =1,..., N appartiennent & D, alors le vecteur a; = (j1,...,a;n5)7
représente la 7™ colonne de la matrice correspondante & la transformation Ag,.
En utilisant cette technique, nous faisons correspondre a chaque transformation li-
néaire Ay, de Endg(D) une matrice M de Myyn(E). L’homomorphisme d’anneaux

cherché sera donc ¢ tel que :
¢:D 2 Endg(D) S Myyn(E). (2.29)

De cette facon, il est possible de concevoir un code spatio-temporel de dimension
N x N, défini complétement sur £, o N est la dimension de l'algébre D sur
E, dénotée N = [D : E]. Si Cx = Im(¢), alors tout sous-ensemble C de Co est

un candidat qui répond & (2.5). A titre d’exemple, nous considérons les corps qui
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sont des exemples triviaux d’algébres de division. Ainsi, étant donné F = Q(S) et
N € N, un corps extension K tel que N = [K : F], satisfait FF C Z(K) = K. 1l
suffit alors d’appliquer la construction décrite ci-haut pour construire le code spatio-
temporel. Pour clarifier davantage la technique, nous décrivons quelques exemples
présentés dans [Sethuraman et al., 2003)].

Soient S une constellation donnée et N = NN;, le nombre d’antennes a I’émission.
Soit @ € Q tel que deg(a) = N. Le polynéme minimal de o sur F s’écrit sous la
forme :

ming(a) = XY +an 1 XV 14+ a1 X + ao, (2.30)

ot a; € F. Soit K = F(a), alors K est un espace vectoriel sur F' de dimension N et
dont une base évidente est B = {1,a,a?,...,a™N "1}, Faisons ensuite correspondre &

a la transformation linéaire A, définie par :

Aola) = aat = o™ pour i=0,.,N -2 (2.31)

M@ =ad =0V = —ag —a1a' — ... —ay_10" 7L (2.32)

Par la suite, la matrice M correspondant i A,, relativement a la base B est donnée

par :
00 ... 00 —a \
10 ...00 -a
M= (_) 1 (_) (_) B (2.33)
00 ... 10 —ans
00 ... 01 —ans

Etant donné la structure de la matrice M et la définition de A,, il est facile de

vérifier que la matrice correspondant & A, est M'. L’homomorphisme d’anneaux



30
(2.29) s’écrit dans ce cas :

¢ K L, Endp(D) > My,x7(E)

k= (b(), bl,...,bN) — >\k — bOIN+b1M+...+bN_1MN—1.
(2.34)

De ce fait, Im(¢) = {boIy + byM + ... + by_ 1M "' : b, € F} C Myyn(F) est
un sous-ensemble de matrices qui satisfont le critére de rang (2.5), et tout sous-
ensemble C C Im(¢) est un STBC qui remplit aussi ce critére. Bien évidemment,
des simplifications sont possibles si 'extension K est judicieusement choisie. En
particulier, s’il existe v € F* tel que le polynéme X% — ~ est irréductible dans

F[X] et a € Q avec ming(a) = XV — v, alors la matrice M devient :

00 00 v
10 000
ot -
00 ..100
\ 0 0 010

et de ce fait, si k = (b, by, ...,by) € K, alors la matrice correspondante est :

( bo  Ybnv-1 YON—2 ... b3 by by \
by bo Ybn-1 ... b b3 vbo
b b b() ’yb5 ’)’b4 ’yb3
M(bo,ln ..... by) T .2 ‘1 . . . . . , (236)
b2 byv_3 by_g ... D1 by YN
\bv1 by by . b b b )

et le mot de code spatio-temporel a la méme forme.
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Toutefois, une question mérite d’étre posée : comment choisir C C Co ?. A premiére
vue, il serait souhaitable de construire un STBC C complétement défini sur S. En
effet, si tous les éléments du mot de code sont issus de S, la répartition énergétique
en termes de rapport entre I’énergie maximale et 1’énergie moyenne serait conser-
vée. De plus au niveau du récepteur, le décodage ne requiert pas plus d’opérations
de prétraitement, réduisant ainsi la complexité de calcul. Néanmoins, ceci n’est
pas sans prix, puisque si C est complétement défini sur S, le taux de transmission
maximal est 1 symbole par slot temporel (1 symbol per time slot). Supposons, par
exemple, que C = {M @5, by) : b € S}, alors une condition suffisante pour
que C soit complétement défini sur S est que vS C S. Si on choisit v comme une
racine de 'unité telle que S est invariante par rotation de -y, alors cette condition
est remplie [Sethuraman et al., 2003]. Par exemple, si la constellation considérée
est M-PSK, alors § = Sy = {wh,: 0 < k < M} est invariante sous une rotation
v =wy = e™/M_ A titre d'illustration, nous citons I’exemple 2.9.1 tiré de [Sethu-

raman et al., 2003].

Exemple 2.9.1
N = N, = 3, 6-PSK, S = {l,w,w?...,0%}, ot w = wg = /5,

F = Q(S) = Q(w). Le polynome X*® — w est irréductible sur Q(w), et

le code C défini par :
bo LUbQ wbl

C = by by why | bo,bi,ba € Sgp, (2.37)

est de diversité totale et son taux de transmission est de 1 symbole par

slot temporel.
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Il est important de noter que 'algébre de division D n’est pas forcement commu-
tative. C’est la raison pour laquelle D a été considérée comme un espace vectoriel
sur son centre ou un corps inclus dans son centre. En fait, il est aussi possible
de construire D comme un espace vectoriel défini a droite sur tout corps K C D,
non forcément inclus dans Z(D), en définissant une multiplication scalaire & droite.
L’application A4 continue d’étre linéaire sur Dy et tout le mécanisme de construc-
tion du STBC demeure valide. Une illustration de ceci est la construction basée

sur lalgébre de division cyclique.

2.9.2 Construction basée sur ’algébre de division cyclique

Définition 2. Une algébre de division cyclique D sur un corps F est une algébre
de division de centre Z(D) = F et ayant un sous-corps maximal K tel que K est

un corps de Galois sur F et ot Gal(K/F) est cyclique.*.

Naturellement D est un espace vectoriel sur son centre F. Si la dimension de D
sur F est finie®, alors la dimensionnalité [D : F| est un carré parfait®. Posons
N? = [D : F], ou N est appelé l'index de D. Soit ¢ un générateur du groupe
cyclique Gal(K/F), alors Pordre de o est N et on peut démontrer que [Jacobson,

1985], [Pierce, 1982, [Herstein, 1968] :

dzeD,3ecF 2V = ¢ (2.38)

Vke K tkz = zo(k), (2.39)

4 Les définitions des différents termes sont fournies a Uannexe I
5Ce qu’on suppose ici pour les présentes constructions
6C’est un résultat d’algébre bien connu et utilisé dans [Sethuraman et al., 2003]



33
et D est décomposable sous la forme :

D=K3:K®2 K& ... 2N 'K, (2.40)

oll la notation C = A & B signifie que tout élément ¢ € C s’écrit sous la forme
c=a+b oua€ Aetb e B. Ainsi, D est un espace vectoriel défini a droite
sur K, dont une base triviale est B = {1, 2, 2%, ..., 2V "1}, Par le méme mécanisme
cité précédemment et en utilisant la relation (2.39), on démontre que pour tout

d=ko+ 2k + ...+ 2V 'kn_, € D, la matrice correspondante est My donnée par :

ko 60(kny) 60%(kna) ... 60N 2(ky)  SoNT(ky) )
ki O’(ko) 60’2(kN_1) 60’N—2(k3) 60’N~1(k72)
k k 2(k o 8N (k) SoNT(k
M, - : o(‘l) o (' 0) . 07 (ka) 007 (ks) | (2.41)
kN_Q O'(kN_g) UQ(ICN_.4) O'N_Q(ko) é N_l(l\",N_l)
\ knvo1 olknos)  o*(kvos) ... N2k 0N i(ko)

L’ensemble de toutes les matrices de cette forme définit Coo = {M 42k, 4. 12N-1kp_; ©
k; € K} et tout sous-ensemble fini de C C Cy est un STBC de diversité totale.
L’exemple 2.9.2 illustre la construction de codes a partir de 'algébre de division

cyclique.

La question qui se pose maintenant est la suivante : Etant donné N = N, antennes
émettrices et une constellation & C C, comment construire une algébre de division
D d’index N telle que :
N N
Pt Wt
D 2 2

K F2Q(S) (2.45)

Sethuraman et al. ont proposé la démarche suivante [Sethuraman et al., 2003] :
— Choisir t transcendant sur Q(S)

— Construire F' = Q(S,t,wn), ou wy est une racine de 'unité.
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Exemple 2.9.2

Les quaternaires de Hamilton H sont des algébres de division sur R,
l’ensemble des réels. Une base de H sur R est B = {1,7,7,k}, on 42

=k = -1 et on ij = —ji = k. Un sous- corps maximal de H est
REB iR, qui n’est autre que C. Puisque C/R est une extension de Galois
cyclique, alors H est une algébre de division cyclique. L’application o
assoc1e a chaque élément de C son conjugué (a+1b— a —1b), z = j et
§ = 22 = —1. On vérifie que :

(a+1ib)j = jo(a+1ib) (2.42)
72 = —-1€R, (2.43)

la décomposition (2.40) s’écrit dans ce cas : H=C @ jC. Le code Co
généré en conséquence est 'ensemble des matrices de la forme :

Wg —wh
]\lwo-ﬁm = ( i ) , (2.44)

qui n’est autre que le fameux code d’Alamouti [Alamouti, 1998].

— Construire K = F(tx = t/%) un corps extension de F tel que K est le corps de
décomposition du polynéme X — t sur F.
Le corps K ainsi construit, est une extension cyclique de F' de degré N. L’exemple

(2.9.3) est donné a titre d’illustration.

Il est important de noter que comme le code construit dans 'exemple (2.9.3) n’est
pas complétement défini sur S, il est possible d’obtenir un taux de transmission,
en termes de nombre de symboles émis par utilisation du canal, supérieur 4 1. En

effet, |C] = |S|®* et de ce fait, le taux de transmission vaut ¢ log5 |S*° = 6.

En somme, les techniques présentées dans cette section ont pour objectif de
construire des codes spatio-temporels ayant une diversité totale. Il est clair que les
constructions a base de I'algébre sont systématiques, diversifiées et s’inspirent d’'une
branche mathématique largement explorée et assez développée. Ceci lui confére en

fait une souplesse quant au choix des différentes composantes de la construction (F,
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Exemple 2.9.3

Soient N = N; = 6 et S la constellation considérée. Construisons F' tel
que F = Q(S,ws, t), ot wg = e*™/6 par exemple et t € C transcendant
(t = e ou t = 7 par exemple). Le corps K = F(ts = t1/%) est une exten-
sion cyclique et la fonction génératrice o, du groupe Galois Gal(K/F)
est définie par : tg — wgte. De ce fait, on aboutit au STBC de pleine
diversité, pour 6 antennes émettrices :

4

Go,0 591,5 592,4 593,3 594,2 595,1
go1 G10 592,5 593,4 594,3 595,2
C = 1 o2 G11 G20 593,5 594,4 595,3

={ —= >, 2.46
V6) | 93 912 921 930 0915 0gsa (2.46)
Joa G913 922 931 Gao 0gss
L Gos5 914 G923 932 941 G50 )

ol & est transcendant sur C et g;; = Sy_, fii(wits)!, avec fi; € S C
F pour i,7 = 0,1, ...,5. le facteur \/ig assure une normalisation de la
puissance transmise par antenne émettrice par slot temporel ou par
utilisation du canal.

K, les éléments transcendants, ...etc.). A cet effet, on peut se demander s'il ne serait
pas possible de tirer profit de cette souplesse en vue de construire des STBC qui
répondent non seulement au critére de rang, mais a d’autres critéres plus globaux.
En particulier, y-a-t-il moyen de construire des STBC optimaux dans le sens du
compromis diversité-multiplexage, a base de 1’algébre de division 7 La réponse est
oui, et quelques constructions ainsi générées, présentées dans la littérature, seront

discutées dans ce qui suit.

2.10 Construction de codes optimaux a partir de ’algébre de division

La méthode de construction de Sethuraman et al., décrite dans le section 2.9,
est basée sur la maximisation du rang de la différence entre deux mots de code.

Naturellement A, (C) = m}i{n C| det(X; — X3)|? est non nul. Toutefois, on sou-
17

2
Xi1#X2
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haiterait maximiser A,,;,(C) en vue d’obtenir un meilleur gain de codage. Or,
la précédente construction ne donne aucune garantie quant au gain de codage.
Plus précisément, si on veut émettre a grande efficacité spectrale, la constella-
tion S devient large et A,,;,(C) devient de plus en plus petit. Ceci est di au
fait que l'ensemble {det (X; — X3) : X1,Xs € Cs} est dense dans C et donc

X igl(f cl det(X; — X5)| = 0. Un moyen pour pallier & cette limitation est de choisir
1, A2€
X1#X;

dtelqued € F* et 8t =1,2,..., N, n’est la norme d’aucun élément de K* [Belfiore
and Rekaya, 2003], |[Elia et al., 2004], [Belfiore et al., 2005], [Kiran and Sundar Ra-

jan, 2005]. Un tel choix garantit que :

XJ%EECi det(X; — X»o)| = Xfl)lfrzlecl det(X; — X)| > 0. (2.47)
X1#Xo X1#Xg

Mais la derniére inégalité est équivalente a la propriété NVD décrite dans (2.16)7
qui, lorsque le code est de rendement total (le nombre de symboles émis par utilisa-
tion du canal est égal & V), est une condition suffisante pour atteindre le compro-
mis diversité-multiplexage. Nous présenterons ci-aprés des constructions a partir de
I’algébre de division qui sont de rendement total, remplissent la propriété NVD et

par conséquent sont optimaux dans le sens du compromis diversité-multiplexage.

2.10.1 Les treillis quaternaires, les codes ’parfaits’ et le code en or

En vue de construire des codes spatio-temporels avec la propriété NVD (le déter-
minant de la différence entre deux mots de code ne s’évanouit pas si la taille de
la constellation considérée augmente arbitrairement), une classe de codes dont le

déterminant reste constant indépendamment de la constellation, a été présentée

"Bien que la propriété NVD comme condition suffisante pour atteindre le compromis optimal
diversité-multiplexage a été établie pour N; = 2, on verra par la suite qu’elle est aussi suffisante
pour N, arbitraire comme il a été démontré dans [Elia et al., 2004].



37

par Belfiore et al. dans [Belfiore et al., 2005], [Belfiore and Rekaya, 2003] et [Og-

gier et al., 2006]. Cette construction est basée sur l'algébre cyclique ou l'algébre

simple centrale (Central Simple Algebras). En effet, considérons par exemple une
constellation QAM. Si les éléments du mot de code spatio-temporel sont issus de

Ok, 'anneau des entiers de K, et si 4 est choisi tel que § € Op, I’anneau des en-

tiers de F et 6, ..., 8! ne sont les normes d’aucun élément de K*, alors I’ensemble

{det (X1 — X2) : X1,X2 € Co} n'est plus dense dans C, il ne prend par contre

que des valeurs discrétes de O et de ce fait (2.47) est satisfaite indépendamment

de la taille de la constellation QAM utilisée.

Plus précisément, 'approche adoptée dans cette construction est comme suit :

— considérant une constellation QAM par exemple, alors on a S C Z[j] = Ogy),
l’anneau des entiers de Q(j). Ainsi F' = Q(j) et la constellation S est un sous-
ensemble de Op.

— Soient K une extension cyclique de F' de degré N et ¢ un générateur du corps

de Galois Gal(K/F) et 6 € Op. L’algébre ainsi construite D s’écrit :

D=(K/F,0,)=K®2K022K®..02N"'K, (2.48)

2 N—l)

ou (z,2%, ..., 2 est une base de D sur K.

— Choisir 7 un idéal de Ok et construire ainsi le code STBC Cr défini par :

([ ko olknoy) ... 60N (k) 60N TM(ky) )
]ﬁ U(ko) PN 50N—2(k3) 50N—1(k2)
k k .. 6o T2k SNk
=41 U(.l) o _(4) ’ .(3) ke€ZTi=0,.,N—1
kn_2 o(kn-3) o2 (ko) S0 kn-1)
{ \ kn_1 U(kN_Q) O'N_2(k1) O'N_l(ko) }

(2.49)
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Ainsi, dans [Belfiore and Rekaya, 2003], les auteurs ont décrit une approche pour

construire des codes spatio-temporels carrés (Ny = T) pour des configurations

ot N, =T = 28 et N, = T = 3-2% Certains exemples y sont donnés pour

N; =T = 2,3,4. A partir de ce concept, Oggier et al. [Oggier et al., 2006] ont, de

leur part, construit des codes qu’ils ont appelés 'codes parfaits’ qui n’existent que

pour des configurations spécifiques de Ny et T : Ny x T =2 x 2,3 x 3,4 x4,6%x6.

Selon [Oggier et al., 2006], un code de dimension N; x T, avec T = N, est dit

‘parfait’ §’il répond aux critéres suivants :

— il est de rendement total envoyant ainsi N? symboles d’information indépendants
issus d’une constellation QAM.

— le-déterminant minimum du code Cy est non nul.

— I’énergie nécessaire & l'envoi de chaque couche du mot de code, formée d'une
combinaison linéaire de symboles d’information, est la méme que celle nécessaire
a lenvoi de ces mémes symboles d’information (le codage des symboles d’infor-
mation n’induit pas une expansion de I'énergie du systéme.)

— I’énergie moyenne utilisée par chaque antenne émettrice est constante durant
tous les T' durées de symboles.

Le code en or®

, concu pour une configuration MIMO & N, = T = 2 et présenté
indépendamment dans [Belfiore et al., 2005], est membre de cette famille. Il est

illustré dans l'exemple 2.10.1.

2.10.2 Construction explicite de codes STBC optimaux

La démarche présentée dans [Belfiore and Rekaya, 2003] et dans [Belfiore et al.,
2005] constitue en fait un premier pas vers une construction systématique de codes

STBC ayant un taux de transmission maximal en termes de nombre de symboles

8Le nom code en or est inspiré du nombre d’or bien connu dans la théorie des nombres.
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Exemple 2.10.1

Soient N =N, =T =2et 0 = % le nombre d’or. Supposons que
la constellation considérée S est une QAM telle que S C Z[j]. Soit
K = Q(j,v/5) = {a+ b8 : a,b € Q(5)} une extension quadratique de
Q(j) de polynéme minimal X% — X — 1. Les racines de ce polynémes
sontfetf=1—0= 1_——2‘5 Le code STBC C est défini par :

oo (Sl e ) ncaes)

ot = 1+7j—340,a=14+75(1—0) et le facteur ﬁ est pour la
normalisation de I'énergie émise. Le déterminant minimum du code en

or est :

Apin(C) = min | det (X; — X2)IQ _ é
X1,X26Cx, 2x, 5

indépendants par utilisation du canal (le nombre de symboles indépendants émis
par utilisation du canal est égal & N;), une diversité maximale et qui sont optimaux
dans le sens du compromis diversité-multiplexage. Toutefois, cette construction
n’est possible que pour des configurations ott N; = T = 2F et N, = T = 3-2F. Cette
limitation est due principalement a la difficulté de construire des corps extensions
cycliques sur Q(j) de degré arbitraire et de trouver § € OF tel que 4, ..., 6" ! ne
sont la norme d’aucun élément de K*. De leur part, Kiran et Sundar Rajan ont
étendu cette construction a toutes les configurations Ny = T = 2%, 3.2, 2. 3% et
N, =T = ¢*(g—1)/2, ot ¢ = 4s+3 est un entier premier [Kiran and Sundar Rajan,
2005].

Par ailleurs, I'un des résultats le plus important, en matiére de conception de STBC
optimaux est présenté dans [Elia et al., 2004]. Il consiste en une généralisation de
la condition suffisante (2.16) établie préalablement pour N; = 2 dans [Yao and
Wornell, 2003], pour qu’un code soit optimal dans le sens du compromis diversité-
multiplexage. Et d’ajouter, se basant sur la construction de Kiran et Sundar Rajan

dans [Kiran and Sundar Rajan, 2005}, Elia et al. étendent davantage la construc-
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tion de STBC a base de ’algébre de division cyclique pour N; = T quelconque
et pour un nombre d’antennes réceptrices N, arbitraire [Elia et al., 2004], [Elia
et al., 2005]. Cette construction est baptisée STBC a délai minimal (T' = N,). De
plus, une teclinique pour construire des STBC dits rectangulaires, ou T > Ny, est
aussi présentée dans [Elia et al., 2004]. Cette derniére se déduit de la premiére en
construisant le STBC pour une configuration fictive ot N] = T', puis en procédant
a la suppression des T'— N; lignes des mots de codes initiaux. Le code de dimension

N; x T ainsi obtenu, est optimal dans le sens du compromis diversité-multiplexage.

En résumé, la revue bibliographique décrite dans ce chapitre synthétise principale-
ment les axes de recherche visant la conception de codes spatio-temporels en vue
d’atteindre le compromis diversité-multiplexage de Zheng et Tse. D’autres axes de
recherche, motivés par la conception de codes satisfaisant d’autres critéres (codes
orthogonaux, codes & plein tauz de transmission et & pleine diversité...etc.) n’ont
pas été discutés. Par exemple les codes spatio-temporels dits "TAST’ (Threaded
Algebraic Space-Time codes), présentés dans [El Gamal and Damen, 2003| par
El Gamal et al., sont congus pour obtenir une pleine diversité et un plein taux
de transmission. Cette construction consiste a considérer le mot de code comme
un ensemble de threads’ indépendants. Chaque 'thread’ est généré & partir de la
constellation considérée moyennant une matrice génératrice qui assure la pleine
diversité si le mot de code est constitué uniquement dudit thread. Une famille in-
dépendante de nombres (Diophantine Numbers) est utilisée en vue de garantir la
transparence des 'threads’ dans le mot de code. Bien que ces codes n’aient pas été
congus préalablement pour atteindre le compromis diversité-multiplexage, il a été
récemment établi, via une analogie avec les codes congus a partir de ’algebre, qu'’ils
peuvent aussi remplir la propriété NVD [Damen et al., 2005]. De ce fait, les codes

"TAST’ peuvent aussi étre optimaux. Dans le chapitre suivant, nous présentons une
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construction basée sur la méme technique dont nous prouvons l'optimalité dans le

sens du compromis diversité-multiplexage.

En présentant un état de l'art assez exhaustif de la construction des codes et en
analysant les techniques utilisées pour les obtenir, nous avons voulu que ce travail
serve de point de départ pour des travaux de recherche dédiés spécifiquement a la
construction de codes. Il s’avére que ces constructions s’inspirent principalement
de la théorie de l'algébre ainsi que de la théorie des nombres. Malgré les travaux
de recherche intéressants présentés dans cette perspective, beaucoup reste encore
a faire aussi bien pour la construction de codes elle méme que pour la diminution

de la complexité de I’encodage ou du décodage.
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CHAPITRE 3

ENCODAGE ADAPTATIF POUR ATTEINDRE LE COMPROMIS
DIVERSITE-MULTIPLEXAGE

3.1 Introduction

Le compromis diversité-multiplexage établi dans [Zheng and Tse, 2003] est une
mesure asymptotique (& haut SNR) du potentiel des canaux a antennes multiples,
en termes de gain de diversité et de gain de multiplexage. Ce potentiel a ainsi
généré les travaux de recherche cités dans le chapitre 2 avec 'objectif de concevoir
des codes spatio-temporels optimaux selon ce critére. En effet, les derniéres sections
du chapitre 2 prouvent que ce qui a été établi par Zheng et Tse comme une limite de
performance des canaux a antennes multiples, peut étre atteint par des codes spatio-
temporels structurés judicieusement construits. Plus important encore, certaines
constructions sont allées au-deld du compromis pour respecter d’autres critéres

[Oggier et al., 2006].

Dans ce chapitre, un nouveau schéma d’encodage adaptatif est présenté. Cet enco-
dage est caractérisé par une rétroaction (feedback) trés limitée et non-systématique
envoyée du récepteur a l’émetteur via un canal supposé sans délai et sans er-
reur. Nous prouvons qu’il est possible de maximiser le gain de diversité pour un
gain de multiplexage donné par commutation entre un ensemble d’encodeurs sous-
optimaux. Plus particuliérement, quand un systéme avec deux antennes a I’émission
et deux antennes a la réception est considéré, nous démontrons qu’en adaptant deux
schémas d’encodage ayant, respectivement, des longueurs de blocs T'=1et T = 2,

il est possible d’atteindre le compromis diversité-multiplexage optimal.
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3.2 Encodage spatio-temporel adaptatif a seuil

Les travaux de recherche cités dans le chapitre 2, se sont concentrés sur la construc-
tion de codes STBC en vue d’atteindre tous les segments du compromis multi-
plexage diversité. Ceci est & méme d’imposer une contrainte sur leur longueur de
bloc. En effet, puisqu’'un code optimal atteint le point de diversité maximal, alors il
est forcément de rang total, et par conséquent T est au moins égal & N, (T > N,).
C’est d’ailleurs la raison pour laquelle les codes optimaux dans le sens du compro-
mis diversité-multiplexage, ayant T' = N, sont dits de délai minimal [Elia et al.,
2004]. Comme il a été mentionné dans [Rezki et al., 2005b]| et dans [Rezki et al.,
2005al, cette contrainte n’est en fait nécessaire que pour atteindre le segment a
faible gain de multiplexage r. Rappelons que la longueur de bloc est cruciale quant
a la complexité du décodage, d’oli la nécessité d’opter pour la plus petite longueur
de blocs qui garantit la performance désirée.

A cet effet, un schéma d’encodage adaptatif & rétroaction non-systématique, per-
mettant de réduire cette complexité tout en améliorant le gain en diversité, est
proposé. Le terme non-systématique veut dire ici que la rétroaction du récepteur
a 'émetteur n’est pas réalisée dans le but d’informer ce dernier de I’état du canal,
et de ce fait, elle n’est pas requise & chaque changement de réalisation du canal.
Par contre, le schéma proposé ici concerne une rétroaction a seuil, ou le récepteur,
connaissant le taux de transmission en bits/s, informe 1'’émetteur a travers la re-
transmission de quelques bits via un lien de retour supposé parfait (sans erreur
et sans délai), si et seulement si la valeur du SNR dépasse un seuil déterminé.
Rappelons que la rétroaction a largeur de bande limitée, par exemple, est utilisée
dans la plupart des systémes cellulaires pour le controle de puissance [Heath Jr.
and Paulraj, 2005, Haykin and Moher, 2004]. En effet, si un ensemble de codes
est disponible & I’émetteur, alors on démontre dans cette thése que, moyennant

une commutation entre ces codes, il est possible d’obtenir un meilleur compromis
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FIGURE 3.1 Le compromis diversité-multiplexage pour un systéme MIMO avec
Ny=N,=T=2

multiplexage-diversité. A la différence d’autres techniques d’encodage adaptatif dé-
sirant maximiser la capacité, ou la distance minimale entre les mots de codes, ou
encore minimiser la probabilité d’erreurs [Seshadri and Winters, 1994, Heath Jr. and
Paulraj, 2005], le critére d’adaptation proposé est la maximisation du compromis
diversité-multiplexage. En particulier, quand un systéme MIMO avec N; = N, = 2
est considéré, on démontre qu’il est possible d’atteindre le compromis diversité-
multiplexage en utilisant deux codes sous-optimaux de longueurs respectives T' = 1
et T'= 2. Commencons d’abord par un exemple simple qui illustre comment ’enco-
dage adaptatif peut améliorer le comiproiis diversité-multiplexage. Mais 'intérét
de tout systéme adaptatif réside en la simplicité de sa stratégie d’adaptation et de

sa faisabilité. Nous discutons ceci dans la section suivante.
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Exemple 3.2.1 L’encodage adaptatif améliore le compromis diversité-multiplexage

Soit un systéme MIMO avec Ny = N, = 2 dans lequel on considére
qu'un code orthogonal (OSTBC) de type Alamouti [Alamouti, 1998],
par exemple, ainsi qu'un code & multiplexage spatial (Spatial Multi-
plexing : SM) de type BLAST [Foschini, 1996] sont tous les deux dis-
ponibles au niveau de I’émetteur. Il est clair que le code d’Alamouti
ne peut atteindre le gain de multiplexage maximal puis qu’il a un ren-
dement de 1, alors que SM ne peut atteindre la diversité maximale &
cause de la déficience du rang des mots de codes (vectoriels). La figure
3.1 illustre le compromis diversité-multiplexage de ces deux codes ainsi
que le compromis optimal établi dans [Zheng and Tse, 2003].

Par ailleurs, si pour 0 < r < r* l'encodage d’Alamouti est activé et
pour 7* < r < 2, 'encodage SM est activé, alors le compromis diversité-
multiplexage du schéma ainsi congu est meilleur.

3.3 Stratégie d’adaptation de I’encodage spatio-temporel adaptatif a

seuil

Commencons par rappeler que le compromis diversité-multiplexage, tel qu’illus-
tré a la figure 3.2 a été établi comme un ensemble de segments. Chaque segment
représente le gain de diversité maximal pour un intervalle donné de gains de multi-
plexage. En d’autres termes, un segment du compromis représente soit des perfor-
mances & haut rendement (en termes de nombre de symboles indépendants émis par
slot temporel) qui peuvent étre atteintes par des constructions dites & plein rende-
ment [Sandh and Paulraj, 2001, Hassibi and Hochwald, 2002], ou des performances
& pleine diversité qui, a leur tour, peuvent étre obtenues par des constructions
dites & pleine diversité [Tarokh et al., 1999, El Gamal and Damen, 2003, Sethu-
raman et al., 2003] ou encore des performances intermédiaires entre ces deux cas
extrémes. Plus précisément, soit M, un point de la courbe optimal de coordon-
nées (k,d*(k)), k = 0,1, ..., (min (N, N;) — 1) tel qu’illustré dans la figure 3.2.
Supposons qu’il existe un ensemble de codes {Cx,k = 0,1, ..., (min (N, N;) — 1)},
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FIGURE 3.2 L’encodage adaptatif atteignant chaque segment de la courbe optimale

disponibles a I’émission, chacun de longueur 7} et atteignant chacun au moins le
segment [My, My11] ([Mk, Myy1] C dc,). Ainsi, chaque code Cj est sous-optimal
dans le sens du compromis puisqu’il n’atteint qu’une partie de celui-ci. Le fait que
Cy, soit optimal sur un segment [My, My,1] peut en quelque sorte étre interprété
comine une relaxation de contraintes qui pourrait faciliter la construction de ces
codes. La stratégie d’adaptation consiste alors & commuter entre les codes Cy en
fonction de la valeur du SNR de fagon a suivre chaque segment [My, Myy1] de la
courbe optimale. Plus précisément, si le code présentement actif est C, le SN R par
antenne réceptrice calculé au niveau du récepteur est SNR* et le taux de trans-

mission est R*, alors la stratégie d’adaptation & haut SN R est comme suit :
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R*

LN Lk * —
Le récepteur calcule k* = |r*| = [—————logQ N

Jl, renvoie cette valeur 4 l’émetteur si

et seulement si k* # k afin d’activer le code Cp-.

Le systéme ainsi congu est optimal par construction dans le sens du compromis
diversité-multiplexage. Par ailleurs, a la différence de la rétroaction systématique
ou I'état du canal est renvoyé systématiquement & 'émetteur a chaque changement
du canal, la rétroaction proposée ici est limitée (au plus [log,(k)] bits) et dépend
de 'étendue de (R, SNR).

Cependant, avant de pouvoir confirmer notre proposition, il y a lieu de se poser une
question fondamentale : est-ce que le compromis diversité-multiplexage demeure in-
changé lorsqu'une telle rétroaction est adoptée, ou est-il plutét amélioré puisqu’une
certaine quantité d’information est maintenant mise a la disposition de I’émetteur ?
Pour répondre & cette question, supposons qu’un ‘miracle’ informe ’émetteur, avant

R*

I’envoi de chaque bloc de symboles, de la valeur k* = |r*| = [W

J, a travers
[log, (k)] bits d’information. Soit 1+ un indicateur d’une telle information. Mainte-
nant, le canal a considérer n’est plus X — (Y, H), mais plutét (X, 1x«) — (Y, H).
Clairement, alimenter I’émetteur systématiquement de 14+ 'informe principalement
sur le niveau du bruit dans le canal et ne lui donne pas d’information pertinente sur
Iétat de 1'évanouissement H. Les événements de non disponibilité du canal sont
alors définis comme {H,I(X,1;;Y,H) < R}, ou I(X, 1;»; Y, H) est l'informa-
tion mutuelle sur X et 1;., observant Y et H. Il est clair que cette information
mutuelle est une borne supérieure de l'information mutuelle dans le cas ou la ré-
troaction n’est pas systématique, elle-méme une borne supérieure de 'information

mutuelle ol il n’y a pas du tout rétroaction. Mais a I’échelle d’intérét, lorsque R

est élevé, ces informations mutuelles sont toutes sensiblement égales puisque ’le

x| désigne la fonction partie entiére de x
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miracle’ n’identifie que log,(k) bits par bloc. En effet :

(X, 1Y, H) = I(X;Y,H)+I(Y,H; 1 | X)
= I(X:Y,H)+h(le | X) = h(lee | X, Y, H)
= I(X;Y,.H)+h(l;~ | X) (3.1)
< I(X;Y,H)+h(1) (3.2)
< I(X,;Y,H)+log, (k)bits/bloc

L’équation (3.1) émane du fait qu’étant donné X, Y et H, il n’y a aucun aléa sur

1k*, d’ou h(lk*

X,Y H) = 0. L’inégalité (3.2) s’en suit en raison du fait que
le conditionnement diminue l'entropie. Puisque I'information mutuelle est quasi
inchangeée, il en est de méme de la probabilité de non disponibilité P,,:(SNR). Par
conséquent, le compromis diversité-multiplexage pour R asymptotiquement grand
est aussi inchangé par une telle rétroaction.

A noter que dans ce contexte, le compromis diversité-multiplexage est le méme
que la rétroaction soit systématique ou non-systématique. Toutefois, la rétroaction
non-systématique requiert moins de ressources en termes de capacité du lien de

retour.

3.4 Encodage adaptatif optimal pour un systéme MIMO 2x2

Dans |Rezki et al., 2005b, Rezki et al., 2005a], nous avons utilisé ce principe pour
proposer un encodage adaptatif a seuil optimal dans le sens du compromis dans le
cas d’un systéme MIMO 2 x 2. Etant donné que le compromis optimal est composé
dans ce cas de deux segments : le segment & haut rendement (r € [1,2]) et le
segment & faible rendement (r € [0,1]), nous proposons deux encodages pour

atteindre séparément ces deux segments. Pour atteindre le premier segment, le
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code SM de longueur T = 1 est utilisé, tandis que pour atteindre le deuxiéme
segment, deux encodages sont proposés. En premier lieu, un encodage de type D-
BLAST [Tavildar and Viswanath, 2004] de longueur T' = 3 est présenté. Ensuite,
un encodage de type LAST [El Gamal et al., 2004| de longueur T = 2 est proposé.
Nous présentons ci-dessous les principaux résultats, mais plus de détails peuvent

étre trouvés dans [Rezki et al., 2005b] et dans [Rezki et al., 2005a).

Théoréme 3.1. Pour un syst¢eme MIMQO avec Ny = N, = N, le code SM de
longueur T =1 atteint le segment de haut rendement (r € [N — 1, N]).

Démonstration. La preuve est évidente. Nous rappelons seulement que le gain en

diversité d’un encodage spatial (T' = 1) est donnée par [Zheng and Tse, 2003] :

d(r) = N,(1 - N) (3.3)

qui coincide avec le gain en diversité optimal pour des gains de multiplexage élevés

r € [N —1,N], quand N, = N,. O

Pour atteindre le deuxiéme segment, considérons un code de type D-BLAST a
deux couches (streams). La conception de chaque couche est réalisée & base du
code TAST [El Gamal and Damen, 2003, choisi pour son bon gain de codage. Soit

G une matrice génératrice de rang total donnée par :
G=— _ : (3.4)

soit p®) = Gu® pour k = 1, 2 deux vecteurs indépendants de taux de transmission

R =7log,(SN R) chacun, ot u® est un vecteur 2 x 1 issu d'une constellation M-



QAM standard. Le mot de code, de dimension 2 x 3 est donné par :

X - 0 pM(2) P2 . (35)

p(1) pP(1) 0
Ce code transmet 4 symboles indépendants durant 3 slots temporels, il a par consé-
quent un rendement de 4/3. De plus les couches sont réparties de fagon diagonale
pour garantir une diversité totale. Le gain de codage de ce code ainsi que son

compromis diversité-multiplexage sont donnés par le Théoreme 3.2

Théoréme 3.2. Le gain de codage A du code donné par (3.5) est A = 4 et son
compromis diversité-multiplexage est d(r) = 4 — 3r, et par conséquent il atteint le

segment & faible rendement r € [0, 1].

Démonstration. Commencons par rappeler que la propriété NVD donnée par (2.16)
est une condition suffisante pour atteindre le compromis optimal [Yao and Wornell,

2003]. Soit X' un mot de code différent de X donné par :

, 0
X = b
p(a) p

W2) p(2)
'2)(1) 0

ot p® = Gu'® pour k =1,2. Posons D = X — X', alorson a :

0  DW(2) D®(2)
DW(1) DA(1) 0

D=

Puisque le code est de pleine diversité, alors le gain de codage est défini par :

A= mlnH A [DD'] = m;é% det (DD'), (3.6)



ou les \; [-] sont les valeurs propres de 'argument. Le calcul de det (DDT) donne :

det (DDY) = |DV)]* DV 2)* + | DV )" D@ @2)* + | D? )" |DP(2)|*.
(3.7)
Utilisant la structure du code TAST, tenant compte du fait que la constellation
considérée est une M-QAM et en calculant le premier terme de la partie gauche de

I'équation (3.7), on obtient :

DD )" DY (2

> 4, (3.8)

si AD(1) # 0 ou AD(2) # 0, where A®) = 4®) — ¢/®) £ = 1 2. Sinon, alors
ID(I)(1)|2 lD(l)(2)|2 = (. Mais dans ce cas, on a forcément A (1) # 0 ou A (2) #

0 et par conséquent, on aura :

1 2
D) D2 2)f = 7 |(A<2>(1))2 iy (A(Q)(Z))2‘ > 4, (3.9)

et de ce fait A > 4.

0 —} 0 _ ,
D’autre part, Dy = 2 est une différence possible de deux mots de

% 0
codes, avec det (‘; =4, donc A < 4. Il s’en suit que le gain de codage de ce
code est A = 4.

Par ailleurs, une borne supérieure sur la probabilité d’erreur par paire (PEP) est

donnée par [Yao and Wornell, 2003] :

P(X — X< (ﬁ (1 + Al)) : (3.10)

=1

N . ' A log f log g : ’ :
ou la notation f<g signifie que o l}%m g SNE = SJ\}}QIE g SNE- Puisqu’on se situe

a haut régime de SNR, alors en omettant les 1 dans (3.10) et en utilisant le fait

que la puissance de transmission moyenne P varie asymptotiquement avec ’ordre



de la modulation M comme :

P=M =2% = SNR3, (3.11)
la borne (3.10) s’écrit :
2 /SNR O\
P(X - X< (H ( Z )\l>> ~SNR™% (det D). (3.12)
=1

Pour obtenir une borne supérieure sur la probabilité d’erreur, la borne de I'union

est appliquée :

P. < SNR™™ Y P(X—X) (3.13)
XX’
< SNR™) (det D)™ (3.14)
D+£0

Clairement, P, est dominée par la pire des PEP qui correspond aux paires de mots
de codes dont la différence a le pire déterminant (le plus petit). Maintenant, étant
donné un mot de code X, le nombre de mots de codes X' tels que la différence
D=X-X posséde le pire déterminant est majoré par 16. Ceci est di au fait
que pour un tel D, tous les éléments doivent étre nuls sauf un qui doit étre égal a
2. Il y a au plus 4 points voisins possibles pour un point donné d’une constellation
QAM standard. Ainsi, le nombre de paires de mots de codes dont la différence a le

pire déterminant est de I'ordre de M* & haut SNR, et par suite :
P.<M*SNR 4= SNR 47, (3.15)

Puisque deux couches sont envoyées durant trois slots temporels, la diversité de ce

code est d(r) = 4 — 3r, ce qui conclut la démonstration. O
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Cependant, la longueur du code donné par (3.5) est T = 3, ce qui induit une latence
et une complexité du décodage supplémentaire par rapport & un code similaire de
longueur T' = 2. De plus, le code donné par (3.5) est caractérisé par ses périodes
de non transmission qui constitue un inconvénient en termes de rapport entre la
puissance maximale et la puissance moyenne (peak-to-average power ratio). Pour
pallier a ces limitations, un code de longueur T = 2 est proposé. Les couches sont
générées de la méme facon mais en utilisant deux constellations de tailles différentes
pour accommoder le rendement du code : 4/3 = %—3 Les couches sont ensuite
réparties en diagonale et séparées par un nombre de Diophantine (Diophantine
number) ¢ (|¢| = 1)) pour garantir une diversité totale |[Dayal and Varanasi,
2003, [El Gamal and Damen, 2003], [Elia et al., 2004]. Le mot de code ainsi obtenu

est donné par :

(1) 1@
x_| ? (1) ¢2pP(1) | (3.16)

2p(2) p™M(2)
ot p*) = Mpu®, uD) est issu d’une constellation 2%°-QAM, u©® est issu d’une
constellation 2°-QAM (b > 2) et M, (6 € [0,27]) est donnée par |Dayal and
Varanasi, 2003] :

cosf sinf
M, = ) (3.17)

—sinf cosf

Le gain de codage de ce code ainsi que son compromis diversité-multiplexage sont

donnés par le Théoréme 3.3 :

Théoréme 3.3. Choisissant (6,¢) = (3 arctan(2), —i), le gain de codage A du
code donné par (3.16) est A = 3.2 et son compromis diversité-multiplezage est

d(r) = 4 — 3r et par conséquent il atteint le segment & faible rendement r € [0, 1].
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Démonstration. La preuve est similaire & celle du Théoréme 3.2 et sera donc omise.

]

Ainsi, la courbe optimale est atteinte en utilisant deux codes sous-optimaux de
longueur respectives T' = 1 et T = 2 et la stratégie d’adaptation décrite dans la
section 3.3. Ceci confirme que la contrainte N; = T, nécessaire pour atteindre le
segment de diversité maximale, peut étre ignorée si I'on désire obtenir le segment

de rendement maximal seulement.

3.5 Résultats de simulations

Pour estimer les valeurs des probabilités de non disponibilité du canal Py, (SNR)
ainsi que celles des probabilités d’erreur des différents codes utilisés P.(SNR), des
simulations par la méthode de Monte-Carlo ont été réalisées. Les résultats de si-
mulations des performances des codes SM, du code donné par (3.5) et du code
donné par (3.16) sont illustrés, respectivement, sur les figures 3.3, 3.4 et 3.5, pour
des taux de transmission R = 4, 8,12, 16 bps/Hz. Sur ces méme figures, on a aussi
tracé la probabilité de non disponibilité P,,; donnée par (2.14), dans le cas ou
une contrainte d’égalité de la puissance sur les antennes a4 I’émission est imposée
(Q = Iy,). Durant toutes ces simulations, un décodage sphérique est utilisé a la
réception [Zhao and Giannakis, 2005], [Damen et al., 2003].

Dans la figure 3.3, on peut noter que la pente des courbes de performance du
code SM est 2 4 haut SNR. En effet, une augmentation du SNR de 10 dB induit
une attenuation de la probabilité d’erreur de 1072, Ceci confirme que la diversité
maximale de ce code est 2. Par ailleurs, la séparation horizontale entre ces courbes
est de 6 dB, ce qui correspond & un gain de multiplexage maximal de 2 par 3

dB. Etant donnée la continuité des courbes de performance, alors tous les points
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Taux de blocs en erreur

-- Poul' R=4 bps/HZ
== u P R=8 bps/HZ
=== P, R=12 bps/HZ
] B R=16 bps/HZ
wmemm SM, R=4 bps/Hz
e SM, R=8 bps/HZ
s SM, R=12 bps/HZ
PO e SM, R=16 bps/HZ : ; ; ; ; i ;
] 5 10 15 20 25 30 35 40 45 50

SNR par antenne réceptrice

FIGURE 3.3 Performances de SM, avec M-QAM, M? = 4,16, 64,256, Ny = N, = 2
et T'=1

appartenant au segment joignant les points (d,r) = (0,2) et (d,r) = (4,0) sont
atteints. A noter aussi dans la figure 3.3 qu’a haut SNR, la séparation horizontale
entre deux courbes adjacentes de P,,; est aussi égale & 6 dB, alors que la pente de

la probabilité de non-disponibilité du canal P,,; est de 4.

D’un autre coté, dans la figure 3.4, les courbes de performance du code donné par
(3.5), atteignent une pente de 4 & haut SNR (similaire 4 la pente de P,,;). Par

contre, la séparation horizontale entre ces courbes est de 9 dB, ce qui correspond

a un gain de multiplexage maximal de r = % par 3 dB. De la méme maniére que
précédemment, tous les points du segment joignant (d,r) = (0,%) et (d,r) = (4,0)

sont atteints. Des constatations similaires peuvent étre tirées de la figure 3.5 ot le
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Taux de blocs en erreur
=

e D—-Blast, R=4 bps/Hz
e O-Blast, R=8 bps/Hz
munn [)-Blast, R=12 bps/Hz
s [)-Blast, R=16 bps/Hz
5 - Pnut’ R=4 bps/Hz
wmm P R=8bpsiHz
=== P R=12bps/Hz
- Pom, R=16 bps/Hz
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SNR par antenne réceptrice

FIGURE 3.4 Performances du code donné par (3.5) avec M-QAM, M = 2(%}2),
R=4,16,64,256, Ny= N, =2et T =3

code donné par (3.16) est considéré. En effet, les courbes de performance ont une
pente de 4 & haut SNR et la séparation horizontale maximale est de l'ordre de
18 dB, ce qui correspond a un gain de multiplexage maximal de % par 3 dB. Les
résultats des simulations confirment bien les analyses théoriques présentées dans

les Théorémes 3.1, 3.2 et 3.3.

3.6 Conclusion

Nous avons présenté un encodage adaptatif a rétroaction non systématique limitée
(quelques bits) en vue d’atteindre le compromis diversité-multiplexage. 1’idée prin-

cipale d’un tel schéma est de concevoir un ensemble d’encodages sous-optimaux,
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Taux de blocs en erreur
3

-5 _Ce’ R=8 bps/Hz
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SNR par antenne réceptrice

FIGURE 3.5 Performances du code donné par (3.16), avec R = 8,16, N; = N, = 2
et T'=2

chacun atteignant un segment de la courbe du compromis. L’utilité d'une telle
conception est la minimisation du délai et de la complexité du décodage en mini-
misant la longueur de bloc T'. Moyennant notre stratégie d’adaptation, nous avons
d’abord prouvé que le compromis demeure le méme, puis démontré qu’il est pos-
sible de l'atteindre par commutation entre les encodages disponibles & ’émission.
Le critére de commutation est la maximisation du gain de multiplexage r pour
un taux de transmission R(SNR) donné. A cet effet, un encodage optimal dans
le sens du compromis diversité-multiplexage, pour un systéme de communication
ayant Ny = N, = 2, a été proposé. Il est le résultat de la commutation entre deux
encodages ayant respectivement une longueur de bloc T'=1et T' = 2.

Bien que la rétroaction soit une technique courante dans les systémes de communi-
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cation sans fil, il y a lieu de noter que dans notre approche, nous avons supposé un
lien de retour sans erreur et sans délai. L’hypothése ’sans erreur’ peut étre justifiée
par l'utilisation d’un code correcteur d’erreur puissant en vue de protéger la rétro-
action. Méme si 'utilisation d’un code correcteur d’erreur augmenterait le nombre
de bits dans la rétroaction, il est raisonnable de continuer a négliger son effet sur
la capacité du canal a premiére approximation, puisque pour de grandes valeurs
de SNR, Vinformation mutuelle du canal est aussi grande. Par contre, '’hypothése
'sans délai’ est plutét moins réaliste et elle a été considérée pour faciliter I’analyse.
L’'impact du délai de la rétroaction sur le systéme n’a pas été considéré et pourrait

&tre étudié dans les travaux futurs.



CHAPITRE 4

CARACTERISATION DU POTENTIEL DES CANAUX MIMO A
SNR LIMITE ET IMPACT DE LA CORRELATION SPATIALE

4.1 Introduction

On analyse dans ce chapitre le potentiel des systémes de communication i antennes
multiples, en termes de gain de diversité, de pouvoir d’adaptation de grands taux
de transmission (gain de multiplexage) et de gain de codage et/ou de gain d’an-
tennes (Array Gain), dans des conditions réalistes de SNR et d’évanouissements.
Rappelons que tout ce qui a été discuté dans les chapitres 2 et 3 concerne un régime
asymptotique & haut SNR. A des valeurs petites ou moyennes de SNR, typiquement
entre 3 et 20 dB, le compromis diversité-multiplexage établi par Zheng et Tse [Zheng
and Tse, 2003] est une limite de performance trés optimiste et constitue en fait une
borne supérieure du compromis diversité-multiplexage & SNR limité [Narasimhan,
2005]. Comme il en a été discuté dans le chapitre 2, Iidée principale pour trouver
le compromis asymptotique optimal est de caractériser les événements de non dis-
ponibilité, qui sont les sources d’erreur prépondérantes pour une longueur de bloc
T assez grande et un codage aléatoire’, puis de considérer un régime a haut SNR
pour aboutir & une élégante caractérisation du compromis diversité-multiplexage
asymptotique. Dans la perspective d’établir les limites de performance des canaux
4 antennes multiples dans des conditions réalistes d’évanouissements et de valeurs

de SNR, la méme démarche sera adoptée. Nous allons d’abord rappeler les défini-

e fait que T soit assez grand et que le codage soit aléatoire marginalise I'impact des deux
autres sources d’erreur (un bruit additif grand et quelques mots de codes sont trés rapprochés)
sur la probabilité d’erreur. De ce fait, une détection fiable de l'information est assurée pourvu
gu’on communique & un taux de transmission inférieur a 'information mutuelle du canal.
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tions des gains de diversité et de multiplexage [Narasimhan, 2005] dans la section
4.2. Dans la section 4.3, on établit une borne inférieure de la probabilité de non
disponibilité dans les cas oil le canal est spatialement corrélé ou spatialement non
corrélé. A partir de cette borne, une estimation du gain de diversité est calcu-
lée. Dans la section 4.4, on étend notre analyse & un régime & haut SNR et on
démontre que le gain de diversité estimé coincide dans ce cas avec le compromis
diversité-multiplexage asymptotique optimal. La section 4.5 comporte les résultats

numériques. On termine ce chapitre par une conclusion.

4.2 Le compromis diversité-multiplexage & SNR de valeurs limitées

Dans [Narasimhan, 2005], une technique, basée sur le calcul de la probabilité de
non disponibilité P,,;, a été présentée en vue de caractériser le compromis diversité-
multiplexage 4 SNR limité. Etant donné que le régime de SNR considéré n’est plus
asymptotique, les définitions des gains de multiplexage et de diversité, données par
(2.9), doivent étre accommodées. En effet, & SNR limité, le gain de multiplexage
est défini comme le ratio entre le taux de transmission R et la capacité d'un canal
Gaussien AWGN, de SNR global g - 7, olt g est un gain d’antennes qui vaut N,
(9 = N,) et ou 1 est la valeur moyenne du SNR par antenne réceptrice. D’autre
part, le gain de diversité est défini comme la valeur absolue de la pente de la

fonction log (P,u:) = f(log (1)) :

_ R
r T logy(1+gm)? (4.1)
d(r,m) = -y, (42)

De ce fait, le gain de multiplexage donne une indication sur la sensibilité dune
stratégie d’adaptation des taux de transmission. Par exemple, si r augmente, alors

une petite variation de la valeur 7 du SNR induit un changement important du
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taux de transmission. Le gain de diversité est interprété comime une mesure de
I'augmentation de la valeur du SNR requise pour diminuer la probabilité de non
disponibilité d’'une certaine valeur, pour un gain de multiplexage donné.

Etant donné que le calcul de la probabilité de non disponibilité est compliqué
et ne permet pas d’aboutir & une expression compacte de la diversité, une borne
inférieure de P,,; est utilisée. A partir de cette borne, une estimation de la diversité
en fonction du gain de multiplexage est obtenue (cf. [Narasimhan, 2005| théoréme
2). L’évaluation du gain de diversité pour des valeurs de SNR, n =5, 10 et 15 dB
a montré que les gains obtenus sont trés inférieurs aux gains asymptotiques prévus

par Zheng et Tse.

4.3 Impact de la corrélation spatiale sur le compromis diversité-

multiplexage

Pour établir le compromis diversité-multiplexage a SNR limité, Pauteur de [Nara-
simhan, 2005] a considéré des canaux i.i.d. & évanouissements de Rayleigh. Toute-
fois, dans des contextes plus réalistes de propagation, les évanouissements ne sont
pas indépendants & cause, par exemple, d’un espacement insuffisant entre les an-
tennes [Da-Shan et al., 2000]. Par ailleurs, il est établi que la corrélation spatiale
est déterminante aussi bien du point de vue capacité que probabilité d’erreur d’'un
systéme de communication & antennes multiples [Oyman et al., 2003,Oyman et al.,
2002, Da-Shan et al., 2000]. Dans [Rezki et al., 2006a|, 'impact de la corrélation
spatiale sur le compromis diversité-multiplexage & SNR limité a été étudié. Nous

décrivons dans ce qui suit, les lignes principales de notre démarche.

Considérons le modéle de canal donné par (2.1), dans lequel H,, est remplacé par
H , dont les éléments sont corrélés. L'effet de la corrélation spatiale peut étre modé-

lisé en adoptant le modeéle de Kronecker que l'on choisira pour sa simplicité [Paulraj
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et al., 2003]. Ce modele permet de décomposer le canal en matrices déterministes
décrivant séparément la corrélation & 1’émission et & la réception et une matrice
aléatoire décrivant un canal i.i.d. a évanouissement de Rayleigh. La matrice H est
donnée par :

H =R'’H,R,” (4.3)

ou la matrice H,, est définie comme dans la section 2.2, et ou R, et R; sont des
matrices Hermitiennes définies positives qui représentent la corrélation spatiale &
la réception et a I’émission, respectivement [Paulraj et al., 2003].

Supposons en premier lieu que la puissance disponible P est équitablement répartie
sur toutes les antennes a ’émission. De cette fagon, la matrice Q dans (2.13) est
égale & Iy,. En remplagant (4.3) dans (2.13) et en utilisant le fait que Rtl/QRtH/2 =

R;, linformation mutuelle devient :

I = log, (det (I, + %Ri/QHthHfU’ RH2)). (4.4)
t

Puisque R; et R, ont le méme impact sur l'information mutuelle 7, nous al-
lons focaliser, sans perte de généralité, sur I'impact de la corrélation a I’émission
(RY? = Iy,). Les éléments de R, sont notés p; ;. Le calcul de la probabilité de non
disponibilité P,,; nécessite le calcul de la distribution de 'information mutuelle 1.
Ceci est en fait possible en calculant la distribution des valeurs propres de HH?.
Cependant cette démarche se préte beaucoup plus & une analyse numérique et ne
permet pas de déterminer une expression analytique de la diversité. Pour éviter

cette contrainte, nous calculons une borne supérieure de (4.4).

Soit la décomposition orthogonale-triangulaire QR de H,, donnée par :
H,=LR, (4.5)

ou L est une matrice unitaire de dimension N, X N,, et ou R est une matrice
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triangulaire supérieure de dimension N, x N; [Golub and Van Loan, 1983]. Les
modules au carré |R;;|? des éléments de la diagonale de R sont distribués suivant
une loi chi-carré ayant 2(Nr —[+1) degrés de liberté. Les autres éléments sont i.i.d.
Gaussiens de moyenne nulle et de variance 1. La décomposition en valeur singuliére
de Ri /2 donne :

R/ =UDV"H (4.6)

ou U et V, de dimension N; x Ny, satisfont URU = VIV = Iy, et ou D est une
matrice diagonale de dimension N; x Ny, dont les éléments sont les valeurs singuliéres
de RY*. Puisque det (I + XY) = det (I + Y X) et puisque la distribution d’une
variable aléatoire est invariante par des transformations unitaires [Muirhead, 1982],
alors utilisant (4.4), (4.5) et (4.6), on obtient :
I = log, (det (In, + —]?]—LRUDQUHRHLH))
t
4 n 2 pH
= log, | det (In, + —RD*R")

t
< ;ng (1 + %Al) (4.7)
ou t = min(N;, N,), A, = Zﬁ;z Di|R; 2|, L = 1,...,t, est le [¥°° élément de la
diagonale de RD?R™ et le symbole L signifie égalité en distribution. L’inégalité
(4.7) découle du fait que : det(A) < [[A;; pour toute matrice A définie positive.

Pour déterminer une borne inférieuré sur la probabilité de non disponibilité, la
fonction de distribution de A; est requise. Puisque Ry sont indépendants, alors il en
est de méme pour A;. Si tous les D2, k = 1, .., N;, sont égaux, ceci correspond en fait
au cas non corrélé, la contrainte trace(Ry*/?) = N, impose Di=1k=1,...,N.
Ainsi, A; est distribué suivant une loi chi-carré ayant 2(N, + N; — 21 + 1) degrés
de liberté. Sinon, A; peut étre vue comme une forme quadratique généralisée d’un

vecteur Gaussien, et si tous les D7 (k = 1,..., N;) ne sont pas égaux, alors le calcul
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de la fonction de distribution de A; n’est pas évident [Muirhead, 1982}. Supposons,
sans perte de généralité, que tous les D? (k = 1,..., N;) sont distincts, alors la

fonction de distribution de A;, (I =1, ...,t) est donnée par le Lemme 4.1 2.

Lemme 4.1. Si tous les D? (k = 1, ..., N;) sont distincts, la fonction de distribution

de Ay, (I=1,...,t) est exprimée par :

Ny.—l+1
I l
fa (@) = Z al(c)fG(k,Dz +Z (o fG(lDHk)( z), (4.8)
k=1

ot G{a, 3) est une variable aléatoire distribuée suwwant une lot Gamma, dont la
fonction de distribution est donnée par : fga.p(z) = r(a)ﬁa exp(—3), £ =0, a >0,

0 > 0. Les coefficients a(l) et a(Hk) sont donnés par :

o o D) AR et
a) = (N, — 1+ 1= k) d(jo)®B=m) Ju a\Jv ju=D;?’
Ik ; '

o™ = [(1-jvD%,) ‘I’Az(JU)]jv=fok’
. dR)f(=)

S est la dérivée d’ordre k de f(x) et ot Wa,(jv) est la fonction caractéris-

tiqgue de A; donnée par :
—(Np—1 e
. . Np—1+1) . -1
Ua,(jv) = (1 - JUDl + H J'UD12+k) : (4.9)

Démonstration. La variable aléatoire \; est une somme pondérée de variables aléa-
toires distribuées suivant une chi-carré. Le degré de liberté de |R;;*| est 2(N, —1+1)
et celui de |R; x| k # 1 est 2. Le calcul de la fonction caractéristique Wa,(jv)

conduit & expression (4.9) donnée dans Lemme 4.1. La décomposition de ¥ 5, (jv)

%Si tous les D2 (k = 1,..., N;) ne sont pas distincts, il est possible d’obtenir des résultats en
utilisant des transformations de Laplace avec poles multiples.
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en fractions partielles donne :

Ny—1+1 Ne—1
Ua(jv)= > a1 = D)™+ o™ (1 - juD?,)" (4.10)
k=1 k=1

Le calcul de la transformée inverse de chaque terme conclut la démonstration. [J

Dans [Rezki et al., 2007b], nous avons calculé explicitement la fonction caractéris-
tique de la borne supérieure donnée par (4.7). Ensuite, sa fonction de densité a été
déduite en utilisant des algorithmes de calcul de la transformée inverse de Laplace.
De maniére similaire, une borne inférieure trés serrée de la probabilité de non dispo-
nibilité P,,; a été calculée. En effet, on a démontré que dans un canal trés corrélé,®
les pires écarts entre les valeurs exactes de P,y et les valeurs données par la borne
inférieure sont respectivement de 0.2 et 0.3 dB pour des systémes 2 x 2 et 3 x 3.
Nous avons aussi démontré la possibilité de calculer une estimation du compromis
diversité-multiplexage aussi bien dans le cas corrélé que non-corrélé. Cette analyse
est tres utile du point de vue ingénierie puisqu’elle permet de calculer de maniére
efficace une approximation de la probabilité de non disponibilité, de la capacité de
non disponibilité et du compromis diversité-multiplexage pour n’importe quel SNR
et pour différentes valeurs de la corrélation spatiale. Cependant, ’étude présentée
dans [Rezki et al., 2007b] ne permet pas d’obtenir des expressions compactes du
compromis diversité-multiplexage en vue de mieux comprendre le potentiel des ca-
naux & antennes multiples. Pour ce, nous adoptons dans ce qui suit une démarche

différente.

Utilisant la définition (2.14), le Lemme 4.1 et la borne supérieure donnée par (4.7),
nous déduisons une borne inférieure sur la probabilité de non disponibilité P,,;,

laquelle est donnée dans le Théoréme 4.1.

A

3Les expressions “canal trés corrélé”, “canal moyennement corrélé” et “canal faiblement corréle”
seront définis formellement dans la section 4.5, ot un modeéle de corrélation spatiale est présenté.
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Théoréme 4.1 (Borne inférieure). Des bornes inférieures sur la probabilité de non
disponibilité P, dans le cas non-corrélé (D7 = 1,k =1,..., Ny) ainsi que dans le

cas corrélé sont, respectivement, exprimées par :

P’UTLCOTT >

out

Cine(&, N + Ny — 20+ 1), (4.11)

]~

i

l

p—l+1
Poi™ > (Z A e (e +Z T & ,1)), (4.12)
1 k

H—

1

1

our =3 b, §= % ((1 +gn)% — 1) et Tine est la fonction Gamma incompléte
=1

définie par : Ty,(z,a) = (T_IT)T [ a1t

Démonstration. Utilisant la définition de P,,; donnée par (2.14) et la contrainte
d’équi-répartition de la puissance sur les antennes émettrices, la probabilité de non
disponibilité s’écrit :

P, = Prob(I < R). (4.13)

La relation (4.7) et I'indépendance des A; permettent d’écrire :

t
Pae = Prob([J(1+ 52 < 1+ gn))

=1
> Prob(l—f— A) < (1+gn), l=1,...,t)

t
= [[Prob(ai<&). (4.14)

I=1
Dans le cas corrélé, la distribution de 4A; est donnée par (4.8) dans le Lemme 4.1.
En combinant (4.8) et (4.14), on obtient (4.12). Dans le cas non corrélé, A; est
distribuée suivant une loi chi-carré ayant 2(N, + N; — 2] + 1) degrés de liberté et

par suite (4.11) s’en suit automatiquement. O]
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Les bornes inférieures calculées dans le Théoréme 4.1 sont ensuite maximisées sur
4

I'ensemble {b;,! = 1,...,t}, sous la contrainte » = ) b, pour donner de meilleurs
=1

résultats.

Utilisant la borne inférieure donnée par le Théoréme 4.1 et la définition (4.2), une

estimation du compromis diversité-multiplexage est calculée, laquelle est donnée

dans le Corollaire 4.1.

Corollaire 4.1 (Estimation du compromis). Des estimations de la diversité d(r,n),
dans le cas mnon-corrélé (D =1,k =1,...,N;) ainsi que dans le cas corrélé sont,

respectivement, données par :

Ny

dener () = o (1 + gn)™ — bign(1 + gn)™* = 1)
=1
N+N-—21 —-& _ |
§ e~ /(N, + N, — 20)! w15)
Pinc(gly Nr + Nt — 2l + 1)
5 N; ¢ b by Q&)
d°"(r,n) = — 14 gn)% — bign(1 +gn)»1 —1 . (4.16
(r,m) 3 (1 + gn)™ = bign(1 + gn) )Pl(&) (4.16)

ot Q1(&) and Pi(&) sont données par :

Ny—l+1 k—
Q&) = i _a (& D + Z 18"y o (4.17)
S (k— DI\ D? Lk

k=1
Np—I+1 N¢—1 &_
H(é[) - Z 0 znc 2 y k + Z a(1l+k)Pmc 21 ,1 . (418)
D k=1 Diix

Notons que (4.15) et (4.16) ont des formes compactes similaires. En effet,
(4.15) peut étre obtenue a partir de (4.16) en remplacant P(§) et (&) par
Cinc(&, N + Ny — 2L+ 1) et (§Nt+N”21 _51) /(N; + N, — 21)!, respectivement.
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4.4 Etude asymptotique du gain de diversité

En vue d’examiner si la diversité estimée donnée dans le Corollaire 4.1 coincide avec
le compromis diversité-multiplexage asymptotique & haut SNR établi dans |Zheng
and Tse, 2003|, on analyse le comportement asymptotique de la diversité estimée

quand n — oo ou quand r — 0. Nous présentons d’abord le lemine suivant.

Lemme 4.2. En supposant que la matrice de corrélation spatiale & ’émission est

de plein rang, on peut écrire :

lim d“"°"(r,n) = lim d°"(r, 7). (4.19)
n—oo 00
Démonstration. Pour la fluidité de la présentation, la démonstration est reportée

dans annexe III. O

Le résultat contenu dans le Lemme 4.2 est trés évocateur. Il stipule qu’a haut SNR
et pour un gain de multiplexage donné r, la diversité estimée est indépendante
de la corrélation spatiale. Plus important encore, la diversité estimée asymptotique
coincide bien avec le fameux compromis diversité-multiplexage comme il est énoncé

dans le théoréme suivant.

Théoréme 4.2. En supposant que la matrice de corrélation spatiale o [’émission
soit de plein rang, le compromis optimal diversité-multiplexage, pour les cas corrélé

et non-corrélé, est donné par la diversité estimée asymptotique, soit :

lim ¥ (r,5) = lim d°""(r,1) = dgsym, (4.20)
100 700
10g2 Pout

ot d = — lim
asym n—oo 10827

Démonstration. La demonstration est présentée dans 'annexe IV. O
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Le Théoréme 4.2 indique que notre diversité estimée asymptotique correspond
exactement au compromis diversité-multiplexage. De ce fait, il peut étre vu comme
une généralisation du compromis diversité-multiplexage pour les canaux corrélés
et non-corrélés. A noter que le Lemme 4.2 et le Théoréme 4.2 concordent bien
avec les résultats établis dans [Narasimhan, 2006, Corollary 1]. D’un autre coté, le
Lemme 4.2 et le Théoréme 4.2 confirment un résultat récemment établi concernant
la diversité asymptotique [Chang et al., 2006]. Cependant, notre résultat est plus
étendu puisqu’il permet de comprendre aussi 'impact de la corrélation spatiale a
SNR limité. De plus, 'analyse présentée ici esquisse quelques lignes directrices pour
la construction des codes spatio-temporels & des valeurs pratiques de SNR. A titre
d’exemple, le corollaire suivant identifie le gain de diversité maximal que 'on peut

atteindre par n’importe quel code spatio-temporel.

Corollaire 4.2 (diversité maximale). Le gain de diversité mazimal est le méme

pour les canaux 4 évanouissements corrélés et non-corrélées et est donné par :

CZmaz (,’7) —_ hmduncorr (7“, ,’7) _ 1%dcorr(r’ ,’7)

r—0

1
— NN, |1- . 421
‘ (1+ gn)In(1 + gn) (4.21)

Démonstration. La démonstration est présentée dans 'annexe V. U

Le Corollaire 4.2 concorde avec [Narasimhan, 2006, Theorem 6] méme si notre di-
versité estimée est différente de celle donnée dans [Narasimhan, 2006]. Le Corollaire
4.2 indique aussi que le gain de diversité estimé maximum n’est pas affecté par la
corrélation spatiale. Ceci correspond au fait que la corrélation spatiale ne fait que
perdre de I’énergie et n’affecte pas la pente de décroissance de la probabilité de non
disponibilité du canal en fonction du SNR. Ceci a déja été constaté pour un régime
a haut SNR dans [Paulraj et al., 2003]. Toutefois, le Corollaire 4.2 est plus fort,

puisqu’il est valable pour toute valeur de SNR 7, et en particulier pour n = +o00.
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On ne manquera pas de préciser que pour établir ce résultat, nous avons supposé
que R; est de plein rang. Cependant, si R; n’est pas de plein rang, alors il en
serait de méme pour H et on s’attendrait 4 un gain de diversité inférieur a celui
donné par (4.21). De plus, comme il a été prouvé dans [Rezki et al., 2008¢|, tous les
résultats établis dans ce chapitre sont encore valables quand la corrélation spatiale

a la réception est considérée seule.

4.5 Reésultats numériques

On présente les résultats de simulation d’un systéme de communication ayant 2
antennes a I’émission et deux antennes a la réception N; = N, = 2. Nous adoptons
le méme modéle de corrélation spatiale que |Zelst and Hammerschmidt, 2002] et
[Paulraj et al., 2003], c’est & dire que les éléments de la matrice de corrélation &

I’émission ne dépendent que d’un seul coefficient p :

[ 1, pNe-1)*
p I »p
R, = o p 1 o ) (4.22)
p
pNe=1? ptop

La borne inférieure sur la probabilité de non disponibilité donnée par le Théoréme
4.1 ainsi que la probabilité de non disponibilité exacte F,,; obtenuc par une si-
mulation Monte-Carlo, sont tracées sur les figures 4.1 et 4.2, respectivement, pour
des gains de multiplexage r = 0.5, 1. Les figures 4.1 et 4.2 montrent aussi la borne
inférieure trouvée par Narasimhan dans [Narasimhan, 2006] pour le cas non corrélé.

Dans ces figures, on peut observer que pour le cas non corrélé, notre borne infé-
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out

wnn Non-corréié, borne inférieure de Narasimhan
~ = =Non—corrélé, notre borne inférieure
= Non—comrété, courbe exacte (simulation)
=m=Corrélé, p=0.9, notre borne inférieure |
=8=Corrélé, p=0.9, courbe exacte (simulation) |

%% 5 10 15 20

SNR par antenne réceptrice : 1 (dB)

FIGURE 4.1 Comparaison de la borne inférieure de P,,; et la valeur exacte donnée
par simulation pour un coefficient de corrélation p = 0.9, un gain de
multiplexage r = 1 et pour Ny = N, = 2.

rieure est légérement plus serrée notamment a faible SNR. En outre, notre borne
inférieure suit la méme allure que les courbes exactes aussi bien dans le cas corrélé
que dans le cas non-corrélé.

Pour une comparaison dans le cas d’une corrélation spatiale & 1’émission, on a
tracé a la figure 4.3 la probabilité de non disponibilité exacte F,,, notre borne
inférieure donnée par (4.12) et la borne inférieur établie dans [Narasimhan, 2006],
pour r = 0.5 and r = 1. Toutes les courbes dans la figure 4.3 ont été obtenues
en utilisant la méme matrice de corrélation adoptée dans [Narasimhan, 2006]. Sur
cette figure, on peut observer qu’encore une fois notre borne inférieure est légeére-

ment plus serrée que celle de Narasimhan a faible SNR. Au dela de SNR=30 dB,



72

out

H e Non—corrélé, borne inférieure de Narasimhan
= = =Non-corrélé, notre borne inférieure

= &= Corrélé, p=0.5, notre borne inférieure
= Non-corélé, courbe exacte (simulation)
4 Corrélé, p=0.5, courbe exacte (simulation)

10 7 15
SNR par antenne réceptrice : n (dB)

FIGURE 4.2 Comparaison de la borne inférieure de P,,; et la valeur exacte donnée
par simulation pour un coeflicient de corrélation p = 0.5, un gain de
multiplexage r = 0.5 et pour Ny = N, = 2.

les deux bornes inférieures coincident complétement.

La diversité exacte calculée d’aprés (4.2) par simulation Monte-Carlo et une es-
timation de cette diversité calculée d’aprés le Corollaire 4.1 sont tracées dans la
figure 4.4 pour un SNR=15 dB. On peut noter sur ladite figure que la courbe esti-
mée du compromis diversité-multiplexage suit la méme allure que la courbe exacte.
Par conséquent, la valeur estimée du compromis peut étre utilisée pour évaluer le
potentiel des canaux MIMO corrélés et non corrélés, évitant ainsi des simulations
gourmandes en temps d’exécution, notamment pour des configurations ou N; et
N, sont trés grands. Il est intéressant de noter sur la figure 4.4 par exemple, que

pour un coefficient de corrélation p = 0.5, le gain en diversité n’est dégradé que
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-3 Pout obtenu par simulation

-©-Notre borne inférieure
_4||~¥-Borne inférieure de Narasimhan ‘ |

0] 5 10 15 20
SNR par antenne réceptrice : 1 (dB)

10

FIGURE 4.3 Comparaison de notre borne inférieure donnée par (4.12) et celle de
Narasimhan, pour la corrélation spatiale & I’émission donnée par (49)
dans [Narasimhan, 2006|, et pour N; = N, = 2.

légérement et on peut s’attendre a obtenir une performance quasi égale a celle d'un
canal non corrélé. Toutefois, la diversité est trés dégradée quand la corrélation spa-
tiale augmente a p = 0.9. A titre d’illustration, la figure 4.5 montre qu’un systéme
MIMO fonctionnant a un gain de multiplexage » = 0.8 et un SNR de 5 dB dans un
canal o la corrélation est modérée (p = 0.5), atteint une meilleure diversité qu’un
systéme fonctionnant 4 un méme gain de multiplexage et & un SNR de 10 dB dans
un canal ou la corrélation est élevée (p = 0.9). Cette constatation est confiriée si

les valeurs exactes de la diversité sont considérées. [Rezki et al., 2006a].

dfco’rr

Dans la figure 4.6, on a tracé le gain de diversité estimé relatif, défini par

(i"‘ ncorr ?

pour différentes valeurs de SNR. Comme il est prévu par le Lemme 4.2, le gain
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FIGURE 4.4 Impact de la corrélation spatiale sur la valeur estimée de la diversité
pour N; = N, = 2 et SNR=15 dB.

en diversité estimé relatif converge vers 1 au fur et & mesure que  — oo indé-

pendamment de la valeur du gain de multiplexage. Cependant, la convergence est

d’autant plus rapide pour de petites valeurs de r. Finalement et comme prévu par

le Théoréme 4.2, la figure 4.7 illustre la convergence de la diversité estimée dans

le cas non corrélé vers le compromis asymptotique diversité-multiplexage & mesure

que 77 — 00.

4.6 Conclusion

Dans la perspective de définir les limites de performance des canaux & antennes

multiples, nous avons étudié le compromis diversité-multiplexage & SNR fini dans
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= =3¢ (simulation), SNR=5dB, p=0.5
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= = =d®@% (simulation), SNR=10dB, p=0.9

Gain de diversité
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Gain de multiplexaée

FIGURE 4.5 Comparaison de la valeur estimée de la diversité et la valeur exacte
donnée par simulation pour p = 0.5, SNR=5dBet p=0.9, SNR =
10 dB, pour un systéme N; = N, = 2.

des canaux & évanouissements de Rayleigh corrélés et non-corrélés. Nous avons en
premier lieu, calculé une borne inférieure sur la probabilité de non disponibilité.
Ensuite, nous avons déterminé des estimations du gain de diversité pour un SNR,
un gain de multiplexage et un coefficient de corrélation donnés. Ces estimations
sont trés évocatrices et donnent une bonne approximation du gain de diversité
maximum disponible dans le canal. Nous avons montré que dans un canal mo-
dérément corrélé, le gain de diversité n’est pas dégradé et on peut s’attendre a
obtenir des performances quasi-similaires d’un canal non-corrélé. Par contre, & me-
sure que la corrélation augmente, le gain de diversité diminue. Pour rattraper cette

diminution, deux options sont possibles. La premiére consiste & diminuer le gain
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FIGURE 4.6 Gain de diversité relative pour différentes valeurs du gain de multi-
plexage r et pour N; = N, = 2.

de multiplexage en maintenant le méme SNR, infligeant ainsi une dégradation du
taux de transmission. La deuxiéme suggére d’augmenter la puissance & I’émission
en maintenant constant le gain de multiplexage induisant ainsi une éventuelle dé-
rogation de la contrainte de puissance.

En outre, quand des régimes asymptotiques a haut SNR ou a faible gain de mul-
tiplexage sont considérés, nous avons montré que la corrélation spatiale n’a plus
d’effet sur le compromis diversité-multiplexage. L’analyse asymptotique permet
aussi d’établir des lignes directrices pour la construction de codes spatio-temporels
& pleine diversité. Et d’ajouter, 1’étude asymptotique révéle que notre démarche
englobe des résultats connus dans la littérature concernant le compromis diversité-

multiplexage asymptotique et par conséquent elle peut étre considérée comme une
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FIGURE 4.7 Convergence du gain de diversité estimé (i“"co”(r, n) vers la gain de
diversité asymptotic dgsym, & mesure que la valeur du SNR 5 — oo.

généralisation de ceux-ci.

Les résultats présentés dans ce chapitre sont encore valables lorsqu’on considére
seulement la corrélation spatiale a la réception. Par ailleurs, dans notre démarche,
nous avons supposé que la matrice de corrélation est de plein rang. Intuitivement,
quand le rang du canal est déficient, on devrait s’attendre a une pénalité rela-
tive au gain de diversité. La caractérisation du compromis diversité-multiplexage
a SNR fini pour un canal & rang déficient pourrait faire I’objet d’'un travail futur.
Enfin, 'analyse présentée dans ce chapitre a concerné un canal semi-corrélé ou la
corrélation spatiale existe soit 4 I’émission ou & la réception. C’est une hypothése
raisonnable dans un réseau cellulaire par exemple, ot les liens montants et descen-

dants sont considérés, puisqu’a la station de base, la contrainte d’espace est moins



78

cruciale. Toutefois, la détermination du compromis diversité-multiplexage & SNR
fini dans un canal corrélé a I’émission et & la réception n’est pas sans utilité, et

mérite d’étre analysée dans des travaux futurs.
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CHAPITRE 5

LIMITE DE PERFORMANCES DES CANAUX A ANTENNES
MULTIPLES : COMMUNICATION NON COHERENTE

5.1 Introduction

Dans les chapitres précédents, on s’est placé dans une situation de communication
ol la connaissance de 1'état du canal est disponible au récepteur. En effet, dans
une communication de type point & point par exemple, le récepteur peut estimer
les coefficients de propagation & travers des séquences d’apprentissage préalable-
ment connues et émises au début de chaque trame. Etant donné que la mobilité
de l'émetteur et du récepteur est limitée, le canal est supposé constant durant la
transmission d’une trame et son estimation peut étre réalisée de maniére perti-
nente. Cependant, dans des situations de communication o la mobilité est trés
élevée, telles que les communications mobiles sans fil, la connaissance du canal au
récepteur n’est pas toujours possible en raison, par exemple, d’'une mobilité élevée
de 'émetteur ou du récepteur ou des deux. Ainsi, I’établissement d’une communi-
cation fiable dans les canaux & évanouissement ou 'état du canal (Channel State
Information : CSI) n’est disponible ni & I’émetteur ni au récepteur, est d’intérét
particulier. Dans la suite, on désigne par transmission non-cohérente, une commu-
nication ot le CSI n’est disponible ni a4 I’émetteur ni au récepteur.

Dans ce chapitre, on présente un état de ’art des résultats obtenus récemment
concernant le calcul de la capacité et le compromis diversité-multiplexage pour une

transmission non-cohérente.
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5.2 Capacité du canal pour une transmission non-cohérente

Le modéle du canal d’une transmission non-cohérente est similaire & celui d'une

transmission cohérente et est donné par (2.1) :

Y = H, X +W,

ou la matrice H,, n’est connue ni & I’émetteur ni au récepteur. Si un codage du canal
est réalisé sur plusieurs blocs indépendants de longueur T, les effets d’évanouisse-
ment se compensent et il est possible de communiquer de maniére pertinente (avec
une probabilité d’erreur aussi petite que désiré) a n’importe quel taux de transmis-
sion R ne dépassant pas la capacité du canal. De plus, cette capacité est définie
par :

C =supl(X;Y),
p(X)

en nats par bloc de T symboles, ou I{X;Y) est I'information mutuelle sur 'entrée
X en observant Y et ol la maximisation est réalisée sur toutes les distributions a

lentrée du canal p(X), tenant compte de la contrainte de puissance :

E[X]<T-P (5.1)

L’information mutuelle, elle méme, est définie par :

I(X;Y) = h(Y) - h(Y | X), (5.2)

ou h(-) désigne lentropie différentielle définie par :

hX) = —Efln(p(X))], (5.3)
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ou E[] est la fonction espérance mathématique. En combinant (5.2) et (5.3), on

obtient :

) = Bl 1X) ;
I(X;Y) = El (X ] (5.4)

o . p(Y | X)
= /Xpr(X)/Yde(Y)l {fdsp(S)p(Y\S)}’ (5.5)

ou S est une variable muette d’intégration. L'équation (5.5) suggére que pour calcu-
ler Pinformation mutuelle, il est nécessaire de calculer la distribution de probabilité
conditionnelle de Y sachant X. En effet, étant donné X, I'observation a la sortie
du canal Y est Gaussienne de moyenne nulle. Les vecteurs lignes de Y sachant X
sont indépendants, de moyenne nulle et de méme matrice de covariance. Celle-ci
est donnée par :

Par conséquent la densité de probabilité conditionnelle de Y sachant X est donnée
par :
exp (—tr {K{}lYTY})

Y| X)=
Y | X) 7TV det™ [Ky]

. (5.7)

ou "tr" désigne la fonction "trace". Il est intéressant de noter que p(Y | X) ne
dépend pas de H,, et qu’elle ne dépend de X qu’a travers le produit XX de
dimension T' x T', contenu dans la matrice de covariance Ky. Observant ceci, il est
maintenant plus clair d’énoncer qu’on n’augmente pas la capacité en augmentant
le nombre d’antennes émettrices Ny au dela de la longueur du mot de code T'. Pour
une preuve plus rigoureuse, le lecteur est référé a [Marzetta and Hochwald, 1999].
Par conséquent, on suppose dans ce qui suit que N, < T

La structure de 'entrée optimale a été établie dans [Marzetta and Hochwald, 1999].

En effet, en utilisant 'expression (5.7), Marzetta et Hochwald prouvent que I’entrée
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permettant d’atteindre la capacité s’écrit sous la forme :
X =V, (5.8)

ot P est une matrice unitaire de dimension N; x T ayant une distribution de pro-
babilité isotrope (B®' = I'y,) ! et V est une matrice réelle diagonale de dimension
N x N, dont la distribution conjointe des diagonales est invariante par toute permu-
tation de celles-ci. La ¢*™® ligne ®,, de ® représente la direction du signal transmis
de lantenne i, i.e., ®p, = x;/||x;||, ont x; désigne la ligne 7 de X, 7= 1,... N;. Les
diagonales V; = ||x;|| de V représentent la norme de ce signal. Cette caractérisation
spécifie clairement la distribution optimale de la direction des signaux sans pour
autant donner de précisions sur la distribution de leurs normes. Elle réduit ainsi
le nombre de variables du probléme d’optimisation de N; - T a NNV;. Tenant compte

de (5.8), il a été démontré que I'information mutuelle s’exprime par [Marzetta and

Hochwald, 1999] :

N 2)2 min (T, Ny)
I(X;Y) = -TN,—N, ¥ Eln (1 n %’ﬂ) —/d/\~p(>\)-f(>\)- I f(A) — A
m=1 ¢ I=1
(5.9)
ot p(A) est donnée par :
e \ = -0 T TN = Ay)
=1 i<j
p(A) = : (5.10)

min (T, Ny

I )F(T—l+1)~F(Nr—l+1)

1Une matrice unitaire est dite de distribution de probabilité isotrope si sa densité est invariante
par multiplication par toute matrice unitaire déterministe.
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ot A1 > Ag... Amin(7,n,) sont les valeurs propres ordonnées de Y et f(A) est donnée

par :

min (T,Ny)

f(/\):/‘dV-detNr (:;(;/_gazlm)/d@p exp{ Z Z <02+v2) |¢nm|}

(5.11)

La difficulté de calculer la capacité d’une transmission non-cohérente réside dans
le fait que pour calculer I(X;Y), on doit effectuer des intégrales sur les Ny com-
posantes réelles de V', min (NV,,T") composantes 1éelles A; et N - min (N,,T) com-
posantes complexes de ®. Des formes compactes de ces intégrales ne sont géné-
ralement pas possibles. Toutefois, le calcul de la capacité est possible moyennant
une optimisation numérique pour certaines valeurs spécifiques de Ny, N, et T et &
différents régimes de SNR. Dans la section suivante, on donne des expressions de

la capacité du canal pour certains des cas spécifiques.

5.3 Capacité du canal pour des configurations spécifiques

Bien qu’il soit trés difficile de calculer une expression compacte de la capacité, il est
possible d’établir des bornes qui expliquent le comportement de celle-ci en fonction

de différents parameétres : Ny, N,, T et SNR.

5.3.1 Capacité du canal & SNR de valeurs finies

Généralement, la démarche adoptée consiste & majorer la capacité d’une transmis-
sion non-cohérente par la capacité d’une transmission cohérente ou le canal est
connu au récepteur et a la minorer en choisissant une distribution particuliére de
V. 1l s’avére que dans certains cas, la borne supérieure et la borne inférieure sont

trés serrées, ce qui nous renseigne pertinemment sur la valeur de la capacité.
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5.3.1.1 Configuration du systéme oa N;,=N,=1et T — ¢

Dans ce cas, la capacité normalisée en nats par symbole a été calculée dans [Mar-
zetta and Hochwald, 1999]. Elle est donnée par :
InT

esNEE, (1/SNR) — 0( ":T) < C/T < esvR Ey(1/SNR); (5.12)

ol Ey(z) = [ %dy est la fonction intégrale exponentielle. Dans (5.12), la borne
supérieure est la capacité d’une transmission cohérente, alors que la borne inférieure
est obtenue en choisissant les v;, ¢ = 1... N; tels que : p(v;) =6 (vi - \/T_Pm>
Intuitivement, quand T' — o0, la capacité dans un scénario non-cohérent est égale
a la capacité dans un scénario cohérent. Ceci s’explique par le fait que si on alloue
une fraction d < T' de slots temporels pour estimer efficacement le canal et T — 8
pour communiquer, alors la capacité dans ce cas vaut (1 — %)eﬁvl—R Ei(1/SNR) =~
eSVREy(1/SNR). L'équation (5.12) stipule aussi que quand T — oo, si on alloue
plus de O (\/m ) par bloc de longueur 7' pour la phase d’apprentissage, il n’y
a pas d’espoir d’atteindre la capacité. A signaler que dans ce cas, ’entrée optimale
est identique & celle d'une transmission cohérente, et de ce fait les éléments de la
matrice X = V ® sont approximativement i.i.d. Gaussiens, de moyenne nulle et de

variance & (CN(0, P/Ny)).

5.3.1.2 Configuration du systéme ou Ny =N, =1let T > 1

Les bornes données par (5.12) sont encore valides. L’entrée optimale est discréte
4 plusieurs points de masses. Ceux-ci se rapprochent au fur et & mesure que 7'
augmente pour donner une distribution optimale & un seul point de masse. A ce
moment 14, la valeur de la capacité, obtenue par maximisation numérique de (5.9),

coincide avec la borne inférieure.
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5.3.1.3 Configuration du systétme ou N; > 1, N, >1let T =1

Puisque du point de vue capacité, on ne gagne rien a avoir Ny > T, on suppose
que N; = T. Dans ce cas, les bornes données par (5.9) ne sont pas consistantes.
En effet, la borne inférieure vaut zéro, puisque si v; est distribuée telle que p(v;) =
) (vi — \/m), alors XX = P, et de ce fait, p(Y'|X) est indépendante de X.
Soit I(X;Y) = 0. D’autre part, puisque T' = 1, le récepteur ne peut estimer le
canal et par conséquent la capacité d’une transmission non-colhérente est bien loin

de celle d’une transmission coliérente.

5.3.2 Capacité du canal & SNR de valeurs infinies

Les résultats contenus dans cette section ont été établis dans [Zheng and Tse,
2002a], [Hochwald and Marzetta, 2000]. Nous ne développons pas les détails de
calcul de la capacité dans ce cas, mais nous en donnons une expression dans dif-
ferents scénarios. A la fin de cette section, on présente une interprétation de ces
expressions en termes de degrés de liberté. On considére plusieurs configurations

de communication.

5.3.2.1 Configuration du systéme ou N; = N, et T > 2N,

A haut SNR, la capacité est atteinte par une distribution & norme constante égale,
Le p(v;)) =4 (vi — \/TP/Nt), ¢ = 1---N,. La capacité d’'une transmission non-

cohérente en nats par bloc de T symboles est donnée par :

N,
ONt,Nt(SNR) = Nt <]. - _7775) InSNR + CN¢, N, + 0(1), (513)
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oll ¢y, N, est une constante explicitement calculable qui ne dépend pas du SNR. 1l
est d’'intérét d’exprimer cette capacité en fonction de la capacité d’une transmission
cohérente. Sachant qu’a haut SNR, cette derniére s’exprime par : Ceoperent (SN R) =

N¢In SNR, alors (5.13) devient :

CNt,Nt(SNR) = (1 - %) Ccoherent(SNR) + 0(1) (514)

Tenant compte de (5.14), il est important de noter que :

— Vu que la la distribution optimale & l'entrée est & norme constante égale, alors
Uinformation est véhiculée par ®, matrice unitaire isotrope. La dimension du
sous-espace formé par ces matrices est N;(T — N;) qui est exactement le degré
de liberté de la capacité d’une transmission non-cohérente. Par ailleurs, dans le
cas cohérent, I'information est plutot véhiculée par X. Puisque le sous-espace
formé par ces matrices est de dimension N;T', alors tel est le degré de liberté de la
capacité d’une transmission cohérente. La pénalité en termes de degrés de liberté
vaut N7, c’est le prix de I'incertitude sur la connaissance du canal au récepteur.

— A mesure que T tend vers I'infini, la capacité d’une transmission non-coliérente

s’approche de celle d’une transmission cohérente : Cy, n,(SNR) = Ceonerent (SN R).

5.3.2.2 Configuration du systéme ou N; > N,, et T > 2N,

Il est clair que si on utilise seulement un nombre N, des N; antennes émettrices,
on se place dans le cas de la section 5.3.2.1. A cet effet, 4 haut SNR, une borne
inférieure sur la capacité dans ce cas, est donnée par (5.13) en remplacant N,
par N,. Mais, peut-on faire mieux ? En réalité, s’obstiner a diffuser la puissance
sur toutes les N; antennes disponibles n’améliore point le degrés de liberté. Pour
voir ceci, il suffit de noter que méme pour une transmission cohérente, le degré de

liberté est limité par T'N,. Au contraire, utiliser plus que N, antennes émettrices
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augmenterait la dimension de H, accroit I'incertitude sur le canal et par conséquent
réduit le degré de liberté effectif. Notons enfin que de maniére similaire, utiliser
plus que N, antennes émettrices dans une transmission cohérente n’augmente pas
le degré de liberté a haut SNR. Cependant, il augmente la capacité d’une constante
indépendante du SNR. Cette augmentation découle de 'augmentation du gain de

diversité.

5.3.2.3 Configuration du systéme ou N; < N,, et T > N; + N,

De maniére similaire a celle de la section 5.3.2.2, le degré de liberté est limité
par min (N, N;) = N;. Le fait que N, > N; augmente le SNR total au récepteur
qui est égal & N, fois le SNR par antenne réceptrice, et par la suite améliore la
capacité du canal d’'une constante qui ne dépend pas du SNR. Au mieux de notre
connaissance, il n’y a pas d’expression connue de la capacité dans ce cas. Cependant
une approximation de la capacité (une borne inférieure & haut SNR) a été établie

dans [Zheng and Tse, 2002a], elle s’exprime en nats par bloc de T symboles par :

N,
Cnn, (SNR) =~ N (1 ~ —T—’> InSNR + cn, . (5.15)
~ (1 - ']"vjwi) Ocoherent(SNR) (516)

ol cn, N, est une constante explicitement calculable qui ne dépend pas du SNR.
Cette approximation a été obtenue en assignant une distribution a4 norme constante
égale & l'entrée du canal. Remarquons que le nombre de degrés de liberté par
symbole est N, (1 — &%), et ne dépend pas de N,. Encore une fois, & mesure que
T — o0, la capacité d’une transmission non-cohérente s’approche de celle d'une

transmission cohérente 4 haut SNR.

Pour synthétiser ces résultats en termes de degrés de liberté, posons t =
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min (N, N,). il y a lieu de noter que si on suppose que 7" > t + N, alors le

t (1 — %) . (5.17)

Ce degré de liberté apparait comme le produit de deux facteurs : ¢t qui représente

degré de liberté par symbole est :

le nombre de dimensions spatiales dans le systéme et (1 — %) qui lui, représente

I'incertitude sur la connaissance du canal au niveau du récepteur.

5.3.2.4 Configuration du systéme ou le temps de cohérence est faible

Ce cas représente un scénario ou le canal varie rapidement dans le temps. On
suppose plus précisément que 7' < t+ N,.. Encore une fois, il n’y a pas d’expression
exacte de la capacité dans ce cas. Ceci est di au fait que la distribution optimale de
V ne peut étre calculée sous forme compacte. Assigner une distribution a 'entrée
telle que M* = min (N;, N, [Z]) des antennes émettrices transmettent a SNR

élevé, permet d’obtenir les bornes suivantes :

¢ < Cnon (SNR) — M* (1 - %) <z (5.18)

ol ¢ et ¢ sont des constantes indépendantes du SNR. Notons que dans ce cas, le
nombre d’antennes émettrices utilisées n’est plus limité par N, seulement, mais

aussi par 7.

5.4 Le compromis diversité-multiplexage dans un scénario non-cohérent

Avant de procéder a la caractérisation du compromis diversité multiplexage dans

une transmission non-cohérente, il y a lieu d’identifier deux points évidents de ce
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comprormis :

— De maniére similaire & une transmission cohérente, si la longueur de bloc est assez
grande T' > N,, alors la diversité maximale dans un scénario non-cohérent est
égale & N, x N, |Tarokh et al., 1998]. Ceci définit le point de gain de multiplexage
r = 0 du compromis non-cohérent.

— De la section précédente, on déduit que le nombre de degrés de liberté spatio-
temporels disponibles dans le canal lors d'une communication non-cohérente vaut
M*(T — M*). De ce fait, le gain de multiplexage maximal est r™** = M*(1—2)
correspondant & un gain de diversité nulle d(r™**) = 0.

Pour établir le compromis diversité-multiplexage dans une transmission cohérente,

une technique d’isolation des événements de non disponibilité est utilisée. En effet,

comme il a été discuté au chapitre 2, & haut SNR et lorsque la longueur de blocs

T est assez grande, les erreurs de détection sont principalement dominées par les

événements de pannes, i.e les événements ol le canal est si singulier qu’il ne peut

supporter le taux de transmission. Dans ce cas, on a P.(SNR) = P,;(SNR). Le
calcul de P,,; permet alors de déterminer le gain en diversité d(r) pout tout mul-

tiplexage 7.

Cependant, appliquer une technique similaire pour une transmission non-cohérente

n’est pas si évident en raison de la définition des événements de non disponibilité.

En effet, en transmission cohérente, I'information mutuelle est définie en fonction

d’une réalisation du canal H, alors que dans un scénario non-cohérent, ’aspect

aléatoire de H est déja contenu dans la probabilité de transition p(Y | X) appa-

raissant dans ’expression (5.5) de I'information mutuelle I(X;Y").

Pour définir I’événement de non disponibilité dans un scénario non-cohérent, il y a

lieu d’éliminer toute supposition quant & une conception spécifique du récepteur.

En effet, en transmission cohérente, connaissant le canal, un récepteur optimal réa-

lise la détection en minimisant la probabilité d’erreur & priori. En transmission

non-cohérente, la définition d’un tel récepteur optimal n’est pas triviale puisque la
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structure de celui-ci dépend de la performance d’erreur requise.

Pour surmonter cette difficulté, une technique qui consiste a supposer quun 'mi-
racle’ informe le récepteur en utilisant un bit par bloc en vue de s’accommoder
4 une performance d’erreur requise, est utilisée [Zheng and Tse, 2002b]. Soient ¢
et 1. un sous-ensemble de CN"*M des réalisations de H et un indicateur de ces
réalisations, respectivement. Soit I.(X;Y) I'information mutuelle du canal sachant
que ’événement ¢ est survenu. A un taux de transmission donné R, un événement
de non disponibilité est défini comme ’événement ¢ tel que I.(X;Y) < R. La pro-
babilité de non disponibilité est alors supérieure & la plus grande quantité de ces

probabilités de non disponibilité :

> . 5.1
Pos2 a5 P (519

A noter qu’en introduisant la notion de récepteur informé par un 'miracle’ via l'in-
dicateur 1., on obtient une borne supérieure sur 'information mutuelle du canal, ou
de maniére équivalente une borne inférieure sur la probabilité de non disponibilité,
ce qui justifie I'inégalité de (5.19).

Clairement, le calcul de P,,; donne une borne inférieure sur la probabilité d’er-
reur, ou de maniére équivalente, une borne supérieure sur le gain de diversité pour
un gain de multiplexage donné. Nous énoncons ci-dessous le résultat final établi

dans [Zheng and Tse, 2002b] :
P.(SNR) = SNR™™">P,,(SNR) = SNR™ %, (5.20)

ou dj,(r) est le gain de diversité provenant de la probabilité de non disponibilité

dans une transmission non-cohérente. Il est donné par :

doe () = mi} (20l =14+ |N — N,|) oy, (5.21)
ac
I=1
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FIGURE 5.1 Compromis optimal diversité-multiplexage pour un canal MIMO ayant
Nt:NT:4etT:16

ot A={ae0,1]: (T -1 (1 - ) < Tr}. Comparant (5.21) au gain en
diversité provenant de la probabilité de non disponibilité dans une transmission
cohérente dS,,(1) = dasym(r) donné par (IV), nous déduisons que d?¢,(r) différe de

¢ (1) seulement par un facteur multiplicateur TTjZ du taux de transmission. Tout
se passe comme si en raison de la non connaissance du canal, on ne communique
plus RT bits durant 7', mais plutot durant (T —t) durées de symbole. Pendant ces

(T' — t) durées de symbole, le canal se comporte comme coliérent. Ceci peut étre

ne c T
out(r) = dout (T——t ' T) .

De maniére similaire au cas cohérent, si T est assez grand, les erreurs sont do-

formalisé comme suit :

(5.22)

minées par les événements de non disponibilité et la probabilité d’erreur est
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asymptotiquement égale & la probabilité de non disponibilité. Plus précisément
siT—t> Ny+ N, —1,1eT > N;+ N, +t — 1, alors le compromis diversité-
multiplexage dans une transmission cohérente est complétement caractérisé par
(5.22).

Quand la longueur de bloc n’est pas assez grande T' < N;+ N, +t—1, le compromis
diversité-multiplexage n’est pas complétement caractérisé pour tout gain de mul-
tiplexage r. En fait, tout comme dans une transmises cohérente, le compromis est
compris entre deux bornes : une borne supérieure donnée par (5.22) et une borne
inférieure provenant d’un codage aléatoire et d’une technique d’expurgation.

Le compromis diversité-multiplexage asymptotique pour une transmission non-
cohérente, donné par (5.22), est représenté dans la figure 5.1 pour N; = N, = 4
et T = 16. A titre de comparaison, le compromis pour une transmission cohé-
rente est aussi illustré sur la méme figure. Alors que le gain de diversité maxi-
male est atteint peu importe la connaissance ou non du canal au récepteur, la
transmission non-cohérente ne parvient pas a atteindre le point de gain de multi-

plexage maximal (4,0) en raison de la limitation de son degré de liberté maximal

par r™* = M*(1 — &) = 3.
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CHAPITRE 6

CAPACITE DES CANAUX NON-COHERENTS DISCRETS SANS
MEMOIRE ET A EVANOUISSEMENTS DE RAYLEIGH

6.1 Introduction

L’établissement des limites de performance en termes de la capacité du canal, de
la probabilité d’erreur, etc.., dans un scénario non-cohérent, i.e. un scénario ou
le CSI n’est pas disponible au récepteur, a récemment motivé plusieurs travaux
de recherche (voir par exemple [Verda, 2002}, [Médard, 2000}). Quand le CSI est
disponible au récepteur, la capacité du canal, généralement connue sous le nom de
capacité cohérente, a été étudiée par Ericson [Ericson, 1976] pour un canal SISO
et récemment par d’autres auteurs pour un canal MIMO [Foschini, 1996] [Telatar,
1999]. Réciproquement, quand le CSI n’est pas disponible au récepteur, le calcul
de la capacité du canal, connue sous le nom de capacité non-cohérente ainsi que
la détermination de la distribution optimale permettant d’atteindre cette capacité
pour des canaux discrets, sans mémoire SISO et MIMO, est plutdt difficile [Abou-
Faycal et al., 2001] [Perera et al., 2006]. Cette difficulté est due principalement au
fait que la distribution optimale & l'entrée du canal est discréte avec un nombre
fini de points de masse dont I'un est situé a l'origine. Le nombre de ces points de
masse augmente avec le SNR. Puisqu’aucune borne sur le nombre de ces points
de masse en fonction du SNR n’est disponible, il est trés difficile d’exprimer la
capacité et la distribution optimale & P'entrée du canal en fonction du SNR. La
détermination de la capacité et de la distribution optimale a été effectuée a Paide
de simulations numériques en utilisant la condition de Khun-Tucker qui est une

condition nécessaire et suffisante pour 'optimalité, pour un canal SISO [Abou-
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Faycal et al., 2001] et pour un canal MIMO [Perera et al., 2006].

Comme il a été discuté au chapitre 5, Marzetta et Hochwald ont obtenu la structure
de l'entrée optimale, en utilisant un canal a évanouissements par bloc [Marzetta
and Hochwald, 1999]. Ils ont aussi déterminé explicitement cette entrée pour le cas
spécial d’un canal SISO, mais seulement asymptotiquement, & haut SNR ou a grand
temps de cohérence T [Marzetta and Hochwald, 1999]. La capacité non-cohérente
a été également calculée en fonction du nombre d’antennes émettrices, d’antennes
réceptrices et du temps de cohérence & haut SNR dans [Zheng and Tse, 2002a].
A faible SNR, il a été également montré qu’ & un premier ordre de grandeur du
SNR, il n’y a aucune pénalité en termes de capacité a ne pas connaitre le canal au
récepteur, ce qui est contraire au cas a haut SNR. Plus précisément, il a été établi
précédemment qu’a faible SNR, comme dans un canal & bruit additif blanc et Gaus-
sien (AWGN), la capacité d’un canal & évanouissements varie linéairement avec le
SNR que le CSI soit disponible au récepteur ou non [R. S. Kennedy, 1969], [Tela-
tar and Tse, 2000]. Cette efficacité énergétique de la transmission non-cohérente &
faible SNR, ou d’une maniére équivalente a4 grande largeur de bande du canal, a
motivé beaucoup de travaux de recherche en vue de mieux comprendre la capacité
non-cohiérente a faible SNR, pour des canaux SISO et MIMO suivant différents

modéles d’évanouissements [Verdu, 2002], [Zheng et al., 2007|, [Ray et al., 2007].

Dans |Rezki et al., 2007a, Rezki et al., 2008a], nous avons analysé la capacité d'un
canal SISO, discret, sans mémoire & évanouissements de Rayleigh. Les contributions

principales de [Rezki et al., 2007a, Rezki et al., 2008a] sont :

1. La détermination d’une forme analytique compacte de I'information mutuelle
du canal a faible SNR, qui peut également étre considérée comme une borne

inférieure sur l'information mutuelle du canal pour une valeur arbitraire du

SNR.



2. La détermination d’une relation fondamentale entre la distribution optimale
a l'entrée du canal et la valeur du SNR, de laquelle une expression exacte de

la capacité est déduite.

3. La détermination de bornes supérieure et inférieure de la localisation du point
de masse non nulle de 'entrée optimale, desquelles des bornes inférieures et

supérieures sur la capacité non-cohérente sont, respectivement, déduites.

Dans ce chapitre, nous présentons les résultats établis dans [Rezki et al., 2007a,
Rezki et al., 2008a] pour un canal SISO dans la section 6.2. Nous étendons notre
analyse & un canal MIMO discret, sans mémoire et & évanouissements de Rayleigh

dans la section 6.3 [Rezki et al., 2008b].

6.2 Capacité du canal SISO

Dans cette section, nous analysons la capacité d’une transmission non-cohérente
dans un canal discret (T' = 1), sans mémoire et a évanouissements de Rayleigh,

ayant une entrée a 1’émission et une entrée a la réception (N; = N, = 1 : SISO).

6.2.1 Modéle du canal

Nous considérons un canal discret, sans mémoire et & évanouissements de Rayleigh,

donné par :

r() = h(D)s(l) + w(l), [=1,2,3,... (6.1)

ou [ est I'index de temps discret, s(I) est 1'entrée du canal, r(I) est la sortie du
canal, h(l) est le coefficient d’évanouissement et w(l) est un bruit additif. Plus
spécifiquement, h(l) et w(l) sont des variables aléatoires Gaussiennes circulaires

complexes indépendantes de moyenne zéro et de variances o2 et 02, respectivement.
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L’entrée s(l) obéit a une contrainte de puissance moyenne telle que : E[|s({)|?] < P,
ou E[] indique la valeur moyenne. On suppose que I'état du canal, le CSI, n’est
disponible ni a I’émetteur ni au récepteur. Cependant, quoique les valeurs exactes de

h(l) et de w(l) ne soient pas connues, leurs statistiques le sont, aux deux extrémiteés.

Le modéle (6.1) apparait par exemple pendant la décomposition d’un canal a large
bande en canaux paralléles indépendants, ou quand un signal a bande étroite est

émis par sauts successifs sur un ensemble de fréquences, un symbole par fréquence

[Verda, 2002].

Puisque le canal défini dans (6.1) est stationnaire et sans mémoire, les statistiques
de Ventrée optimale permettant d’atteindre la capacité s(l), | = 1,2,..., sont
également sans mémoire, indépendants et identiquement distribués (i.i.d.). Par
conséquent et par commodité, nous pouvons ignorer l'index [ du temps dans (6.1).
De ce fait, la distribution de la sortie du canal r conditionnée sur l'entrée s peut

étre obtenue en prenant la moyenne sur toutes les réalisations du canal h :

fris(rls) = — ! )exp{ miull } (6.2)

(03|82 + 02 orls|? + o2,

Puisque la distribution f,; dans (6.2) dépend seulement des grandeurs |s|? et |r|?,
nous ne serons plus concernés par des quantités complexes, mais seulement par
leurs modules au carré. Conditionnée sur l'entrée s, |r|? est distribuée suivant une

loi chi-carré a deux degrés de liberté :

fim(ts) = s b | ] 63)

(o2|s]2+ o2, orls|? + o2

En vue de normaliser les variances des variables aléatoires, posons y = |r|?/c2 et
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T = |s|opoy. Ainsi, équation (6.3) peut étre exprimée plus commodément par :

Fyeylz) = ﬁexp [1 :;2} , (6.4)

avec la contrainte de puissance moyenne : E[z?] < a, ot a = Po} /o2 est le SNR

w

par durée de symbole.

6.2.2 Information mutuelle du canal

Pour la densité de probabilité conditionnelle (6.4) définissant le canal (6.1), 'infor-

mation mutuelle est donnée par |[Gallager, 1968] :

fy]x(ylr)
//fylw ylz) fo(z) In Fom (4 )dxdy. (6.5)

La capacité du canal (6.4) est la borne supérieure donnée par :

C= sup I(z;y) (6.6)

E[z?)<a

sur toutes les distributions d’entrée qui remplissent la contrainte de puissance.
L’existence et 'unicité d’une telle distribution ont été établies dans [Abou-Faycal
et al., 2001}. Plus spécifiquement, la distribution optimale d’entrée pour le canal
(6.4) est discréte avec un nombre fini de points de masse dont I'un est nécessaire-

ment nul. C’est-a-dire, la capacité (6.6) peut étre exprimée par :

C = max sz/ Sylas ylx)lnl: Fylz. (y]2:) )} dy, (6.7)

Elz?|<a > Pifyle; (ylT;
ol zp = 0 < 7 < xg... < zy_1 sont les endroits des points de masse et ou
Do > p1 > ... > Pn_1, sont leurs probabilités respectives. Ce probléme d’optimi-

sation est trés difficile puisque le nombre de points de masse, leurs localisations et
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leurs probabilités optimales sont inconnus. Dans [Abou-Faycal et al., 2001], I'éva-
luation numérique de la capacité et la distribution optimale de 'entrée ont été
données en utilisant la condition de Khun-Tucker qui est nécessaire et suffisante
pour l'optimalité. Les auteurs ont trouvé empiriquement que deux points de masse
sont optimaux a faible SNR et que le nombre de points de masse croit avec le SNR.
Beaucoup d’autres auteurs ont employé ces résultats afin de comprendre davantage
la capacité non-cohérente et le comportement de la distribution optimale de 1’en-
trée aussi bien a haut SNR qu’a faible SNR |Zheng et al., 2007] [Ray et al., 2007].
Puisque nous nous concentrons sur le bas régime du SNR, nous pouvons utiliser
dans (6.7) une entrée de distribution discréte avec deux points de masse, dont 'un
est nul, pour obtenir la capacité optimale a faible SNR. En outre, cette signalisation
marche-arrét (On-Off Signaling) permet également d’obtenir une borne inférieure
sur la capacité non-cohérente pour toute valeur du SNR. En effet, les résultats de
simulation fournis dans [Abou-Faycal et al., 2001] montrent que la capacité atteinte
par une signalisation ON-OFF est une borne inférieure assez serrée sur la capacité
du canal pour les valeurs du SNR considérées. A cet effet, une borne inférieure sur

la capacité peut étre exprimée par :

Crp = s Ip(z;y), (6.8)

ou Ipp(z;y) est une borne inférieure sur Uinformation mutuelle du canal I(z;y)

donnée par :

1
ILB($7y)—ILB($1:p1)_;:()pz/o fylz: (ylzi) In [ijjfyizj(:ule)}dy’ (6.9)

et la contrainte de puissance moyenne devient : p;z? < a. A noter que le probléme
d’optimisation dans (6.8) est moins complexe que dans (6.7) puisque (6.8) porte

seulement sur deux inconnues p; et ;. En outre, on prouve ci-dessous que plus de
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simplifications peuvent étre obtenues, en utilisant le fait que Iy g(x1,p1) est mono-
tone croissante en fonction de x; et le probléme (6.8) peut étre réduit & un probléme
plus simple de maximisation sans contrainte. Nous récapitulons ce résultat dans le

Lemmae 6.1.

Lemme 6.1. La capacité du canal a faible SNR et une borne inférieure sur cette

capacité a toute valeur du SNR est donnée par :

Crg = max I g(z),a), (6.10)

T1>va

ot I g(x1,a) est Uinformation mutuelle du canal pour une localisation donnée x1
d’un point de masse et une valeur du SNR donnée a. De plus, I g(z1,a) peut étre

exprimeée par :

2

4
a—a [’““?%’ TS R Y 2 (1, L1+ L, ——“”g)(“’%_"’))]
1 1 1
1

i
1+a:f a

ILB($1,G)=<—1n( —j‘%)——ln(l#———g——) si x1 > +/a,

(14x%)(x2—a)

0 8% I = \/5
(6.11)

ou oF1(+,+, -, -) est la fonction hypergéometrique de Gauss.

Démonstration. Par commodité, la démonstration est présentée dans 'annexe VI.

]

Dans le Lemme 6.1, l'existence d’'un maximum pour une valeur donnée a du SNR
est garantie par la continuité de Iy g(x1,a) ainsi que par le fait qu’elle est bornée
par rapport & z; sur U'intervalle [v/a, oo[. Ceci peut étre observé sur la figure 6.1, on
nous avons tracé la borne inférieure I g(x1, a) pour différentes valeurs de a. Comme

il peut étre observé sur la figure 6.1, I g(x1,a) a un maximum pour les 3 régimes
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r 'information mutuelle en nats

o
£
u.
£
£
g
=

3 4
Localisstion du point de masse non nulle

(a) Reégime a trés faible SNR

Borne inféricure sur I'information mutuelle en nats

2 3 4
Luocalisation du point de masse non nulle

(b) Régime a faible SNR

Bornc inféricure sur I'information mutuclle en nats

10— -

5 6 7
Localisation du point dc masse non nulle

(c) Régime & SNR élevé

FIGURE 6.1 Borne inférieure sur I'information mutuelle du canal en fonction de la
localisation du point de masse non nulle, pour trois régimes du SNR :
a) Trés faible SNR, b) faible SNR et ¢) SNR élevé
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du SNR. L’existence d’un tel maximum est rigoureusement établie dans ’annexe
VI. Clairement, comme il a été discuté dans I’annexe VI, la maximisation (6.10)
consiste & résoudre 1'équation 6%1] Le(x1,a) = 0 pour une valeur donnée du SNR
a. Idéalement, une solution analytique permettrait de mieux comprendre comment
la capacité non-cohérente et la distribution optimale de l'entrée varient avec le
SNR. Cependant, il est trés difficile de trouver la solution d’une telle équation pour
des valeurs arbitraires du SNR puisqu’elle implique des équations transcendantes.
Néanmoins, quand un régime a faible SNR est considéré, le probléme devient moins
compliqué et on parvient & élucider le comportement de la capacité des canaux non-

cohérents a faible SNR.

6.2.3 Capacité d’'une communication non-cohérente a faible SNR

Dans cette section, on se place dans un régime a faible SNR, et nous utilisons le
Lemme 6.1 pour établir une relation analytique fondamentale entre la distribution
optimale de l'entrée et la valeur a du SNR. Nous montre dans le Théoréme 6.1 que
cette relation fondamentale est valide & un ordre de a strictement inférieur a 2.
Comme il est discuté ci-dessous, la relation établie est trés utile puisqu’elle permet
de calculer la distribution optimale a l’entrée du canal pour une valeur a donnée
du SNR, tout en fournissant une caractérisation rigoureuse de la variation de la
localisation du point de masse non nulle et de sa probabilité en fonction du SNR.

De plus, la relation établie permet de calculer la capacité non-colhiérente exacte a

faible SNR.
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6.2.3.1 Relation fondamentale entre la distribution optimale de ’entrée

et le SNR

Nous présentons la relation fondamentale entre la distribution optimale de 'entrée

et la valeur du SNR dans le théoréme suivant :

Théoréme 6.1. A faible SNR, la densité de probabilité optimale de Uentrée G un

ordre de grandeur de a inférieur a 2 (0o(a*~¢), € > 0), est donnée par :

I €. p. 1= s

fa(@) = (6.12)
0 ep po=1-p,

8
e

ot l'abréviation e. p. signifie ‘en probabilité’ et x1 est solution de ’équation :

1

22
O0=2-(1+2)In(1+z})) -7 (L‘l) " esc <12)

2
7+ 7]

1 (6.13)
[ (F) o (753)
De plus, la capacité d’une communication non-cohérente est donnée par :
2 T CSC (1) (;) ;1%
Cla,r1)=a—a- ln_(l;g_a“ﬁ - aHf{ ~ zlf " ;;H% +0(a®¢). (6.14)

Démonstration. Par commodité, la démonstration est présentée dans I’annexe VII.

O

Clairement, (6.13) est également une équation transcendante, pour laquelle la déter-
mination d’une solution analytique est trés difficile. Cependant, bien qu’il soit trés

compliqué de déterminer une solution analytique de (6.13) sous la forme z; = f(a),
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il est d’intérét d'un point de vue ingénierie, de résoudre (6.13) numériquement et
d’obtenir la localisation du point de masse non nulle z; optimale, pour une valeur
donnée a du SNR. On peut alors déduire la valeur de la capacité d’'une communica-
tion non-cohérente en remplagant dans (6.14) la valeur obtenue de z;. Par ailleurs,
(6.13) permet de comprendre le comportement de z; quand a tend vers zéro. Par
exemple, utilisant (6.13), on peut déterminer la limite de z; quand a tend vers
zéro. Pour voir ceci, soit M cette limite et supposons que M est fini. De 'annexe
VII, on sait que pour la distribution optimale de 'entrée, la localisation du point
de masse non nulle x; est supérieure a4 un. De ce fait, sa limite quand a tend vers
zéro est supérieure ou égale & un : M > 1. En prenant la limite des deux cotés de

(6.13) quand a tend vers zéro, on obtient :
M?— (14 M*)In(1+ M?*) =0. (6.15)

Ainsi si M est fini, il serait égal a zéro, 'unique solution de (6.15), mais ceci est
impossible puisque M > 1. Par conséquent, conformément avec [Abou-Faycal et al.,

2001, Zheng et al., 2007] :

limz, = oo.
a—0

En outre, nous avons trouvé que (6.13) peut étre écrite de maniére plus commode

comme :

a = exp |TiW (k,o(z1)) — 2} + 7 cot (%) +In(z?) +In(1+2?) - 1], (6.16)
1

avec k = —1 si a < ag et k = 0 ailleurs, et ot W(+,-) est la fonction de Lambert,

avec ¢(x) donnée par :

in(E)(—=z24+In(l+ 23 +z%In(1 + z° —mcot (5 1
99(;1;)._—..—8 (:ﬂ)( <7T:E2 ) ( )).exp 2(12)+1+_2 .
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De plus, ag est la solution de (6.13) pour x; = zg, 0l x¢ est la solution de I’équation
olx) = —%. Le nombre —% apparait dans notre analyse du fait que c’est le point
unique partagé par la branche principale de la fonction de Lambert W (0, ) et la
branche avec k = —1, W(—1, ). C’est a dire W (0, —2) = W(—1, —¢). Ceci garantit
la continuité de a dans (6.16) pour toutes les valeurs de z;. Numériquement, nous
avons trouvé que ag = 0.0582 et zo = 1/3.93388. De ce fait, (6.16) peut également
étre vue comme une relation fondamentale entre la distribution de ’entrée optimale
et la valeur @ du SNR pour les canaux non-cohérents discrets sans mémoire &
évanouissements de Rayleigh, a faible SNR. D’autre part, (6.16) fournit la réponse
globale quant a la facon dont la localisation du point de masse non nulle de la
signalisation marche-arrét optimale et le SNR sont liés. A cette fin, 'analyse de
la fonction a(x;) donnée par (6.16) a été réalisée, et quelques résultats importants

sont récapitulés dans le corollaire suivant.

Corollaire 6.1. A faible SNR, on a :

1. Pout toute valeur de a < ag, ag = 0.0582, la fonction a(x,) est décroissante en
fonction de x, et pour toute valeur de a > ag, la fonction a(x) est croissante

en fonction de x;.
2. Pour toute valeur de a, on a x1 > g, ol Tog = v/3.93388.

3. La limite de a(z1) quand x, tend vers linfini est égale & zéro : lim a = 0,
T1— 00

ot x1 est la solution de Uéquation (6.13).

Le Corollaire 6.1 est conforme avec [Abou-Faycal et al., 2001], ou il a été montré
a l'aide de résultats de simulations que la localisation du point de masse non
nulle décroit avec le SNR jusqu’a une certaine valeur, & partir de laquelle elle
commence & croitre. Cependant, en indiquant le point de bord (zg, ag), le Corollaire
6.1 donne une caractérisation plus précise au sujet de ce comportement particulier

de la localisation du point de masse non nulle. En outre, le Corollaire 6.1 raffine
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également la borne inférieure sur z, 1 > 1 et détermine zy comme borne inférieure
améliorée sur la localisation du point de masse non nulle 4 faible SNR. Par ailleurs,

de (6.16), on peut écrire :
In(a) + 23 = 22W (k, 0(z1)) + 7 cot (=) +In(z2) +In (1 +22) — 1. (6.18)
7

Il est alors facile de vérifier que le partie droite de (6.18) est une fonction décrois-
sante de z; pour z; < oy, ce qui permet d’aboutir & une borne supérieure z;
sur rj :

zi(a) < 25 yp(a) = —In(a) + &, (6.19)

ot & = In(ag) + x3, qui est encore une fois conforme avec la borne supérieure
établie dans [Zheng et al., 2007]. A noter que la borne supérieure (6.19) est valide
pour tout a < ag tandis que la borne supérieure établie dans [Zheng et al., 2007] est
valable pour tout a < ag, pour lequel &, est négligeable. D’autre part, en combinant

(6.19) et la borne inférieure sur x; donnée dans le Corollaire 6.1, on obtient :
0’z < a®z? < a®(& — In (a)). (6.20)
pour tout o > 0. C’est & dire que :

lim (a®2?) = 6.21
lim (a®2}) =0, (6.21)
ce qui signifie que a® tend vers zéro plus rapidement que z? tend vers l'infini. Ce
résultat peut également étre utilisé pour comprendre davantage le comportement
de la capacité a faible SNR. En effet, de (6.14), on peut exprimer la capacité d’un
canal non-cohérent par :
C(a) = a+ o(a), (6.22)
1
=2
In(1+2?) a1+;1f . WCSC(E)(%*{%) ]

ou ola) = —a- 2 o

. Ceci signifie qu’a un premier
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ordre, la capacité varie linéairement avec la valeur a du SNR. Par conséquent,
tout comme pour une communication dans un canal AWGN et dans un canal
cohérent, la communication dans un canal non-cohérent peut aussi étre qualifiée

de communication efficace en énergie, a faible SNR.

6.2.3.2 Efficacité énergétique et pénalité de non-cohérence

En général, a faible SNR et a premier ordre, la capacité d’un canal Gaussien ainsi
que celle d'un canal & évanouissements de Rayleigh, varient linéairement avec le
SNR [Zheng et al., 2007]. La différence entre ces canaux en termes de capacité,
ne peut étre expliquée que par le terme pseudo-linéaire o(a) dans (6.22). Le terme

pseudo-linéaire a été défini dans [Zheng et al., 2007] par :
Afa) :=a — C(a). (6.23)

A faible SNR, le terme pseudo-linéaire A(a) est également lié¢ a l'efficacité éner-
gétique définie comme 'énergie minimale requise pour transmettre un nat d’infor-
mation de maniére fiable. En effet, soit E, 1’énergie transmise en joules par nat

d’information. Alors l'efficacité énergétique s’exprime par :

Ln _ . 6.24
g - (6.24)

A noter que puisque a > C(a), alors l'efficacité énergétique % est inférieure ou
w

égale a 1. En utilisant (6.23), on peut écrire :

E, 1 Afa)
e il R (6.25)
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Ala)

o est suffisamment petit. A noter que si

ou Vapproximation est valable si

Ale)

a

-0, (6.26)

alors de (6.23) et (6.25), il découle respectivement :

Cla) = a (6.27)
E,
o ~ 1 (6.28)

ce qui implique que l'efficacité énergétique maximale de -1.59 dB par bit d’infor-
mation peut étre théoriquement obtenue. Pour un canal Gaussien et un canal co-

hérent a évanouissements, les termes pseudo-linéaires sont, respectivement, donnés

par [Zheng et al., 2007] :

1

Aswen(a) = §a2+o(a2), - (6.29)
1

Acoherent(a) = §E[Hh”4]a2+0(a2) (630)

Pour un canal non-cohérent & évanouissements, le terme pseudo-linéaire peut étre

déterminé a ’aide de (6.14) :

_12_

s 1 z

oo ) o 7o) k)’
x3 1+ z? '

»—-t\.l"'

(6.31)

A noter qu’a trés faible SNR et d’aprés (6.31), % converge vers zéro, impliquant

que le canal non-cohérent & évanouissements de Rayleigh est également efficace en

, . < Ala
énergie. Cependant, & mesure que le SNR augmente, la convergence de —((lﬂ vers

A Acoheren . R . s
AWGN (@) ot Acoherent(@) (oci peut étre vu par interprétation

zéro est plus lente que =

de (6.21) qui stipule que x; converge plus lentement vers l'infini que a converge

vers zéro. A titre d’illustration, calculons la valeur de %a) pour une valeur du SNR
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a = —30 dB par exemple. D’aprés (6.31), on peut écrire :

1
ka 1 E
A masad) | 3 mee(F) (7)
a ] 1+ 7

La résolution de (6.16) par rapport & z2 pour a = —30 dB donne : z3 ~ 4.96815.
En substituant cette valeur dans (6.32), nous obtenons —A% ~ 49%. Notez que pour

un canal AWGN ainsi que pour un canal cohérent a évanouissements de Rayleigh,

Aswgn(a) et Acoherent(a)
a

. sont du méme ordre de grandeur que la valeur du SNR dans

ce cas. Il faut un SNR encore plus faible pour que la communication non-cohérente
réalise la méme efficacité énergétique qu'un canal AWGN et un canal cohérent a

évanouissements de Rayleigh.

Dans lintervalle des valeurs du SNR considéré, nous pouvons définir la pénalité de

non-cohérence par SNR comme :

Ccoherent(a) - C (a)

a

, (6.33)

ol Cognerent €St la capacité du canal cohérent. De [Zheng et al., 2007], on peut

exprimer Cioperent PAT :
Ccoherent(a) =a-+ O((I) =a-+ 0((12-&), (634)

pour tout 1 > a > 0. Sachant que la capacité non-cohérente dans (6.14) a été
obtenue en utilisant la décomposition en série & un ordre strictement inférieur a

2, et combinant (6.14) et (6.34), nous déduisons la pénalité de non-cohérence par
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SNR A un ordre strictement inférieur a 2 :

1
Ccoh,m‘em(a) - C((L) Ccoh,erent - C(a) ln (1 + 1%) _12 mese (?) ( >
= - 35 + a1 - ‘
a Ccoherent Ty 1

(6.35)
Utilisant (6.21), divisant les deux cotés de (6.35) par a®, (@ > 0) et prenant la

limite quand a tend vers zéro, on obtient :

Ccoherent(a) - C(G) > a1+a’ (636)

ol > signifie :

lim Ccoh.erem(a) - C(a’) = 00, (637)

a—0 alta

L’inégalité (6.36) indique que non seulement, la pénalité de non-cohérence est beau-
coup plus grande que a® comme il a été établi dans [Verdd, 2002], mais plus préci-
sément, que cette pénalité est beaucoup plus grande que a'™® pour tout 1 > a > 0.

Encore une fois, ce résultat est en plein accord avec celui établi dans [Zheng et al.,

2007).

Dans cette section, nous avons discuté les expressions analytiques exactes de la dis-
tribution optimale & ’entrée du canal non-cohérent et de la capacité en se basant
sur la relation fondamentale (6.13) ou d’une maniére équivalente sur (6.16). Ce-
pendant, nous pourrions étre intéressés a établir des bornes inférieure et supérieure
plus simples sur ces quantités afin de mieux comprendre comment elles changent

avec la valeur a du SNR. C’est 'objet de la section suivante.
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6.2.3.3 Bornes supérieure et inférieure sur la capacité d’un canal non-

cohérent

Considérant (6.16) et puisque nous nous intéressons & un faible régime du SNR,
nous supposons dans la suite que a < ag. Ainsi la fonction de Lambert dans (6.16)
est la branche avec k = —1, soit W(—1,z). Une borne inférieure sur la capacité
non-cohérente est facilement obtenue par la combinaison de (6.19) et (6.14) et
sera notée par Crg(a). Nous présentons maintenant une borne inférieure sur la
localisation du point de masse non nul de la distribution optimale et une borne

supérieure sur la capacité non-cohérente dans le Théoréme 6.2.

Théoréme 6.2. A faible SNR, une borne inférieure sur la localisation du point de

masse non nulle de la distribution optimale est donnée par :

:ELLB(CL) = (6.38)

oty =4/1+1n % En outre, une borne supérieure sur la capacité d’un canal non-

cohérent peut étre déduite & partir de (6.14), elle est donnée par :
CUB(CL) =C (CL, xl,LB(a)) . (639)

Démonstration. Par commodité, la démonstration est présentée dans 'annexe VIII.
b

O

Le Théoréme 6.2 peut étre utilisé pour évaluer la capacité et la distribution optimale

sans avoir a résoudre numériquement ’équation (6.13) ou (6.16).
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6.3 Capacité du canal MIMO

Nous considérons dans cette section un canal MIMO ayant, respectivement, N;
et N, antennes a l’émission et a la réception. Puisque pour un canal discret sans
mémoire la longueur de bloc est T' = 1 et qu'on ne gagne rien du point de vue
capacité a avoir N; > T, la capacité d'un canal MIMO est égale a celle d'un canal

SIMO ou N; = 1. Dans la suite, on supposera que Ny =T = 1.

Nous considérons le modeéle du canal donné par (2.1), dans lequel nous assignons
Nt =T=1:
Y=H,z2+W,

avec la contrainte de puissance moyenne : E[z?] < a. Nous établissons des bornes
simples sur la capacité d’'un canal MIMO et nous montrons une connexion entre
la capacité d’un canal MIMO et celle d’un canal SISO. Il s’avére qu’a faible SNR,
Curimola) = N, - Csrso(a) et la signalisation marche-arrét est encore une fois op-
timale. Une caractérisation plus précise de la capacité d'un canal MIMO Gaussien,

discret et sans mémoire est donnée par le théoréme suivant.

Théoréme 6.3. A faible SNR, la capacité non-cohérente d’un canal MIMO Gaus-

sien, discret et sans mémoire, ayant N, antennes a la réception est bornée par :
Csiso(Nr - a) < Curmola) < Ny - Csrsola), (6.40)

ot Csrso est la capacité d’un canal SISO donnée dans le Théoréme 6.1.
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Démonstration. Nous démontrons d’abord la borne supérieure.

I{z;Y) = W(Y)-hY |2)

= h(yy,--uw) — Y Ay | z) (6.41)

1=1

N, N,
< Z h(y:) — Z h(yi | z) (6.42)
= Z I(z;y:) (6.43)

L’égalité (6.41) suit du fait qu’étant donné z, les y; sont indépendants et on a :
MY | 2) = SN h(y; | z); alors que linégalité (6.42) découle du fait que le
conditionnement réduit lentropie. En maximisant les deux cotés de (6.43) sur
toutes les distributions de l’entrée z, tenant compte de la contrainte de puissance

E[2?] < a, nous prouvons la borne supérieure.

Pour établir la borne inférieure, il suffit de constater que si le récepteur additionne,
de maniére non-cohérente, les observations y; ¢ = 1,..., N,, alors le canal SIMO est
transformé en un canal SISO a évanouissements de Rayleigh, ayant N, fois le SNR
par antenne réceptrice, soit N, - a [Zheng and Tse, 2002a|. Clairement, la capacité
du canal obtenu ne peut excéder celle du canal original en raison du théoréme du
traitement de données (Data Processing Theorem) [Gallager, 1968|. Ceci prouve la

borne inférieure. O

Il y a lieu de signaler que pour établir le Théoréme 6.3, on n’a jamais utilisé le
fait que le SNR est faible. Par conséquent, les bornes données par (6.40) sont
valables pour toute valeur du SNR. Néanmoins, 'hypothése a faible SNR énoncé
dans ce théoréme est essentielle pour prouver que ces deux bornes coincident,

indépendamment de la valeur de N,, comme on le verra par la suite. Par ailleurs,
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le Théoréme 6.3 est éloquent dans le sens qu’il rattache la capacité d'un canal
MIMO & celle d’'un canal SISO. Puisque dans la premiére partie de ce chapitre,
nous avons établi des résultats exacts a& un ordre de grandeur du SNR strictement
inférieur 4 2, nous allons voir que plusieurs interprétations vont pouvoir s’étendre

automatiquement & un canal MIMO, du moins au méme ordre de grandeur.

Par exemple, & premier ordre du SNR, la borne supérieure et la borne inférieure
coincident, confirmant que la signalisation marche-arrét est optimale & cet ordre
de grandeur, et la capacité du canal MIMO est donc complétement caractérisée.
D’autre part, puisque la capacité d’un canal MIMO, ou le CSI est disponible au

récepteur, s’écrit :

Cimvo(a) = Ep, [In (1+ a Hy|*)]

CL2
= En |ollHlP — GIHI +ofa)

a2
— B, [IHal?) - & B, (1] + ofa?)
T T 1
= Npa— N(Nfﬁaz + o(a?), (6.44)

alors & un premier ordre du SNR (o(a)) et de maniére similaire & un canal SISO, la
capacité du canal MIMO pour une transmission cohérente est égale a celle pour une
transmission non-cohérente. Il n’y a pas de gain a connaitre le canal dans ce cas.
Cependant, & mesure que le SNR augmente, une pénalité de non-cohérence com-
mence & apparaitre. Pour voir ceci, il est utile de comparer C$%,,,(a) et Carrnvo(a)
a un ordre de grandeur supérieur a 1 (o(a®~¢), pour € > 0). Pour ce, et par analogie

avec un canal SISO, on définit le terme pseudo-linéaire pour un canal MIMO par :
AMIMO(@ = N; - a— Cuyrmo(a). (6.45)

A noter que le terme pseudo-linéaire a une interprétation de pénalité de non-
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cohérence & un ordre de grandeur du SNR strictement inférieur & 2, puisqu’a cet
ordre, C$9%,,o(a) = N,-a. En réalité, on serait intéressé¢ a connaitre Uordre du terme
pseudo-linéaire. Plus cet ordre de grandeur est élevé, plus rapide est la convergence
de Crrao(a) vers le terme linéaire N, - a. Clairement, cet ordre est majoré par 2,
lordre du terme pseudo-linéaire pour un canal MIMO cohérent comme il est stipulé
par (6.44). Toutefois, en utilisant le Théoréme 6.3, on peut caractériser AMIMO(q)
de maniére plus précise, en le rattachant a son vis-a-vis A(a) pour un canal SISO,
défini par (6.31) :

N, - Aa) < AMIMO(g) < A(N, - a). (6.46)

Il y a lieu de mentionner que les bornes inférieure et supérieure peuvent étre ex-
plicitement calculées comme nous ’avons montré a la section 6.2. Méme sans les
calculer, ces bornes sont instructives. Par exemple, la relation (6.46) révéle 'autre
facette de la médaille : certes 'utilisation de plusieurs antennes engendre une aug-
mentation de la capacité telle qu’établie dans le Théoréme 6.3, mais elle entraine
aussi une pénalité de non-cohérence au moins égale a N, fois celle qu’engendre-
rait un canal SISO s’il n’est pas possible de connaitre le canal au récepteur. Par
ailleurs, en divisant (6.46) par a'*®, od 1 > « > 0, et en prenant la limite de la

borne supérieure et de la borne inférieure quand a tend vers zéro, on obtient :
AMIMO () >, glte, (6.47)

[’équation (6.47) signifie que la convergence de la capacité du canal non-cohérent
vers le terme linéaire est extrémement lente. Autrement dit, il faut un SNR ex-
trémement faible, ou de maniére équivalente une largeur de bande extrémement

grande, pour que la capacité Cryo(a) converge vers N, - a.

D’autre part, exactement comme dans le cas SISO, on peut rattacher le terme
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pseudo-linéaire & 'eflicacité énergétique :

" a
Ufu CMIMO(CL)
1 1
B —N: ' 1 — 2mimola)
a
1 Aprrvola)
~ — {1+ ——]. 4
NT( + " (6.48)

[’équation (6.48) est valable si Ai’—f(‘l—’ﬁ"‘—) — 0. Maintenant, en divisant la rela-
tion (6.46) par a et en prenant la limite quand a tend vers zéro, on obtient :
lim A]\IIIVIO(a)

a—0

= (. De ce fait, 'efficacité énergétique s’écrit :

E, 1

~ 4
b (6.49)

ce qui signifie que, du point de vue énergétique, la communication non-cohérente
serait aussi efficace que son vis-a-vis cohérente et qu’on pourrait communiquer per-
tinemment un nat d’information en déployant —101log,,(XN,) décibels. Cependant,
et comme il a été précédemment discuté, il faut un SNR extrémement faible ou une

largeur de bande extrémement grande pour que ceci soit vrai.

6.4 Reésultats numeériques et discussion

Les courbes dans la figure 6.2 illustrent, respectivement, la localisation du point
de masse non nulle de la distribution optimale x; obtenue par la maximisation
(6.10), et cette méme localisation obtenue par la relation (6.13) ou d’une maniére
équivalente (6.16). Comme il peut étre observé sur la figure 6.2, les deux courbes
sont indissociables a faible SNR (a < 0.01), confirmant que (6.16) est exacte a faible
SNR. A mesure que le SNR augmente, un petit écart cominence & apparaitre entre

les deux courbes. Ceci est prévisible puisque (6.16) est valable jusqu’a un ordre de
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- | ocalisation du point de masse non nulle (simulation)
=%=| ocalisation du point de masse non nulle donnée par (6.13)

n
B
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2.4

Localisation du point de masse non nulle
N N N
- N w

N
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FIGURE 6.2 Localisation du point de masse non nulle en fonction de la valeur a du
SNR (linéaire).

grandeur strictement inférieur & 2, et ainsi pour de petites valeurs du SNR (mais
pas plus petites qu’environ 2.1072), un écart pourrait apparaitre. Néanmoins, méme
pour un SNR supérieur & 2.1072, la courbe obtenue par (6.16) est particuliérement
instructive puisqu’elle suit la méme allure que celle obtenue par la maximisation de
(6.10). 11 serait intéressant dans le cadre de travaux futurs d’utiliser (6.16) comme
point de départ, afin de comprendre pourquoi un nouveau point de masse devrait
apparaitre 4 mesure que le SNR augmente. A signaler que ’écart observé dans la
figure 6.2 peut étre rendu aussi petit que désiré en utilisant une expansion en série

d’ordre supérieur. Toutefois, I’analyse serait trop complexe pour étre fructueuse.

A noter que dans toutes les courbes présentées dans cette section, nous avons

considéré des valeurs du SNR 4 la sortie du canal qui sont trés faibles (jusqu’a
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FIGURE 6.3 Capacité non-cohérente en fonction de la valeur a du SNR (linéaire).

107%). Ceci pourrait étre justifié si on considére que le SNR dans ce cas désigne
le SNR par chacun des sous-canaux indépendants (degrés de liberté en terme de
largeur de bande). En effet, si on dispose d’une puissance P & ’émission et d’une
largeur de bande W supposée grande (communication & large bande), alors il est
possible de subdiviser le canal & large bande en L sous-canaux indépendants ayant
chacun une largeur de bande W/L [Paulraj et al., 2003]. Clairement, la capacité du
canal a large bande ayant une puissance P est égale & L fois la capacité de chacun
des sous-canaux ayant une puissance P/L. Quand L est trés grand, la puissance
par canal P/L devient trés petite et il en est de méme du SNR par canal [Zheng
et al., 2007].

La figure 6.3 dépeint les courbes de la capacité d’un canal non-cohérent. Encore
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une fois, la courbe obtenue par la maximisation (6.10) et celle obtenue a partir de
(6.14) sont indissociables. De maniére plus intéressante, I’écart observé a des valeurs
pas treés basses du SNR (e > 5.1072?) dans la figure 6.2 a disparu, impliquant que
la capacité n’est pas trés sensible a la localisation du point de masse non nulle.
Sur la figure 6.3, on a aussi illustré I'approximation linéaire C(a) = a, qui est une
borne supérieure sur la capacité. Comme il peut étre observé dans la figure 6.3,
I’approximation linéaire suit la méme allure que les courbes exactes a faible SNR et
devient moins serrée a des valeurs du SNR plus grandes que 10~2. Ceci implique que
le terme pseudo-linéaire défini dans (6.23) est beaucoup plus important dans cet
intervalle de valeurs du SNR. En effet, ceci peut étre vu dans la figure 6.4, ol nous
avons tracé la pénalité de non-cohérence normalisée donnée par (6.35). La figure 6.4
confirme qu’il n’y a pas de gain substantiel dans la connaissance du canal au sens
de la capacité a trés faible SNR, et de ce fait elle confirme que la communication
non-cohérente est presque aussi efficace en puissance que la communication dans
des canaux AWGN ou des canaux cohérents & évanouissements de Rayleigh. A

mesure que le SNR augmente, la pénalité de non-cohérence croit et dépasse 70%.

Les bornes supérieure et inférieure sur la localisation du point de masse non nulle,
données, respectivement, par (6.19) et (6.38) ainsi que les bornes établies dans
[Zheng et al., 2007] sont tracées a la figure 6.5. Les courbes exactes & faible SNR
obtenues par évaluation de (6.13), y ont été aussi reportées. Comme il peut étre
observé sur la figure 6.5, la borne supérieure établie dans [Zheng et al., 2007],
quoique plus serrée que (6.19), traverse les courbes exactes a environ 2.1072. A ces
valeurs pas si basses du SNR, la borne donnée dans [Zheng et al., 2007] n’est plus
une borne supérieure, conformément avec notre discussion dans la section 6.2.3.1.
D’autre part, la borne inférieure (6.38) est plus serrée que celle établie dans [Zheng

et al., 2007] pour toutes les valeurs du SNR.

Pour un canal MIMO, la figure 6.6 illustre les bornes supérieure et inférieure sur la
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FIGURE 6.4 Pénalité de non-cohérence par SNR en fonction de la valeur a du SNR
(linéaire).

capacité d’'une transmission non-cohérente, pour un canal discret sans mémoire &
évanouissements de Rayleigh, ayant deux antennes a la réception N, = 2 (N, étant
quelconque), établies dans le Théoréme 6.3. Ces deux bornes ont été obtenues
en utilisant la relation (6.14) qui donne la valeur exacte de la capacité a faible
SNR. On peut constater sur la figure 6.7 que les bornes supérieure et inférieure
coincident parfaitement & faible SNR (jusqu’a une valeur du SNR égale & 5.1072
dans ce cas), indiquant que la capacité est complétement caractérisée et confirmant
que la signalisation marche-arrét est optimale dans cet intervalle du SNR. Pour
des valeurs supérieures & 5.1072, un écart commence & apparaitre stipulant que
la caractérisation de la capacité est partielle dans ce cas. Il va sans dire que si

N, augmente, on devrait s’attendre & un écart apparaissant a des valeurs du SNR
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= | ocalisation du point de masse non nulle (simulation)

= ==L ocalisation du point de masse non nulle donnée par (6.16)
=v-La borne inférieure donnée par (6.38)

=w-La borne inférieure présentée dans [Zheng et al., 2007]
~4=| a borne supérieure donnée par (6.19)

-A: La borne supérieure présentée dans [Zheng et al., 2007]
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FIGURE 6.5 Localisation exacte du point de masse non nulle, nos bornes inférieure
et supérieure ainsi que les bornes présentées dans [Zheng et al., 2007]
en fonction de la valeur a du SNR (linéaire).

inférieures & 5.1072. Toutefois, la régression de cet écart vers des valeurs plus basses
du SNR n’est pas significative, puisque la différence entre les bornes supérieure et

inférieure est approximativement linéaire en N,.

6.5 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons analysé la capacité des canaux non-cohérents discrets
sans mémoire et & évanouissements de Rayleigh a faible SNR. Nous avons calculé
explicitement l'information mutuelle du canal a faible SNR qui est également une

borne inférieure sur l'information mutuelle du canal & des valeurs du SNR pas
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——Capacité d’un canal SISO non-cohérent
~&- Borne supérieure de la capacité d'un canal MIMO non-cohérent avec Nr=2

—-Borne inférieure de la capacité d’un canal MIMO non-cohérent avec Nr=2 /k

Capacité en nats

FIGURE 6.6 Capacité du canal pour une transmission non-cohérente.

nécessairement basses.

Utilisant ’expression établie de l'information mutuelle du canal, nous avons pu
fournir une relation fondamentale entre la localisation du point de masse non nulle
de la distribution optimale & l'entrée du canal et le SNR. Cette relation fonda-
mentale apporte la réponse compléte sur la facon dont la distribution optimale a
Ientrée varie avec la contrainte de puissance a faible SNR. Elle fournit également
une explication analytique sur ce qui a été précédemment observé par simulation
dans [Abou-Faycal et al., 2001] au sujet du comportement particulier de la loca-
lisation du point de masse non nulle 4 faible SNR. Une expression de la capacité
non-cohérente exacte a été déterminée, et une interprétation du comportement de

la capacité a été obtenue & l'aide d’une simple analyse de fonctions.
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FIGURE 6.7 Capacité du canal pour une transmission non-cohérente, une vue a
faible SNR.

Afin de mieux comprendre comment varie la localisation du point de masse non
nulle avec le SNR, nous avons également établi des bornes inférieure et supérieure,
qui ont été comparées aux bornes récemment établies par d’autres auteurs. La borne
inférieure nouvellement établie est plus serrée pour toutes les valeurs d’intérét du
SNR, tandis que quoique légérement moins serrée, la borne supérieure s’étend a un

plus large intervalle du SNR.

Notre analyse a été aussi étendue 4 un canal MIMO. Nous avons établi des bornes
sur la capacité de ce canal pour une transmission non-cohérente. Ces bornes rat-
tachent la capacité d’un canal MIMO & son vis-a-vis SISO. Ceci nous a permis de
profiter de ’exactitude de notre analyse dans le cas SISO pour mieux comprendre

la capacité du canal non-cohérent MIMO. A faible SNR, nous avons démontré que
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ces bornes coincident et de ce fait la capacité du canal MIMO est complétement
caractérisée, ce qui constitue en soi, une autre facon de prouver que la signalisation
marche-arrét est optimale a faible SNR. Ces bornes ont aussi permis une caracté-

risation plus précise de la pénalité de non-cohérence et de Pefficacité énergétique.
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CONCLUSION

L’intérét des systémes de communication & antennes multiples par rapport aux
systémes classiques & une antenne & l’émission et & une antenne & la réception,
a conduit & la problématique d’établir les limites de performance des canaux a
antennes multiples en vue d’établir des critéres de conception des codes spatio-
temporels. Ce travail s’inscrit dans cette perspective et apporte principalement les

contributions suivantes :

1. La conception d'un encodage adaptatif & rétroaction non systématique limitée
en vue d’atteindre le compromis diversité-multiplexage. L'utilité d’une telle
conception est la minimisation du délai et de la complexité du décodage en

minimisant la longueur de bloc T

2. La caractérisation du potentiel réel en termes de gain en diversité et de gain
de multiplexage, des canaux de communication & plusieurs antennes (Multiple
Input Multiple Output : MIMO). L’analyse a permis, entre autres, l'identifi-
cation de lignes directrices en terme de diversité maximale a SNR fini pour la
conception de schémas d’émission/réception permettant d’atteindre ce poten-
tiel maximal. La finalité de cette contribution est de permettre I’établissement
d’une communication sans fil fiable dans des canaux & évanouissements ou
les conditions de propagation ne sont pas idéales (corrélation spatiale) et ou

la puissance disponible est limitée (SNR fini).

3. L’analyse de la capacité d'un canal SISO, discret, sans mémoire & évanouis-
sements de Rayleigh dans un contexte ot la connaissance du canal n’est
disponible ni & I’émetteur ni au récepteur (Non-Coherent Channel). Plus pré-
cisément, la détermination d’une forme analytique compacte de I'information

mutuelle du canal & bas SNR, qui peut également étre considéré comme une
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borne inférieure sur I'information mutuelle du canal pour une valeur arbi-
traire du SNR, ainsi que I’établissement d’une relation fondamentale entre la
distribution optimale & 'entrée du canal et la valeur du SNR, de laquelle une
expression exacte de la capacité est déduite. Cette étude a par la suite été
étendue 4 un canal MIMO du méme type. Cette contribution est d’une re-
tombée pratique notable puisque elle identifie les limites de performance des
systémes de communication & antennes multiples pour des applications ot 14

puissance est limitée ou bien ot la largeur de bande est grande (Wideband).

A cet effet, les problématiques qui ont motivé cette thése ont été démystifices en
grande partie. Dans tous les cas, des solutions analytiques exactes ou des bornes
sur les performances ont été fournies. Ces solutions analytiques ont été suppor-
tées par des résultats de simulations pour en assurer la validité. Pour certaines
problématiques bien spécifiques, comme c’est le cas pour la construction de codes
spatio-temporels pour atteindre le compromis diversité-multiplexage, nous avons
prouvé analytiquement ou par simulations 1’avantage de notre solution par rapport
a celles déja présentées dans la littérature, que ce soit en termes de complexité
et/ou de performances.

En plus des contributions décrites ci-dessus, nous avons aussi présenté un état de
Iart exhaustif concernant la construction de codes spatio-temporels dans le chapitre
2. De ce fait, nous sommes persuadés que cette thése servira comme un excellent
point de départ pour la construction de codes spatio-temporels en vue d’atteindre
un critére de performance donné. Cet axe de recherche est d’intérét particulier &
court et & moyen termes en raison de 'adoption des systémes & antennes multiples
comme technologie privilégiée par la plupart des standards en matiére de cominu-

nication.
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Par ailleurs, ce travail a aussi dégagé des axes de recherche pour des travaux
futurs qui s’inscrivent dans la méme problématique ou dans des problématiques

adjacentes :

1. Comme il a été discuté au chapitre 2, la construction des codes spatio-
temporels optimaux au sens du compromis diversité-multiplexage, tout en
préservant une complexité raisonnable & 'encodage et au décodage, est un
champ de recherche propice. Le chapitre 2 présente quelques ingrédients pour

entamer cette problématique.

2. La généralisation de la caractérisation du compromis diversité-multiplexage
4 SNR fini pour un canal corrélé a I’émission et & la réception pourrait étre

aussi considérée dans un travail indépendant.

3. La généralisation de I’étude de la capacité d’'un canal non-cohérent au modéle
d’évanouissements par bloc T > 1. Le chapitre 6 ainsi que les références [Has-
sibi and Hochwald, 2002] et [Ray et al., 2007} sont un bon point de départ
pour réaliser ceci. Cette étude devrait nous renseigner sur les stratégies opti-
males (au sens de la capacité) de communication pour un temps de cohérence

et un SNR donnés.

4. L’extension de ’étude de la capacité d’un canal non-cohérent pour des éva-
nouissements plus généraux (Rice, Nakagami) corrélés a I’émission et/ou a la

réception.

Finalement, nous croyons que l'objectif de cette thése a été principalement atteint.
Des aspects fondamentaux et pratiques des communications dans des canaux a
antennes multiples ont été analysés et des solutions inhérentes ont été fournies.
D’autres aspects qui n’ont pas pu étre étudiées, ont été identifiés pour des travaux

futurs.
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ANNEXE 1

INTRODUCTION A L’ALGEBRE DE DIVISION

Définition I.1. Un groupe G est un ensemble muni d’une lov de composition in-

terne, que nous noterons multiplicativement, et vérifiant les conditions suivantes :

1. G est un demi-groupe, en d’autres termes sa lot de composition est associative
(zy)z =2(y2), Vo,y,2€G);
2. G posséde un élément neutre e (ex =xe =2z, VreG);

3. Tout élément x de G posséde un symétrique par rapporte ¢ e (Vr € G,3z* €

G :zx* =z*z =e). Si de plus la loi multiplication est commutative dans G,

alors G est dit abélien.

Définition 1.2. Un anneau A est un ensemble muni de deux lois de compositions,

une addition et une multiplication , et vérifiant les conditions suivantes :
1. A est un groupe abélien pour l’addition ;
2. A est un demi-groupe pour la multiplication ;

3. La multiplication est distributive, a droite et a gauche, par rapport a l’addi-
tion. Si de plus la multiplication est commutative, l'anneau est dit commutatif.

S’il existe dans A un élément e neutre pour la multiplication :
ex=xe=x V€A, (L1)

alors A est anneau unitaire.

Définition 1.3. On appelle corps un anneau K unitaire et dans lequel tout élément

a # 0 poss‘de un inverse a™! (aa™! =ala =e).
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Définition 1.4. On appelle champs Galois tout corps d’ordre fini. L’ordre d’un

corps est le nombre de ses éléments.

Théoréme 1.1. Etant donné un corps K et un sous corps L de K, commutatif,
appelons K-automorphisme de L un automorphisme o de L laissant fixe chaque
élément de K :Ya e K, oca=a.

L’ensemble G des K -automorphismes de L est un groupe, appelé groupe Galois de
L sur K et désigné par Gp.x. Si K' est un corps intermédiaire, c’est ¢ dire compris

entre K et L, Gp.x est un sous groupe de Gp.x.

Définition 1.5. Une algebre de division est un anneau avec un élément neutre,
pour lequel chaque élément a un inverse. C’est en fait un corps non forcément

commutatif.

Définition 1.6. Le centre d’une algébre de division D est l’ensemble des €léments

qui, pour la multiplication, sont permutables avec tout élément de D.

Définition 1.7. Soient deux ensembles E et F' munis de deux lois de composition
internes T et L respectivement. Une application h de E dans E' est un homomor-
phisme de E dans F sil'on a : h(zTy) = h(z)Lh(y) Vz,y € E. Siles ensembles
E et F sont dees groupes par rapport a leur loi respective, alors h est un homo-
morphisme de groupes. Si de plus (E,T,01) et (F,L,09) sont des anneaux tels
que : h(zo1y) = h(zx)ooh(y), alors h est un homomorphisme d’anneaux. Si h est

bijective,a lors h est dit isomorphisme de E sur F.

Définition 1.8. Le noyau d’un homomorphisme h désigné par ker(h) est l’ensemble
défini par : ker(h) = {x € E : h(z) = Op}. De la méme maniére, l’image d’un
homomorphisme, désigné par Im(h) est l'ensemble défini par : Im(h) = {y €

F | Jze€eE:h(z) =y}

Définition 1.9. On appelle idéal bilatéral d’un anneau A tout sous-groupe additif
de A qui est en outre multiplicativement permis, donc tout sous-ensemble non vide

T vérifiant les deux conditions :
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1. my,mg € T entraine m; —ma € 1

2.VmeI,Vme A, omeT etmzx el

Dans tout anneau, le sous-ensemble constitué uniquement par 1’élément zéro est un
idéal bilatéral, appelé idéal-zéro et désigné par (0). De méme, 'anneau tout entier
A est un idéal bilatéral ; Quand A posséde un élément unité e, I'idéal A est appelé
idéal-unité et désigné par (e). Tout idéal de A distinct des deux précédents est dit

propre.

Définition 1.10. Considérons deuz espaces vectoriels € et £, sur un méme corps
commutatif K, et les K-homomorphisms de £ dans £ que nous appelons des appli-
cations linéaires de £ dans £'. A tout x € € est associé par un tel homomorphisme

h un vecteur ax =y de £ et un seul, de facon que :

a(z; +x9) = azy+ axe

a(Az) = Maz), VYAEK

Définition 1.11. Un élément o est transcendant sur un corps K s’il n’existe aucun
polynéme f(x) non nul de k[x] prenant pour x = «a la valeur zéro. Un élément ¢
de C est dit algébrique s’il n'est pas transcendant. Le polynome f(x) de k[z] de
plus bas degré, de coefficient directeur égal a 1 tel que f(¢p) = 0 est appelé le
polynéme minimal de ¢. De plus un polynéme est dit irréductible sur K s’il n'est

pas décomposable en polynéme de plus bas degrés sur K.

Définition 1.12. Un treillis (’Lattice’) (L, <) ou L

1. est un ensemble partiellement ordonné, c’est a dire reflerive, anti-symétrique

et transitive

2. admet pour chaque paire a,b € L une plus grande borne inférieure et une plus

petite borne supérieure.
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ANNEXE II

PREUVE DU COROLLAIRE 4.2

Nous calculons la diversité maximale pour les cas corrélé et non-corrélé séparément.

1. Evanouissement non corrélé :

. 3 T : N é
limy d*"7 (r, 7, p) = lim —;— > A& Ki(&), (IL.1)
=1

ou Ji(§) and K;(&) sont donnés par :

(6iNt+Nr_2l€—5l)/(Nt -+ N,,. — 2l)|

M) = R e N N (iL2)

Kig) = ((L+gm" —bign(1+gn) " —1). (1L.3)

Quand r — 0, tous les b, — 0,1 =1, ...,t. A noter que Ji(&) = f(%’)), ol

F(&) = Tinelé, Ny + N, — 20+ 1), (I1.4)

et f'(&) désigne la dérivée de f(&;). Soient A;(§) = J, (&) x & et B(&§) =
K;(&)/&. En utilisant le développement de Taylor de f(&) et f'(§) autour

de 0, on obtient :

/(N + N, — 201 &Nt r =2

J, ~ TN
l(él) 1/(Nt + Nr . 2l + 1)! §;Vt+NT—Zl+1

(IL5)



ce qui conduit & :

lim Ay(&) = lim Ji(&) x & = N+ N, = 20 + 1.
;— r—

D’autre part, en écrivant B;(£;) comme :

o bign(1 + gn)®—?
Bl(&)_*o_ 1+ gn)t —1 )

et en calculant

oy D+ g1 gn
b—0 (1+gn)—1  (1+gn)log(l+gn)’
on obtient :
an
hm B 1-— )
(&) = Nt( (1 + gn)log (1 + gn)
De ce fait ,

l}lilthz(ﬁz)Kz(&) = l}lig})Al(ﬁl)Bl(fl)

_ i(l_ gn
N, (14 gn)log(1+gn)

De quoi (4.21) suit immédiatement .

. Evanouissement corrélé :

: corT Ql ﬁl)
lio &7 (r, m, p) = lim, — Z By @)
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(I11.6)

(IL.7)

(IL8)

(1L.9)

)X(Nt—I—NT—-Zl-I-l),

(11.10)

ou F(&), Qi(&) et A(&) sont respectivement donnés (4.18), (4.17) and (11.3).

Notons que Q;(&) = fa,(&). Ainsi,

QU0)= a0 = [ s (0)iG0)

2 J_o

(IL.11)
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Puisque la transformée de Fourier de la dérivée n'™ de fa,(z) est (jv)" U4, (jv),
alors en utilisant le théoréme des Résidus, on démontre que fa,(0) = 0, ainsi
que que toutes les n'™¢ dérivées de fa,(0) pour n < Ny + N, — 2l + 1.1 En
notant encore une fois que @Q;(§;) est la dérivée de P(&;) et en utilisant le

développement de Taylor a l'ordre (N, + N, — 2] + 1), on trouve que :

Q&) N+ N -2l +1
lim = .

i 11.12
b—0 Py(&) & ( )
Par conséquent,
. Qu&) n an
] Ki(&) = -L(1- N,+ N, =20 +1),
Jim ey M) = 5 (1~ T giogagmy) X (e M —2+1)

de quoi (4.21) suit immédiatement.

ICeci est en raison du fait que Ny + N, — 2l + 1 est le degré du dénominateur de ¥ A, (jv).
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ANNEXE III

PREUVE DU LEMME 4.2

D’abord, notons que quand n — oo, on a :
&~ Nyg™n . (111.1)

Définissons J;(&) et K;(&) tels que :

getNe=2le=8 J(N, 4+ N, — 21)!
Ji(&) :

Tone(€1 N, + N, — 21 + 1)
Ki(&) = ((1+gn™ —bgn(1+gn)"~ ' —1)

pour [ =1,...,t. Pour démontrer le Lemme 4.2, il suffit de démontrer que :
lim J,(&)K;(&) = lim Ql(&)m(gl). (111.2)
n—oo n—o0 Fi(&)

Ainsi, pour démontrer (II1.2) pour chaque { =1,...,t, on distingue trois cas :

— b > 1: Dans ce cas, § — oo. Puisque T'jnc(§, N, + N, — 2l + 1) — 1 quand

& — oo, alors Ji(§) Ki(§) — 0, et ainsi est le terme %l((&l)) Ki(&).
— b < 1: Dans ce cas, & — 0. Notons que Ji(§) = J;‘_/((E%)’ ou f(&) = Tine(&, Ny +

N;—2041), et f'(§) désigne la dérivée de f(&;). En appliquant le développement
de Taylor & f(&) et f'(&) autour de 0, on obtient :

1/(N; 4+ N, — 20)1gVehr=2
1/(Ny + Ny = 21+ 1)gNerr =24t
N+ N, —20+1

& '

Ji(&)

(I11.3)
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D’un autre coté, on a Q;(&) = fa,(&). Puisque la n™ dérivée de fa,(z) peut

aussi étre exprimée par :
( 1 +j00 ‘
@ =5 [ e s Goden z o, (L
277.7 —joo
alors on démontre i 'aide du théoréme des résidus que fgz)(()) =0 for n <
N; + N, — 2l — 1. Ceci découle du fait que N; + N, — 20 + 1 est le degré du
dénominateur des W, (jv). Constatant encore une fois que @Q;(&;) est la dérivée

de P,(&) et effectuant un développement de Taylor de Q;(&;) et de P,(&) & l'ordre

(N; + N, — 21), on trouve aussi que :

Q&) N+ N, —20+1
P(&) ~ & '

(111.5)

by = 1 : Dans ce cas, § = gN;. Puisque J;(§) et %T(é_zl)l sont finis et K;(§) =0, la

relation (II1.2) est toujours valide.

Ceci achéve la démonstration du Lemme 4.2.
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ANNEXE 1V

PREUVE DU THEOREME 4.2

Pour prouver le théoréme 4.2, il suffit de démontrer que lim d“ne' (r,5) = dasym
7—00

puisque 'autre égalité découle du Lemme 4.2. Dans ’annexe 111, il a été démontré
quesi by >1,1=1,...,¢ alors Ji(§)K;(&§) — 0 quand n — oo. Par conséquent,
seul le cas b; < 1 est d’intérét. De plus, utilisant (IIL1.1), (II1.3) et le fait que K;(&;)

peut étre approximée par K;(&) ~ ¢%(1 — b))n®, on obtient que J;(&)K;(§) ~

W(l — by)n. De ce fait, d“"r"(r,n) donnée par (4.15), peut étre exprimée

par :

t
(iuncorr(,r7 OO) — Z (Nt + N, — 21+ 1)(1 — bl)
l=1py<1
t
= Z(Nt + Nr -2l + 1)<1 - bl)+

=1

~ |l

= Y (N+ N, =2+ Doy, (IV.1)
I=1

ot oy = (1—")" et (x)* = max(z,0) pour tout nombre réel x. Dans la suite, on
montre que les coefficients a; qui satisfont (IV.1) sont exactement les mémes co-
efficients qui ménent vers le compromis diversité-multiplexage asymptotique établi
dans [Zheng and Tse, 2003].
Commengons par rappeler que b= (by,...,b) € A= {(b1,....h) € R** | S|, b =
T}, et que b maximize la borne inférieure (4.11).

t

max | | Tine(&, Ny + Ny — 20+ 1). (IV.2)

be A
=1
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A mesure que n — oo, la fonction Cine(&, Ny + Ny — 21 + 1) est indépendante de
by, for b > 1. Ceci émane du fait que quand b; = 1 alors & = g/Ny, et quand b, > 1
alors & — oo et ['ye(&, N + Ny — 21 + 1) — 1. Ainsi, si on suppose que « est le

nombre de coefficients b; < 1, le probléme de maximisation (IV.2) est réduit a :

K

K- Igleaéx Finc(gl: Ny + Ny — 21+ 1)a (IV3)
=1

oll K est une constante et B est donné par :
K
B={(by,...0:) € R" | > b <r}.
1=1

La maximisation (IV.3) implique seulement les b; < 1, pour lesquels & — 0 quand
n — oo. En utilisant (II1.1) et le fait qu’au voisinage de zéro, ['y,.(z,m) peut

étre approximé par Dyc(z,m) ~ Zo, on obtient : Tipe(&, Ny + Ny — 20 + 1) =

m

C(gn)br=DWNrtN=2041) oy O = (Tt‘F]\g]thQl‘Flﬁ est une constante indépendante des

b, L=1,...,t. Ainsi, (IV.3) est équivalente a :

K

min » (1 —b)(N, + N, —20+1).
beB L

Ainsi la diversité estimée asymptotique donnée par (IV.1) peut étre exprimée par :
) t
duncor'r — s N N - 2l 1
(7, 00) ‘I;‘%lfl‘l'lz_l:( r+ N + ay,

ou o = (ay,...,aq), et A" est donne par :

A ={(ar, ) € R (1—a)t <7},

=1
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ce qui correspond exactement a la diversité asymptotique dggym établi dans [Zheng
and Tse, 2003].

Ceci achéve la démonstration du Théoréme 4.2.
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ANNEXE V
PREUVE DU COROLLAIRE 4.2

Quand 7 — 0, tous les b, — 0, [ = 1,...,¢. Puisque dans ce cas § — 0, (II11.3) et
(II1.5) sont toujours valides. Ceci est en fait un cas particulier de b; < 1, et comme
il a été montré dans I'annexe I1I, on a toujours d*"™ (0, n) = d®(0,7). Dans la
suite, on calcule d*m< (0, 7).

Posons : A;(&) = Ji(&) x & et Bi(&) = Ki(&)/€&, alors en utilisant (IIL.3), on
obtient :

bliII%)Al(fl) = III% Jl(fl) x&E =N+ N, — 20+ 1.
1 r—

D’un autre coté, puisque

o bugn(+ gyt qn

b0 (14+gmn—1  (14gn)log(1+gn)’

alors en écrivant B;(&;) sous la forme :

Bi&) = A (1 _bign(1 + gn)bl-1> |

N, (T+gnh -1
on obtient :
. n an
lim Bi(&) =+ (1 - ).
bzl—n»lo (&) N, (14 gn)log (1 + gn)

Par conséquent, on a :

l}ll_r{% J (&) Ki(&) = 1}3310‘41(51)31(51) -1 gn

N, ( (T+gn)log(1+ gn))(Nt+Nr_2l+1)’

de laquelle (4.21) suit immédiatement. Ceci acheéve la preuve du Corollaire 4.2.
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ANNEXE VI

PREUVE DU LEMME 6.1

Par commodité, on utilise f(x) au lieu de f,(z) pour dénoter la fonction de densité
de probabilité de la variable aléatoire z & la valeur z. En premier lieu, on démontre
que Ipp(x;y) est strictement monotone croissante par rapport a x;.! En dérivant

(6.9) par rapport a x;, on obtient :

0 > 0 ]
%IILB(xlapl) = pl/o a—xlf(y\fﬁl) In (f;y(‘;) )>d?/ (VL1)
Dérivons (6.4), on obtient :
0 2
5 W) = s b = (L+ad)] Slalon) (V12)

Substituant (V1.2) dans (VI.1) on obtient :

2 /°° lv— 1 +27)] f(ylz1) In

0
—Ip(z1,p1) = —(1 +$2) .
1

815'1

(f(y|1171)
f(w)

)dy (VL3)

Soit g(y) la fonction définie par : g(y) = In (%) Maintenant, on a besoin du

lemme suivant :

Lemme VI.1. Soit f(y) une fonction de densité de probabilité de moyenne m. Si

1A signaler que la technique adoptée ici pour montrer que Iy g(x;y) est strictement monotone
croissante par rapport a z1 est similaire a la technique utilisée dans [Abou-Faycal et al., 2001]
pour démontrer que la distribution de entrée optimale a nécessairement un point de masse nulle,
quoique les deux techniques aient des objectifs différents.
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g(y) est une fonction strictement monotone croissante, alors :
/ (y—m)f(y)gly) >0 (VI4)

Démonstration. La demonstration découle d’une démarche similaire a celle adoptée

pour établir le Lemme 1 dans [Abou-Faycal et al., 2001]. O

Pour appliquer le Lemme V1.1, il suffit de noter que

f)
flylzy)

= o1+ pol1 + ) exp [y( —-1)| (VL5)

1+ a2

est strictement décroissante par rapport & y puisque l'exposant de la fonction
exponentielle est négatif. De ce fait, LJ;U('S—) est strictement croissante et g(y) l'est
aussi. Finalement, sachant que (1+ z2) est la moyenne de f(y|z,) et en appliquant

le Lemme VI.1 & (VL.3), on obtient :

0
EE‘IILB(wlupl) > 0, (VL6)

qui signifie que I g(z1,p1) est strictement croissante par rapport a z;. Par consé-
quent, la contrainte de puissance moyenne est satisfaite avec égalité. C’est a dire :

E[z?] = pyz? = a. Ainsi, (6.8) est équivalente & :

CrLp = max ILB($1,P1)
m2va (VL7)

2
D177 = a.

Par la suite, nous démontrons I'existence du maximum dans (VI.7). Clairement,
I1(x1,p;) est maintenant une fonction de z; et de a, puisque pyz? = a. L’inégalité
Z1 > +/a s’en suit automatiquement du fait que p; < 1. D’autre part, I g(x1, p1)

dans (6.9) est définie positive et continue par rapport a z; et p; et donc I g(x;,a)
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l'est aussi pour toute valeur donnée a du SNR. D’autre part, I;g(z1,a) admet
forcément une borne supérieure dans l'intervalle [y/a, oof, sinon il existerait une

valeur a® du SNR telle que :
Ve >0, 329 > Va® | I.p(a%a%) > e (VI.8)

Mais cette proposition signifie que l'information mutuelle du canal -une borne
supérieure sur Iyp(z;,a’) - est non bornée pour a’, ce qui contredit le fait que
la capacité du canal existe pour toute valeur du SNR [Abou-Faycal et al., 2001].
par conséquent, I1p(x1,a) admet nécessairement une borne supérieure. En outre,
la continuité de Ipp(x1,a) sur [/a,o0[ implique que la borne supérieure est soit
atteinte & une valeur finie z; ou & co. Ce dernier cas est toutefois impossible. Pour
voir ceci, il suffit de noter que pour une valeur donnée a du SNR, quand x; tend vers
Vinfini, p; tend vers zero. Ainsi et d’aprés (6.9), I{EllooILB(zl’a) = I p(00,0) =0,
et par conséquent Ipg(xy,a) = 0 pour tout z; € [y/a,o0], ce qui est impossible
puisque 'entrée du canal x et sa sortie y sont dépendantes. Il s’en suit que la borne
supérieure est forcément atteinte & une valeur finie z;, et ceci établit ’existence
du maximum dans (VI.7). De plus, puisque ce maximum n’est pas aux bords de

[V/a, oo, on a forcément au point maximum : aileLB(q;l, a) = 0.

Finalement, pour démontrer (6.11), on calcule la borne inférieure Ipg(z1,p;) dans

(6.9) :

Ls(enp) = o / " F(510) In (£(510))dy — po / " Fwl0)In (f(9)

I I

oy / " Flylan) In (f(yln) - o / " Flylan) In ((9))(V1)

" v~

13 14
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I, and I3 sont calculés aisément :

]1 = pg/ e YlIn (G_y)dy = =Py = 1- D1 (VIlO)
0

= 1wl
I; = pl/o 1+1€e 1+lln<1+$%e ”’l)dy

= —p (1+In(1+23})) (VL11)

o0
_ _ Y41 -t
I, = e Yin Y4+ ———¢ 1 1y
9 po/O (p0€ + 1+ 22 1) Y

= / poe Y 1n (poe”y)dy—!—/ poe Y 1n (1 + ——m—)e<1—m?>y9ldy12)
Jo 0

2
po(l + x7
W N S
121 1;2

Iy, peut aussi étre calculé aisément :

Iy = po[In (po) — 1) (VI.13)
Pour calculer Iy, posons : @ = 1+ z? et 8 = 5”515 = (1—]];;1)0/ Ainsi, I,y peut étre

écrite :

Iy, = -2¢ / T e m e g
a—1/;
L N e N 1_%/00 Tl 14)
 oa-—1 o ) o 1+ 0t ‘

L’intégrale & droite de (VI.14) peut étre calculée comme [Gradshteyn and Ryzhik,
1980 :

© =351 a—1 1 1 1
dt = LF (1,1 2 = VI.1
[ = 21(,+a n ) (VL15)
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Substituant (VI.15) dans (VI.14), on obtient :

1 1

a—1 1
Fi(1,1 2 ,—= 1], VI.16
2 1(7 +OZ—1’ + ’ ﬁ):] ( )

Izzzpo[ln(1+ﬁ)+ a—1

et donc en combinant (VI.12), (VI.13) et (VI.16), on aboutit & :

a—1 1 1 1
Iy = po[In (po) — 1] +po [ln(1+ﬁ)+ — 2F (1’1%—1’“@—1"5)]
(VL.17)

L’intégrale I, peut étre calculée de fagon similaire. on évite les détails et on donne

le résultat final :

1 1 1
I4 :plln(po) — D1 +p1 [ln(l -f-ﬁ)—f— (Ol— 1) '2F1 (1,ﬁ,1+a—_1',—5>:| .

(VI.18)
D’aprés (V1.9), (VI.10), (VI.11), (VI.17), (VL.18) et utilisant le fait que :

1 1 1\ 1-p 1 11
Fi{l1 1 —— oF 1,1 2 — ] =1
21(704—17 +a_17 ﬁ)+ D 21(a +a‘—17 +O’,—1, ﬁ) 3

(VL.19)
on obtient :
Ip(z,p) = —In(1—p1)+p (27 —In(1+2})) —In(1+0)
pi{a—1) 1 1 1
—— {(a -1)-oF (1, - 1,1 + ot —B-> +(1%I.20)

En combinant (VI.20) et (VI.7) on obtient (6.11) ce qui achéve la démonstration

du Lemme 6.1.
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ANNEXE VII

PREUVE DU THEOREME 6.1

A bas SNR une distribution discrete & ’entrée, avec deux points de masse dont 1'un
est situé a lorigine, atteint la capacité non-cohérente [Abou-Faycal et al., 2001].
L’¢galité p; = a/x? a été démontrée dans 'annexe VI et donc (6.12) est vraie. Pour

démontrer la suite, nous procédons & un calcul par développement en série.

Avant de procéder, il y a lieu de rappeler que pour la distribution optimale spécifiée
dans le Théoréme 6.1, la localisation du point de masse non nulle x; est supérieure
a1 (z; > 1) [Abou-Faycal et al., 2001, Zheng et al., 2007]. L’expansion en série
de (6.11) au second ordre, autour du point (z1,a) = (z1,0), ol z; est un nombre

arbitraire supérieur a 1, peut étre obtenue a ’aide de Mathematica :

2

% ‘%fz’l i
—ai (sz (z%(l + zf)) cse (—2)a
I3

1422

+7r<ﬁ(1 + :Lf))z— T ose ( >a2 . 0((12))7 -

7

Bl

ou le symbole o(a™) représente une fonction g(z;,a) par exemple, telle que

liII(l)g('Z+a) = 0. Puisque x; > 1, alors il existe € > 0 tel que 1 + x_lz < 2—¢€ De
a~— 1

ce fait, (VIL.1) peut étre écrite comme :

1432

| 1 2 Tz 1
Ing(z1,a) = <1—L:_xl)>a—7m;f <zf(1 —l—z%)) " esc (%) e + o(a®™¢),
ik !
(VIL.2)
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qui représente I’expansion en série & un ordre strictement inférieur a4 2. A cet ordre

de grandeur, on peut abuser de notation en omettant le terme o(a?"¢) et écrire

(VIL.2) comme :

2

I 2 = 5
Ing(zy,0) = (1—M>a—ﬂxf (Tf(l-{—w%)) " esc (%)aHZT. (VIL3)

xy x7

La maximisation de (VIL.3) par rapport & 21 > 1 est équivalente 4 :

l 9 1422
1+ Tt .
min [Lj‘%) + T’ (r%(l + xf)) ' oese (%) a:?} . (VIL.4)

r1>1 Il ml

Il a été démontré dans l'annexe VI, qu’au maximum, nous avons nécessairement
%ILB(xl, a) = 0. En dérivant (VIL4) par rapport a z1, on obtient (6.13). Finale-

ment, (6.14) suit de (VIL.3). Ce qui achéve la preuve du Théoréme 6.1.
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ANNEXE VIII
PREUVE DU THEOREME 6.2

Pour a < ag et x1 > o, (6.16) peut étre exprimée par :

a(z1) = exp [22W (—1, (z1)) — 22 + 7 cot (12) +1In (z}) +In (1 +23) — 1].

T3
(VIIL1)
De plus, il est facile de vérifier que a dans (VIIL.1) est une fonction décroissante

par rapport a x; et que :

—27 + Teot (%) +In(z) +In(1+27) —-1>1, (VIIL2)
1

pour x; > xy. Par conséquent, en utilisant (VIII.1) et (VIIL.2), on obtient :
a(z1) > ap(z1) = exp [2iW (=1, (z1)) + 1], (VIIL3)

ol ap (1) est une borne inférieure sur a(z;). Puisque a;(z1) est aussi une fonction
décroissante par rapport & xzy, alors a petite valeur de SNR a, (VIIL.3) peut étre
interprétée comme une borne inférieure sur la localisation du point de masse non

nulle optimal z; et on a de maniére équivalente :

T1 > T, (VIIL.4)

ol x4 est solution de ag(x;) = a. Dans ce qui suit, on établit une borne inférieure

Sur I ip.

Fixons une petite valeur de SNR a < aq et considérons la fonction dans le cété



droit de (VIIL.3), exprimée par convenance par :

a = exp [z, W (-1, p(x1)) + 1], (VIIL5)
ou de maniére équivalente, en posant y = 4/1 +In (1) :
2 y?
iy = . VIIL6
bib W (=1, ¢(21)) ( )

Puisque —W(—l, c,p(xl,lb)) > 1 pour 15 > Ty, il est facile de vérifier que y* > Iilb.
Ainsi, en utilisant le fait que ¢(-) et =W (—1,-) sont des fonctions strictement

croissantes, on obtient :

5'3(123 = J < Ty = Y
\/—W(~1, v(y)) \/—W(—la @(x1,))

, (VIILT)

ou Pexposent (!) au c6té gauche de (VIIL.7) signifie une premiére borne inférieure.
Dans la suite, on améliore cette borne inférieure a:(lli g afin d’obtenir une borne plus
serrée. Mais avant de continuer, rappelons ce résultat de [Pickett and Millev, 2002]
qui se propose de résoudre des équations transcendantes impliquant des fonctions
Lambert de maniére itérative en utilisant une technique d’auto-application (self-

mapping) :

Lemme VIII.1. Pour la région caractérisée parx < 1 et —% <y < 0, une solution

a échelle infinie (infinite-ladder) a l'équation :
y(z) = ze® (VIIL8)

est facilement identifie par

z(y) = L<(y), (VIIL9)
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ot U'échelle L(y) est définie par :

111 In ()
L.(y)=—-1In ( __;’ ) (VIIL.10)

Démonstration. La démonstration ainsi que plus de détails a propos de la fonction

Lambert peuvent étre trouvés dans [Pickett and Millev, 2002]. l

Clairement, utilisant (VIII.10) et le fait que la solution de (VIII.8) est aussi z(y) =
W(—1,y), il est possible d’obtenir une borne supérieure simple sur la fonction

Lambert dans l'intervalle d’intérét :
W(-1,y) <In(-y) —In (= In(-y)). (VIIL.11)

Puisque pour z1y > o, @(@1) €] — 1,0[ and W(—=1,p(z1)) < 0, alors en

appliquant (VIII.11) & o(z1 ) on a :

—90(151,11))

WL e(@w) < In(— == (VIIL12)
—o(y)

< 1n(_ln (_@(m’lb))) (VIIL.13)

< In(—¢(y)). (VIIL.14)

L’inégalité (VIIL.13) est vraie parce que y > zyy et (-) est une fonction crois-
sante, alors que (VIIL.14) suit du fait que pour z > zo, ¢(z) > —I et de ce fait

——1 < < 1. De plus, (VIIIL.14) implique
—In (_Lp(z))

L > Y =Ty
~In(—p(y) ~ -W(-Lo@w)

(VIIL15)

En appliquant encore une fois () et —W (-1, -) respectivement de part et d’autre



de (VIII.15), on obtient :
Y

i y
= /W1 o(z1n))
(el V

. . 2 . 1 .
Finalement, pour démontrer que xi)LB est plus serrée que :r(l )LB, il suffit de noter

= T1,b- (VIIIlG)

(2)
T1.LB

que, puisque ¢(z1) €] — L,0[, ¥y > z1» et ¢(-) est une fonction croissante, alors

©(y) €] — 2,0[ et par conséquent on a : y > (o) En appliquant encore une
—In (~w(y

fois ¢(-) and —W (-1, -) respectivement a cette équation, on aboutit a :

s = 4 < Y =2, (VIIL17)

W (L) \/—W (—1, @(T('_/;!ZJD

En combinant (VIIL.16) et (VIII.17), on obtient :

IS},B < 33%3 < Ty, (VIIL.18)

de laquelle (6.38) suit en posant :vf)LB = 1, ,5. Finalement, (6.39) peut étre obtenue

en appliquant (6.14) & z; r.g. Ceci achéve la preuve du Théoréme 6.2.



