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RESUME 

Le probleme d'affectation de flotte (fleet assignment problem, FAP) pour une com-

pagnie aerienne consiste a choisir quel type d'avion sera utilise pour chaque vol d'un 

horaire de vols donne. II est traduit en un programme lineaire en nombres entiers dont 

la fonction objectif est une estimation du profit attendu. Or, si l'expression du cout 

comme fonction lineaire des variables de decision du FAP est tres naturelle, il en est 

autrement pour le revenu. C'est par les capacites limitees des types d'avions affectes 

aux vols que les variables du FAP ont un impact reel mais subtil sur l'esperance du 

revenu. 

La fagon standard de prendre en compte le revenu dans la fonction objectif du FAP 

est d'attribuer a chaque segment de vol une estimation simple de l'esperance de la 

perte de revenu associee a chaque affectation de type d'avion possible. Cette fagon 

de faire escamote des caracteristiques essentielles du phenomene a modeliser, comme 

le debordement et la recapture, et l'impact des itineraries a escales sur le placement 

des passagers. 

Des chercheurs ont propose d'ameliorer la fonction objectif du FAP a l'aide de mo-

deles de flot de passagers. Ce sont, pour la plupart, des programmes lineaires dont 

l'objectif est de trouver le flot de passagers le plus profitable pour la compagnie 

aerienne, ce qui ne correspond pas a la realite. D'autres sont non lineaires, mais 

souffrent de divers defauts : intractabilite, ignorance de la recapture ou ignorance de 

la nature stochastique du phenomene a modeliser. 

Dans cet ouvrage, nous elaborons un modele de flot de passagers dont la base concep-

tuelle est solide, mais qui est assez simple pour etre integre au FAP. Nous fixons 



VI 

d'abord un ensemble d'hypotheses sur le comportement de la demande, notamment 

en ce qui a trait au debordement et a la recapture. Le tout definit un processus de 

reservation idealise mais plus respectueux de la realite que ceux qui sous-tendent, sou-

vent implicitement, les autres modeles publiquement disponibles. Le cceur de notre 

modele est un systeme d'equations non lineaires dont la solution fournit une ap

proximation tres precise de l'esperance du not de passagers associee a ce processus 

de reservation idealise, selon les previsions de demande. Notre modele divise le pro

cessus de reservation en sous-intervalles de temps qu'il traite en succession. Cela lui 

permet de prendre en compte le fait que les demandes pour les divers types d'itine-

raires offerts ne se manifestent pas toutes au meme rythme et que la fermeture des 

vols influe sur le taux de remplissage subsequent d'autres vols. 

Nous developpons aussi une extension de notre modele qui integre avec succes l'im-

position de limites de capacite fixes sur les itineraries, un mode de gestion de l'offre. 

Notre modele calcule l'esperance du revenu comme fonction des variables de decision 

du FAP. En pratique, toutefois, l'amelioration de la fonction objectif du FAP par le 

biais de notre modele souleve plusieurs problemes. Pensons seulement que la fonction 

qu'il definit n'est pas lineaire alors que la fonction objectif du FAP doit l'etre. Nous 

proposons une methode qui reussit malgre tout a injecter dans la fonction objectif 

du FAP l'essentiel de l'information que notre modele fournit sur le not de passagers. 

Cette methode permet de generer des affectations de flotte significativement plus 

profitables, en theorie, que l'affectation associee a la forme standard de la fonction 

objectif du FAP, et le temps qu'il en prend est d'environ cinq resolutions du FAP. 
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In airline optimization, the fleet assignment problem (FAP) consists in assigning fleet 

types to flights of a given schedule. It is modelled as an integer linear program whose 

objective function is an estimation of the expected profit. While the expected cost 

is very naturally expressed as a linear function of the FAP's decision variables, that 

is not so for the expected revenue. By controlling the seating capacity of each flight, 

the FAP's decision variables do have an influence on the expected revenue, but it is 

a complex one. 

The standard way of accounting for the expected revenue in the objective function of 

the FAP is to compute an expected loss of revenue associated with each fleet type's 

assignment, for each flight leg. This method wrongly assumes that the demand is an 

attribute of the flight legs only and it ignores recapture. 

Some researchers have proposed to use passenger flow models to improve the revenue 

component of the FAP's objective function. In most such attempts, the models are 

linear programs seeking feasible passenger flows that maximize the company's profit: 

clearly, that does not reflect reality. The few publicly available nonlinear passenger 

flow models have their own flaws. Some ignore the recapture or the stochastic nature 

of the demand, others are computationally intractable. 

In this work, we develop a nonlinear passenger flow model that is both sound and 

simple enough to be integrated to the FAP. We first establish a set of hypotheses on 

the characteristics and behavior of the demand, which define what we call a synthetic 

booking process. This is an idealization of reality, but one that is closer to its object 

than those which (usually implicitly) underlie other passenger flow models. We then 
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describe the essence of our model: a system of equations whose solution provides 

an excellent approximation for the actual expected passenger flow resulting from the 

synthetic booking process, given the relevant input data about the demand. Our 

model splits the time interval during which the booking process unfolds into time 

slices and treats them sequentially. Thus, it can treat demands with variable rates of 

manifestation and it generally considers the rates at which passengers fill airplanes 

as evolving in time, as a function of the probabilities that various flight legs be full. 

We also describe an extension of our model that correctly renders the effect of static 

booking limits on itineraries. 

Our model expresses the expected revenue as a function of the FAP's decision vari

ables. In practice, however, when trying to use it to improve the linear objective 

function of the FAP, one faces serious computational and conceptual difficulties. We 

propose a simple iterative method that improves the FAP's objective function with 

the help of a modified version of our model. In a few iterations—the time it takes to 

solve about five instances of the FAP—it produces fleet assignments that are signif

icantly more profitable on paper than the one obtained from the standard leg-based 

estimation of revenue losses. 
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INTRODUCTION 

La planification des operations des grandes compagnies aeriennes est largement as-

sistee par ordinateur. Que ce soit pour l'heure qui vient ou pour l'annee prochaine, 

des dizaines de logiciels sont mis a contribution pour aider a prendre des decisions a 

propos des avions, des finances, des repas a servir, des trajets des pilotes, des prix 

des billets, etc. 

A un certain point de la chaine de decisions, on demande a un de ces logiciels d'eva-

luer environ une saison a l'avance le profit associe a chaque scenario decisionnel. 

Les decisions en question touchent l'affectation, a chaque vol, du type d'avion qui 

devra l'effectuer, et on appelle affectation de flotte un scenario decisionnel couvrant 

l'ensemble des vols prevus. Evidemment, toute affectation n'est pas necessairement 

realisable : on peut imaginer, par exemple, qu'une affectation demande que 25 Airbus 

320 volent en meme temps, alors que la compagnie n'en a que 20. 

En fait, un des grands defis que relevent ces logiciels est tout simplement de faire 

le tri entre les scenarios realisables et les autres. lis explorent astucieusement une 

partie limitee de l'immense ensemble de tous les scenarios, pour n'en faire ressortir 

que quelques-uns : les plus profitables. 

Pour guider le logiciel dans cette recherche d'affectations profitables, on lui fournit 

une fonction qui, a chaque affectation, associe un profit attendu. Determiner la com-

posante cout de cette fonction de profit ne pose pas de graves problemes : apres tout, 

les couts sont bel et bien fonction des decisions operationnelles. Notons toutefois que 

les previsions de cout pour une saison a venir ne sont pas exemptes d'incertitude. 

Les compagnies aeriennes ne controlent pas par leurs decisions le prix du carburant, 
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qui est done introduit dans la fonction de cout comme un parametre exterieur, pour 

lequel on ne peut que demander une bonne estimation a des specialistes du marche 

petrolier. 

Determiner la composante revenu de cette fonction de profit : voila une question plus 

delicate. C'est le sujet de cet ouvrage. 

Les determinants majeurs du revenu attendu sont les clients. Devant l'offre de service 

de la compagnie et des competiteurs, combien seront-ils a vouloir voyager de A a 

B, tel jour, a telle heure, pour un tel prix? On imagine facilement la complexity 

du probleme de prevision de la manifestation de la demande future de transport. 

Observons aussi que les decisions d'affectation de fiotte que la compagnie pourrait 

faire n'y sont pour rien. Un peu comme pour le prix du carburant, les modelisateurs 

doivent s'en remettre a un ensemble de parametres economiques censes decrire le 

comportement de la demande future, et esperer qu'ils soient bons. 

A partir de la, ils doivent isoler l'effet sur le revenu des diverses affectations de flottes, 

etant donne ces parametres determinant le comportement prevu de la demande. Si 

tous les types d'avions avaient un nombre invraisemblablement grand de sieges, la 

demande serait a tout coup satisfaite, et Ton ne verrait pas de difference de revenu 

d'une affectation a l'autre. Ainsi, l'effet des decisions operationnelles sur le revenu 

ne se manifeste que negativement, par la frustration d'une partie de la demande 

confrontee a une offre de service insuffisante. II faut estimer le revenu ainsi perdu, 

sans oublier qu'une part de celui-ci peut etre recuperee sur d'autres vols du reseau de 

la compagnie. Ce calcul de revenu perdu fait done entrer en jeu d'autres parametres 

economiques decrivant, ceux-la, le comportement des clients face a des offres de 

service changeantes. 

Les concepteurs des premiers logiciels traitant le probleme d'affectation de fiotte en 

avaient plein les bras de trouver des astuces pour traiter des problemes si grands : ils 
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n'ont pas perdu de temps sur les details de la composante revenu de la fonction de 

profit. lis ont opte pour une methode simple et plutot efficace. Mais l'optimisation 

en transport aerien est un domaine qui mature et se complexifie; aucune avenue de 

recherche qui pourrait mener a des gains d'efficacite et de profitabilite n'est laissee 

inexploree. 

Nous elaborons dans cet ouvrage une fonction de revenu pour le probleme d'affecta-

tion de flotte. Celle-ci est en fait 1'approximation d'une autre fonction, ideale, celle-la, 

impossible a calculer. Nous montrons que la fonction approximee est facile a calculer 

et qu'elle approxime la fonction ideale avec une grande precision, une precision qui 

ne se compare pas a la justesse que Ton peut demander aux parametres economiques 

qui l'alimentent et qui sont censes decrire le comportement futur des clients. 

On peut remettre en question la pertinence d'une telle entreprise. Nous repondons 

que si toute fonction de revenu est ultimement tributaire de la qualite des parametres 

predictifs qu'on lui soumet, il est evidemment preferable d'utiliser une bonne fonc

tion qu'une mauvaise. De plus, seule une tres bonne fonction permettra d'evaluer a 

posteriori la justesse de ces parametres. 
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CHAPITRE 1 : MISE EN CONTEXTE DU 
PROBLEME 

Nous donnons d'abord ici un apergu general de l'optimisation en transport aerien. 

Nous decrivons ensuite le probleme d'affectation de flotte qui nous interessera au long 

de l'ouvrage. Nous discutons aussi de l'estimation du flot de passagers, du processus 

de reservation des billets, et de ce qu'il est necessaire de mettre au clair pour cerner 

notre probleme precisement. 

1.1 Optimisation en transport aerien 

Le probleme de la maximisation du profit d'une compagnie aerienne est le meme que 

celui de toute autre entreprise a but lucratif : quelles decisions prendre pour recolter 

un profit maximum ? 

Depuis une trentaine d'annees, les specialistes de l'optimisation en transport aerien 

divisent generalement la resolution du probleme de la planification du service offert 

- trop grand pour etre traite globalement - en etapes. La solution d'un probleme 

partiel est une donnee utilisee a l'etape suivante. 

1. L'elaboration de l'horaire de vols. Ce probleme consiste a choisir quels vols 

offrir, c'est-a-dire, ou et quand faire voler des avions. A ce niveau de decision, 

on ne choisit pas quel type d'avion sera aflfecte a chaque vol. Typiquement, 

un horaire de vols est etabli des mois a l'avance et change peu d'une annee a 

l'autre. 
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2. L'affectation de flotte (Fleet Assignment Problem, FAP). La flotte 

d'une compagnie aerienne normale est composee d'avions de plusieurs types. 

Evidemment, le fait d'affecter tel ou tel type d'avion a un vol influence sa 

rentabilite. A partir d'un horaire de vols, on cherche done a etablir quel type 

d'avion effectuera chaque vol : e'est le probleme de l'affectation de flotte, le 

FAP. La fonction objectif de ce probleme est une estimation du profit anticipe 

associe a une affectation, et les affectations considerees doivent etre realisables 

par la flotte de la compagnie aerienne. 

3. Le routage des avions. Ce probleme consiste a etablir l'itineraire de chaque 

avion, en respectant la solution retenue au probleme precedent. Un routage 

acceptable doit aussi satisfaire d'autres contraintes, comme les contraintes de 

maintenance des avions. Le routage d'avions sans maintenance est parfois resolu 

en raerae temps que le FAP. 

4. La conception des rotations d'equipages. Une rotation d'equipage est une 

suite d'activites (vols, deplacements, repos, etc.) devant etre accomplies par 

un equipage, debutant et se terminant a une base. On cherche un ensemble de 

rotations couvrant tous les vols, respectant la convention collective, et ce, a un 

cout minimum. 

5. La confection des horaires des membres d'equipages. Ce dernier pro

bleme consiste a etablir l'horaire de travail de chaque employe sur un certain 

horizon temporel. En plus de couvrir toutes les rotations d'equipages, on doit 

inclure dans ces horaires des periodes de vacances et d'autres activites (forma

tion, examens, etc.). Ce faisant, on cherche a la fois a minimiser les couts pour 

la compagnie et a maximiser la satisfaction des employes. 

Resoudre, comme nous l'avons decrit plus haut, le probleme de planification du ser

vice sequentiellement, en integrant dans les contraintes d'un probleme la solution 
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retenue au probleme precedent, ne permet pas d'explorer toute la region realisable 

du probleme global. Les solutions ainsi trouvees sont presque certainement sous-

optimales, d'autant plus que les problemes traites a chaque etape sont eux-memes 

souvent trop grands pour etre resolus exactement. 

Cette division en cinq etapes d'optimisation, issue de la necessite et de l'usage, n'a 

done rien d'absolu. En fait, plusieurs chercheurs ont propose des formulations qui 

regroupent deux etapes ou resolvent les problemes dans un autre ordre. 

Par exemple, les modeles d'affectation de flotte les plus complets resolvent simulta-

nement, en tout ou en partie, le probleme de routage des avions (Barnhart et al, 

1998). Rexing et al. (2000) attaquent des problemes hybrides concernant a la fois 

l'horaire des vols et l'affectation de flotte en developpant des modeles qui choisissent 

les meilleures heures de depart et d'arrivee des vols a l'interieur de plages de temps 

donnees, sur un horaire autrement fixe. Desaulniers et al. (1997) resolvent le FAP et le 

routage d'avions simultanement, en plus d'ajuster les heures des vols. Lohatepanont 

et Barnhart (2004) permettent a leur modele d'ajouter ou d'enlever des vols. Le 

routage des avions et la conception des rotations d'equipages semblent se prefer na-

turellement a une resolution conjointe : y ont travaille Cordeau et al. (2001), Cohn 

et Barnhart (2003), Mercier et al. (2005), et Mercier et Soumis (2007). Ce ne sont 

que quelques exemples d'integration de certains des cinq problemes classiques; nous 

referons le lecteur a la revue de Sherali et al. (2006) pour une couverture plus etendue. 

La prochaine section traite du FAP et de sa resolution maintenant standard. 

1.2 Probleme d'affectation de flotte (FAP) 

Comme notre but est d'ameliorer l'estimation et la prise en compte des revenus par 

les modeles d'affectation de flotte, nous leur consacrons une breve section. 
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1.2.1 Historique 

The Problem of Routing Aircraft, a Mathematical Solution (Ferguson et Dantzig, 

1954) est le premier article scientifique traitant de ['optimisation a grande echelle 

des operations des lignes aeriennes. Les auteurs y traitent le FAP combine au rou-

tage d'avions, avec un objectif de maximisation du profit en supposant une demande 

deterministe connue. lis considerent le cas ou la demande est stochastique deux ans 

plus tard (Ferguson et Dantzig, 1956). Selon Smith et Johnson (2006), rien n'in-

dique qu'une quelconque ligne aerienne n'ait utilise ces modeles. D'autres articles 

traitant du FAP et de problemes apparentes ont ete publies dans les annees 60 et 

70; Etschmaier et Mathaisel (1985) en font une recension. 

Abara (1989) a rendu public le modele d'affectation de flotte utilise dans les annees 

80 chez American Airlines. II voit le FAP, assez naturellement, comme un probleme 

de multiflot - chaque type d'avion ayant son propre not - dans un reseau auxi-

liaire construit a partir du reseau des vols. Le reseau auxiliaire comporte des arcs de 

connexion entre les sommets d'arrivee de vols et les sommets de depart d'autres vols 

pour la meme station. Comme le nombre d'arcs de connexion explose avec le nombre 

de vols (et avec leur densite temporelle), Abara limite arbitrairement le nombre de 

ceux-ci; c'est un defaut de ce modele. Par contre, il permet de trouver un routage 

d'avions a partir de sa solution, puisque les arcs de connexion decrivent en fait les 

parcours individuels des avions. 

Hane et al. (1995) ont propose une formulation du FAP qui est aujourd'hui ge-

neralement consideree comme etant standard. Leur reseau auxiliaire accueillant le 

multiflot est plus purement spatiotemporel que celui d'Abara. II fait se joindre les 

divers arcs representant les vols par l'intermediaire d'arcs d'attente au sol. Les divers 

types d'avions ont des vitesses differentes et chaque vol donne ainsi lieu a plusieurs 
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arcs le representant dans le reseau auxiliaire. Pour reduire la taille du probleme, ils 

agregent plusieurs de ces noeuds et arcs d'attente sans perdre d'information, en uti-

lisant la methode presentee dans Desrosiers et al. (1982). Ils imposent aussi qu'en 

toute station, en au moins un moment de la journee, aucun avion ne soit en attente 

(cela cree des Hots dans le reseau), et ils eliminent les arcs ne pouvant etre joints par 

une connexion, mais correspondant a des vols devant etre couverts en succession. 

Dans Desaulniers et al. (1997), on resout le FAP et le probleme de routage quotidien 

des avions simultanement, en plus d'ajuster les temps de depart et d'arrivee des vols 

en respectant des fenetres de temps, empietant ainsi sur le probleme de conception de 

l'horaire de vols. Les auteurs utilisent deux formulations du probleme : une comme 

probleme de couverture d'ensemble et l'autre comme probleme de multiflot dans un 

reseau spatiotemporel. La seconde est plus generale que celle d'Abara (1989) et de 

Hane et al. (1995). Par la conjonction de plusieurs strategies de resolution, ils rendent 

leur probleme tractable et montrent que leur approche est valable et financierement 

interessante en rapportant les resultats de deux etudes de cas sur des donnees de 

deux lignes aeriennes. 

Bien que le modele de Hane et al. (1995) soit maintenant la formulation de base 

la plus commune du FAP, il en existe d'autres versions, et de nouvelles extensions 

et ameliorations sont regulierement proposees. Comme celui de Desaulniers et al. 

(1997), certains modeles ajustent les heures de depart des vols (Rexing et al, 2000) 

ou trouvent un routage d'avions quotidien (Barnhart et al, 1998). D'autres ont des 

contraintes d'entretien et limitent les nuitees a l'hotel pour les equipages (Clarke 

et al, 1996), ont des contraintes visant a faciliter l'entretien seulement (Subramanian 

et al, 1994), ou modelisent les vols avec escale sans transfert (Ahuja et al., 2002). 

Depuis quelques annees, on resout aussi le FAP pour une periode d'une semaine. 

Barnhart et al. (1998) modelisent astucieusement l'enorme probleme du FAP com

bine au routage d'avions avec entretiens sur une semaine, alors que Belanger et al. 
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(2006) attaquent le probleme du FAP hebdomadaire avec homogeneite, c'est-a-dire 

une preference pour l'affectation d'un meme type aux differentes occurrences des vols 

quotidiens. 

FAM standard. Dans ce qui suit, nous appelons FAM standard (Fleet Assignment 

Model standard) le modele de Hane et al. (1995). Nous en donnons une description 

succincte mais complete. 

Soit A/" l'ensemble des nceuds du reseau spatiotemporel associe a cette formulation. 

Un noeud typique est note {/, o, t} et correspond a un evenement, c'est-a-dire a un 

possible atterrissage ou decollage d'un avion de type / a la station o au temps t. 

Pour une meme station, les nceuds correspondant a des evenements successifs sont 

relies par un arc d'attente au sol. Pour chaque type / et chaque station o, un arc 

relie aussi le dernier evenement de la journee, {/, o, £„}, au premier, {./, o, t\}. Ainsi, 

le modele de Hane et al. (1995) traite le FAP cyclique. Chaque segment de vol I de 

l'horaire de vols donne lieu a plusieurs arcs : un arc fl pour chaque type d'avion / . 

On note / = {o, d, t} si l'arc I correspond a un vol d e o a d dont l'heure de depart est 

t. 

A chaque arc d'attente au sol {/, o, t, t+} est associee une variable Y^ott+^ comptant 

le nombre d'avions au sol. A chaque arc fl est associee une variable binaire Xfi dont 

la valeur indique si le type / est affecte ou non au segment de vol I. 

Ainsi, en utilisant la notation suivante : 

C = ensemble des vols, notes I ou {odt}; 

T = ensemble des types d'avions; 

Nf = nombre d'avions de type / ; 

<S = ensemble des stations; 

0(f) — ensemble des vols pouvant etre effectues par un 

avion de type / durant l'heure de comptage; 
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M = ensemble des noeuds du reseau; 

Tfodt — heure d'arrivee du vol entre o et d part ant a l'heure t 

s'il est effectue par un avion de type / ; 

t~ = temps du noeud precedant l'evenement du temps t; 

t+ = temps du noeud suivant l'evenement du temps t; 

Cfi = cout d'operation du vol I pour un avion de type / , 

le FAM standard se ramene au programme lineaire suivant : 

Minimiser y^ \^ cfl^fl (1-1) 

sujet a : 

Y^Xfl = l VI eC (1.2) 

J2 E Xfaoe + Yfot-t-YlXfoat-Y/ott+=0 \/{f,o,t}EAf (1.3) 
a€5t':T/oot/=t a<ES 

E Xfi + E Yfot^ <Nf V/ € T (1.4) 
leO(f) oes 

xfie {0,1} VleCJeT (1.5) 
i>ott+>o v{/,o,t,t+}e^. (1.6) 

Les contraintes (1.2) sont les contraintes de couverture : chaque segment de vol se 

voit attribuer un type d'avion. Les contraintes (1.3) sont des contraintes d'equilibre : 

de chaque station decolle un meme nombre d'avions d'un quelconque type qu'il y 

en atterrit. Les contraintes (1.4) garantissent que la compagnie a assez d'avions de 

chaque type pour realiser l'affectation. 

L'objectif consiste a minimiser le cout total associe a l'hypothetique affectation de 

flotte. La section suivante porte d'ailleurs sur la fonction objectif des formulations 

simples du FAP. 
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1.2.2 Le revenu dans les premiers modeles d'affectation de 
flotte 

Les formulations du FAP comme programmes mathematiques decrites plus haut ont 

comme objectif de maximiser le profit anticipe. Ce sont tous des programmes lineaires 

en nombres entiers; leurs fonctions objectif sont lineaires en leurs variables de deci

sion, des variables binaires determinant l'affectation ou non d'un tel type d'avion a 

un tel segment de vol. 

Soit C l'ensemble des segments de vol du reseau aerien a etre traite, et soit TJ l'en-

semble des types d'avions pouvant etre affectes au segment I G C. Les variables de 

decision sont les X/)t(Z € C,t G T{). Si Ton attribue a l'affectation du type t au seg

ment de vol I un cout d'operation anticipe C^t et un revenu anticipe i?;jt, la fonction 

objectif des FAM standard est S ^ t ex (-R/,t — Ci,t)^-i,t, ou, plus elegamment, 

(R-C,X). 

Le cout d'operation anticipe inclut le cout du carburant, les salaires de l'equipage, les 

frais d'atterrissage et certains frais d'entretien. Le prix du carburant est plus volatile 

ces annees-ci que dans les decennies precedentes, et tout porte a croire qu'il en sera 

ainsi pour longtemps. Cependant, sur un horizon de quelques mois, ces couts sont 

tres raisonnablement previsibles. Nous ne nous etendons pas plus sur ce sujet. 

Le revenu est beaucoup plus subtilement influence par l'affectation de flotte. Pour 

le considerer comme fonction de celle-ci, on doit considerer connu, ou prealablement 

estime, le facteur principal determinant reellement le revenu : le nombre de passagers 

potentiels desirant voyager sur chaque itineraire du reseau. L'affectation de flotte 

influence le revenu uniquement par le biais des capacites (chaque type d'avion ayant 

un certain nombre de sieges) et ce, negativement : si un avion de grande capacite ne 
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cree pas de revenu supplemental, un avion trop petit pour accommoder tous les 

passagers potentiels, lui, en fait perdre. 

Les auteurs des modeles d'affectation de flotte standard, face a la taille du probleme, 

ont du le resoudre par enumeration implicite (branch and bound). Occupes a trouver 

des astuces pour ce faire, ils n'ont pas juge bon ou efficace de depenser beaucoup 

d'energie sur le calcul des pertes de revenu associees a chaque variable de decision du 

FAM. Dans la logique de cette formulation, a chaque variable de decision doit corres-

pondre une perte de revenu absolue, independante de la valeur des autres variables. 

Soit Pitt la perte de revenu associee a l'affectation du type t au segment de vol I. La 

fonction objectif du FAM est alors (C + P, X) qu'on cherche a minimiser. 

Subramanian et al. (1994) expliquent comment l'equipe de Delta Airlines s'y prenait 

au debut des annees 90 pour evaluer la perte de revenu P/jt. D'abord, ils decretent 

que la demande pure pour le segment de vol I suit une loi normale, et estiment 

ses parametres probablement en utilisant des donnees historiques de nombres de 

passagers a bord. Ces donnees sont censurees, c'est-a-dire que toute occurrence de 

demande pure plus grande que la capacite de l'avion est inconnue, mais on connait 

tout de meme le nombre de telles occurrences (c'est le nombre de fois ou l'avion est 

plein). Si tel n'etait pas le cas, on aurait dit que ces donnees etaient tronquees. Ils 

decensurent done leurs donnees historiques, et determinent l'esperance et la variance 

de la demande pure Di pour chaque segment de vol I. 

Nous partageons avec le lecteur le malaise qu'il pourrait avoir a propos du sens de 

l'expression « demande pure pour un segment de vol, » etant donne que la demande 

se manifeste pour les itineraires, qui souvent empruntent plus d'un segment de vol. 

Nous y reviendrons. Pour l'instant nous decrivons les premieres pratiques dans le 

domaine, et leurs concepteurs n'etaient pas sans savoir qu'elles etaient imparfaites. 

D'ailleurs, elles sont plutot efficaces et encore largement utilisees dans l'industrie. 
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La fonction de distribution fot de la variable aleatoire Di etant supposee connue, il 

est facile de calculer l'esperance SPi:t du nombre de passagers potentiels refuses si la 

capacite du type d'avion t propose est capt : 

/•00 

SPi,t = / fDi(x)(x - capt)dx. 
•J capt 

Chez Delta, on utilisait ensuite un modele de parts de marche pour determiner, pour 

chaque segment de vol, un coefficient de recapture1 77, representant la propension 

de ce segment de vol a voir ses passagers en exces recuperes sur d'autres vols de 

la compagnie. L'esperance du nombre de passagers veritablement perdus a cause 

de l'affectation du type t au segment de vol I est fixee a SPIJ{1 — r{). Pour estimer 

l'esperance du revenu perdu, on multiplie cette quantite par une estimation du revenu 

moyen par passager sur ce segment de vol. 

C'est en gros la methode utilisee par Abara (1989). Desaulniers et al. (1997) et Hane 

et al. (1995) donnent peu de details sur le calcul des coefficients de leur fonction 

objectif. 

Abara et Subramanian ajoutent aux coefficients de la fonction objectif de leur pro-

bleme plusieurs types de penalites. Le modele d'Abara n'impose pas de contraintes 

d'equilibre, et sa fonction objectif est ajustee pour penaliser les affectations debalan-

cees. Subramanian rapporte que l'equipe de Delta Airlines a utilise plusieurs fonctions 

objectifs selon leurs besoins : minimiser le nombre d'avions pour la planification a 

long terme de la flotte; maximiser les profits pour le FAP; maximiser les profits et 

eviter des penalites structurelles, dans une formulation ou les contraintes de couver-

ture sont relaxees, pour evaluer la pertinence de l'abandon ou de l'ajout de certains 

vols. 
1 Recapture, en fran$ais, est surtout utilise en endocrinologie (par ex. : recapture de la si otonine) 

et en ecologie (par ex. : recapture de chevreuils). Des documents d'Air France utilisent ce terme 
dans le sens que nous lui donnons ici; nous faisons de mme, malgre sa connotation negative. 
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Nous avons vu que l'esperance du revenu dans les formulations standard du FAM etait 

calculee independamment pour chaque segment de vol, comme si chaque voyageur 

n'achetait, comme service de transport, que des billets pour des vols directs. Dans la 

section suivante, nous examinons en detail ce que cette approximation escamote. 

1.3 Esperance du revenu pour la planification a moy-
en terme 

Le congres americain a passe en 1978 VAirline Deregulation Act, et l'industrie du 

transport aerien americain s'en est trouvee chamboulee. Dans la decennie suivante, 

des centaines de nouvelles compagnies ont tente de se tailler une part du gateau, les 

compagnies majeures deja existantes ont repondu par d'agressives guerres de prix et 

une substantielle augmentation de capacite, la demande pour le transport aerien a 

explose, et les compagnies majeures se sont ensuite arrachees les restes des nouvelles 

compagnies en faillite. Le climat est soudainement devenu rude pour les compagnies 

aeriennes; cela a ete un puissant incitatif pour l'optimisation des operations. C'est 

dans ce contexte que les compagnies majeures ont repris et adapte au transport de 

passagers le modele de transport etabli par Fred Smith, fondateur de FedEx. 

En 1973, celui-ci innove en faisant voler ses avions-cargos dans un reseau hub and 

spoke, un reseau en etoile. La majorite des vols americains de FedEx relient une 

station quelconque a une station de triage (un hub), Memphis etant la station de 

triage principale. L'idee n'etait pas nouvelle - la collecte et la distribution des denrees 

s'organisent naturellement ainsi depuis des siecles - mais son application a l'extreme 

l'etait. On s'etonnait alors qu'un colis envoye de Boston a destination de New-York 

fasse un detour par Memphis. 

Les transporteurs de passagers n'ont evidemment pas pu calquer le modele de reseau 

en etoile - on imagine la popularity d'un itineraire Boston/Memphis/New-York -, 



15 

mais l'ont adapte, si bien que parfois, les itineraries qu'ils proposent ne sont pas 

beaucoup moins frustrants pour le passager que celui-la. 

Le reseau en etoile, a divers degres, est maintenant generalise chez les grandes lignes 

aeriennes, et elles offrent en consequence de multiples itineraires a escale(s). La pro

portion de sieges-kilometres occupes par des passagers empruntant ces itineraires 

peut varier entre 15% et 60%, selon la compagnie. II est done evident que l'estima-

tion de la perte de revenu par segments de vol, vus comme entites independantes, 

est imparfaite. 

Considerons deux segments de vols ab et be, et trois itineraires iab, iabc et i^, l'iti

neraire ia\,c faisant escale a la station b. Disons que les deux segments de vol sont 

desservis par un meme avion de 100 sieges, et que les nombres de passagers poten-

tiels pour chaque itineraire sont dab = 60, dabc = 50 et dbc = 80. Ce sont, pour cet 

exemple, des demandes ponctuelles, non probabilistes. 

En considerant les segments de vol independamment, comme dans les FAM standard, 

on conclut que 10 passagers seront refuses a cause du segment ab et que 30 le seront 

a cause du segment be. Mais comment ces refus se partagent entre les itineraires 

locaux et l'itineraire a escale ? Plusieurs scenarios de refus peuvent faire en sorte que 

les deux segments de vol soient pleins. Mais, a l'autre extreme, si 30 passagers de 

l'itineraire iabc sont refuses a cause de be, alors les segments de vol sont charges de 

80 et 100 passagers, respectivement. 

En fait, il est difficile de donner au concept de passager refuse sur un segment de vol 

un sens clair. Si un passager potentiel sur l'itineraire iabc est refuse par manque de 

capacite sur ab, est-il refuse aussi sur be? Sinon, comment justifier qu'on le compte 

comme passager sur be? 

La bonne approche consiste evidemment a reconnaitre que ce sont les itineraires que 

les passagers potentiels voient comme etant ouverts ou fermes, qu'ils le sont selon que 
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tous leurs segments de vol soient ouverts ou non, et que chacun de ces segments de 

vol est ouvert si le nombre de passagers acceptes sur les itineraires le composant est 

inferieur a sa capacite. Cela souleve immediatement une question cruciale : comment 

se repartissent dans le temps les ventes de billets pour les divers itineraires offerts ? 

Nous concluons de cette discussion que la perte de revenu, dans le contexte present, 

n'est evidemment pas une fonction lineaire des variables de decision du FAM stan

dard. On a baptise cet etat de choses effets de reseau dans Barnhart et al. (2002) et 

Kniker (1998). 

Processus de reservation. Dans un contexte deterministe et sans recapture, il 

est suffisant de connaitre, pour determiner le nombre exact de passagers sur chaque 

itineraire : 

1. le nombre de passagers potentiels qui tenteront de reserver un billet, pour chaque 

itineraire; 

2. l'ordre dans lequel se produiront ces requetes. 

Si Ton ajoute la possibility de recapture par le reseau, il faut ajouter 

3. la proportion de passagers potentiels dont les itineraires preferes sont fermes qui 

placent une reservation pour tel ou tel itineraire. 

On doit cependant reconnaitre qu'il est impossible de predire exactement tous les 

attributs de la demande. On doit traiter les demandes (les nombres potentiels de 

passagers) comme etant des variables aleatoires dont on tente d'estimer correctement 

les distributions respectives, et Ton se posera comme probleme d'estimer le mieux 

possible I'esperance du nombre de passagers acceptes sur chaque itineraire. 
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1.4 Enonce du probleme 

Notre objectif est de developper des outils qui puissent ameliorer la prise en compte du 

revenu dans la planification a moyen terme des operations des compagnies aeriennes. 

En pratique, cela demande de modifier la fagon dont l'esperance du revenu est traitee 

dans le FAM standard, forcement a l'aide d'un certain modele de placement des 

passagers. 

Pour nous guider dans la conception d'un tel modele, nous retenons deux principes : 

le respect, dans la mesure du possible, de la nature du phenomene reel a modeliser; 

et la simplicity, le souci de l'economie du temps de calcul. 
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CHAPITRE 2 : REVUE DE LITTERATURE 

Nous faisons ici un survol de la litterature scientifique publiquement disponible por-

tant sur : 

- la modelisation du debordement et de la recapture; 

- les modeles de not de passagers plus ambitieux que les simples estimations de 

debordement par segment de vol; 

- les integrations de modeles de not de passagers au FAM. 

2.1 Debordement et recapture 

Nous appelons debordement (spill) le fait que la demande totale sur un segment de 

vol soit superieure a sa capacite. Par extension, le nombre de passagers excedentaires 

est aussi appele debordement. 

Jusqu'aux annees 90, William Swan, de chez Boeing, est a peu pres le seul a couvrir 

le sujet du debordement des passagers dans les reseaux de transport aerien. Ses tra-

vaux publies recemment Swan (1999, 2002), sont plus facilement accessibles que son 

rapport interne non publie Spill Model Revisited (1992), qui contient deja l'essentiel 

de ses idees. II observe et avance que : 

- la distribution normale rend bien compte des variables aleatoires « demande pure 

pour un segment de vol, » si l'objectif est de calculer l'esperance du debordement, 

et si la demande est suffisamment agregee; 

- on peut calculer assez precisement les coefficients de variation (le quotient de 

l'ecart-type par la moyenne, K-factor dans l'industrie) des diverses demandes 

pures, selon la demande et l'horizon temporel choisi; 
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- des variables aleatoires autres que la normale (la Gamma en particulier) modelisent 

mieux les demandes pures non agregees pour les itineraires peu frequentes; 

- il est difficile de modeliser la recapture. 

II calcule le debordement d'un segment de vol en modelisant la demande pure comme 

une variable de distribution logistique (plus facile a manipuler que la Gamma et la 

normale, toutes tres semblables pour les esperances et les variances qui nous inte-

ressent), en utilisant un coefficient de variation adapte au vol, ainsi qu'une capacite 

effective tenant compte de la capacite, des annulations et des absences (no-shows). 

Le debordement est alors estime, pour une implementation simple, par une approxi

mation de 
poo 

/ fx{x)(x - cap)dx, 
J cap 

ou X est la variable aleatoire choisie et cap est la capacite effective. Li et Oum 

(2000) ont publie un petit catalogue devaluations de telles esperances pour diverses 

variables aleatoires. 

Peu de choses sont publiquement disponibles sur revaluation de la recapture, et ce 

qu'on trouve provient de l'industrie plutot que du monde academique. Ja et al. (2001) 

font de la regression lineaire pour decontraindre la demande observee et determiner 

la demande pure et les taux de recapture inter-itineraires. Pour ce faire, ils utilisent 

l'equation maitresse du processus de reservation : 

nombre de passagers = demande pure — debordement + recapture, (2.1) 

ou la recapture est une somme de debordements d'autres itineraires ponderee par des 

taux de recapture dependant des itineraires donneur et receveur. Ils sont conscients 

des limites de leur approche, mais elle semble clairement meilleure que celle consistant 

a ignorer la recapture. 

Ratliff (2006), de Sabre Research, presente les resultats d'une etude plus detaillee 

et plus poussee. II integre des modeles de comportement d'achat realistes en tenant 



20 

compte de la correlation entre les reservations pour les divers itineraries dans sa 

methode de decensure de la demande. II cite un rapport interne de Sabre (Smith 

et Zhang, 1997) et d'autres series d'acetates electroniques dans le style habituel des 

chercheurs de l'industrie, qui font croire que ceux-ci ont une longueur d'avance sur 

le monde academique en ce qui a trait a la modelisation de la recapture. 

D'apres nous, les reserves de Swan, qui croit que la recapture est a toutes fins utiles 

intractable, sont exagerees. 

2.2 Modeles de flot de passagers 

Nous classons les modeles de flot de passagers en deux groupes : ceux qui tentent 

de determiner le flot de passagers (ou son esperance) a Tissue d'un processus de 

reservation, et ceux qui tentent de trouver le flot de passagers le plus profitable. Ces 

derniers ne sont pas, a proprement parler, des modeles, mais comme ils constituent 

l'essentiel de la litterature sur le sujet, nous les traitons quand meme. 

2.2.1 Modeles a intention prdictiv e 

Dans sa these de doctorat, Soumis (1978) a propose quatre modeles de flot de passa

gers. L'un de ceux-ci (le modele P4, qui est decrit en anglais dans Soumis et Nagurney 

(1993), et dont certaines parties sont reprises dans Soumis et al. (1981)) est un mo

dele d'equilibre qui tient compte du debordement et de la recapture. Notre propre 

modele, presents au chapitre 4, est en fait une amelioration de celui-ci. 

Soumis base son modele sur l'equation generale du debordement et de la recapture 

(equation (2.1) ci-haut) et integre convenablement l'aspect probabiliste de la mani-
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testation de la demande. II est par contre simpliste sous certains aspects, en partie 

pour qu'il s'accommode des capacites des ordinateurs d'alors. 

D'abord, Soumis definit des marches constitues, chacun, d'un petit nombre d'itine-

raires ayant le meme couple origine-destination (OD) et des heures de depart voisines, 

de sorte qu'ils soient susceptibles de deborder les uns sur les autres. Chaque itine-

raire peut etre duplique en deux itineraires correspondant au meme trajet physique, 

mais appartenant a des marches differents et temporellement voisins. La somme des 

demandes des itineraires dupliques est la demande initiale de l'itineraire parent. Soit 

X l'ensemble des itineraires (possiblement dupliques) du reseau d'interet et £ celui de 

ses segments de vol, et ecrivons I E i si I est un segment de l'itineraire i. Notons M. 

l'ensemble des marches. Les passagers debordes d'un itineraire ne sont recaptures, 

dans son modele, que par un itineraire du meme marche. Chaque itineraire i d'un 

marche m possede un coefficient d'attraction Aj correspondant a la proportion de pas

sagers du marche m qui preferent l'itineraire i. On doit avoir Yli&m ^ ~ ^- ^ resm 

est le nombre de tentatives de reservation pour le marche m en entier, alors le nombre 

de tentatives de reservation pour l'itineraire i du marche m est resj = Airesm. 

Soit Aj la proportion des clients debordes de l'itineraire i E m qui reessaient de reser-

ver une place sur un itineraire du marche m. Les passagers recaptures se repartissent 

aussi selon les coefficients d'attraction Aj(j E m), sans tenir compte de l'itineraire 

duquel ils ont ete debordes. Si demm est l'esperance de la demande pure pour le mar

che m, le systeme d'equations determinant l'equilibre des variables resm(m E M) 

dans ce modele est 

resm = demm + \ J AiSPj(res) Vm E Ai, 

ou res E R ^ est le vecteur dont la composante m est resm et ou SPi(res) est le 

debordement de l'itineraire % (fonction de toutes les tentatives de reservation sur ses 
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segments de vol, et non uniquement de celles provenant de l'itineraire i ou encore du 

marche m). Le debordement est calcule par segment, c'est-a-dire sans tenir compte 

des effets de reseau. Le debordement de l'itineraire i est la somme des debordements 

calcules sur ses segments, ponderee par la proportion des tentatives de reservation 

attribuables a l'itineraire i sur chacun d'eux : 

SPi(res) = V ^ i S P , ( r e a l ) . (2-2) 

Dans cette derniere expression, resi := J2ri^iresi es^ le nombre de tentatives de 

reservation sur le segment /. Le debordement SP;(resi) du segment / est une approxi

mation polynomiale de 
/•OO 

/ (x-capi)fi(x)dx, 
J capi 

ou /; est la densite d'une normale d'esperance resi et de variance <7/ calculee au 

depart a partir des previsions sur la demande. 

Teste sur des donnees d'Air Canada, ce modele a prevu le nombre de passagers avec 

une erreur de moins de 5 passagers pour 35% des segments de vols, et de moins de 

15 passagers pour 85% des vols. Notons qu'il s'agit ici de comparaisons avec des flots 

observes. Les imperfections des previsions de demande et la variance inherente au 

phenomene s'ajoutent done a l'imprecision du modele dans le calcul d'erreur. 

Les principaux defauts de ce modele sont : 

- l'equation res^ = Airesm, qui prive le modele de flexibility et l'eloigne de la realite; 

- l'equation (2.2), definissant le debordement par segment de vol, qui implique une 

part de double comptage du debordement, un compromis fait a la simplicite d'im-

plementation. 

- le fait qu'il impose a chaque itineraire i un taux d'auto-recapture A;Aj. 
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Le modele de Soumis mime difficilement les effets de reseaux, surtout pour les fortes 

demandes, a cause de l'equation (2.2). 

Le modele de Phillips et al. (1991) a ete cree justement pour generer des Hots de 

passagers qui ne souffrent pas des aberrations inherentes au calcul de debordement 

par segment de vol. II determine en fait le resultat d'un processus de reservation 

simplifie : 

- la structure du reseau et la demande pure ponctuelle (deterministe) pour chaque 

itineraire sont donnees; 

- on suppose que le taux temporel de reservation pour chaque itineraire est constant 

sur toute la duree du processus de reservation; 

- des qu'un segment de vol est plein a capacite, aucune demande de reservation pour 

les itineraries empruntant ce segment n'est acceptee. 

Un programme congu pour calculer le flot de passagers dans un reseau selon ce 

modele fait s'ecouler le temps de 0 jusqu'a un premier moment ou un segment de 

vol est plein, puis reajuste les taux de demandes de reservation en consequence, 

et fait s'ecouler le temps jusqu'au prochain moment ou un segment de vol devient 

plein, et ainsi de suite. Les auteurs decrivent aussi une extension de leur algorithme 

permettant la recapture, ainsi que les modifications necessaires pour accommoder 

des taux temporels de reservation non constants. 

lis notent que leur algorithme est peu efficace pour la planification a moyen et long 

terme, dans les situations ou la demande est une variable aleatoire de variance sub-

stantielle. 

Au tout debut de notre recherche, pour tester nos modeles de flot de passagers, nous 

avons implements un algorithme identique a celui de Phillips et al., avec recapture 

et taux de reservation variables dans le temps. Nous en parlons a la sous-section 

4.2.4, sous le nom de simulation car en fait, nous utilisons cet algorithme sur des 



24 

milliers d'occurrences de processus de reservation pour obtenir des esperances de 

not de passagers valables. Nous n'avions tout d'abord pas conscience de l'existence 

de leur article : cela montre seulement que cet algorithme est celui que quiconque 

concevrait pour determiner adequatement le resultat d'un processus de reservation 

simple et deterministe. 

Le modele de flot de passagers de Powell (1983) est solidement bati et pratiquement 

inconnu. Essentiellement, Powell tente de construire recursivement les fonctions de 

densite des variables aleatoires « nombre de reservations pour le vol I au temps t, 

» pour chaque vol I offert et chaque moment t d'une discretisation quelconque du 

processus de reservation. Le tout est fait en respectant la nature du processus de 

reservation et les lois elementaires des probability. 

Le modele de Powell ne considere que les vols directs. II faudrait voir s'il peut etre 

adapte aux reseaux avec itineraires a escales en introduisant le calcul de la probabilite 

qu'un itineraire soit ferme, en fonction des fonctions de densite associees aux segments 

de vol. 

Le grand defaut de ce modele, et la raison pour laquelle il est apparemment tombe 

dans l'oubli, est le temps de calcul qu'il necessite. Dans Particle ou il est presente, on 

laisse entendre que les tests faits sur un reseau de 6 vols directs ont pris environ deux 

secondes. L'algorithme devrait etre environ 100 000 fois plus lent sur un reseau d'en-

viron 100 000 itineraires, simples et composes. Mais l'amelioration des ordinateurs, 

d'eventuelles astuces d'implementation et des ajustements choisis (comme celui de 

la discretisation temporelle) pourraient bien lui redonner vie. Nous croyons que le 

modele de Powell merite une tentative serieuse d'application. 

Le dernier modele sans controle des passagers que nous presentons est en fait un 

probleme de decision de gestion dynamique de l'offre (revenue management, RM). 
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Typiquement, un systeme de RM bloque la vente de certains billets lorsque la vente 

immediate de ceux-ci est estimee moins profitable que l'esperance de la vente future 

d'autres billets correspondant a des itineraires entrant en competition pour les memes 

sieges. Les clients potentiels pour les itineraires ainsi bloques peuvent choisir entre 

tous les itineraires alternatifs offerts par la compagnie ou par les competiteurs. La 

litterature sur le RM regorge de formulations differentes du probleme de fixation des 

seuils de reservation : nous referons le lecteur a l'excellente revue de McGill et van 

Ryzin (1999). 

Nous presentons ici la version que Ton trouve dans la these de Smith (2004), utilisee 

par Jacobs et al. (1999), et appelee ODYMr. 

Soit Di la demande pour l'itineraire j G I , vue comme une variable aleatoire, et 

soit fDi sa densite, supposee connue. Soit alloci le seuil statique de reservation pour 

l'itineraire i, a fixer pour le RM. L'esperance du revenu tire du fiot de passagers sur 

l'itineraire i est 

calloci ralloci / />oo \ 

/ xfDi(x)dx + alloci • ( / fDi(x)dx ) 
•JO \JalloCi J 

4>i(alloCi) = prixi 

Le probleme de fixation de seuils de reservation statiques optimaux est simplement 

Maximiser } j (pi(allocj) 

sujet a : 

y j alloci < capi VI £ C 

Une heuristique de resolution simple et efficace est donnee en page 78 de la these 

de Smith (2004). Les conditions d'optimalite de ce programme font naturellement 

intervenir, comme variables duales, des revenus marginaux {bid prices) at pour chaque 

segment I. On voit facilement que ces variables peuvent se reveler tres utiles pour 

une integration au FAM. 

file:///JalloCi
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Ce modele ignore la recapture et simplifie le RM en considerant les seuils de reserva

tion comme formant une partition de la cabine; en realite, les seuils sont imbriques 

(voir Brumelle et McGill (1993), par exemple). 

II a cependant des points forts. II traite bien la manifestation de la demande comme 

etant un phenomene stochastique et il respecte la nature du RM plutot que de lui 

attribuer des pouvoirs qu'il n'a pas sur le placement des passagers. Sous ce dernier 

aspect, c'est sans doute le meilleur de tous ceux que nous couvrons. 

Cela termine notre couverture des modeles a intention predictive; nous nous tournons 

vers les divers programmes mathematiques dont l'objectif est de trouver le flot de 

passagers le plus satisfaisant pour la compagnie aerienne d'interet. 

2.2.2 Modeles prescriptifs 

Glover et al. (1982) s'attaquent au probleme de la composition optimale du not de 

passagers. lis en font un probleme de not maximal dans un reseau auxiliaire constitue 

d'arcs correspondant aux segments de vol et d'autres associes aux diverses classes. 

Le flot de passagers circule dans tous ces arcs : les premiers imposent la capacite du 

vol comme borne superieure sur le flot, et les seconds, la demande initiale pour la 

classe qu'ils representent. 

Les choses se compliquent lorsqu'on ajoute les itineraries a escale au modele. Le 

reseau auxiliaire est alors dote d'arcs additionnels, ce qui cree des cycles, toujours 

indesirables pour trouver un flot maximum. Les auteurs ont utilise des methodes ad 

hoc pour eliminer les cycles. 

Dans la meme famille de modeles se trouve celui de Dror et al. (1988), qui formulent 

le probleme d'affectation optimale de sieges comme un probleme de multiflot. Leur 
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reseau auxiliaire est plus complexe, la modelisation plus fine et flexible, mais ils 

admettent que la resolution de leur probleme sur des reseaux reels pose probleme. 

C'etait en 1988 et tout indique que ce soit toujours le cas. 

Dans leur modele IFAM (Itinerary-Based Fleet Assignment Model), Barnhart et al. 

(2002) integrent au FAM standard le Passenger Mix Model, PMM, elabore principa-

lement par Lohatepanont (2002) durant ses etudes. 

Le PMM est un programme lineaire qui calcule un not de passagers dependant de 

ses variables de decision. Son objectif est de minimiser la perte de revenu associee 

a l'affectation des passagers aux divers itineraires et le not qu'il trouve respecte les 

capacites des segments de vol. Le nombre de passagers assignes a un itineraire i est 

la somme, sur les itineraires j susceptibles de deborder sur i (y compris i lui-meme), 

du nombre de passagers que la compagnie voudrait idealement voir deborder sur i, 

multiplie par un coefficient de recapture recap^ refletant la capacite de retention de 

l'itineraire i pour un passager initialement attire par l'itineraire j , mais que le modele 

redirige vers i. 

Nous modifions legerement la formulation originale en imposant que chaque itineraire 

soit la donnee d'un itineraire physique et d'une classe de prix, de sorte que deux 

itineraires peuvent correspondre au meme itineraire physique. La notation s'en trouve 

considerablement allegee. 

Soit spZj la variable de decision correspondant a la quantite de passagers initialement 

attires par j mais debordes sur i. Soit capi la capacite du segment de vol / et demi — 

Ylvi&demi l a somme des demandes pour les itineraires i empruntant /. 

Les principales contraintes du PMM sont, pour tout segment I e £, 

2_] 2_] SP) recaP) ~ /_. /_. sPkt < caPi — demi. (2.3) 
r.l&i j£T i:l€i feel 
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On peut les lire : (recapture - debordement) < (capacite - demande initiale). La 

variable sp\ representent simplement la partie de la demande initiale pour i qui n'est 

pas redirigee ailleurs : on pose recap] — 1 pour tout itineraire i. Les autres contraintes 

sont, pour tout i G X, 

V j sp? < derrii 

et spl > 0, pour tous i, j . L'objectif est de minimiser l'argent perdu : 

/_] spKpriXi — recap'i priXj). 

Nous avons de serieuses reserves sur la capacite qu'aurait ce modele de refleter la 

realite. 

D'abord, il est deterministe. Dans des conditions de variance habituelles (Soumis 

et al. (1981), Swan (1999)), un vol de capacite 100 et pour lequel l'esperance de 

la demande agregee est 100 aura un taux moyen d'occupation d'environ 92%. Un 

modele qui peut predire, dans ce cas, un taux d'occupation de 100% est serieusement 

biaise. 

Ensuite, ce modele controle le not de passagers pour le plus grand profit de la com-

pagnie aerienne. On Justine cette approche par l'utilisation de systemes de RM qui 

donnent aux compagnies un certain pouvoir sur le placement des passagers. Or, les 

variables sp? ne refletent pas le mecanisme du RM. Les compagnies ont le pouvoir de 

fermer des itineraires, mais pas celui d'orienter le passager potentiel vers l'itineraire 

de son choix. Les coefficients recap? amortissent l'efficacite de la redirection forcee, 

mais ne resolvent pas le probleme. 

Plus generalement, on imagine mal comment les decisions individuelles des passagers 

potentiels puissent s'agreger en une solution maximalement profitable pour la com-

pagnie aerienne, etant donne que ceux-ci maximisent leur utilite, ce qui va plutot 
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dans le sens d'un profit minimum pour la compagnie. II est d'ailleurs facile de mon-

trer qu'aucun systeme de RM ne peut atteindre le degre de controle suppose par le 

PMM. 

En effet, considerons une solution optimale sp au PMM pour laquelle un certain 

itineraire i voit toute sa demande initiale derrii debordee tout en recapturant un 

grand nombre de passagers : 

!• J2jexSPi = derrii, 

2. Yljei^Pj recaP) e s t assez grand par rapport a derrii. 

Si toute la demande initiale pour i est debordee, cet itineraire doit vraisemblablement 

etre ferme pour toute la periode de reservation. Comment, alors, peut-il recapturer 

des passagers ? Nous ne voyons pas comment un tel etat de choses peut resulter d'un 

processus de reservation, meme encadre par un systeme de RM. 

Or, la programmation lineaire etant ce qu'elle est, des solutions satisfaisant les condi

tions 1 et 2 plus haut pour plusieurs itineraries sont previsibles. En fait, les resultats 

de Barnhart et al. (2002) montrent qu'elles sont probablement frequentes. Nous y 

revenons plus bas, a la sous-section suivante. 

Le dernier modele prescriptif que nous presentons est tres simple et apparait un peu 

partout, integre a des modeles d'affectation de flotte, sous la forme de contraintes 

ajoutees et de modifications a la fonction objectif. On le trouve dans la these de 

Farkas (1995) et il est appele bid price model par Sandhu et Klabjan (2006). Nous 

l'appellerons modele de Kliewer, car celui-ci fait ressortir la resolution de ce pro

gramme mathematique comme etant une etape bien definie de son heuristique itera

tive d'affectation de flotte (Gotz et a/., 1999; Kliewer, 2000a,b). 

Ses variables de decisions x-j (i 6 T) sont les flots de passagers sur chaque itineraire, 
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et le programme est 

Maximiser V^priXj Xi (2.4) 

sujet a : 

^ Xi < capi \/l 6 C 

Xi < derrii Vz G X. 

Ce modele est deterministe, ignore la recapture, et choisit, pour les itineraries em-

pruntant des segments de vol de capacite insuffisante, quels passagers refuser pour 

maximiser les revenus de la compagnie. 

Malgre sa simplicite, il n'est pas exclu que cette formulation fournisse des flots de 

passagers (encadres par le RM) plus proches de la realite que ceux trouves par le 

PMM. En effet, il est notoire que le principal effet du RM est de simplement bloquer 

l'acces aux classes les moins payantes sur les itineraries empruntant des segments de 

vol charges. 

2.3 FAM avec flot de passagers 

Voyons ce qu'il en est des tentatives passees d'adjoindre au FAP un calcul de flot de 

passagers plus detaille que la prise en compte du debordement par segment de vol. 

Dans une note avare de details (Kliewer, 2000b) et une serie d'acetates electroniques 

(Kliewer, 2000a), Kliewer decrit une heuristique iterative de resolution du FAP. Les 

affectations de flotte sont ameliorees au fil de l'exercice par une methode de recuit 

simule : on parcourt l'espace des affectations possibles par de petits deplacements 

legaux, en ce sens qu'ils menent a une nouvelle solution qui respecte elle aussi les 
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contraintes fondamentales du FAM standard. Le not de passagers est calcule a chaque 

iteration : c'est la solution du programme mathematique (2.4) de la section prece-

dente. II aide a orienter la recherche de l'affection suivante. 

Sandhu et Klabjan (2006) decrivent un FAM dont l'objectif est de maximiser le 

profit anticipe, et l'expression lineaire de ces profits tient compte du not de passagers 

ainsi que des cargaisons transportees dans les soutes des avions (apparemment, une 

source de revenu d'importance croissante). Des variables de decision controlent le 

flot de passagers selon le modele que nous avons appele modele de Kliewer dans la 

section precedente. D'autres variables controlent le flot cargo : le poids, le volume et le 

nombre de conteneurs sont associes a des variables. Comme la compagnie a le pouvoir 

de choisir un grand eventail d'itineraires pour le cargo, le probleme est complexe, et 

leur modele, impressionnant. D'autant plus qu'il contient des contraintes liant le flot 

de passagers au flot cargo : la soute de chaque avion contient en effet a la fois les 

bagages des passagers et le cargo. Ce modele est done plus detaille que celui de Li 

et al. (2006), un FAM avec routage de cargo qui ne considere le debordement de 

passagers que sur les segments de vol. 

Yan et Tseng (2002), dans un modele servant a determiner un horaire de vols et une 

affectation de flotte optimaux, modelisent aussi le flot de passagers par des variables 

de decision. Celles-ci sont associees aux segments de vol uniquement, rendant leur 

modelisation encore plus eloignee de la realite que les autres dont on a parle ici. 

Voyons maintenant le modele IFAM, plus complexe, mais lui aussi lineaire. Comme 

on l'a vu a la section precedente, IFAM n'est ni plus ni moins que le FAM standard 

auquel on ajoute les contraintes et les variables du PMM (les capacites des avions 

sont controlees par les variables binaires de decision du FAM) et dont la fonction 

objectif est augmentee de celle du PMM. En fixant les coefficients de recapture a 

zero, on obtient VIFAM sans recapture. Notons que le modele IFAM sans recapture 
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n'est autre que le FAM standard auquel on integre le modele de not de passagers de 

Kliewer, le programme lineaire (2.4). 

On compare, dans Barnhart et al. (2002), les profitabilites d'affectations de flotte 

obtenues par IFAM a celles obtenues par le FAM standard. Les tests sont faits sur 

deux reseaux de grande taille faits a partir de donnees d'American Airlines. On 

rapporte qu'IFAM produit des solutions plus profitables : elles rapportent moins de 

revenus mais coutent moins cher. IFAM sans recapture produit des augmentations 

de profit sur papier de 31M$ et de 38M$ annuellement sur les deux reseaux, et IFAM 

avec recapture, de 33M$ et de 153MS1. 

Notons que l'outil de mesure de la profitability est le PMM lui-meme, ce qui assure 

qu'IFAM produit des solutions au moins aussi bonnes que le FAM de base, car IFAM 

est, par construction, le programme mathematique qui cherche l'affectation de flotte 

la plus profitable aux yeux du PMM. Celui-ci est done juge et partie. 

On presente aussi dans Barnhart et al. (2002), comme une caracteristique positive, 

le fait qu'IFAM augmente les taux de remplissage (load factor) par 24% et 32%. Ces 

nombres posent probleme. lis indiquent que les taux de remplissage des affectations 

de flotte trouvees par IFAM sont anormalement eleves, ou que ceux des solutions 

trouvees par le FAM standard sont anormalement bas. Quoi qu'il en soit, et les 

gens de l'industrie sont surement d'accord, nous ne croyons pas qu'il soit possible 

d'augmenter du jour au lendemain les taux de remplissage d'une compagnie aerienne 

par 20% par une simple modification de la strategic d'affectation de flotte, tout en 

augmentant les profits. 

A la derniere section de Barnhart et al. (2002), on evalue IFAM dans des conditions 

censees mieux refleter la realite. Notamment, on evalue les profitabilites des affec

tations de flotte dans un contexte moins deterministe, en utilisant comme flot de 
1En dollars US, au tournant du siecle. American Airlines est alors la plus grande compagnie 

aerienne au monde, avec environ 20 milliards de dollars de revenus annuels. 
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passagers la moyenne de 500 flots calcules par le PMM en utilisant comme demande 

ponctuelle pour chaque itineraire i une occurrence d'une Poisson de parametre derrii. 

Pour tenir compte de l'incapacite des compagnies aeriennes de controler a loisir les 

choix des passagers, on fait aussi des tests pour lesquels 

- le taux de remplissage maximal est limite a 95%, et 

- la proportion de debordement est limitee a 70% {J2jeisPi ^ 0; ldemi,\li 6 X). 

Sans surprise, IFAM performe mieux que le FAM standard dans tous les cas. Les 

tests en question sont realises sur de petits reseaux pour lesquels les resultats des tests 

standards ne sont pas devoiles. II nous est done impossible de determiner 1'impact, par 

exemple, des restrictions imposees dans la seconde serie de tests sur la performance 

d'IFAM. Cependant, le seul fait que Ton considere la limitation du debordement a 

70% de la demande comme une restriction pertinente nous mene a croire qu'en fait, 

une part significative des itineraries voient plus de 70% de leur demande redirigee 

par IFAM. 

IFAM semble souffrir encore plus decisivement que les autres modeles prescriptifs 

de l'inherente incapacity de la programmation lineaire a modeliser le comportement 

agrege des milliers de passagers maximisant leurs propres fonctions d'utilite et non 

celle de la compagnie aerienne. 

Notons que les compagnies aeriennes disposent bel et bien d'un certain pouvoir sur le 

placement final des passagers par l'entremise de leurs strategies de gestion de l'offre 

(RM). Cependant, les modeles lineaires decrits ci-haut sont, d'apres nous, presqu'evi-

demment trop optimistes. A ce propos, Farkas (1995), qui presente la version la plus 

epuree de ces modeles lineaires en page 176 de sa these de doctorat, ecrit : 

This section assumes that the airline is able to control the actual OD flow 

in the network, by setting booking limits for ODF demand. [...J. Note that 

the assumption OD control is very optimistic with respect to the assumed 

ability of control in today's yield management systems. 
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Le prochain modele integre pour le probleme d'afFectation de flotte et not de passa-

gers offre la possibilite de prendre plus fidelement en compte le comportement des 

passagers. II s'agit de celui de Jacobs et al. (1999), singulierement ameliore par Smith 

(2004). 

Le modele ODFAMr de Jacobs et al. (1999) resout une suite {Pk} de problemes 

d'affectation de flotte relaxes lineairement et une suite {Qk} de problemes de flot de 

passagers resolus par le modele ODYMr (vu a la sous-section precedente), ceux-ci 

determinant des coupes de Benders censees ameliorer les problemes Pk. La solution 

trouvee a Pk fixe les capacites du reseau sur lequel Qk est pose. Le revenu, dans le 

probleme PK, est une variable de decision a maximiser, bornee superieurement par 

un ensemble de K — 1 hyperplans : chacun de ces hyperplans est le graphe d'une 

fonction lineaire des capacites 

fk: Rl̂ l -> R ( 2 5 ) 

x H^ rk + J2tec
ai?xii 

qui est 1'approximation lineaire de la fonction de revenu associee au modele de flot 

de passagers, developpee autour du vecteur de capacites ck issu de la solution du 

probleme Pk. Les of sont les revenus marginaux calcules par le modele de flot et rk 

est l'ordonnee a l'origine, determinee de fagon a ce que le revenu total trouve par 

ODYMr sur l'affectation ck soit egal a fk{ck). 

Si revK est la variable « revenu total » de PK, alors sa fonction objectif est 

revK -(C,X), 

et ses contraintes sont celles du FAM standard, accompagnees des coupes de Benders 

revK <rk + Y, ** Yl c a ^ X M (k = 1, . . . , K - 1). 
lee teTi 

Ici, capt est la capacite du type d'avion t, et l'expression J2teTt
 caPt^-i,t J o u e ^e r°l e 

de xi dans la definition (2.5) de la fonction fk. La fonction FK = mmfce{ii...iK-i}/fc, 
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concave et lineaire par morceaux, est une borne superieure sur le revenu si la fonction 

de revenu est elle-meme concave (en realite, elle ne Test pas). 

Chaque probleme Pk est resolu en nombres reels, de sorte que les capacites du re-

seau sous-jacent au probleme Qk ne sont pas celles d'une reelle affectation de flotte. 

Lorsque la difference gapK entre le revenu calcule par le modele de flot de passagers 

et la valeur de revK est jugee suffisamment petite, on resout PK en nombres entiers. 

Dans les tests de Jacobs et at. (1999), la suite {gapk} se stabilise, apres une vingtaine 

d'iterations, a environ 20% du revenu, une valeur inacceptable. A la reflexion, on voit 

pourquoi. La borne superieure FK fournit somme toute une tres pauvre information 

sur le revenu. Si elle est assez bonne sur un reseau d'un seul segment de vol, on 

imagine facilement, en plus grandes dimensions, le processus decrit ci-haut generer 

des solutions qui profitent de revenus fictifs en assignant de tres petites capacites a 

un ensemble de vols et de trop grandes capacites a un autre ensemble de vols. Le 

nombre de telles mauvaises solutions qu'il faut visiter pour qu'elles fassent l'objet 

d'une coupe revK < rk + Yliec ai S t̂eT, caPt^-i,t est enorme. 

Smith (2004) a modifie et grandement ameliore ce modele. A un tel point que sa 

version finale, ODFAMplr, lui ressemble peu. D'abord, il utilise un autre modele 

qu'ODYMr pour estimer le revenu. Appele ODYMp (p pour profit, plutot que r pour 

revenu), celui-ci est un programme non lineaire qui cherche des seuils de reservation 

sur les itineraires qui soient compatibles avec une affectation de capacite virtuelle, 

membre de l'enveloppe convexe d'un ensemble courant d'affectations trouvees par 

le probleme maitre (les coefficients de la combinaison convexe sont des variables de 

decision d'ODYMp), et qui maximisent l'esperance du profit plutot que du revenu. 

Apres avoir teste plusieurs modifications infructueuses, Smith en est arrive a la 

conclusion qu'il devait faire en sorte que chaque variable d'affectation X ; t du pro

bleme maitre eut acces a une certaine information sur la profitabilite de l'affectation 

du type t au segment I. 
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II calcule done, a l'iteration k, des estimations de revenu revk
t pour chaque paire (/, t) 

en utilisant une certaine proratisation des revenus (qui sont associes aux itineraries) 

sur les segments de vol. Pour eviter de recalculer la solution du ODYMp des dizaines 

de milliers de fois sur des reseaux extremement semblables, il fait un calcul approxi-

matif qui suppose que les capacites et les seuils de reservation sont constants sur tous 

les segments autres que le segment I pour lequel on calcule les revk
v (t G 7}). L'effet 

particulier que chaque affectation de type au segment I a sur le not de passagers sur 

les segments avoisinants est ainsi neglige. Smith note que ce calcul approxime, pour 

etre valable, demande un reseau en etoile et une demande tres desagregee. 

La borne superieure sur la variable de revenu revk dans le probleme Pk remanie par 

Smith est 

revk< Yl rev*tx*,t> 
l€C,t&Ti 

qui contient immensement plus d'information que les coupes du modele de Jacobs 

et al. (1999). Notons qu'il n'est plus question ici de coupes de Benders; on peut 

formuler le programme maitre de Smith comme etant un FAM standard dont la 

fonction objectif a maximiser est 

J2 (revl - a,t)X,')t. 
i<=C,teTt 

Smith rapporte que la difference gapk atteint environ 0,01% du revenu apres environ 

trois iterations. Sur un de ses reseaux, l'augmentation de profit (vraisemblablement 

calculee par le modele de not ODYMp) sur le FAM de base est de 0,17% des couts 

d'operation, soit 20 millions de dollars de profits annuels additionnels. Des rapports 

d'American Airlines indiquent qu'ODFAMr (le modele initial de Jacobs et al. (1999)) 

produit des affectations de flotte moins profitables que le FAM de base, alors qu'OD-

FAMplr pourrait augmenter leurs profits d'entre 6 et 9 millions de dollars par annee2. 
2Ces donnees proviennent de la these de Smith, qui date de 2004. 



37 

CHAPITRE 3 : PRESENTATION DU TRAVAIL 

Rappelons que notre but est d'ameliorer la prise en compte du revenu dans la reso

lution du FAR 

Etant donne nos reserves quant la pertinence des modules de not de passagers pres-

criptifs, nous avons congu un modele a intention predictive, en tentant de respecter 

la mecanique du processus de reservation. Le modele et son algorithme de resolu

tion sont decrits au chapitre 4, constitue de l'article Passenger flow model for airline 

networks, publie dans Transportation Science 42(2), pp. 197-207, mai 2008. 

Nous avons ensuite integre ce modele au FAM standard, de fagon a ce que l'infor-

mation qu'il fournit sur l'esperance du revenu puisse 6tre convoyee par la fonction 

objectif du FAM, pour qu'il trouve des affectations de flotte plus profitables qu'avec 

une fonction objectif standard. Le probleme s'est revele plus coriace que prevu. La 

bonne performance de la methode que nous avons developpee est d'autant plus sa-

tisfaisante, meme si mathematiquement, elle n'a rien d'impressionnant. Le tout est 

couvert au chapitre 5, dans Improving the objective function of the fleet assignment 

problem, soumis et accepte sous conditions a Transportation Research Part B. 

Au chapitre 6, nous decrivons une version modifiee de notre modele qui supporte 

l'imposition de limites de capacite sur les itineraires, une forme simple de gestion de 

l'offre. 

Les liens entre les divers chapitres sont done simples et clairs. Les deux chapitres les 

plus substantias sont des articles destines a etre publies dans des revues scientifiques 

et sont consequemment concis. Comme le cadre present est moins contraignant, nous 

proposons au lecteur, au lieu de simples resumes, une discussion que nous esperons 
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etre utile et eclairante. Nous indiquons les points saillants de notre travail, parlons 

brievement de notre cheminement, des pistes de recherche infructueuses, et nous 

soulignons les idees qui sont plus importantes qu'il n'y parait. 

3.1 Modele de flot de passagers 

Le modele que nous proposons au chapitre 4 fournit des estimations d'esperance 

de flot de passagers tres precises et son algorithme de resolution ne demande que 

quelques secondes de calculs a un ordinateur personnel (section 4.4). Le modele est 

base sur un systeme d'equations non lineaires 

nombre de passagers = demande pure — debordement + recapture. 

Nous montrons que le systeme d'equations possede au moins une solution, et arguons 

qu'en pratique, l'algorithme de resolution que nous proposons converge (sous-section 

4.3.6). 

Nous attirons l'attention du lecteur sur deux idees importantes qui contribuent gran-

dement a la qualite du modele. 

La premiere, cachee dans les details du systeme d'equations, est le calcul de la proba

bility P^ qu'un segment de vol1 a soit ferme durant un intervalle de temps [£&,£&+!], 

l'equation (4.11). II s'agit essentiellement du quotient du debordement par le nombre 

de tentatives de reservation survenant dans cette periode. Soient fk et fk+x les fonc-

tions de densite du nombre total de tentatives de reservation jusqu'aux temps tk et 

£fc+i, respectivement. Disons que d nouvelles tentatives de reservation surviennent 

1En fait, un objet typique a, au chapitre 4, est une part d'un segment de vol accommodant une 
certaine classe agregee. Nous prenons ici certaines libertes de notation pour alleger la presentation. 
Le lecteur beneficiera d'un retour a la presente section au fil de sa lecture. 
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entre tk et tk+\ ou, plus exactement, que les esperances de fk et fk+i different par d. 

Alors, nous assignons a la probability que a soit ferme durant [tk,tk+i] la valeur 

- ( / fk+i{x)(x - c)dx - fk{x)(x - c)dxj , (3.1) 

si c est la capacite de a. Notons qu'ainsi, le debordement associe a un intervalle de 

temps et la probability qui nous interesse sont calcules a partir de donnees concernant 

l'intervalle [0, ̂ fe+i], ce qui confere au modele une stabilite certaine. 

L'expression ci-haut n'est pas qu'un true qui fonctionne bien : elle est basee sur 

le respect des lois des probabilites. Redefinissons fk+i comme la distribution du 

nombre de tentatives de reservation apres que d nouvelles tentatives soient survenues 

et prenons la limite lorsque d tend vers 0. Ceci nous permet de negliger les differences 

de forme entre fk et fk+i, et d'ecrire fk+i(x) = fk(x — d). Nous avons 

lim - I / fk(x -d)(x- c)dx - J fk{x)(x - c)dx J 

1 / f°° f°° \ 
= lim - I / fk(x)(x — c + d)dx — I fk(x)(x — c)dx) 

d^° d VJc-d Jc J 

= l i m - ( / fie(x)(x — c + d)dx + d fk(x)dx) d-+0 d \Jc-d Jc J 
d f°° 

= l i m - / fk(x)dx 
d^o d Jc 

fk(x)dx, 

qui est la probability que a soit ferme au temps tk. 

Nous croyons que le lecteur sera interesse de savoir qu'avant l'essai de l'expression 

(3.1), nos tentatives de modelisation temporelle du processus de reservation n'allaient 

nulle part. Nous avons initialement tente d'utiliser les valeurs ponctuelles de probabi

lity de fermeture aux extremites de l'intervalle de temps, Jc°° fk(x)dx et J*c°° fk+i(x)dx, 

pour en deriver une probabilite de fermeture s'appliquant a tout l'intervalle, par di

vers types d'interpolation. Aucune de ces tentatives n'a fonctionne. L'expression (3.1) 
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sublime ce probleme d'interpolation, car elle est naturellement basee sur des quantites 

associees a tout l'intervalle de temps. 

Une autre idee plus importante qu'elle n'y parait au chapitre 4 est l'acceptation du 

fait que le nombre de tentatives de reservation R„ sur un segment de vol a n'est pas 

une veritable quantite physique. Nous l'avons observe a la fin de la section 1.3. Le 

role que doivent jouer les variables R„ dans notre systeme d'equations nous a amene 

a interpreter une tentative de reservation sur un segment de vol a comme etant 

soit une tentative fructueuse, soit une tentative infructueuse imputee au segment a. 

Cette interpretation se traduit mathematiquement par l'utilisation des coefficients de 

responsabilite afa (sous-section 4.3.3). Nous avons teste de tres nombreux systemes 

d'equations differents avant d'en arriver a celui que nous presentons ici: cette version, 

grace a l'equation (4.7) et aux coefficients de responsabilite, est au moins dix fois plus 

precise que toute autre. 

3.2 Integration du modele de flot de passagers au 
FAM standard 

Nous decrivons au chapitre 5 la technique que nous avons retenue pour ameliorer la 

fonction objectif a l'aide de notre modele de flot de passagers. 

Nous n'avons pas tente d'integrer le modele de flot directement dans le processus de 

resolution du FAP. Par exemple, on pourrait lui faire appel pour ajuster la fonction 

objectif a divers sommets de l'arbre de branchement sous-jacent a la resolution du 

FAP par enumeration implicite. Cette avenue merite d'etre exploree, mais le travail 

requis releve davantage de la programmation que de la modelisation mathematique. 

Nous avons plutot resolu d'utiliser le modele de flot de passagers (en fait, une version 

modifiee de celui-ci) et le FAM en boucle, de sorte que la derniere estimation de 
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revenus serve a mieux calibrer la fonction objectif du FAM, que celui-ci trouve une 

meilleure affectation de flotte, et que celle-ci soit a son tour soumise au modele de 

flot de passagers, et ainsi de suite. 

Notre modele genere, pour chaque tranche de temps, pour chaque segment de vol et 

pour chaque itineraire, des statistiques comme le nombre de passagers acceptes et le 

nombre de tentatives de reservation refusees. Nous avons done, initialement, cherche 

a en tirer profit, et a faire en sorte que notre processus iteratif ne fasse qu'un appel 

au modele de not de passagers par iteration, et a l'alourdir au besoin. Sa resolution 

ne prend que quelques secondes : l'idee etait tentante. Nos efforts dans ce sens ont 

ete vains. lis n'ont meme jamais mene a une affectation de flotte meilleure que celles 

obtenues avec une estimation des pertes de revenu par segment de vol (leg-based 

revenue loss estimation, sous-section 5.2.2). 

Nous en avons conclu qu'il etait necessaire d'evaluer le flot de passagers non seulement 

sur l'affectation de flotte courante X, mais sur les milliers d'affectations voisines 

X© [I, t] (I £ £, t G T/), qui ne different de X qu'en un segment de vol. Celles-ci etant 

toutes tres semblables a X, il est possible de recalculer localement et rapidement le flot 

de passagers a l'equilibre qui leur correspond, avec une version locale du modele de flot 

de passagers (sous-section 5.3.2). Le temps de calcul ainsi consacre a la modification 

de la fonction objectif est d'environ la moitie du temps moyen de resolution du FAP 

(sous-section 5.3). 

Cette methode donne de bons resultats. Les ameliorations de profit que nous obtenons 

sur nos jeux de donnees sont appreciates, de l'ordre de 0,5% des couts d'operation. 

Ces estimations de profits sont theoriques, ne l'oublions pas. Toutefois, elles sont clai-

rement plus significatives que celles qu'on donne pour IFAM, par exemple (Barnhart 

et al., 2002). Dans ce dernier cas, le programme lineaire donnant l'estimation de 
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revenus, le PMM, est entierement integre au FAM, et le programme mathematique 

obtenu cherche (et trouve, a precision voulue) simplement l'affectation la plus profi

table selon le PMM. Par construction, ce genre d'approche mene a des ameliorations 

de profits sur papier. Cela vaut pour toute methode semblable, ou l'estimation du 

revenu est donnee par un programme lineaire qui est par la suite entierement integre 

au FAM. 

Dans notre cas, l'obtention d'affectations de flotte plus profitables que l'affectation 

de base, associee a l'estimation de pertes de revenus par segment de vol, etait loin 

d'etre automatique. Apres tout, le chapitre 5 y est exclusivement consacre. 

Ajoutons que nous avons contre-verifie la validite des resultats du chapitre 5 a l'aide 

de notre algorithme de simulation. Notre methode iterative de generation d'affecta

tions de flotte n'etant guidee que par notre modele de not dans sa recherche d'af

fectations profitables, il est previsible que celles-ci profitent, en quelque sorte, des 

legers defauts du modele. En effet, nous avons mesure un biais, et les resultats listes 

dans les tableaux du chapitre 5 ont ete ajustes pour en tenir compte. Ainsi, on peut 

considerer que les augmentations de profits dont on parle dans ce chapitre sont celles 

que la simulation mesurerait. 

3.3 Seuils de reservation statiques sur les it iner aires 

Au chapitre 6, nous modifions notre modele pour qu'il soit capable de traiter un 

reseau sur lequel sont imposes des limites de capacite sur les itineraries. Nous im-

plementons cette version du modele et evaluons sa performance en comparant ses 

estimations de not de passagers a celles de notre algorithme de simulation, modi-

fie en consequence. Les resultats sont concluants. Dans des scenarios congus pour 

mettre le modele a rude epreuve avec des seuils de reservation irrealistes, il reussit 
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a estimer le flot de passagers avec une erreur totale de moins de 1%. Sur les scena

rios realistes, le modele modifie performe presqu'aussi bien que l'original, estimant 

le not de passagers avec une erreur d'au plus 0, 2% dans des conditions normales de 

chargement. 

Dans cette version du modele, des variables associees aux itineraries sont ajoutees 

qui estiment les probabilites que chaque seuil de reservation soit atteint. Celles-ci 

affectent en consequence le nombre de tentatives de reservation qui sont « visibles » 

par les segments de vol. La plupart des modifications apportees au systeme d'equa-

tions sont directes, previsibles; la plus delicate touche l'expression de la variance du 

nombre de tentatives de reservation sur les segments de vols (equation (6.8)). Nous 

en discutons a la section 6.2. 
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CHAPITRE 4 : PASSENGER FLOW MODEL FOR 
AIRLINE NETWORKS 

JONATHAN DUMAS 

FRANgois SOUMIS 

GERAD and Ecole Polytechnique de Montreal 

ABSTRACT 

We present a model that rapidly finds an approximation of the expected passenger 

flow on an airline network, given forecast data concerning (1) the distribution of the 

demand for each itinerary, seen as a random variable; (2) the time distribution of 

booking requests for each itinerary; and (3) the proportion of spill (from an itinerary) 

that is attracted to a given alternative itinerary. Solutions are found in a few seconds 

for a 30,000 itinerary network. Results differ from the expected passenger flow found 

by a simulation by about 0.1% for load factors below 80%. 

4.1 Introduction 

The huge problem of planning airline operations to maximize profit is currently split 

into several decision problems. The first one, the flight schedule problem, consists in 

deciding which flights to offer. The next problem is that of assigning an aircraft type 

to each flight of a tentative flight schedule. That is the Fleet Assignment Problem 
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(FAP). Fleet assignment (FA) is subject to constraints arising from the airline's 

fleet, flying regulations, maintenance necessity, physical realizability, etc., while the 

objective of the FAP is maximizing expected profit. 

Airline companies are therefore interested in having a good estimate of the revenue 

they may expect if they chose a particular FA for a given flight schedule. Clearly, the 

part of this problem that deals with demand forecast and customer behavior belongs 

to the realm of economics. We will instead be concerned here with the influence of 

the FAP decision variables on the expected revenue, given such demand forecasts 

and customer behavior description. That is, we model how the assignment of fleet 

types affects the placement of passengers through capacity constraints. 

Our model has the following main features: 

1. It considers spill and recapture as occurring between itineraries, not flight legs; 

2. It is stochastic, meaning that it takes stochastic demand prediction as inputs, 

and aims at computing expected numbers of passengers on each itinerary; 

3. It is temporal in nature, in the sense that it splits the booking period into time 

slices and computes passenger placement one time slice after the other. That 

allows the model to take into account the time distribution of the bookings for 

each itinerary; 

4. It does not assume airline control over passengers' behavior. 

To our knowledge, no other publicly available passenger flow model possesses all 

these characteristics. 

Old FAP models (Abara, 1989; Subramanian et al, 1994) had a flight-based esti

mation of loss of revenue due to spill (passenger loss due to capacity constraints). 
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The existence of multi-flight itineraries causes flight-based spill models to ignore the 

dependency between flights inherent to the spill phenomenon. The effects of this 

dependency are often referred to as network effects; see Barnhart et al. (2002) for a 

detailed description. 

In Phillips et al. (1991) an algorithm is presented that takes into account the fact that 

the booking process leading to the placement of passengers unfolds during a period of 

time, and that what happens at the end of it is influenced by what happened before. 

This algorithm, however, considers the demand as static. 

The Passenger Mix Model (PMM) of Barnhart and Kniker (see Barnhart et al. (2002); 

Kniker (1998)) models passenger flow through a linear program whose objective is 

to find the most profitable mix of passengers, assuming that the airline company has 

some control on where (which itineraries) spilled passengers should be redirected. 

Jacobs, Smith and Johnson (Jacobs et al., 1999; Smith, 2004) integrate an OD rev

enue management scheme into a FA solver. The underlying passenger flow model 

respects the stochastic nature of the demand and seeks the RM seat allocation that 

maximizes the expected revenue. 

Paper Organization. We give a detailed description of our problem in Section 4.2. 

We describe our model in Section 4.3. Section 4.4 contains results of a test made 

on two large networks. In Section 4.5, we discuss the flexibility of the model with 

respect to the demand distribution, the possibility of integrating reservation levels 

in the model, and that of integrating it with a FAP solver. 
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4.2 The Problem 

In this section, we present our working hypotheses on the nature of the data that 

should serve as inputs to the model, and on customers behavior. These do not 

constitute the model. Rather, our model aims at computing a good estimation of 

the expected number of passengers on each itinerary of a network, assuming that the 

hypotheses listed below hold. 

4.2.1 Network 

Consider a flight schedule that an airline company is planning to operate over a 

typical period V (e.g., a week) in a season, and assume that aircraft types, and 

hence, capacities, have been assigned to each flight. 

We use the term itinerary to denote a physical itinerary, linking an origin to a 

destination through one or more flights, together with a fare class. A set I of possible 

itineraries is offered to the customers. 

We subdivide each flight into cabins corresponding to different fare classes, and call 

them arcs. Hence, an itinerary is a set of arcs. We denote by A the set of all arcs, and 

write a e i to mean that arc a is part of itinerary i. Each arc a has a capacity capa. 

For a given flight, arc capacities sum to the capacity of the aircraft type assigned 

to it. How to integrate nested reservation levels in the problem and in the model is 

explained in subsection 4.5.2. 
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4.2.2 Demand 

We assume that we have forecasts for the unconstrained demand Di for each itinerary 

i £ X. This demand Di is assumed to follow a normal law, truncated at 0, of 

expectation di and coefficient of variation cvi (so that it has variance (diCVi)2). 

It is known that small demands are better modeled by gamma or other non-Gaussian 

probability laws (Swan, 2002). We will discuss the relaxation of this hypothesis in 

section 4.5. 

4.2.3 Synthetic booking process 

Without loss of generality, the whole booking process may be assumed to unfold 

during the time interval [0,1]. Note that the mapping from the actual period of time 

to the interval [0,1] need not be linear; it may rather be such that the booking rate 

for low fare classes is constant. 

Time distribution of booking requests. Consider one occurrence of the typical 

period V, for which the actual unconstrained demand Si for each itinerary i is deter

mined. That is, St is an occurrence of the random variable £>j. For each itinerary i, 

we have a function 6j : [0,1] —» R determining the rate at which the demand for i 

manifests itself: at time t, this rate is 

5i-bi(t). 

We must have JQ bi(t)dt = 1. Moreover, we require the function bj to be piecewise 

constant (to accommodate the model). These functions should reflect the typical 

time distribution of bookings for the fare class of itinerary i. 
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Spill. When an arc is booked to its capacity, all itineraries containing this arc 

are closed and the remaining demand for them is partly spilled to other itineraries, 

and partly lost. We assume that the proportion of customers spilled from a blocked 

itinerary i to an alternative itinerary j is a fixed number Aj;i. We call it the spill coef

ficient from i to j . A non null proportion of customers is lost, so that Yljei AM < 1-

If an alternative itinerary j is also closed, the spill is transfered to alternative 

itineraries for j that are still open, and different from i. Such an itinerary k receives 

booking requests from customers originally attracted to i at a rate of 8i • bi(t) • \k,j^j,i-

Spill is allowed to be transfered in that manner no more than three times. 

Typically, the spill coefficients will allow passengers to spill from some itinerary to 

another one of the same class, or to the corresponding itinerary of a higher class. 

Passengers. The total number of passengers (successful booking requests) on a 

given itinerary is the integral, from 0 to the time it closed (or to 1 if it did not), of 

the booking request rate. 

4.2.4 Statement of the problem 

Our problem is: 

Given a transportation network (A,T) as described above, assuming customer 

behavior governed by the synthetic booking process described above, and with 

given stochastic demand forecasts, find the expected number of passengers on 

each itinerary. 

Simulation. Solving this problem exactly is not feasible: one would have to integrate 

large products of density functions over a huge number (on the order of |-4|!) of 
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subsets of JR'X'. Hence, to evaluate the quality of our model's solutions, we have 

implemented an efficient simulation algorithm that computes the outcome of several 

occurrences of the typical period V. 

For each occurrence, it first randomly generates the demand for each itinerary, ac

cording to the law it is assumed to follow. It initializes booking rates and finds which 

arc is due to be full first, and when. It updates request rates according to the syn

thetic booking process hypotheses and finds the next arc due to be full, and so on. 

Notice that the number of such request-rate updates is equal to the number of arcs 

that are full at the end of the booking period and is hence smaller than the number 

of arcs. The algorithm also modifies request rates at points of discontinuity of the 

functions bi, (i € J ) . It stores the final number of passengers on each itinerary. Sev

eral occurrences of the period V are simulated, and the average number of passengers 

for each itinerary is computed. 

Observe that this simulation algorithm is much faster than one that would assign 

itineraries to passengers individually. The number of times it computes new passenger 

placement rates is the number of arcs that are finally fully booked, which is usually 

not more than 10% of the number of arcs. 

The drawback of using this simulation as a passenger flow model is the computing 

time. For large networks, it took up to 5 days (depending on the network and the 

load factor) to make 5,000 simulations on a computer that ran our model in 3 to 7 

seconds. 
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4.3 The Model 

4.3.1 Overview 

The model aims at providing a good approximate solution to the passenger flow 

problem stated above. 

Time discretization. We split the time interval [0,1], during which the booking 

process unfolds, into smaller time slices [tk,tk+i], (k = 0 , . . . , K), with t0 — 0 and 

tx+i = 1. Typically, the first time slices can be larger than the last ones, because 

much of the spilling activity occurs at the end of the booking process. 

We want the booking request rate coming from the demand for each itinerary to 

be constant on each time slice, so the set {t0,... tx} must contain all discontinuity 

points of the functions h, (i G J ) . 

For each time slice, sequentially, we compute good estimates of the expected number 

of passengers accepted on each itinerary (and of several other quantities). 

The time discretization allows the model to take account of what is by nature tem

poral in the booking process; that is, 

1. the nonconstant distribution in time of the booking requests coming from the 

demand (through the functions 6j, (i G X)); 

2. the effect of the order in which itineraries are closed on spill and recapture. 

For a particular time slice, we compute the value of various quantities associated with 

itineraries and arcs (number of new booking requests, of new passengers, of spilled 
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passengers, etc.) by solving a nonlinear system of equations. 

A system of equations. The system is described in detail below, in subsections 

4.3.2 and 4.3.3. 

For now, let us say that its generic equation is based on the following simple observa

tion: each booking request for an itinerary i either comes from the demand for i, or 

from a closed itinerary j that spills on i. Hence, if we let r̂  be the expected number 

of booking requests for i between time t and t + At, and spj be the expected number 

of unsuccessful booking requests for i during the same period of time, we have 

Ti = {di • bi(t))At + J2 Ai,;spj, (4.1) 

according to the synthetic booking process description (recall that rfj is the expec

tation of the demand for i). Now, if sp,, is expressed as a function of the variables 

rj, (i € X), we obtain a system of |X| equations and |X| unknowns. This approach is 

inspired by the equilibrium passenger flow model in Soumis (1978) and Soumis and 

Nagurney (1993). 

It would be neither convenient nor instructive to write down the actual system of 

equations. Rather, we will split it into several equalities involving variables whose 

names indicate which expected quantity they are meant to be estimates of. That is 

the subject of the two next subsections. 

4.3.2 Variables and equalities related to the itineraries 

Below is a list of the model's variables that are attached to the itineraries. No

tice that when we write, for example, that if is the number of booking requests 
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for itinerary i during [tk,tk+i], what we really mean is that it is the model's esti

mate of the expected number of booking requests for itinerary i during that period. 

rf: number of booking requests for itinerary i over [tk,tk+i\; 

totalr!-: total number of booking requests for itinerary i up to time tk; 

spf: number of unsuccessful requests for itinerary i over [tk,tk+i\; 

passf: number of successful requests for itinerary i over [tk,tk+i\; 

Pi: probability that itinerary i is closed over [tk, tk+i]. 

Let us now describe how these quantities are tied to one another. 

Firstly, 
fc-i 

fotaZr? = £ r j ( i e l ) . 
/=o 

Now, from equation (4.1), we have 

rf = dibi{tk) • (tk+1 - *fc) + X ) A ^ ' s p ? (* G J ) - (42) 
jex 

The actual probability that an itinerary i is closed varies over time. In our model, 

we assume that it is constant over the time interval [tk,tk+i], and denote it p-\ We 

have 

sp* = r*-p* ( i G l ) , (4.3) 

and 

pass? = r? • (1 - p?) (iel). (4.4) 

Combining equations (4.2) and (4.3), we obtain 

if = dA(tk) • (tk+1 -tk) + J2 Krf • P* (* e J). (4.5) 
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This would be the generic equation of our system of equations if the variables p^ 

were fixed. Each variable p^, however, is tied to corresponding variables on arcs, 

which are described in the next subsection. 

4.3.3 Variables and equalities related to the arcs 

For further reference, here is the list of variables related to arcs. 

R^: number of booking requests for arc a over [tfc,£fc+i]; 

SP„: number of unsuccessful booking requests for arc a over [tk,tk+i\; 

totalU^: total number of booking requests for arc a up to time tk\ 

totalSPa: total number of unsuccessful requests for arc a up to time £&; 

Vark
a: the variance of the total number of requests for arc a at time t^; 

P^: probability that arc a is closed over [tk,tk+i\. 

According to the synthetic booking process hypotheses, an itinerary is closed if and 

only if at least one of its arcs is fully booked, so we set 

P* = 1 - ( II(1 - P")) (» e J)-
\aei / 

(4.6) 

According to our working hypotheses, the events "arc a is closed at time £," for arcs 

a G i, are dependent, since increased flow on any arc of an itinerary implies increased 

flows on all arcs of that itinerary, but this dependency is only caused by itineraries 

using more than one arc of i. This corresponds to a small part of the non local traffic 

on arcs a € i, which itself is small compared to local traffic. Hence, equation (4.6), 

which causes no problem for single-leg itineraries, is fairly reasonable for multi-leg 

itineraries. 
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The value of P„ is a function of SP^ and R^ (equation (4.11)); we will first see how 

these variables are related to the others. 

Let us first consider R£, the number of requests on arc a during [ifc, tfe+i]- What comes 

first to mind is to set it equal to Yli-aei ri- This, however, has proven to work badly. 

The following example illustrates why. Consider a two-arc itinerary i with arcs a and 

a', with a being, on average, 10 times more likely to be full than a'. Unsuccessful 

bookings requests for i are much more likely to be due to a being closed than a' being 

closed, and in a sense, a' "does not see" these unsuccessful booking requests. Hence, 

in the computation of the number R„, the contribution of the unsuccessful requests 

for i should be weighted, in order to reflect that phenomenon. 

We propose to think of a booking request on an arc a as either (1) a successful 

booking request on an itinerary using a or (2) an unsuccessful booking request on 

an itinerary using a, that we attribute to a. Moreover, we want this attribution of 

the spf unsuccessful booking requests on itinerary i to be such that no unsuccessful 

request is counted twice. 

Consider a two-arc itinerary i consisting of arcs a and a'. We attribute the unsuc

cessful booking requests on i in proportion to the numbers 

pfepfc 

P£(I-P£0 + - ^ ^d 

Pa'U-Pa) + -%-* 

to a and a' respectively. That is, when only one arc is closed, it is fully responsible, 

and when both arcs are closed, the responsibility is evenly split. We let afa and 

ak
ia, be the numbers that add up to 1 and that are proportional to those above. For 

itineraries consisting of more than two arcs, these weights are computed in a similar 

fashion. For single-arc itineraries, they are set to 1. 
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Our equality linking R„ to the other variables is then 

We have seen how R* is computed; let us now consider SP^. We compute it indirectly. 

It is more convenient to compute totalSP^+l, the total spill of arc a at time tk+i, 

and set 

SP^ = totalSPk
a
+l - totalSPk

a. (4.8) 

The computation of the spill must take into account the stochastic nature of the 

number of requests. Let Xk+l be the random variable "total number of booking 

requests on arc a at time tk+i-" This variable is not normally distributed, but we 

assume, in the current model, that it follows a normal law. 

This choice is justified by the fact that the large majority of requests are originating 

from the demand for itineraries using a, which follow normal laws truncated at 0; 

their sum is approximately normal with negligible truncation at 0. The other kind of 

requests are the recaptured ones. The number of recaptured requests is not normally 

distributed, but since recaptured requests originate from several itineraries, it is the 

sum of several random variables, and its distribution tends to be normal-like. 

Our model's estimation for the expectation of Xk+l is totalU1^1, and for its variance, 

we use 

Vark
a
+1 = ]T(£o£aZrf+1 • cvif. (4.9) 

i:a& 

Implicitly, this last equation assumes independence between requests on different 

itineraries, and assumes that the number of requests for any itinerary i has the same 

coefficient of variation as the original demand for i. 
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Pfc = ( 
*• a » 

We obtain totalSP^+1 as the expectation of the number of requests on a, at time 

tjfc+i, in excess of its capacity, that is, 

/"OO 

totalSPk
a
+1 = / (x-capa)fxk+i(x)dx, (4.10) 

where fxk+i is the density function of X*+1. Then, we let SP* = fota/SP^+1 -

totalSPk
a. 

Finally, the probability P^ that arc a is full during [tfc f̂c+i] is set to be the ratio of 

the spill of a to its number of requests during that time interval: 

' 0 si R* = 0, 

0 si ^ < 0, 

1 si # > 1, ( 4 U ) 

"-a 

autrement. 

Notice that in practice, in the running of an algorithm that seeks an approximate 

fixed-point of our system by iteratively assigning to P^ its value as a function of 

the values of SP„ and R„ at the previous iteration, SP^/R^ will almost always lie 

in [0,1], but none of the cases in equation (4.11) is impossible. This completes the 

exposition of our system of equations. 

4.3.4 List of the equations 

To give the reader a better view of the whole system, here is a list of the equations. 

We have combined some of them to make the ensemble more compact. For alH € X 
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and a E A, 

if = dibiitk) • (tfc+i - tk) + J ^ A i j r J - p ) , 

\a£i J 

is J 

gpfc 
P^ = ^rjf, (except in some extreme cases) 

K = Sr}-(l-p!)+<r!.p! 
i:a6t 

/•oo 

SPa = / (x -capa)fxk+i(x)dx - totalSPai 
J cap a 

where 

. „ * afa is the responsibility coefficient described before equation (4.7), 

X%+1 is a normal random variable of expectation totalKk
a
+l = YA=Q ^4 an(^ °f 

variance I] i :a€i(iota/rf+1 • c^)2, 

totaJSP^ = f™pa(x - capa)fXk{x)dx. 

4.3.5 Resolution and implementation 

We use a simple iterative fixed-point method to find approximate solutions to equa

tions (4.2) to (4.11). 

The algorithm treats time slices sequentially. For time slice [tk,tk+i], variables if 

are initialized to dibi(tk) • (tk+i — tk), the original demand for i for that time slice. 

Variables P^ are initialized to the value reached by P „ - 1 after convergence (variables 

P° are initialized to 0). Remaining variables related to the interval are set to 0. 
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Then, variables' values are computed according to the equations of the previous 

section, in the following order (for all itineraries i, and all arcs a): 

1. R*; 

2. Vark
a

+l; 

3. SP*; 

4. P*; 

5. pk and ak
a, 

6. sp^ and passf; 

7. vk. 

This is repeated until a stopping criterion is met that is specified by a desired degree of 

stability of the variables. In our implementation, for example, we made the iterative 

process stop when the quantity Yli&i\rki ~ v>t~l\ w a s le s s than one thousandth of 

the total demand for the time interval. It is an attractive criterion since this value 

decreases, from one iteration to the next, in a roughly geometric way. In our tests 

the number of iterations needed to meet it rarely exceeded 15. 

To test the robustness of our algorithm, we ran it several thousand times over different 

networks. We randomly perturbed the networks' data and modified the stopping 

criterion. It always stopped. 

When we imposed very stringent stopping criteria like ^ i e J | i f — vk~l\ < 0.0001, 

the value of Yliei \ri — r'i~1\ actually reached 0 for each time slice [ifc^+i], within 

about 50 iterations. In other words, the algorithm actually found a fixed point. 

This is because of the necessary discretization of the functions related to the normal 

distribution. We used a table for the cumulative distribution function of a iV(0,1), 

and one for J°° xf(x)dx, where / is the density function of a N(0,1); both have 

10,000 entries. 
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4.3.6 Existence of a solution to the system of equations 

We do not have a proof that the algorithm of the previous section converges. In this 

section we prove that there exists a solution to our system of equations. At the end 

of the section, we will be better able to explain why, in practice, the algorithm does 

Let us write n = \T\ and m = \A\. Consider any time slice [tk, tk+i], and let d e R™ 

be the vector whose component dj is the total original demand for i during [tk, tk+i], 

that is, 

dj = dj • bi(tk) • (tk+i ~ tk)-

Now, let e > 0 be a small real number. We write E + + to denote the set of positive 

real numbers. Define 

X = JJ[e,+oo) CEn
+ + , and 

Y = fl[e,l]C l?+. 
aeA 

In what follows, rt, the component i of the vector r € En , will play the role of rf, and 

P a , the component a of the vector P £ Mm, will play the role of the probability P^ of 

the previous section. The vectors f and P will be the vectors whose components are, 

respectively, the new number of requests and the new probabilities obtained from r 

and P by the equations of the previous section. 

For alH G 1, a £ i, let aj>a : Y -^ [0,1] be the function that returns the responsibility 

weight described before the equation (4.7), with the entry P a of P E Y playing the 

role of P*. That is, aj>a(P) = 1 if i has a single arc a, and 

P a ( l - Pa,) + ^ 
a«,o(P) = 

P 0 ( l - P a O + P a ' ( l - P « ) + P a ' P a 
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if i consists of arcs a and a' only. The reader can easily write down the expressions 

for aita when i has three or more arcs, and can verify that all these functions are 

continuous over Y. 

For any (r, P ) e l x Y, consider the following mappings : 

1. R : X x Y —> R++, the new number of arc requests, whose ath component is 

i?a(r, P) = J > ( l[(l - Pa) + a;,a(P). h - JJ(l _ Pa) J j , 

(a G .4.). One may recognize that i?a(r, P) depends on r and P in the same 

way that R̂ * depends on rk and Pfc. R is continuous. 

2. Var : X ->• R++, 

Vara(r) = ^ ( r * • c^)2, (a G .4) 

where the cvi: (i € I) are constant. This is a continuous mapping. 

3. P:XxY->Y, 

(JTP a(x ~ caPa)fx(x)dxJ - totalSP0 

P a(r , P) = min < 1, max < e, 
Ra(r,P) 

(a G A), where totalSPa and capa are constants, X is a normal 

N (totalHa + Ra(r,P),Vara(r)), and totalHa is a constant. One may verify 

that P is continuous. 

4. r:XxY^X, 

r~ (r, P) = max I e, d, + ] T Ayr,- f 1 - ]^[(1 - Pa(r, P)) ) I , 
I jel \ aej ) ) 

(i G I), where the Ay are the spill coefficients described earlier, f is a contin

uous mapping. 
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Now, let A be the n x n matrix with (A)jj = Ay. Recall that there exists p G (0,1) 

such that, for all j G I , ^2iei \ i — P- Moreover, the Ay are nonnegative. Hence, 

the maximum absolute column sum norm of A is smaller than 1, and so is its spectral 

norm, that is, ||A|| < 1. 

Let P(r, P) be the diagonal nxn matrix with (P(r, P))u = 1 - rLei(l ~~ Pa(r, P)). 

If we denote by max{u, v} the vector whose ith. component is max{uj, v,}, then 

f (r, P) = max{el„, d + AP(r, P) r} , 

where ln is the all-one vector in W1. 

Let d* = max{eln, d}, and define Z as 

Z = {r G Rn\eln < r and llrll < " „" „}. 
1 - ||A|| 

We claim that the following continuous mapping 

F : Z xY -»• R n x r 

(r ,P) ~ ( f ( r ,P) ,P( r ,P) ) 

maps Z xY into itself. 

Pick (r ,P) G Z x Y. By construction, P ( r , P ) G Y. Also, 

| |f(r,P)| | < ||d*|| + | |A| | - | |P(r ,P) | | - | | r | | 

< | |d1 | + (||A|| • 1 • ^ L ) 
_ lld'H 
~ 1-IIAH' 

which is a first condition f must satisfy to belong to Z. The second condition is 

f (r, P) > eln , and that is satisfied by construction of f. Hence, F(Z xY) C [Z x Y). 

This set is homeomorphic to a closed ball in Rn+m , so by Brouwer's fixed-point 

theorem, F has a fixed point. 
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The utility of e. In the preceding proof, we have imposed the conditions r* > e 

and P a > e for some e > 0 to make P a continuous function, but we have not found 

it necessary to do that in our resolution algorithm. In fact, these conditions are 

de facto satisfied after a certain number of iterations. For any time interval, every 

itinerary i of lower class has a nonzero pj at the second iteration, which makes it 

spill onto other itineraries. If all itineraries have a nonzero proportion of their spill 

that is destined to the corresponding itinerary of higher class, all arcs have a positive 

probability of being closed after several iterations, and each rj is positive. 

Convergence of the algorithm in practice. We can now describe what our res

olution algorithm essentially does more synthetically. For a fixed time slice [tk,tk+i], 

let r̂™) be the booking requests vector it computes at iteration n. Let P^ be the 

diagonal n x n matrix containing the probabilities that each itinerary be closed, as 

computed by the algorithm at iteration n, as a function of r^n_1^ and p(n _ 1) . Notice 

that ||P(n)|| < 1 for all n. We have 

r(n+l) _ fi _|_ ^ p ( n + l ) r ( n ) _ 

Consequently, 

| | r(n+l) _ r(n) | | _ \\J^p{n+l)r(n) _ j^p(n)r(n-l)U 

< IAll • ||p(n+1Mn) — p(n)r(n-1)| | . 

Given the nice behavior of the P ^ s and the fact that ||A|| < 1, it is not surprising 

that, in practice, we see the quantity ||r^re+^ — r ^ | | decreasing roughly geometrically 

as n increases. Over all our tests with unperturbed spill coefficients (see the next 

section), we have seen no violation of the inequality 

| | r(n+l) _ r(n) | | < 0 _ 7 5 . ||r(n) _ r(n-l) | |_ 
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4.4 Results 

In this section we analyze the performance of our model on two large networks. 

They have been constructed using data from Air Canada. Spill coefficients and time 

distribution functions 6j of the demand do not come from real life data. We assert 

that this does not affect the validity of our experiment, since its point is to measure 

the accuracy of our model by comparing its passenger flow estimation with that of 

our simulation, run on exactly the same network, with the same spill coefficients and 

the same functions 6j. 

4.4.1 Input description 

Networks. Network 1 is made from a part of the Air Canada forecast weekly 

network for summer 2005. It has 29,715 itineraries and 14,731 arcs (in the sense of 

section 4.2). Its arcs have on average 24.1% of their initial demand that comes from 

multi-arc itineraries. Its average spill coefficient is 0.125, and the average over all its 

itineraries i of Yljei^jj 1S 0.627. 

Network 2 is made from a part of an Air Canada weekly network of 2002. It has 

23,948 itineraries and 5,180 arcs. Its arcs have on average 42.0% of their initial 

demand that comes from multi-arc itineraries. Its average spill coefficient is 0.077, 

and the average over all its itineraries i of Yljei ^jj ^s 0.697. 

We used Air Canada forecasts for the average demands dj. We used three aggregated 

fare classes, say A, B and C, with C being the lowest one. Coefficients of variation cvi 

of the demand for itinerary i have been set to 0.3 when di > 5 and to 0.5 otherwise. 

The functions &j controlling the time distribution of booking requests are one-step 

functions. For itineraries in class C, the booking request rate from the demand is 
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constant over [0,1]. For itineraries in classes B and A, requests from the demand 

are assumed to start at time 0.7 and 0.85 respectively, and then arrive at a constant 

rate. We have computed spill coefficients Ajj that take into account the departure 

and arrival times of i and j , their number of legs, and their classes. Y2jei^j,i ^ 0-75 

for any itinerary i. 

Algorithm. The time discretization used was 0, 0.3, 0.55, 0.7, 0.75, 0.8, 0.85, 0.9, 

0.95, 1. Our stopping criterion for the iterative process described in section 4.3.5 was 

that the difference, from one iteration to the next, in the total number of booking 

requests be smaller than one thousandth of the total demand for the time interval. 

Simulation. For each test, we have made 5,000 simulations of the synthetic booking 

process (the simulation is described at the end of section 4.2). 

Computation time. It took our algorithm between 3 seconds and 7 seconds to 

terminate, depending on the test. For all tests and all time intervals, the stopping 

criterion has been met in at most 16 iterations. The simulation algorithm, more 

sensitive to increased demand, took between 7 hours and 5 days. 

4.4.2 Analysis 

We have made two series of tests for each of our networks: one in which the demand 

is incrementally modified, one in which the spill coefficients are modified, for a fixed 

demand. 

For a given test, let passfm and pass™od be the expected number of passengers 

on itinerary i, as estimated by the simulation and the model, respectively. In the 

following table, the signed error is 

[YsVass™* ~ passfA / J^passf"1, 
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and the average deviation is 

(j2 \p^rd - pass?m\) i E ^ < m 

In the column titled Spill demand, we give the proportion of the initial demand 

that was spilled, according to the simulation (regardless of whether the passengers 

were lost or recaptured). The column titled (Spilled requests)/demand contains the 

total number of unsuccessful requests divided by the total demand, according to the 

simulation. 

Table 4.1: Effect of demand variation, network 1. 

Demand Demand/ Load Signed error Average Spilled (Sp. req.)/ 

factor 

0.80 
0.90 
0.95 
1.00 
1.05 
1.10 
1.15 
1.20 
1.25 
1.30 
1.35 
1.40 

capacity 

56.7 
63.8 
67.3 
71.6 
75.1 
78.0 
81.5 
85.1 
88.6 
92.2 
95.7 
99.3 

factor 

55.7 
61.9 
64.8 
68.2 
70.8 
72.8 
75.2 
77.4 
79.4 
81.3 
82.9 
84.5 

overall 

0.008 
0.008 
0.007 
0.002 
-0 .02 
-0 .02 
-0 .03 
-0 .05 
-0 .08 
- 0 . 1 1 
-0 .16 
-0 .20 

1-arc it. 

0.05 
0.07 
0.08 
0.09 
0.09 
0.10 
0.10 
0.10 
0.09 
0.07 
0.03 

0.006 

2-arc it. 

-0.24 
-0.40 
-0.49 
-0.60 
-0.68 
-0.84 
-1.00 
-1.13 
-1.30 
-1.45 
-1.54 
-1.74 

deviation 

0.49 
0.53 
0.57 
0.61 
0.66 
0.71 
0.76 
0.81 
0.86 
0.91 
0.97 
1.03 

demand 

3.2 
5.1 
6.3 
7.8 
9.2 

10.4 
12.0 
13.6 
15.3 
17.0 
18.7 
20.5 

demand 

4.4 
7.3 
9.1 

11.5 
13.8 
15.8 
18.4 
21.3 
24.3 
27.4 
30.7 
34.0 

Note. Model passenger flow compared to simulation passenger flow. All figures in %, except for 
the first column. 

Bearing in mind that the goal is to estimate the expected revenue associated with 

the network, the most important statistic regarding the accuracy of the model is 

the signed error, and the values in Tables 4.1 and 4.2 indicate that the model is 

remarkably accurate. 

The two last columns in Tables 4.1 and 4.2 indicate that there was in fact some 

important spilling activity in the booking processes associated with the networks. 
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Table 4.2: Effect of demand variation, network 2. 

Demand Demand/ Load Signed error Average Spilled (Sp. req.)/ 

factor 

0.73 
0.80 
0.87 
0.93 
1.00 
1.07 
1.13 
1.20 
1.27 

capacity 

60.1 
65.6 
71.1 
76.5 
82.0 
87.5 
92.9 
98.4 

103.9 

factor 

59.2 
64.0 
68.4 
72.2 
75.8 
79.0 
81.7 
84.2 
86.4 

overall 

0.04 
0.08 
0.09 
0.07 
0.01 

-0 .07 
-0 .16 
-0 .27 
-0 .39 

1-arc it. 

0.06 
0.10 
0.14 
0.13 
0.09 
0.02 

-0.07 
-0.17 
-0.28 

2-arc it. 

-0 .01 
-0.01 
-0.04 
-0.12 
-0.23 
-0.33 
-0.44 
-0.60 
-0.77 

deviation 

0.42 
0.48 
0.55 
0.61 
0.67 
0.75 
0.85 
0.95 
1.07 

demand 

2.3 
3.8 
5.6 
7.8 

10.1 
12.6 
15.2 
17.8 
20.3 

demand 

3.5 
5.6 
8.7 

12.4 
16.8 
21.4 
26.4 
31.5 
36.7 

Note. Model passenger flow compared to simulation passenger flow. All figures in %, except for 
the first column. 

Notice also that the simulation results, being averages of 5,000 simulations for each 

network, are imperfect. The average initial demands generated in the simulations 

consistently show an average deviation of about 0.36% when compared to the ex

pected values di. It is reasonable to infer that the simulation's passenger estimations 

similarly differ from the actual expected passenger flows, according to the synthetic 

booking process. Hence, a non negligible part of the average deviations is caused by 

the imperfection of the simulation's results. 

Tables 4.3 and 4.4 show the results of tests made to exhibit the effect of the magnitude 

of the spill coefficients on the accuracy of the model. For each test, the original spill 

coefficients have been multiplied by the number in the column Spill factor. 

All four series of tests show that the model overestimates the number of passengers on 

one-arc itineraries and underestimates it on two-arc itineraries. This is particularly 

clear when spill coefficients are small. We believe that one major cause for the 

underestimation of passengers on two-arc itineraries is the equation (4.6), which 

overestimates their probability of being closed by assuming independence of events 
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Table 4.3: Effect of spill variation, network 1. 

Spill Load Signed error Average Spilled (Sp. req.)/ 

factor factor overall 1-arc it. 2-arc it. deviation demand demand 

73.6 
73.3 
72.8 
72.5 
72.1 
71.5 
71.0 
70.5 
70.1 

0.19 
0.07 

-0 .02 
-0 .07 
-0 .12 
-0 .15 
-0 .13 
-0 .09 
-0 .03 

0.26 
0.17 
0.10 
0.07 
0.04 
0.04 
0.08 
0.15 
0.23 

-0.32 
-0.60 
-0.84 
-1.02 
-1.20 
-1.44 
-1.62 
-1.74 
-1.82 

1.01 
0.80 
0.71 
0.69 
0.67 
0.65 
0.65 
0.69 
0.84 

10.7 
10.6 
10.4 
10.3 
10.1 
9.9 
9.7 
9.4 
9.2 

18.4 
17.0 
15.8 
14.7 
13.7 
12.2 
11.0 
10.0 
9.2 

Note. Model passenger flow compared to simulation passenger flow, network 1, 
demand factor 1.1. All figures in %, except for the first column. 

that are not independent. 

The underestimation of passengers on two-arc itineraries entails an underestimation 

of arc requests, which lowers the probabilities Pjj, by lowering both the expectation 

and the variance of the random variables X%+1 used to compute them. That is 

consistent with the model's overestimation of passengers on one-arc itineraries. There 

is more to it than that, however, as a close examination of the trends of those two 

biases, in the lower parts of Tables 4.3 and 4.4 shows. 

In the upper parts of these tables, we see the model's signed error increasing as the 

spill factor increases from 0.6 to 1.2. We attribute this phenomenon to the equilibrium 

equation for booking requests, equation (4.2). Recall that, in our synthetic booking 

process as well as in the simulation, unsuccessful requests do not spill more than three 

times, nor do they rebound to the original itinerary when the alternative is closed. 

The model ignores this. We therefore expect it to overestimate the passenger flow 

when there is a sizable spilling activity, and when spill coefficients are high enough 

that the spill of second and higher orders becomes significant. For both networks, 
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Table 4.4: Effect of spill variation, network 2. 

Spill 

factor 

1.2 
1.1 
1.0 
0.9 
0.8 
0.6 
0.4 
0.2 
0 

Load 

factor 

76.5 
76.1 
75.8 
75.5 
75.2 
74.8 
74.4 
74.1 
73.7 

overall 

0.15 
0.07 
0.01 

-0 .03 
-0 .06 
-0 .10 
-0 .10 
-0 .07 
-0 .03 

Signed error 

1-arc it. 

0.11 
0.10 
0.09 
0.09 
0.10 
0.13 
0.17 
0.23 
0.29 

2-arc it. 

0.26 
-0.02 
-0.23 
-0 .41 
-0.55 
-0.76 
-0.90 
-0.97 
-1 .01 

Average 

deviation 

0.83 
0.73 
0.67 
0.61 
0.59 
0.59 
0.61 
0.64 
0.81 

Spilled 

demand 

10.4 
10.2 
10.1 
10.0 
9.8 
9.6 
9.3 
9.1 
8.8 

(Sp. req.)/ 

demand 

19.8 
18.1 
16.8 
15.5 
14.4 
12.5 
11.0 
9.8 
8.8 

Note. Model passenger flow compared to simulation passenger flow, network 2, 
demand factor 1.0. All figures in %, except for the first column. 

when the spill factor is 1.2, some itineraries i are such that X ĵexA?,* — 0.9. The 

average of YLjei^it ls 0-752 for Network 1 and 0.836 for Network 2. 

It may be argued, however, that it is the simulation that underestimates the recapture 

in high spill conditions. After all, the main reason why we limited the number 

of simulation recapturing waves at three instead of four or more was to keep its 

computing time reasonable. 

Let us return to the first two series of tests, with constant spill coefficients and varying 

demand. For both networks, the signed error, while staying in the ±0.1% range for 

load factors below 80%, becomes markedly more negative for very high demands. 

The explanation we advance for this is quite simple: if an arc is expected to be 

almost full, the model cannot get it very wrong, and certainly cannot overestimate 

its passenger flow by much. Because the model's expected flow respects the network's 

capacity constraints, some of its overestimations are censored. In a normally loaded 

network, overestimations roughly balance underestimations (see Figures 4.1 and 4.2 

below, showing data from the test made on network 1, with demand multiplied by 
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1.25). When, however, the initial demand for arcs is on average close to 100% of their 

capacity, as is the case for the higher demand tests on each network, this censoring 

effect is quite perceptible. 
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Figure 4.1: Difference between model and simulation. 
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4.5 Further discussion 

4.5.1 Demand distribution 

In the description of the problem (section 4.2), the demand distribution for itineraries 

are required to be normal. It is, however, possible to do without this requirement. 

Equation (4.10), determining the model's estimation of the expected spill attributed 

to an arc, is the only one relying on the properties of the normal law. Hence, even 

if demands for itineraries are assumed to follow laws other than the normal, if one 

deems the normal law appropriate to model the distribution of requests on arcs, 

(because requests on arcs are the aggregation of requests on several itineraries), then 

one can use the model as it is. 

Moreover, one is free to model the distribution of requests on arcs according to the 

laws followed by the demands for itineraries using them, by simulating beforehand 

the densities of the sum of several such random variables, or to use analytic approxi

mation, as it is done in Thorn (1968) for gamma distributions, in the context of rain 

precipitation. 

4.5.2 Revenue management 

Reservation level revenue management strategy could be modeled within our frame

work. Suppose, for example, that arc a is physically suited to accommodate fare 

classes A and B, and that a number res A < capa is reserved for fare class A. Con

sider an itinerary i of class B using arc a, whose probability of being closed during 

the period [tk,tk+i] is pf = 1 — (noei(^ ~~ ^*o)) m o u r m°del, without revenue man

agement. Arc a may cause itinerary i to be closed because: 
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1. the number of arc requests of class B on arc a is greater than capa — res A, 

2. the number of arc requests of class B on arc a is less than capa — res A, but the 

total number of arc requests on a is greater than capa. 

The probability Pa '^es of the first event occurring can be estimated the same way P£ 

is, provided that one carries the required new variables "number of requests of class 

B on arc a," (a £ A). The probability of the second event occurring is estimated by 

(1 - KT) • PS- Writing 

pfc _ ryk.res . /-. _ -pfc,res\ -pk 
ra.i — ra,B i~ V1 ra,B r r o ' 

we use pf — 1 — (rLei(l ~ Pa,i)) a s t n e estimation of the probability that i is closed 

during the period [£&, ifc+i]- Several nested reservation levels can be handled similarly. 

Notice that no hypothesis on the order in which the booking requests for the various 

fare classes occur is necessary. 

4.5.3 Applications 

Our model, like any other passenger flow model, can be used for fleet assignment rev

enue estimation and various scenario analyzes involving modification of the demand 

or perturbations in the network. 

One obvious motivation for the conception of a computationally simple and struc

turally sound passenger flow model is its integration to a fleet assignment model, with 

the aim of improving its revenue estimation (see Barnhart et al. (2002); Kniker (1998) 

and Jacobs et al. (1999); Smith (2004)). We believe that our model is promising in 

this regard. 
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It would be interesting to see, for example, if the model could be efficiently used to 

recompute costs assigned to each fleet type on each leg, within an iterative algorithm 

that alternately solves a FAP and recomputes its objective function. At first sight, 

this would require several thousand calls of our resolution algorithm (one for each 

possible fleet type for each leg), but one could surely take advantage of the fact that 

the perturbation of one leg only does not greatly affect the passenger flow on the 

entire network. 

One may also try to use our model directly in a branch and bound resolution algo

rithm for the FAP, readjusting the objective function as new sets of FAP variables 

are fixed. 

4.5.4 Simulation and reality 

We have measured our model against a simulation based on the synthetic booking 

process hypotheses listed in section 4.2. Our results should not be taken out of this 

context. Evaluating the performance of our model in the real world would effectively 

amount to evaluating the quality of forecasts and the correspondence of the synthetic 

booking process hypotheses with reality. These hypotheses, although reasonable, 

could surely be improved and made more consistent with actual customer behavior. 

4.6 Conclusion 

We have presented a model whose objective is to find, for middle- and long-term 

planning purposes, approximation for expected passenger flow under the hypotheses 

listed in section 4.2. These are, essentially, that we have: 

1. forecasts of the demand distributions for the airline network's itineraries; 
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2. forecasts for the time distribution of the booking requests for these itineraries; 

3. estimates of the proportion of customers who will settle for some given itinerary 

when their preferred itinerary happens to be unavailable. 

Our model provides passenger flow estimations for a weekly network that differ from 

those of a simulation by about 0.1% on a normally loaded network, in a computation 

time of less than 10 seconds on a computer that requires about 3 days to run 5,000 

simulations. 

Clearly, the uncertainty in the forecast data enumerated above is much larger than 

0.1%. It seems to us, however, that none of the three points above can be ignored 

by whoever tackles the problem of passenger flow forecasting. Hence, we present our 

model as an efficient tool for planning and demand scenario analysis, a tool that can 

only be as good as the input it receives. 
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ABSTRACT 

Most Fleet Assignment Problem (FAP) formulations use a leg-based estimation of 

revenue loss to derive the passenger revenue component of their objective function. 

This neglects the leg interdependency of revenues, caused by multileg itineraries. We 

tackle this problem by modifying the objective function using information provided 

by a passenger flow model devised by two of the authors. It models spill and recapture 

between itineraries, accounts for the leg interdependency of revenues and does not 

control passenger flow to the airline company's advantage. We iteratively improve the 

FAP's objective function by alternately generating fleet assignments and analyzing 

them with a modified version of the passenger flow model. We have tested this process 

on a large-scale network made up of Air Canada data with various demand levels and 

distributions. Most of the profit improvement occurs in the first few iterations, and 

the objective function adjustment takes on average less than half the FAP resolution 

time. 
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5.1 Introduction 

The Fleet Assignment Problem (FAP) in air transportation consists in assigning fleet 

types to flights of a given flying schedule while respecting feasibility constraints and 

maximizing expected profit. 

Expected operational costs can be quite accurately expressed as a linear function of 

the FAP decision variables. The same cannot be said of expected revenues. Future 

revenues depend mainly on future travel demand. A particular fleet assignment (FA) 

then affects revenues through capacity limitations. Hence, when one expresses the 

expected profit as a linear function of the FAP decision variables, it is implicit that it 

is based on demand forecasts and that this linear function is only an approximation, 

a tool whose efficiency is to be judged on the profitability of the FAs found by the 

FAP solver. 

Standard FAP formulations use a leg-based estimation of revenues (see subsection 

5.2.2) that ignores both the dependence between passenger flows on flight legs that 

share multileg itineraries (network effects) and the recapture. Several researchers 

have proposed strategies to make up for these shortcomings. In Jacobs et al. (1999) 

(see Smith (2004) for a more detailed exposition), Benders decomposition is used 

to integrate the FAP with an origin-destination revenue management model. The 

upper bound on revenue in the relaxed master problem, a piecewise linear, concave 

function, is gradually improved until it is in acceptable agreement with the revenue 

evaluation of the revenue management model. The FAP then is solved as a mixed 

integer program. Simulated annealing is used in Kliewer (2000) to integrate a fleet 

assignment model with a deterministic passenger flow model. In Farkas (1995), 

network effects are accounted for in a FAP formulation through the use of passenger 

flow decision variables, assuming airline control over passenger flows. This approach 
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is pursued in Barnhart et al. (2002), where recapture is modelled as well, and where 

demand is deterministic. 

We present here an iterative improvement scheme for the linear objective function 

of a standard FAP formulation. It relies on the computation, at each iteration, of a 

post-FA revenue loss vector, defined in subsection 5.2.3. The scheme is conceptually 

simple but requires tens of thousands of calls to a flow model algorithm to generate 

the next objective function. In fact, the main work behind this paper has been to 

test numerous modifications, or localizations, of our passenger flow model to find 

a right balance between accuracy and computing speed. The solution we retain is 

described in subsection 5.3.2. We use a standard leg-based estimation of revenue 

losses to generate the first objective function, and the initial FA it yields is our basis 

of comparison for the subsequent, improved, FAs. 

Our approach is novel in that it makes the FAP objective function carry the desirable 

characteristics of the underlying passenger flow model, described by two of the au

thors in Dumas and Soumis (2008). This passenger flow model respects the stochastic 

nature of the demand and the temporality of the booking process. It models spill and 

recapture, and, importantly, it does not treat passenger flows as decision variables 

whose values are set to maximize revenues according to a mathematical program. 

5.2 General scheme 

5.2.1 Notation 

Let us first list and explain the notation we use. 

• M is an airline network, typically covering a week of service; 
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• C is the set of its flight legs; 

• Ti is the set of admissible fleet types for leg I; 

• t°° is an artificial fleet type of infinite capacity; 

• TFA C {0, l}£(e£ 1̂ 1, the set of tentative fleet assignments for A/", is the set of 

0-1 vectors X having exactly one nonzero entry X;jt for each leg / G £; 

• FA C TFA is the set of legal fleet assignments for jV. 

We work with the basic FAP formulation as a multicommodity network flow problem 

described in Hane et al. (1995). By legal FA, we mean one respecting the feasibility 

constraints: cover (exactly one fleet type must be assigned to each flight leg); plane 

count (for each fleet type, the number of airplanes to be used at any moment must 

not exceed the airline's fleet size); and balance (flow conservation in the subnetworks 

induced by each fleet type). 

If X G TFA, then X ; t = 1 means that X assigns fleet type t to leg I. We write 

X(Z) = t to mean that X^t = 1. 

Thus, we can write the FAP quite compactly as 

min £ XM(CM + LM) 
lee, teTi 

s.t. X G FA, 

where C^t is the cost of assigning type t to leg I, and L^t is the estimated loss of 

revenue caused by the assignment of type t to leg /. 

For X G TFA, we write 

X@[l,t] 

to denote the tentative fleet assignment that assigns type t to leg / and type X(/') 

to any other leg I'. 
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5.2.2 Leg-based estimation of revenue losses 

Let us subdivide each flight leg of J\f into arcs, each arc corresponding to one of 

several aggregate fare classes. For any fleet type t, each arc a has a seating capacity 

capa:t, and these add up to the seating capacity of type t. We let A be the set of arcs 

of jV and we write a ~ I to mean that a is part of leg /. 

We call itinerary a sequence of incident arcs of J\f of the same fare class. Let J be 

the set of itineraries of N" made available to customers. If i € X, we write a € i to 

mean that a is an arc of the itinerary i. 

Demands for itineraries vary from week to week and we accordingly consider them 

as random variables. Their distributions are generally modelled as normal truncated 

at zero, or gamma, for small demands (Swan, 2002). As in Dumas and Soumis 

(2008), we assume that, for all i € I, the forecast demand is provided as a truncated 

normal random variable D; of expectation rfj, with coefficient of variation 0.3 when 

d{ > 5 and 0.5 otherwise. The forecasted demand for arc a is Da = Yli-a& Di, with 

expectation da. 

The revenue loss vector L° that we want to improve upon is computed with the 

following standard leg-based estimation of spilled revenue: 

* - £ £ }* - <»v«)f°.w* £ /-• g • 9 ) ) • (») 
a:a~l \ J caP";t \i:a€i X a %J J / 

Here, duri and duri are the durations of leg / and itinerary i, respectively. fna 

is the density function of Da) so that the integral is the expectation of the excess 

demand for arc a. The internal summation is a weighted average fare of these spilled 

customers. The di/da term attributes spill to the itineraries in proportion to their 

respective expected demands. The durations quotient duri/duri weights the fare of 

multileg itineraries, in an attempt to avoid multiple counting of revenue losses. 
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5.2.3 Post-assignment revenue loss vector 

Assume that we have a tool that, given a tentative fleet assignment X, provides a 

good estimation of the expected passenger flow on M'. Let R : TFA —> R be the 

function returning the expected revenue -R(X) associated with X according to this 

tool. Then, i?(X©[7, t°°]) — R(X.®[1, t]) can reasonably be interpreted as the revenue 

loss attributable to the assignment of type t to leg I, when all the remaining legs I' 

are assigned type X(T). 

Let P(X) 6 M^i6£lT'l) the post-assignment revenue loss vector relative to X, be the 

vector whose component (l,t) is 

P(X)l>t = R{X © [I, t°°}) - R(X 0 [I, t}). (5.2) 

5.2.4 Iterative process 

We intend to use the post-assignment computation of revenue loss to iteratively 

generate revenue loss vectors that should yield more profitable fleet assignments 

than does the leg-based estimation L°. 

Let Lk be the revenue loss vector computed at the kth. iteration. Let Xfe be a near-

optimal solution to the FAP with objective function (X, (C + Lk)). 

We will see in subsection 5.4.3 why we do not directly use P(Xfc) as the next revenue 

loss vector Lh+1. We set it rather to be a convex combination of P(Xfc) and the 

preceding revenue loss vector Lk: 

Lk+l = aP(Xk) + (1 - a)Lk. (5.3) 
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5.3 Using a passenger flow model to compute post-
assignment revenue losses 

5.3.1 A review of the PFM 

Two of the authors have presented a passenger flow model (PFM) in Dumas and 

Soumis (2008). It is the tool we use to estimate the expected revenue associated 

with FAs, and it is the basis upon which we built our iterative scheme to improve 

the objective function of the FAR For these reasons, we briefly describe it. 

This PFM respects the stochastic nature of the demand, the temporality of the book

ing process, and integrates the spill and recapture phenomenon. It determines the 

expected passenger flow on each itinerary by solving a nonlinear system of equa

tions derived from the observation that the total number of booking requests for any 

itinerary is equal to the number of such requests coming from the original demand for 

this itinerary plus the number of recaptured requests. Its solution algorithm typically 

runs in a few seconds on a personal computer for a real-life scale weekly network. 

Apart form the network itself, it needs, as inputs: 

1. demand distributions Di for the itineraries; 

2. forecasts for the time distribution of the booking requests for these itineraries; 

3. spill coefficients Ajj, that is, the proportion of customers who will settle for 

itinerary i when their preferred itinerary j is unavailable, for all itineraries i, j . 

The PFM splits the booking process into time slices. For each one of them, it finds 

an approximate solution to its system of equations. Several variables are involved 
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in this computation, such as the probability of being fully booked and the expected 

number of accepted passengers, for each arc, for each itinerary. 

The accuracy of the model is measured in Dumas and Soumis (2008) with a simulation 

algorithm that uses the same inputs as the PFM does. It generates occurrences 

of the random variables Di and simulates the unfolding of a booking process in 

time according to the same passenger behavior hypotheses that the model has. By 

thus simulating numerous booking processes and taking averages, we obtain a good 

estimation of the expected passenger flow associated with a capacitated network. 

The expected passenger flow of the PFM matches that of the simulation within less 

than 0.1% for load factors between 70% and 80%, and underestimates it by up to 

0.4% when the load factor increases to 85%. We explain in subsection 5.4.4 how we 

handle the discrepancies between the revenue estimations of the PFM and those of 

the simulation. 

5.3.2 Local flow recomputat ion algori thm 

Recall that the post-FA revenue loss vector P(X) relative to X has its (I, £)-component 

equal to P(X 0 [l,t°°]) - P(X 0 [l,t]) for some revenue function R. The PFM 

does provide us with a revenue function, but using it to compute P(X) would need 

J2i£c(\Ti\ + 1) r u n s of its solution algorithm. On our test network, this takes about 

150 times longer than the average FAP resolution time on the same computer. That 

is why we designed a local PFM algorithm that computes P(X) much faster without 

sacrificing much precision. 

The local PFM for leg / and fleet type t is essentially the PFM supplied with a 

small subnetwork (Ai, Ii) of M = (A,X), one that is relevant to the computation 
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of R(X. © [I, t]). That raises a problem. No strict subnetwork of A'' is a complete, 

well-defined network. That is, if one fixes some subset of arcs Ai, then surely some 

multileg itineraries using arcs in A\ also use arcs not in it. Hence, any subnetwork 

must have some truncated itineraries, or a set of itineraries that only partly account 

for the total demand on its arcs, or both. 

We set 7/ to be 

• the set of itineraries using an arc of I, together with 

• the itineraries that can recapture spill from these. 

Ai is simply the set of all arcs used by some itinerary in /;. To illustrate this, Figure 

Spill: U—> ii, 

hb = {h,i2,is} 
Aab — {ah, ac, be} 

Figure 5.1: The neighborhood of leg I — ab and the subnetwork (Ai, I{). 
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5.1 shows the neighborhood of a leg of interest, the leg I = ab. For simplicity, arcs are 

identified with legs, as if there were only one fare class. Not all legs and itineraries 

depicted belong to the subnetwork (Ai, It). Itineraries i\ and i2 use leg / and hence 

belong to Ii. So does i3, that may recapture spill from i2. h consists of those three 

itineraries, and hence Ai = {ab, ac, be}. 

Notice that itinerary i5 contributes to the passenger flow on be and that itinerary i4 

may spill on ii, but neither are in It. Yet, their contribution cannot be ignored by 

the local PFM. To remedy that, it uses passenger flow data from an initial run of 

the full PFM on J\f with the fleet assignment X. These data include probabilities 

of being full, expected numbers of accepted and spilled passengers, for all arcs, for 

all itineraries, and for all time slices. They are integrated in the system of equations 

that the local PFM solves, but are treated as constants. The same data are used for 

each call of the local PFM: for any combination (l,t), the fleet assignments X and 

X © [I, t] yield quite similar passenger flows, especially for itineraries such as i± and 

i5 in Figure 5.1 that are much less affected by a change in the seating capacity of the 

leg I than those in /;. 

We have compared the post-assignment revenue losses provided by this local PFM 

to those found with the full PFM, for a given fleet assignment on our test network. 

It underestimated revenue losses by 1.3 %. In absolute value, its revenue losses were 

off by 7.6 %. We find this reasonably accurate, given that the computation time for 

the local PFM algorithm is roughly 400 times faster than the repeated calls to the 

full PFM algorithm. 
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5.4 Results 

5.4.1 The test network 

Our test network has 71,844 itineraries and 5,180 legs and is made from a part of the 

2002 Air Canada weekly network. It is the only large scale network for which we have 

extensive demand data as well as all the data needed to solve the FAP (fleet, fleet 

costs, time windows, etc). To make the most of it, we have perturbed the original 

demand to obtain two additional sets of expected demands for each itinerary. These 

perturbations are quite radical: each expected demand rfj has been multiplied by 

an occurrence of a uniform random variable of range [0.55,1.55], and these modified 

demands have been rescaled to make the total demand equal to the original one. The 

original set and the two artificial ones will be called demand structure I, II and III, 

respectively. The average nonzero spill coefficient Xitj is 0.077, and the average over 

all itineraries i of ^2jeT A.,-,, is 0.697. The fleet consists of 205 airplanes, distributed 

in 14 fleet types. All the FAs generated use all airplanes. 

5.4.2 A typical test 

Figure 5.2 shows the essential statistics from a typical test run. The bold curve 

depicts the profit improvement over the profit associated with the FA obtained from 

the leg-based estimation of revenue losses. As will always be the case here, these 

improvements are expressed as a percentage of the operational costs of the initial 

FA. The first few iterations yield profit improvements close to the maximum we may 

expect from the improvement scheme; that is a typical feature of our tests. 

The cross-dotted line shows the sum of the differences, in absolute value, between the 

input revenue losses and the post-assignment revenue losses, for the the fleet types 
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assigned by Xfc, 

E l4t)-p(xfc)<M)|. 
(l,t): Xk(l)=t 

over the iterations. Its sharp decrease indicates that the components of Lk ade

quately play their role of revenue loss estimators. At the last iteration, the input 

revenue losses differ from the post-assignment revenue losses by $49 on average. One 

cannot expect a much better fit between any input revenue loss vector and the post-

assignment revenue loss vector: the latter strongly depends on a near optimal fleet 

assignment associated with the former. 
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5.4.3 Influence of the coefficient a 

Recall from section 5.2.4 that our (k + l)st revenue loss vector is computed as: 

Lk+l = aP(Xk) + (1 - a)Lk. 

Figure 5.3 compares average profit improvements for different values of a. The 

average is taken over five tests with different demand factors. Small values of a 

lead to slow improvement over the iterations, and too large values of a make Lk+1 

too much dependent on the last FA found and yield suboptimal improvement. It 

would seem a good idea to use some decreasing sequence {ctfc}, but we cannot affirm 

from our various tests with nonconstant sequences of coefficients that any one is 

consistently better than a constant coefficient a between 0.25 and 0.35. From now 

on, we use a = 0.3. 
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5.4.4 Bias of the PFM 

It is observed in Dumas and Soumis (2008) that the PFM tends to underestimate 

revenues for high demands, and that this bias worsens around the 80% load factor 

threshold. To measure how this may affect the validity of the PFM profit improve

ment measurements, we have run our simulation algorithm (much slower but more 

accurate) on more than 50 FAs of 420 that we have generated in our tests. 

If the bias were constant over any given series of iterations, it would cause no prob

lem. Unfortunately, the underestimation of revenue by the PFM can change from 

one iteration to the next, and it is overoptimistic in its evaluation of additional rev

enues. For example, where the PFM may see revenues going up from $100,000,000 to 

$101,500,000 when applying some FA Y instead of X°, the simulation would rather 

credit these same FAs with revenues of $100,300,000 and $101,700,000. 

We have corrected the profit improvements shown in Tables 5.1 and 5.2 of the fol

lowing subsection for this bias. We have subtracted, from each revenue improvement 

found by the PFM, the average overestimation of additional revenue measured by 

the simulation on the sampled FAs, for the corresponding demand factors. 

5.4.5 Main results 

For each demand structure, we made 7 series of 10 iterations, each series correspond

ing to a different demand factor. Each expected demand di is multiplied by the 

demand factor and variance is adjusted according to the coefficient of variation of 

the itinerary demand. In the second column of Table 5.1 is shown the average, over 

all iterations and for the three demand structures, of the load factors resulting from 

the passenger flows found by the PFM. Typically, the load factors associated with 
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improved FAs are slightly higher than that associated with the initial FA, but rarely 

by more than one percentage point. 

Table 5.1: Improvement of profit over the initial FA. 

demand 

factor 

1.00 
1.05 
1.10 
1.15 
1.20 
1.25 
1.30 

average load 

factor (%) 

74.8 
77.3 
79.5 
81.4 
83.0 
84.2 
85.1 

best im| 

demand 1 

5 it. 

0.26 
0.36 
0.38 

0.59 
0.62 
0.77 
0.68 

10 it. 

0.31 
0.42 
0.42 
0.65 
0.67 
0.81 
0.73 

provement (% of costs) 

dema 

5 it. 

0.41 
0.43 
0.47 

0.51 
0.60 
0.89 
0.92 

nd II 

10 it. 

0.43 
0.47 
0.49 

0.57 
0.67 
0.94 
0.96 

demand III 

5 it. 10 it. 

0.34 0.40 
0.37 0.42 
0.47 0.50 

0.50 0.50 
0.56 0.60 
0.60 0.66 
0.67 0.74 

The lower the demand level, the closer the FAP is to be a cost minimization problem 

only. Predictably, higher demand levels give the process more room for improvement. 

The rows in bold font correspond to load factors close to Air Canada's 82.7% for the 

second quarter of 2007. 

Air Canada probably enjoys higher recapture rates than the industry average. On 

many domestic routes, it offers the only air transportation service, the passenger train 

network is sparse, and distance usually discards the car as an appealing alternative. 

That is not the case for most airline companies. For that reason, we made a series 

of tests without recapture. That is, we set all spill coefficients Ay to 0. The results 

are found in Table 5.2. For comparable load factors, the improvements reached when 

denying recapture are about a half of those reached when accounting for it. 
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Table 5.2: Improvement of profit over the initial FA, no recapture. 

demand 

factor 

1.00 
1.05 
1.10 
1.15 
1.20 
1.25 
1.30 

average load 

factor (%) 

72.8 
75.0 
76.9 
78.6 
80.0 

81.1 
82.3 

best im| 

demand 1 

5 it. 

0.17 
0.22 
0.23 
0.33 
0.28 
0.33 
0.32 

10 it. 

0.20 
0.22 
0.25 
0.33 
0.28 

0.33 
0.34 

provement (% of costs) 

demand II 

5 it. 

0.25 
0.27 
0.27 
0.26 
0.22 

0.41 
0.37 

10 it. 

0.26 
0.28 
0.28 
0.26 
0.31 

0.41 
0.39 

demand III 

5 it. 

0.19 
0.20 
0.29 
0.29 
0.32 

0.37 
0.31 

10 it. 

0.20 
0.21 
0.29 
0.30 
0.32 
0.37 
0.34 

5.4.6 What kind of FAs are generated? 

All FAs generated through our improvement scheme are more profitable than their 

respective initial FAs. Almost all earn more revenue, especially on multileg itinera

ries. About a half have slightly lower operating costs, and there is no clear relation 

between the demand factor and whether or not improved solutions are costlier or 

cheaper. 

To better understand how higher profits are reached, we propose to analyze a par

ticular FA, call it Y, that has almost the same operational cost as its initial FA, 

X°. While costing 0.05% less than X°, its expected revenue is 0.36% higher, and it 

increases profit by 0.50% of the operational cost. 

Y differs from X° on 989 legs, that is, 19% of them. Of those, 556 are assigned fleet 

types of larger capacity, while 433 are assigned smaller ones, and the resulting total 

seating capacity is 0.43% higher than that of X°. We have computed, for each leg /, 

the total seating capacity of all legs in A[, the leg set of the local subnetwork affected 
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by leg / (subsection 5.3.2). These are strictly higher for 60.0% of the legs. Passenger 

revenues over itinerary sets // are strictly higher for 58.6% of the legs. 

Multileg itineraries revenue accounts for 97% of the additional revenue earned by Y. 

Among the FAs we have generated, Y is not unique with such an imbalance; some 

of them even gather less revenue on single-leg itineraries. 

It is not surprising, then, that the prime cause of discrepancies between the leg-

based and the PFM-based estimation of revenue losses appears to be the accounting 

of multileg revenue losses. Let us call LY the revenue loss vector that led to Y. To 

see how differently LY and L° estimate the revenue loss imputable to the assignment 

Y, we have partitioned legs into nine groups according to the relative importance of 

multileg itineraries in their total demand (from 0% to 10%, from 10% to 20%, etc.), 

and computed the average value of LY
Yn) ~ L®YU) ^or e a c n g rouP- Figure 5.4 is clear: 

the PFM-based vector LY is more sensitive to multileg itineraries revenue loss than 

L°. 

The higher estimations of revenue loss by LY for legs with high multileg demand are, 

however, very unevenly distributed among legs. To see why, one must recall that 

the revenue loss vector is quite dependent on the FAs generated in the few preceding 

iterations. Suppose, for instance, that these FAs secure the revenue of some multileg 

itinerary i. Then, the local PFM, when treating the eventual assignment of some 

small capacity type t to a leg I using i, may attribute to it almost all the revenue 

loss from itinerary i. The opposite happens when the preceding FAs made a clear 

bottleneck of some leg / using i by assigning to it a small capacity type. In that case, 

the eventual assignments of small fleet types to other legs using i are not penalized 

as much: the leg I is deemed responsible for the loss of passengers of itinerary i. 

This shatters hopes of obtaining, quickly and easily, a better leg-based objective 

function by simply modifying its weighting of multileg itineraries revenue losses so 
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Figure 5.4: Difference of average revenue losses per leg, on assignment Y. 

that it matches, on average, the higher estimations of those obtained through the im

provement scheme. We have made numerous tests along these lines: some weightings 

yield marginally better profits, most lead to less profitable FAs. 

5.4.7 On the implementation 

To speed up the computation of the post-FA revenue vector P(Xfc), we compute the 

values jR(Xfe © [I, £]), for each leg I, in increasing order of the seating capacity of the 

fleet types. In this way, when (and if) the local PFM terminates its treatment of 

Xfc © [l,t] with leg I having a quasi null probability of being fully booked, we do 

not need to compute i?(Xfc © [/,£']) for larger types t', because these types can also 

accommodate the passenger flow accepted by the smaller type t, without spilling. In 
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our implementation, the criterion for stopping the treatment of leg I at the assignment 

of type t is that all its arcs had a probability of being full smaller than 0.0001, 

according to the local PFM. Components P(X fc)^', for larger types t', are set to 

For elegance and ease of presentation, we used an artificial fleet type of infinite 

capacity in our definition of the post-FA revenue loss vector (equation 5.2). We 

wanted it to be on the same semantic level as L°, whose component (I, t) is supposed 

to mean "loss of revenue attributable to the assignment of type t to leg I." Notice, 

however, that it is not necessary to resort to this artifice. Whichever revenue loss 

vector L is supplied to the FAP, for any given leg, only the differences between its 

components matter. The cover constraints of the FAP ensure that adding some 

constant to the components of L corresponding to leg I does not modify its optimal 

solution, although it raises its optimal value by the constant in question, multiplied 

by the number of legs in the network. Hence, one may choose any type in the 

admissible types set T} to play the role of t°° in equation (5.2). For the computation 

time tests of the next subsection, we chose the smallest admissible type for each leg, 

because the local PFM's treatment of types in increasing order of capacity requires 

them to be treated anyway. 

5.4.8 Computation time 

Table 5.3 shows the average, over twelve iterations, of the CPU times a computer 

took to solve the FAP and to readjust its objective function, for different demand 

factors, on the network with demand structure I. 

Individual FAP resolution times show a great variance: the linear program solver 

(CPLEX, in this case) often stops its branch and bound tree exploration at the very 
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first node, but sometimes needs to explore hundreds of them to meet the required 

$10,000 integrality gap. These computation times are capriciously influenced by small 

perturbations to the objective function but are not related to the network demand 

level. 

Table 5.3: Computation times, demand structure I. 

demand average CPU time (s) 

factor 

0.8 
0.9 
1.0 
1.1 
1.2 
1.3 
1.4 

FAP 

536 
410 
595 
322 
499 
313 

1124 

local PFM 

102 
135 
174 
194 
234 
252 
330 

The computation of adjusted objective functions by the local PFM is more directly 

affected by the demand level. Increasing the demand slows it down in two ways. First, 

just as the PFM, the local PFM takes longer to find an approximate solution to its 

system of equations when the demand increases. Second, the strategy of treating 

fleet types in increasing order of capacity loses efficiency as increased demand makes 

it necessary to treat more types. Despite that, running the local PFM algorithm 

takes, on average, less than half the time it takes to solve the FAP. 

5.5 Conclusion 

Our improvement scheme for the objective function of the FAP yields profit im

provements, as measured by our passenger flow model and expressed in percentage 
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of operating costs, of 0.3% to 0.9% for load factors between 75% and 85%, and of 

about 0.6% for the current load factor at Air Canada. That is in comparison with 

FAs obtained from a leg-based estimation of revenue losses. Increased revenues from 

multileg itineraries account for virtually all the additional expected revenues of the 

improved FAs. When denying recapture, more than half of the improvements are 

preserved, for comparable load factors. 

The objective function adjustment is roughly twice as fast as an average FAP resolu

tion. On the whole, about 80% of the improvement is reached in the first 3 iterations, 

and more than 95% is usually reached within 10 iterations. 

Our improvement scheme makes the linear objective function of the FAP carry in

formation concerning network effects and recapture without modifying the standard 

FAP formulation. 
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CHAPITRE 6 : MODELE DE FLOT DE 
PASSAGERS AVEC LIMITES DE CAPACITE 
SUR LES ITINERAIRES 

Toutes les grandes compagnies aeriennes pratiquent une forme ou une autre de gestion 

de l'offre (revenue management, RM). Nous voyons dans cette section qu'au prix de 

quelques modifications aux equations et d'une legere perte de precision, notre modele 

peut supporter l'imposition de limites de capacite sur les itineraries. 

6.1 Introduction 

La gestion de l'offre, en transport aerien, couvre un grand nombre de techniques de 

limitation selective de l'offre de sieges dans un but de maximisation du profit. Les 

plus etudiees, celles qui sont le plus facilement traitables mathematiquement, sont 

maintenant pratiquement inutilisees dans l'industrie. Par exemple, le systeme de RM 

a seuils statiques sur segments de vols etablit des nombres maximaux sij de pas-

sagers pouvant emprunter le segment de vol I en classe / . Le systeme statique de 

seuils imbriques est plus proche des pratiques courantes. Si < est l'ordre croissant du 

prix des billets sur les classes, les seuils imbriques sont des nombres Sij tels qu'au 

plus Sij passagers des classes / ' , avec / ' < / , sont admis sur le segment I. S'ils sont 

statiques, ces seuils sont calcules de fagon a maximiser l'esperance de profit de la 

compagnie, etant donnees les meilleures estimations disponibles des variables alea-

toires liees a la demande au moment ou ils sont fixes. En realite, les systemes de RM 

des compagnies majeures modifient leur seuils au cours du processus de reservation, 

toujours en essayant de maximiser l'esperance du profit, en tenant compte des nou-

velles informations provenant du systeme de reservation. Le lecteur interesse peut 
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consulter la revue de McGill et van Ryzin (1999) ou mieux, le livre The theory and 

practice of revenue management (Talluri et van Ryzin, 2005). 

Le RM par couple origine-destination (OD) ou par itineraire est plus recent et moins 

largement applique dans l'industrie que le RM par segment de vol. II est conceptuel-

lement mieux adapte a la nature du probleme qu'il tente de resoudre et il promet des 

gains de profit par rapport au RM par segment de vol. II est done fort probable que 

le RM par itineraire devienne un jour la norme dans l'industrie (voir Talluri et van 

Ryzin (2005), chapitre 3). C'est la raison pour laquelle nous tentons ici de l'integrer a 

notre modele de not de passagers. Comme nous sommes interesses a la planification 

a moyen et long terme, nous nous contentons d'imposer des seuils fixes. 

Considerons le probleme d'estimation de l'esperance du not de passagers dans un 

reseau aerien dans lequel chaque itineraire i ne peut accueillir plus de capt passagers. 

Voyons d'abord pourquoi un calcul exact ou quasiment exact des probabilites im-

pliquees est trop complexe pour etre integre dans un algorithme rapide. Sous les 

hypotheses du processus de reservation integrant les seuils capi (i G J ) , la probabi

lity qu'un itineraire simple i empruntant le segment I soit ouvert au temps t est 

(1 - P*) = / fx*(x) / g\{Vu ••-, y\i)dy dx, 
•JO \JAi(x) / 

OU 
M 

Ai(x) = {y E M+7 : ^ min{ym, capim} < capi - x}, 
m=l 

et ou Ton suppose connues la densite fx* de la variable aleatoire « nombre de ten-

tatives de reservation pour i au temps t » et la densite conjointe g\ de ces variables 

aleatoires associees aux itineraires im (m = 1 , . . . , M) differents de i et empruntant le 

segment /. Ces nombres de reservations comprennent les reservations recapturees. Le 

polytope Ai{x) correspond aux vecteurs de tentatives de reservation pour l'ensemble 
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des itineraries autres que i empruntant le segment I qui sont tels que le total des ten-

tatives de reservation acceptees sur / soit inferieur a capi, si x tentatives proviennent 

de i. La majorite des im (m = 1 , . . . , M) sont des itineraries multiples : la fonction 

de densite g\ doit tenir compte du fait qu'une part des tentatives provenant de ces 

itineraries est refusee a cause de leurs segments autres que I. 

Si i est un itineraire a plus d'un segment, alors (1 — p*) est un produit d'integrales 

semblables a celle ci-haut decrite, si Ton suppose qu'aucun itineraire autre que i n'em-

prunte les memes segments que i et que les demandes et les recaptures de chaque 

itineraire implique sont independantes. Bref, le calcul exact des p- est hors de ques

tion. 

Rappelons qu'au chapitre 4, dans le cadre conceptuel du modele de not de passagers, 

nous supposons connues les variables aleatoires Xj (I € C) associees aux nombres de 

tentatives de reservation sur le segment I au temps t. Supposons que nous puissions 

approximer de facon satisfaisante Xiv la variable aleatoire « nombre de tentatives de 

reservation, au temps t, sur les itineraries j autres que i empruntant I, non refusees 

par le systeme de RM determine par les seuils capj ». Si i n'emprunte que le segment 

I, alors on peut ecrire 

/

co-Vi f pcapi-x \ 

fx^)[Jo fxKi{y)dy)dx, (6.1) 
en negligeant la dependance entre ces variables aleatoires. Cependant, le temps de 

calcul pour ce genre d'expression est au moins un ordre de grandeur plus long que 

celui d'un simple produit de probabilites : nous voulons eviter un tel ralentissement 

pour notre modele integrant le RM. 

Nous decrivons, dans la section suivante, la solution que nous avons retenue pour 

approximer la valeur des probabilites pj dans notre modele de not de passagers sans 
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trop ralentir son algorithme de resolution. Nous ajoutons des variables et modifions 

les equations, mais toutes les modifications sont centrees sur l'equation 

(l - Pi) = (l - ft) (H(i - pfl)) (i e J), (6.2) 
\aei / 

un substitut pour l'equation (6.1), dans laquelle la variable p>; est, en quelque sorte, 

la probability que i soit ferme a cause du seuil de RM capi. Les probability P a 

associees aux segments de vols sont calculees en ne tenant compte que des tentatives 

de reservation non refusees par le systeme de RM. 

6.2 Le systeme d'equations 

Nous utilisons la notation du chapitre 4 et ajoutons aux donnees definissant le reseau 

aerien (C,X) les limites capi (i E X) provenant du systeme de RM statique. Le 

processus de reservation idealise {synthetic booking process au chapitre 4), comme 

notre simulation, est naturellement modifie en consequence. On pose done que chaque 

itineraire i est ouvert tant que tous les arcs le composant le sont, et tant que le 

nombre de passagers acceptes sur i est inferieur a cap^. Nous nous posons le probleme 

d'estimer l'esperance du not de passagers dans ce contexte. 

Voici d'abord une liste des variables associees aux itineraires, pour une tranche de 

temps [£fc,£fc+i]. Par rapport au modele sans RM, les variables numerotees 6, 7 et 8 

sont nouvelles. 

1. if : nombre de tentatives de reservation sur i durant [tk,tk+i]; 

2. totalr* : nombre total de tentatives de reservation sur i jusqu'au temps t^ ; 

3. sp^ : nombre de tentatives de reservation refusees sur i durant [tfc,tfc+i] i 
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4. passf : nombre de tentatives de reservation acceptees sur i durant [tfc,^+i]; 

5. pf : probabilite que i soit ferme durant [tk,tk+i]; 

6. totalspi : nombre total de tentatives de reservation sur i en excedent de capi 

au temps tk; 

7. sp/ : nombre de tentatives de reservation sur i survenant alors que le total de 

celles-ci est superieur a capi, durant [tk,tk+i]; 

8. pf : probabilite que le nombre de tentatives de reservation sur i soit superieur 

au seuil capi durant l'intervalle [tk,tk+i\. 

Les variables rf, £o£a/if, spf, passf et pf conservent leurs significations respectives 

et sont soumises aux memes equations que celles du modele sans RM : 

fc-i 

1=0 

sp? = r?-pfc (iel); 

pass* = r* • (1 - p*) ( « € l ) ; 

Pour tenir compte des limites capi, nous introduisons les variables pf. On pense a 

pf comme etant la probabilite que le nombre total de tentatives de reservation pour 

l'itineraire i depasse cap^ dans l'intervalle de temps [t^, tfc+i]. On calcule les pf comme 

les P^. A chaque itineraire i est done associee une variable aleatoire normale tronquee 

Xjfe+1 d'esperance totalr1? et de variance (totalr!? • ci\)2, et Ton definit 

/•OO 

totalspi = / (x — capi)fxk+i(x)dx, 
J capi 

ou /xfc+i est la densite de la variable aleatoire X*+1. On pose 

spj = totalspi — totalspi, 
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et la probability pf est essentiellement determines par 

pfc = ^ 
i 

Nous disons essentiellement car en pratique, les variations des diverses quantites 

impliquees au fil des iterations de recherche d'une quasi-solution au present systeme 

d'equations nous forcent a definir pf ainsi : 

0 

0 

1 
.—-£-

si rf = 0, 

si # < 0, 

si # > 1, 
i 

autrement. 

Dans le raodele sans RM, la probability que l'itineraire i soit ouvert est simplement le 

produit des probability que ses segments de vol le soient : (1 —pf) = ( r i a e i ( l — Pa))-

Pour tenir compte du RM, nous posons 

f l - P?) - (1 " P?) ( i R 1 - Pa)) ( i € l ) . (6.3) 

Cette equation neglige la dependance entre le fait que l'itineraire i n'ait pas regu plus 

de tentatives de reservation que capi et le fait que ses segments de vol soient ouverts. 

Voici d'abord une liste des variables associees aux segments de vol, pour une tranche 

de temps [ife f̂c+i]- Notons que les equations plus bas sont basees sur une nouvelle 

interpretation de l'expression « tentatives de reservation sur a » : ces tentatives de 

reservation sont celles qui ne sont pas interceptees par le respect des seuils de RM 

capi, (i : a € i). 

1. R* : nombre de tentatives de reservation sur a durant [£fc>*fc+i]; 
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2. SP^ : nombre de tentatives de reservation refusees sur a durant [tk,tk+i]; 

3. totalU^ : nombre total de tentatives de reservation sur a jusqu'au temps tk ; 

4. totalSP1^ : nombre total de tentatives de reservation refusees sur a jusqu'au tk ; 

5. Vark
a : variance du nombre total de tentatives de reservation sur a au temps 

tk', 

6. P„ : probabilite que le segment a soit ferme durant [tk,tk+\\-

Les probability P^ dependent des variables SP„ et R„, de meme fagon que dans le 

mo dele sans RM : 
k _ 

K=< 

0 siR£ = 0, 

0 si ^ < 0, 

i - ^ > i. ( 6-4 ) 

SPS 
R£ 

autrement. 

C'est-a-dire que P„ est essentiellement egal a la proportion -^f- des tentatives de 

reservation qui sont refusees durant l'intervalle [tk,tk+i\-

Rappelons que la repartition des tentatives de reservation des itineraries a leurs 

segments de vol est determinee, dans le modele sans RM, par 

R-o = $ 3 (Pass? + ak
>aspk) {a€A), 

ou les coefficients de responsabilite ak
a, decrits a la section 4.3.3, ont pour role d'at-

tribuer les tentatives refusees aux segments les plus susceptibles d'etre responsables 

de la fermeture de l'itineraire i. Leur definition est inchangee, mais leurs valeurs 

sont ultimement dependantes des valeurs des variables R^ et SP^ qui, elles, sont 

redefinies. 

Pour que notre architecture d'equations ait un sens et que l'equation (6.3) soit une 

bonne approximation, nous voulons faire en sorte que les variables associees aux 
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segments de vol incorporent l'effet du RM, et qu'elles en subissent l'effet par une 

baisse du nombre de tentatives de reservation visibles par les segments de vol. Ainsi 

nous posons 

R* = £ ( p a s s * + aJf l(sp? - sp*)) (a € A). (6.5) 
i:a£i 

Nous avons en fait utilise max{0, (spf — sp/)} au lieu de (spf — spj) dans l'imple-

mentation. 

Comme dans le modele de base, toutes les tentatives de reservation acceptees sur les 

itineraires empruntant a contribuent a R^, mais les tentatives infructueuses ne sont 

comptabilisees comme tentatives sur a que dans la mesure ou elles ne sont pas le 

fait des seuils capi et qu'elles soient attribuables a a plutot qu'a d'autres segments 

empruntes par ces itineraires. 

Les valeurs des variables SP^ s'en trouvent changees. Comme auparavant, 

SPj; = totalSPk
a
+1 - totalSPk

a, (6.6) 

et 
/>0O 

totalSPh
a
+1 = {x-capa)fxk+i(x)dx. (6.7) 

J cap a 

L'esperance de la variable normale Xk+1 est totalHk+1, comme dans le modele de 

base. Sa variance, fixee a ^i-a^totalr^1 • cvi)2 dans le modele sans RM, est ici 

Vark
a
+1 = ^ ( ( 1 - pf) • totalrk+l • cvt)

2. (6.8) 
i:a£i 

La probabilite (1 — pk) que l'itineraire soit ouvert aux yeux du systeme de RM vient 

done ponderer la contribution de i a la variance Var^+1. 

L'idee est la suivante. Si l'itineraire i, dans l'intervalle de temps [£/., tk+i], est pres-

qu'assurement ferme par le RM (e'est-a-dire, si pk ~ 1), alors la variance du nombre 
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de tentatives de reservation sur i qui sont visibles par le segment a est presque nulle. 

En effet, ce nombre sera a tout coup tres pres de capi. L'equation (6.8) en rend 

compte. A l'oppose, lorsque pf est presque nul, le seuil capi ne joue pas de role si-

gnificatif, et la contribution de i dans (6.8) se specialise a (totalr^+1 • cvi)2, soit la 

contribution fixee dans le modele original. 

Nous ne pretendons pas que ((1 — pf) • totalr^1 • cvi)2 soit l'expression correcte de 

la variance du nombre de tentatives de reservation sur i qui doivent etre visibles par 

le segment a. Ce concept est en soi flou. Comme nous l'avons vu au chapitre 4, le 

nombre de reservations sur un segment de vol est une quantite virtuelle que nous 

devons traiter pour obtenir de bonnes valeurs pour les probabilites P„, mais rien ne 

leur correspond dans la realite. 

Le modele de base lui-meme repose sur une serie d'approximations produisant des 

biais qui, somme toute, tendent a s'annuler en situation normale, mais qui s'aggravent 

a mesure que la demande et la recapture augmentent. Notre modele avec RM presente 

le meme genre de defauts, mais on verra a la section suivante qu'il est presque aussi 

precis que le modele de base. C'est d'apres nous un remarquable succes, et chaque 

modification de notre systeme d'equations y joue un role. Si Ton remplagait, par 

exemple, l'expression ad hoc (6.8) de la variance de Var^+1 par sa valeur originale, 

on deteriorerait la fidelite des estimations de flot par un facteur pouvant depasser 10. 

6.3 Tests et resultats 

Nous avons retenu 3 series de 15 tests que nous trouvons pertinents, correspondant a 

3 ensembles de seuils capi(i G l ) . Le reseau que nous utilisons ici est celui decrit au 

chapitre precedent, avec demande originale. Les tableaux de resultats montrent les 

ecarts entre les estimations de notre modele et les flots simules. Chaque flot simule 
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est la moyenne de 500 simulations. C'est 10 fois moins que le nombre que nous avons 

retenu pour les tests auxquels nous avons soumis le modele de base (chapitre 4). 

Nous avons remarque, au fil des experiences, que la moyenne d'aussi peu que 200 

fiots simules est deja tres proche de la moyenne de 5000 flots simules. 

L'explication de la signification des differentes entrees des tableaux de resultats suit 

le premier tableau; les deux autres sont similaires. 

6.3.1 Restriction du trafic local 

La premiere serie de tests est d'apres nous la plus importante, car elle est inspiree 

d'un phenomene qu'on observe en realite. 

Sur une grande partie des segments de vol alimentant les carrefours aeriens1, le trafic 

local est en competition pour les memes sieges que le trafic voyageant sur des itine-

raires composes, et ce dernier est souvent beaucoup plus payant pour la compagnie 

aerienne. Les passagers locaux sont aussi plus facilement recapturables, les vols de 

la compagnie leur offrant plus d'options. Ces deux puissants incitatifs poussent la 

compagnie, lorsque son offre de capacite est plus petite que la demande, a reserver 

des sieges pour les passagers payants faisant une correspondance ou une escale a la 

plaque tournante, aux depens d'une partie du trafic local. On observe ce phenomene 

chez Air Canada avec Vancouver comme carrefour aerien pour le transport transpa-

cifique et avec Toronto comme carrefour aerien nord-americain et pour le transport 

transatlantique. 

Etant donnee la systematicite et l'ampleur de 1'efFet du RM dans ces situations, nous 

croyons qu'il est raisonnable d'en integrer une version statique dans le probleme 

d'assignation de flotte. 
1Appeles hub en anglais, ces aeroports sont les centres des reseaux en etoile. 
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Pour les tests dont les resultats apparaissent au Tableau 6.1, les itineraries suscep-

tibles d'etre soumis a un seuil de reservation sont les itineraries simples i qui partagent 

leur segment de vol avec au moins un itineraire compose i' tel que prix? > 3 prixi. 

Notons XRM l'ensemble de ces itineraires. Si a est un segment emprunte par de tels 

itineraries simples alors les seuils attribues a chacun de ceux-ci sont de la forme 

capi = fiaderrii. 

Le coefficient f3a est fixe pour laisser un nombre raisonnable de sieges disponibles 

pour les itineraires non contraints. Plus precisement, (3a satisfait 

( } j Paderrii + ^2 dem,i = 0,95 capa, 

si un tel /3a est raisonnablement grand. Si la capacite assignee a a est tres petite par 

rapport a la demande totale sur a, il se peut que f3a ainsi defini soit tres petit ou 

meme negatif. Nous fixons done une borne inferieure sur la valeur de (3a. Nous avons 

teste notre modele en imposant j3a > 0,5, (3a > 0,6, . . . ,/3a > 0,9 et, sans surprise, 

notre modele est plus precis a mesure que la borne inferieure sur les j3a augmente. 

Nous presentons done les resultats des tests les plus eprouvants, avec (3a > 0,5. 

Description du tableau de resultats Le Tableau 6.1 contient les resultats de trois 

groupes de cinq tests. Pour les tests du premier groupe, les coefficients de recapture 

A sont les memes que ceux utilises dans les deux chapitres precedents. Ceux-ci sont 

multiplies par 0,5 pour le deuxieme groupe de tests et par 0 pour le dernier groupe. 

II n'y a done pas de recapture dans les tests dont les resultats apparaissent dans les 

cinq dernieres lignes du tableau. 

Les cinq tests de chaque groupe correspondent a des niveaux de demande differents, 

controles par le multiplicateur que Ton trouve dans la premiere colonne. La colonne 

suivante contient le taux de chargement, en pourcentage. 
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Tableau 6.1 - Comparaison entre les flots modelises et simules 

flot sur les itineraires, (modele — simulation, %) 

multiplicateur 

de demande 

recapturexl 
0,9 
1,0 
1,1 
1,2 
1,3 

recapture x 0,5 
0,9 
1,0 
1,1 
1,2 
1,3 

recapture xO 
0,9 
1,0 
1,1 
1,2 
1,3 

taux 

charg.(%) 

67,9 
74,8 
80,2 
84,1 
86,5 

67,6 
74,1 
78,8 
82,3 
84,4 

67,4 
73,5 
77,6 
80,5 
82,2 

total 

-0,006 
0,06 
0,14 
0,15 
0,12 

-0,04 
-0,05 
-0 ,09 
-0 ,18 
-0,27 

-0,04 
-0,05 
-0,05 
-0 ,05 
-0 ,06 

modele ; 

1 seg. 

-0,02 
0,05 
0,18 
0,27 
0,25 

-0,02 
0,01 
0,01 

-0 ,07 
-0,23 

-0 ,01 
0,05 
0,10 
0,10 
0,03 

avec RM 

2 seg.+ 

0,03 
0,10 
0,05 

-0,13 
-0,16 

-0,08 
-0 ,21 
-0 .35 
-0 ,43 
-0,35 

-0,14 
-0 ,31 
-0,42 
- 0 , 4 1 
-0 ,25 

RM 

-0,23 
-0,18 
-0 ,28 
-0,30 
-0,39 

-0,40 
-0,26 
-0 .39 
- 0 ,44 
-0,56 

-0,24 
-0,07 
-0,19 
-0 ,20 
-0 ,23 

modele sans 

total 

0,01 
0,54 
2,3 
4,5 
7,4 

0,13 
0,65 
2,8 
5,3 
8,4 

0,19 
0,86 

3,4 
6,5 
9,9 

1 seg. 

0,22 

1,1 
4,6 
9,4 

15,8 

0,34 
1,4 
5,5 
11 
18 

0,47 
1,7 
6,5 
13 
20 

i RM 

2 seg.+ 

-0,24 
-0,87 
- 3 , 6 
-7 ,6 

-12,1 

-0,43 
-1 ,3 
- 4 . 3 
- 8 , 3 
- 1 3 

-0,57 
-1 ,5 
-4 ,5 
- 8 , 4 
- 1 2 

Les quatre colonnes suivantes donnent des mesures d'ecart entre les estimations de 

flot de passagers trouvees par notre modele avec RM et les flots de passagers moyens 

selon la simulation (modifiee pour tenir compte du RM statique sur itineraires). Les 

colonnes correspondent au calcul de ces ecarts sur : tous les itineraires; les itine

raires simples; les itineraires composes; et les itineraires affectes d'un seuil de RM, 

respectivement. 

Les trois dernieres colonnes contiennent les donnees correspondantes pour le modele 

sans RM, a l'exception du calcul d'ecart sur les itineraires affectes par un seuil de 

RM. 
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Certaines valeurs apparaissent en caracteres gras : ce sont celles des ecarts totaux 

pour les tests donnant un taux de chargement pres de ceux observes presentement 

chez Air Canada, d'environ 81%. 

Precisons d'abord que notre objectif en incluant dans nos tableaux les resultats du 

modele sans RM n'est pas de les utiliser comme base de comparaison pour evaluer la 

performance de notre modele modifie. Le modele sans RM ne resout tout simplement 

pas le meme probleme que notre modele modifie. lis servent plutot a mesurer l'impact 

des seuils de reservation sur le not de passagers. Si ceux-ci sont aussi bons que ceux 

de notre modele avec RM, alors nous savons que les seuils de RM ne modifient pas 

significativement le not de passagers, et que la precision du modele avec RM est sans 

signification. 

Le Tableau 6.1 montre clairement que ce n'est pas le cas. Les estimations de not 

du modele sans RM divergent considerablement des flots simules. De plus, les ecarts 

totaux cachent des ecarts encore plus grands, mais de signes opposes, sur l'ensemble 

des itineraires simples et composes, respectivement. Seuls les itineraires simples sont 

possiblement soumis a un seuil de reservation dans ces tests : cela explique la suresti-

mation du not sur ceux-ci et la sous-estimation du not sur les itineraires composes par 

le modele sans RM. L'ampleur de ces ecarts, dans les deux dernieres colonnes, suffit 

amplement a justifier notre tentative de modeliser l'effet des seuils de reservation sur 

le not de passagers. 

Le flot moyen de passagers trouve par notre modele modifie differe de celui de la 

simulation, dans les pires cas realistes, par moins de 0,2%. C'est une precision com

parable a ce que nous obtenons dans un contexte sans RM (0,1%, voir la sous-section 

4.4.2) et c'est selon nous un remarquable succes. 

On observe que le modele tend a surestimer le nombre moyen de passagers sur les 

itineraires simples et a le sous-estimer sur les itineraires composes. Ce sont des biais 

du modele de base. 
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Les itineraries affectes par des seuils de RM voient aussi leurs flots de passagers sous-

estimes par notre modele avec RM. On peut s'y attendre, etant donne que l'equation 

(6.3) 

( i - P * ) = ( i - p ? ) ( n ( i - p £ ) ) ( i€ i ) 
\aei / 

neglige la dependance entre les evenements qu'elle implique. Si l'on conditionnait 

les probabilites (1 — P„) d'ouverture des segments de vol sur la probabilite (1 — jpf) 

d'ouverture de l'itineraire i pour cause de RM, on obtiendrait une probabilite de 

fermeture plus petite pour l'itineraire i affecte par le RM. 

Si Ton tentait d'ameliorer notre modele, on devrait se pencher sur ce biais. 

Considerons les tests sans recapture, dont les resultats forment le tiers inferieur du 

Tableau 6.1. La Constance de l'ecart total a la simulation en fonction de la demande 

ne doit pas etre vue comme une caracteristique structurelle du modele modifie. Un 

coup d'ceil aux ecarts calcules separement sur les itineraries simples et composes nous 

en convainc. Ceux-ci varient de fagon non monotone en fonction de la demande, et 

ces variations tendent a s'annuler. 

En comparant les resultats des tests sans recapture aux tests correspondants avec 

taux de recapture de 50% et de 100% (parties centrale et superieure du Tableau 

6.1), on voit le meme genre de biais non systematique que notre modele standard 

presente pour des valeurs croissantes du coefficient general de recapture, mal baptise 

spill factor a la sous-section 4.4.2. Nous referons le lecteur a cette sous-section pour 

une discussion sur le sujet. 

6.3.2 Imposit ion de seuils artificiels 

Pour mettre notre modele modifie a l'epreuve, nous avons congu plusieurs autres tests 

pour lesquels les seuils de reservation sont fixes arbitrairement, sans pretention de 
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plausibilite. Les families de seuils plausibles, colles a la realite, presentent surement 

une certaine structure, mais nous croyons qu'un modele mathematiquement viable 

devrait etre performant dans n'importe quel contexte. Aussi, certains de ces tests 

soumettent le modele a des conditions extremes : son succes dans ces tests nous rend 

confiant qu'il sera performant dans un contexte reel. 

Les ensembles de seuils pour ces tests sont tous du type capi = (3 derrii pour une 

proportion p d'itineraires i choisis pseudo-aleatoirement, pour un certain (3 entre 0,25 

et 1,15. 

Tableau 6.2 - Comparaison entre les flots modelises et simules. 

multiplicateur 

de demande 

recapturexl 
0,9 
1,0 
1,1 
1,2 
1,3 

recapture x 0,5 
0,9 
1,0 
1,1 
1,2 
1,3 

recapturexO 
0,9 
1,0 
1,1 
1,2 
1,3 

taux 

charg.(%) 

67,3 
74,0 
79,7 
84,3 
87,8 

66,0 
72,5 
78,0 
82,4 
85,9 

64,9 
71,1 
76,4 
80,6 
84,0 

flot sur les 

total 

0,01 
0,09 
0,12 
0,04 

-0,16 

-0,06 
-0,08 
-0,12 
-0 ,19 
-0,30 

-0,06 
-0,06 
-0,06 
-0 ,05 
-0,05 

modele 

1 seg. 

0,01 
0,01 
0,19 
0,18 
0,04 

-0,04 
0,01 
0,07 
0,09 
0,07 

-0,01 
0,06 
0,18 
0,30 
0,41 

itineraires, 

avec RM 

2 seg.+ 

0,03 
0,08 

-0 ,06 
-0,37 
-0,74 

-0,15 
-0,33 
-0,64 
-1 ,02 
-1,40 

-0,17 
-0,38 
-0,70 
-1 ,06 
-1,40 

(modele 

RM 

-0,06 
-0,07 
-0 ,09 
-0,16 
-0,27 

-0,06 
-0,08 
-0,12 
-0 ,17 
-0,24 

-0,05 
-0,05 
-0,05 
- 0 ,07 
-0,10 

— simulation, "/ '•) 

modele sans RM 

total 

1,21 
1,49 
1,75 
1,81 
1,66 

2,67 
2,69 
2,61 
2,42 
2,17 

4,14 
3,99 
3,70 
3,37 
3,06 

1 seg. 

1,54 
1,79 
2,12 
2,36 
2,38 

3,05 
3,14 
3,22 
3,24 
3,18 

4,59 
4,55 
4,48 
4,38 
4,28 

2 seg.+ 

0,24 
0,63 
0,68 
0,20 

-0,49 

1,60 
1,42 
0,88 
0,07 

-0,79 

3,02 
2,46 
1,54 
0,52 

-0,45 

Note, capi = 0,5demi pour 10% des itineraires. 

Pour plusieurs choix raisonnables de p et /?, les resultats obtenus sont semblables et 
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tres satisfaisants. Nous montrons les resultats d'une telle serie de tests, pour laquelle 

10% des itineraires i ont un seuil capi =0,5<iemj. Les resultats sont contenus dans le 

Tableau 6.2. Les ecarts observes sont semblables a ceux du Tableau 6.1. 

L'autre serie de tests dont nous montrons les resultats est celle associee a notre choix 

le plus drastique : capi = 0, 25dera; pour 50% des itineraires i. Le Tableau 6.3 montre 

les ecarts a la simulation, les plus grands que nous ayons obtenus. 

Tableau 6.3 

multiplicateur 

de demande 

recapturexl 
0,9 
1,0 
1,1 
1,2 
1,3 

recapturex0,5 
0,9 
1,0 
1,1 
1,2 
1,3 

recapturexO 
0,9 
1,0 
1,1 
1,2 
1,3 

- Comparaison entre les nots modelises et simules. 

taux 

charg.(%) 

56,0 
60,5 
64,5 
67,9 
70,7 

50,5 
55,2 
59,5 
63,3 
66,5 

45,3 
49,9 
54,2 
58,1 
61,6 

fl 

total 

0,88 
0,72 
0,59 
0,47 
0,36 

-0,21 
-0,32 
-0,40 
-0,45 
-0,49 

-0,09 
-0,09 
-0,09 
-0,08 
-0,06 

ot sur les 

modele 

1 seg. 

0,64 
0,49 
0,38 
0,30 
0,24 

-0,23 
-0,30 
-0,33 
-0,34 
-0,33 

-0,11 
-0,09 
-0,03 

0,04 
0,13 

itineraires, 

avec RM 

2 seg.+ 

1,54 
1,34 
1,15 
0,96 
0,74 

-0,18 
-0,36 
-0,55 
-0,72 
-0,89 

-0,04 
-0,11 
-0,21 
-0,36 
-0,54 

(modele 

RM 

-0,13 
-0,14 
-0,14 
-0,15 
-0,17 

-0,15 
-0,14 
-0,15 
-0,15 
-0,15 

-0,05 
-0,05 
-0,05 
-0,06 
-0,06 

— simulation, %) 

modele sans RM 

total 

24 
27 
29 
30 
30 

37 
37 
37 
37 
35 

52 
51 
49 
47 
44 

1 seg. 2 seg.H-

29 
31 
34 
36 
38 

42 
42 
43 
43 
43 

57 
56 
55 
53 
51 

12 
15 
15 
14 
11 

25 
25 
23 
21 
17 

40 
38 
35 
30 
26 

Note, capi = 0,25denii pour 50% des itineraires. 

Les erreurs commises par le modele sans RM, dans les trois dernieres colonnes, in-

diquent l'ampleur de la perturbation causee par ces seuils de reservation. 

Le principal biais du modele avec RM est herite du modele de base et concerne 
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l'estimation de la recapture. L'impact du multiplicateur de recapture sur les ecarts 

entre le modele et la simulation est particulierement visible dans la troisieme serie 

de tests (Tableau 6.3), ou les seuils extremement bas imposent des mouvements de 

debordement et de recapture d'une amplitude demesuree, magnifiant les defauts du 

modele a cet egard. 

Le nouveau biais le plus important, la sous-estimation du not de passagers sur les 

itineraries affectes par le RM, est bien cerne. Pour le reste, il nous semble que l'attri-

bution de chaque micro-tendance que Ton peut extirper des tableaux ci-haut a telle 

ou telle equation du modele est a peu pres infaisable, vu le grand nombre d'approxi-

mations sur lesquelles est base le modele, et parce que celles-ci produisent des biais 

qui ici s'additionnent, ici s'annulent. 
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CHAPITRE 7 : DISCUSSION GENERALE ET 
RECOMMANDATIONS 

Nous avons base notre simulation et notre modele de fiot de passagers sur un ensemble 

d'hypotheses de comportement simplificatrices, clairement decrites a la sous-section 

4.2.3, et definissant ce que nous avons appele un processus de reservation idealise. 

Nous dressons ici une liste de changements que Ton pourrait lui apporter pour le 

rendre plus realiste. Nous discutons de la pertinence de chacune, des modifications 

que le modele de fiot devrait subir pour demeurer performant, et des difficultes que 

Ton devrait, ce faisant, rencontrer. 

7.1 Dependance entre les variables aleatoires enco-
dant la demande 

Tous les modeles que nous avons decrits en introduction, comme le notre, supposent 

que les variables aleatoires decrivant la demande pour chaque itineraire sont inde-

pendantes. On peut comprendre les modelisateurs de faire ce genre d'hypotheses 

simplificatrices pour les premieres versions de leurs modeles : s'ils ne sont pas per-

formants dans un cadre simple, il y a peu d'espoir pour qu'ils le soient en contexte 

operationnel. Cette hypothese d'independance devrait toutefois etre revue. 

Les difficultes inherentes a l'integration de relations de dependance entre les va

riables aleatoires dans un modele predictif simple imposent de strictes contraintes 

sur le niveau de morcellement de l'information que celui-ci peut supporter. Voici un 

exemple de prise en compte simple et potentiellement efficace de la dependance entre 
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les diverses demandes. Supposons que Ton puisse exprimer de fagon satisfaisante la 

variable aleatoire Dj « demande initiale totale pour l'itineraire i » comme 

A = LkX0d(i) +Yi, 

ou od(i) est l'OD de l'itineraire i et ou la variable aleatoire X^i) est une composante 

de la demande qui est commune a tous les itineraries de cet OD. L'avantage de 

cette fagon de raffiner la description des demandes Di est que les calculs relatifs aux 

segments de vol, pour notre modele, sont essentiellement inchanges. Le nombre R* 

de tentatives de reservation pour le segment I a un instant t est controle, dans la 

version courante de notre modele, par ^ i . K i Dj, une somme de variables aleatoires 

independantes1. Avec la modification ci-haut proposee, R* serait controle par 

od:l~od i:l~i 

avec ul
od = X^i-i~ieod^' ^ ^ es^ a u s s i u n e somme de variables aleatoires independantes, 

si les Xod le sont. 

Ce genre de modification peut se greffer a notre modele sans que la vitesse de son algo-

rithme de resolution n'en soit significativement affectee. En particulier, il ne demande 

pas que soient introduites dans 1'algorithme de resolution des integrates doubles (des 

sommes imbriquees), necessaires pour le calcul de probabilites conditionnelles. 

Les variables X0d sont surement elles-memes dependantes. Mais ne pourraient-elles 

pas s'exprimer elles aussi comme combinaisons lineaires d'un petit nombre de va

riables aleatoires independantes ? 

Nous suggerons a qui voudrait ameliorer notre modele de rechercher activement des 

modifications de ce type, c'est-a-dire, qui n'allongent pas significativement le temps 
1Nous ecrivons I ~ i pour signifier que i emprunte le segment Z, et I ~ od pour signifier qu'au 

moins un itineraire empruntant I a od comme OD. 
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de calcul moyen associe aux operations que l'algorithme de resolution effectue le plus 

grand nombre de fois, au niveau le plus profond d'imbrication. 

Notre modele neglige la dependance entre d'autres variables aleatoires. L'equation 

(4.6) regissant la probabilite de fermeture des itineraires, 

Pi = l - ( I I ( 1 - P « ) ) ' 
\aei / 

ignore la dependance entre les evenements associes aux probabilites que les segments 

composant i soient fermes. L'approximation ci-haut devient moins bonne dans le 

mesure ou l'itineraire i contribue pour une plus grande part a la demande totale sur 

ses segments de vol. On voit mal, dans ce cas, comment mieux respecter les effets 

de dependance impliques sans avoir recours a des sommes imbriquees, couteuses en 

temps de calcul. II serait quand meme utile d'implementer ce genre de modification, 

pour mesurer a quel point l'equation (4.6) affecte la precision du modele et pour 

avoir une idee exacte de la perte de rapidite que cela causerait. On serait alors en 

meilleure position pour juger la pertinence d'un deploiement d'efforts pour ameliorer 

l'equation (4.6) sans trop ralentir l'algorithme de resolution. 

7.2 Emulation des pratiques de gestion de l'offre 

Nous avons developpe une extension de notre modele qui integre des seuils de reser

vation statiques sur les itineraires. Nous la jugeons satisfaisante, mais notre modele 

peut certainement beneficier d'autres ajouts et modifications en ce qui a trait a la 

modelisation du RM. 

D'abord, une partie seulement des compagnies aeriennes pratiquent le RM par iti

neraires ou par OD. La majorite, probablement2, gere toujours l'offre de sieges sur 
2 Communication personnelle, Jean-Francois Page, Air Canada. 
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les segments de vol. Notre modele, dans sa version originale, s'applique au probleme 

d'estimation du not de passagers dans un reseau avec seuils de reservation fixes sur 

les segments de vol. La partition de chaque segment de vol en arcs, au chapitre 4, est 

laissee aux soins du praticien et peut s'identifier a la partition determinee par une 

strategie de RM statique sur les segments de vol. 

Nous avons suggere, a la sous-section 4.5.2, une facon de faire respecter par notre 

modele des seuils de reservation imbriques sur les segments de vol, en l'illustrant dans 

le cas ou il n'y a que deux classes et un seuil. Avec le recul et l'experience que nous 

avons eue en elaborant notre modele avec seuils de reservation sur les itineraires, nous 

croyons que cette proposition est probablement trop simple pour traiter efncacement 

de multiples seuils imbriques. A tout le moins, il serait interessant de l'implementer 

et de mesurer sa precision, ce que nous n'avons pas fait. 

Ce sont les multiples relations de dependance entre les variables aleatoires impliquees 

qui rendent la modelisation de l'effet des seuils de reservation imbriques delicate. 

L'analyse sommaire d'un cas extremement simple suffira a voir pourquoi. Considerons 

un reseau constitue d'un seul segment de vol / partage par m itineraires de classes 

C i , . . . , Cm et pour lesquelles les prix des billets sont prix\ < prix2 < ... < prixm, 

respectivement. Les seuils de reservation imbriques sont res\ < res-2 < ... < resm = 

capi, c'est-a-dire qu'au plus resp passagers provenant des classes Cq avec q < p 

peuvent etre acceptes sur le vol. Appelons Ap l'evenement « le seuil de reservation p 

est atteint.» 

Au cours d'une instance reelle du processus de reservation typique, une suite d'eve-

nements Ap, Aq,..., Ar survient, avec p < q < ... < r. Cela pose de nombreux pro-

blemes au modelisateur. L'itineraire de classe Cp peut se trouver bloque par m—p+l 

evenements differents. Doit-on definir une variable pour chaque couple (classe, eve-

nement) ? Ces evenements sont dependants et la nature de leur dependance varie 
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dans le temps. Par exemple, si A3 survient alors que Ai n'est pas survenu, alors A\ 

ne peut survenir. Si A\ survient, alors la probabilite que A3 survienne est diminuee 

(plus exactement, l'esperance du temps d'attente avant que A3 survienne augmente). 

Par contre, cela ne vaut que si Ton ne tient pas compte de la recapture : l'evenement 

Ap cause en fait une augmentation du not sur les itineraires des classes superieures 

a Cp, si ceux-ci recapturent le debordement de l'itineraire de classe Cp. Traiter cor-

rectement ces seuils de reservation imbriques sans avoir recours a autant de sommes 

imbriques et sans faire exploser le temps de calcul est, d'apres nous, un serieux defi. 

La discussion precedente porte sur la modelisation de seuils de reservation statiques, 

imbriques ou non. L'ideal serait d'integrer ou d'emuler l'algorithme de RM de la com-

pagnie d'interet dans le modele de not. Le decoupage du processus de reservation en 

tranche de temps suggere un angle d'attaque pour ce probleme : pour chaque tranche 

de temps, calculer une probabilite de fermeture de chaque itineraire (ou segment de 

vol) en faisant la somme, ponderee par la probabilite que chaque configuration de 

fermeture survienne, des decisions de fermeture de l'algorithme de RM. Ce serait 

evidemment un programme tres ambitieux. Nous reparlons de l'integration d'un al-

gorithme reel de RM au modele a la section 7.4, ou nous arguons qu'un cadre de 

modelisation different pourrait faciliter cette integration. 

7.3 La demande comme variable aleatoire 

Nous avons affirme plus d'une fois que la loi normale tronquee comme modele de la 

demande pour un itineraire etait un compromis fait a la simplicite. La distribution de 

la demande pour les itineraires peu frequentes, en particulier, ne ressemble pas a une 

normale tronquee. Nous suggerons de s'attaquer aux questions suivantes concernant 

les types de variables aleatoires a utiliser dans un modele comme le notre : 
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- Dans quelle mesure l'emploi d'autres variables aleatoires (la Gamma, par exemple) 

rend le modele plus precis ? 

- Si l'utilisation d'autres variables aleatoires que la normale tronquee est desirable, 

comment les sommer si les distributions correspondant a ces sommes n'ont pas de 

forme close connue? Devrait-on les approximer par des distributions connues, ou 

stocker numeriquement leurs distributions ? Quelle que soit la solution retenue, le 

modele resultant est-il vraiment plus precis et aussi rapide que le modele avec lois 

normales tronquees ? 

- Peut-on precalculer les distributions de telles sommes de variables aleatoires de 

fagon a ce que le calcul effectif ne consiste qu'a quelques operations simples et a la 

lecture d'une entree dans un immense tableau ? 

- Pourrait-on traiter ces variables aleatoires comme etant discretes, ce qu'elles sont 

en realite? 

A propos de cette derniere question, il serait sage de voir ce que les statisticiens 

utilisent comme outils informatiques pour manipuler numeriquement des sommes de 

grands nombres de variables aleatoires discretes. Si des outils satisfaisants n'existent 

pas, l'avis de specialistes de l'algorithmique et des bases de donnees serait bienvenu. 

7.4 Repenser la recapture 

Selon notre processus de reservation idealise, un passager potentiel a en tete un itine-

raire favori et tente d'acheter un billet pour cet itineraire. II n'obtient l'information 

sur la disponibilite des billets qu'au moment de cette tentative. Si son itineraire fa

vori i est ferme, il se tourne vers un itineraire j , desservant la meme OD, avec une 

probability A^j. II achete un billet pour j si c'est possible, et ainsi de suite. Notons 

que si j est ferme, la probability Xkj qu'il tente alors de reserver un billet pour k ne 

depend pas de i. 



121 

Cette description du processus d'achat colle de moins en moins a la realite, a mesure 

que l'achat sur internet se generalise et que les clients disposent d'une meilleure 

information sur l'offre de services de transports qui couvrent leurs besoins. 

Tachons de voir sur quoi devrait etre bati un modele de not de passagers qui suppose 

que les clients potentiels disposent de toute l'information sur la disponibilite des 

itineraires qui pourraient les interesser. Le cadre theorique que nous esquissons plus 

bas est tres optimiste au sens ou il decrit les caracteristiques d'un modele ideal. 

D'abord, ce cadre de modelisation mene a l'abandon du concept de demande pour un 

itineraire. La demande est plutot fragmentee selon l'OD, le temps ideal de depart ou 

d'arrivee, et un ensemble d'autres facteurs pertinents, comme la sensibilite au prix, 

au niveau de service et a la flexibilite. Soit 9 l'espace de ces divers profils de services, 

de sorte qu'un element typique 9 G © corresponde a une OD, un temps de depart ou 

d'arrivee et certaines caracteristiques socio-economiques des clients. Le modelisateur 

devrait avoir acces a de bonnes predictions pour les parametres des demandes De, 

vues comme variables aleatoires. 

Soit X l'ensemble des itineraires de la compagnie d'interet et de ses competiteurs. 

Les itineraires des competiteurs pourraient etre tres fortement agreges, ou encore etre 

tous agreges en un seul itineraire virtuel, ou en un itineraire virtuel pour chaque mode 

de transport, etc. Soit S — {0,1}1 l'espace des etats de disponibilite des itineraires 

et soit P l'ensemble de tous les vecteurs dans [0,1]T dont la somme des composantes 

est 1. On pensera a un element typique p de P comme aux probabilites qu'un type de 

client, ayant decide d'acheter un service de transport, achete tel ou tel service dans 

J . Le modelisateur devrait avoir acces a une fonction Q : 0 x S —> P 

donnant les proportions q{
,s (i € T) dans lesquelles des clients de profil 9, decides a 

acheter un service de transport, acheteront les divers services dans T, etant donne 
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l'etat de disponibilite s. En grande partie, la qualite du modele hypothetique dont 

nous parlons sera tributaire de la qualite de cette fonction. Elle devrait normalement 

etre fournie par des economistes, des econometristes ou des statisticiens. 

Evidemment, ceux-ci s'attaqueraient alors a un probleme fort complexe. Quoi qu'il 

en soit, supposons que Ton dispose de cette fonction Q. Soient 

de : [0,1] - • E (0 G 6) (7.1) 

les fonctions donnant les taux de manifestation des demandes associees a chaque profil 

de service 9 au cours du processus de reservation, qui se deroule dans l'intervalle de 

temps [0,1]. Chaque fonction dg satisfait JQ dg(t)dt = 1. Si, a l'instant t d'une instance 

deterministe du processus de reservation, l'etat de disponibilite des itineraires du 

reseau est s, alors le taux de placement de passagers sur un quelconque itineraire 

i £ T est 

Si la probability que le reseau soit dans l'etat s au temps t est p(t, s), alors l'esperance 

du taux de remplissage de l'itineraire i au temps t est 

Y.Pfrs^deW-Q?- (7-2) 
seS 6*60 

Le defi du modelisateur est de concevoir, pour ces equations, des substituts accep-

tablement precis qui s'appliqueraient a des intervalles de temps plutot qu'a des mo

ments, et assez simples pour que la resolution approximative des systemes d'equations 

resultants soit rapide. 

Pour ce faire, il est evident que 1'algorithme de resolution ne traitera pas les 2^ 

etats de disponibilite du reseau. On isolera plutot, pour chaque 0, un petit ensemble 

de scenarios de disponibilite Sg et on calculera leurs probabilites d'occurrence res-

pectives. Notons V* le vecteur contenant toutes les variables du modele associees a 
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l'intervalle de temps [t,t']. Pour calculer V1 associe a l'intervalle de temps suivant 

[t1, t"], on peut utiliser une methode perturbative semblable a celle que nous utilisons 

dans l'algorithme de resolution du systeme d'equations de notre modele. En premiere 

approximation, on pose V% = V1. L'assignation de nouveaux passagers dans le reseau 

pousse les probability de disponibilite vers le bas. On modifie en consequence Vt, 

on redefinit les scenarios de disponibilite Sg et leur probability d'occurrence, et ainsi 

de suite. 

Peut-etre qu'a l'essai, on verra que ce plan est trop ambitieux. Voyons tout de raerae 

ce que pourrait donner l'approche inverse, celle par laquelle on tenterait d'ameliorer 

notre modele pour le faire mieux respecter la nature du processus de reservation reel. 

Notre modele, non modifie, identifie itineraires et profils de service. C'est une divi

sion assez grossiere de l'espace des profils de services, mais elle a l'avantage d'etre 

simple et naturelle. Apres tout, les previsions de demande seront toujours calculees 

en partie a partir des donnees historiques de frequentations des itineraires. Chaque 

itineraire correspond naturellement a une OD et a un temps d'arrivee (non necessai-

rement ideal, il est vrai), et son prix et sa classe sont ses attributs socio-economiques. 

L'hypothese simplificatrice consiste ici a traiter la demande pour un itineraire comme 

etant constitute de clients pour lesquels cet itineraire est ideal. Nous proposons de 

realiser clairement qu'il y a la une simplification, pour etre mieux a meme de reperer 

les biais qu'elle pourrait creer et de les reparer, par des modifications au calcul des 

coefficients de recapture, par exemple. 

Poursuivant dans cette voie, considerons un modele ou les coefficients de recapture 

Xjti, refietant toujours la desirabilite de l'itineraire j aux yeux des clients associes 

a 1'itineraire i, controlent toutefois le processus de remplissage autrement que dans 

le notre. Pour obtenir des valeurs censees pour les probabilites de fermeture des 

itineraires, on utilise toujours le concept de tentative de reservation, mais on en 
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fait une interpretation et un traitement differents. Plus precisement, le nombre de 

tentatives de reservation infructueuses spi est vu comme un nombre de clients de 

profil i faisant face a une offre de service ne contenant pas l'itineraire i. Les tentatives 

de reservation originelles refusees sont detournees vers les itineraires voisins selon les 

coefficients A. Cependant, ces apports a la demande pour ces itineraires ne sont pas 

confondus avec la demande originelle, ni avec les apports des autres itineraires. On 

tient raeme cette comptabilite au fil des iterations de l'algorithme de resolution. 

Illustrons par un exemple simple. Pour un certain intervalle de temps, soit r* l'incre-

ment de tentatives de reservation pour l'itineraire i provenant des clients de profil i. 

Apres une iteration de l'algorithme de resolution viennent s'ajouter a ce nombre r^j 

et r^j tentatives provenant de clients de profils j et k pour lesquels les services j et 

k n'etaient pas offerts. Apres une autre iteration, des termes Tj^,% et r ^ j viennent 

s'ajouter, et ainsi de suite. Dans la version courante de notre modele, on dirait de ces 

rfcjij tentatives de reservation qu'elles proviennent de clients refuses successivement 

sur k et j . Dans le contexte present, ce sont plutot des tentatives de reservation de 

clients de profil k qui ont ete confrontes a une offre de services ne contenant ni k ni 

j , et qui ont opte pour i. Et c'est ici que Ton peut introduire la fonction Q censee 

decrire le comportement des divers profils de clients devant divers etats de disponibi

lite. C'est elle qui, a chaque iteration, repartit les tentatives infructueuses selon l'etat 

de disponibilite associe a l'historique de chaque petit groupe de telles tentatives de 

reservation infructueuses. 

Ainsi, au prix d'une comptabilite plus lourde, l'algorithme fait ressortir de lui-meme 

les scenarios de disponibilite les plus significatifs et fournit ainsi la possibilite d'uti-

liser naturellement la fonction Q decrite plus haut. Cette modification que nous 

proposons de faire a notre modele, sans en faire le modele ideal envisage plus haut, 

devrait toutefois ameliorer significativement sa capacite de reproduire fidelement le 

phenomene de recapture. 
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Ce que Ton reproche au modele dans sa forme actuelle, c'est son calcul arbitraire 

des coefficients d'attraction d'ordre deux et plus. Disons que les itineraries 6, 7 et 

8 correspondent a trois vols directs matinaux en classe affaire, a destination d'une 

meme grande ville, aux departs prevus a 6 heures, 7 heures et 8 heures. Supposons 

que A6i7 = A8,7 =0,4 et que A6>8 =0,2. Notre modele redirige les clients refuses par 

7 puis 8 vers l'itineraire 6 dans une proportion A6i8A8j7 =0,2-0,4=0,08. Done, si les 

itineraries 7 et 8 sont bloques, les clients de profil 7 se tournent vers l'itineraire 6 

dans une proportion A6i7 + (A6J8A8J7) =0,48. Cette proportion est plus grande que 

^6,7 =0,4, ce qui est logique : la fermeture de l'itineraire 8 rend encore plus attirant 

l'itineraire 6. Mais 0,48 est-elle la bonne valeur? Supposons que le prochain vol 

pour cette destination decolle significativement plus tard dans la journee et que la 

concurrence est negligeable. Notre experience personnelle ne suggere-t-elle pas une 

valeur legerement inferieure a A6;7 + A8;7 =0,8, disons 0,7 ou 0,75 ? On s'imagine mal 

ces clients, majoritairement des gens d'affaires ayant a se rendre dans une ville en 

matinee, chambouler leur agenda et annuler des rendez-vous pour eviter un depart a 

6 heures, meme si plusieurs prefereraient un depart a 8 heures. 

L'exemple ci-haut decrit une situation (demande captive, peu d'alternatives) dans 

laquelle la sous-estimation de la capacite de recapture du reseau par notre modele est 

particulierement marquee. Toutefois, si les economistes peuvent fournir une methode 

d'estimation des coefficients d'attraction de second ordre qui soit un tant soit peu 

plus realiste que la multiplication des coefficients A, pourquoi s'en priverait-on ? On 

eliminerait du meme coup 1'auto-recapture, e'est-a-dire le fait que notre modele fasse 

recapturer par l'itineraire i une partie du debordement de i vers j si l'itineraire j a 

lui-meme une probability non nulle de deborder. 

Quel serait le prix a payer, en temps de calcul, pour cette restructuration de notre 

modele de flot ? A premiere vue, un ralentissement par un facteur d'environ 10, peut-

etre plus. Le principal changement qu'amene la modification proposee plus haut est 
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le traitement de plusieurs flots de tentatives de reservation correspondant aux divers 

scenarios de disponibilite, la ou notre algorithme de resolution actuel ne traite que le 

flot associe a un itineraire. Pour chaque profil de service i, combien de scenarios de 

disponibilite ont une probabilite d'occurrence assez grande pour ne pas etre negliges ? 

Dans les cas extremes, on peut imaginer qu'une dizaine d'itineraires soient assez atti-

rants pour generer une cinquantaine de scenarios pertinents, mais on peut s'attendre 

a beaucoup moins en moyenne. Et dans tous les cas, seuls quelques scenarios sont 

tres probables, evidemment. 

Cette approche nous donne aussi espoir d'integrer naturellement au modele l'algo-

rithme de RM dynamique de la compagnie d'interet. 

Nous sommes raisonnablement optimiste a propos de la viabilite de ce projet. Avant 

que les equations ne soient posees et que l'algorithme de resolution ne soit implemente 

et teste, une bonne dose de scepticisme est tout de meme de mise. 
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CONCLUSION 

Nous avons congu, decrit et evalue un modele de flot de passagers pour reseaux 

aeriens qui presente un ensemble de caracteristiques desirables que Ton ne retrouve 

reunies dans aucun autre modele dans la litterature. 

- II respecte la nature stochastique de la demande. 

- II integre les phenomenes de debordement et de recapture, sous la seule hypothese 

que les clients dont l'itineraire favori n'est pas disponible jetteront leur devolu (avec 

succes ou non) sur des itineraires semblables dans certaines proportions censees 

refleter cette similarity. Nulle part ne suppose-t-il que le placement des passagers 

se fasse dans l'interet de la compagnie. 

- II respecte la nature temporelle du processus de reservation des billets d'avion, 

c'est-a-dire le fait que l'ordre dans lequel les itineraires se remplissent influe sur les 

taux de remplissage des itineraires disponibles. Le tout est entierement integre au 

cadre stochastique. 

En outre, cette derniere caracteristique, le decoupage temporel, met le modelisateur 

en bonne position pour integrer au modele l'effet d'algorithmes de gestion dynamique 

de l'offre de sieges. 

Nous avons aussi montre comment construire une version locale du modele, ne trai-

tant qu'une petite partie du reseau a la fois, que Ton peut utiliser pour ameliorer ite-

rativement la fonction objectif d'un programme mathematique d'affectation de flotte 

standard. Nous avons vu que cette technique, appliquee a nos jeux de donnees de 

taille reelle, genere en quelques iterations des affectations de flotte significativement 

plus profitables, sur papier, que celles obtenues par la methode classique d'estimation 

de pertes de revenu par segments de vol. 
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Nous avons aussi developpe une extension de ce modele qui supporte l'imposition de 

limites de capacite sur les itineraires. 

L'essence de notre modele est un systeme d'equations non lineaires relativement 

complexe, et nous avons decrit un algorithme simple qui en donne une excellente 

quasi-solution, tres rapidement. Les esperances de flots calcules par cet algorithme 

concordent, a 0,1% ou mieux, avec les esperances de flots qui resulteraient du de-

roulement d'un processus de reservation ideal. Pour l'extension qui s'accommode de 

limites de capacite fixes sur les itineraires, cette precision reste de l'ordre de 0,2% 

dans des situations normales. 

Les pretentions de notre modele sont strictement definies : ce qu'il estime avec les 

precisions ci-haut mentionnees, c'est l'esperance de not resultant d'un processus de 

reservation ideal. Celui-ci est lui-meme une approximation de la realite. Or, le calcul 

des parametres definissant le processus ideal est, de l'avis general, un serieux defi. 

On parle ici surtout de predictions des variables aleatoires associees a la demande et 

de coefficients d'attraction refletant la desirabilite d'itineraires alternatifs aux yeux 

de clients premierement interesses a un certain itineraire non disponible. 

Ceci nous amene naturellement a emettre l'opinion que le travail le plus urgent, le 

plus profitable, pour ce qui est du probleme qui nous interesse, est l'etude approfon-

die, quantitative, du marche et de son fonctionnement. Comme nous l'avons affirme 

a la fin du precedent chapitre, nous sommes confiants que des specialistes de l'opti-

misation et des programmeurs arriveront bientot a elaborer des modeles rapides et 

precis qui pourront supporter des hypotheses de comportement des passagers signi-

ficativement plus complexes et proches de la realite que celles qui sous-tendent les 

modeles actuels. 

Avec de tels outils, toute amelioration dans la qualite des donnees d'entree peut etre 

mise a profit. Vu la complexite des problemes de prediction economique et d'analyse 
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des comportements d'achats des consommateurs face a des offres de services chan-

geantes, il semble evident que cette partie du champ de recherche devrait etre investie 

avec vigueur et empressement. 
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