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RESUME

Cette theése de doctorat propose plusieurs formulations mathématiques linéaires et non
linéaires, dans le but d’énumérer des équilibres de Nash extrémes et de les raffiner en
théoric des jeux. Parmi les différentes formes de jeux généralement formulées dans la
littérature, nous étudions plus particuli¢rement les jeux-bimatriciels, polymatriciels et la
forme séquentielle des jeux étendus a deux joueurs.

Notre premier objectif est d’utiliser la linéarisation des conditions de complémentarité
afin de concevoir un algorithme d’énumération des équilibres extrémes pour les jeux
bimatriciels et polymatriciels.

Dans le premier chapitre, nous effectuons une synthése des principales formulations ma-
thématiques pour la recherche d’équilibres de Nash pour les jeux bimatriciels. Nous
exposons I’algorithme de Lemke et Howson (37) pour la recherche d’équilibre de Nash.
Ensuite, nous présentons I’algorithme K FFE (6) pour I'énumération des équilibres de
Nash extrémes. Nous montrons aussi comment le probléme d’énumération des sous-
ensembles de Nash maximaux peut étre résolu en uatilisant un algorithme d’énumération
des cliques maximales en théorie des graphes. Finalement, nous linéarisons les condi-
tions de complémentarité en utilisant la méthode de Jidice et Mitra (29) et en intro-
duisant des variables binaires. Cette linéarisation permettra de proposer un programme
linéaire mixte 0 — 1 dont les solutions extrémes sont des équilibres de Nash extrémes du
jeu bimatriciel.

Le deuxieme chapitre est consacré en premier lieu & une synthese des formulations ma-
thématiques pour la recherche d’équilibres de Nash pour les jeux polymatriciels. Nous
exposons ensuite 1’algorithme des pivots complémentaires de recherche d’équilibre de
Nash pour les jeux polymatriciels (70). En troisi¢me licu, nous approfondisons la mé-
thode d’élimination des stratégies dominées pour les jeux bimatriciels et polymatriciels
a trots joueurs. Finalement, nous linéarisons les conditions de complémentarité en in-

troduisant des variables binaires. Cette nouvelle modélisation permettra de proposer un
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programme linéaire mixte 0 — 1 dont les solutions extrémes sont des équilibres de Nash
extrémes du jeu polymatriciel.

Notre deuxi¢me objectif est &’ ¢tudier Iénumération des équilibres de Nash extrémes
pour la forme séquentielle dun jeu étendu a deux joueurs. Nous présentons dans le
troisieme chapitre une revue de la littérature sur les différents concepts utilisés pour les
jeux étendus. Ensuite, nous étudions les différentes représentations d’un jeu étendu a
deux joueurs. Finalement, nous proposons un: programme linéaire mixte ¢ — 1 dont les
solutions extrémes permettent, par projection sur 1'espace des variables des stratégies
mixtes, d’énumérer les équilibres de Nash extrémes de la représentation séquentielle
d’un jeu étendu & deux joueurs,

Notre troisi¢me objectif est de concevoir en premier lieu un algorithme permettant d’énu-
mérer tous les équilibres de Nash extrémes pour les jeux bimatriciels, polymatriciels et
les formes séquentielles des jeux étendus a deux joueurs et d’implanter ce nouvel algo-
rithme ainsi que 1’algorithme £ F'F en utilisant une librairie d’arithmétique exacte. Nous
commencons le quatriéme chapitre en présentant I’algorithme Ky A I P pour I’énumé-
ration des €quilibres extrémes en théorie des jeux. En premiére étape, nous implantons
cet algorithme en utilisant les librairies. du logiciel d’ optimisation Cplez.

Nous proposons dans le guatriéme chapitre une formulation biniveau permettant d’ étendre
I'algorithme 77 I7 aux formes séquentielles des jeux étendus 4 deux joueurs. Nous avons
pu implanté les algorithmes FEE et ExMIP, en (et C' + +, en faisant appel a la li-
brairic d’arithmétique exacte de McCutchen (44). Nous décrivons dans ce chapitre les
détails techniques de ces implantations. En outre, nous y exposons le logiciel XGame
Solver qui regroupe ces implantations sous une application a interfaces en Q7 facile a
manipuler et mise gratuitement & la disposition de la communauté scientifique.

Notre quatriéme objectif est de définir des méthodes automatiques pour le raffinement
des équilibres en théorie des jeux. Dans le cinqui¢me chapitre, nous exposons les diffé-
rents. raffinements dans la littérature de. théorie des jenx. Nous proposons une paire de

programmes linéaires dont la résolution permet d"affirmer si un équilibre de Nash est



vii

parfait ou non. Nous obtenons aussi une série de propositions concemant les équilibres
propres. Ces propositions nous conduirons & énoncer un théoréme qui définit un pro-
gramme quadratique mixte 0 — 1 dont la résolution permet de conclure si un équilibre

n’est pas propre.
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ABSTRACT

This thesis proposes a number of linear and non-linear mathematic formulations in order
to enumerate and refine extreme Nash equilibria in Game Theory. We study in particular
Bimatrix, Extcnsic and Polymatrix gamcs.

Our first goal is to linearise complementarity conditions in order to- design an algorithm
for the enumeration of extreme Nash equilibria of Bimatrix, Polymatrix and Sequential
forms of two-persons extensive games.

In the first chapter of this thesis, we provide a review of Nash equilibria mathematic
formulations in Bimatrix games. We alse present the Lemke and Howson (37) and the
EEE (6) algorithms. We show how enumeration of all maximal Nash-subsets could be
performed using an algorithm for maximal cliques enumeration from Graph Theory. We
finally, present a linearisation of complementarity conditions, using binary variables, in
order to formulate a mixed 0—1 program. The set of all extreme solutions of this program
defines the set of extreme Nash equilibria of a Bimatrix Game.

The second chapter provides a review of Nash equilibria mathematic formulations in
Polymatrix games. We present the complementary pivoting algorithm to find Nash equi-
libria. We also focus on the elimination of dominated strategies in Bimatrix and Poly-
matrix games. We finally present a linearisation of complementarity conditions, using
binary. variables, in order to formulate a mixed 0 — 1 program. The set of all extreme
solutions of this program defines the set of extreme Nash equilibria of a Polymatrix
Game.

Our second goal is to study the enumeration of extreme Nash equilibria for the sequen-
tial form of a two-persons extensive game. We present in the third chapter a review of
thc main concepts uscd for cxicnsive games. We study the diffcrent represcntations of
two-persons extensive games. We finally propose a mixed {0 — 1 program. The set of
all extreme solutions of this program defines the sct of extreme Nash equilibria of the

sequential form a two-persons extensive game.



‘Qur third goal is-to design: an algorithm in- order to enumerate all extreme Nash equi-
libnia of Bimatrix, Polymatrix and -Sequential forms: of two-persons-extensive games.
We present the Fy M-FP algorithm for the enumeration-of all extreme Nash equilibria in
Game Theoty. We also present the reformulation of the EEF algorithm (6).on sequential
forms of two-persons extensive gamnes. Both algorithms are implemented using Cplex
callable tibrarics and exact arithmetics libraries (44). We finally present our XGame Sol-
ver application which regroups our algorithms implementations using (/T interfaces.
This application is freely available for the use of the scientific community.

Our fourth geal is to define a set of antomatic equilibria refinement methods in Game
Theory. In the fifth chapter, we present different refinements used in game theory, We
propose a pair of linear programs in order to check the perfectness of a Nash equilibrium.
We also obtain a set of propositions on proper equilibria. Finally we provide a theorcm
defining a quadratic mixed 0 — 1 program in order to check if an equilibrium is proper

or not.
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INTRODUCTION

La globalisation des conflits sociaux, économiques, commerciaux et diplomatiques, confere
une importance croissante aux contributions des scientifiques dans la modélisation et
la résolution de ces problémes des temps modernes. Parmi les confrontations les plus
intenses, les conflits entre groupes de pression et les organisations a intéréts privés et

publics, sont des plus passionnants.

Les impacts des manifestations pacifistes et non-pacifistes sur les Iégislations dans plu-
sieurs pays industrialisés et non-industrialisés ont de plus en plus de répercussions sur
notre mode de vie. Par ailleurs, les firmes privées méme les plus monopolistiques de-
viennent beaucoup plus sensibles aux attentes des consommateurs en matiere d’écologie
et d’environnement. Les spécialistes en théorie des jeux contribuent a la gestion de ces
conflits en employant des modélisations sous plusieurs formes et en alternant les ap-

proches de résolution.

La théorie des jeux est une branche des mathématiques qui s’intéresse a I’étude et a
I’analyse des situations conflictuelles dans plusieurs domaines. La théorie des jeux per-
met de modéliser les confrontations stratégiques entre divers intervenants en leur pro-
posant une aide substantielle dans leur prise de décisions. La description et la détection
des situations d’équilibre pour plusieurs classes de jeux est d’un intérét majeur pour les

chercheurs en mathématiques, en économie et en sciences sociales.

Ce travail est une étude portant sur les jeux bimatriciels et polymatriciels ainsi que sur
la forme séquentielle des jeux sous forme étendue a deux joueurs. Les jeux sous forme
stratégique forment une classe particuliere en théorie des jeux. Ils sont statiques et si-
multanés. Les prises de décisions y sont uniques, par opposition aux jeux sous forme

étendue ou dynamique. L’énumération compléte des équilibres de Nash extrémes pour



cette classe de jeux permet d’identifier les différents ensembles d’équilibres qui peuvent

étre obtenus.

Le premier chapitre de cette these est une €tude du probleme d’énumération des équi-
libres extrémes dans les jeux bimatriciels. Apres une définition des principales notions
techniques utilisées, une revue de la littérature pour le probléme d’énumération des équi-
libres extrémes dans un jeu bimatriciel et une description des algorithmes de Lemke et
Howson (37) et d’ Audet et al. (6) sont présentées. L’énumération des ensembles maxi-
maux de Nash est aussi étudiée comme un probleme d’énumération de cliques maxi-
males dans un graphe. A travers des propositions soutenues par des preuves, la modéli-
sation et la formulation lin€aire mixte 0 — 1 d’un jeu bimatriciel sont ensuite proposées.
Un exemple d’un programme linéaire mixte 0 — 1, pour un jeu bimatriciel, est ensuite

exposé.

Le deuxieme chapitre est une étude du probleéme d’énumération des équilibres extrémes
dans les jeux polymatriciels. Une revue de la littérature et des principales notions re-
latives au probleme de recherche d’équilibre dans un jeu polymatriciel ainsi qu’une
description de I’algorithme des pivots complémentaires sont présentées. Les notions de
stratégies fortement dominées et faiblement dominées sont ensuite abordées. Le concept
d’élimination des stratégies fortement dominées, dans un jeu bimatriciel et dans un jeu
polymatriciel, est illustré a travers des exemples numériques. Une proposition relative au
nombre maximal d’itérations nécessaires a la détection récursive des stratégies fortement
dominées dans un jeu polymatriciel est ensuite énoncée et démontrée. La modélisation
d’un jeu polymatriciel sous forme d’unprogramme lin€aire mixte est enfin proposée et
démontrée. Un exemple d’un programme linéaire mixte 0 — 1, pour un jeu polymatriciel

a trois joueurs, est ensuite exposé.

Le troisieme chapitre est une étude du probleéme d’énumération des équilibres de Nash

extrémes pour les formes stratégiques et séquentielles des jeux étendus a deux joueurs.



Les différents concepts utilsés en théorie des jeux sont présentés. La modélisation de la
forme séquentielle d’un jeu étendu a deux joueurs sous forme d’un programme linéaire
mixte est ensuite proposée et démontrée. Quelques exemples de programmes linéaires

mixtes 0 — 1 obtenus pour différents exemples sont ensuite exposés.

Le quatrieme chapitre présente 1’algorithme Ex' M I P pour I’énumération complete des
équilibres extrémes dans un jeu bimatriciel, polymatriciel et de la forme séquentielle
d’un jeu étendu a deux joueurs. Un théoréme relatif a 1’aptitude de 1’algorithme & énu-
mérer tous les équilibres de Nash extrémes de tels jeux est énoncé et démontré. Des
exemples numériques sur différents jeux sont illustrés afin d’expliquer I’exécution de
I’algorithme Ex M IP. L’implantation de I’algorithme EE'E pour la forme séquentielle
d’un jeu étendu a deux joueurs est ensuite présentée. Ce chapitre contient aussi une sec-
tion consacrée a I’implantation en arithmétique exacte des deux algorithmes. Ce chapitre
décrit en outre le logiciel XGame Solver que nous avons réalisé au cours de ce projet
de doctorat. Le logiciel regroupe nos différentes implantations en arithmétique exacte
des algorithmes EEE et ExMip ainsi que les quelques méthodes de raffinement au-
tomatique que nous avons proposées ultérieurement. Nous discuterons aussi de I’intérét
d’offrir 2 la communauté scientifique un logiciel tel que XGame Solver et de I’enrichir a
travers I’implantation d’autres algorithmes de recherche d’équilibre. Nous envisagerons

aussi I’élargissement de la gamme des jeux que le logiciel pourrait résoudre.

Le cinquieme et dernier chapitre est une étude des différents raffinements des équilibres
de Nash extrémes. En premier lieu, les raffinements essentiel, quasi-fort, isolé et régulier
sont présentés. Pour le raffinement parfait, une définition alternative est présentée sous
la forme d’une paire de programmes linéaires dont la résolution permet de déterminer en
pratique si un équilibre est parfait. Le raffinement propre est ensuite étudié en proposant
un programme paramétré, quadratique et mixte 0 — 1 dont I’analyse de la réalisabilité

permet de conclure, d’un point de vue théorique, si un équilibre est propre ou non.



La derniére partie de cette thése est une conclusion générale sur les réalisations de cette
these et sur les différentes possibilités d’étendre ce travail et de I’appliquer a plusieurs

problémes de confrontations stratégiques modernes.

Les codes sources des algorithmes ExMIP et EEE, pour I'implantation en arith-
métique exacte et pour I’implantation utilisant C'plex, sont publiés sur le lien internet
http ://www.gerad.ca/~slimb. Le code source du logiciel XGame Solver y sera aussi
disponible et pourrait étre compilé par les utilisateurs sous les systemes d’exploitation

Windows, Linux et Mac OS.


http://www.gerad.ca/~slimb

CHAPITRE 1

LES JEUX BIMATRICIELS

Un jeu bimatriciel nait de la rencontre de deux joueurs I et II, pouvant représenter des
intervenants politiques, économiques ou sociaux. Chaque joueur possede une panoplie
d’opportunités stratégiques dénombrables, couramment nommeée ensemble de stratégies
pures. Le joueur I a le choix entre n stratégies pures, alors que le joueur II dispose de m

stratégies pures.

Un jeu bimatriciel peut étre résumé par une paire de matrices de gains A et B de I’en-
semble des matrices, de n lignes et m colonnes, My x.,. L’élément a;; de la matrice A
représente le gain immédiat du joueur L, si les deux joueurs choisissent respectivement
leur i¥™¢ et j°™ stratégie au méme moment. Réciproquement, 1’élément b;; de la matrice
B représente le gain immédiat du joueur II, si les deux joueurs choisissent respective-

ment leur €™ et j¢M¢ stratégie au méme moment.

Dans un jeu bimatriciel, chaque intervenant désire adopter la (les) stratégie(s) lui per-
mettant de maximiser son gain a I’issue d’un jeu sous forme normale (stratégique). Un
jeu sous forme normale est un jeu ou chaque participant a le droit d’effectuer son choix
stratégique une seule fois, sachant que tous les choix sont formulés simultanément. Un
jeu sous forme normale peut aussi €tre la représentation simplifiée d’un jeu sous forme

étendue, ol les choix stratégiques des divers intervenants sont formulés a plusieurs re-

prises de maniére non simultanée.

Chaque joueur est doté, dans un jeu bimatriciel, d’une aptitude & combiner en un seul jeu
une variété de stratégies pures. Cette combinaison de stratégies pures, nommée stratégie

mixte, permet au joueur de formuler ses préférences sous forme d’un vecteur = ou y



précisant la probabilité ou la fréquence avec laquelle chacune de ses stratégies serait

jouée, si la méme situation se répétait.

Le joueur I vise alors 2 maximiser son gain z* Ay, en choisissant le vecteur de probabilité
z dans R™, tandis que le joueur II tente de maximiser x*By en fixant son vecteur de

probabilité y dans R™.

Un équilibre est une situation dans laquelle chaque intervenant a adopté un choix stra-
tégique lui permettant de maximiser son gain étant donné le choix de I’autre. Aucun
d’entre eux n’a donc intérét a modifier unilatéralement son choix stratégique, puisqu’il

en sortirait perdant.
Dans un jeu bimatriciel, un point d’équilibre est une paire de stratégies (Z, §) ou :

si deux ensembles X () et Y () sont définis tels que

X(9) = argmax z'Ag Y(2) = argmax £'By
T Y
sa. 'l =1, et sa.  y=1,
z Z O’ Y Z 07

avec 1,, et 1,,, deux vecteurs de dimensions respectives (n x 1) et (m x 1) et composés

uniquement de 1, alors & € X () et §€Y(2).

Une stratégie est dite dominée lorsque, pour un joueur donné, tous les gains qu’elle pour-
rait rapporter sont inférieurs ou égaux aux gains apportés par une combinaision linéaire
des autres stratégies (Myerson (49)). Une stratégie est dite dominante, par rapport a une
strat€égie dominée, si tous les gains qu’elle pourrait rapporter sont supérieurs ou égaux

aux gains apportés par la stratégie dominée.

La formulation d’un jeu matriciel sous la forme d’un programme linéaire flit introduite

par Gale, Kuhn et Tucker (1948). Bien que la question eut été abordée en premier lieu



par Von Neumann (1928), la premiere preuve de I’existence d’un point d’équilibre dans
tout jeu fini a plusieurs joueurs, et par suite dans le cas restreint d’un jeu bimatriciel, fiit
I’oeuvre de Nash (50). Ce théoreme a inspiré les chercheurs qui ont abordé le sujet par

la suite et explique 1’appellation courante "équilibre de Nash" définissant cet équilibre.

Mills (46), puis Mangasarian et Stone (41) ont étudié les conditions d’optimalité du sys-
teme précédent dans le but de définir les conditions nécessaires et suffisantes d’équilibre.
IIs ont alors introduit deux scalaires «v et 3, tels que (¢, §) € R?, et reformulé le systéme

a partir des problémes duaux de la maniére suivante :

min « min [
[¢3 et ﬂ
s.a. l,a > Aj, s.a. Pl > i'B.

Une fois les contraintes de réalisabilité primales et duales combinées, il est possible
d’affirmer qu’une paire (£, ¢) est une stratégie d’équilibre si et seulement si il existe

deux scalaires & et ,5’ tels que :
(#,0) € X = {(z,8) e R™' :2'B < 1%, 21, = 1,2 > 0},

(§,6) €Y ={(y,a) e R™ : Ay < 1,0, 1Ly =1, y > 0}.

Les deux variables duales & et 3 sont alors égales aux gains respectifs des joueurs I et
I1, lorsque ces conditions sont satisfaites, vu que les valeurs des objectifs des problémes

primaux et duaux sont égales :

PfAj=a et #'Bj=0.

Ces conditions, telles que Mills (46) et Mangasarian et Stone (41) 1’ont montré, peuvent



étre fusionnées en une seule contrainte bilinéaire :

FA+B)j=a+0

11 est donc possible de définir un probléeme d’optimisation globale dont la solution opti-
male est un point d’équilibre :

max xz'Ay + z'By —a—(

m’yzahﬁ

s.a.

En un point d’équilibre, la valeur de la fonction objectif est nulle puisque (&, g, &, B)
sont tels que :

#(A+B)j—(&+5) =0.

Mills (46) apporte aussi la preuve qu’un point d’équilibre dans un jeu bimatriciel est la
solution d’un systeme d’inéquations linéaires, ou certains vecteurs u et v doivent étre

binaires :
0< al, — Ay

ﬂlm_-rB < lm‘"v < lm_y7

IN
IA

1, —u 1, — =,

reX, yeY, uwue{0,1}" wve{0,1}™

Exemple 1.0.1 Soit un jeu bimatriciel de dimension (4 x 3) dont les éléments des ma-



trices A et B prennent pour valeurs :

3 25 b 5 4.5 25
4 0 2 2 3 1
A= et B =
2 35 1.5 1 1.5 3.5
4.5 0.5 55 25 35 4
Si I choisissait sa 4™ stratégie et II choisissait sa 3°™ stratégie, ' = (0,0,0,1)

et 9t = (0,0,1), les deux joueurs seraient en une situation d’équilibre et leurs gains

respectifs seraient : & = 5.0 et 8= 4.

Pour le joueur I, la 2°™ stratégie est dominée par la 4°™ stratégie. Il est donc inutile

de la considérer car I ne la choisira jamais.

1.1 Revue de la littérature

Un équilibre de Nash extréme (i, 1) est tel que & est un point extréme de 1’ensemble
X(7) des meilleures répliques a la stratégie 7, et § est un sommet de I’ensemble Y ()

des meilleures répliques a la stratégie 1 :

i€ ert(X(9)) et g € ext(Y (1)),

ou ext dénote I’ensemble des points extrémes. Les équilibres d’un jeu bimatriciel forment
un ensemble £ qui est I'union d’un nombre fini de polytopes, parfois disjoints (45), cha-
cun étant appelé un sous-ensemble de Nash maximal. Un équilibre de Nash extréme est

un point extréme de 1’un de ces polytopes.

Soit 2, C R", un ensemble ayant comme €éléments quelques stratégies extrémes du
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premier joueur. Vorob’ev (65) a prouvé que toute paire de stratégies (Z, §) pour laquelle
7 appartient a ’enveloppe convexe de ¥, et ot i appartient a Y () pour toute stratégie
extréme x de ¥, est un équilibre. L’ensemble £ est ainsi ’'union de ces ensembles de

paires sur tous les sous-ensembles de stratégies extrémes du premier joueur :

E = U { conv(Ee) x () Y(z) }-

S C{zi(zy)€ext(E)} LI

Keiding (30) a montré que dans un jeu bimatriciel non-dégénéré, de dimensions (m xn),

il existe au plus K = min{®(m,n + m), ®(n,m +n)} — 1 équilibres extrémes avec :

-l -1\ [ he g

I

rojR,

] 1]

®(d, h) étant le nombre maximal de sommets dans un polyedre d-dimensionnel a A fa-

cettes.

Il faut noter cependant que cette borne supérieure sur le nombre maximal d’équilibres

extrémes n’est probablement pas serrée.

Pour le cas particulier d’un jeu bimatriciel non-dégénéré, de dimension n x n, von Sten-
gel (62) a démontré que le nombre maximal d’équilibres extrémes €était borné inférieu-

rement par (¢(n) — 1) et supérieurement par (w(n) — 1) avec :

2.414" 2.5981"

P(n) = 0.949 NG et w(n)=0921 7

L’énumération de tous les points extrémes permet d’identifier complétement 1’ensemble
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E (Vorob’ev (65)) puisque tout point d’équilibre peut s’écrire comme une combinaison

convexe de points d’équilibres extrémes (Mangasarian (40)).

Les algorithmes énumérant tous les équilibres extrémes d’un jeu bimatriciel ou poly-
matriciel sont trés rares. Vorob’ev (65) fut le premier a en confectionner, ce qui donna
ultérieurement lieu a une simplification de la part de Kuhn (36). L’idée de base était de
générer a partir de la matrice B toutes les sous-matrices indépendantes et de vérifier si
en ajoutant a chacune une colonne de 1, la stratégie correspondante engendrait un point

d’équilibre.

Lemke et Howson (38) développerent un algorithme pour la recherche d’équilibres de
Nash. Cet algorithme requiert deux ensembles disjoints de stratégies pures (N et M).
Aggarwal (1) a démontré que I’algorithme proposé par Lemke et Howson (38) ne pouvait
étre modifié afin d’énumérer tous les équilibres extrémes, certains restant inaccessibles.
Aggarwal (1) explique cette pathologie par le fait que I’'union des chemins ayant (n +

m — k) (k € N x M) attributs pouvait étre non-connexe.

Mangasarian (40) et Winkels (68) proposent aussi deux approches semblables dont I’idée
est d’énumérer tous les sommets de X et de Y. Alors que le premier utilise la condition
d’optimalité z'(A + B)y = a + § pour vérifier si la paire (z,y) est un équilibre, le
deuxieme exploite les conditions des écarts complémentaires associées aux programmes

primal et dual.

Mukhamediev (47) adopte quant a lui une approche s’inspirant de la formulation bili-

néaire proposée par Mills (46) et Mangasarian et Stone (41). Il aborde la problématique

en utilisant I’optimisation globale de la fonction :

t t
max oAy + By —a —
(z.8)eX, (y,0)eY Y y Y
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max —f(+ | max z'(A+ B —a).
(z,8)eX & ((y,a)GY ( Jy
D’apres les définitionsde X et Y,ona:

(

Ay < aly,
4
'B < B1t o' Ay < 21,0,
71, =1, r'By < 81t y, rtAy < «o,
< . = [ = .
lmy:L ;[;t]n:L TBTJSB,
T Z O, L ]:nl/ = 17
\ y 20,

dour*Ay+ 2'By —a— 3 <0.

En un point d’équilibre (Z, §), la valeur de cette fonction objectif sera donc nulle puisque

les gains respectifs des deux joueurs seront : & = ' Aj et 8= T'Bj .

II existe dans un jeu bimatriciel (2* — 1} x (2™ — 1) supports distincts. Un support est
défini comme un ensemble de stratégies pures auxquelles sont assignées des probabili-
tés strictement positives. Un support peut alors engendrer un ensemble vide de points

d’équilibre, comme il pourrait en engendrer un seul ou parfois méme un polytope.

Dickhaut et Kaplan (20) et McKelvey et McLennan (42) ont adopté une approche basée
sur la vérification des conditions d’équilibre pour chacun des supports possibles et ont
résolu des problemes de dimension allant jusqu’a 8 x &, avec la possibilité de résoudre

des problemes de dimension 12 x 12.

Le fait que toutes ces méthodes s’articulent, de maniére plus ou moins explicite, autour
du concept d’énumération de supports, les rend peu pratiques a utiliser lorsque la dimen-
sion du jeu n’est pas modeste. La nature combinatoire de cette énumération peut rendre

le nombre de sommets a traiter tres élevé.
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La situation devient encore plus problématique en cas de dégénérescence, ce qui laisse la

taille des problémes succeptibles d’étre résolus par ces méthodes tres fortement limitée.

Les différentes méthodes linéaires de recherche d’équilibres de Nash ont €t€ exposées
par von Stengel (61). D’une part, il a montré comment la maximisation de fonctions de
gains linéaires permettait de définir deux polyedres. D’autre part, il a décrit une pro-
cédure algébrique de pivots complémentaires permettant d’obtenir un équilibre et il a
clarifié la notion de dégénérescence dans les jeux bimatriciels. Von Stengel a également
mentionné que la méthode lexicographique permettait d’étendre les algorithmes de pi-

vots a cette dernicre catégorie de jeux.

1.2 Algorithme de Lemke et Howson

Nous pésentons dans cette section I’algorithme de Lemke et Howson (37) qui a pour
but de trouver un équilibre de Nash dans un jeu bimatriciel. Soit N = {1,2,.,n} et
M = {1,2,.,m}. A toute paire de stratégies mixtes (z, %) correspondent des éléments
de N x M. Ces attributs dépendent des stratégies pures non-choisies par le joueur et des

meilleures répliques pures de son adversaire.

Soientpouri =1,....,netj=1,....,m:
X@)={zreX|z; =0},
X(j)={reX|Bjr>By, Vke M},
Y(i)={yeY|Ay>A., YVkeE N},
Y(i)={yeYly; =0},

ol A;. estla i ligne de A et B.; est la "¢ colonne de B. Ainsi, = a un attribut & si

z € X(k),etyaunattribut ksiy € Y(k), pourk € N U M.

Lemke et Howson ont montré qu’une paire de stratégies (z,y) de X x Y est un équilibre
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de Nash si et seulement si pour toutk € NUM :x € X(k)ouy € Y(k), ou les deux a

la fois.

Soient (G; et GGy deux graphes dont les sommets sont respectivement les points x de X
ayant n attributs avec un sommet supplémentaire 0 de R", et les points y de Y ayant m
attributs avec un sommet supplémentaire 0 de R™. Dans G, chéque paire de sommets
ayant en commun n — 1 attributs est reliée par une aréte, et similairement dans G, pour

chaque paire de sommets ayant en commun m — 1 attributs.

L’algorithme commence 2 partir de 1’équilibre artificiel (z = 0,y = 0), suit le chemin

sur lequel I’attribut £ est manquant et s’arréte au premier équilibre de Nash rencontré.

Assimilables a une série de déplacements le long des arétes de G; et G, les itérations se
font de telle maniere que, si (z,y) € G; x Gy est la paire courante de stratégies et si &
est un attribut de x, alors y est remplacé par son voisin y’ ayant £ comme unique attribut
non-commun avec lui et m — 1 attributs communs. Maintenant que £ est a la fois attribut
de z et de y, x est remplacé par son voisin z’, ayant k comme seul attribut non-commun

avec lui et n — 1 attributs communs.

L’algorithme s’arréte lorsque x et y réunissent a eux deux tous les attributs k € N x M.

L’équilibre atteint a la fin differe selon le choix de I’attribut initial & la premiéere itération.

Lemke et Howson (37) ont montré que I’ensemble des sommets et arétes de G; x G5
ayant n + m — k attributs (k € {IN U M}) consiste en un ensemble de chemins disjoints
et de cycles, et que les points finaux a ces chemins sont les équilibres du jeu et I’équilibre

artificiel (0, 0).

Cet algorithme de Lemke et Howson est aussi a I’origine de I’'une des premieres avancées

dans la recherche d’équilibres a un jeu polymatriciel a N joueurs.
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1.3 Algorithme d’énumération des équilibres extrémes EEE :

Audet et al. (6) proposent une approche énumérative plus sélective en étudiant seule-

ment les sommets qui satisfont les conditions des écarts complémentaires :

ot Ay = 2'1,q, r'(l,a — Ay) =0,
=
z!By = 31 vy, (B1,, — x'B)y = 0.

Audet et al. (6) considerent deux programmes linéaires a objectifs paramétrés :

P(y) = tAy —
() Jax 2t Ay B,

Q(z) = max z'By— a.
(y,)eY
L’algorithme E'E'E construit un arbre d’exploration ol a chaque noeud est associée une
paire de sous-problémes linéaires a fonctions objectifs paramétrées, P(y) et Q(z). A
chaque noeud est associée une variable = ou y représentant une stratégie réalisable, pour

’un ou I’autre des sous-problemes courants.

Les programmes P(y) et Q(x) sont quasi-identiques 2 P(y) et Q(z), mais avec en plus

un ensemble d’inégalités ou de contraintes de non-négativité qui sont mises a égalité.

Ainsi, Audet et al. (6) distinguent quatre formes possibles que peuvent prendre les pro-
blemes P(.) et Q(.) :

- P'(.) = P(
- P() = P(
- @’(.) = Q(.) avec une contrainte y; = 0 2 la place de y; > 0.

.) avec une contrainte z; = 0 a la place de z; > 0.
.) avec une contrainte z'B; = falaplacede 2'B,; < (.

p
p

- Qi(.) = Q(.) avec une contrainte A; y = o alaplace de A; y < a.

A chaque noeud de cet arbre, une optimisation de P(y) et une autre de ()(z) sont lancées
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successivement (1’ordre dépend des cas) et trois sortes de résultats différents peuvent étre

obtenus :

— P(.) ou Q(.) est non-réalisable.

— P(.) et Q(.) sont réalisables mais un manque d’information ne permet pas de déduire
un point d’équilibre.

— P(.) et Q(.) sont réalisables et un point d’équilibre peut étre déduit 2 partir des infor-
mations réunies.

Mis a part le premier cas ou le noeud courant sera éliminé, dans les deux autres il sera

remplacé par ses descendants directs. Chaque fils posseéde une seule différence par rap-

port A son pére qui consiste en une contrainte supplémentaire pour P(.) ou Q(.) selon la

regle de branchement choisie.

Cette regle de branchement se détermine a partir de deux parameétres 7; et 75, tels que

z;(a — Ayy), si P(.) n’a pas été changé en P(.)
T = et Q(.) n’a pas été changé en Q;(.),

-1 , sinon,

et

(8- 2B,)y;, si Q() 'a pas été changé en Qi)
™ o= et 15() n’a pas été changé en P;(.),

-1 , sinon.

En choisissant pouri € {1,...,n} et 7 € {1,...,m}, les ¢ et j qui maximisent les valeurs
de 7; et 7, trois cas différents permettent de conclure sur la régle de branchement a

adopter :
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— Si —1 # 7, > 7}, le noeud courant aura deux descendants :

(4, P'(.),Q() et (2,Qi(), P()-

- Si 7; < 7;, le noeud courant aura deux descendants :

(2. Q7(), P()) et (y,Pi(),Q()).

- Si7; = m; = —1, (z,y) est un équilibre extréme et le noeud courant aura quatre

descendants :
{(nyl(%Q()) ‘T > 0}7 {(m,Qz(),ﬁ()) : Ai~y < Oz},

{(z.Q°(), P() 19> 0} et {(y,P(),Q()) :2'B; < 5}.

Quand la profondeur du noeud courant est supérieure a n + m, la solution (z,y) est un

équilibre extréme car chacune des conditions des écarts complémentaires est satisfaite.

Audet et al. (6) démontrent que 1’algorithme EEE énumere en un temps fini tous les
€quilibres extrémes d’un jeu bimatriciel. Ils résolvent des problémes aléatoirement gé-
nérés, de taille allant jusqu’a (29 x 29) lorsque les dimensions sont égales et (700 x 5)

lorsque la seconde dimension est fixée a 5.

1.4 Enumération des sous-ensembles de Nash maximaux

Soit V£ est I’ensemble des équilibres de Nash extrémes d’un jeu bimatrciel. Un sous-
ensemble 7" C NE est un sous-ensemble de Nash si et seulement si toute paire d’élé-
ments T est interchangeable. Ceci veut dire que si (z1, 1), (z2,y2) € T alors (z1,v2) €

T et (z2,y1) € T. Un sous-ensemble de Nash T est dit maximal si il n’est pas contenu
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dans un autre sous-ensemble de Nash (14).

En théroie des jeux, il n’existe aucun algorithme dont le but est d’énumérer spécifique-
ment les sous-ensembles de Nash maximaux. Cependant, un rapport technique de von
Stengel (63) évoque la possibilité d’utiliser un algorithme d’énumération des cliques
maximales dans un graphe G afin d’énumérer les sous-ensembles de Nash maximaux.
Ceci étant dit, nous avons abouti au méme résultat indépendemment de ce travail non-

publié de von Stengel.

Suite a I’analyse de 1’ensemble des équilibres de Nash extrémes /N E, nous obtenons
un graphe G = (V, E). Les équilibres de Nash extrémes éléments de NVE définissent
I’ensemble V' des noeuds de ;. L’ensemble des arétes E de G est tel que toute aréte
e € E estune connexion entre deux noeuds (équilibres de Nash extrémes) de G, Eq; =

(r1,y1) € Vet Eqa = (x2,y2) € V, si et seulement si Eq; et Eq, sont interchangeables.

Toute clique maximale du graphe GG est un sous-graphe complet de G. Toute clique
maximale de G correspond alors a un sous-ensemble d’équilibres de Nash extrémes ol
tout équilibre de Nash extréme est interchangeable avec tous les autres. Ainsi, tout sous-

ensemble de Nash maximal 7" correspond donc a une clique maximale de G.

Plusieurs articles en théorie des graphes ont étudié et résolu le probleme d’énumération
des cliques maximales dans un graphe. Nous avons choisi d’implanter une version en

C + + de I’algorithme treés connu de Bron et Kerbosch (15).

Exemple 1.4.1 Soit A et B les matrices des gains du jeu bimatriciel tiré d'un article de

Bormetal. (14) :

-3 -3 -3 -3 3 00 2
A= 3 3 3 -6 B=10000
-3 -3 -3 -3 00 3 2
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Le graphe G obtenu a partir de N E est représenté a la Figure 1.1.

Figure 1.1 Graphe d’interchangeabilité G = (V, E)

En utilisant ’algorithme EEE (6), nous énumérons dix équilibres de Nash extrémes (Ta-
bleau 1.1). Ainsi, ce jeu contient six sous-ensembles de Nash maximaux Ty = {1,2,3,4,5,6},

TQ = {4, 8}, T3 = {6, 10}, T4 = {7, 9}, T5 = {7, 10} et TG = {8,9}

Le sous-ensemble T} est représenté a la Figure 1.2.

Tableau 1.1 Equilibres de Nash extrémes pour I’exemple de Borm et al. (14)

Eq. T T2 a | B
1 0O 1 0 0 0 1 0 310
2 0 1 0 0 1 0 0 3 10
3 0o 1 0 1 0 0 0 310
4 0 1 0 0 0 1/3 2/31-310
5] 0O 1 0 0 1/3 0 2/3]-3]|0
6 0 1 0 |[1/3 © 0 2/3[-3]0
7 1012/3 0 1/3] 0 0 0 1 | =32
8 1/3 0 2/3| 0 o0 1/3 2/3|-3|2
9 11/3 0 2/3| 0 0 0 1 1 -3]|2
0142/3 0 1/3[1/3 0 0 2/3[-3]|2
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X5 (0. 13,0, 2/3) A

3

/ > 1 X, =010
X o= (1,0,0,0)

2 X,=(0,100)

Figure 1.2 Sous-ensemble de Nash maximal Ty

1.5 Modélisation et formulation linéaire mixte

d’un jeu bimatriciel

Cette section récapitule le travail de modélisation entrepris dans (4) et énonce la for-
mulation d’un programme linéaire mixte 0 — 1, dont la résolution permet d’accomplir

I’énumération des équilibres de Nash extrémes d’un jeu bimatriciel.

La modélisation sous la forme d’un probléme linéaire mixte d’un jeu bimatriciel passe
par la transformation des contraintes de complémentarité en contraintes linéaires. Jidice

et Mitra (29), puis Audet et al. (8), ont mis en place une mani¢re efficace de transformer
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les conditions d’écarts complémentaires en introduisant des variables binaires :

]
(1,a — Ay) < Lyu,
ot Ay = 7'1,q, z'(1,a — Ay) = 0, (81, — B'z) < Ly,
& = {
tBy——ﬁl'my’ (ﬁlm_‘LtB)y:(L :L'S]n
L y < 1, — v,

oll u et v sont deux vecteurs de variables binaires de dimensions respectives n et m, et
L, et Ly sont des constantes positives suffisamment grandes. Nous avons ainsi :
- Siu; =0,alors: z; < let (o — A;y) = 0, donc z;(a — A y) = 0.
i)tx) = 0, donc y;(8 — (B,)'z) = 0.
- Siw;=1,alors: z; = 0et (a — Ay y) < Ly, done z;(a — A; y) = 0.
)12) < Ly, done (8 — (B,)'x) = 0.

Ou A; et (B,;)! sont respectivement les 1™ et ™ lignes de A et B!

- Siv;=0,alors:y; < let(f— (B

—Sivjzl,alors:y~~0et( — (B

Proposition 1.5.1 Choisir L, et Ly de la manieére suivante permet de satisfaire toutes

les conditions de complémentarité données :

Iy = Gmaz — Amin € T = bymagy — bmin, étant les différences respectives entre les plus

grands et les plus petits éléments de A et de B :

Aoz =  MAX  Qij, Opin = Min_ a;
mazx €N, GEM if min ieN, jeM 17
bmaz = Wax bij, bmin = min ;.

iEN, jEM iEN, JEM
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Preuve 1.5.1 Puisque nous avons :

Amin < @ < Gmags
binin < &} < bmags
Amin < Ay < Qnaz, pour 1=1,..n,
bnin < (Bj)'z < bpay, pour j=1,..,m,

nous pouvons déduire les inégalités suivantes :

oa— Ay

IN

Qmax — Qmin, POUr 1= 15 -y N,
8- (B.j)tfn < bmaz — bmin, pour J=1.,m.
Nous obtenons ainsi : (1,a— Ay) < Thuet (01, — Btz) < T'yv. En conclusion, choisir

L, et Ly de la maniére suivante permet de transformer les conditions de complémentarité

en contraintes linéaires : Ly > 1'y et Ly > T'y.

Toutes les conditions vérifiées par un équilibre de Nash peuvent donc s’exprimer de

fagon linéaire.

Proposition 1.5.2 L’ensemble des équilibres de Nash d’un jeu bimatriciel est | ’ensemble

des paires de choix stratégiques (z,y) € R™ x R™ telles que :

1, =1, Iy =1,
2B — 31, <0, Ay — al,, <0,

r+u <1, y+ov <1,

(Ina — Ay) — Liu <0, (81, — Btx) — Lyv < 0,
r 20, y 20,

u €{0,1}", v € {0,1}™.
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Preuve 1.5.2 Un équilibre de Nash est défini comme un point (7,4, &, ) tel que :
(2,8) € X = {(,8) e R"' : 2! B < B1,,, 2*1,, = 1,2 > 0},

(,6) €Y ={(y,0) e R™ : Ay < Lo, I,y =1, y > 0}.

Un équilibre de Nash extréme doit par ailleurs satisfaire les conditions des écarts com-
plémentaires. Il suffit alors qu’un point (x,y, o, 3) réponde aux conditions suivantes

pour étre reconnu comme équilbre de Nash extréme :

o'l, =1, Ity =1,
B - 31, <0, Ay — al,, <0,
r+u <1, y+ov < 1,,
(I,a — Ay) < Lyu, (81, — Btz) < Ly,
r >0, y 20,
u €{0,1}", v €{0,1}™.

Afin d’énumérer tous les équilibres de Nash extrémes, il faudrait énumérer toutes les

solutions extrémes d’un programme linéaire mixte 0 — 1.

Corollaire 1.5.1 L’énumération de tous les équilibres de Nash extrémes dans un jeu
bimatriciel est équivalente a I'énumération de toutes les solutions extrémes d’un pro-
gramme linéaire mixte 0 — 1, sujet aux contraintes précédentes, et ayant un objectif
linéaire, par exemple :

min  f(a,0) = a+

a7ﬁ7z)y7u7v
ou encore !

min  f(o,8) =0.

a7ﬁ7z7y7u?v
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Peu importe I’expression linéaire de I’objectif du programme, 1’algorithme ExMIP
présenté au quatrieme chapitre permettra d’énumérer tous les équilibres de Nash ex-
trémes. Il aura pour objet d’identifier toutes les solutions extrémes satisfaisant les contraintes
du programme mixte 0— 1. Ces contraintes sont au nombre de (2+3(n+m)), sans comp-

ter les contraintes de non-négativité.

Exemple 1.5.1 Soit le jeu bimatriciel suivant :

3 25 5 5 45 25

4 0 2 2 3 1
A= et B =

2 35 1.5 1 15 35

4.5 0.5 5.5 25 35 4

Selon la proposition (1.5.2), 'expression du programme linéaire mixte O — 1 correspon-
dant a ce jeu est :

min  f(a, )

a’ﬁ?wlyYuﬁv

s.a.

zyt+w2+x3t+ag=1, y1+y2+ys=1,

Ty +tur <1, yitun <1,

z2 tuz <1, ya+v2z <1,

z3 +uz <1, Y3 tvg <1,

Tg+ug <1,

a—3y1 — 2.5y2 — 5y3 — 5.5u1 <0, B —-5x1 —2x3 —x3 — 2.524 — 4v1 <0,
a—4y; —2y3 — 5.5up <0, B —4.521 — 3z2 — 1.523 — 3.524 — 4y <0,

o — 2y1 — 3.5y2 — 1.5y3 — 5.5u3 < 0, B —2.5x1 —x9 — 3.5x3 —4xg —4vz <0,
o —4.5y1 — 0.5y2 — 5.5y3 — 5.5u4 < 0,

~a + 3y1 + 2.5y + 5y3 <0, —0B+ 5z + 222 + 23 + 2.524 <0,
—a+4y1 +2y3 <0, —B+4.521 4+ 3z + 1.523 + 3.524 < 0,
—a+ 2y1 + 3.5y2 + 1.5y3 <0, —0B+ 2521 + 23 + 3.5x3 + dx4 <0,
—a+ 4.5y; + 0.5y2 + 5.5y3 < 0,

z20, y20,

u € {0,1}4, ve {01}



25

1.6 Discussion

Dans ce chapitre, nous avons effectué une synthése des principales formulations ma-
thématiques d’un jeu bimatriciel. Nous avons exposé les deux algorithmes de Lemke
et Howson (37) et EEE (6), respectivement pour la recherche d’un équilibre de Nash
et I’énumération de tous les équilibres de Nash extrémes d’un jeu bimatriciel. Ensuite,
nous avons montré que le probléme d’énumération des sous-ensembles de Nash maxi-
maux peut €tre résolu avec un algorithme d’énumération des cliques maximales d’un
graphe représentant les équilibres de Nash extrémes du jeu bimatriciel. Nous avons fina-
lement linéarisé les conditions de complémentarité en utilisant la méthode de Judice et
Mitra (29) et nous avons proposé un programme linéaire mixte 0 — 1 dont les solutions
extrémes sont des équilibres de Nash extrémes du jeu bimatriciel. Nous présenterons au
quatrieme chapitre I’algorithme Ex Mip qui utilise cette formulation linéaire mixte 0 — 1

afin d’énumérer les équilibres de Nash extrémes d’un jeu bimatriciel.
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CHAPITRE 2

LES JEUX POLYMATRICIELS

Un jeu polymatriciel est une rencontre de n joueurs (n > 2), dans un contexte non-
coopératif et sous forme normale (stratégique). Contrairement a un simple jeu straté-
gique a n joueurs, un jeu polymatriciel est doté de n(n — 1) matrices des gains par-
tiels ; soit deux matrices pour chaque paire de joueurs. Soit N = {1,...,n} I’ensemble
des joueurs ou chaque joueur 7 dispose d’un ensemble fini de stratégies pures S; :

S; = {s},....,s]"} avec | S| = m,.

Si le joueur 7 choisit une de ses stratégies s; et le joueur 7 choisit une de ses stratégies
s;, il est possible d’assigner un gain a;;(s;, s;) tel que pour n’importe quel choix de
stratégies pures (sy, ..., S,,) par les n joueurs, le gain total du joueur ¢ a I’issue du jeu est

donné par :

A1, 8n) = Y ag(si,55).

I

I1'y alieu alors de définir la matrice A;; = (af} ), de dimension m; x m;, qui n’est autre
que la matrice des gains partiels du joueur 7, résultant des choix stratégiques purs des
joueurs 7 et 7. L’influence relative du choix stratégique de n’importe quel participant au
jeu sur n’importe quel autre est toujours la méme, peu importe ce que les autres joueurs

choisissent.

Comme mentionné au premier chapitre, une stratégie mixte pour un joueur ¢ est une dis-

tribution de probabilités ou de fréquences sur ses stratégies pures. Une stratégie mixte est

t

un vecteur (X;)! = (]

gy

., Z"), tel que pour tout k € {1, ...,m;}, z¥ est la probabilité

que le joueur 7 joue sa stratégie s¥ € S;.
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Toutes les stratégies mixtes possibles du joueur ¢ définissent I’ensemble S; tel que :

S; = {x;+ 1%, 2, = letx; > 0}. Le gain que pourrait tirer le joueur ¢ & I'issue du jeu

s’écrit : S
i J
J#1 j#i k=1 I=1

Dans un jeu polymatriciel, un n-tuple X* = (X7, ..., X}) est un équilibre de Nash si et
seulement si pour n’importe quel autre ensemble X = (X1, ..., X,,), I'inégalité suivante

est observée :

(X7 AyX; > (X)"> " AyX;,  pouri=1,..n. (2.0.1)
Jti J#i

Cela équivaut aussi a la condition suivante :
Rz(X*) > RZ(X;,_{z},IL'z), i T; € gi et pOllI'i = 1, . n,

avec (Xy_(iy, Ti) = (X1, ooy Ty, Ti, Tf 1, ooy T,

Ainsi, z7 n’est considéré comme la meilleure réplique de ¢ par rapport a X, que lorsque :

Ri(XN—{i}7 If) = magc_ Ri(XN—{i}vxi)'

$1€ 9

Pour un ensemble de stratégies mixtes X1, ..., X, et pour tout joueur %, soit :

o= (X)) AyX;. (2.0.2)

JF
Soit aussi e, une colonne de dimension (m; x 1), dont toutes les composantes sont nulles
sauf la 7™ égale a 1. L'inégalité (2.0.1) est valide pour tout X;, y compris pour X; = €.

avec (r = 1,...,m;). Howson (24) a prouvé que, dans ce cas, 1’équation (2.0.2) n’est
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valide que si :

ailm, > Y AuX;, pouri=1,..,n, (2.0.3)
J#
ol 1,,, est une colonne de dimension (m; x 1), dont tous les éléments sont égaux a 1.

Ceci permet d’affirmer que :

(X il > (XY AuX; = (X7 (Z Ay X — ailmi> =0.
i i

(2.04)

Ainsi, un ensemble X * associé€ a un ensemble de scalaires «q, ..., &, permet de satisfaire

les deux conditions (2.0.3) et (2.0.4) est un équilibre, puisque la condition nécessaire et

suffisante est satisfaite :

(X il > (X)TY 0 AyX; = (X)TY AgX; > (X)" ) AuX;.
j#i i#i j#i

Ce premier résultat permet de conclure que les réels «; (¢ € N) ne sont autres que les
gains totaux de chacun des joueurs a un équilibre de Nash (Quintas (54)). La relation

(2.0.4) est une premiere condition de complémentarité. De la méme maniére, soient :

Y}zailmi——z#i Ainj, pourz'=1,...,n,
pi =15, Xy —1, pouri=1,...,n.

En utilisant alors les résultats (2.0.2), (2.0.3) et (2.0.4), ainsi que le fait que X est un

vecteur de probabilité, les conditions suivantes peuvent étre formulées :

X;>0,Y:>0, (X)TY;=0, pouri=1,..,n,

i >0, o 20, p;o =0, pouri=1,...,n.

La recherche d’un équilibre de Nash dans un jeu polymatriciel est équivalente, d’apres
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ces conditions de complémentarité, a la recherche de solution au Probléme de Complé-
mentarité Linéaire (PCL) (18; 70). Il s’agit de trouver un vecteur Z tel que : Z > 0,
W=Q+MZ>0,ZTW =0, ou Q et M sont choisis convenablement.

Exemple 2.0.1 Soit un jeu polymatriciel a trois joueurs, de dimension (2 x 2 x 2), out

A, B et C sont les matrices des gains respectifs des joueurs 1, 11 et 111.

2 013 5

A=
3 411 4
0 5|3 2

B=
1 416 7
4 1|6 O

C =
(1 215 3

Lepoint : &t = (0,1), §* = (0,1) et 3t = (0, 1) est un équilibre de Nash extréme.

Les gains respectifs, & 3 et 4, des trois joueurs sont en ce point :

Nl

&= x Ax =8
2

- T

B=14"x B x =11
2
T

=5 % O x =5

2
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Pour le joueur 11, la 147 stratégie est dominée par la 2°™ stratégie. Une explication plus
J g p P p

détaillée est donnée dans la troisieme section de ce chapitre.

2.1 Revue de la littérature

Le probleme de complémentarité linéaire a été résolu, pour certaines classes de matrices
de données, par Cottle et Dantzig (17; 18) et Lemke et Howson (37; 38). Les jeux poly-
matriciels n’ont cependant pas les mémes classes de données que celles des problemes

qui ont déja ét€ résolus.

Yanovskaya (70) a abordé le probleme de recherche d’un équilibre d’un jeu polyma-
triciel par la résolution d’un Probleme de Complémentarité Linéaire (29; 54; 24). La
méthode des pivots complémentaires a été utilisée pour résoudre le (PCL), aussi bien

par Yanovskaya (70), que par Howson (24), Eaves (21) et Howson et Rosenthal (25).

Wilson (67) a démontré que 1’algorithme de Lemke et Howson (37) pouvait étre direc-
tement étendu dans le but de construire un équilibre d’un jeu polymatriciel. L’ approche
de Wilson (67) découle d’une généralisation aux jeux polymatriciels de la regle selon
laquelle un chemin quasi-complémentaire (réunissant toutes les conditions de complé-

mentarité sauf une) conduit impérativement a un équilibre.

Le probleme de recherche d’un point situé sur un chemin quasi-complémentaire dans
un jeu polymatriciel a n joueurs serait ainsi résolu, une fois qu'un équilibre dans un
jeu polymatriciel a (n — 1) joueurs aura été identifié. D apres Wilson (67), construire

un équilibre a un jeu a n joueurs revient alors a construire successivement une série

d’équilibres & des jeux a k joueurs, k € {1,2,..,n — 1}



31

2.2 Algorithme des pivots complémentaires

L’idée d’utiliser la méthode des pivots complémentaires dans le but de trouver un équi-
libre & un jeu polymatriciel découle de la formulation algébrique du probleme de traver-

sée d’un polyedre le long de ses arétes.

Les contraintes définissant le polyedre sont représentées par des équations linéaires, ou
certaines variables sont non-négatives. Dans le cas d’un jeu bimatriciel, ces contraintes
pourraient s’écrire :

Ay, +r =1y,

B/ +5 = 1,,

(2.2.5)

ouz',y,r,s>0,etr € R" et s € R™ sont des vecteurs de variables d’écarts.

Par extension de la formulation (2.2.5) aux jeux polymatriciels, le lien entre la méthode

des pivots complémentaires et le probleme d’énumération d’équilibres devient plus clair.

Ce systeme est de la forme : C'z = ¢, pour une matrice C, une partie droite ¢ et un

vecteur z de variables non-négatives.

Pour le Probléme de Complémentarité Linéaire, si une solution donnée (W, Z) a I’équa-
tion W = Q4+ MZ,avec Z > 0 et W > 0, possede A valeurs de ¢ pour lesquelles
ziw; > 0, alors A est le niveau de non-complémentarité de la solution. Par son adap-
tation de la méthode des pivots complémentaires au (PCL), Howson (24) avait pour
objectif de diminuer graduellement A jusqu’a zéro, grace a une série de pivots par blocs.

Ainsi, le point atteint lorsque X est égal a 0 est un équilibre.

L’ algorithme des pivots complémentaire, tel que défini par Howson (24), se résume en
une série finie de pivots par blocs dans le but d’accroitre & chaque itération, en mettant

des variables hors-base et d’autres dans la base, le nombre de conditions de complé-
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mentarité satisfaites jusqu’a ce que toutes ces conditions soient réunies en un seul point.

Dans ce cas, le point (X7, ...X,) atteint est un équilibre.

Howson (24) donne une justification compléte de la bonne marche de la procédure, ainsi

qu’une preuve quant a I’existence d’au moins un équilibre dans un jeu polymatriciel.

Par ailleurs, von Stengel (62) donne une version pour les jeux bimatriciels de 1’algo-
rithme des pivots complémentaires accompagnée d’un exemple simple qui peut aider a

se familiariser avec la procédure.

2.3 Klimination des stratégies dominées

Dans un jeu bimatriciel ou polymatriciel, une stratégie est dite dominée (49), pour un
joueur donné, si le gain qu’elle pourrait rapporter est inférieur ou égal au gain rapporté
par une autre de ses stratégies ou une combinaison linéaire de toutes ses stratégies. Il est
intéressant de distinguer entre les stratégies fortement dominées et les stratégies faible-

ment dominées.

2.3.1 Les stratégies fortement dominées

Il est utile de procéder a une élimination des stratégies fortement dominées avant de se
lancer dans I’énumération complete des équilibres de Nash extrémes d’un jeu bimatriciel

ou polymatriciel.

Les stratégies fortement dominées portent dans ce contexte des informations sans intérét,
qui ne peuvent qu’encombrer la démarche de résolution. L’élimination des stratégies

fortement dominées est similaire a un filtrage d’information.

Pour un joueur donné, une stratégie est dite fortement dominée si, dans aucun cas, elle
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ne pourrait repésenter une meilleure réplique aux choix stratégiques des autres joueurs.

Dans le contexte d’un jeu polymatriciel, si la [ stratégie du joueur 2 est fortement domi-
née, alors il existe un vecteur de scalaires positifs A = (A, .., i1, A1, . Am, ), tel que

pour toute combinaison S — {S;} de choix stratégiques des autres joueurs :

m; m; n qs’? n 15k
Z A=1, et Z (Z /\qaijj> > Z ;i

g=1, ¢#l g=1, g#l \j=1, j# J=1, j#

VS? S SjetVSj c S—{SZ}

Ces conditions a respecter résument dans le contexte d’énumération des équilibres ex-
trémes, la définition donnée par Myerson (49) d’une stratégie fortement dominée dans

un jeu a n joueurs.

Exemple 2.3.1 Dans le jeu bimatriciel présenté comme exemple au premier chapitre :

3 25 5 5 4.5 2.5

4 0 2 2 3 1
A= et B=

2 35 15 1 1.5 3.5

45 0.5 5.5 25 3.5 4

Pour le joueur I, soit le vecteur A = (A1, A3, \y)' = (0,0,1)". Nous avons alors :

)\1-|-)\3-|-)\4=1

et

3)\1 + 2)\3 + 45)\4 =4.5> 4,
25)\1 + 35/\3 + 05)\4 =0.5> O,



La 2°™¢ stratégie du joueur I est donc fortement dominée par la 4™ stratégie.

L’élimination de cette stratégie permet d’obtenir un jeu de taille (3 x 3) :

3 25 5
A= 2 35 15 et B =
45 0.5 5.5

45 2.5
1.5 3.5

4
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Exemple 2.3.2 Dans le jeu polymatriciel a trois joueurs présenté comme a l’'exemple

(2.0.1) :

2 0|13 5
3 4|1 4

0 5013 2
1 416 7

Pour le joueur I, soit le réel Ao = 1. Nous avons alors :

XX (146) =7>0+3,
Ao X (147) =8>0+2,
Ay X (4+46) =10>5+3,
A X (4+7) =11>5+2.

4 1|16 0

1 215 3

La 1% stratégie du joueur 1l est donc fortement dominée par sa 29 stratégie. L élimi-

nation de cette stratégie permet d’obtenir un jeu de taille (2 x 1 x 2) :

Récursivement pour le joueur I, soit X, = 1. Nous avons alors :

B’=(1 4'6 7) C' =

Xy X (44+1)=5>0+3,

4 110
1 213
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Ay x (444) =8> 0+5.

La 1% stratégie du joueur I est donc aussi fortement dominée par sa 2™ stratégie.

L élimination de cette stratégie permet d’obtenir un jeu de taille (1 x 1 x 2) :

A”:(4}1 4) B”:(4]6 7) C'=

Finalement pour le joueur II1, soit \j = 1. Nous avons alors :
Ay X (243)=5>1+0,

La 1¥7¢ stratégie du joueur 1II est donc aussi fortement dominée par sa 2°™ stratégie.

L élimination de cette stratégie permet d’obtenir un jeu de taille (1 x 1 x 1) :
o (a1) 5= (afs) e (a]a)

1l devient évident que le seul déroulement possible de ce jeu donne un équilibre de Nash
extréme. Il est trés utile de noter que les stratégies éliminées en un deuxiéme et troisiéme

temps n’étaient pas dominées de maniére apparente dans le jeu initial.

L’élimination des stratégies fortement dominées permet donc d’alléger le jeu bimatriciel

ou polymatriciel et de faciliter I’énumération de tous les €quilibres de Nash extrémes.

Proposition 2.3.1 Pour un jeu polymatriciel a n joueurs, I’identification récursive des

stratégies fortement dominées peut étre réalisée en un nombre d’itérations maximal de

N 2
lordre de : M? = (Z mi) .
i=1
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Preuve 2.3.1 Le nombre maximal d’itérations nécessaire a l’identification récursive de
toutes les stratégies fortement dominées est égal a la somme des itérations effectuées.
Si a chaque passage complet par toutes les stratégies, une seule stratégie fortement
dominée est identifiée, le nombre maximal d’itérations est égal a la somme des termes

d’une suite arithmétique :

M+(M-1)+(M-2)4+...+ N~MM+1)/2

Le nombre maximal d’itérations nécessaire a l’identification récursive de toutes les stra-

tégies fortement dominées dans un jeu polymatriciel est donc de I’ordre de :
n 2
M 2 = Z m; .
i=1

Tous les équilibres de Nash extrémes énumérables dans le jeu original seront énumérés
dans le jeu résiduel (sans stratégies dominées), car une stratégie n’est éliminée que si
elle est fortement dominée par une combinaison linéaire des autres stratégies du méme
joueur (Myerson(49)). Un joueur rationnel n’aurait donc jamais intérét a choisir une telle
stratégie, puisque, dans aucun cas, elle ne pourrait représenter une meilleure réplique au

choix stratégique de 1’autre ou des autres joueurs.

2.3.2 Les stratégies faiblement dominées

Dans le contexte d’un jeu polymatriciel & n joueurs. si la 1™ stratégie du joueur i est

faiblement dominée, alors il existe un vecteur de scalaires positifs :

A= (Ah ey A1, >‘l+1, --)‘m,')tv
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tel que pour toute combinaison S — {.5;} de choix stratégiques des autres joueurs :

mg m; n X n 15k

_ 955 55

E Ag=1, et E E Mgy > E @i s
¢=1, q#l ¢=1, g#l \j=1, j#i J=1, j#i

VS?ESjetVSJES——{SL}

Ces conditions a respecter résument aussi, dans notre contexte d’énumération des équi-
libres de Nash extrémes, la définition donnée par Myerson (49) d’une stratégie faible-

ment dominée dans un jeu a n joueurs.

La détection des stratégies faiblement dominées permet de filtrer le flot informationnel
contenu dans un jeu bimatriciel ou polymatriciel mais n’offre aucune garantie quant a

I’énumération complete et efficace de tous les équilibres de Nash extrémes.

Un joueur rationnel serait indifférent entre le choix d’une stratégie faiblement dominée
et le choix parmi ses autres stratégies de la combinaison linéaire qui la domine (Myerson
(49)). H serait donc préjudiciable de procéder a une élimination des stratégies faiblement
dominées avant de se lancer dans une énumération complete des équilibres de Nash

extrémes dans un jeu bimatriciel ou polymatriciel.

2.4 Modélisation et formulation linéaire mixte

d’un jeu polymatriciel

La transformation des conditions de complémentarité (2.0.4) en contraintes linéaires,
grace a des variables binaires, permet d’aboutir a une nouvelle formulation d’un jeu

polymatriciel sous la forme d’un programme linéaire mixte 0 — 1.
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Pour ¢ = 1, ..., n, les conditions de complémentarité s’écrivent :

n

n
(X)" | ailm, — Z A;X; 1 =0 = =1, j#i
j=Li#i Xi+ U < 1y,

Le choix des parametres L; adéquats est défini par la proposition suivante. En effet, ces
parametres doivent étre plus grands ou égaux a la somme des différences entre les plus

grands et les plus petits gains respectifs des joueurs.

Proposition 2.4.1 Choisir L; de la maniére suivante, permet de satisfaire toutes les

conditions de complémenatrité originales :

n
L; > Z L, pouri=1,..n,

Jj=1, j#i
ou I'y; = al3* — a}'™, est la différence entre le plus grand et le plus petit élément de
Aij N
a®® = max a¥
" kem;, lem; 9
a™ =  min af.
R kem;, lem; Y

Preuve 2.4.1 Puisque pour i = 1,..,n, nous avons :

n n n
min min
o 2 ), ali"t et Y. AuX; =z > alh,
j=1, i j=1, g j=1, i
k13 n n
max max
a <Y Al et > AgX; <3 alye,
G=1, g j=1 g j=1, i

alors I'inégalité suivante peut étre formulée :

n n
Cllilmi — Z AUX] S Z Fz,j Ui7 pour 1= ]., .y T2,

J=1, ji i=1, j#i
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En conclusion, choisir L; de la maniére suivante permet de transformer les conditions

de complémentarité en contraintes linéaires :

Li > Xn: T, .

J=1, ji

En rassemblant tous les résultats précédents, nous pouvons énumérer une série de condi-
tions linéaires mixtes 0 — 1 que chaque équilibre de Nash d’un jeu polymatriciel doit
satisfaire. La proposition suivante permet d’énoncer un résultat important dans le but
de concervoir un algorithme d’énumération des équilibres de Nash extrémes d’un jeu

polymatriciel.

Proposition 2.4.2 L’ensemble des équilibres de Nash d’un jeu polymatriciel est I’en-

semble des vecteurs de choix stratégiques (X1, Xo,..., X,) € R™ x R™ x ... x R™~,

tels que :
X!, =1, pour i=1 .. n.
n
ailm,— >, AyX; >0, pour i=1,..n.
J=1, j#i
Xi+U <1y, pour 1=1,..n.
n

ailm, — Y AyX;— LU <0, pour i=1,..n,

j=1, i
X, >0, pour i=1,...,n,

U: €{0,1}™, pour i=1,..,n.

La preuve de cette proposition est assez facile puisqu’elle ne fait que rappeler les condi-

tions que doit satisfaire un équilibre de Nash.

Preuve 2.4.2 Un équilibre extréme (X, ) dans un jeu polymatriciel est défini comme
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un point tel que, pour tout joueur i € N, les conditions suivantes sont satisfaites :

Xi+U; <1,
n
ailpm, — Y, AyX; - LiU; <0,
J=1, j#i "
(Xi,Oéi) S (X, Oz) = {(XI,OQ) € Rmatt ){vltlmZ =1, ailmi > Z Ainj, X; > 0}

=1, j#i

Cette proposition permet donc d’énoncer un programme linéaire mixte 0 — 1 dont les.

solutions extrémes sont les équilibres de Nash extrémes d’un jeu polymatriciel.

Corollaire 2.4.1 L ’énumeération des équilibres de Nash extrémes d’un jeu polymatriciel
est équivalente a |’ énumeération de toutes les solutions extrémes d 'un programme linéaire
mixte 0 — 1, sujet aux contraintes précédentes et ayant une fonction objectif linéaire, par

exemple :

n
min f(aq, ag,...,qp) = E oy
C!’X,U ( 3 ? ¥ n) vt (2]

ou encore : min f(ay, ag,...,a,) = 0.

a, X, U
Ainsi pour chaque joueur ¢, un vecteur de variables binaires U, est associé au vecteur des
choix stratégiques X;. Tous les deux ont la méme dimension m;, nombre de stratégies

pures dont le joueur ¢ dispose.

N

Pour un jeu polymatriciel, out NV est le nombre de joueurs et M = > m; , la formulation
i=1 :

linéaire mixte 0— 1 présentée ci-dessus compte, en plus des contraintes de non-négativité

et d’intégralité, (N + 3M) contraintes.

Exemple 2.4.1 Soit le jeu polymatriciel a trois joueurs suivant :

2 03 5 0 513 2 4 16 0
B C
3 4|1 4 1 4|6 7 1 215 3
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Le programme linéaire mixte 0— 1 dont les solutions extrémes sont les équilibres de Nash
extrémes de ce jeu, s’écrit selon la proposition (2.4.2) et son corollaire de la maniere

suivante :

min fla, 8,7)

a7ﬁ777m)y727u7v7w

s.a.

Ttz =1, 11+ Yo

Il
\}—'

Z1+22 :17
Ty + U 1, n+v <1, z1+w <1,

To +uy <1, yaotve <1, zg+wy <1,

a—2y; — 32 — 52 — 8u; <0, a— 3y, —4ys — 21 — 429 — 8uy <0,
—a+ 2y + 321 + 52 <0, —a+ 3y +4ys + 21 +42 <0,
B—=5x9—321 — 220 —10v; <0, [(—u1—4x9—621—T29— 100y <0,
=B +5zy + 321 +229 <0, —B+x1+4x2 + 621 + 720 <0,
v—4r; —xo — 6y — wy; <0, Y — 21— 2T —9Yy1 — 3Y2 — Ywa <0,
=y +4r; + 22 + 611 <0, =Y+ @1+ 2x0+5y1 + 3y <0,

z >0, y >0, z 20,
u€{0,1}%, ve{0,1}? we {0,1}%

2.5 Discussion

Dans ce chapitre, nous avons fait une synthése des formulations mathématiques d’un
jeu polymatriciel. Nous avons ensuite exposé 1’algorithme des pivots complémentaires
de recherche d’équilibres de Nash pour les jeux polymatriciels (70). Nous avons aussi
approfondi la méthode d’élimination des stratégies dominées pour les jeux bimatriciels
et polymatriciels a trois joueurs. Nous avons finalement linéarisé les conditions de com-
plémentarité en introduisant des variables binaires. Cette nouvelle formulation a permis

de définir un programme linéaire mixte 0 — 1 dont les solutions extrémes sont des équi-
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libres de Nash extrémes du jeu polymatriciel. Nous présenterons au quatrieéme chapitre
’algorithme E'x M P qui utilise ce programme linéaire mixte 0 — 1 afin d’énumérer les

équilibres de Nash extrémes d’un jeu polymatriciel.
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CHAPITRE 3

LES JEUX SOUS FORME ETENDUE

Différentes formes ont été utilisées pour représenter les jeux. Myerson (49) décrit la
forme étendue et la forme normale (stratégique) comme les formes de jeux les plus

importantes.

Les spécialistes de la théorie des jeux ont pour objectif d’essayer de prévoir la maniére
avec laquelle un jeu se déroulera en cherchant et/ou en énumérant son ou ses équilibre(s).
Nous avons étudié dans le premier et le deuxieéme chapitre le probleme d’énumération

des équilibres de Nash extrémes pour les jeux bimatriciels et polymatriciels.

Dans un contexte ou les choix stratégiques des joueurs ne sont pas tous formulés au
méme instant, la représentation étendue du jeu est reconnue comme €tant la maniere la
plus complete de le décrire. La définition usitée d’un jeu étendu est due a2 Kuhn (36).
Un tel jeu est représenté habituellement par un arbre avec des branches illustrant les

mouvements possibles des joueurs.

L’ objectif de ce chapitre est de confectionner une méthode permettant d’énumérer tous
les équilibres de Nash extrémes d’un jeu étendu a deux joueurs. La premiere section est
un survol des principales formes selon lesquelles un jeu peut étre présenté. Les diffé-

rentes représentations d’un jeu étendu y sont aussi exposées. Ensuite nous présentons
une formulation lin€aire mixte 0 — 1 basée sur la forme s€quentielle d’un jeu étendu a

deux joueurs.
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3.1 Revue de la littérature

La recherche des équilibres dans un jeu étendu a généralement été abordée a travers sa
conversion en un jeu sous forme stratégique. Ainsi, chaque combinaison des mouve-
ments successifs possbiles d’un joueur est représentée par une stratégie. Afin d’éviter
une croissance exponentielle de la taille du jeu suite a cette conversion, Wilson (66) et
Koller et Megiddo (34) proposent des mécanismes de recherche qui font appel aux stra-
tégies mixtes avec de petits supports. Romanovskii (56), Selten (58), Koller et Megiddo
(33) et von Stengel (60) utilisent une approche séquentielle en remplagant les stratégies

pures par des séquences de mouvements.

3.1.1 Les jeux étendus

Dans un jeu étendu, les états auxquels les joueurs peuvent se retrouver sont représen-
tés par des noeuds. Un noeud racine indique le début du jeu et chaque feuille (noeud
terminal) indique la fin du jeu. A la fin du jeu, chaque joueur regoit un gain selon les
mouvements des joueurs durant le jeu. Ainsi, mis a part les feuilles terminales, tous
les noeuds de I’arbre admettent des mouvements (décisions) associés aux arcs sortants.
Certains noeuds sont déterminés par un facteur externe indépendant de la volonté des
joueurs. Chaque séquence de mouvements possibles est représentée par un chemin joi-
gnant le noeud racine a I'un des noeuds terminaux. Durant le déroulement du jeu, le

chemin représentant la séquence de mouvements des joueurs est appelé chemin de jeu.

Kuhn (36) a introduit un partitionnement des noeuds de décision selon ’ensemble infor-
mationnel auquel ils appartiennent. Tous les noeuds d’un méme ensemble informationnel
appartiennent a un méme joueur et ont les mémes mouvements possibles. Un joueur qui
doit prendre une décision sait exactement a quel ensemble informationnel il est, mais ne

sait pas a quel noeud il est.
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Dans un jeu étendu a n joueurs, chaque noeud intermédiaire (non-terminal) possede un
indice appartenant a I’ensemble {0,1,2,...,n}, ol 0 est I’indice des noeuds dus a des
facteurs externes. Ainsi, les noeuds controlés par le joueur ¢ définissent I’ensemble des
noeuds controlés par le joueur <. Chaque noeud possede aussi un deuxieéme indice indi-
quant I’ensemble informationnel que le joueur doit considérer si le jeu atteint ce noeud.
Chaque mouvement possible a un noeud contr6lé par un joueur a un indice représentant

le mouvement a effectuer.

Pour un joueur ¢, une stratégie est séquentiellement rationnelle a un état informationnel
hi, si le joueur ¢ appliquait cette stratégie dans le cas ou I’état informationnel h; se

réalisait.

Une stratégie de comportement pour un joueur ¢ peut étre alors redéfinie en prenant en
compte les probabilités de réalisation des états informationnels de ce joueur. Pour I’en-
semble des états informationnels de chaque joueur 4, il y a lieu de définir alors un vecteur
de probabilité p; ;. Ce vecteur donne une distribution de probabilité sur les noeuds ol
le joueur 7 est a I’état s. Un vecteur de probabilité p peut alors étre défini pour regrou-
per les différents vecteurs de probabilité p; ; de chaque joueur 7 a chacun de ses états

informationnels s.

Définition 3.1.1 Un équilibre séquentiel est toute paire (0, p) telle que étant donné le
vecteur de probabilité p, le choix stratégique o est séquentiellement rationnel, pour tout

Jjoueur, a chaque état informationnel.

Une stratégie de comportement o est un €quilibre séquentiel, si et seulement si il existe

un vecteur de probabilités p tel que (o, p) est un équilibre séquentiel.

Puisqu’il est généralement admis que tous les joueurs ont une mémoire parfaite dans un

jeu étendu, nous allons considérer uniquement cette hypothése. Cette condition signifie
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que chaque joueur se rappelle toutes les informations dont il a eu connaissance pendant
le déroulement du jeu, y compris ses propres mouvements antérieurs. L’exclusion de
toute hypothese de mémoire imparfaite est due au fait qu’un joueur rationnel ne devrait
jamais oublier ses mouvements précédents. Cependant, il devient important de considé-

rer I’hypothése d’une mémoire imparfaite lorsque certains joueurs sont des équipes.

Un sous-jeu est défini comme un sous-arbre incluant tous les ensembles informationnels
contenant un noeud du sous-arbre. Ainsi, les équilibres d’un jeu sous forme étendue
peuvent étre obtenus récursivement en considérant les sous-jeux. Dans cette optique,
une distinction doit étre faite entre les jeux coopératifs et les jeux non-coopératifs, les
jeux a information complete et les jeux a information incompléte et les jeux a information

parfaite et les jeux a information imparfaite.

3.1.2 Jeux coopératifs et jeux non-coopératifs

En théorie des jeux, les jeux coopératifs et les jeux non-coopératifs sont abordés de
maniére différente. Une distinction entre ces deux classes de jeux est fondamentale. Nash
(50; ?), qui fiit le premier a faire cette distinction, a défini les jeux coopératifs comme
des jeux permettant la communication libre et les accords forcés entre les joueurs. Les
jeux non-coopératifs n’autorisent quant a eux ni la communication ni les accords forcés
entre les joueurs. Cependant, la libre communication entre les joueurs apparait, selon

Harsanyi et Selten (23), comme un critére moins important dans cette distinction.

Afin d’illustrer cette disctinction, 1I’exemple classique du dilemme du prisonnier (Luce

et Raiffa (39)) parait le plus appropri€ (Tableau 3.1).
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Tableau 3.1 Dilemme du prisonnier

C** N**
C*[ 10,10 |10, 11
N*|11,-10] 1,1

Ce jeu bimatriciel admet donc les matrices des gains suivantes :

10 —10 10 11
A= , B =

11 1 -10 1
Dans cet exemple, les deux joueurs ont les mémes pondérations de gain selon les stra-
tégies qu’ils peuvent choisir puisque le jeu est symétrique. Ainsi, il est normal de s’at-
tendre a ce que les joueurs se mettent d’accord sur une solution qui leur donnerait des
gains égaux. Deux solutions sont alors possibles, C' = (C*, C**) qui donnerait les gains
(10,10), et N = (N*, N**) qui donnerait les gains (1, 1). Si le jeu est coopératif les
joueurs n’auront aucune peine a se mettre d’accord pour choisir la paire de stratégies C
qui leur procurerait des gains supérieurs. Ainsi, C = (C*, C**) peut étre vue comme
la solution coopérative au jeu. D’autre part, si le jeu est non-coopératif, les joueurs ne
pourront faire mieux que de choisir la paire N = (N*, N**) qui sera vue comme étant la

solution non-coopérative au jeu.

Ce dernier résultat est dfi au fait que méme si les joueurs arrivaient a conclure un accord,
aucun d’eux ne serait obligé de le respecter. Ainsi, si le premier joueur pense que le
deuxieme joueur va choisir sa stratégie C**, il aura intérét a choisir sa stratégie N*,
puisque celle-ci lui procurerait le meilleur gain. De méme, si le deuxiéme joueur pense
que le premier joueur va choisir sa stratégie C'*, il aura intérét a choisir sa stratégie N**,
vu que celle-ci lui procurerait le meilleur gain. La paire C est donc déstabilisante pour
elle-méme, puisque NV* est la meilleure réplique a C** et N** est la meilleure réplique a

C*. Par contre, la paire N est stabilisante pour elle-méme.
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Plusieurs points importants se dégagent a partir de I’exemple précédent. Pour les jeux
non-coopératifs, Nash (50; ?) a relevé ces mémes points. Comme il est impossible
d’avoir des accords forcés dans un jeu non-coopératif, des joueurs rationnels choisiraient
une combinaison stratégique stabilisante pour elle méme. Ainsi, tout joueur choisirait la
meilleure réplique aux choix stratégiques des autres. Une combinaison stratégique défi-
nie de la maniere précédente n’est autre qu'un équilibre de Nash. En outre, Nash (50)
a montré que tout jeu fini posseéde au moins un équilibre, méme parfois uniquement en

Stratégies mixtes.

3.1.3 Jeux a information compléte et jeux a information incompléte

Un jeu est a information compléte si tous les joueurs savent comment le jeu peut se
dérouler. Les joueurs auraient alors toute 1’information sur la forme étendue (1’arbre)
ou la forme normale (stratégique) du jeu (la matrice des gains). Un jeu a information

complete peut €tre avec information parfaite ou avec information imparfaite.

Par contre, dans un jeu a information incomplete, les joueurs n’ont pas une information
complete sur les stratégies possibles, ni sur les conséquences produites par les combinai-
sons diverses de ces stratégies, ni sur les préférences des autres joueurs. En plus, chaque
Joueur peut ne pas avoir d’idée sur les informations dont disposent les autres joueurs

quant aux stratégies et aux préférences des autres joueurs.

La théorie des jeux classique a du mal a traiter les jeux avec information incompléte.
Cependant, I’utilisation de modeles probabilistes permet de représenter 1’information
incomplete que les joueurs ont sur les divers parametres du jeu. Ainsi, un jeu avec in-
formation incompléte peut se réduire a un jeu contenant des mouvements avec certaines

probabilités sur les gains que ces mouvements pourraient rapporter.


http://probabilit.es

49

3.1.4 Jeux a information parfaite et jeux a information imparfaite

Dans un jeu a information parfaite, les joueurs ont une idée sur le déroulement du jeu, sa
nature et sur tous les mouvements antérieurs a chaque étape du jeu. En d’autres termes,
chaque ensemble informationnel est un singleton et chaque noeud est la racine d’un
sous-jeu. Dans un contexte de jeu a information imparfaite, les joueurs ont une idée sur
le déroulement du jeu mais n’ont qu’une information amoindrie quant aux mouvements

antérieurs durant le déroulement jeu.

3.2 Les représentations d’un jeu étendu

En vue d’obtenir le ou les équilibres d’un jeu étendu, trois représentations possibles sont
généralement utilisées ; la représentation sous forme stratégique, la représentation sous

forme séquentielle et la représentation multiagent.

3.2.1 Représentation sous forme stratégique

Pour chaque joueur ¢, I’ensemble de ses ensembles informationnels est noté H,. Les en-
sembles informationnels sont notés par h; et ’ensemble des mouvements possibles a h
est noté C'y,. Les équilibres de Nash d’un jeu étendu sont généralement définis comme
étant les équilibres de sa représentation sous forme stratégique. Ceci est vrai en parti-
culier pour les jeux ne contenant pas de sous-jeux. Toutefois, il y a lieu de prendre ce
résultat avec beaucoup de précautions. Ainsi, nous distinguerons ultérieurement entre les

différents types d’équilibres lorsque Ie probleme du raffinement d’équilibres sera traité.

Dans un jeu étendu, une stratégie pure d’un joueur 7 est définie comme étant un mou-

vement déterministe a chaque ensemble informationnel. Une stratégie pure est donc un
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élément de I1,c g, Cy,. En plus, les mouvements a des ensembles informationnels qui ne
peuvent étre atteints a cause d’un mouvement antérieur propre au joueur sont identifiés
dans la forme stratégique réduite du jeu. Cependant, la forme stratégique réduite est gé-
néralement de taille exponentielle par rapport a la taille du jeu original, ce qui a limité

’utilisation des jeux étendus.

Un joueur pourrait aussi avoir des ensembles informationnels paralleles qui ne peuvent
€tre distingués par les mouvements antérieurs propres a ce joueur. Ceci arrive lorsque par

exemple un joueur regoit d’un autre joueur de I’information sur un mouvement antérieur.

En appliquant I’algorithme de Lemke-Howson a la représentation stratégique d’un jeu
sous forme €étendue, Wilson (66) a montré que le nombre de stratégies pures peut aug-
menter lors des itérations. Koller et Megiddo (34) ont cependant surmonté ce probléme
en introduisant un systeme d’équations linéaires pour les pondérations de réalisabilité
des feuilles de I’arbre du jeu. En outre, alors que I’algorithme de Wilson (66) requiert
une mémoire parfaite de la part des joueurs, Koller et Megiddo (34) proposent une mé-
thode permettant I’énumération de tous les petits supports, qui peut étre étendue aux jeux

étendus sans mémoire parfaite.

La Figure 3.1 illustre un jeu étendu a deux joueurs pris de von Stengel (62). Le joueur 1
Joue deux fois tandis que le joueur 2 ne joue qu’une fois. Pour son premier mouvement,
le joueur 1 a deux alternatives L et R. Si le joueur 1 choisit la décision L a son premier
mouvement, le joueur 2 aura deux alternatives [ ou r. A ce stade le joueur 2 peut décider
de ne pas jouer et chaque joueur recevrait alors 0 comme gain final. Si le joueur 2 choisit
la décision [ ou r, le joueur 1 aurait deux autres alternatives S et 1. Si le joueur 1 choisit
la décision R a son premier mouvement, le jeu se terminerait et le joueur 1 recevrait 3

comme gain final alors que le joueur 2 recevrait 4 comme gain final.

Les stratégies pures du joueur 1 sont les combinaisons de mouvements (L, S), (L, T,
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Figure 3.1 Jeu sous forme étendue a deux joueurs de von Stengel (62)

(R, S) et (R, T). Cependant, il est possible d’identifier certaines combinaisons de straté-
gies pures qui ne peuvent €tre considérées dans ce jeu. Ainsi, la forme stratégique réduite

de ce jeu est :

3 3 4 4
A=10 6 B=|10
2 5 0 2

En appliquant I’algorithme EEE (6) a cette forme stratégique réduite, trois équilibres
de Nash extrémes sont énumér€s :

E1: 1 2 E2: 1 2

Ty = [1,0,0] Tg = [%,%] I = [1,0,0] Tg = [1,0]
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CY1:4 012:%

E31
1 —
1‘1:0, 75] -TQ—[

—

]

avec oy et ay les gains respectifs des deux joueurs et z; et xo leurs vecteurs de choix de

wins

’

Wit
Wi

probabilité respectifs.

Ce jeu possede deux €équilibres extrémes E) et Ey qui ne sont pas sous-jeux parfaits.
Ainsi, leurs restrictions au sous-jeux commengant au noeud du joueur 2 ne constituent
aucun équilibre a ces sous-jeux, telle est la définition d’un sous-jeu parfait. En effet,
les restrictions respectives de ces deux équilibres au sous-jeu commengant au noeud du

joueur 2 conferent un gain nul aux deux joueurs.

En outre, I’élimination de toutes les stratégies redondantes permet d’obtenir une repré-
sentation stratégique totalement réduite du jeu sous forme étendue. Par ailleurs, I’élimi-
nation de toutes les stratégies fortement dominées permet d’obtenir un jeu sous forme
stratégique résiduel plus facile 2 manipuler dans un objectif d’énumération de tous ses

équilibres extrémes, comme montré dans le deuxieme chapitre.

3.2.2 Représentation sous forme séquentielle

L'utilisation des séquences de mouvements en lieu et place des stratégies pures est aussi
possible dans le but de déterminer les différents équilibres d’un jeu sous forme étendue.
Comme un jeu sous forme étendue est représenté par un arbre, il existe un chemin unique
Jiant le noeud racine a tout autre noeud d’un tel arbre. Ce chemin représente une séquence

de mouvements pour un joueur 7. En supposant que chaque joueur 7 a une mémoire
p
parfaite, il résulte que chaque paire de noeuds d’un ensemble informationnel A de H;

correspond a la méme séquence pour le joueur ;.

A un ensemble informationnel h;, une séquence de mouvements est généralement notée
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op, et ’ensemble des séquences de mouvements est noté .S;, pour chaque joueur <. Toute
séquence de mouvements o, € S; peut étre égale a la séquence vide () ou bien uni-
quement obtenue par le dernier mouvement ¢; du joueur ¢ a I’ensemble informationnel

h; € H;. Cela signifie que op, = opc;.

La définition suivante peut alors €tre présentée :

Si = {0} U {onc | hi € Hy, ¢; € Cy, }.

Dans I’exemple illustré par la Figure 3.1, les deux matrices des gains A et B donnent les

différents gains de chaque joueur tout en considérant son ensemble de séquences. Les

ensembles de séquences sont donc S; = {0, L, R, LS, LT} et Sy = {0, 1, r}.

Ainsi, chaque joueur aura un nombre de séquences de jeux possibles qui n’excedera pas
le nombre de noeuds dans I’arbre. La forme séquentielle d’un jeu sous forme étendue est
similaire a sa représentation sous forme stratégique réduite. L’unique distinction entre
ces deux conversions vient du fait que la forme séquentielle utilise des séquences de
mouvements au lieu des strat€gies pures, ce qui permet d’obtenir une représentation plus

compacte du jeu original.

3.2.3 Représentation multi-agents

En plus de ces deux approches, Myerson (49) propose une représentation multi-agents
assez intéressante. Cette repésentation d’un jeu étendu est toutefois largement inspirée
de la définition de Selten (57). Une représentation multi-agents d’un jeu étendu peut étre
simplement vue comme une représentation ou un agent différent est associé a chaque
ensemble informationnel possible d’un joueur du jeu original, tout en sachant que ces

agents partagent les mémes préférences que le joueur qu’ils remplacent.
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Myerson (49) présente par ailleurs une stratégie de comportement comme une distribu-

tion de probabilité sur les stratégies de la représentation multi-agents d’un jeu étendu.

Pour un joueur ¢, une stratégie de comportement [3; est obtenue par les probabilités 3(c;)

de son mouvement ¢; telles que B(c;) > Oet D B(c;) = 1 pour tout h; € H;.

C,'GC}LZ.
A travers la formulation suivante, la définition d’une stratégie de comportement peut

simplement étre étendue aux séquences o, € S, :

Blal = H B(ci).

cie%.

Dans ce contexte, une stratégie pure m pour un joueur donné est un genre de stratégie
de comportement avec 7(c;) € {0, 1} pour tous les mouvements ¢;. Ceci veut dire que
7 [on,] € {0, 1} pour tout o € S;. Une stratégie mixte u correspond donc a une probabi-
lité p(7) a toute stratégie pure 7 du joueur i. Les probabilités de réalisation de jouer les

séquences o, € S; sont alors définies comme suit

2 [Uhi] = Z u(ﬂ')ﬂ' [Uhi] .

Pour un joueur 7, un plan de réalisation de y est alors dénoté x(on,) = ulop,] pour
on, € S;. Koller et Megiddo (33) montrent que pour un joueur ¢ donné, z est le plan
de réalisation d’une stratégie mixte si et seulement si les conditions suivantes sont satis-

faites :

Z a(on,c;) = x(on,), hi € H;,

CiEChi

x(ahi) >0, Vahi € S;.
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3.3 Formulation linéaire mixte 0 — 1

Au premier chapitre, nous avons proposé une formulation linéaire mixte 0 — 1 d’un jeu
bimatriciel. La représentation stratégique d’un jeu étendu a deux joueurs pourrait aussi
bénéficier du méme type de formulation. En effet, la repésentation stratégique d’un jeu

étendu a deux joueurs est en fin de compte un jeu bimatriciel.

Nous proposons dans cette section une formulation linéaire mixte 0 — 1 de la forme

séquentielle d’un jeu étendu a deux joueurs.

Comme énoncé précédemment, toute séquence de mouvements oy, € S; peut étre égale
ala séquence vide @) ou bien uniquement obtenue par le dernier mouvement ¢; du joueur ¢

al’ensemble informationnel h; € H;. Ainsi, 5; peut étre présenté de la maniere suivante :

Si={0} U{onc| hi € Hi, c € Ch}.

En dénotant x; = (,)ses,, le vecteur des choix des stratégiques du joueur ¢, ces condi-

tions peuvent étre reformulées pour chaque joueur : comme suit :
z; 2 0, Eir; = e,

ou E; est une matrice adéquatement choisie et e; = (1,0...,0)", tous deux ayant 1 + | H;|

lignes.

Dans I’exemple illustré par la Figure 3.1, les deux matrices des gains A et B donnent
les différents gains de chaque joueur considérant son ensemble de séquences. Ainsi, les
ensembles de séquences sont S; = {0, L, R, LS, LT} et Sy = {0,1,7}. Les matrices E1,

FE,, e; et e, s’écrivent donc ainsi :
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1 1
1 1
Er=1] -1 11 , ee=101|, E»= €9 =
-1 11 0
1 11 0

Les matrices F; et F; décrivent respectivement les liens entre les différentes séquences

de jeu du joueur 1 et 2.

Koller et Megiddo (33) montrent que deux stratégies mixtes u et x4’ d’un joueur ¢ sont
équivalentes du point de vue plan de réalisation si s [0] = y'[o] pour tout o € S;. En
plus, Kuhn (36) montre que pour un joueur avec une mémoire parfaite, toute stratégie
mixte est équivalente du point de vue plan de réalisation a une stratégie de comporte-

ment.

Romanovskii (56) et von Stengel (60) démontrent que les équilibres d’un jeu étendu a
deux joueurs, & somme non nulle et avec mémoire parfaite, sont les solutions simultanées

aux programmes linéaires suivants :

max %Az, max ) Bxs
x1 T2
s.a. Elxl = €, et s.a. EQIQ = €9, (331)
71 20, zy > 0.

Les formulations duales a ces programmes linéaires s’expriment alors comme suit :

min elay min  ebay
(031 a2

et
3 t b t t
sa. Elay > Az, sa. asBy > 21B.
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Les conditions de complémentarité obtenues sont :

ot (Blag — Azo) =0 et (abBEy — 2l B)ay = 0. (3.3.2)

Judice et Mitra (29), puis Audet et al. (8), ont mis en place une maniere efficace de
transformer les conditions des écarts complémentaires en introduisant des variables bi-
naires. Ainsi, en introduisant deux vecteurs de variables binaires u; et us, ces conditions
de complémentarité (3.3.2) peuvent €tre lin€arisé€es de la maniére suivante :

Etay — Azy < Ly,

ot (Blag — Axg) =0 &
r1+u < 1,

et

abFEy — x4 B < Ljug,
(bEy — 2Bz, =0 & 272 17 =
$2+U2§]m,

ou 1, et 1,, sont des vecteurs ayant tous leurs éléments égaux a 1, et L; et L, sont
des scalaires adéquatement choisis comme au premier chapitre. Les parametres L, et

L, peuvent prendre une valeur égale a la différence entre le plus grand et le plus petit

¢lément des matrices A et B, respectivement.

L’énumération compléte de tous les équilibres de Nash extrémes de la représentation
séquentielle d’un jeu étendu a deux joueurs est alors équivalente a I’énumération de tous

les points extrémes de I’ensemble () des solutions d’un programme linéaire mixte 0 — 1
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sujet aux conditions suivantes :

Bz = e, Esxy = e,

Elay > Az, abEy > 1t B,

Flay — Aty < Lyuy, obFEy —xiB < Lyus, (3.3.3)
1 +up < 1y, To+ug < 1y,

1 20, x93 2 0,

u; € {0,1}", ug € {0,1}™.

Ainsi, si n et m sont les nombres des pures séquences de jeu des joueurs I et II res-
pectivement, chaque combinaison de vecteurs de variables binaires u; et u, définit un

polytope. L’ensemble () est alors I’ensemble de ces polytopes disjoints.

Théoréme 3.3.1 Soit un jeu étendu a deux joueurs et soit NE son ensemble d’équi-
libres de Nash, NE = {(x1,3) : (z1,22) est un équilibre} et Ext(NE) son ensemble
d’équilibres extrémes. Soit () [’ensemble des solutions aux conditions (3.3.3) et Ext(Q)

[’ensemble des points extrémes des polytopes de (). Nous avons alors :

NE = Proj,(Q) et Ext(NE) C Proj,(Ext(Q)).

Ainsi, la projection de () sur l'espace des x engendre NE. Chaque élément de NE
correspond a au moins un élément de () et chaque élément de Ext(N E) peut étre obtenu

par la projection d’un élément de Ext(()).

Preuve 3.3.1 Romanovskii (56) et von Stengel (60) montrent que chaque élément X =
(x1,x2) de NE est tel que x, et x4 sont simultanément les solutions optimales de la
paire de programmes (3.3.1). Nous avons alors introduit les variables duales o et 3 et

les variables binaires u, et u, dans le but de satisfaire les conditions de complémentarité

(3.3.2).
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Chaque élément de N E est donc la projection sur ’espace des x d’au moins un élément
de @, d’oit NE C Proj,(Q). Ceci implique que la projection de tout élément de () sur
I’espace des x est un équilibre de la représentation séquentielle : Proj,(Q) C NE.
Ainsi : Proj,(Q) = NE. Notons par ailleurs que Ext(NE) C NE implique que
Ext(NE) C Proj,(Q).

En plus, tout élément de Ext(NE) est un équilibre de Nash extréme qui ne peut s 'ex-
primer par une combinaison convexe d’autres équilibres. Supposons alors qu’il existe
un élément X € Ext(NE) qui soit la projection de ¢ = (X,a,u) € Q, tel que
q ¢ Ext(Q). Alors q peut s’exprimer comme combinaison convexe d’au moins deux
éléments de Ext(Q) : q = S, X', tel que Vi : ¢ = (X*,a',u), ¢ € Ext(Q), X' > 0
et N =1

Alors, g = (37, N X7, 3" Ml Y M) = (X, o, uw). Ce quiveut dire que X =y, X' X7,
avec Vi : X' = (x},x%) € NE. Sachant que X € Ext(NE), nous avons alors X" = X
Vi. Nous pouvons donc conclure que tout élément X € Ext(NE) est aussi la projection

d’au moins un élément de Ext(Q). Ainsi Ext(NE) C Proj,(Ext(Q)).

Pour I’exemple de la Figure 3.1, le programme linéaire mixte 0 — 1 satisfaisant les condi-

tions (3.3.3) est le suivant :



min fla1, B1)

a’ﬂ7z7y’u7v
5.Q.
I = 1,

—x1+ x9 + 3 = 0,
—xy + x4 + x5 = 0,
-1 + o L0,

—ag + a3 <0,
—az+ 3y <0,

—a3 + 6y <0,

—a3 +2y2 + 5y3 <0,
—ay — dup <0,

o — a3 — oug < 0,
ag — 3y1 — duz < 0,

ag — Bys — Sug <0,

a3 — 2ya — dy3 — dus < 0,

z1 +up <1,
xo +uo <1,
3+ uz <1,
xy+ug <1,
x5 +us <1,
x>0,

U] € {0, 1}5,

y1=1;
—y1+y2+y3 =0,

—B1 + B2 + 4x3 <0,
_ﬂQ + x4 S 07
_ﬁZ + 2z < 07

B~ Po —4x3 — 41 <0,
Ba — x4 —4vy <0,

B2 — 2x5 — 4v3 <0,

y1+1}1§17
y2 +v2 <1,

y3 +v3 <1,

y >0,

ug € {0, 1}3.
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Pour le choix de I’objectif, n’importe quelle fonction linéaire pourrait étre retenue. Les

algorithmes présentés dans le quatrieme chapitre ont parmi leurs objectifs d’énumérer

tous les équilibres extrémes de la représentation séquentielle d’un jeu étendu a deux

joueurs.
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3.4 Discussion

Nous avons présenté dans ce chapitre une revue des différents concepts utilisés pour les
jeux étendus. Nous avons ensuite étudié les différentes représentations d’un jeu étendu
a deux joueurs. Nous avons proposé finalement un programme linéaire mixte O — 1 dont
les solutions extrémes permettent, par projection sur I’espace des variables des straté-
gies mixtes, d’énumérer les équilibres de Nash extrémes de la représentation séquen-
ticlle d’un jeu étendu a deux joueurs. Nous présenterons au chapitre suivant 1’algorithme
ExMIP qui utilise ce programme linéaire mixte O — 1 afin d’énumérer les équilibres de

Nash extrémes de la forme étendue d’un jeu a deux joueurs.



62

CHAPITRE 4

ALGORITHMES DE RESOLUTION

Ce chapitre présente les deux algorithmes ExMIP et EEE, permettant I’énumération
complete des équilibres de Nash extrémes d’un jeu bimatriciel et de la représentation
séquentielle d’un jeu étendu a deux joueurs. L’'algorithme Ex M [ P permet aussi d’énu-
mérer les équilibres de Nash extrémes d’un jeu polymatriciel a trois joueurs. Les deux
algorithmes sont implantés en C++, en utilisant le logiciel d’optimisation C'plex pour
une résolution en arithmétique réelle et une librairie de trés grands entiers afin d’obtenir
une résolution en arithmétique exacte. Nous décrivons aussi le logiciel XGame Solver
que nous avons élaboré au cours de ce projet de these de doctorat et dont nous comptons

faire bénéficier la communauté scientifique.

4.1 Présentation de I’algorithme ExMIP

Pour obtenir des temps de calculs réduits, il est primordial de concevoir un algorithme
doté d’une aptitude & détecter rapidement toute information suceptible d’accélérer I’ex-

ploration.

Tout d’abord, I’algorithme que nous allons concevoir doit exploiter I’information relative
a la non-réalisabilité d’un des sous-problemes qu’il aura généré. Pour satisfaire cette exi-
gence, nous proposons un algorithme qui explore un arbre de branchement ol a chaque
niveau de profondeur s’offre un choix dichotomique de branchement sur une seule des

variables binaires.

Par ailleurs, I’algorithme doit permettre d’exploiter toute I’information fournie par toute
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solution (équilibre de Nash extréme) qu’il rencontre. Ceci a pour but de faciliter I’ex-
ploration du domaine des solutions possibles qu’un vecteur de variables binaires peut
fournir. Il faudrait dés lors que I’algorithme puisse générer, a partir de chaque noeud
de I’arbre principal, un sous-arbre de branchement par rapport aux variables continues
et strictement positives dans la solution extréme obtenue par la résolution du sous-
programme courant. Ce branchement intensif est indispensable pour I’énumération com-
plete des équilibres extrémes, puisqu’une seule combinaison de variables binaires peut

donner plusieurs points extrémes.

L’ algorithme d’énumération des équilibres extrémes va garder en mémoire tous les points
extrémes qu’il rencontre lors de son exploration de I’arbre principal et de ses recherches
intensives dans les sous-arbres. Cependant, un point d’équilibre extréme pourrait étre
rencontré a plusieurs reprises lors de 1’exécution de I’algorithme, car deux ou plusieurs
combinaisons différentes de variables binaires peuvent donner lieu a un ou plusieurs
mémes points extrémes. L’ algorithme doit donc étre capable de vérifier si la solution
courante (équilibre extréme) qu’il rencontre a déja été rencontrée lors de son explora-
tion de I’arbre principal ou des sous-arbres. Il est donc possible qu’il n’enregistre qu’une

partie des équilibres engendrés par une combinaison de variables binaires.

A chaque fois que I’algorithme ajoutera une branche dans I’arbre principal ou dans les
sous-arbres, 1l prendra le noeud nouvellement créé comme noeud courant pour traiter
son(ses) sous-programme(s). Ainsi, I’ordre de traitement des noeuds générés dans I’arbre

principal et les arbres secondaires est toujours "profondeur d’abord".

Chaque noeud de I’arbre principal représente un sous-programme lin€aire mixte 0 — 1
créé par I’ajout d’une ou plusieurs contraintes de fixation de variables binaires et d’élimi-
nation d’une ou plusieurs combinaisons de variables binaires. Au méme temps, chaque
noeud d’un arbre secondaire représente un sous-programme linéaire créé a la fois par la

fixation d’une combinaison de variables binaires et d’une ou d’un ensemble de variables
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continues égales a 0.

Enfin, a chaque noeud de I’arbre principal, ou des sous-arbres qu’il aura générés, I’al-
gorithme devra optimiser respectivement dans I’un ou I’autre cas un programme lin€aire

mixte 0 — 1 ou relaxé, en faisant appel a une librairie d’optimisation.

4.2 Algorithme ExMIP

L’algorithme ExM I P exploite la formulation linéaire mixte 0 — 1 d’un jeu bimatriciel
ou polymatriciel ou de la représentation séquentielle d’un jeu étendu a deux joueurs, afin
d’énumérer tous leurs équilibres de Nash extrémes.

Etape 0 : Initialisation

Soient :

P ; Probleme linéaire mixte 0 — 1 principal.

X ; Ensemble des variables continues associé au probleme P.

U ; Ensemble des variables binaires associé au probleme P.

NE = {; Ensemble des points extrémes.

N = 0; Niveau de profondeur dans I’arbre principal.

R ; Noeud racine de I’arbre principal, ayant P comme probléme.
z?, uf ; Variable continue et variable binaire associée & la ¢°™¢ stratégie (¢ = 1,2, ..,m;)
du joueuri (i = 1,2,..,n).

— Aller & I’Etape 1.

Etape 1 : Résolution et mémorisation

SiN > |X

, — Arrét. Sinon N < |X

, résoudre le probléme au noeud courant. Si le
probléme n’admet aucune solution — Aller a l ’Etape 3.

Sinon, soit é le point extréme trouvé : Si é ¢ N E, ajouter é aux éléments de NE et —
Aller a I’Etape 2.

Etape 2 : Branchement secondaire
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Si le noeud courant appartient a I’arbre principal, fixer le vecteur des variables binaires
@ (u € U)asavaleurdans éetV ! € X, tel que &7 > 0:
— Ajouter la branche x¢ = 0 et Aller a I'Etape 1.

Etape 3 : Branchement principal

Si le noeud courant appartient a I’arbre principal alors le branchement a partir de ce

noeud ne peut donner des points extrémes — Arrét.

Sinon, revenir au noeud pere dans I’arbre principal et ajouter une contrainte pour élimi-

ner la combinaison de variables binaires i valide dans é.

Choisir une variable u? € U, sur laquelle aucun branchement n’a encore été effectué

dans les noeuds précédents de I’arbre principal et telle que sa variable continue z! est la

plus proche de $ (choisir arbitrairement en cas d’égalité).

Soitp=N+1:

Sip < |X|mettre N =pet:

— Ajouter la branche uf = 0 : si, dans @, 4] = 1 : enlever la contrainte d’élimination de
it et — Aller a I'Etape 1.

— Ajouter la branche u! = 1 : si, dans 4, 4] = 0 : enlever la contrainte d’élimination de
o et — Aller a I’Etape 1.

Sinon — Aller a I’Etape 4.

Etape 4 : Fin

Afficher | N F)| et tous les éléments de NE.

Théoréme 4.2.1 L’algorithme ExMI P permet d’énumérer tous les équilibres extrémes
d’un jeu bimatriciel ou polymatriciel ou de la forme séquentielle d’un jeu étendu a deux

Jjoueurs.

Preuve 4.2.1 ExMIP explore a travers le branchement sur I’arbre principal, toutes
les combinaisons de variables binaires qui permettent d’obtenir des points extrémes et

ce par :
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— L’ajout de contraintes d’élimination pour les combinaisons déja explorées.

— Le branchement sur les variables binaires jusqu’a une profondeur maximale égale au
nombre de stratégies associées au jeu bimatriciel ou polymatriciel.

— Grdce au branchement sur I'arbre secondaire, I’algorithme énumere tous les points
extrémes qui peuvent étre obtenus a partir d 'une combinaison de variables binaires 1
car :

— La combinaison de variables binaires 1 est fixée.
— Le branchement secondaire consiste a ajouter des branches ] = 0.

Ce branchement permet d’énumérer a partir de U tous les équilibres extrémes ou une

ou plusieurs conditions de complémentarité sont doublement satisfaites vu que dans é :

z! > 0 et ul = 0. Ce qui permet d'obtenir aprés branchement :

i =0 et ul=0, i Xn: ATX) =0
n - I lo; — X)) =0,
a; — . 1296 A:IJX]) = 07 ’ j=1,ji Y
J=1,G7#i

Nous avons montré dans les chapitres 1, 2 et 3 que tout équilibre de Nash extréme cor-
respond forcément a un ou plusieurs points extrémes du programme linéaire mixte 0 — 1
principal. Puisque l’algorithme ExMIP permet d’explorer toutes les possibilités de
satisfaire les conditions de complémentarité, alors pour tout point extréme é du pro-
gramme linéaire mixte 0 — 1 principal, il existe nécessairement un chemin dans ['arbre

d’exploration créé par ExM I P qui méne a ce point extréme.

Notons ici que ’algorithme E'xAMIP est actuellement le seul algorithme permettant

d’énumérer tous les équilibres de Nash extrémes d’un jeu polymatriciel.
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4.3 Exemples illustrés

4.3.1 Jeux bimatriciels

Exemple 4.3.1 Pour le jeu bimatriciel de taille (4 x 3) du premier chapitre, cing équi-
libres de Nash extrémes sont énumérés. L élimination d’une stratégie fortement dominée,

la 2¢™¢ stratégie du joueur I, avait permis d’obtenir un jeu de taille (3 x 3) :

3 25 5 5 4.5 2.5
A= 2 35 15 B = 1 15 3.5
45 0.5 5.5 25 35 4

La Figure 4.1 illustre une grande partie des 46 noeuds générés par l’algorithme lors
de ’énumération des équilibres de Nash extrémes. Les lignes pleines représentent les
branchements de l’algorithme et les lignes pointillées représentent les fixations des com-

binaisons de variables binaires avant le début des branchements secondaires.

Le programme linéaire mixte 0 — 1 obtenu pour ce jeu est le suivant :



. Nouvel Equilibre
Equilibre

: Intermediaire

: Pas de solution realisable

Figure 4.1 Arbre d’exploration avec Ex M I P sur [’exemple (4.1) : (3 X 3)

68



69

o, f(e, D)

sujet a

1+ 22+ 73 = 1, y1 +y2 +ys =1,
r1 +u <1, y1+v <1,
Ta+uz <1, y2 +vg <1,
z3+uz <1, ys +vs <1,

o — 3y1 — 2.5y0 — Bys — 5.5u; <0, 8 —bxy — 20— 2,524 —4v; <0,

0
o — 2y; — 3.5ys — 1.bys — 5.5us < 0, B —4.5bx1 — —1.bay — 3.bxg — 4vy <0,

0
o — 4.5y1 - 0.5y2 - 5.5y3 - 5.5U4 __<_ 0, ﬁ — 2.5.’131 — 3.51’2 - 4.’134 - 4’03 < 0,

—a + 3y1 + 2.5y2 + byz <0, —B+5x1 +x0+ 2514 <0,
—a+ 21 + 3.5y2 + 1.5y3 <0, -8+ 4.5x1 + 1.5z9 + 3.5x4 <0,
—a+ 4.5y1 + 0.5y + 5.5y3 <0, —B 4+ 2.5x1 + 3.523 + 4z4 <0,
x 20, y =0,

u € {0,1}3, ve {0,1}.

La résolution de ce programme linéaire mixte 0 — 1 permet d’obtenir le premier équilibre

extréme au premier noeud de I’arbre principal.

Eql :

a = 4.5, B =3.1,
X'=(0.2,0,0.8), Y*=(0,0.2,0.8),
Ut =(0,1,0), Vvt =(1,0,0).

En fixant la combinaison des variables binaires, [’algorithme créé un sous-arbre de
branchement par rapport aux variables continues non nulles, dont la racine est repré-
sentée par un noeud intermédiaire dans la Figure 4.1. Aucune solution n’est rencon-
trée sur cet arbre secondaire et l’algorithme retourne a l’arbre principal pour ajouter

une contrainte permettant d’'éliminer la combinaison de variables binaires rencontrée a
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I’équilibre 1 : U = (0,1,0) et V! = (1,0,0) :
(1—u1)+UQ+(1—U3)+’U1+(1—’02)+(1—’03)§5

—
—u; +uy —uz+v, —vy—v3 <1.

Cette contrainte n’est cependant utile a ajouter que pour le noeud créé par le bran-
chement vy = 0. L'autre noeud, créé par le branchement vy = 1, satisfait déja cette
contrainte. L’algorithme ExMIP effectue donc deux branchements, ['un a gauche et
l’autre a droite, en ajoutant respectivement les contraintes vo = 0 et vy = 1, et le

deuxiéme équilibre extréme est rencontré au noeud obtenu par ajout de la contrainte

vy = (.
Eq2 :
o = 2.786, B =4.167,
Xt = (0.667,0,0.333), Y'=(0.571,0.429,0),
Ut =(0,1,0), Vt=(0,0,1).

Aucune solution n’est rencontrée sur [’arbre secondaire créé a partir de cet équilibre
par fixation de la combinaison des variables binaires.

L’algorithme retourne alors a ’arbre principal en ajoutant, a gauche la contrainte v, =
0 et a droite les contraintes vy = 1 et —uj+ug—u3—v, —vo+v3 < 1, afin d’éliminer la
combinaison de variables binaires de |’équilibre 2. Ainsi, le troisieme équilibre extréme

est rencontré au noeud obtenu par ajout de la contrainte v, = 0.

Eq3

a = 3.056, B=3

Xt =(0.5,0.5,0), Y*=(0,0.778,0.222)
Ut =(0,0,1), vt =(0,0,0).

Le quatrieme équilibre extréme est ensuite obtenu a un noeud de I’arbre secondaire créé

a partir de cet équilibre, par fixation de la combinaison de variables binaires et ’ajout
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de la contrainte y3 = 0.

Eq4 .

a = 2.75, 8 =3,

X' =(0.5,0.5,0), Y'=(0.5,0.5,0),
Ut =(0,0,1), Vit =(0,0,0).

Ce méme équilibre est obtenu une deuxieme fois au noeud de [’arbre principal créé,
apreés élimination de la combinaison de variables binaires des équilibres 3 et 4, par
l'ajout de la contrainte uy = 0. Aucune solution réalisable n’est rencontrée a partir de
ce point et l'algorithme revient au traitement du noeud créé a partir de [’équilibre 2
par Ugjout de la contrainte vi = 1. L’équilibre 3 est obtenu encore une fois a ce noeud
et seul le branchement sur [’arbre principal par ajout de la contrainte us = 1, permet

d’obtenir le cinquieme équilibre extréme.

<t
[ 1

>
i

4,
Xt=1(0,0,1), Y'=(0,0,1),
Ut =(1,1,0), Vt=(1,1,0).

a =

Le tableau suivant récapitule les cing équilibres de Nash extrémes énumérés :

Tableau 4.1 Equilibre de Nash extrémes de ’exemple (4.3.1) (3 x 3)

[ Eq]l o [ B | X | Y L v | Vv |
1 45 | 37 (0.2,0,0.8) (0,02,0.8) | (0,1,0) | (L,0,0)
2 | 2.786 | 4.167 | (0.667,0,0.333) | (0.571,0.429,0) | (0,1,0) | (0,0,1)
3 3056 3 (0.5,05,0) | (0,0.778,0.222) | (0,0,1) | (0,0,0)
4 27 | 3 (0.5,0.5,0) (0.5,05,0) | (0,0,1) | (0,0,0)
5 | 55 4 (0,0,1) (0,0,1) (1,1,0) | (1,1,0)

Exemple 4.3.2 Le jeu bimatriciel suivant, de taille (6 x 2), est tiré de Winkels (68) et
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illustré dans l'article d’Audet et al. (6) :

At 11 3 3 25 25 . Bt 1 0 -2 4 -1 6
= e
33 11 25 25 2 -1 2 -1 6 -1

I

D’apres Winkels (68), ce jeu comporte 11 équilibres de Nash extrémes. Audet et al. (6)
ont cependant montré que ce jeu possede 12 équilibres de Nash extrémes. L’ algorithme
ExMIP permet aussi d’énumérer les 12 équilibres extrémes, en générant un arbre

principal et des sous-arbres comportant au total 175 noeuds.

La Figure 4.2 résume le comportement de cet algorithme lors de |'énumération de ces
équilibres extrémes. La résolution du programme linéaire mixte 0 — 1 obtenu, permet

d’obtenir le premier équilibre extréme au premier noeud de I’arbre principal.
Eql :
o =925, B=25,
Xt =(0,0,0,0,0.5,0.5), Y*=(0.25,0.75),
Ut = (0,0,1,1,0,0), vVt =(0,0).

En fixant la combinaison des variables binaires, I’algorithme crée un sous-arbre de
branchement par rapport aux variables continues non nulles. En ajoutant la contrainte

x5 = 0 et en résolvant, le deuxieme équilibre extréme est rencontreé.
Eq2 :

a =25, 8 =0.5,
X' =(0.5,0.5,0,0,0,0), Y*=(0.25,0.75),
Ut =(0,0,1,1,0,0), Vvt =(0,0).
Ensuite, en ajoutant a partir de ce noeud la contrainte x, = 0 et en résolvant, le troi-

sieme équilibre extréme est rencontré.



73

: Nouvel Equilibre
: Equilibre

: Intermediaire

. Pas de solution realisable

Figure 4.2 Arbre d’exploration avec ExMIP sur le jeu bimatriciel de Winkels (68)
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Eq3

a =25, B =1.625,

Xt =(0.875,0,0,0,0,0.125), Y*=(0.25,0.75),
Ut =(0,0,1,1,0,0), Vt=(0,0)

Comme aucun des autres noeuds a partir des équilibres 2 et 3 ne donne de solution,
lalgorithme retourne a la résolution du sous-probléme créé par I’ajout de la contrainte
xg = 0, apres fixation de la combinaison de variables binaires obtenue avec I’équilibre

1. Ainsi le quatriéme équilibre extréme est rencontré.

Eg4 :

o= 2.5, B = —0.125,

Xt = (0,0.875,0,0,0.125,0), Y= (0.25,0.75),

Ut =(0,0,1,1,0,0), vt =(0,0).

Ensuite, en ajoutant a partir de ce noeud la contrainte x5 = 0 et en résolvant, le

deuxiéme équilibre est rencontré a nouveau. Aucun noeud restant dans cet arbre se-
condaire ne donne de solution et [’algorithme revient a [’arbre principal. L’ algorithme
enléve alors les contraintes de fixation des variables binaires et branche sur la variable
ug, a gauche en ajoutant ug = 0 et a droite en ajoutant ug = 1, tout en prenant soin

d’ajouter une contrainte permettant d’éliminer la combinaison de variables binaires

rencontrée a l'équilibre 1 : U' = (0,0,1,1,0,0) er V!t = (0,0) :
(1’—U1)+(1-UQ)+U3+U4+(1—U5)+(1—1L6)+(1-—'l)1)+(1—'l)2) <7

=
—U] — Uy F U3+ Ug —Us —ug —v] —vo < —1.

Cette contrainte n’est utile a ajouter que pour le noeud créé par le branchement ug = 0.
L’autre noeud créé par le branchement ug = 1 satisfait par défaut cette contrainte. Il
est a noter que [’élimination des stratégies 2,4 et 6 (faiblement dominées) du joueur 1

n’aurait pas permis d’énumérer tous les équilibres extrémes. Le Tableau 4.2 récapitule
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les 12 équilibres de Nash extrémes énumeérés :

Tableau 4.2 Equilibres de Nash extrémes du jeu bimatriciel de Winkels (68)

ENENE X | v ] U | V]
1 [[25] 25 (0,0,0,0,0.5,0.5) | (0.25,0.75) | (0,0,1,1,0,0) | (0,0)
2 25| 05 (0.5,0.5,0,0,0,0) | (0.25,0.75) | (0,0,1,1,0,0) | (0,0)
3 [ 25| 1.625 | (0.875,0,0,0,0,0.125) | (0.25,0.75) | (0,0,1,1,0,0) | (0,0)
4 [ 25| —0.125 | (0,0.875,0,0,0.125,0) | (0.25,0.75) | (0,0,1,1,0,0) | (0,0)
5 || 25| 1.917 | (0,0,0,0.583,0.417,0) | (0.75,0.25) | (1,1,1,0,0,0) | (0,0)
6 | 25| 25 (0,0,0,0,0.5,0.5) | (0.75,0.25) | (1,1,1,0,0,0) | (0,0)
7 |25 0.667 | (0,0,0.556,0.444,0,0) | (0.75,0.25) | (1,1,0,0,0,0) | (0,0)
8 || 25| 0.909 |[(0,0,0.636,0,0,0.364) | (0.75,0.25) | (1,1,0,0,0,0) | (0,0)
9 [ 3| 05 (05,05,0,0,0,0) 0,1) |(0,0,1,1,1,1) | (0,0)
10 | 3 2 (1,0,0,0,0,0) (0,1) [(0,0,1,1,1,1) | (L,0)
11 || 3 | 0667 | (0,0,0.556,0.444,0,0) | (L,0) |(L,1,0,0,1,1) |(0,0)
12 [ 3 1 (0,0,0,1,0,0) (1,o) |(,1,1,0,1,1) | (0,1)

4.3.2 Jeux polymatriciels

Exemple 4.3.3 Soit un jeu polymatriciel a 3 joueurs, de dimension (3 x 3 X 3), dont les

matrices se détaillent comme suit :

1 1 —=1|2 3 25 -1 2 1|-2 3 1
A= 2 -1 -=1|-1 0 2 B= 3 0 35| 1 -1 -—1
3 15 —-1|-1 2 1 3 35 3|2 1 =2

-3 -1 1|1 2 =3
C= 4 1 4 |12 1 2
1 2 2213 2 4

L’algorithme ExMIP permet d’énumérer les sept équilibres de Nash extrémes de ce

jeu. La Figure 4.3 permet d’illuster le comportement de ExMIP lors de I’énuméra-
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tion de ces équilibres extrémes. Une partie des 107 noeuds créés par I’algorithme y est

illustreée.

: Nowvel Equilibre
. Equilibre

: Intermediaire

Coee

: Pas de sohution realisable

Figure 4.3 Arbre d’exploration avec ExM I P sur l’exemple (4.3.3) : (3 x 3 x 3)

La résolution du programme linéaire mixte O — 1 permet d’obtenir le premier équilibre

au premier noeud de I’arbre principal.
Eql :
a =25, 8 =4, v =6,
Xt=(0,0,1), Y*=(1,0,0), Z=(0,1,0),
Ut=(1,1,0), Vt=(0,1,1), W =(1,0,1).

En fixant la combinaison des variables binaires, ’algorithme crée un sous-arbre de
branchement par rapport aux variables continues non nulles. La racine de cet arbre se-
condaire est représentée par un noeud intermédiaire dans la Figure 4.3. Aucune solution

réalisable n’est rencontrée sur cet arbre secondaire et l'algorithme retourne a l’arbre
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principal pour ajouter une contrainte permettant d’éliminer la combinaison de variables

binaires rencontrée a l’équilibre 1 : Ut = (1,1,0), V! = (0,1,1) et Wt = (1,0,1) :
ur+uz+ (1 —ug)+ (1 —v1)+va+vg+w + (1 —wp)+ws <8

<
up +ug —uz — vy +vy+v3+w — w2+ w3z <H.

Cette contrainte n’est cependant utile a ajouter que pour le noeud créé par le bran-
chement wz = 1. L’autre noeud créé par le branchement ws = 0, satisfait par défaut
cette contrainte. L’algorithme effectue donc deux branchements, 'un a gauche et l’autre
a droite, en ajoutant respectivement les contraintes ws = 0 et ws = 1 et le deuxiéme

équilibre est rencontré au noeud obtenu par ajout de la contrainte w3 = 0.
Eq2 :

A partir de cet équilibre, I'exploration de |’arbre secondaire, aprés fixation de la com-
binaison des variables binaires, ne donne aucun équilibre. L’algorithme retourne au

traitement des noeuds de l’arbre principal en ajoutant la contrainte :
up —ug —u3 — v+ 2 + U3+ wr + wy —wg <4

Le branchement par rapport a la variable w,, a gauche en mettant ws = 0 et a droite en

mettant wy = 1, donnera a gauche les équilibres 3 et 4 et a droite l'équilibre 5.

Ensuite, ’algorithme revient au traitement de la branche ws = 1, issue directement du

premier noeud de I’arbre principal. Les équilibres 6 puis 7 sont alors rencontrés.

Le Tableau 4.3 donne les sept équilibres extrémes rencontrés dans ce jeu.
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Tableau 4.3 Equilibres de Nash extrémes de I'exemple (4.3.3) (3 x 3 x 3)

(Eqle] B8 | v | X* l Y? | z" [ ur [ vi [ W' ]
I 5] 4 6 0,0,1) (1,0,0) {0,1,0) |(1,1,0)[(0,1,1)](1,0,1)
24T 3 5 {0,1,0) (1,0,0) 0,0,1) |(1,0,0)](0,1,1)|(1,1,0)
3| 4 [2.28615.143] (0,0.29,0.71) (1,0,0) {0,0,1) |(1,0,0)](0,1,1)](1,0,0)
4 1 3 |1.487|4.713 | (0.56, 0.43,0.01) | (0.73,0,0.27) | (0, 0.09, 0.91) | (0,0,0) | (0, 1,0) | (1, 0, 0)
5 |25 1.2 | 4.9 {0.6,0.4, 0 {0.5,0,0.5) 0,0,1) |(0,0,1)[(0,1,0)|(1,1,0)
61| 21 4 6 (1,0,0) (0,0,1) 0,1,0) [(0,1,1)|(1,1,0)[(1,0,1)
T3 4 5 (0,0,1) {0.5,0,0.5) (0,1,0) 1(0,1,0)](0,1.0)[(1,0,1)

4.3.3 Les jeux étendus a deux joueurs

Exemple 4.3.4 En appliquant ’algorithme ExM I P au jeu étendu a deux joueurs illus-
tré par la Figure 3.1 de von Stengel et al. (64), la forme stratégique permet comme

avec EEFE (6), d’obtenir trois équilibres de Nash extrémes. La représentation séquen-

tielle permet d’obtenir les séquences de mouvements S = {0, L, R, LS, LT} et Sy
{0,1, 7}, pour les joueurs I et II respectivement. L algorithme Ex M1 P énumére quatre
points extrémes pour le programme linéaire mixte O — 1 associé a la représentation

séquentielle.

Tableau 4.4 Equilibres extrémes de la forme séquentielle du jeu de von Stengel et al.

(64)

q. X T To [s%1 [e%)

1 1 01 0 0 |1 1 0 3 3 21| 4 0
2 1 1 0 2/3 1/3|1 1/3 2/3||4 4 41]2/3 2/3
3l=Xx'1 01 O 0 (1 1 0 3 3 3| 4 0
4 1 01 0 0 [1 2/3 1/33 3 3| 4 0

Nous pouvons constater que les équilibres 1 et 3 ont les mémes valeurs pour les variables

X, mais des valeurs différentes pour les variables duales ;.

Exemple 4.3.5 En appliquant I'algorithme ExM I P a l’exemple de Kohlber et Mertens

(31) illustré par la Figure 4.4, nous obtenons des résultats différents dépendemment de
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la représentation utilisée.

Figure 4.4 Jeu étendu de Kohlberg et Mertens (31)

La représentation stratégique contient les stratégies pures suivantes {T, M, BB, BT}

pour le joueur I et { R, LR, LL} pour le joueur IL.

2 2 2 2 2 2

0 3 3 0 3 3
A - y B =

1 -4 4 1 4 -4

1 4 -4 1 -4 4

Sept équilibres de Nash extrémes sont obtenus pour cette représentation stratégique (Ta-

bleau 4.5).

En considérant la forme séquentielle de ce jeu étendu a deux joueurs, les séquences
du joueur I sont S; = {0, T, M, B, BB, BT'} et les séquences du joueur II sont So =

{0, R, L, LR, LL}. Les matrices des gains des deux joueurs sont alors :
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Tableau 4.5 Equilibres extrémes de la forme stratégique du jeu de Kohlberg et Mer-
tens (31)

Eq. 1 T2 Q) | g
1 o1 0 o] o0 7/8 1/8 | 313
210 1 0 0|0 1/8 7/8 | 3|3
311 0 0 0] 1 0 0 2 | 2
411 0 0 0/2/3 0 1/3 | 2] 2
511 0 0 02/3 1/3 0 2| 2
6 |1 0 0 0[1/3 13/24 1/8 | 2 | 2
711 0 0 0[1/3 1/8 13/24| 2 | 2
00000\ /00000\
200 0 O 200 0 0
003 0 0 003 0 0
A= , B = ,
010 0 0 010 0 0
000 —4 4 000 4 -4
000 4 -4 000—44)

et les matrices E, et Ey suivantes permettent de suivre les liens entre les différentes

séquences.
1 00000 1 0 0 00
Ei=) =11 1100, e E=}-111 00
0 00111 0 0 -111

Dix points extrémes sont énumérés pour le programme linéaire mixte 0 — 1 associés a la

représentation sequentielle de ce jeu (Tableau 4.6).

Dans le Tableau 4.6, les points extrémes 4 et 5 correspondent au méme équilibre de
Nash extréme mais ont des variables duales ;. Le vecteur X* des stratégies mixtes du

point extréme 2 peut étre obtenu par une combinaison convexe (—;—, %) des vecteurs T des
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Tableau 4.6 Equilibres extrémes de la forme séquentielle du jeu étendu de Kohlberg et
Mertens (31)

X

q. I i) a1 8%)

1 101000/t 0 1 7/8 1/81{33 31330
2||=5X'+X%[(1 010001 0 1 1/2 1/2 33 0 |33 0
3 101000/1 0 1 1/8 7/8 |33 3 (330
4 110000/ 1 0 0 0 22 01(200
5 = X4 110000(1 1 0 0 0 22 11]200
6 110000123 1/3 1/3 0 |[224/3|200
7 1100001 2/31/3 0 1/3 |22 4/3|20 0
8 1100001 1/32/3 13/24 1/8 ||2 2 5/3{2 0 0
9=5x2+x%i1 100001 1/32/3 1/3 1/3 |22 0 (200
10 1100001 1/32/3 1/8 13/24{[2 2 5/3(2 0 0

équilibres extrémes 1 et 3. Le point extréme 2 a cependant des valeurs différentes pour

les variables duales . Toutefois Proj,)(q*) ¢ Ext(NE).

L’information supplémentaire présente dans le Tableau 4.6 et non dans le Tableau 4.5
peut étre utilisée pour un raffinement. En effet, le point extréme 2 correspond a un équi-
libre sous-jeu parfait. D une part, le joueur 1I choisit la stratégie mixte 1/2 — 1/2 entre
L et R, dans le sous-jeu a somme nulle. Ce choix correspond effectivement a l’'unique
équilibre de ce sous-jeu. Cet équilibre sous-jeu parfait n’a pas été trouvé lors de | 'énu-
mération basée sur la représentation stratégique. La raison est que, dans cet équilibre,
la variable duale pour le second ensemble informationnel (1.2) du joueur I est nulle,
ce qui correspond au gain du sous-jeu. Les deux mouvements T et B du joueur I a
cet ensemble informationnel, correspondant aux séquences BT et BB, ont en effet des

contraintes serrées relativement a la variable duale. Ceci est dii a l 'un des branchements

binaires de I’algorithme.

D’autre part, les stratégies mixtes 7/8 — 1/8 pour L et R pour les points extrémes q* et
q° donnent un gain égal a 3 au joueur I & I’ensemble informationnel (1.2). Ceci produit

seulement une seule contrainte serrée pour uniquement une des séquences BT ou BB.
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Le gain égal a 3 laisse le joueur 1 indifférent entre choisir B (qui n’est pas choisie) et le
choix M de I’équilibre a l’ensemble informationnel (1.1). Nous observons aussi la méme

chose pour le point extréme q° par rapport aux points ¢° et ¢*°.

Cet exemple montre que |'utilisation de la représentation séquentielle peut permettre
d’obtenir un équilibre extréme sous-jeu parfait qui ne serait pas obtenu si la représen-
tation stratégique est utilisée. Ceci est dii au fait que la représentation séquentielle est

plus fidéle a la forme d’origine du jeu étendu que la représentation stratégique.

4.4 L’algorithme EFEE revisité

Cette section illustre I’implantation de ’algorithme EEE pour la forme séquentielle

d’un jeu étendu a deux joueurs.

Nous avons modifié I’algorithme proposé par Audet et al. (6; 7) afin de I’adapter a la
représentation séquentielle d’un jeu étendu a deux joueurs. L’algorithme F'EE adopte
une approche énumérative et sélective en étudiant seulement les sommets qui satisfont

les conditions des écarts complémentaires :

tt Az, = 2t Elay, _ i (Etay — Axy) = 0,

2! Bxy = ayEbzs. (abEy — 2t B)zy = 0.

Nous considérons deux programmes linéaires a objectifs paramétrés :

P(x9) = max &} Aws — €]y,
I1,02

z1) = max 2t Bxy — ebay.
Q(x1) 1Bx2 — e300
X2,

L’algorithme E'EE construit un arbre d’exploration ol a chaque noeud est associée une
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paire de sous-programmes linéaires a objectifs paramétrés, P(z5) et Q)(x1). A chaque
noeud est associée une variable z; ou z, représentant une stratégie réalisable, pour I'un

ou I’autre des sous-problémes courants.

Les programmes P(z;) et Q(x;) sont quasi-identiques a P(z2) et Q(x1), mais avec
en plus un ensemble d’inégalités ou de contraintes de non-négativité qui sont mises a

égalité.

Ainsi, nous distinguons quatre formes possibles que peuvent prendre les problemes f’()

et Q(.):

- Pi()= ]5() avec une contrainte z1; = 0 a la place de z1; > 0.

— P;(.) = P(.) avec une contrainte 1t B; = o} E, 4 la place de 24 B ; < o} Es.
— @’(.) = Q(.) avec une contrainte z5; = 0 2 la place de xo; > 0.

- Qi(.) = Q(.) avec une contrainte A; zo = Ef alaplace de A; z0 < Fla;.

A chaque noeud de cet arbre, une optimisation de P(zs) et une autre de Q(x;) sont

lancées successivement (I’ordre dépend des cas) et trois sortes de résultats différents

peuvent €tre obtenus :

— P(.) ou Q(.) est non-réalisable.

— P(.) et Q(.) sont réalisables mais un manque d’information ne permet pas de déduire
un point d’équilibre.

— P(.) et Q(.) sont réalisables et un point d’équilibre peut étre déduit 2 partir des infor-
mations réunies.

Mis a part le premier cas ol le noeud courant sera éliminé, dans les deux autres il sera

remplacé par ses descendants directs. Chaque fils possede une seule différence par rap-

port 4 son pére qui consiste en une contrainte supplémentaire pour P(.) ou Q(.) selon la

regle de branchement choisie.
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Cette regle de branchement se détermine a partir de deux parametres 7; et 75, tels que :

11;(Etay — A;xy), si P(\) n’a pas été changé en P(.)
TP = et Q(.) n’a pas été changé en Q;(.),

-1 , sinon,

et

(a4 Ey — 28 B ;)x95, si Q(.) n’a pas été changé en Q7(.)
T o= et P(.) n’a pas été changé en P;(.),

-1 , sinon.

En choisissant, pour ¢ € {1,....,n}etj € {1,...,m}, lesi et j qui maximisent les valeurs
de ; et 7, trois cas différents permettent de conclure sur la régle de branchement a

adopter :

-Si —1 # 7; > m;, le noeud courant aura deux descendants :

(22, P'(),Q()) et (z1,Qi(), ()

-Si 7; < mj, le noeud courant aura deux descendants :

(21, Q7(), P()) et (22, P5(),Q(.)

-Si7; = m; = —1, (x1,22) est un équilibre extréme et le noeud courant aura quatre

descendants :

{($27PZ()>Q()) t 2y > 0}, {(9517@:()715()) P Ay < Efal};
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{(21,Q7(), P()) s 95> 0} et {(w2, B(),Q()) : #1B,; < ayEp}

Quand la profondeur du noeud courant est supérieure a (n + m), la solution (x, xs)
obtenue est un équilibre de Nash extréme, car chacune des conditions des écarts com-

plémentaires est satisfaite.

L’algorithme EEE adapté a la formulation séquentielle permet d’énumeérer tous les

équilibres de Nash extrémes de 1a formulation séquentielle d’un jeu étendu a deux joueurs.

4,5 Implantation en arithmétique exacte et le logiciel XGame Solver

Au début de notre projet, notre but était d’élaborer des algorithmes permettant I’énumé-
ration des équilibres de Nash extrémes pour un certain nombre de jeux et de proposer

des méthodes automatiques de raffinement de ces équilibres.

Comme premiéere étape, nous avons implanté des algorithmes d’énumération en intérac-
tion avec le logiciel d’optimisation C'plex. I’ importance de la précision numérique est
devenue plus grande lorsque nous avons voulu rendre nos implantations indépendantes
en codant a notre propre maniére 1’algorithme du Simplexe (19). En effet, I’implantation
d’une arithmétique exacte s’est révélée étre problématique sans I’utilisation de librairies.
Ainsi, pour notre logiciel XGame-Solver, nous avons décidé de faire appel a une librairie

d’arithmétique exacte facile a implanter et tres efficace.

Cette section détaille les différentes classes de 1’implantation en arithmétique exacte
des deux algorithmes EEE et ExM P ainsi que les différentes possibilités offertes a

I’utilisateur de 1’application Xgame Solver.
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4.5.1 Implantation en arithmétique exacte

Dans nos implantations récentes des algorithmes EEE et ExMIP, les informations
numériques sont sauvegardées en utilisant des rationnels. Un rationnel est défini par une
paire de nombres entiers : un numérateur et un dénominateur. Notre librairie de classes
en arithmétique exacte contient : les classes Biglnteger pour les grands nombres entiers,
la classe Rational pour les nombres rationnels, la classe Simplex pour la résolution en uti-
lisant I’algorithme du Simplexe (19) et la classe Node pour la gestion des branchements
de I’algorithme E'xy M IP. Pour I'implantation de I’algorithme £'E E, nous utilisons des

méthodes de branchement permettant de calquer les différentes étapes de cet algorithme.

Durant I’implantation de 1’algorithme Ex M I P, nous avons observé que le numérateur
ou le dénominateur d’un nombre rationnel peut dépasser en valeur le plus grand en-
tier INTMAX de la librairie de programmation en C/C++. II existe a la disposition de
la communauté scientifique un nombre assez grand de librairies d’arithmétique exacte
dans différents langages informatiques. Outre le fait que certaines de ces librairies sont
compliquées a implanter et a adapter a nos propres besoins, d’autres sont trés efficaces
et tres simples a utiliser. Pour ces raisons, nous avons choisi 1’ensemble des classes

BigInteger implanté et couramment mis a jour par McCutchen (44).

Les sous-sections suivantes décrivent les différentes classes utilisées dans nos implanta-

tions des algorithmes EEE et ExMip.

4.5.2 Lalibrairie Biglnteger

Les classes de la librairie BigIntegers définissent un nouveau type d’entiers qui seront
utilisés lors de I’énumération des équilibres de Nash extrémes. Ces classes permettent

de surdéfinir les opérations élémentaires pour des grands entiers. Elles permettent aussi
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d’augmenter dynamiquement la taille d’un grand entier en cas de besoin. Les différents
tests que nous avons effectués sur cette librairie se sont avérés tres probants. Nous re-

mercions a cette occasion leur auteur Matt McCutchen (44) pour ses efforts.

4.5.3 La classe Rational

La classe Rational est basée sur les classes Big/nteger. Un rationnel consiste en deux
grands entiers : un numérateur et un dénominateur. Nous avons surdéfini les opérations
élémentaires pour ces rationnels et nous utilisons une fonction permettant de trouver le
plus grand dénominateur commun entre les deux éléments de chaque rationnel. Tous les

rationnels sont donc toujours sauvegardés sous leur forme la plus simple.

4.5.4 La classe Simplex

La classe Simplex définit quant a elle un dictionnaire (16) ainsi que I’ensemble des
opérations de I’algorithme du Simplexe (19). Chaque sous-programme linéaire obtenu
lors des branchements successifs de I’algorithme ExMIP ou EEFE est représenté sous
la forme d’un dictionnaire et sera résolu en utilisant les méthodes de cette classe. Un
dictionnaire représente les coefficients des variables dans le sous-programme linéaire a
résoudre. Toutes les contraintes sont préalablement converties en des contraintes d’éga-
lité et la résolution commence par résoudre un programme auxiliaire dans le cas ou un
des membres de droite des contraintes est négatif. Si le programme auxiliaire est réali-

sable alors la résolution avec la solution initiale trouvée a lieu.
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4.5.5 La classe Node

Enfin, la classe Node représente la structure de I’algorithme EyA/1P. Chaque noeud
contient le dictionnaire du sous-programme linéaire courant et un pointeur vers le noeud

pere. Cette classe contient aussi les différentes méthodes de branchement de I’algorithme

ExMIP.

En ce qui concerne EEE, nous n’utilisons pas une telle classe mais nous faisons appel

a des méthodes de branchement calquant la structure de I’algorithme EEE.

En pratique, I’algorithme E'xy M I P peut étre utilisé afin d’énumérer tous les équilibres
de Nash extrémes des jeux bimatriciels, polymatriciels a trois joueurs et des formes sé-
quentielles des jeux étendus a deux joueurs. L’algorithme £ E E peut quant a lui étre uti-
lisé afin d’énumérer les équilibres de Nash extrémes d’un jeu bimatriciel et de la forme
séquentielle d’un jeu étendu a deux joueurs. Pour chaque forme de jeux, les deux algo-
rithmes sont disponibles en utilisant les librairies de Cplex ou les librairies en arithmé-
tique exacte. Tous nos codes sources sont publiés sur le lien internet http ://www.gerad.ca/~slimb

et peuvent &tre compilés et exécutés sous MSWindows, Linux, Unix et Mac Os.

4.5.6 Résultats numériques

Cette partie présente une analyse des temps comparatifs de calcul entre les algorithmes
EEFE et ExMIP, sur une machine SPARC station ULTRA 2 (Solaris 2.4-27), sur des
jeux bimatriciels générés aléatoirement, de taille et de densité différentes. Nous y pré-
sentons aussi un tableau des temps de calcul de I’algorithme Ey M I P sur des jeux po-
lymatriciels a trois joueurs générés aléatoirement, de taille et de densité différentes. Les
abréviations suivantes sont utilisées :

— d : densité des matrices des gains.


http://www.gerad.ca/~slimb
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— Nds : nombre de noeuds générés.

Temps : temps de calcul en secondes.
— E : nombre d’équilibres extrémes énumeéreés.
— 4 : moyenne sur dix problemes de méme taille.

— o : écart type sur dix problémes de méme taille.

Tableau 4.7 Jeux bimatriciels avec ExMIP vs EEFE

d=0.12 d=0.25
n=m ExMIP EEE ExMIP EEE
Nds Temps E Nds Temps E Nds Temps E Nds Temps FE
n (sec) (sec) (sec) (sec)
5 u 1432.6 1.93 18.2 | 8037.2 2.22 18.2 || 655.6 1.07 13.2 2981 0.93 13.2
o 647.1 0.69 4.9 | 10617.4 1.24 4.9 434.7 0.64 8.4 1894 0.62 8.4
7w 11156 19.42 56.4 | 185544 59 56.4 1984 4.69 41 55883 18.4 41
[ 12353 6.9 29.5 | 13483 26 29.5 || 2029 4.63 36.1 10213 21 36.1
10 p 176921 543 271.712.2 x 107 8311 271.7|( 12380 55.8 247 [1.9 x 107 7109 247
T 134527 292.3 166.8| 14073 6201 166.8{] 7184 39.7 160.1| 13700 6614 160.1
14 ¢ [[1.5 x10% 20893 2381 >4 x 10° 2881([228498 9736 2387 [1.3 x 10% 151843 2387
o 5443 16518 2190 2190 |} 18369 7012 3801 |1.5 x 108 236496 3801
= 0.50 = 1.00
n=m ExMIP EEE ExMIP EEE
Nds Temps E Nds Temps E Nds Temps E Nds Temps FE
n (sec) (sec) (sec) (sec)
5 u 114.6 0.24 6.4 730.8 0.24 6.4 22.6 0.09 3.4 86.3 0.04 3.4
o 162.7 0.27 7.0 1049.9 0.34 7.0 11 0.05 1.2 38.8 0.02 1.2
7T u 27.8 0.22 3.8 168.5 0.08 3.8 32 0.33 4.4 197.7 0.09 4.4
o 24.8 0.18 34 118.3 0.04 34 16.1 0.17 2 97.6 0.05 2
10 p 33 0.98 5.6 409.4 0.23 5.6 50.6 3.18 10.4 900.9 0.54 104
o 18.1 0.52 2.9 196.6 0.11 29 21.1 1.33 4.7 436.2 0.27 4.7
14 p 107.4 16.77 23.4 2715 1.98 23.4 1] 119.6 41.12 25.2 | 4166.8 3.5 25.2
a 40.2 10.25 9.2 1121.2 0.87 9.2 16.6 18.85 9.7 1577.4 1.52 9.7

Le Tableau 4.7 donne une comparaison des temps de calculs, entre les algorithmes EEE

et 'xM 1P sur des jeux bimatriciels générés aléatoirement.

Selon le temps nécessaire a I’énumération des équilibres de Nash extrémes, nous ob-
servons que 1’algorithme EEE est plus rapide que ExMIP sur les jeux de densité
moyenne ou grande. Le contraire est aussi vrai puisque ExMIP cst plus rapide que
EFEF sur les jeux de faible densité. Ceci est notamment dii & la formulation linéaire
mixte 0 — 1 sur laquelle se base Ex M I P en comparaison avec la formulation biniveau
sur laquelle se base EE'E. En effet, les branchements de I’algorithme sont plus efficaces

lorsque les sous-programmes a résoudre sont de densité moyenne ou grande. Dans le
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méme temps, la résolution de programmes liné€aires mixtes O — 1 est plus lente lorsque

les sous-programmes a résoudre sont de densit€¢ moyenne ou grande. Nous observons

“Teffet inverse lorsque les sous-programmes a résoudre sont de faible densité.

Tableau 4.8 Jeux polymatriciels a trois joueurs avec ExMIP;m, =

mqo = M3
d=0.12 | d=10.25 J
Nds Temps E Nds Temps E
my =mg =m3 (sec) mi] = mg =ms (sec)
3 I 281.7 1.365 10.7 3 In 40.9 0.188 4.6
o 230.1 1.272 3.6 o 36.9 0.142 2.4
5 I 6532.3 15981 29.8 5 I 4085 1.719 121
o 7981.8 9.138 13.7 o 679.3 2.681 12
7 n 46476.9 197.443 129.8 7 I 419.4 4.472 21.6
o 40377.4 179.128 79.9 o 1006.1  5.569 354
9 I 223409 1736.11 418.9 9 I 1554 16.752 10.4
o 9438.3 2273.81 307.9 o 310.9 8.286 5.5
11 I 528015 5223.02 586.5 11 I 141.6  93.402 31.2
g 8810 5694.68 738.9 [ 116 92.053 249
13 I 570925 18189 2507.9 13 I 319.8 921.763 75.2
o 643217 22344.1 3345.6 o 2139 677.844 494
[ d = 0.50 | d=1.00 |
Nds Temps E Nds  Temps E
mp =mg =ms (sec) mi = mg = m3 (sec)
3 I 5.8 0.043 24 3 I 6.2 0.058 2.6
o 4 0.029 2.0 o 3 0.044 1.5
5 n 18.8 0.225 2.9 5 N 29 0.539 5.2
o 13.3 0.180 1.9 o 24.6 0.509 4.9
7 n 44.6 4.510 9.4 7 " 37.6 4.625 7.8
o 27.1 4.932 5.7 o 23.7 2.278 5.2
9 n 115.2 46.908 26.4 9 n 106.6  68.348 23.1
o 35.5 32.283 8.6 [ 41.7 26.633 11.0
11 u 232.4  330.787 54.2 11 336.2 643.011 78.6
o 148.4  209.451 32.2 o 264.9 524.062 65.6
13 p 468.2  1465.54 113.1 13 pu 572.6 3721.27 137.6
o 349 1109.62 87.8 o 388.1 225923 055

Le Tableau 4.8 donne une idée générale sur les temps de calculs de I’algorithme ExM I P,

sur une machine SPARC station ULTRA 2 (Solaris 2.4-27), sur des jeux polymatriciels

a trois joueurs générés aléatoirement, de taille et de densité différentes.
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4.5.7 Description du logiciel XGame Solver

Dans le but de faire bénéficier la communauté scientifique de notre travai,l nous avons
décidé de développer une application a orientation utilisateur qui serait facile a utili-
ser et a comprendre. Les sous-sections suivantes décrivent les différentes interfaces et

possibilités incorporées dans le logiciel XGame Solver.

4.5.8 Interface principale

En premier lieu, nous observons que I'utilisateur peut choisir de charger un jeu déja
existant dans la librairie d’exemples disponibles ou bien choisir de créer un nouveau jeu.
L’icone de chargement d’un jeu existant permet de choisir un fichier d’extension ".xga"
(XGame) qui contient le type du jeu ainsi que les informations concernant la taille du
jeu et les différentes valeurs des gains des joueurs dans ce jeu. L'utilisateur peut éditer
le contenu de ce fichier a sa guise ou en appliquant certaines transformations mathéma-
tiques pré-programmées. L’icone de création d’un nouveau jeu donne le choix a I'utili-
seur de choisir le nom qu’il désire donner a son fichier d’extension ".xga", de choisir le
type de jeu qu’il désire créer, de rentrer la taille du jeu et aussi les différents gains des

joueurs. La Figure 4.5 est une image de I'interface principale du logiciel XGame Solver.

Nous observons aussi que ’utilisateur peut ouvrir plusieurs jeux du méme type et/ou de
types différents s’il le désire. De méme, 1’utilisateur peut lancer plusieurs énumérations
des équilibres en méme temps. Les jeux bimatriciels et séquentiels peuvent étre résolus
en faisant appel a I’algorithme EEE ou ExMIP. L utilsateur peut donc changer de
méthode juste en sélectionnant celle désirée, avant de lancer 1’énumération. Une icOne
représentant un drapeau rouge permet d’arréter la résolution courante si le besoin se

pose.
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Figure 4.5 Interface principale de XGame Solver
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Figure 4.6 Interface Nouveau jeu bimatriciel

4.5.9 Créer un nouveau jeu

L’icone Create new game permet a I’utilisateur de créer un nouveau jeu en choisissant le
nom qu’il désire donner a son fichier d’extension ".xga". Cette icOne appelle une petite
interface qui permet de choisir le type de jeu a créer et de lui donner la taille voulue.
Les trois figures (Figure 4.6), (Figure 4.7) et (Figure 4.8) permettent d’avoir une idée
sur I’interface correspondant a chaque type de jeu. Ces interfaces contiennent aussi une
bréve description de chaque type de jeu afin d’aider un utilisateur débutant & trouver la

meilleure réponse a ses besoins.

Nous comptons aussi élargir la gamme des jeux pouvant €tre résolus par le logiciel
XGame Solver en implantant leurs algorithmes de résolution appropriés. Nous croyons

que ces ajouts seraient d’un grand intérét pour la communauté scientifique.



Figure 4.7 Interface Nouveau jeu séquentiel
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Figure 4.8 Interface Nouveau jeu polymatriciel
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Figure 4.9 Interface de Transformation
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4.5.10 Les icones d’édition

En plus des icones d’édition classiques : Copy, Cut, Paste, nous avons ajouté d’autres
icOnes au menu d’édition. Ainsi les icOnes : Add row above, Add row below, Add co-
lumn left, Add column right, Remove rows, Remove columns permettent d’ajouter ou
d’éliminer des lignes aux matrices des gains. L’icOne Trans form appelle quant a elle
une petite interface qui permet d’utiliser des fonctions de transformation mathématique
sur une matrice. Les fonctions Transpose, Identity, Factor, permettent respectivement de
transposer une matrice carrée, d’initialiser la matrice a un multiple de la matrice identité
ou de rentrer la méme valeur dans toutes les cellules. La Figure 4.9 montre I’interface de

transformation.

4.5.11 La fenétre de sortie

Les résultats des algorithmes d’énumération apparaissent dans la fenétre de sortie située
en bas de I'interface principale. L'utilisateur peut cacher ou montrer cette fenétre ou
bien I’€largir et la parcourir. L'utilisateur peut aussi choisir de sauvegarder les sorties
provenant de 1’énumération dans un fichier en utilisant I’icéne de sauvegerade située

juste au dessus de cette fenétre. La Figure 4.10 montre la fenétre de sortie.

4.6 Discussion

Nous avons commencé ce chapitre en présentant I’algorithme E'x M I P pour I'énuméra-

tion des équilibres extrémes en théorie des jeux. Nous avons aussi proposé une formula-
tion biniveau permettant d’étendre I’algorithme £ E'E aux formes séquentielles des jeux
étendus a deux joueurs. Nous avons pu implanter les algorithmes EEE et ExMIP, en

langages C et C + +, en faisant appel aux librairies de Cplex et a la librairie d’arith-
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métique exacte de McCutchen (44). Nous avons décrit dans ce chapitre les détails tech-
niques de ces implantations et nous y avons exposé le logiciel XGame Solver qui re-
groupe ces implantations sous une application a interfaces facile a manipuler et mise
gratuitement 2 la disposition de la communauté scientifique. La comparaison compléte
des performances de notre logiciel avec le logiciel Gambit (43) rassemblant les contribu-
tions de plusieurs chercheurs en théorie des jeux est pour le moment un peu prématurée.
Gambit permet de trouver des équilibres pour des jeux étendus ou stratégiques a plu-
sieurs joueurs. Il permet aussi d’énumérer les équilibres extrémes pour les jeux bimatri-
ciels. XGame Solver posséde cependant quelques avantages puisque Gambit ne permet
pas de résoudre les jeux polymatriciels et les formes séquentielles des jeux étendus a

deux joueurs.
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CHAPITRE 5

RAFFINEMENT DES EQUILIBRES

Les différentes représentations d’un jeu étendu ont donné I’espoir de développer des ou-
tils d’analyse a travers les jeux sous forme normale. Cependant, il est facile de construire
des jeux étendus différents mais qui auraient la méme représentation sous forme straté-
gique et donc le méme ensemble d’équilibres de Nash extrémes. Ainsi, malgré ses di-
vers avantages, le concept d’équilibre en théorie des jeux semble avoir plusieurs points

faibles.

Le probléeme de sélection d’un équilibre parmi d’autres est I’une des plus importantes
faiblesses de la notion d’équilibre. En effet, une théorie qui permet uniquement de pré-
voir que la solution d’un jeu non-coopératif est un équilibre sans spécifier exactement

lequel, reste extrémement faible.

Harsanyi et Selten (23) illustrent ce probleme a I’aide d’un exemple simple. Dans cet
exemple, deux joueurs se partagent un montant de 100 dollars en proposant chacun un
nombre z; et To, respectivement. Si 21 + o < 100 alors chaque joueur obtient un
montant égal au nombre qu’il a propos€, x; ou x,. Sinon, les deux joueurs obtiennent
un 'gain nul. Ainsi, si x; et x5 sont des réels positifs ou nuls alors chaque paire (21, z5)
telle que 1 + 2 = 100 est un équilibre. Méme si x; et x5 ne prenaient que des valeurs
entieres positives 1l y aurait 101 équilibres différents. Il faudrait ensuite définir un critere

de sélection afin de choisir un équilibre parmi toutes ces solutions possibles.

Dans ce chapitre, nous étudions plusieurs raffinements majeurs des équilibres en théroie
des jeux et nous y apportons quelques contributions (2). Ainsi, dans les deux derni¢res

sections de ce chapitre, nous considérons les raffinements parfait et propre du concept
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d’équilibre de Nash. En quelque sorte, ces deux raffinements partent de I’idée qu’un
équilibre raisonnable doit étre stable advenant des perturbations des stratégies d’équi-

libre.

5.1 KEquilibre essentiel

Dans cette section, nous allons considérer un raffinement basé sur I’'idée qu’un équilibre
doit étre stable advenant des perturbations des gains du jeu. En effet, tout équilibre en
stratégies mixtes peut s’avérer instable et ne pourrait pas dans ce cas étre retenu comme
la solution d’un jeu. Afin d’illustrer ce probleme, Harsanyi et Selten (23) considerent les
jeux n’ayant que des équilibres en stratégies mixtes. Dans le jeu suivant, nous présen-
tons les matrices des gains des deux joueurs sous la forme d’un tableau contenant les
entrées des matrices A et B conjointement. Le seul équilibre qui existe est un équilibre
en stratégies mixtes £ = (X1, X3), 00 X1 = (5, %) et Xo = (3,1).
Tableau 5.1 Jeu bimatriciel avec un seul équilibre en stratégies mixtes

1 2
45,301 0,90
2(30,75]60,45

—_

Pour faciliter ’analyse de ce jeu, une ligne X; et une colonne X, sont ajoutées aux
matrices des gains dans le Tableau 5.2. Ainsi, si le joueur 1 s’attend a ce que le joueur
2 joue sa stratégie mixte X5, alors il serait indifférent quant a jouer sa stratégie X, car
il aurait le méme gain quelque soit son choix. Réciproquement, si le joueur 2 s’attend a
ce que le joueur 1 joue sa stratégie mixte X, alors il serait indifférent quant a jouer sa

stratégie Xo.

L’ équilibre unique de ce jeu £ = (X7, X») est instable, car méme si aucun joueur n’a
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Tableau 5.2 Ajout des stratégies d’un équilibre instable

1 2 | Xy
1 [45,30( 0,90 [36,42
30,7560, 45 | 36,69
X 35,6040, 6036, 60

un avantage a ne pas jouer sa stratégie X; ou X5, aucun des joueurs n’a un intérét a le
faire. Une petite perturbation des gains de chaque joueur donnerait donc un équilibre treés
différent de celui qui a été trouvé. Pour contrer ce genre de problemes, Wu Wen-tsun et

Jiang Jia-he (69) ont défini le concept d’équilibre essentiel.

Définition 5.1.1 Un équilibre (x1,x4) est essentiel pour un jeu bimatriciel G(A, B) si il
existe pour chaque voisinage N, de (x1,z2) un voisinage N de (A, B) tel que G(A’, B')

a au moins un équilibre dans N, pour tout (A', B') € Ng.

11 a été démontré par van Damme (59) que tout équilibre essentiel est parfait. Ce qui veut
dire que la stabilité advenant des perturbations des gains implique la stabilité advenant
des perturbations des stratégies. En plus, Kojima et al. (32) ont renforcé le concept
de stabilité d’un équilibre en définissant le concept d’équilibre fortement stable. Un tel
équilibre varie d’une fagon unique et continue advenant des perturbations des gains du

jeu.

5.2 Equilibre régulier

Le concept d’équilibre régulier a été défini en premier lien par Harsanyi (22) tel que
le jacobien d’une certaine application associée au jeu et évalué au point d’équilibre est
non-singulier. Cette définition a été spécialisée par van Damme (59) pour le cas d’un jeu

a deux joueurs. Il a montré qu’un équilibre est régulier si et seulement si il est quasi-fort
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et isolé. 11 a aussi montré qu’un équilibre régulier est aussi propre et fortement stable.

Dans cette section, nous allons donner les définitions des raffinements quasi-fort et isole.

52.1 KEquilibre quasi-fort

Pour un équilibre (z;,22) d’un jeu bimatriciel G(A, B), soit M (A, x5) I’ensemble des

pures meilleures répliques du joueur I contre le choix stratégique x5 du joueur IT :

M(A zp) ={i e N": ¢;Azy = ingxekAxg}, (5.2.1)
eNp
et similairement, soit :

M(z,,B)={j e N":2,Be; = max 11 Be,}, (5.2.2)

I’ensemble des pures meilleures répliques du joueur II contre le choix stratégique x; du

joueur L.

Définition 5.2.1 Soit C(x,) le vecteur porteur de x,. C(xy) est I’ensemble {i € N" :
x1; > 0} et le vecteur porteur de 2, C(x3), est I'ensemble {j € N™ : x5; > 0}. Selon

Harsanyi (22), un équilibre (1, x3) est quasi-fort si :

C(zy) = M(A, zq) et C(z2) = M(zy, B).

Exemple 5.2.1 Soit A et B les matrices des gains d’un jeu bimatriciel de dimension

(4 x 2) énoncé par Myerson (49) :
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N O e s

Nous avons utilisé les algorithmes ExMIP (4; ?) et EEE (6) dans le but d’énumeérer

tous les équilibres extrémes de ce jeu. Les deux algorithmes énumérent cing équilibres

de Nash extrémes (Tableau 5.3).

pour Myerson (49)

Tableau 5.3 Equilibres de Nash extrémes
Eq. I9 a1 | a9
1 0 0 1 0 1 0 6 6
2 01 0 0} 0O 1 4 | 4
3001 0 o0f1/3 2/3/4]4
4 1 0 0 0] O 1 4 4
501 0 0 o|1/3 2/3| 4| 4

Ce jeu posséde deux sous-ensembles de Nash maximaux Ty = {1} et Ty = {2,3,4,5}.

Pour le premier équilibre de Nash extréme de ce jeu : 1 = (0,1,0,0) et 2o = (0,1).

Donc C(z1) = {3} et C(x2) = {1}. Nous avons M(A, xs) = {3} et M(z1, B) = {1}.

Cet équilibre de Nash extréme est donc quasi-fort. Les quatre autres équilibres de Nash

extrémes de ce jeu ne sont pas quasi-forts.

5.2.2 Equilibre isolé

Jansen (26) a porté une attention particuliere aux équilibres qui sont en méme temps

quasi-forts et isolés. Ces équilibres sont des équilibres essentiels.

Définition 5.2.2 Un équilibre de Nash (1, x2) d’un jeu bimatriciel G(A, B) est isolé si
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il existe un voisinage N, de (1, 1) tel qu’il soit le seul équilibre de G(A, B) dans ce

voisinage N,.

En d’autres mots, tout équilibre de Nash isolé est un équilibre de Nash extréme défi-
nissant a lui seul un sous-ensemble de Nash maximal et isolé. Ainsi, I’énumération des
sous-ensemble maximaux de Nash peut étre aussi utilisée afin de déterminer automa-
tiquement les équilibres de Nash isolés. Par ailleurs, Jansen (26) a aussi proposé les

définitions suivantes :

Définition 5.2.3 Soit (x1, x2) un équilibre de Nash quasi-fort d'un jeu bimatriciel G(A, B)
avec A, B > 0. L’équilibre (1, x5) est isolé si et seulement si |C(x1)| = |C(z2)| et les

matrices [0;)icc(z,),jeCas) € [Dijlicc(ar),jec(z,) SONt inversibles.

Meéme si cette définition s’applique seulement aux jeux bimatriciels G(A, B) tels que
A, B > 0, il est notoirement connu qu’il est facile de transformer les matrices des gains
A et B de tout jeu bimatriciel pour que A et B aient des éléments strictements positifs et
ce sans changer les sous-ensembles Nash maximaux. Par exemple, ceci peut étre réalisé
en ajoutant 1 + |@pp|, avec am; = min a;;, a chaque élément de A et en ajoutant

1 + |byin|, avec bmin = min by, a chaque élément de B.

iJs

Jansen (26) mentionne qu’un équilibre isolé est essentiel si et seulement si il est quasi-
fort. Par ailleurs, van Damme (59) a montré qu’un équilibre isolé et quasi-fort est parfait

et propre. Ceci a été aussi montré par Okada (52) pour les jeux bimatriciels.

Jansen (27) a aussi montré qu’un équilibre d’un jeu bimatriciel est dit régulier si et
seulement si il est isolé et quasi-fort. Il a aussi souligné I’équivalence entre les équilibres

fortement stables et les équilibres réguliers.

Exemple 5.2.2 Le premier équilibre de Nash extréme du jeu bimatriciel (exemple 5.2.1)
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de dimension (4 x 2) de Myerson (49), est quasi-fort et isolé. Cet équilibre est donc

essentiel, fortement stable, régulier, parfait et propre.

5.3 Equilibre parfait

La distinction entre équilibre parfait et équilibre imparfait dans le cas des jeux sous
forme normale est souvent difficle. Afin d’illuster le probléme d’imperfection, Harsanyi

et Selten (23) donnent I’exemple du jeu étendu illustré par la Figure 5.1.

Figure 5.1 Jeu étendu d’Harsanyi et Selten (23)

Dans ce jeu, le joueur 1 fait le premier mouvement et a le choix entre choisir la stratégie
A ou la stratégie B. Si le joueur 1 choisit sa stratégie B, le jeu se termine et les gains
des joueurs seraient a; = 0 et ap = 2. Si le joueur 1 choisit sa stratégie A, le joueur 2
aura la possibilité de faire un mouvement en choisissant la stratégie X ou la stratégie Y.
Si le joueur 2 choisit la stratégie X, les gains des joueurs seraient o« = 1 et g = 1. Si
il choisit la stratégie Y, les gains des joueurs seraient a; = g = —1. Ainsi, le joueur 1
a deux stratégies pures, A et B, et le joueur 2 a deux startégies pures X et Y. La forme

stratégique réduite de ce jeu peut €tre représentée par le Tableau 5.4. Les matrices des
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Tableau 5.4 Forme stratégique réduite (23)

X| Y
Al 1[-1,-1
B[0,2] 0,2

gains pour les deux joueurs sont donc respectivement :
1 -1 1 -1

0 0 2 2

En appliquant I’algorithme F' E' E (6) a cette forme stratégique réduite, les trois équilibres

de Nash extrémes suivants sont énumérés

a; =0 =2 a; =1 as =1
E - 1 &%) By 1 2
Ir = [0, 1] T = [0, 1] I = [1,0] TIg = [1,0]
=0 =92
E33 i a2

xy=[0,1] z3=1[3,3]
Le jeu a donc deux équilibres extrémes en stratégies pures : F; = (B,Y) et Ey =
(A, X).

Cependant, F, est un équilibre parfait alors que E; est un équilibre imparfait puisqu’il
fait appel a des stratégies irrationelles. Ainsi, en choisissant Y, le joueur 2 fait un choix
irrationnel puisque les deux joueurs auraient le méme gain a; = ay = —1, alors qu’en
choisissant X, il aurait obtenu avec le joueur 1 le méme gain oy = oy = 1. En outre, le
choix de la stratégie B par le joueur 1 est aussi irrationnel, puisqu’il sait qu’en choisis-
sant A le joueur 2 choisirait certainement X. Ceci lui procurerait un gain «; = 1 alors

qu’en choisissant B, il aurait un gain a;; = 0.
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En réalité, si les joueurs choisissaient d’agir comme dans E, alors le joueur 2 n’aurait
jamais a faire ce choix irrationnel Y. La probabilité de réalisation du mouvement Y est
donc nulle. Ce mouvement ne peut donc altérer le gain espéré par le joueur 2 puisqu’il a

une probabilité de réalisation égale a 0.

En effet, une stratégie d’équilibre maximise le gain espéré par le joueur concerné étant
donné les choix des autres joueurs. Ainsi, un équilibre ne peut contenir un mouvement
irrationnel a un ensemble informationnel qui serait atteint avec une probabilité positive,

si tous les joueurs appliquaient leurs stratégies d’équilibre.

Cependant, un équilibre pourrait contenir un mouvement irrationnel pour un joueur a un
ensemble informationnel qui serait atteint avec une probabilité nulle. Un équilibre im-
parfait est précis€ément un équilibre qui contient un mouvement irrationnel a un ensemble

informationnel qui serait atteint avec une probabilité nulle.

Selten (57) a défini un €quilibre parfait d’un jeu étendu comme étant tout équilibre parfait
de sa représentation multiagent. Myerson (49) donne la définiton mathématique suivante

d’un équilibre parfait pour un jeu sous forme stratégique.

Définition 5.3.1 SoitI" = (N, (C;)ien, (Us)ien) un jeu fini sous forme stratégique. Avec
N : I’ensemble des joueurs, C; : I’ensemble des mouvements possibles (stratégies pures)

du joueur i et u; : l'utilité ou le gain du joueur 1 selon ses choix.

Soit A(C;) lensemble des distributions de probabilité du joueur i sur l’ensemble de ses
mouvements possibles. Soit A°(C;) le sous-ensemble de A(C;) tel que chaque stratégie

pure est choisie avec une probabilité strictement positive.

Une séquence de mouvements o € [ [, A(C;) est un équilibre parfait de T si et seule-

ment si il existe une série (6%)° |, telle que :



109

6% € [Ticn A%(Cy), Yk €{1,2,3,..},
limy_ oo 0% = 04(cs), Vie N, et Ve € C,
o; € argmax u; (6%, ), Vi€ N.

TGA(CZ')

oit les notations utilisées sont : 0 = (0)ien, 0 = (6:%)ien et 6%, = (6, )ien—.

Ces conditions garantissent que chaque stratégie pure de chaque joueur est choisie avec
une probabilité strictement positive, que &% est une distribution de probabilité trés proche
de o et que le choix stratégique de chaque joueur ¢ est la meilleure réplique aux choix

stratégiques des autres joueurs.

Il est facile de démontrer grace a la derniére condition, que chaque équilibre parfait
est un équilibre de Nash pour le jeu I'. Encore mieux, Selten (57) montre qu’a chaque

équilibre parfait de la représentation multiagent d’un jeu étendu correspond un équilibre

6.6
*2
22

séquentiel du jeu étendu.

X T
1 % Q-
/‘ o0
X
e
22
o ),
22

Figure 5.2 Jeu étendu a deux joueurs de Myerson (49)

Afin de mieux illustrer cette définition, considérons le jeu tiré de Myerson (49) et repré-

senté par la Figure 5.2. La séquence de mouvements o = ([a;x1], [y2]) est un équilibre
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parfait de la représentation sous forme normale de ce jeu. Cependant, cette séquence ne

définit pas un équilibre séquentiel pour le jeu étendu.

Dans le but de montrer que ¢ est un équilibre parfait de la représentation sous forme

normale de ce jeu, soit la séquence de mouvements perturbée :
6% = (1 — €) [ay71] + 0.1e [a1y1] + 0.1e [byz] + 0.8¢ [byyi] , € [x2] + (1 — €) [v2])

ot e = 1/(k+ 2). Si e < 1/3, alors pour le joueur 1, [a;1] est une meilleure réponse
aelrsy] + (1 —€)lys], car4 > 6e + 3(1 — ¢). D’un autre coté, quand la probabilité de
by, est positive et plus de trois fois superieure a la probabilité de b, z,, alors y, est une
meilleure réponse pour le joueur 2. La suite {&’“}Zozl satisfait donc la définiton (5.3.1)

et o = ([a1x1], [y2]) est un équilibre parfait de la représentation stratégique.

Un équilibre de Nash de la représentation multiagent peut ne pas €tre parfait et ne pas
représenter un équilibre séquentiel du jeu étendu. Par ailleurs, un équilibre de Nash de la
représentation stratégique (non multiagent) peut €tre parfait mais ne pas représenter un

équilibre séquentiel du jeu étendu (Myerson (49)).

Ainsi, lorsque un jeu a plusieurs solutions d’équilibres possibles, les décideurs doivent
raffiner leurs choix en utilisant d’autres concepts rationnels en plus du concept d’équi-
libre de Nash en théorie des jeux. La définition suivante d’un équilibre parfait résume

les définitions de Selten (57), van Damme (59) et Borm et al. (14).

Définition 5.3.2 Soif (&), &,) un équilibre de Nash pour un jeu bimatriciel. Si il existe
un vecteur de probabilité 1, tel que 11 A > 1A et 11 A # 314, ou si il existe un vecteur
de probabilité x, tel que Bry > Bis et Bxy # Bis, alors (I1,1,) est imparfait.

Autrement, (&1,12) est un équilibre parfait.

Selten (57) montre que chaque jeu fini sous forme stratégique posséde au moins un
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équilibre parfait et donc chaque jeu €tendu possede au moins un équilibre séquentiel.

Proposition 5.3.1 L’équilibre (I1,23) est parfait si et seulement si les objectifs opti-

maux des programmes linéaires suivants sont égaux a zéro :

max 1I'e max 1l

(z1,€1) (22,€2)

sa. 1z =1, sa.  lzg =1, (5.3.3)
iL'lAZii'lA‘{"Gl, BIQ Z Big +€2,
z1,€1 2 0, T, €3 > 0.

Preuve 5.3.1 Soit (z3,€}) et (2}, €3) des solutions optimales pour ces deux programmes
(5.3.3). Si un des deux objectifs des solutions optimales a une valeur strictement positive,
alors au moins une des variables ¢ est strictement positive. Ceci signifie qu’il existe au
moins une variable ¢, > 0,i € {1,2,....,n}, ou e > 0,7 € {1,2,...m}, telle que
TiA; > 1A + €, ou B;xy > B;Iy + eg. Ainsi, ou bien nous avons t7A; > 1A,
ou B;x5 > B;%s. Ce qui veut dire que 11A # 1A, ou Bxy # B2,, alors que x7A >

Iy A + € et Bz} > By + € sont satisfaits. Ainsi, I'équilibre (I1,22) n’est pas parfait.

Si les deux objectifs optimaux sont égaux a zéro, alors tous les éléments des vecteurs €]
et € sont égaux a zéro. Ces vecteurs €} et €} correspondent aux valeurs maximales des
écarts entre x1A et 1A, et Bxj et BLy. Ainsi, 11 A = 21 A et Bx}y = Bi,. Si toutes les

variables € sont égales a zéro, alors I’équilibre (i1, 14) est parfait.

Les deux programmes linéaires (5.3.3) sont toujours réalisables (e; = O et x; = £; ou
€2 = O et xo = &,). Les mé€mes librairies d’arithmétique exacte (3) peuvent étre utilisées

dans le but d’obtenir des solutions exactes pour ces deux programmes linéaires.

Exemple 5.3.1 Dans l’exemple de jeu bimatriciel de dimension (4 x 2) (exemple 5.2.1)

énoncé par Myerson (49), pour le premier équilibre extréme les deux programmes li-
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néaires, permettant de déterminer si il s’'agit d 'un équilibre parfait, s expriment comme

suit .
max €11 + €12
15,€1
5.Q.
T11 + T12 +T13 + Tua =1,

4r11 + 4719 + 6213 + 0214 2> 6 + €11,
43311 + 41’12 + 31’13 + 23314 Z 3+ €19,

x1,€1 > 0,

max €91 + €99 + €93 + €94

T9,62
s.a.

To1 + T
4.’1)21 + 41’22
4$21 + 43?22
691 + 0x99
0x91 + 2299

Tg, €2 = 0.

>4+ e,
.>_ 4+€227
Z 6+6237

Z 0+6247

Les cing équilibres extrémes obtenus sont parfaits. Leurs paires de programmes linéaires

ont des objectifs de valeurs optimales égales a zéro. Les stratégies mixtes T, ou Ty ne

sont pas dominées pour tous ces équilibres de Nash extrémes.

Un sous-ensemble de Selten maximal est un ensemble d’équilibres parfaits qui appar-

tiennent au méme sous-ensemble de Nash maximal, comme décrit par Borm et al. (14).

Chaque point extréme d’un sous-ensemble de Selten maximal correspond a un équilibre

extréme parfait.

Exemple 5.3.2 Dans le jeu bimatriciel énoncé par Borm et. al. (14) et présenté dans

l’exemple (1.4.1), pour le deuxiéme équilibre de Nash extréme les deux programmes

linéaires permettant de déterminer si il s 'agit d’un équilibre parfait, s’expriment comme

suit :



max €11 + €12 + €13 + €14

T1,€1

S8.a.

Z11 + Z1p + T13
—3z11 + 3219 — 3213
—3r11 + 3212 — 3213
=321 + 3212 — 3713
—3x11 — 6x12 — 3713

I, €1 Z 07

max €91 + €93
2,62

8.4

Tl + Toz + T3 + Ty

3xy + 279

3x93 + 2x24

Zo,€0 > 0.
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=1

>0+ €1,

> 0+ €93,

Pour cet équilibre de Nash extréme, le vecteur de stratégies mixtes £, = (0, 1,0) n’est

pas dominé, alors que £o = (0,1,0,0) est dominé par zo = (0,0,0,1), avec €31 = 2 et

€93 = 2. Ainsi, le deuxieme équilibre de Nash extréme de ce jeu n’est pas parfait.

Parmi les dix équilibres extrémes de Nash énumérés, huit équilibres sont parfaits. Ces

équilibres de Nash extrémes parfaits sont les équilibres 1, 3, 4, 6, 7, 8, 9 et 10. Ces équi-

libres de Nash extrémes sont les points extrémes des sous-ensembles de Selten maximaux

S1={1,3,4,6}, S, = {4,8}, S5 = {6,10}, S; = {7,9}, S5 = {7,10} et S5 = {8,9}.

Cette définition alternative que nous proposons d’un équilibre parfait permet donc de

définir une nouvelle méthode d’énumérer tous les équilibres de Nash extrémes et de

déterminer les équilibres extrémes parfaits.

5.4 Equilibre propre

Le concept d’équilibre parfait s’applique a la représentation multiagent d’un jeu étendu

et permet donc de distinguer entre deux jeux étendus qui auraient la méme représentation
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stratégique. Ainsi, un équilibre parfait pour la représentation multiagent de ’'un de ces

deux jeux pourrait ne pas étre parfait pour la représentation multiagent de 1’autre.

Pour éviter de distinguer entre deux jeux étendus différents, tout en explorant leurs en-
sembles d’équilibres séquentiels, un raffinement qui peut toujours définir un équilibre sé-
quentiel devait étre défini. En effet, les équilibres propres forment un sous-ensemble des
équilibres parfaits et permettent d’identifier les équilibres séquentiels d’un jeu étendu,

méme a partir de sa représentation stratégique.

L’idée principale derriere le raffinement propre d’un €quilibre est qu’un joueur qui se
trompe, essayerait encore plus fort d’éviter les erreurs les plus coliteuses que les erreurs
les moins colteuses. Il y aurait donc une sorte de rationnalité dans le mécanisme de faire

des erreurs. Certaines définitions doivent étre énoncées au préalable.

Définition 5.4.1 Soit I' = (N, (C))ien, (U;)ien) un jeu stratégique fini. Soit € un réel
positif quelconque. Une séquence de mouvements o est un équilibre e-parfait si et seule-
ment si : 0 € [[,cn A%C;), et pour tout joueur i et toute stratégie pure c; € C,

st o; ¢ argmaxw;(0-y, [e;]), alors  o4(¢;) < e.
e;€C;

Un équilibre e-parfait est tel que toutes les stratégies pures de tous les joueurs sont choi-
sies avec des probabilités strictement positives. En plus, si pour un joueur 7, une stratégie
pure ¢; n’est pas la meilleure réplique par rapport aux choix des autres joueurs, alors la
probabilité que ce joueur ¢ se trompe de choix en lui accordant une probabilité positive

est inférieure a €.

Cette définition d’un €quilibre e-parfait permet d’introduire le concept d’€équilibre e-

propre.

Définition 5.4.2 SoitI' = (N, (C;)ien, (Us)ien) un jeu sous forme stratégique fini. Soit

€ un réel positif quelconque. Une séquence de mouvements o est un équilibre e-propre si
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et seulement si : o € [[..n A°(C), et pour tout joueur i et pour toute paire de stratégies

pures c; et e;, de Cy, si wi(o_;,[ci]) < ui(o-i,[ei]), alors  0i(ci) < € ai(e;).

Un équilibre e-propre est donc aussi un équilibre e-parfait. En plus, si pour un joueur
i, une stratégie pure ¢; est une meilleure réplique que la stratégie pure c;, par rapport
aux choix des autres joueurs, alors la probabilité que ce joueur ¢ se trompe de choix en

accordant une probabilité positive a c; est € fois inférieure a sa probabilité de choisir e;.

Définition 5.4.3 Un équilibre (x*,2%) d’un jeu bimatriciel est e,-propre, pour un réel

ex > 0, si les conditions suivantes sont satisfaites :

si Ak < Apah, alors 2 < e, Vihe{1,2,..,n}, (5.4.4)
si a¥B; <a¥B;, alors 115] < epzh, Vi le{1,2,..,m}, (5.4.5)
2% >0, Vie{1,2,..,n}, x5, >0, Vje{l,2,.,m}. (5.4.6)

Dans ce qui suit, nous allons essayer de nous procurer un outil pratique permettant
d’identifier les équilibres e-propres et les équilibres non-propres. Nous introduisons I’en-

semble (27, pourtout 0 < e < letO <o < 1, tel que:
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QF = { (x1,29) : Ju,v tel que 1z =1, lzo =1,
o < 21, vVie{1,2,...,n},
g < xg;, vie{l,2,..,m},

Apze < Ajzg + Luyy, Vi,h € {1,2,..,n}, i #h,
rytup < eryp+1, Vi,he{l,2,...,n}, i#h,
i, +up; <1, Vi,h € {1,2,...,n}, i <h,
uip € {0,1}, Vi,h € {1,2,..,n}, i # h,

1B < 2B + Lvy, Vj5,1€{1,2,..m}, j#I,
Lo +uj < exy+1, Vile{l,2,..,m}, j#l,
vii+ v, <1, Vi,le{1,2,...m}, j <l
vy € {0,1}, Vi le{1,2,...m}, j#I }.

Tout élément de €27 est un équilibre e-propre, lorsque € > 0.

Proposition 5.4.1 Si(x1,19) € Q7 pourdes réels 0 < € < let0 < g < 1 alors (1, z2)

est un équilibre e-propre.

Preuve 5.4.1 Supposons que (z1,15) est un élément de §2°, pour des réels 0 < € < 1

et 0 < 0 < 1. On pose i et h des indices dans {1,2,...,n} tels que i # h. L’inégalité

Uip, + up; < 1 assure que la combinaison u;, = 1 et up; = 1 est impossible. En plus,

— siug, = 0 etuy; = 0alors Apze = A;xs.

— 8i Uy, = 1, alors exy; < xy; < exp < a1 implique 15, > exy; et up; = 0, donc
Ay < Apzy,

— siup; = 1, alors exyp, < 115 < exyy < xq; implique x4y, > exyy et uy, = 0, donc
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Ah.fb'z S AZ.Tz
Les conditions (5.2.2) sont donc satisfaites. De la méme maniere, les conditions (5.2.3)

sont satisfaites en utilisant les variables binaires vj, pour tout j,1 € {1,2,...,m} avec

J#L

Finalement, avec 0 < o < xa;, pour tout j € {1,2,...,m}, les conditions (5.2.4) sont

satisfaites.

Réciproquement, la proposition suivante assure que tout équilibre e-propre appartient a

27 pour toutes les valeurs suffisamment petites de o.

Proposition 5.4.2 Si (11, 19) est un équilibre e-propre pour des réels € > 0, alors il

existe un réel @ > (0 tel que (x1,x2) € QU pour chaque 0 < 0 < 4.

Preuve 5.4.2 Si (1,29) est un équilibre e-propre pour des réels € > 0, les conditions

(5.2.2) peuvent étre reformulées en utilisant les variables binaires w;,, pour tout i, h €
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(1,2,.,n), i £ h:
)
Aizy < Apzo + Lup;,
) Az < Apao, 1 + Ui < €x1p + 1,
Si alors |
ZT1; < €XTap, up; = 0,
L Uip = 1.
4
Apzy < Ajzg + Lugp,
) Apzo < Ajzo, Tip + Upi < €015 + 1,
Si alors <
Tin < €xy5, uip = 0,
L Up; = 1.
Aixg = Apzo, Aixo < Apy + Lup;, o + uy, < €xqp + 1,
Si xy; <1, alors Apzry < Ay + Lugy, o + upy < exyy + 1,
Tip <1, up; = 0, uip, = 0.

De la méme maniére, les conditions (5.2.3) peuvent étre reformulées en utilisant les

variables binaires vy, pour tout j,1 € {1,2,...,.m}, j #1.

Et finalement, les conditions (5.2.4) assurent qu’il existe un & > 0, tel que & < x1;, pour

touti € {1,2,....,n} et & < o, pour tout j € {1,2,...,m}.
Donc pour chaque o tel que 0 < o < getoc > 0:

o <y, pourtouti € {1,2,...,n},
o < xg;, pouttoutj € {1,2,..,m}.

Ainsi, (x1,z9) € QF pour chaque o, tel que 0 < o < G et o > (.

Myerson (48) et Jansen (28) définissent un équilibre propre comme étant la limite d’une
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séquence d’équilibres €,-propres, avec €, convergeant vers z€ro.

Définition 5.4.4 Un équilibre (%1, 13) est dit propre si il existe une séquence d’équi-

libres e-propres (2%, %) tels que

klim er = 0 et klim (a%, 28) = (81, 5,). (5.4.7)

Un équilibre propre est donc un équilibre qui peut étre approximé par des séquences de
mouvements dans lesquels chaque stratégie pure est choisie avec une probabilité stric-
tement positive. Cependant, toute stratégie pure qui représenterait une erreur de choix
serait choisie avec une probabilité beaucoup plus petite, par un multiple €, que la proba-

bilité de toute autre stratégie pure qui serait meilleure.

Tout équilibre propre est donc parfait et I’ensemble des équilibres propres d’un jeu stra-

tégique représente un sous-ensemble non-vide de ’ensemble de ses équilibres parfaits.

En outre, tout équilibre propre de la représentation stratégique définit un équilibre sé-

quentiel du jeu étendu (Myerson (49)).

A titre d’exemple, pour la représentation stratégique du jeu étendu représenté par la

Figure 5.2, la séquence des mouvements
6 = ((1 —€)[ar1z1] + 0.1e [ary1] + 0.1€ [brx1] + 0.8€ [bryn], € [z2] + (1 —€) [92]) ,

est un équilibre e-parfait pour tout 0 < ¢ < 1/3. Lorsque ¢ — 0, ¥ — o qui est un

équilibre parfait pour cette représentation normale.

Cependant, ¢ n’est pas un équilibre e-propre. La stratégie b1, serait un choix erroné pire
que byz; pour le joueur 1 contre le joueur 2, car Oe + 2(1 —€) < 6e + 3(1 — ¢€). Il faudrait

donc que 6(b1y1)/5(b1x1) soit plus petit que € pour avoir une équilibre e-propre.
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Le seul équilibre propre de la représentation normale de ce jeu est (byz1,x2). Ceci se

justifie par la séquence d’équilibres e-propres de la forme :
(1 — € — 0.5€%) [b1z1] + 0.5€° [bry1] + 0.5¢ [ar21] + 0.5€ [ary1], (1 — €) [za] + € [ya]) -

Cet équilibre propre correspond au seul équilibre séquentiel ([byz;], [z2]) du jeu étendu

de la Figure 5.2.

La principale difficulté est de trouver une séquence {¢; }, .y de réels positifs convergeant
vers z€ro et telle que la séquence d’équilibres eg-propres {(x’f, zk )}keN CONVerge vers
(%1, Z2), pour chaque & € N. Myerson (48) montre que chaque jeu bimatriciel posseéde

au moins un équilibre propre.

La proposition (5.4.1) donne les conditions nécessaires et suffisantes pour qu’un équi-
libre soit parfait. Les conditions incluent la résolution d’une paire de programmes li-
néaires. L’objectif est d’arriver a formuler un théoréme analogue pour les équilibres
propres. Afin de réaliser cet objectif, notre idée est de résoudre des programmes quadra-
tiques mixtes 0 — 1 parametrés dont les solutions, lorsque le parametre o converge vers

0, définissent une séquence d’équilibres e-propres.

Proposition 5.4.3 L’équilibre parfait (21, 32) est un équilibre propre si et seulement si
le programme quadratique mixte O — 1 suivant est réalisable pour des réels & > 0, et si
lim f(o) =0.

oc—0t

flo) = min € (5.4.8)

(x1,02)€E07 €
sa. By —e<m;<Z,;+e Vie{l,2,.,n},
Tgj —€ S a9y <y +€, VjE{L2,...,m},

0<e<.
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Preuve 5.4.3 Soit (x,(0), z2(0), €(0)) une solution optimale au programme (5.4.8) pour
un équilibre parfait (I, %2). La proposition (5.4.1) montre que (x1(0),xo(0)), est un
équilibre €(o)-propre. Les conditions (5.4.7) sont reformulées en utilisant la minimiza-

tion de € tel que

i‘u—fﬁiﬂuﬁiﬁu—l-e, Vi€{1,2,...,n},

fi:gj —€ < Ty < C%Qj +e€ VjE {1,2, ...,Tll},
dans le but de faire converger les équilibres e-propres vers (i1, T9).

Ainsi, si le programme quadratique mixte 0 — 1 (5.4.8) est réalisable pour tout o < 1,
lorsque o > 0 converge vers 0, nous pouvons conclure a partir de la proposition (5.4.2)

qu’il existe toujours un équilibre e-propre (x1,x5) € €F.

En plus, si I'équilibre parfait (I1,22) est propre alors la valeur optimale de I’objectif
f(o) = €(0) doit nécessairement converger vers 0, lorsque o > 0 converge vers 0, dans
le but de faire converger la solution (x1(0), 25(0)) vers (21, Z2) au méme temps. Nous

pouvons aussi observer que f(0) = 0.

Dans le cas contraire, si f(o) ne converge pas vers 0, lorsque o > 0 converge vers 0,
alors une telle séquence d’équilibres (11(0), z2(0)) €(o)-propres n’existe pas, lorsque ¢

converge vers 0. Dans ce cas, nous pouvons prouver que l’équilibre n’est pas propre.

En conclusion, si f(o) converge vers 0, lorsque o > 0 converge vers 0, il est possible de
trouver une séquence d’équilibres (z1(0), x9(0)) e(o)-propres convergeant vers (%1, £2),
lorsque e(o) converge vers 0. Trouver de telles séquences serait plus difficile et 1a preuve
qu’un tel équilibre est propre reste ouverte a cause des bruits numériques qui peuvent

apparaitre.

En pratique, la proposition précédente (5.4.3) est difficile a appliquer directement dans
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le but de montrer qu’un équilibre (&1, &2) est propre ou non. Nous I’utilisons cependant
en cherchant la valeur de f(o) pour des valeurs réelles de 0. Le programme quadra-
tique mixte 0 — 1 est résolu en utilisant 1’algorithme QP implanté par Perron (53). Cet
algorithme est une nouvelle version de 1’algorithme QP de Audet (5). L’algorithme QP
procure une solution £-optimale pour les programmes quadratiques réalisables, avec £ le
parametre de précision utilisé lors de la résolution. Dans le but de résoudre le programme
quadratique mixte 0 — 1 (5.4.8) avec QP, nous réécrivons les conditions sur les variables
binaires u et v sous la forme de contraintes quadratiques u;;, — u%, = 0 et vj; — vjzl = 0.
Gréce aux valeurs discretes prises par les variables binaires, nous pouvons &tre certains
que QP procure une solution optimale au programme quadratique mixte 0 — 1 (5.4.8)
si il est réalisable et borné. Cependant, les bruits numériques qui apparaissent lorsque o

devient assez petit nous empéchent de conclure directement si un équilibre est propre.

Corollaire 5.4.1 Soit (z1(0), x2(0), €(0)) une solution optimale au programme quadra-
tigue mixte 0—1 (5.4.8) pourun o > 0. Alors (x1(0), x2(0)) est un équilibre (o )-propre,

etsioc” > o' >0, alorse(c”) > €(o’) > 0.

Preuve 5.4.4 Sio” > o' > 0, le programme quadratique mixte 0—1 (5.4.8) pour ¢’ > 0
est une relaxation du programme quadratique mixte 0 — 1 (5.4.8) pour o’ > 0. En effect

. ’ . / 17
la seule différence entre ces deux programmes est dans les contraintes de )7 et Q)7 :

o <zy, Vie{l,2,..,n}, . o’ <uxy, Vie{l,2,..,n},
e

o' <zq9;, Vje{l,2,...,m}, " <uzg, Vje{l,2,..m}.

N o <o’ < L1, Vi € {1727 "'7n}7
o' <o"” <y, Vje{1,2,..,m}.

Donc Q7" C Q% ete(0”) > e(a’) > 0.
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Deux résultats sont possibles lorsque on évalue f(o) pour de petites valeurs de o. Une
des possibilités est que f(o) converge vers zéro. Malheureusement, ce résultat n’est pas
suffisant pour conclure dans le cas général que 1’équilibre est propre. Cependant, avec
un tel résultat pour le cas particulier d’un équilibre régulier, nous pouvons conclure que

I’équilibre est propre.

[ autre possibilité est que f(o) soit bornée inférieurement par un réel strictement positif
€. Ceci implique qu’il n’existe aucun équilibre e-propre proche de (&, ;) pour des

valeurs de e inférieures a €, et ainsi (1, Z2) ne serait pas propre.

Dans (5.4.8), supposons que f(o) converge vers € > 0, lorsque ¢ > 0 converge vers 0.
Nous définissons alors un programme quadratique mixte 0—1 avec les mémes conditions
que €2, avec € < €/2 et maximisant o. Si la valeur optimale de I’objectif de ce programme
est égale a zero, nous pouvons conclure qu’il est impossible de trouver une séquence
d’équilibres (x1(0), z2(0)) €(o)-propres convergeant vers cet équilibre. Cet équilibre

n’est donc pas propre.

Théoréme 5.4.1 Si la valeur optimale de [’objectif du programme quadratique mixte

0 — 1 suivant

max o (5.4.9)
(z1,22)E0Q7 €,0
s.a. Ty — € < xy; Sli?11+6, Vi € {1,2,...,n},

Togj —€ <@y <oy +€, Vje{l,2,...,m},

0<e<ég/2.

est égale a zéro pour des réels € > 0, alors I'équilibre (I, I5) n’est pas propre.

Preuve 5.4.5 Silavaleur optimale de I'objectif est égale a zéro, il est impossible de trou-

ver une séquence d’équilibres (z1(0),x2(0)) €(0)-propres convergeant vers (&1, ).



124

L’équilibre (I1, ) n'’est pas propre.

Avec ce dernier résultat, la détection automatique des équilibres de Nash extrémes non-
propres peut étre réalisée sur tout ensemble des équilibres de Nash extrémes d’un jeu

bimatriciel.

Exemple 5.4.1 Pour le jeu bimatriciel de dimension (4 x 2) de Myerson (49), le seul
équilibre propre est le premier équilibre de Nash extréme que nous avons énumeré.
Pour les quatre autres équilibres de Nash extrémes, la valeur optimale de € dans (5.4.9)
converge vers ¢ = (0.618, lorsque o converge vers 0. Ce résultat suggere que les équi-
libres ne sont pas propres. Pour chacun des équilibres de Nash extrémes 2, 3, 4 et 5,
nous définissons un programme quadratique mixte 0 — 1 avec les mémes conditions que
(5.4.9) et avec € < €/2 en maximisant a. Un tel programme a une valeur optimale de son
objectif égale a zéro. Les équilibres de Nash extrémes 2, 3, 4 et 5 de ce jeu ne sont donc
pas propres. Pour le troisiéme équilibre de Nash extréme, la Figure 5.3 montre comment
f(o) dans (5.4.9) décroit lorsque o décroit de min(3,3) = 3 vers 0.

L’ensemble des équilibres de Nash extrémes et propres définit I’ensemble des points

extrémes des sous-ensemble de Myerson maximaux (28).

Exemple 5.4.2 Pour le cinguieme équilibre de Nash extréme énuméré pour le jeu bima-
triciel (Exemple 1.4.1) de dimension (3 x 4) énoncé par Borm et. al., la valeur optimale

de € dans le programme (5.4.8) converge vers 0.284, lorsque o converge vers 0. Ainsi,
€ ne converge pas vers 0 lorsque o converge vers 0. Ceci suggére que cet équilibre ex-
tréme n’est pas propre. Les équilibres de Nash extrémes parfaits 1, 3, 4, 6, 7, 8 et 10 de
ce jeu bimatriciel sont e-propres pour des valeurs de € trés proches de zéro. Le Tableau
3.5 montre les résultats des expériences numériques sur les programmes quadratiques

mixtes 0 — 1 (5.4.8) définis pour chacun des équilibres de Nash extrémes de ce jeu.
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Figure 5.3 Courbe de f(0) = min €, pour l'équilibre 3

Exemple 5.4.3 Le jeu bimatriciel (5 x 5) suivant posséde sept équilibres de Nash ex-

trémes identifiés par le Tableau 5.6.
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Ce jeu posséde quatre ensembles de Nash maximaux Ty = {1,2,6}, Ty = {3,4}, T3 =

{5} et Ty = {7}. Deux de ses équilibres de Nash extrémes sont réguliers.
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Tableau 5.5 Raffinement des équilibres de Nash extrémes pour l'exemple de Borm

et. al. (14)

Eq. || Parfait || Propre € o Quasi-fort | Isolé | Régulier
1 oui oui 0.027 1074 non non non
2 non non 0.8019 10~4 non non non
3 oui oui 0.014 1074 non non non
4 oui oui 0.01 1074 non non non
5 non non 0.2705 1074 non non non
6 oui oui 0.052 1073 non non non
7 oui oui 0.046 1074 non non non
8 oui oui 0.056 10-3 non non non
9 oui oui 0.081 | 5x107¢ non non non
10 oui oui 0.0247 | 2 x 1074 non non non

Tableau 5.6 Equilibres de Nash extrémes pour le jeu bimatriciel (5 x 5)

Eq. T Io o1 Q9
1 0 0 0O 0 1 ;0 0 0 O 1 7 7
2 0 0 O 1 0 {0 0 0 O 1 7 7
3 0 0 1 0O 0|0 O 1 0O 0 6 6
4 0 0 1/6 0 5/6(0 0 1 0 0 6 6
] 0 1 0O 0 0|0 0 0 1 0 8 8
6 1 0 0O 0 0|0 0 0 O 1 7 7
7 7/8 1/8 0 0 0 |0 0 O 3/4 1/4|25/4]25/4

Equilibre 5 : C(z,) = {2} et C(z2) = {4}, M(A, z5) = {2} et M(z,,B) = {4} =

quasi-fort. Le déterminant de ( 8 ) estégal a 8 # 0 = équilibre isolé. Cet équilibre est

régulier, essentiel, parfait et propre.

Equilibre 7 : C(z,) = {1,2} et C(z,) = {4,5}, M(A,z,) = {1,2} et M(z,,B) =

{4, 5} = quasi-fort. Le déterminant de

6
8 1

Cet équilibre est régulier, essentiel, parfait et propre.

est égal a —50 # 0 = équilibre isolé.
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Tableau 5.7 Exemple (5 X 5)

Eq. || Parfait || Propre € o Quasi-fort | Isolé | Régulier
1 oui non 0.2894 | 5 x 107° non non non
2 non non 0.7325 10~3 non non non
3 oui oui 0.05627 1075 non non non
4 oui non 0.2000 106 non non non
) oui oui 0.0564 1075 oui oui oui
6 oui oui 0.054 1075 non non no
7 oui oui 0.0776 | 6 x 107° oui oui oui

5.5 Discussion

Dans ce chapitre, nous avons exposé les raffinements majeurs en théorie des jeux. Nous
avons proposé une paire de programmes linéaires dont la résolution permet d’affirmer si
un €quilibre de Nash est parfait ou non. Nous avons aussi obtenu une série de résultats
concernant les équilibres propres. Un premier résultat permet de trouver la valeur mi-
nimale de e pour laquelle un équilibre est e-propre. Une série de propositions a permis
de conclure par un théoréme qui énonce un programme quadratique mixte 0 — 1 dont la

résolution permet de conclure si un équilibre n’est pas propre (2).
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CHAPITRE 6

CONTRIBUTIONS ET PERSPECTIVES

Au début de ce projet de these de doctorat, nous nous sommes fixé plusieurs objectifs
pour notre recherche en théorie des jeux. Nos objectifs de formulation mathématique et
d’implantation ont été réalisés. Nous exposons dans ce chapitre ces différentes réalisa-

tions et nous détaillons aussi les perspectives de travaux futurs basés sur cette these.

6.1 Contributions

Notre premier objectif était d’utiliser la linéarisation des conditions de complémentarité
afin de concevoir un algorithme d’énumération des équilibres extrémes pour les jeux

bimatriciels et polymatriciels.

Dans le premier chapitre, nous avons effectué une synthese des principales formula-
tions mathématiques pour la recherche d’équilibres de Nash pour les jeux bimatriciels.
Nous avons exposé 1’algorithme de Lemke et Howson (37) pour la recherche d’équilibre
de Nash. Ensuite, nous avons présenté 1’algorithme EEE (6) pour I’énumération des
équilibres de Nash extrémes. Nous avons aussi montré comment le probleme d’énumé-
ration des sous-ensembles de Nash maximaux peut tre résolu en utilisant un algorithme
d’énumération des cliques maximales en théorie des graphes. Finalement, nous avons
linéarisé les conditions de complémentarité en utilisant la méthode de Judice et Mitra
(29) et en introduisant des variables binaires. Cette linéarisation a permis de proposer un
programme linéaire mixte 0 — 1 dont les solutions extrémes sont des équilibres de Nash

extrémes du jeu bimatriciel.



129

Le deuxiéme chapitre a été consacré en premier lieu a une synthése des formulations ma-
thématiques pour la recherche d’équilibres de Nash pour les jeux polymatriciels. Nous
avons ensuite exposé 1’algorithme des pivots complémentaires de recherche d’équilibre
de Nash pour les jeux polymatriciels (70). En troisieme lieu, nous avons approfondi la
méthode d’élimination des stratégies dominées pour les jeux bimatriciels et polymatri-
ciels a trois joueurs. Finalement, nous avons linéarisé les conditions de complémentarité
en introduisant des variables binaires. Cette nouvelle modélisation a permis de proposer
un programme linéaire mixte 0 — 1 dont les solutions extrémes sont des équilibres de

Nash extrémes du jeu polymatriciel.

Nous avons donc réalisé notre premier objectif en définissant en définissant pour chaque
forme de jeu un programme linéaire mixte 0 — 1 dont les solutions extrémes sont des
€quilibres de Nash extrémes. Grace a ’algorithme Ex M I P nous pourrons utiliser ces
formulations afin d’énumérer les équilibres de Nash extrémes d’un jeu bimatriciel ou

d’un jeu polymatriciel a trois joueurs.

Notre deuxieme objectif était d’étudier I’énumération des équilibres de Nash extrémes
pour la forme séquentielle d’un jeu étendu a deux joueurs. Nous avons présenté dans le
troisieme chapitre une revue de la littérature sur les différents concepts utilisés pour les
jeux étendus. Ensuite, nous avons €tudié les différentes représentations d’un jeu étendu
a deux joueurs. Finalement, nous avons proposé un programme linéaire mixte 0 — 1 dont
les solutions extrémes permettent, par projection sur I’espace des variables des stratégies
mixtes, d’énumérer les équilibres de Nash extrémes de la représentation séquentielle

d’un jeu étendu a deux joueurs.

Notre troisieme objectif était de concevoir en premier lieu un algorithme permettant
d’énumérer tous les équilibres de Nash extrémes pour les jeux bimatriciels, polymatri-
ciels et les formes séquentielles des jeux étendus a deux joueurs et d’implanter ce nouvel

algorithme ainsi que I’algorithme E£'E'E en utilisant une librairie d’arithmétique exacte.
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Nous avons commencé le quatrieme chapitre en présentant I’algorithme Ex M I P pour
I’énumération des équilibres extrémes en théorie des jeux. En premicre étape, nous avons
implanté cet algorithme en utilisant les librairies du logiciel d’optimisation C'plex. No-
tons que 1’algorithme Ex M I P est actuellement le seul algorithme permettant d’énumé-
rer tous les équilibres de Nash extrémes d’un jeu polymatriciel. Les deux algorithmes
EEE et ExMIP sont aussi actuellement les deux seuls algorithmes permettant d’énu-
mérer tous les équilibres de Nash extrémes de la forme séquentielle d’un jeu étendu a

deux joueurs.

Nous avons aussi propos€ dans le quatrieme chapitre une formulation biniveau permet-
tant d’étendre I’algorithme EFEE aux formes séquenticlles des jeux étendus a deux
joueurs. Nous avons pu implanté les algorithmes EEE et ExMIP,en C et C + +,
en faisant appel a la librairie d’arithmétique exacte de McCutchen (44). Nous avons dé-
crit dans ce chapitre les détails techniques de ces implantations. En outre, nous y avons
exposé le logiciel XGame Solver qui regroupe ces implantations sous une application a
interfaces en ()7 facile a manipuler et mise gratuitement a la disposition de la commu-

nauté scientifique.

Notre quatrieme objectif était de définir des méthodes automatiques pour le raffinement
des équilibres en théorie des jeux. Dans le cinquieme chapitre, nous avons exposé les
différents raffinements dans la litt€rature de théorie des jeux. Nous avons proposé une
paire de programmes linéaires dont la résolution permet d’affirmer si un équilibre de
Nash est parfait ou non. Nous avons aussi obtenu un série de propositions concernant
les équilibres propres. Ces propositions ont permis de conclure par un théoréme qui
définit un programme quadratique mixte 0 — 1 dont la résolution permet de conclure si

un équilibre n’est pas propre.
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6.2 Perspectives

En somme, cette theése de doctorat a permis de réaliser les objectifs fixés et nous comp-
tons poursuivre notre recherche en théorie des jeux afin d’exploiter ces quelques contri-
butions. Tout d’abord, nous allons étendre nos études a d’autres formes de jeux. Nous
allons implanter d’autres algorithmes d’énumération ou de recherche d’équilibres. Nous
pensons aussi a quelques applications pratiques aux algorithmes EEE et ExM I P dans

plusieurs domaines.

Une premiere perspective de recherche serait d’étudier d’autres formes de jeux. Une des
possibilités serait d’étudier le probléme d’un jeu ou le groupe majoritaire d’un chorum
de porteurs de parts se partage a lui seul les revenus auxiliaires d’une organisation. Nous
pensons utiliser la programmation lin€aire en variables mixtes afin d’étudier ce jeu a
majorité. Nous voyons aussi ’intérét que la programmation quadratique pourrait avoir
dans la caractérisation des ensembles d’équilibres d’un jeu stratégique non-polymatriciel
a n joueurs. Entre autre, cette forme de jeu est la représentation stratégique d’un jeu

étendu a plusieurs joueurs.

Une deuxieéme perspective de recherche serait d’ajouter au logiciel XGame Solver
d’autres algorithmes de recherche d’équilibres de Nash pour les jeux bimatriciels tels
que les algorithmes de Lemke et Howson (37) et Avis et Fukuda (10). D’autres caté-
gories de raffinement pourrait €tre étudiés et incorporés dans X Game Solver. Nous
comptons garder ce logiciel continuellement mis a jour afin d’en faire bénéficier le plus

grand nombre de scientifiques.

Une troisieme perspective de recherche serait d’utiliser notre formulation mathématique
des jeux polymatriciels afin d’étudier une des formes de jeux les plus actives dans notre
vie contemporaine. Parmi ces confrontations stratégiques les plus intenses, les confron-

tations entre groupes de pression et les organisations a intéréts privés et publics, sont des
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plus passionnantes. En effet, les impacts des manifestations pacifistes ou non-pacifistes
sur les législations, dans plusieurs pays industrialisés et non-industrialisés, deviennent
de plus en plus importants. Par ailleurs, les firmes privées méme les plus monopolis-
tiques deviennent beaucoup plus sensibles aux attentes des consommateurs en maticre

d’écologie.

En effet, les groupes de pression et les organisations a intéréts privés et publics exploitent
des moyens médiatiques, économiques (12) et stratégiques (13; 11), qui rencontrent de
plus en plus de succes. Nous essayerons de formuler ce genre de confrontation comme

des jeux polymatriciels ou non-polymatriciels a plusieurs joueurs.
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