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RESUME

Ce mémoire présente la méthode de Boltzmann sur réseau permettant la simu-
lation numérique d’écoulements par une approche mésoscopique des fluides avec
I'utilisation de distributions de probabilité. Son principe de fonctionnement est dé-
finit par une discrétisation géométrique, temporelle et dans I’espace de phase, de
I’équation de transport de Boltzmann associée a I'utilisation de réseaux. La mise en
oeuvre d'une telle formulation pour effectuer des simulations en deux dimensions
se réduit alors a une variation continue du champ discrétisé des distributions sur
le réseau par la succession de deux étapes : collision, propagation. Les caractéris-
tiques macroscopiques des écoulements simulés y sont alors déduites par un bilan
des distributions sur chaque cellule constituant le réseau. Cette méthode dans sa
formulation de base présente ’avantage d’étre simple a mettre en oeuvre, c’est un
schéma linéaire, intrinséquement instationnaire et qui par sa formulation évolue
de fagon a atteindre le maximum d’entropie. L’algorithme de base, une technique
de raffinement des réseaux, ainsi qu'une technique particuliere de traitement des
conditions frontieres courbes, ont été implémentés afin de vérifier la capacité de la
méthode a effectuer des simulations complexes en dynamique des fluides. Le pro-
gramme ainsi développé a présenté de bon résultats, dans sa formulation de base et
améliorée, pour la simulation de cas classiques en dynamique des fluides, a savoir
I’étude de ’écoulement dans une cavité entrainée et I’observation du laché alterné
de tourbillons en aval d’un cylindre dans un canal. Pour la simulation d’écoule-
ments autour de corps aérodynamiques, les simulations autour de profils NACA
propres et déformées par formation de givre ont présentée des résultats en accord
avec ceux proposés par d’autres méthodes de simulation en régime stationnaire, les
résultats en régime instationnaire étant un peu plus éloignés. Enfin les capacités
de la méthode a traiter le déplacement d’objets solides sur le réseau ont été véri-

fiées avantageusement par ’observation de la remonté libre d’une particule dans
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un fluide. En conclusion, malgré quelques limites, la méthode de Boltzmann sur
réseau telle que nous ’avons implémentée a fournie des résultats encourageants et

présente une nouvelle alternative pour simuler des écoulements complexes.
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ABSTRACT

This thesis presents the lattice Boltzmann method which enables to conduct flow
simulations through a mesoscopic approach using particle distribution functions.
This method is based on a geometrical, temporal, and phase space discretization of
the continuum Boltzmann transport equation and a specific lattice. The evolution
of the field of distribution functions allows flow simulations in two dimension, fol-
lowing two steps : collision, streaming. The macroscopic characteristics of flow are
then deduced by summing the distributions on each cell constitutive of the lattice.
In its basic formulation this method is simple to implement, intrinsically unsteady
and evolves toward a state reaching maximum entropy. The basic algorithm, a
multi-block technique, and a specific treatment of curved boundary conditions were
implemented to test the ability of the method to achieve complex flow simulations.
The computational program so developed provided good results in its basic and
improved formulation, simulating classical test cases, the lid-driven cavity and the
formation of vortex in a channel in the wake of a cylinder. The simulations around
complex profiles, with the study of flow around clean and ice-accreted airfoils, com-
pared with other numerical methods, showed good agreement at steady state, the
unsteady simulations were less satisfying. Finally, the ability of the method to take
in account moving objects was established with the study of free rising particles
in fluid. In conclusion, despite some limitations, the lattice Boltzmann method we
implemented provided hopeful results and shows an alternative way to conduct

complex flow simulations.
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INTRODUCTION

La méthode de Boltzmann sur réseau est une méthode numérique en dynamique
des fluides assisté par ordinateur issue historiquement de la catégorie des auto-
mates de gaz sur réseau. Depuis ses premieres bases théoriques, posées a la fin des
années 1980, elle a été continuellement perfectionnée et enrichie afin de pouvoir si-
muler des écoulements de plus en plus complexes avec de plus en plus de précision.
Contrairement aux méthodes traditionnelles basées sur les équations de Navier-
Stokes tels que les éléments finis, volumes finis ou les différences finies, la méthode
de Boltzmann sur réseau se fonde sur le niveau mésoscopique des écoulements.
Cette approche originale s’effectue par 1'utilisation de distributions de probabilité
visant a évaluer le comportement microscopique des fluides afin d’en déduire les

champs macroscopiques de vitesse et de pression.

De part son approche particuliere, cette méthode bénéficie d'un certain nombre
d’atouts comme sa relative simplicité de mise en application, un caractere intrinse-
quement transitoire, la mise en oeuvre d’un schéma respectant l’augmentation de
I'entropie et une grande flexibilité pour la prise en compte de divers phénomenes
physiques. Cette méthode donc semble étre une bonne alternative aux techniques
classiques basées sur les équations de Navier-Stokes. Nous nous sommes donc pen-
ché plus en détail sur la méthode de Boltzmann sur réseau et nous l’avons implé-

mentée en langages Fortran et Matlab.

Dans un premier temps une revue bibliographique permettra de situer la méthode
de Boltzmann sur réseau par rapport aux méthodes basées sur les équations de
Navier-Stokes. Nous soulignerons également les développements historiques des
automates de gaz sur réseau ayant aboutis & cette méthode. Au chapitre 2 nous

étudierons les fondements théoriques de la méthode, principalement son lien avec



I’équation de Boltzmann et les différentes modifications apportées pour pouvoir
effectuer des simulations en dynamique des fluides. Le chapitre 3 présente ensuite
la mise en application de la méthode de Boltzmann sur réseau d’un point de vue
numérique. Nous expliquerons le principe particulier de collision et propagation
sur réseau qui sont caractéristiques de cette méthode ainsi que les technique per-
mettant de définir les domaines pour la simulation d’écoulements. L’algorithme de
base ainsi que différentes techniques d’amélioration des performance et capacités
de la méthode y seront détaillées. Au chapitre 4 nous validerons et analyserons les
performances de notre implémentation de la méthode. Ce chapitre comporte deux
études de validation préliminaires qui sont 1’écoulement dans une cavité entrainée,
pour vérifier la précision et la stabilité de la méthode, puis I'observation du la-
ché de tourbillons en aval d’'un cylindre dans un canal, pour vérifier le caractére
transitoire de la méthode. Apres ces premieres étapes de validation nous utilise-
rons notre programme couplé a différentes améliorations de la méthode de base
pour simuler des cas plus complexes, a savoir 1’écoulement autour de profils d’ailes
NACA et notamment autour de profils de palles d’éoliennes NACA63-415 déformés
ou non par la formation de givre sur le bord d’attaque. Durant cette étude nous
confronterons nos résultats a ceux proposés par d’autres méthodes de simulation
en dynamique des fluides. Enfin, nous exploiterons la relative simplicité et flexibi-
lité de la méthode de Boltzmann sur réseau pour évaluer le déplacement d’objets
solides dans un fluide. Nous observerons plus précisément la remontée de particules
dans une colonne de fluide par la poussée d’Archimede, les résultats obtenus seront
confrontés a des résultats obtenus expérimentalement. Nous conclurons enfin sur

les atouts et les défis de la méthode de Boltzmann sur réseau.



CHAPITRE 1

REVUE BIBLIOGRAPHIQUE

L’étude des fluides concerne une grande variété de types d’écoulements, cela s’étend
de la simple étude d’écoulements laminaires dans des tubes, vers I’étude de la for-
mation de tourbillons en aval d’obstacles, ou encore I’étude de la turbulence. Ces
écoulements peuvent étre monophasiques, diphasiques, compressibles ou incompres-
sibles. Un grand nombre d’écoulements ont été étudiés en détail par I'expérimenta-
tion, mais l'utilisation de modeles numériques de différentes sortes capables de les
simuler constitue un axe d’étude important dans ce domaine. Pour ces simulations

numériques deux composantes doivent étre prises en compte :

— Le modeéle mathématique : Généralement un systéme d’équations aux déri-
vées partielles définit par diverses considérations théoriques comme la conserva-
tion de la masse, de la quantité de mouvement ou encore de I’énergie. Il définit
le lien entre différentes quantités caractéristiques du fluide considéré. Il permet
d’évaluer I'influence de ces parameétres les uns sur les autres lors de 1’évolution
de I’écoulement.

— Le modéle numérique : Par différentes méthodes ce dernier permet d’approxi-
mer les équations différentielles du modeéle mathématique et de les résoudre. Dif-
férents modeles peuvent étre utilisés tels que les éléments finis, les volumes finis,

les différences finies.

En dynamique des fluides le modéle mathématique le plus communément utilisé
est constitué par les équations de Navier-Stokes. Le fluide y est considéré comme
un domaine continu observé a un niveau macroscopique dont les grandeurs carac-

téristiques sont liées par un systéme d’équations aux dérivées partielles. Bien que
p )



trés largement utilisée cette méthode néglige a tort ou a raison une tres grande
partie de la nature des écoulements, a savoir qu’ils sont le fruit d’un trés grand
nombre de molécules interagissant les unes avec les autres de facon plus ou moins
ordonnée. Nous allons donc premiérement présenter les équations de Navier-Stokes
en tant que modéle mathématique de référence puis dans un second temps nous
évoquerons d’autres types de modeéles mathématiques et numériques basés sur ce
caractere moléculaire des fluides, ce sont les modeles du type automates de gaz sur
réseau desquels a émergé il y a une vingtaine d’année la méthode Boltzmann sur

réseau.

1.1 Equations de Navier-Stokes

Les équations de Navier-Stokes sont les équations de base utilisées en dynamique
des fluides, elles permettent de définir des écoulements en établissant des liens entre
les grandeurs macroscopiques. Dans cette optique un fluide peut se décrire par, la
densité p, la vitesse u, la pression P, I’énergie totale par unité de masse E et la
température 1. Ces grandeurs sont liées les unes aux autres par divers fondements
physiques, & savoir la conservation de la masse, la conservation de la quantité de
mouvement et la conservation de 1’énergie d’'un systéme. Il en résulte quelques

formules, ’équation de continuité pour la conservation de la masse :

% v (o) =0 (L)

I’équation pour la conservation de la quantité de mouvement :

8—gtl—l~+V~(pu-u+PI—T)=pg (1.2)



et I’équation pour la conservation de 1’énergie :

Qg‘tE—FV”((pE—FP)U—KVT—(u-T)T)=p(q+g.u) (1.3)

Dans ce systeme d’équations constituant les équations de Navier-Stokes g repré-
sente les forces volumiques, x la conductivité thermique du fluide, ¢ les sources

internes de chaleur et T le tenseur des contraintes visqueuses.

Ces relations générales (équations (1.1-1.3)) se simplifient ou se complétent avec
des lois constitutives selon le type d’écoulement considéré. Que ce soit pour des
écoulements composés de une ou plusieurs phases, laminaires ou turbulents, avec
ou sans influence de la température, tous peuvent se définir a I’aide des équations
de Navier-Stokes sous différentes formes avec ou sans ajout de nouvelles relations

entre les parametres.

Cependant, ces types d’écoulements sont la représentation d’états microscopiques
similaires régis par les mémes relations physiques et dont les interactions entre
molécules selon les cas aboutissent a des états macroscopiques différents. Pour
évaluer le comportement des fluides d’une fagon plus générale, la détermination de
cet état microscopique duquel découle une grande variété d’écoulements a notre
échelle serait avantageux. Cette idée est a 'origine d’une catégorie de modeéles de
simulations numériques du type automates cellulaires qui ont donné naissance a la

méthode de Boltzmann sur réseau.
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FIGURE 1.1 Réseau de cellules du modéle HPP.

1.2 Simulation d’écoulements au niveau microscopique par la méthode

des automates de gaz sur réseau

Contrairement aux méthodes de simulation numérique basées sur des équations
différentielles liant les propriétés macroscopiques des fluides, 1’idée serait de déduire
les champs de vitesse, pression ou température, par simulation des interactions entre
molécules. Tel les écoulements réels de gaz et liquides, le comportement du fluide
se déduirait en considérant I’évolution élémentaire des molécules en interaction les
unes avec les autres. Les premiéres applications de cette idée ont donné lieu au
développement de différentes méthodes regroupées dans la catégorie des automates

de gaz sur réseau 140,

Inspiré des automates cellulaires 3% 4 les automates de gaz sur réseau ont émergé
avec les recherches de Hardy, de Pazzis et Pomeau en 1973 [17: 18] avec le modele
HPP. Par cette méthode le domaine fluide est représenté par un réseau régulier ou
pour chaque noeud quatre cellules liées a quatre directions permettent de stocker
ou non une particule virtuelle de fluide, figure 1.1. Ces cellules y sont soit pleines,
soit vides, selon qu'une molécule s’y trouve ou non, et elles interagissent de fagon

ordonnée avec les cellules des noeuds de leur voisinage.
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FI1GURE 1.2 Propagation des particules sur le réseau du modele HPP.

Changement de cellule

des particules en condition de collision aprés déplacement
Fi1GURE 1.3 Condition de collision entre des particules sur réseau HPP.

L’évolution de I’écoulement se détermine par le déplacement des particules fictives
sur les cellules. Celles-ci s’y propagent de noeud adjacent en noeud adjacent selon
I’une des quatre directions caractéristiques du réseau de discrétisation. Ces direc-
tions, dites de propagation, correspondent au lien entre une cellule d'un noeud et
la méme cellule sur un noeud voisin. Elles illustrent de fagon tres simplifiée les
possibilités de déplacement que possedent les molécules d’un fluide & un instant

donné. Ce déplacement des particules est illustré figure 1.2 pour un cas particulier.

Il arrive parfois que des particules occupent les cellules d’une maille dans une confi-

guration particuliére évoquant le cas ou elles se percuteraient. Cette configuration,



dite de collision, modifie la trajectoire initiale des particules, comme les boules d’un
jeu de billard qui changent de trajectoire lorsqu’elles se percutent. Dans le cas du
modele HPP ceci s’exprime par une redistribution des particules sur les cellules de

la maille ou se passe la collision, la figure 1.3 illustre ce cas particulier.

Ainsi, en effectuant une succession de propagations des particules avec la modifi-
cation locale des cellules dans les cas de collision comme illustré figure 1.3, cette
méthode tente de simuler le comportement d’un fluide en se basant sur son com-
portement moléculaire. A la fin d’une telle simulation nous avons un réseau sur
lequel un certain nombre de particules sont placées en des positions précises avec
des directions spécifiques et des vitesses associées dans lesquelles elles doivent se
déplacer. A partir de la connaissance de ces vitesses et positions il est possible
d’évaluer la masse et la quantité de mouvement sur chaque noeud du réseau. Il
suffit simplement de compter le nombre de cellules occupées pour la masse (maxi-
mum 4) et de les multiplier avec les composantes de leurs vitesses associées pour

la quantité de mouvement.

Cette méthode tres simple essaye d’assimiler un fluide a des particules se déplacant
sur un réseau et interagissant les unes avec les autres selon une regle tres élémentaire
de collision. Cependant ces premiers pas de la simulation d’écoulements a 1’échelle
microscopique sont trés approximatifs et ne permettent pas d’obtenir des résultats

correspondant & ceux obtenus par les équations de Navier-Stokes.

A partir du principe d’automate de gaz sur réseau, différentes améliorations du
modéle HPP ont permises & Frish, Hasslacher et Pomeau ' d’améliorer la mé-
thode en 1986 et de créer la méthode FHP. La clef de cette amélioration résidait
dans la définition du réseau sur lequel se déplacent les particules, ce dernier doit
posséder suffisamment de symétries pour assurer 'isotropie. C’est & partir de cette

considération qu’un grand nombre de modifications ont permises de faire évoluer



les automates de gaz sur réseau comme nouvelle méthode de simulation numérique

jusqu’a aboutir a la méthode de Boltzmann sur réseau.

1.3 Des automates de gaz sur réseau a la méthode de Boltzmann sur

réseau

Avec les avancées de Frish, Hasslacher et Pomeau ¥ un certain nombre de régles
plus précises qu’avec le modéle HPP, notamment pour la prise en compte des
collisions, permettaient dans une certaine mesure de simuler le mouvement ma-
croscopique de fluide par des simulations du type automates de gaz sur réseau.
Cette méthode basée sur le comportement primaire de molécules permettait de
retrouver le comportement macroscopique d’écoulements incompressibles simples
en deux dimensions (FHP) et trois dimensions (FCHC) ¥ mais un grand nombre

de problémes la rendait peu efficace.

La transition des méthodes de gaz sur réseau vers la méthode de Boltzmann sur

29, L’occupation des

réseau s’effectua par les travaux de McNamara et Zanetti
cellules alors représentée de facon binaire, occupé par une molécule ou étant vide,
fut améliorée en remplacant ce caractere booléen par des distributions continues
du type Fermi-Dirac. Cependant avec cette méthode les regles de collision entre

particules limitaient toujours les simulation car les changements de viscosité du

fluide simulé étaient impossibles.

Higuera et Jiménez !9 proposérent alors d’exprimer les relations de collision par
un opérateur linéarisé afin d’améliorer la prise en compte du type de fluide en mo-
difiant la viscosité de ce dernier en fonction des parametres de simulation. Ensuite
les distributions de type Fermi-Dirac furent remplacées par des distributions de

Boltzmann permettant de considérer les particules non plus individuellement mais
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par paquets de mémes propriétés.

Finalement I'opérateur de collision définissant l'interaction entre les particules fut
remplacé par le modéle BGK, Bhatnagar, Gross et Krook 1®! de collision. Cet opé-
rateur & temps de relaxation unique suggéré par Chen et al. 1. Koelman 24 et
Qian, D’Humiéres et Lallemand *4 permet de définir en permanence la collision
sur chaque noeud en fonction des caractéristiques du fluide et des distributions de
Boltzmann au lieu d’utiliser des tables exprimant I’ensemble des possibilités comme

avec le modele HPP ou FHP.

A partir d’'un modele élémentaire ot le fluide était simulé par le déplacement de mo-
lécules de cellule en cellule sur un réseau, différentes améliorations des éléments clefs
de la méthode, a savoir le déplacement des molécules et la collision, ont permises de
créer la méthode de Boltzmann sur réseau, et notamment sa variante du type BGK.
Le principe de base est le méme que le principe du modéle HPP, un réseau liant
différents noeuds d’un maillage par des vitesses associées, non plus des particules
mais des paquets de particules se déplagant de cellule en cellule et une collision qui
ne s’applique plus ponctuellement en quelques points du domaine mais sur tout
le domaine et de fagon continue. Lorsque ces paquets de particules sont considé-
rés dans leur ensemble et moyennés sur le domaine, il permettent de connaitre
les caractéristiques du fluide d’un point de vue macroscopique et proposent des
résultats similaires & ceux obtenus par une approche basée sur les équations de

Navier-Stokes.

1.4 Méthode de Boltzmann sur réseau

La méthode de Boltzmann sur réseau (37 4% constitue un modéle mathématique

et un modeéle numérique permettant de simuler des écoulements de fluide tout
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comme les méthodes basées sur les équations de Navier-Stokes. Comme nous ’avons
mentionné, l'originalité par rapport aux méthodes classiques vient du fait qu’elle
ne considére pas le fluide d’'un point de vue macroscopique mais se base sur sa
mécanique au niveau microscopique. Elle est de plus associées a une technique

spécifique de propagation de 'information avec I'utilisation de réseaux.

Les méthodes basées sur I’équation de Navier-Stokes ainsi que la méthode de Boltz-
mann sur réseau représentent ainsi deux alternatives a la simulation numérique en
dynamique des fluides, chacune basée a des échelles différentes de 1’écoulement.
Pour cette derniére le modele mathématique a été construit au cours des années a
partir de différents théoremes de physique statistique et de la cinétique des gaz, il
définit la majeure partie des types d’écoulements a partir de quelques relations liant
des paquets de molécules de fluide. En pratique ce caractére général du modeéle est
simplifié pour les applications du modele numérique dans un souci de performance

de simulation.

D’un point de vue numérique la méthode de Boltzmann sur réseau présente de
nombreux avantages. Tout d’abord, malgré la complexité apparente de simuler les
échelles microscopiques de fluides, la formulation basée sur des paquets de molé-
cules a4 un niveau mésoscopique associée a des simplifications de la collision rend se
modele tres simple a mettre en application. Cette simplicité algorithmique permet
la résolution simplifiée d’écoulements complexes comme par exemple les écoule-
ments diphasiques. Elle bénéficie également d'un traitement simple des conditions
aux limites, ceci facilite le traitement de problemes dans des géométries complexes
comme par exemple les écoulements poreux. Un autre des atouts de cette méthode
est son caractere local, la simulation d’écoulements est basée sur une évolution
des caractéristiques de cellules indépendantes interagissant uniquement avec leur
proche voisinage. Une telle méthode de simulation se préte tres bien a des calculs

en parallele augmentant considérablement les capacités du modele. Notons égale-
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ment que la solution obtenue tend vers un état a 1’équilibre qui maximise ’entropie.
Un dernier avantage est son caractére transitoire par définition, la méme méthode
s’avere avantageuse aussi bien pour des simulations en régime stationnaire, qu’ins-

tationnaire.

La méthode de Boltzmann sur réseau possede un certain nombre d’atouts mais éga-
lement des désavantages, elle est sujette a diverses restrictions liées a son développe-
ment ne lui permettant actuellement pas de traiter des écoulements compressibles

ou limitant ses applications a des problemes a trés haut nombre de Reynolds.

Ces avantages et inconvénients ne représentent pas une liste exhaustive des capaci-
tés de la méthode de Boltzmann sur réseau mais ils illustrent certains des axes de
recherche & suivre pour 'amélioration de la méthode et de son applicabilité, nous
soulignerons certains de ces aspects dans ce mémoire. La méthode de Boltzmann
sur réseau ne constitue en rien un substitut aux techniques actuelles de simulation
en dynamique des fluides, mais ses qualités et son approche originale de la simu-
lation en dynamique des fluides justifie qu’elle puisse étre considérée comme une
alternative. Dans ce mémoire nous allons donc étudier plus en détail les fondements

de cette derniére et tenter de souligner son intérét a travers divers cas.

1.5 But et objectifs

Le but de ce mémoire est d’appliquer la méthode de Boltzmann sur réseau pour
la simulation numérique d’écoulements fluides et de vérifier qu’elle peut constituer
une bonne alternative pour évaluer certains types d’écoulement. Pour atteindre ce

but les objectifs sont les suivants :

— Développer l'algorithme de base de la méthode ainsi que différentes méthodes

visant a améliorer ses performances.
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— Implémenter la méthode et la valider en vérifiant sa capacité a simuler des pro-
blémes classiques en simulation numérique d’écoulements fluides.

— Utiliser la méthode pour la simulation d’écoulements autour de profils NACA
propres puis déformés par la formation de givre afin de confronter ses perfor-
mances a d’autres méthodes de résolution numérigue en dynamigue des fluides.

— Utiliser la méthode pour la simulation de la remontée d’une particule dans un
fluide par la poussée d’Archimede et confronter les résultats obtenus a ’expé-

rience.
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CHAPITRE 2

THEORIE ASSOCIEE A LA METHODE DE BOLTZMANN SUR
RESEAU

Issue de la catégorie des automates de gaz sur réseau la méthode de Boltzmann
sur réseau a été développée pour modéliser I’écoulement de fluides en se basant
sur des théoremes de physique statistique et de cinétique des gaz. L’équation fon-
damentale de ce développement est 1’équation de transport de Boltzmann. Dans
ce chapitre nous allons nous pencher sur la maniére par laquelle la dérivation de
cette équation et un raisonnement inspiré des automates de gaz sur réseau permet
d’évaluer le comportement général de fluides. Pour y parvenir nous allons d’abord
analyser comment a partir de cette équation de transport et par 1'utilisation de
quantités appelées distributions de probabilité f, il est possible de déterminer des
quantités macroscopiques comme la vitesse, la masse, ou l’énergie. Ensuite nous
verrons de quelle fagon la discrétisation de I’équation de transport de Boltzmann
permet de définir le modele de Boltzmann sur réseau. Nous nous pencherons plus
précisément sur la méthode retenue pour effectuer les simulations, a savoir le mo-
dele D2Q9 (2 dimensions et 9 distributions de probabilité). Enfin, dans le cadre
de I’étude de ce modele, nous observerons certaines propriétés numériques de ce

dernier, principalement concernant sa stabilité et efficacité.

2.1 Principe de base de la méthode de Boltzmann sur réseau

Avant de nous attarder sur la formulation mathématique des équations de Boltz-

mann et de Boltzmann sur réseau, il est bon de nous pencher sur 1'idée issue des
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automates de gaz sur réseau 4% qui est présente derriére les formules mathéma-

tiques.

Comme nous ’avons évoqué dans le chapitre 1, le comportement macroscopique
d’un fluide dépend directement de son comportement microscopique. Dans un es-
pace a trois dimensions, pour définir le comportement global exacte de ce fluide sur
un domaine 2 nous pourrions donc considérer la position x = (z, y, 2), et la vitesse
¢ = (¢g, ¢y, ¢;), de chaque particule ainsi que l'influence qu’elles exercent les unes
sur les autres. Déterminer I’évolution temporelle de ’écoulement sur 2 composé de
n particules reviendrait donc a observer n points dans un espace a six dimensions
(position et vitesse), et d’en évaluer ’évolution en considérant les interactions entre
chaque particule. Pour une application numérique une telle approche devient vite
inconcevable vu le nombre de variables, pour 'air, par exemple, a pression et tem-
pérature normales le nombre de particules est de n = 5.3 - 10'® pour un volume de
Va = 1 em®. Une approche plus raisonnable consiste donc & étudier les molécules
non pas individuellement mais par groupes sur des sous domaines indépendants (2,

tels que 2 = U, Q.

Ces sous domaines (), pouvant étre appelés cellules, regroupent chacun a un ins-
tant donné un nombre de molécules n; < n qui est amené a varier au cours du
temps. Ces variations dépendent de l'activité microscopique du fluide sur la cel-
lule, & savoir des vitesses de chaque particules ainsi que des interactions qu’elles
exercent les unes sur les autres a l'intérieur de 2. Pour réduire le nombre d’in-
connues il est possible au sein de ces cellules de regrouper les ny; molécules de
vitesse identique ¢; = (¢; 4, iy, Ci.) de maniére a ce que Y_; ng; = ng. SUr un sous
domaine ces paquets de particules interagissent alors les uns avec les autres, l'inter-
action la plus importante étant la collision entre particules de vitesse ou trajectoire
différentes. Il peut également s’agir de I'action de forces extérieures. Entre deux

instants consécutifs ¢t et t + At ces interactions s’expriment par une variation du
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nombre de molécules n, ; des groupes de molécules de méme vitesse. En exprimant
ces variation par une fonction Ay; il est possible de résumer le raisonnement qui

vient d’étre suivit par I’équation (2.1) :
nkﬂ-(x + C-L'At, t+ At) = nk,i(x, t) + Ak,i (21)

avec a un méme instant t
n= 323 ) (22)
PR

Le probleme initial a ’échelle microscopique a donc été simplifié et allégé en consi-
dérant des groupes de particules de vitesses similaires a un niveau mésoscopique
interagissant les uns avec les autres. Le nombre d’inconnues sur €2 est donc bien
moins important. Nous verrons que pour un maillage adapté et en considérant les
différentes interactions entre groupes de particules dans les cellules et entre cellules
il est possible de déduire I’état global sur chaque sous domaine €2}, et d’en déduire

le comportement macroscopique d’écoulements fluides.

Nous allons maintenant voir comment cette vision simplifiée de P’activité microsco-
pique de fluide et 1’équation (2.1) vont permettre de définir ’équation de transport

de Boltzmann.

2.2 Equation de transport de Boltzmann et ses simplifications

A partir du concept de groupes de particules de caractéristiques communes précé-
demment évoqué, nous allons voir comment le comportement mésoscopique d’un
écoulement peut étre formulé et simplifié en considérant les mécanismes liant les

particules les unes aux autres.
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2.2.1 Equation de transport de Boltzmann

Nous avons évoqué la possibilité de regrouper les particules en des paquets de
particules de caractéristiques communes. Dans un cadre plus général pour ce re-
groupement nous exprimons les n; ; particules du sous domaine {2, de vitesse c; par

t) (433 49 appelée fonction densité de probabilité, telle que

une quantité f(x,c;,
nk; = nof(X, ¢;,t) dx dc corresponde au nombre de particules se trouvant dans un
petit domaine ), = x 4+ dx autour de la position x, possédant une petite gamme

de vitesses c; + dc autour de la vitesse c;, le tout & un instant précis ¢.

Comme mentionné a la section 2.1 ce nombre de particules peut varier entre deux
pas de temps consécutifs du fait d’interactions entre particules par collision. Cette
variation s’exprime par 1’équation (2.3) correspondant a (2.1) avec 'utilisation des

fonctions de distributions pour une vitesse c.
f(x+cdt e t+dt)dxde = f(x,c,t) dxde+ Q(f) dxdcdt (2.3)

Le terme Q(f) dx dc dt illustre la variation du nombre de molécules par collision

de la méme fagon que Ay ;, Q(f) est appelé opérateur de collision.

En divisant I'équation (2.3) par dx dc dt et en faisant tendre dt vers 0 on obtient
une formulation plus générale de la relation entre les fonctions de distribution, c’est

I’équation de transport de Boltzmann :

of .
En +cV.f = Q(f) (2.4)

Il est important de remarquer que dans ce cas nous avons uniquement pris en
compte l'influence des collisions entre particules sans l’effet d’une force externe

pour la variation du nombre de molécules d’'un méme groupe. Si cela était le cas
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il faudrait rajouter un terme a ’équation. Ainsi pour l'influence d’une force quel-

conque F ’équation deviendrait :

Wt eVas+ Ve = Q) (25

Etant donné que dans ce mémoire nous n’avons pas utilisés de forces externes, pour

simplifier le développement nous n’évoquerons pas ce cas.

A partir des fonctions de distributions de ’équation (2.4), et puisque la formule
nk; = nof(xX,c,t) dx dc correspond a un nombre de particules autour de x et c,
il est possible de déduire les grandeurs macroscopiques sur un volume unitaire en
intégrant f sur ’ensemble des vitesses ¢ que prennent les différentes particules en
X. Ainsi en connaissant m, la masse moléculaire d’une particule et u,.; = ¢ — u sa

vitesse relative par rapport a un fluide de vitesse u, ’expression :

p(x,t) = /mf(x,c,t) de (2.6)

définit la densité massique du fluide p, tandis que :

p(x,t)u(x,t) = / mcf(x,c,t)dc (2.7)

définit la vitesse du fluide u, et finalement :

p(x,t)e(x,t) = %/mufelf(x,c,t) dc (2.8)

définit 1’énergie interne e. Il est possible d’exprimer cette énergie interne par e =
%kBT ou kg est la constante de Boltzmann et T la température en Kelvin. Cette

définition de e nous sera utile ultérieurement.

A partir d’'une considération sur des paquets de molécules aux caractéristiques de
baq
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vitesse précises, par la théorie cinétique des gaz et ’équation de Boltzmann il est
donc possible de déduire le comportement macroscopique d’'un fluide. Il manque
cependant un élément important évoqué sans trop de détails, 'opérateur de collision
Q(f), comment les distributions interagissent les unes avec les autres suite a des

interactions entre les particules ?

2.2.2 Opérateur de collision Q(f)

L’opérateur de collision illustre la variation au cours du temps des distributions
f(x,c,t), c’est a dire qu’il est directement 1ié a la nature du gaz ou fluide considéré,
il est lié & lactivité microscopique de ce dernier. La détermination de Q(f) 1 33 40
se résume & évaluer le nombre de molécules entrant en collision et changeant de
trajectoire ou vitesse a un endroit précis, entre deux pas de temps, entre deux états
donnés. Un tel calcul n’est pas aisé du fait du tres grand nombre d’inconnues qui
interviennent, mais de la détermination de cet opérateur de collision dépend la

justesse de la formulation mathématique (2.4) ou (2.5).

Pour le développement de ’équation de Boltzmann sur réseau nous considérons une

définition simplifiée de cet opérateur, les approximations choisies sont les suivantes :

— L’opérateur de collision est déterminé pour le cas d’un gaz dilué ou seul les
collisions entre deux particules sont considérées.

~ Les particules sont supposées indépendantes avant et aprés la collision. C’est
& dire que l'influence des molécules les une sur les autres est négligée hormis
lorsqu’il y a collision.

— La collision est supposée ponctuelle et instantanée et elle n’est pas influencée par

des forces extérieures.
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Ces simplifications sont restrictives car en théorie les particules s’influencent les
unes les autres en permanence. Il est cependant supposé que ce domaine d’influence
est restreint au proche voisinage de ces derniéres et ainsi la collision correspond &
I'interaction de ces domaines d’influence. En résumé avec de telles simplification
la collision de deux particules ressemble a la collision de deux boules d’un jeu de
billard. La physique de ce phénomene et le lien entre les états pré et post-collision

pour déduire une distribution f, se résument par I’équation suivante :

Qfe) = //(f(lzfl; — fafs)creto(crer, 0) dw dey (2.9)

Cette équation fait le lien entre les vitesses de groupes de particules a et b avant
la collision ¢’ et aprés c¢ tel que f! = f(x,cl,t), fi = f(x,c},t), fo = f(X,Cq,t),
fo = f(x,cp,t). D’autre part ¢,y = |Cqa — Cp| = |c, — c}| est la vitesse relative
entre les particules avant et aprés la collision et o représente la section efficace
différentielle, elle exprime d’une certaine fagon l'interaction entre les particules des
groupes a et b. Cette derniére se définie en fonction d’un parameétre d'impacte B

et d’un angle 6 tel que :
B(cyer,8) dB

o{eret, 0) = sin(6) df

(2.10)

Les parametres B et 6 ainsi que la collision entre deux particules sont illustrés
figure 2.1. Enfin dw = sin(6) df d¢ est I’angle solide sur lequel on intégre o avec ¢

I’angle azimutal afin de déterminer la collision en considérant toutes les directions.

Pour résumer, I’équation (2.9) exprime donc le lien entre une distribution f, =
f(x,c,,t) et les autres distributions en un point. Cet opérateur de collision repré-
sente un cas treés particulier de collision, cependant la formulation mathématique
obtenus reste assez compliquée et la résolution exacte d'un tel opérateur de collision
est difficilement envisageable pour une simulation pratique d’écoulements. Nous al-

lons donc voir qu’un modele encore plus simpliste introduit par Bhatnagar, Gross
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FIGURE 2.1 Représentation dans le plan de deux particules pré et post-collision.

et Krook [, communément appelé modeéle BGK, a été retenu pour la méthode
de Bolzmann sur réseau. Avant de nous pencher sur ce modele plus simple il est
nécessaire de définir une quantité importante, déduite de (2.9) et de considérations

sur l'entropie d’un systeme, c’est a dire la distribution a 1’équilibre f€9.

2.2.3 H théoréme de Boltzmann et les distributions a I’équilibre

L’équation de Boltzmann (2.4), couplée avec l'opérateur de collision exprimé par
I’équation (2.9), décrit la variation de distributions f de molécules d’un gaz dilué.
Dans le but d’alléger une telle formulation de la collision nous allons définir une

distribution de probabilité particuliere, la distribution a 1’équilibre notée f€9.

Pour comprendre ce qu’elle représente, il suffit d’imaginer un gaz dans une boite
possédant initialement un champ de vitesses quelconque qui est observé pendant
un certain temps. Aucune force, ni aucune vitesse, ni aucun échange thermique
n’est imposé. D’un point de vue macroscopique le gaz devrait idéalement atteindre
un état de stagnation total au bout d'une tres longue période d’observation. D'un

point de vue microscopique ceci se traduirait par un état d’agitation des molé-
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cules statistiquement constant et complétement uniforme. De facon similaire, si au
lieu d’une boite nous considérions un canal avec un fluide s’écoulant uniformément
a l'intérieur, au bout d'un certain temps 1’écoulement devrait étre parfaitement
uniforme et d’un point de vue microscopique 'agitation des molécules serait 1a
encore statistiquement constante. D’un point de vue mésoscopique ces états s’illus-
treraient alors par des distributions f constantes pour chaque vitesse c, ce sont ces

distributions qui sont appelées distributions d’équilibre.

Malgré la encore 'impossibilité d’obtenir une solution exacte et précise nous al-
lons voir comment elles ont été évaluées en effectuant quelques considérations sur
I’entropie du systeme. Pour ce faire il est tout d’abord nécessaire de considérer la

fonction H(t) 13% 40,

H(t) = / F(x,¢,8) In(f(x, ¢, 1)) dx de (2.11)

Cette quantité varie en sens inverse de I’entropie et représente a une constante pres

l'inverse de celle-ci 133,

En dérivant cette équation par rapport au temps et en remplacant le terme 0f /0t
qu’il en résulte en utilisant ’équation de Boltzmann (2.4), ainsi que 'opérateur de

collision précédemment évoquée (2.9), H(t) devient :

QI—{— = /(lnfa-}—l)(-caVIfa)dxdca—}—/(féfé—fafb)crela(crel, 0)(In fo+1)dxdwdcyde,

ot
(2.12)

s [433] ] gavere que seul

Apres diverses considérations physiques et mathématique
le terme de collision contribue & dH/dt. De plus par 'utilisation de l'inverse de
la collision (2.9), a savoir I'opérateur @ exprimant la collision de particules entre

un état c,, ¢, pré-collision et ¢, c; post-collision (section 2.2.2), il est possible de
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déduire la formule :

on
ot

fafb
foty

_ % [Uats = faf)otn(3522) dx duw de, de (2.13)

Enfin, a partir de cette formule une étude du signe des différents termes la consti-

tuant 4 33 permet de déduire la relation treés simple :
-— <0 (2.14)

Cette formule constitue le théoreme H de Boltzmann qui stipule par opposition a
H que 'entropie d’un gaz sans corrélation qui satisfait a I’équation de Boltzmann
ne peut qu’augmenter au cours du temps %3, Il s’avére que cette augmentation
converge vers un état d’équilibre, comme celui évoqué précédemment. A cet équi-
libre I’entropie ne varie plus, cet état correspond au cas particulier ou 0H/0t = 0

et dans ce cas :

fofe = Tfolo ou Inf, +Inf, = Inf, + Inf, (2.15)

Ceci revient donc a dire que Inf est une quantité conservée avec la collision de deux
particules. Etant donné que les quantités conservées entre I’état initial et I’état final

d’une collision sont la masse, la quantité de mouvement et 1’énergie, Inf ne peut

étre qu’une combinaison linéaire de ces invariants 133

Inf=A"+Bmc — D%ch (2.16)
qui se reformule :

(2.17)
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Avec A” et A, A et D des scalaires et B un vecteur. Il est possible de déduire ces
constantes pour compléter la formule. Il suffit d’utiliser la définition de la densité
p = [mfdc (2.6), de la vitesse u = ([ mecfdc) /p (2.7), et enfin & partir de (2.8)
pour I'énergie par unité de volume kT = (% S mu?, fdc) /p. Apreés calcul des

constantes ’équation (2.17) devient :

3/2 )2
fopa=2 (ZWZ”‘BT) exp (_m(;kB;) ) (2.18)

Cette distribution particuliére est la distribution de Maxwell 4 5 33 Présentée ici

comme la solution a I’équilibre de 1’équation de Boltzmann (2.4) avec la collision
(2.9), elle est d’apres le théoréeme H la distribution particuliére vers laquelle une

distribution f quelconque doit tendre.

La distribution & I’équilibre (2.18) est un élément clef de la méthode de Boltzmann
sur réseau. Elle constitue un moyen de déduire un état mésoscopique associé a un
état macroscopique donné et elle permet de définir un opérateur de collision @) plus

simple que celui présenté par I’équation (2.9).

2.2.4 Modele BGK pour la collision

L’équation de Boltzmann précédemment détaillée décrit 1’évolution de fonctions de
distribution f d’un fluide. A partir de ces fonctions de distribution il est alors simple
de déduire les quantités macroscopiques caractérisant 1’écoulement en effectuant les
intégrations (2.6), (2.7) et (2.8). Cependant, malgré la simplicité apparente de ce

raisonnement, la pratique est compliquée par la forme de 'opérateur de collision

Q(f) (équation (2.9)).

Néanmoins la précision que ce dernier permet de déduire a un niveau microscopique

peut étre inutile pour la détermination d’un état macroscopique, or c’est cette
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dernieére échelle que la méthode de Boltzmann sur réseau cherche a déterminer.
Dans notre étude nous utilisons donc @Q(f) simplifié & nouveau de fagon a ce que

seul une valeur moyenne du précédent opérateur soit retenue :

f(x,c,t) — f9x,c,1)

QU =- - (219)

Cette opérateur de collision proposé par Bhatnagar, Gross et Krook % 37 exprime
la collision comme une relaxation des distributions f vers 1’équilibre donné par f¢?
(2.18). Celui-ci est exprimé en fonction de la densité, vitesse, et température du
fluide considéré au point d’évaluation de la collision. Cette relaxation est pondérée
par un temps 7* de I’ordre du temps moyen entre deux collisions pour une particule.
Ce temps exprime en quelque sorte la viscosité du fluide auquel se rapportent les
distributions, nous reviendrons sur sa détermination ultérieurement. Cette vision
simplifiée de la collision sera retenue pour la suite de ce mémoire, elle s’avere suffi-
sante pour exprimer les caractéristiques d'un fluide ou gaz quelconque et garantir

la conservation de la masse, de la quantité de mouvement et de 1’énergie.

Maintenant que nous avons présentés 1’équation de Boltzmann avec un modele
simplifié de collision ainsi que quelques fondements de cette derniére, nous allons
voir comment cette équation peut étre discrétisée et adaptée de fagon a pouvoir

simuler des écoulements de fluides.

2.3 L’équation de Boltzmann sur réseau

Les formulations générales évoquées dans la section précédente sont des équations
continues, c’est a dire, équation de Boltzmann, détermination de la masse volu-
mique, de la quantité de mouvement. Pour I’application numérique il est mainte-

nant nécessaire de simplifier ces équations pour pouvoir traiter un nombre fini de
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variables tout en conservant la fiabilité des résultats. Nous allons donc regarder la
détermination de I’équation de Boltzmann sur réseau, a vitesses discretes, a partir

de I’équation continue de Boltzmann.

Pour alléger la notation nous allons désormais utiliser les abréviations f(x,c;,t) =
fi(t), f(x+ ciAt, ¢, t+ At) = f;(t + At) avec ¢; une vitesse précise, nous noterons

f{% de méme.

Comme définit précédemment nous retenons ’équation de Boltzmann (2.4) avec

I'opérateur de collision simplifié BGK (2.19) :

of R PP
U evuf=—2 (- (220)

ou f est la fonction de distribution au temps ¢, a la position X pour la vitesse
microscopique c. Le parameétre 7* représente le temps de relaxation pour la collision
déterminé en fonction du fluide considéré et f€ correspond a la distribution de

Maxwell (2.18).

Les propriétés hydrodynamiques du fluide tel que la densité p et la vitesse u peuvent
étre calculées & partir des moments de f définis par les équations (2.6) et (2.7).
Comme nous I’avons évoqué, la fonction de distribution a 1’équilibre pour un état

donné est déduite de ces propriétés.

Pour pouvoir utiliser ces équations pour des simulations d’un point de vue numé-

rique il est nécessaire de les discrétiser.

2.3.1 Discrétisation de I’équation continue de Boltzmann

L’équation simplifiée (2.20) permet d’évaluer la variation des distributions dépen-

dant de ’espace, de leur vitesse et du temps. Pour une résolution numérique cette
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équation se discrétise selon chaque parameétre (12 37 401,

Tout d’abord le spectre infini des vitesses ¢ associées aux distributions en un
point doit étre discrétisé pour ne considérer qu’un nombre fini de vitesses, ¢; =
(Ciz» Ciys Ci z) €n trois dimensions avec I'indice 7 représentant la discrétisation. Cette
discrétisation est un élément clef de la méthode de Boltzmann sur réseau car elle
doit s’effectuer de fagon a conserver les quantités globales de I’écoulement. Nous
évoquerons sa détermination dans un prochain chapitre. De I’équation continue de

Boltzmann nous obtenons alors 1’équation discréte de Boltzmann :

afz - i . e
ot + szxfl = —7‘* (fz fz q) (221)

Pour déterminer 1’équation de Boltzmann sur réseau les dérivées temporelles et

spatiales sont discrétisées a leur tour pour une vitesse c; :

Ofi _ filx,t+ At) — fi(x,1)

2.22
ot At ( )
pour le temps avec At le pas de temps.
. ‘ t) — f
af; _ fi(za + Azo, t + At) — fi(za,t + At) (2.23)

Gxa A:Ea

pour l'espace avec Az, le pas géométrique dans la direction o d’un repére cartésien.

En substituant les équation (2.22) et (2.23) en trois dimensions dans ’équation de
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Boltzmann discréte (2.21) nous déduisons :

fi(x./t—|— At) — fi(x, t) T fi(ml + A.’El,t-f' At) — fi(.Tl,t + At)

1,1

At A.’El
T fi(.’lﬁg + A.’Eg, T+ At) — fi(.TQ,t + At)
1,2
Az (2.24)
fi(.’E3 + A.’Eg, T+ At) — fi($3, t+ At)
+ i3
A.’E3

= —— (1) = 510%,1)

Pour lier les différents parametres entre eux et pour pouvoir en quelque sorte suivre
les groupes de particules (héritage des automates de gaz sur réseau) le pas géomé-
trique et le pas de temps sont choisis de fagon & définir la vitesse Ax = ¢;At. Cette
relation implique que pendant un pas de temps At les groupes de particules repré-
sentés par les distributions se déplaceront de exactement un pas de discrétisation
géométrique, cette vision rejoint les méthodes de gaz sur réseau et notamment la
méthode HPP évoquées au chapitre 1.2. Une telle relation entre les parametres
nécessitera diverses considérations pour le choix des discrétisation lors des simula-
tions, nous reviendrons sur ce point ultérieurement. L’équation (2.24) peut alors

s’écrire :

Ft+ At = filx,8)  filx + ALt + At) — fi(x, ¢ + At)
At + At
_ filx + c;At, t + At) — fi(x,1) (2.25)
At

=~ (s 8) = 77(x,1)

La discrétisation aboutit donc a une relation tres simple entre les fonctions densité
de probabilité pour une méme vitesse c;, ¢’est I’équation de Boltzmann BGK sur

réseau, ainsi :

fi(x + c; At t + At) — fi(x,t) = —% (fi(x,t) — f{9(x, 1)) (2.26)
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Cette formulation explicite est divisée en deux parties représentant P'interprétation
physique de la théorie. D’abord un transport des distributions le long des vitesses
de discrétisation (membre de gauche de ’équation) ou d’un point de vue plus qua-
litatif, un déplacement des paquets de particules de vitesse similaire de maille en
maille de la discrétisation géométrique, c’est la propagation. Ensuite cette propa-
gation est pondéré par une variation du nombre d’individus du fait des interactions

entre particules (membre de droite de 1’équation), c’est la collision.

Nous venons donc de déduire ’équation de Boltzmann BGK sur réseau par discré-
tisation de I'équation de Boltzmann continue. Cependant cette formulation s’ap-
plique pour une vitesse particuliere apres discrétisation du spectre infini des vitesses
que peuvent prendre les distributions, il est maintenant nécessaire de se pencher sur
cette étape, quelle discrétisation choisir pour définir le spectre des vitesses associées

aux distributions ?

2.3.2 Discrétisation de ’espace des vitesses

L’équation de Boltzmann sur réseau (2.26) s’applique pour des fonctions de distri-
bution f de méme vitesse c;. Elle s’applique également a partir d'une discrétisation
spatiale et temporelle étroitement liée a cette vitesse de fagon & avoir un dépla-
cement de cellule en cellule comme avec le modele HPP (Chapitre 1.2). 11 y a
théoriquement une infinité de groupes de particules de vitesses c différentes, sur un
domaine de simulation il faut donc discrétiser cet ensemble de vitesses en considé-
rant des ensembles moyens de fagon & ce que le maillage (ou réseau) associé a ces
vitesses puisse assurer le déplacement des distributions & chaque pas de temps, le

tout en garantissant la conservation des quantités de base sur le domaine.

Contrairement a la discrétisation spatiaux temporelle qui peut étre adaptée de
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facon a avoir moins d’influence sur 1’écoulement a des échelles élevées devant celle
du raffinement, la discrétisation de ’espace des vitesses doit pouvoir moyenner
I’ensemble du spectre de vitesse par quelques valeurs. Cette discrétisation s’effectue

selon divers criteres 13749 .

— L’isotropie de la discrétisation. Cette derniére se vérifie par divers considérations
mathématiques [ et permet de définir si un ensemble de vitesses est suffisam-
ment invariant par rotation.

— La conservation de la masse de la méthode de Boltzmann associée a une discré-
tisation.

— La conservation de la quantité de mouvement de la méthode de Boltzmann as-
sociée a une discrétisation.

— La conservation de la quantité d’énergie de la méthode de Boltzmann associée a

une discrétisation.

Plusieurs types de discrétisations permettent de garantir ces propriétés de fagon
satisfaisante, des exemples couramment employés en 1, 2 et 3D sont respectivement
la discrétisation D1Q3 (1D et 3 vitesses de discrétisation), D2Q9 (2D et 9 vitesses
de discrétisation) et D3Q19 (3D et 19 vitesses de discrétisation). La représentation
de ces discrétisations peut étre visualisée a la figure 2.2. Dans le cadre de ce mé-
moire nous allons uniquement nous pencher sur le modeéle D2Q9. Ce modeéle sera
utilisé pour des simulations en deux dimensions sans prise en compte du role de la

température.

Maintenant que nous avons présenté 1’équation de Boltzmann sur réseau ainsi que
la discrétisation des vitesses du réseau D2Q9, nous allons voir les différentes adap-
tation permettant de mettre en oeuvre ce modele. Avant cela nous allons voir une
simplification utilisée par la méthode de Boltzmann sur réseau, c’est a dire la sim-

plification de la distribution a 1’équilibre.



D1Q3, 1vitesse nulle au centre et
2 vitesses sur l'axe

D2Q9, 1vitesse nulle au centre et
8 vitesses dans le plan

D3Q19, 1vitesse nulle au centre et
18 vitesses dans l'espace

FIGURE 2.2 Quelques exemples de discrétisation de I'espace de phase.
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2.3.3 Approximation de la distribution a I’équilibre

La formulation de la distribution a ’équilibre comme nous ’avons présenté corres-
pond pour le modele BGK & celle de la distribution de Maxwell (2.18). Pour la
méthode de Boltzmann cette formule peut étre simplifiée en fonction des vitesses

discrétisées par un développement en série de Taylor de ’exponentielle par rapport

u [37:39; 40] .
(g c.u u’
fo0+ ) =Fewp | 2kBT}
= £(0) + uf(0) + % F(0) + O(u) (2.27)

—s(1+ (c u)? u?
B kBT 2(kgT)?  2kpT
avec J = Wexp [%] Une telle approximation est applicable pour des

écoulements quasi-incompressibles a faible nombre de Mach. Pour ce cas la formu-

lation générale de la distribution a I’équilibre devient donc :

R co——— {——(c—)—?] (1+ oy (cw ) (2.28)

(2WkBT)3/2 QkBT kBT 2([\73T)2 QkBT

Il est notable que la partie correspondant & § dans cette équation équivaut a la
distribution de Maxwell pour une vitesse u nulle. Ainsi la distribution f¢¢ pour
une vitesse u quelconque est exprimée comme proportionnelle a une distribution a
I’équilibre ol u = 0, ou les distributions exprimeraient un état ou le fluide serait

statique.

Cette formulation simplifiée va maintenant nous permettre d’adapter intégralement
I’équation de Boltzmann a une discrétisation particuliere de l’espace des vitesses,

la discrétisation D2QQ9.
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Vitesses verticales ou hortzontales de norme o

€12, L34 = {F£c. 0}, (0, £0)

Vitesses transversales de norme +/ 2¢.

ese78 = (e, £¢)

Vitesse nulle pour les particules immobiles.
gy = (O 0}

FIGURE 2.3 Maille élémentaire du réseau D2Q9.

2.3.4 Discrétisation du type D2Q9 de ’équation de Boltzmann

Nous avons vu que pour des applications numériques l’équation de Boltzmann
a été discrétisée dans ’espace, le temps et l'espace des vitesses. Ces différentes
discrétisations sont liées les unes aux autres par une dépendance du pas géométrique

au pas de temps en fonction de la vitesse de discrétisation Ax = ¢; At.

Comme nous ’avons mentionné, dans le cadre de ce mémoire nous utiliserons un
unique type de réseau 2D, c’est a dire le réseau D2Q9 (2 dimensions et 9 vitesses
de discrétisation). La forme des cellules élémentaires de ce réseau est précisée a la

figure 2.3, ainsi que les vitesses associées a chaque direction.

Connaissant cette discrétisation il est maintenant possible d’expliciter divers for-

mulation générales abordées précédemment pour les adapter & ce réseau 37 49,

Tout d’abord, les grandeurs macroscopiques sont liées aux distributions par les
intégrales (2.6) et (2.7). Ainsi pour un réseau D2Q9 a 9 vitesses, l'intégrale devrait

pouvoir étre réduite & une somme finie sur les 7 vitesses de discrétisation en un
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point a un instant donné, c’est a dire :

px,t) = 3 filx1) = [ f(e)de (2.20)

i=1,9

px,hu(x,t) = > cifi(x,t) = /cf(c)dc (2.30)

i=1,9
pour déterminer respectivement la densité et la vitesse sur un volume unitaire. Il

faut noter que la masse m des particules est considérée unitaire dans ces formules.

Un autre élément important, déja largement évoqué, est la distribution a 1’équi-
libre f€9. Sa définition a précédemment été précisée et simplifiée pour aboutir a
I'équation (2.28) pour le modele BGK déduite des distributions de Maxwell (2.18).
Avec la discrétisation des vitesses il est possible d’associer des distributions f;/? a
chaque vitesse c;. Ceci permet de déduire une formulation discréte des distributions

a I’équilibre sous la forme suivante :

Fe1(p,u) = p= (1 + ]:"u + (ciu)® u? ) (2.31)

20 T ' 2(kgT)? 2kgT

Comme évoqué dans la section précédente, ces distributions locales sont formulés
comme une variation par rapport a un équilibre ou I’écoulement est statique au
niveau macroscopique. Pour chaque vitesse c; 1'équilibre est exprimé par des poids

w;.

La détermination de ces poids w; dépend de la discrétisation des vitesses utili-
sées et donc du type de réseau utilisé. Pour les obtenir il suffit d’appliquer a ces
distributions w;, traduisant un écoulement stagnant, les contraintes d’isotropie,
conservation de masse, quantité de mouvement et énergie, utilisées pour le choix

de la discrétisation de vitesse. Avec les vitesses ¢; correspondant a celles du réseau
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D2Q9 (figure 2.3) il est possible d’obtenir [40)

Wi934 _ 1
Po 9
Ws,6,7.8 _ 1
Po 36
wo 4 (2.32)
po 9
k 2
B _C o2
) 3

ou ¢, exprime la vitesse du son sur le réseau. Avec ces derniéres remarques spéci-
fiques au réseau D2Q9, nous venons de finaliser la détermination des équations de
la méthode de Boltzmann sur réseau telles que nous allons les utiliser pour réaliser

un code de simulation d’écoulements fluides.

Nous allons maintenant résumer les différents éléments de la méthode BGK de
Boltzmann sur réseau D2Q9 et apporter quelques compléments sur ses caractéris-

tiques numériques.

2.4 Meéthode de Boltzmann sur réseau BGK

A partir de la discrétisation de I’équation de Boltzmann, nous avons présenté un
modele pouvant étre utilisé pour effectuer des simulations sur un domaine fluide en
se basant sur le transport de distributions de probabilité f sur un réseau associé.
Avant de nous concentrer plus précisément sur la mise en application de ce modele
nous allons résumer les éléments clef puis nous observerons rapidement sa validité

et ses limites.
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2.4.1 Principe de la méthode de Boltzmann sur réseau D2Q9

Nous avons présenté un ensemble de relations permettant d’effectuer le simulation
d’un écoulement de fluide par déplacement de distributions de probabilité de cellule

en cellule dans 'esprit des automates de gaz sur réseau.

A partir d’un état connu des distributions f; au temps t, il est possible de déduire

les grandeurs macroscopiques de 1’écoulement :

p(x.t) = Y fi(x,1) (2.33)

i=1,9
px,thu(x,t) = > c;fi(x,1) (2.34)
i=1,9
Ces grandeurs macroscopiques permettent de définir un équilibre idéal vers lequel
les distributions devraient tendre. Les distributions & I’équilibre idéal f;? sont ex-

primées de fagon discréte pour chaque vitesse ¢; du réseauen x a t :

e P cu  9(cu)® 3u’
is1234(p 1) = ¢ <1 +3—+ = ) _22

9 c 2 2 ¢?
. p cu  9(cu)?* 3u?
fi25,6,7,8(p’ u) = 36 (1 +3 o2 + 2 4 92 (2.35)
4p 3u’
eq == (1 =—
feto) =2 (1-5%)

Tel que déja exprimé, les distributions f;(t) devraient tendre vers ces équilibres
f{4(t) pendant At. Cette propriété est caractérisée par une relaxation en fonction
d’un temps caractéristique 7* qui illustre la variation des distributions entre f;(¢)
et fi(t+ At). Cette étape, appelée collision, est représentée par le membre de droite

de 'équation de Boltzmann discrétisée (2.36) :

At

fi(x + c; At t + At) — fi(x,t) = - (fi(x,t) — f{(x,1)) (2.36)
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Enfin, en plus d’une variation des populations associées & chaque distribution f;
pendant At, celles-ci se déplacent selon chaque vitesse ¢; et passent d’une position x
a x+c¢;At. Cette derniére étape, la propagation, apparait également dans ’équation

(2.36) et correspond au transport des groupes de particules le long de c;.

A la fin de ce raisonnement un nouvel état de la fonction f est connue a t + At.
A partir de celui-ci un nouvel état macroscopique peut étre déduit, puis un nouvel

équilibre idéal, et ainsi I'état ¢ + 2At, et les suivants.

Cette procédure constitue la méthode de Boltzmann sur réseau que nous étudie-
rons plus précisément lors de sa mise en oeuvre d’un point de vue algorithmique au
chapitre suivant. Avant cela, il est important de vérifier que ces quelques équations
treés simples puissent bel et bien étre utilisées pour des simulations d’écoulements
fluides, comme le font les équations de Navier-Stokes. De plus, il faut encore ex-
pliciter un parametre important, le temps de relaxation 7*. Ces derniéres étapes
du développement de I’équation de Boltzmann sur réseau vont s’effectuer par une

rapide étude du développement. de Chapman-Enskog.

2.4.2 Développement de Chapman-Enskog

L’expansion de Chapman-Enskog, présenté dans la référence 1, également appelé
analyse multi-échelle, est un développement qui permet de lier I’équation de trans-
port de Boltzmann aux équations de Navier-Stokes. A partir de ce développement
il est possible d’expliciter certains termes non directement présents dans I’équation

de Boltzmann discrétisée, a savoir le temps de relaxation 7* et la pression P.

Le principe de ce développement est de considérer que 1’écoulement macroscopique

correspond a la vision moyenne d’un écoulement mésoscopique perturbé. Ces per-
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turbations s’expriment en fonction du nombre de Knudsen € :

€ =

A (2.37)
L.

Il correspond au ratio entre la distance moyenne entre deux collision de particules et
la longueur macroscopique caractéristique du systéme simulé. Le terme A définit la
distance parcourue par une particule entre deux collisions avec d’autres particules.
Elle caractérise en quelque sorte la densité de particules et indirectement la viscosité
du fluide. L. de son coté précise les dimensions du domaine macroscopique, elle
peut par exemple définir la taille d’un obstacle. Notons que pour considérer comme

continu le fluide entourant un obstacle il faut € < 1.

Avec ces éléments les différents parametres de ’équation de Boltzmann sur réseau
(2.36), soit t, x et f;, sont segmentés en différents contributions pour différentes
échelles de ’écoulement plus ou moins petites les unes par rapport aux autres, se
rapportant a différents phénomeénes représentés comme 1’advection ou la diffusion.

Les différentes variables sont de la forme :

V=Y vpe” (2.38)

Suite a un développement de Taylor au second ordre de I’équation de Boltzmann sur
réseau (2.36) avec la formulation (2.38) pour les différents parameétres, en observant
séparément les contributions des différentes composantes en €”, il est possible de

déduire les équations caractéristiques de ’écoulement au niveau macroscopique.

Ainsi il est possible de déduire I’équation de continuité :

op
— . = 2.
Y +V-(pu)=0 (2.39)
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et I’équation du mouvement sans force extérieure :

Ou 1
bt Vu=--VP ‘
v +uVu \Y (2.40)

Ces équations s’obtiennent avec un développement de Taylor au premier ordre de
I’équation de Boltzmann sur réseau apres changement des variables selon I'équation

(2.38). Dans ce premier développement la pression P a été définie telle que :

kT

P=—p (2.41)
m
ou encore comme :
2
P = %p =cp (2.42)

d’apres les relations (2.32). Ensuite, en étudiant le second ordre du développement
de I’équation de Boltzmann sur réseau les relations précédentes sont précisées et
les équations de Navier-Stokes en régime incompressible et sans considération de

forces extérieures sont retrouvées :

V-ou=0 (2.43)

ou +uV.au = ——l-VP +vV2u (2.44)
ot p

De cette derniére, le lien entre le temps de relaxation 7* et sa formulation adimen-

sionnelle 7 = g; avec la viscosité cinématique v est obtenu par analogie lors du
développement :
2 At 2At 1
VvV = C_ 7'* _— — ¢ <T — —') (2.45)
3 2 3 2

401 Cette analyse

Nous venons donc d’aborder le principe de ’analyse multi-échelle
permet de souligner le lien entre les équations de Navier-Stokes incompressibles

(2.43, 2.44) et 1’équation de Boltzmann BGK. Cette étude permet de compléter
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le lien entre les mondes macroscopiques et microscopiques en explicitant le lien
entre viscosité cinématique v et temps caractéristique de relaxation 7*. Un temps

caractéristique adimensionnalisé a également été définit et sera désormais utilisé.

Nous avons donc terminé la présentation des différentes équations de la méthode
de Boltzmann sur réseau. Cependant un certain nombre de suppositions et simpli-
fications ont été utilisés et bien qu’élégante la formulation de Boltzmann BGK sur

réseau D2Q9 posséde un certain nombre de limitations.

2.4.3 Propriétés numériques de la méthode de Boltzmann sur réseau

La méthode de Boltzmann sur réseau par une discrétisation judicieuse de 1’équa-
tion de Boltzmann se réduit & quelques équations simples et un réseau associé.
Maintenant il est bon d’aborder quelques une de ses propriétés numériques liées a

un tel développement [37 40},

2.4.3.1 Précision

Le terme précision fait référence a l'erreur introduite par le remplacement des
opérateurs différentiels de 1’équation de Boltzmann par des différences finies. D’un
point de vue spatial aussi bien que temporel, la formulation de la méthode par
I’association des distributions a des vitesses de discrétisation opposées implique
une précision d’ordre deux en espace et en temps ], Cependant une telle précision
concerne la méthode au coeur du fluide, avec I'imposition des conditions frontieres
le non respect de la symétrie des cellules sur les bord peut affecter cette précision,

notamment spatialement.
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2.4.3.2 Stabilité

Cette propriété doit étre considéré en permanence pour la réalisation de simula-
tions numériques par la méthode de Boltzmann sur réseau comme avec toute autre

méthode de simulation numérique.

La premiere condition de stabilité concerne la capacité que possede la méthode a
transporter 'information et elle s’exprime par la condition de Courant-Friedrichs-

Lewy (CFL), dont le nombre de Courant est :

. uAt

C=2Az

<1 (2.46)

Etant donné le lien entre le pas de temps et le pas géométrique Ax = ¢;At, imposé
lors de la définition du réseau, la condition CFL se réduit a C = M < 1, M repré-
sentant le nombre de Mach. D’apres la définition de la méthode et notamment des
distributions d’équilibre cette condition de stabilité devrait étre automatiquement
remplie si la condition d’incompressibilité M << 1 de la définition des distribu-
tions d’équilibre a bien été respectée. Nous verrons qu’en pratique la vitesse c;
est normalisée a 1, ainsi la condition CFL et d’incompressiblité se réduisent a une

condition sur la vitesse u << 1.

Une autre condition de stabilité bien plus problématique en application concerne
la limitation sur le temps de relaxation 7 et indirectement la viscosité. Selon le
type de fluide représenté et le pas de discrétisation utilisé le temps caractéristique
de la collision varie entre la limite inférieure 1/2, représentant une viscosité quasi
nulle, et la limite supérieure +0co pour une viscosité quasi infinie. Au voisinage
de ces bornes la méthode de Boltzmann sur réseau devient fortement instable, ces
instabilités pouvant se former initialement & proximité des zones de discontinui-

tés comme les frontiéres solides ou fluide du domaine ou a proximité de vortex
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dans l’écoulement. Cette contrainte sur la viscosité constitue une limitation pour
les simulations d’écoulements a haut nombre de Reynolds et turbulents, certaines

37; 42]

méthodes de prise en compte de la turbulence [% 28 peuvent cependant palier

ce probleme dans une certaine mesure.

Ces quelques considérations sur la stabilité sont a retenir pour la mise en application
de la méthode de Boltzmann sur réseau car elles représentent les principales sources

d’instabilité d’une simulation.

2.4.3.3 Lien entre précision, stabilité et temps simulé

Pour conclure notre étude de la méthode de Boltzmann sur réseau présentée au
cours de ce chapitre et avant de voir comment cette derniére est utilisée en pratique
pour la simulation d’écoulements, nous allons rapidement nous pencher sur quelques
considération générales utiles pour une mise en application efficace de la méthode
de Boltzmann sur réseau. Afin d’employer la méthode de Boltzmann sur réseau de

fagon optimale il est important d’avoir a I’esprit les considérations suivantes.

Les différents parameétres caractéristiques du réseau, a savoir le pas géométrique
Az, le pas de temps At et le temps de relaxation 7 sont liés les uns aux autres
par les relations Ax = c;At et v = %A—t (T - %) Ainsi, pour une simulation sur
un domaine quelconque, plus le pas Az est petit, plus la simulation sera précise
mais plus le pas At sera court, plus I’évolution temporelle de la simulation sera
longue. Inversement un pas géométrique grand impliquera un pas de temps grand,
la simulation évoluera alors plus rapidement mais sera moins précise. Maintenant
que la précision a été évaluée il faut également souligner la stabilité de la simulation.

On note que la diminution de At géneére inversement une augmentation du temps de

relaxation. Ainsi, lorsque une simulation est caractérisée par un temps de relaxation
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trop petit la limite de stabilité 7 = 1/2 est approchée. Inversement une simulation

stable peut devenir instable si les pas Az et At sont trop agrandis.

Ces quelques notions sur les liens entre les parametres du réseau sont importantes
pour un emploi optimisé du modeéle de Boltzmann sur réseau lors de son utilisation

pour la simulation d’écoulements.

Maintenant que nous avons définit les équations de la méthode de Boltzmann sur

réseau nous allons voir comment les implémenter en pratique.
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CHAPITRE 3

APPLICATION DE LA METHODE DE BOLTZMANN SUR
RESEAU D2Q9

Dans le chapitre précédent nous avons définit une discrétisation temporelle et spa-
tiale de I'équation de transport de Boltzmann pour déduire I’équation de Boltzmann
sur réseau. Nous avons observé qu’a partir de considérations sur le comportement
de molécules, ou plutét groupes de molécules, il est possible de relier ces derniers
au comportement global du fluide. Dans ce second chapitre nous allons retenir
I’équation qui a été définie et nous allons voir de quelle fagon cette derniere peut
étre programmée pour simuler des écoulements. Nous effectuerons ensuite diverses
précisions nécessaires pour utiliser le modele comme tout autre méthode de simu-
lation : imposition de conditions frontieres, 1’évaluation des efforts s’appliquant

sur des parois solides, 'utilisation de raffinements.

3.1 Simulation avec le modele D2Q9

Pour commencer nous allons reprendre les équations du modele de Boltzmann sur
réseau D2Q9 (section 2.4.1) et voir de quelle fagon s’applique les techniques de colli-
sion, propagation. Mais, avant cela il est important d’aborder 1’adimensionalisation

des équations.
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3.1.1 Adimensionalisation des parametres

Jusqu’a présent, nous avons présenté 1’équation de Boltzmann sur réseau dans
un systéme d’unités physiques. Cependant, pour des raisons de simplification de
son implémentation elle est généralement utilisée de fagon adimensionnelle par

I'utilisation d’un systéme d’unités basé sur le réseau.

Les distributions de probabilité f ainsi que le temps de relaxation 7 sont de par
leur définition déja des quantités en unités de réseau, ces derniéres restent donc les
mémes pour le reste de notre étude. Pour ce qui est des quantités modifiées elles

seront désormais formulées avec une barre (7) au dessus de la variable.

La base de ’adimensionalisation se réduit au fait que les pas géométrique Az et
temporel At ne sont plus utilisés physiquement, mais en terme d’'unités de réseau.
Nous avons donc les quantités Az = 1 et At = 1 définissant le réseau. De par
leur définition, les vitesses de discrétisation du réseau D2Q9 sont alors basées sur

e

~; = 1. Ces variables de réseau permettent également de définir la

la vitesse ¢ =

coordonnée z et le temps ¢t adimensionnels.

La densité du fluide est également normalisée en fonction de la densité physique du
fluide pg tel que p = }% = 1. Nous avons vu que la méthode est quasi-incompressible,
selon la masse volumique du fluide choisit p devrait donc rester constante et uni-
taire. Cependant, l'incompressibilité n’est pas parfaite et une légere variation par

rapport a I'unité est en permanence observée.

Ainsi, a partir de ces différentes considérations d’adimensionalisation les équations

de base du modéle de Boltzmann sur réseau D2Q9, formules (2.33), (2.34), (2.35)
et (2.36) deviennent :

%8 = 3 A% (3.1)

i=1,9
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Variables Physiques Sur réseau Relation
Densité I p P = pop
Distribution fi fi -

Temps de relaxation T* T T*=AtT

Pas géométrique Az Az =1 —

Pas de temps At At =1 -

Vitesse sur réseau c= A—f c=1 —
Viscosité uz%@—% 17=%(7'—%> v=clAxp
Coordonnées X X x=Azrx
Temps t t t=Att
Vitesse u u u=cu
Accélération a a a=x2a g=4x§
Masse m m en 2D m = pyAz’*m

p(iv t)u(xs E) = Z eijz(iv t) (3'2)
=19
_ 0 _ 9 _ 3_
Fehaaalp ) = & (1+3edt+ S(ea) - 53°)
_ o 3_
Fe%s a5, ®) = o (14 360 + S () - 50°) (3.3)
- 4p 3_
feto(py8) = 2 (1- 58
filk+e,T+1) = fi(&D) - % (Fi%,8) - £2%,D) (3.4)

ol les e; représentent les vecteurs de discrétisation ¢; normalisés.
La pression et la viscosité s’expriment 3 leur tour & partir des équations (2.42),

(2.45) :
(3.5)

(3.6)

Ces équations simplifiées sont celles que nous allons programmer afin de simuler
des écoulements fluides. Le tableau 3.1 résume ’adimensionalisation, le lien entre

chaque grandeur physique et la grandeur associée en dimensions du réseau.
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Cette étape constitue une simple généralisation des équations ainsi qu’une sim-
plification en normalisant les grandeurs sur le réseau. Dans la partie résultats de
ce mémoire (Chapitre 4) nous verrons quelques exemples pratiques pour illustrer
le raisonnement a suivre pour passer de grandeurs physiques aux grandeurs de

simulation en unités de réseau lors d’applications concrétes.

A partir de ces formules simplifiées nous allons maintenant reprendre les explica-
tions de la section 2.4.1 sur le fonctionnement de la méthode de Boltzmann sur
réseau. Nous allons voir sa mise en oeuvre et le principe algorithmique de collision,

propagation.

3.1.2 Concepts de collision et de propagation

Le domaine d’étude une fois discrétisé géométriquement avec un réseau régulier de
mailles D2Q9 se résume a un nombre fini de cellules ou ’activité microscopique
du fluide est considérée par l'utilisation de 9 distributions associées a 9 vitesses de
discrétisation (figures 3.1 et 3.2). L’évaluation de I'évolution de ces distributions
suit le raisonnement de collision et de propagation. Dans les équations adimension-
nalisées, la collision illustre la variation des distributions entre deux pas de temps
consécutifs ¢ et £ + 1, c’est le membre de droite de I’équation (3.4). Cette étape
permet de définir un état post-collision f; &  + 1 associé & une distribution parti-

culiére f; & t. La figure 3.3 illustre cette modification sur la cellule de coordonnées
[i, 7] :

~ - 1 _ -

fixT+1) = fix 1) - (fix D) - f1(%.5)) (3.7)
Par la collision les 9 distributions sur une cellule sont modifiées. Nous remarquons
a la figure 3.3, que les distributions dans chaque direction sont représentés par des

fleches de tailles différentes. Ceci est seulement employé dans le but de noter leur

grandeur et ne doit pas étre confondu avec leurs vitesses de propagation qui elles
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FIGURE 3.3 Collision sur une cellule [z, j].
ont été fixées lors de la détermination du réseau D2Q9.

Cette étape représente donc 'influence qu’exercent les distributions les unes sur
les autres et évalue les variation que devraient subir ces dernieres lors de 1’étape

suivante appelée propagation.

Une fois I’étape de collision appliquée a I’ensemble du domaine, les distributions
post-collision f; doivent étre propagées pour compléter le pas de temps. Ces der-
niéres doivent se déplacer d’exactement une cellule le long de leur vitesse associée

e;. Cette étape revient & compléter application de I’équation (3.4) :
filx+ent+1) = fi(x,t+1) (3.8)

Cette propagation des distributions entre deux pas de temps consécutifs est illustrée
& la figure 3.4. Pour chaque cellule les 8 distributions sont copiées sur la cellule
adjacente dans la direction des vecteurs de discrétisation du réseau (figure 2.3), le

9%®me groupe correspondant aux particules statiques n’est pas propagé.



50

j+1 2 'Y

jo-1 ® I
i-1 i i+l + i-1 i i+1

Silli- g6 11) FliJ] et +1)
Distributions post-collision Distributions propagées sur

sur la cellule [¢,j] A £ 41 les cellules [i, ] te; af+1

FIGURE 3.4 Propagation des distributions post-collision depuis une cellule [z, j].

Une fois cette propagation appliquée a toute les cellules du domaine, un nouvel
état & t + 1 sera définit pour chaque cellule par la propagation depuis ses 8 cellules
adjacentes. La détermination de ce nouvel état pour une cellule [i, j] est illustré
a la figure 3.5. Sur celle-ci, I'image de gauche illustre I’ensemble des distributions
post-collision sur la cellule [z, j] et ses cellules adjacentes. Sur I'image de droite,
apres la propagation, les cellules adjacentes ont chacune contribué a définir 1’état
t+ 1 sur la cellule [z, j] par la propagation d’une distribution dans chaque direction

(distributions en bleu).

Ainsi ce processus de collision et de propagation représente 1’évolution de I’écoule-
ment sur le domaine entre deux pas de temps t et t+ 1 en séparant 1’équation (3.4)
en deux étapes. Pour effectuer une simulation il suffit de recommencer ces étapes

pour le nombre de pas de temps & simuler.

Avec 'adimensionalisation et les concepts de collision et de propagation nous avons

résumé la base de la méthode de Boltzmann sur réseau. Il s’agit des étapes simples
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qui permettent la simulation d’écoulements.

3.1.3 Algorithme de base de la méthode de Boltzmann sur réseau

Nous allons résumer comment les différentes étapes et concepts présentés jusqu’a

maintenant se succédent lors d’une simulation [38 40l

— Discrétisation du domaine de simulation et adimensionalisation des
parametres. (sections 3.1.2,3.1.1)

— Définition d’un état initial.
Cet état initial se détermine en fonction de la densité gy = p(X,t = 0) et des
vitesses macroscopiques iy = (X, t = 0) sur le domaine. Un écoulement stagnant
ou une solution particuliére peuvent étre imposés, nous expliquerons comment
dans la section 3.2 dédié aux conditions aux limites.

— Etape de collision. (section 3.1.2)
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Passage de f;(t) & fi(t + 1).

- Etape de propagation. (section 3.1.2)
Déplacement de f;(t+ 1) & fi(f+1).

— Prise en compte des conditions frontiéres, imposition de forces volu-
miques.
Tel que nous le verrons section 3.2, les distributions f;(t+ 1) peuvent étre modi-
fiées sur certaines cellules a cette étape.

— Détermination de I’état macroscopique a t+1.
Les f,-(f + 1) connues désormais sur tout le domaine permettent de déduire la
densité p(X,t+ 1) et les composantes de la vitesse u(x,t+ 1) par sommation des
distributions selon les équations (3.1) et (3.2).

- Nouvelle itération en temps t=t+1.
A partir de cette étape, & t+ 1 le domaine est complétement définit, aussi bien &
un niveau mésoscopique que macroscopique. Pour passer au temps t + 2 il suffit
de reprendre le raisonnement et de calculer un nouvel état post-collision et ainsi
de suite. La simulation se terminera lorsque le nombre souhaité d’itérations sera

effectuée ou qu’un critére d’arrét sera atteint.

Ces quelques étapes du raisonnement de base a suivre pour mettre en application
la méthode de Boltzmann sur réseau sont schématisées par un algorithme présenté
a la figure 3.6. Cet algorithme de calcul représente ’essentiel de la méthode de
Boltzmann sur réseau. Pour compléter la méthode nous allons maintenant voir un

point important non encore détaillé, I'imposition des conditions aux limites.

3.2 Conditions aux limites appliquées au modele D2Q9

Une infinité d’états microscopiques peuvent caractériser un méme état macrosco-

pique, étant donné que les distributions sont une formulation moyennée de cette
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activité microscopique du fluide une infinité de combinaisons des distributions dis-
crétisées peuvent ainsi donner un méme champ de vitesse ou de pression. Quelles
distributions imposer sur une paroi ou un domaine pour représenter une vitesse,

pression, sans affecter I’état mésoscopique 7

3.2.1 Conditions initiales

Pour ce cas il v a peu de possibilités pour le choix des distributions. Le seul état
qui peut étre définit pour un champ de vitesse donné et un champ de pression sans
autres informations sont les distributions a I’équilibre définies par les équations
(3.3) B% 49 Cet état macroscopique initial peut étre le cas d’un fluide stagnant ou
bien possédant une vitesse constante ou encore une solution obtenue par d’autres

méthodes.

3.2.2 Conditions frontiéres

Pour ce second cas nous possédons alors plus d’information sur le fluide au niveau
mésoscopique. Lors de la résolution sur un domaine par la méthode de Boltzmann
sur réseau, les distributions sur un noeud entre deux pas de temps sont déduites
des conditions sur les noeuds fluides adjacents. Si un noeud se trouve sur le bord du
domaine, ’absence de noeuds fluides adjacents dans certaines directions générera
le manque de certaines distributions pour définir 1’état du fluide sur la paroi. Un
cas particulier o un noeud sur une paroi ne peut étre completement définit du fait
du manque de trois distributions fs, f2 et fg apres la collision et la propagation est
présenté figure 3.7. L’'imposition de conditions frontiéres consiste a compléter ces
distributions manquantes ou a imposer un nouveau jeu de distributions aux limites

du domaine de fagon & représenter une condition souhaitée de vitesse, pression, etc.
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au bord du domaine.

Différents types de conditions frontieres peuvent étre utilisées, certaines élémen-
taires ne se basent que sur des considérations mésoscopiques concernant le fluide,
c’est le cas des conditions frontiéres périodiques ou de non glissement a la pa-
roi [37: 38 401 D’autres plus complétes permettent de “choisir” un état mésoscopique

a partir de la connaissance de la vitesse ou pression [16 21; 26; 37; 38; 40; 43]

3.2.2.1 Conditions frontiéres mésoscopiques

Ces premieres sont les plus simples et les plus stables, elles exploitent trés bien les

principes de collision et de propagation de la méthode de Boltzmann sur réseau.

~ Les conditions frontiéres périodiques 137 38! : Ce type de condition frontiére
est utilisé dans le cas particulier de milieux infinis car elles permettent de boucler
les frontieres les unes aux autres. Les distributions sortant du domaine d’un c6té
y sont juste renvoyées sur les noeuds du c6té opposé. Pour le cas d’'un canal
infini que les distributions fi, fs et f5 correspondant a une sortie du fluide sur

les noeuds du coté Est sont directement transférés aux distributions fi, fs, f5
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FIGURE 3.8 Renvoie périodique des distributions dans le cas d’un canal.

sur le co6té Ouest (figure 3.8). Un raisonnement similaire peut s’appliquer dans
chaque direction. Ce type de condition frontiere est treés simple, elle nécessite
peu de calculs, et ne génere pas d’instabilités. Sont utilisation reste cependant
restreinte a quelques cas.

Les conditions frontiéres du type paroi solide [3% 38 : Ce type de frontiére
est utile pour représenter la condition de non glissement pariétal a l'interface
entre un fluide et un solide. Pour la programmation de cette derniére la paroi
solide est définie tout comme le fluide par des cellules appartenant au réseau
(figure 3.9).

Les cellules se situant dans le solide sont appelés cellules solides et les cellules
dans le fluide cellules fluides. Pour un lien (ou plus exactement une direction de
propagation) i, entre un noeud fluide et un noeud solide adjacent, nous pouvons
imposer la condition frontiére appelée méthode de renvoie directe. Elle consiste
a renvoyer les distributions f; allant du fluide vers le solide sur leur noeud fluide

de départ dans la direction directement opposée. Plus simplement entre deux pas
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FIGURE 3.10 Renvoie directe des distributions sur une cellule.

de temps avec la méthode de renvoie directe, la propagation le long de la paroi

s’effectue telle que :

foi(z, t+1) = fi(z, t+1) (3.9)

ou —i représente la direction opposée & i, par exemple si i = 6, —i = 8. Une
telle prise en compte de la paroi solide garantit une vitesse nulle au niveau de
'interface fluide solide. Le principe du renvoie directe est illustré figure 3.10.

Nous avons présenté la technique du revoie directe sur un mur lisse (figure 3.10),
mais cette derniere s’applique aussi bien pour des coins que des angles solides

avec la réflexion de 1 a 7 distributions. Cette méthode appliquée sur des parois



o8

situés a mi-chemin entre noeuds solides et noeuds fluides maintient parfaitement
les caractéristiques numériques de la méthode. Par sa précision et simplicité
cette technique permet a la méthode de Boltzmann sur réseau d’étre efficace
pour la résolution directe de probleme dans des géométries complexes, comme
par exemple les écoulements en milieu poreux. Cependant, dans certains cas son
incapacité a suivre parfaitement le bord de la paroi peut étre une source d’impré-
cision, notamment quand la paroi solide est curviligne. Cette approximation, dite
en escalier, est illustrée a la figure 3.9. Nous verrons que différentes techniques

utilisant des interpolations ont été développées pour palier a ce probléme.

Nous allons maintenant nous pencher sur une autre catégorie de conditions fron-
tieres plus complexes, mais nécessaires pour imposer des quantités macroscopiques

sur les limites du domaine afin d’élargir le champ d’application de la méthode.

3.2.2.2 Conditions frontiéres macroscopiques

Une grande variété de fagons d’imposer des grandeurs macroscopiques aux parois

[16; 21; 26; 37; 38, 43] ' chacune possédant ses avantages ou inconvé-

ont été développées
nients en terme de stabilité ou précision. Nous allons rapidement présenter certaines

d’entre elles retenues pour les applications numériques.

- Conditions frontiéres de Zou et He [*3! : La méthode proposée par Zou et
He s’applique aux parois lisses, elle permet de compléter les trois distributions
manquantes en fonction de ’état macroscopique souhaité a la paroi et en fonction
des six distributions déja obtenues des cellules adjacentes. Pour expliquer le
principe de fonctionnement de la méthode nous considérons le cas particulier
d’un canal pour lequel nous voulons imposer une entrée de fluide a la vitesse
Ug = [Uz,0, Uyo] sur la face latérale Ouest. Apres la propagation sur le domaine,

de fagon similaire & ce qui est illustré a la figure 3.7, les distributions fs, f3, fi,
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fe, f7 et fo sont connues, les distributions fi, f5 et fs sont a déterminer.
Pour la résolution on utilise la définition de 1’état macroscopique donné par les

équations (3.1) et (3.2), sur les noeuds de la frontiere on a donc les relations :

fitfs+fs=p—(fat fs+ fat+ fo+ fr+ fo) (3.10)
fit fs+ fs=pugo+ (fs+ fo + f7) (3.11)
fs = fs = puyo ~ (fo— fa+ fo — f2) (3.12)

La densité p sur chaque noeud de la paroi, donc indirectement la pression sur

chaque cellule, découle de ces relations et est explicitée par la formule :

;[f9+f2+f4+2(f3+f6+f7)] (3.13)

p= l—um’o

Maintenant que l’état macroscopique a obtenir est complétement déterminé, une
supposition permet d’expliciter les distributions correspondantes, a savoir que
la variation par rapport a l’équilibre des distributions normales & la paroi soit

constante.

h=H=f-f (3.14)

Cette contrainte permet de choisir un état mésoscopique particulier pour com-
pléter les distributions manquantes en fonction d’un état macroscopique voulu.
De la définition des distributions & 1’équilibre, équations (3.3), la distribution

normale & la paroi f; s’exprime en fonction de f3 et (3.13) :

2

h=fs+ gpuz,o (3~15)

A partir des relations (3.11) et (3.12) on déduit les deux distributions encore
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mangquantes
1 1 1
fs=fr+ §(f4 - f2) + gpuz,o + §Puy,o (3.16)
) 1 1 1
fe=fo+ Q(fz ~ fa) + gPla0 = 5PUy0 (3.17)

En connaissant la vitesse en entrée nous avons donc complété les distributions
manquantes de fagon a définir un état macroscopique voulu sur la paroi en entrée.
Un raisonnement similaire peut s’appliquer sur les autres parois si l’on souhaite
imposer une vitesse a la frontiére qu’elle soit normale, tangentielle ou avec un
angle d’entrée.

Maintenant si au lieu de la vitesse c’est la pression que nous souhaitons imposer,
un raisonnement similaire est suivit. De la méme facon que pour la vitesse, a
partir des formules (3.1), (3.2) et (3.14), les distributions manquantes sur la
paroi peuvent étre complétées en connaissant la densité pg déduite de la pression
a imposer Py = c2py = 2.

Ainsi, par cette méthode il est possible d’imposer des vitesses, des pressions,
et par différentes combinaisons des conditions imposées il est possible de géné-
rer des écoulements par différence de pression, imposition de profils de vitesse
particuliers ou imposition de vitesses de glissement.

D’un point de vue numérique ce type de conditions aux limites présente l’avan-
tage d’étre précise. En revanche elle s’avere plus instable lorsque le temps carac-
téristique du fluide 7 est proche de %

Conditions frontieres basées sur 'utilisation de distributions a ’équi-
libre [26: 37] : Cette seconde méthode compléte tout simplement les distributions
manquantes & la paroi par l'imposition des distributions & ’équilibres (3.3) as-
sociées a I’état macroscopique a définir. Un écoulement idéal représentant 1’état
macroscopique voulu est en quelque sorte imposé a la limite. Comme précédem-
ment, il est possible d’imposer soit les composantes de vitesse et utiliser une

densité extrapolée depuis les noeuds fluides adjacents ou soit imposer la densité
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et utiliser une vitesse extrapolée des noeuds fluides adjacents. Cette méthode est
trés simple a implémenter et est plus stable que celle de Zou et He.

Cependant avec cette méthode une légere vitesse de glissement a la frontiere
existe en permanence, ceci peut étre néfaste pour la précision du modele. 1l est
possible de corriger ce glissement par une amélioration de la méthode proposée
par Inamuro ! mais bien que plus précise cette amélioration perd en stabilité
a haut Reynolds et est de plus plus lourde en calculs.

6; 26] . U certain nombre d’autres

- Autres types de conditions frontiéres [*
méthodes d’application des conditions aux frontieres ont été proposées, chacune
présentant des propriétés différentes en terme de stabilité et précision. Certaines
évalue les gradients de vitesse au frontiere par différence finies, d’autres inter-
polent les distributions a partir des noeuds adjacents a la paroi. De maniére
générale ces méthodes sont plus lourdes a appliquer numériquement mais selon
les applications souhaitées peuvent s’avérer utiles. La référence 126 présente cer-
taines de ces méthodes ainsi que celles précédemment évoquées et les confrontent

les unes aux autres. Dans ce mémoire nous nous limiterons aux méthodes déja

détaillées.

L’ensemble des conditions frontiéres représentent 1'une des faiblesses de la méthode
de Boltzmann sur réseau. Selon les techniques choisies les frontieres peuvent étre
source d’imprécision, de perturbation de ’écoulement ou encore a l'origine du ren-
vois d’ondes parasites du fait d’'un manque de perméabilité **. Généralement ces
imprécisions apparaissent aux limites de définition du temps de relaxation 7 et

notamment dans le cas d’écoulements trés peu visqueux.

Une derniere catégorie de conditions frontiéres qui peuvent étre appliquées et que

nous avons largement employées sont les froutiéres libres.
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3.2.2.3 Conditions frontiéres libres

Ce type de condition limite permet de définir une frontiére du domaine fluide par un
simple prolongement de celui-ci. Cette méthode s’applique aux bords du domaine
lorsque I’écoulement est développé, les distributions y sont alors complétées de telle

fagon que le gradient de vitesse normal a la paroi considérée soit nul.

D’un point de vue mésoscopique ce type de méthode consiste a copier les distribu-
tions de P’avant derniére rangée de cellules sur la derniére. Si I'indice de la derniere
rangée de cellules est k, pour imposer la condition frontiere libre on recopie donc

toutes les distributions des cellules de ’avant derniere rangée k — 1 sur la rangée k.

fi(Zx, ) = fi(Zr-1,1) (3.18)

Cette méthode, bien que simple et commode, est valable et précise pour des écoule-
ments quasi constants a la frontiére. Dans le cas contraire ce type de frontiere peut

influencer 1’écoulement, le déformer, ou conduire a une divergence de la simulation.

Comme précédemment ce type de contions frontiéres sont elles aussi bien souvent

4 D'origine du renvoie d’ondes parasites du fait d’un manque de perméabilité [2% 37,

Nous venons d’observer un certain nombre de méthodes pour imposer les conditions
aux limites pour la méthode de Boltzmann sur réseau. Nous allons maintenant
nous pencher sur quelques améliorations de la méthode permettant d’augmenter

ses performances.
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3.3 Améliorations de la méthode de Boltzmann sur réseau D2Q9

Dans ce chapitre nous avons jusqu’a maintenant présenté la méthode de Boltzmann
sur réseau dans sa formulation la plus simple. Cette méthode est facile a implé-
menter mais s’applique a un réseau Cartésien de finesse réguliere. Il devient alors
délicat d’obtenir une bonne précision de résolution, notamment le long de parois
courbes, sans gaspiller trop de temps de simulation. Nous allons voir comment ce

dilemme peut étre traité.

3.3.1 Conditions frontieres curvilignes

Pour la prise en compte d’obstacles a géométries complexes la méthode de renvoie
directe des distributions peut étre appliqué au niveau de chaque cellule solide.
Cependant, comme l'illustre pour un profil d’aile la figure 3.9, la prise en compte
d’objets aux bords arrondis peut s’avérer assez grossiere et le caractére rugueux
d’obstacles ainsi représentés peut affecter I'influence de l'interface fluide solide sur
I’'ensemble de ’écoulement. 11 est possible de corriger cette influence en raffinant le

maillage mais ceci entraine alors une augmentation du temps de simulation.

Nous allons donc voir une méthode qui permet de considérer plus précisément les

22 celui que

conditions frontiéres courbes. Différents modeles ont été proposés |
nous avons retenu est une amélioration effectuée par Mei et al 3% d’un modele

proposé par Filippova et Hanel (13,

Ce type de frontiere est illustrée a la figure 3.11. Par cette méthode le traitement
des distributions rebondissant contre une paroi courbe est effectué en fonction du

rapport de distances A.
A= Xe=Xpl (3.19)
xp — Xs]
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finide & la parol

Fi1GURE 3.11 Frontiére curviligne.

Les indices F', P et S caractérisent respectivement les coordonnées associées a des

noeuds dans le fluide, sur la paroi et dans le solide.

En connaissant ce rapport A la méthode de prise en compte des surfaces courbes
permet de traiter avec une meilleure précision que la méthode de renvoie directe
la valeur des distributions réfléchies sur la paroi. Ainsi pour des distributions se
propageant le long de la vitesse e;, renvoyées par rebond et devant étre propagées

selon la direction e_;, Filippova et Hanel [® ont proposés la formule :
= - - € - - _3 _
foilxs,t+1) = (1 — x) fi(XF, 1) + xfi( )(xS,t) — 2wip§(emi -up) (3.20)

ol x est un facteur a déterminer en fonction de A contrdlant 'interpolation linéaire
entre f;(xp,t) et fi(*) (Xs,t), par une fonction de distribution a l'équilibre fictive

définie par :

R L 3 _ 9 _ 3 _ _
fi( (s, t) = w;p(XF, 1) [1 + 2 uSFEgl’(ei ‘up)’ - 5 UF - Ur (3.21)

avec ur = u(xr,t) la vitesse du fluide sur la cellule de fluide et tigrp une vitesse



65
déterminée de diverse fagons selon la valeur de A.

Cette méthode ressemble a une simple interpolation de la distribution par rapport
a la distance a la paroi mais son développement est en définitive plus complet. Il a
été formulé & partir d’une analyse du type Chapman-Enskog ¥ des distributions
et en les approximant en fonction de deux suppositions, le temps caractéristique
de I’écoulement est large devant le temps d’advection a 1’échelle du réseau, le pas

du réseau doit étre petit devant la longueur caractéristique de I’écoulement.

Avec le modele de Filippova et Hanel '3 le facteur y et la vitesse de référence ugp

sont, alors définit par :

(A-1)_ 1 (2A - 1)

Ugp = ~———Ur + —Up, avec Y = ——, pour A >
T

< A (3.22)

BN | —

(2A — 1)

Ugsr = UF, avec Y = 1

1
, pour A < 5 (3.23)

avec 7 le temps de relaxation de collision. Ces relations permettent un gain en pré-
cision par rapport au simple renvoie directe des distributions. Pour nos applications
nous avons utilisés ces équations mais avec une amélioration proposée par Mei et

al BY%, Cette modification concerne les facteurs qui viennent d’étre présentés.

_ 3\. 3. 2(2A — 1) 1
sk ( 2A»”+2AW*M“X r+1) P R=35 (3:24)
2A —1 1
Ugr = UfpF, avec X = (—T_—_?l, pour A < 3 (3.25)

Ainsi les équations (3.20), (3.21) et (3.24) ou (3.25) que nous venons de présenter
permettent de prendre en considération les frontieres curvilignes avec une meilleure
approximation. En revanche le nombre de calculs a effectuer est bien plus important

que dans une formulation de base.
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Nous allons maintenant nous pencher sur une autre technique pouvant améliorer
les performances de la méthode, aussi bien dans la prise en compte des frontiéres

que pour un gain en précision des résultats, il s’agit des réseaux a plusieurs niveaux.

3.3.2 Réseaux a plusieurs niveaux imbriqués

Pour certains types de simulations la finesse du maillage du domaine fluide est
nécessaire en quelques zone précises, comme par exemple autour d’objets de forme
complexe. Afin d’économiser du temps de simulation et pour éviter d’avoir a raffiner
I'intégralité du domaine inutilement nous allons présenter une méthode permettant
d’effectuer un tel raffinement, tout en garantissant la conservation des grandeurs

caractéristiques de 1’écoulement.

3.3.2.1 Théorie des réseaux de plusieurs niveaux

Différentes méthodes de divers natures peuvent étre utilisées pour simuler la com-

{10; 13; 35]

munication entre des réseaux de différentes finesses . En ce qui nous

concerne nous avons retenu une méthode proposée par Chopard et Dupuis 19
qui effectue le lien entre les différents niveaux de réseaux par un transfert des
distributions f d’un niveau de maillage & I'autre tout en conservant les quanti-
tés macroscopiques caractéristiques a l'interface. Cette méthode correspond a une
13]

amélioration d’une technique initialement proposée par Filippova et Héanel

Tout d’abord, le raffinement de certaines zones d’un domaine de simulation consiste
a superposer des maillages de différentes finesses et de les faire communiquer les
uns avec les autres en assurant la continuité de la pression, vitesse et viscosité. Une
telle superposition des réseaux autour d’un profil d’aile NACA est illustré par la

figure 3.12. Dans ce cas deux pas géométriques caractérisent un tel raffinement, un
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Réscnmn fin de pas géométrigue Axy autour du profil Jaile

RN

~

Héscau grossier de pas géométrigque Axg

FIGURE 3.12 Raffinement autour d’un profil d’aile.

pas grossier Az, pour le réseau global et un pas plus fin Az pour la zone raffinée,

le taux de raffinement y est alors de m = Azy/Azy = 2.

Avec une telle approche les deux réseaux de différentes finesses peuvent étre consi-
dérés indépendamment pour effectuer les étapes de collision et de propagation.
Pour maintenir la cohérence géométrique et temporelle de la simulation, il est alors
nécessaire de faire communiquer les distributions passant d’un réseau a ’autre aux
pas de temps communs par un traitement spécifique a l'interface entre réseaux.
Plus précisément, afin de conserver la cohérence de la méthode de Boltzmann sur
réseau sur les deux niveaux de maillage il est nécessaire de maintenir le rapport
c = Axy/At, = Axy/Aty. Ainsi une diminution du pas géométrique sur le raffi-
nement par un facteur m entrainera une subdivision du temps par m pour le pas
temporel. En plus de cette distinction d’échelles de simulation sur chaque niveau
de raffinement, le temps de relaxation caractéristique doit étre adapté sur chaque
réseau pour garantir une viscosité constantes sur le domaine. D’aprés la formulation
de la viscosité cinématique (2.45) :

At 1 At 1 2 Ats 1
=73 (7_5)_ 3 (79_5)_ 3 (Tf—§> (3.26)




63

qui permet de déduire une relation entre les temps de relaxation sur chaque réseau :
1 1

Tr=m|{Ty— =]+ = 3.27

! ( ‘ 2) 2 (3:27)

Nous avons en quelque sorte deux réseaux indépendants d’échelles différentes, cha-
cun garantissant une méme viscosité. Pour pouvoir simuler de facon continue sur
tout le domaine il est alors nécessaire d’adapter les distributions se propageant
d’un niveau a 'autre du raffinement. Ce lien s’effectue par des considération sur la
variation par rapport a I’équilibre des distributions au niveau de l'interface. Pour
le passage d’une cellule fine a grossiére en un méme point du réseau cette relation

s’exprime :

e ne e mT7, neq, e mT, e
J= f0 o FT = e e = i R A - ) (3.28)

f

Inversement pour le passage d’une cellule grossiére a une fine :

e (3.29)

A partir des relations (3.27), (3.28) et (3.29), le lien entre les distribution ainsi que
le lien entre les viscosités a deux niveaux de maillages différents a un méme instant

sont explicités.

Nous allons maintenant voir comment ces relations sont utilisées en pratique pour
le traitement de I'interface entre deux réseaux. Pour ce faire nous allons regarder de
plus prés la communication entre deux réseaux avec un taux de raffinement m = 2
(figure 3.13). Le réseau grossier et le réseau plus fin se chevauchent a l'interface,
ce qui permet le traitement du transfert des distributions entre les raffinements
en complétant les distributions manquantes aux frontiéres de chaque réseau. Les

étapes de collision et de propagation sur les deux réseaux se succedent alors ainsi :
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Centre des cellules du réseau fin m

il
b

Rangée de cellules olt les
distributions en X + 1/m
sont interpolées

ST +1/m)
définit
H &+ 1/m)

T
..-.--

Centre des cellules du résean grossier

FIGURE 3.13 Interface entre deux réseaux de différente finesses.

- Collision et propagation sur le réseau grossier : A partir d’un instant ¢ ot
les distributions sont connues sur tout le domaine la collision et la propagation
sur le réseau grossier permettent de définir les distributions & un instant ¢ + 1.
Le réseau fin est lui toujours définit & I'instant .

Premiére étape de collision et de propagation sur le réseau fin : Les
distributions a ¢ sur le réseau fin sont connues, aprés collision et propagation les
distributions & t + 1/m = ¢ + 1/2 sont toutes déterminées. Le lien avec le réseau
grossier s'effectue par transfert des distributions f7(x,t + 1), selon la relation
(3.29), 4 la frontiére du réseau fin. Etant donné que seul les distributions a £ et
t + 1 sont déterminées, f,-f (X,t + 1/m) est obtenue par interpolation temporelle
entre ces valeurs. Un tel transfert est valable pour les distributions des cellules
coincidant sur le réseau fin et le réseau grossier f/ (%, + 1/m), les distributions
fif (X + 1/m,t+ 1/m) des cellules du réseau fin n’étant pas encore déterminées

sont alors interpolées géométriquement des distributions connues en x.
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— Seconde étape de collision et de propagation sur le réseau fin : Les
distributions a ¢ + 1/2 sur le réseau fin ont été toutes déterminées. Aprés une
nouvelle étape de collision et propagation les distributions & £ + 1 sont & leur
tour évaluées sur le raffinement. Comme a ’étape précédente, le lien entre les
deux réseaux est alors traité par application de la formule (3.29), a partir des
distributions f{(x,t + 1), sur les cellules de la frontiére du réseau fin communes
avec celles du réseau grossier. La encore une interpolation géométrique des dis-
tributions f (X + 1/m, + 1) est effectuée en fonction des valeurs f/(x,% + 1).
[’état mésoscopique sur le réseau fin a £+ 1 est maintenant intégralement définit.

— Compléter le réseau grossier a ¢ + 1 : Pour terminer le passage de t & t+1,
a l'interface entre réseaux les distributions des cellules a la frontiére du réseau
grossier sont évaluées a partir des distributions des cellules coincident sur le
réseau fin. Ce transfert d’information s’effectue par la relation (3.28). Le champ
des distributions sur chaque niveau de maillage est alors completement définit a
t+1

Nous venons de détailler le mode de prise en compte des raffinements sur un do-

maine pour un taux de raffinement de m = 2. Pour un taux m quelconque les

étapes de collision et de propagation sur le réseau fin seront répétées m fois afin de
faire coincider 1’évolution temporelle de I’écoulement sur chaque réseau. Les inter-
polations temporelles et spatiales s’effectueront alors autant de fois que nécessaire

pour déterminer les distributions a la frontiere du réseau fin.

Cette méthode de maillages de différents niveaux peut s’appliquer avec autant de
niveaux de maillages souhaité et autant de coefficients m de raffinement voulus, la
limitation de leur nombre sera lié & la précision de l'interpolation pour ’évaluation
des données manquantes. Le raisonnement qui vient d’étre suivit s’incorpore dans
lalgorithme élémentaire de la méthode de Boltzmann sur réseau (figure 3.14) et

est présenté a la figure 3.15.
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FIGURE 3.14 Partie élémentaire de 'algorithme de la méthode de Boltzmann sur
réseau avec raffinement du domaine.
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FI1GURE 3.15 Algorithme de la méthode de raffinement de domaine.
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La technique ainsi présentée a de nombreux avantages. Elle peut étre utilisée pour
raffiner les simulation dans les zones de forte variation de 1’écoulement ou pour
suivre plus précisément le contour d’un profil. Elle peut également étre utilisée de
fagon a accélérer les simulation en déclenchant la méthode en cours de simulation
comme évoqué dans la référence 1?”). Enfin, elle présente un avantage pour les
écoulements faiblement visqueux car en appliquant un raffinement dans certaines
zones elle peut permettre de corriger les instabilités générées par un temps de
relaxation caractéristique du fluide proche de 1/2 en augmentant ce dernier avec

le raffinement selon la relation (3.27).

Avant de terminer nos observations sur les réseaux de divers niveaux nous allons
rapidement aborder une propriété de ce type d’approche, a savoir le déplacement

des raffinements sur un maillage plus grossier.

3.3.2.2 Déplacement de raffinements sur un réseau grossier

Ce point particulier dans ’application des réseaux de plusieurs niveaux nous a été

utile dans 1’étude d’objets en déplacement.

Les réseaux a niveaux multiples se résument par une prise en compte indépendante
des différents niveaux de maillage, chacun possédant des propriétés macroscopiques
différentes mais définissant un état macroscopiques similaires. La complexité de
cette approche se situe dans la communication a l'interface entre les réseaux car
différents traitements sur les distributions sont nécessaires pour garantir une cohé-

rence temporelle sur tout le domaine.

Par les équations (3.27), (3.28) et (3.29) un lien directe entre les réseaux et les
noeuds coincidant sur chaque niveau de maillage a été formulé de fagon a maintenir

un état macroscopique continu. Il est maintenant simple d’imaginer qu’au lieu de
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considérer le raffinement fixé, celui-ci se déplace & différents pas de temps en suivant
par exemple le déplacement d’un objet dans le domaine. Le traitement de ce cas,

illustré a la figure 3.16, suit les étapes suivant :

— Déplacement du raffinement : A partir d'un domaine complétement définit
4 un instant ¢ le déplacement d’un raffinement correspond & un décalage dans
une direction quelconque d'une ou plusieurs rangées du réseau grossier.

— Compléter les noeuds grossier découverts par le déplacement : Avec le
déplacement un certain de noeuds correspondant au réseau fin sont découverts et
correspondent alors au niveau grossier de maillage. L’état des distributions pour
ces nouveaux noeuds appartenant au maillage grossier s’effectue tout simplement
par transfert des distributions initialement adaptées a un maillage fin par appli-
cation de I’équation (3.28). Sur ces nouveaux noeuds ’état macroscopique est le
méme mais 1’état mésoscopique est adapté au nouveau niveau de maillage. Le
temps de relaxation sur ces nouveaux noeuds est alors 7.

— Effacer les noeuds du raffinement qui ont été découverts : Les distribu-
tions sur les cellules du réseau fin qui ont été découvertes par le déplacement ne
sont plus nécessaires pour la simulation, elles sont donc effacées.

— Compléter les noeuds fins apparus avec le raffinement : En ce qui
concerne les noeuds du réseau fin qui sont apparus avec le déplacement, les dis-
tributions associées a ces noeuds du réseau fin coincidant a des noeuds du réseau
grossier sont donc complété par application de I’équation (3.29). Pour compléter
I’état mésoscopique du raffinement ainsi apparus une interpolation spatiale est
ensuite utilisée. Le temps de relaxation associé sur les nouveaux noeuds est alors
Tf.

— Effacer les noeuds du réseau grossier qui ont été couverts : Les dis-
tributions associées aux cellules du réseau grossier qui ont été recouvertes par
déplacement du réseau fin ne sont plus nécessaire et sont donc effacée. Le domaine

est désormais complétement définit & I'instant ¢ avec une nouvelle position du
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Noeuds fins recouverts par le déplacement du
réseau fn et complétés par Péguation Fa.(3.33)
et interpolation

Noeunds grossiers recouverts le déplacement du
réseau fin et effacés

Noeuds grossiers découverts par le déplacement du  Noewds fins découverts par le déplacement du
résean fin et complétés par I'équation Eq.(3.32) résean fin et effacés

F1GURE 3.16 Déplacement d’'un réseau fin sur un réseau grossier.

raffinement, le passage & I'instant ¢ + 1 s’effectue comme détaillé précédemment.

Une telle technique peut s’avérer utile pour suivre le déplacement d’un objet autour

duquel un certain niveau de finesse est nécessaire.

3.3.3 Calcul des efforts s’appliquant a un objet

Différentes techniques existent pour évaluer les composantes des efforts s’appliquant
a un objet, certaines utilisant les grandeurs macroscopiques, d’autres n’observant
que la contribution des distributions. La méthode que nous avons retenue est celle
proposée par Mei et al BU, pour sa simplicité. Celle-ci évalue les efforts qu’exerce
un fluide sur un objet en sommant ’ensemble des efforts appliqués par chaque
distribution ou plus précisément chaque groupe de particules rebondissant sur la

paroi de l'objet.

Ainsi, la contribution d’une distribution post-collision f_i(is,t_ + 1) interférant

avec une paroi solide comme 4 la figure 3.11 & la section 3.3.1 s’exprime a un méme
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instant :

e [foi(Rs, T+ 1) + fui(Xs +e_i, T+ 1) (3.30)

en notant f_i(is, t+1) la distribution post-collision & un instant ¢+ 1 se propageant
du solide vers le fluide et en notant f_i(is +e_;,t+1) la distribution post-collision
sur la cellule fluide adjacente se propageant dans la direction —:. L’effort total est
alors calculé par sommation de l’ensemble de ces contributions autour d’objet ou

le long d’une paroi :

F=YYe[fu(ks,t+1)+ fui(ks + e, T +1)] (3.31)

X5 i7#0

Par la connaissance de F il est alors possible de déduire les coefficients aérodyna-

miques que sont la trainée Cy et la portance C; :

F,
Cp= +5—t—o (3.32)
%uzefLrefpref
| Fz|
Cl= (3.33)
%uzefLrefpref

Avec U, Lres €t pres, respectivement la vitesse de référence, la longueur de réfé-

rence et la densité de référence pour la normalisation de ces coefficients.

Dans 'analyse des résultats de simulations effectuées par la méthode de Boltzmann

sur réseau nous utiliserons également le coefficient de pression Cj, :

_ |P"Pref|

(3.34)
%uzefp'f'ef

G

avec P = c?p et P,.s la pression de référence déduite de pres.

En plus de 'observation des coefficients caractéristiques nous verrons également

que la connaissance de ces efforts nous permettra d’effectuer le déplacement d’un
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objet sur le réseau, nous reviendrons sur ce point dans le dernier chapitre de ce

mémoire.

Dans ce chapitre nous avons donc vu de quelle fagon la méthode de Boltzmann sur
réseau s’implémente pour le simulation d’écoulements fluides. Nous allons mainte-
nant utiliser le programme qui en a été tiré pour effectuer divers simulations par

la méthode de Boltzmann sur réseau.
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CHAPITRE 4

SIMULATIONS NUMERIQUES PAR LA METHODE DE
BOLTZMANN SUR RESEAU

Dans les chapitres précédents nous avons expliqués les bases théoriques et 1’algo-
rithme de la méthode de Boltzmann sur réseau, pour une formulation simplifiée,
puis apres I’'ajout de différentes techniques permettant d’ameéliorer les performances
de la méthode. Dans ce dernier chapitre nous allons étudier les résultats obtenues
apres programmation de ces différents algorithmes. Nous allons tout d’abord véri-
fier la précision et les capacités de la méthode pour traiter une application simple,
celle d’'une cavité entrainée. Nous validerons ensuite les différentes améliorations
du code de base, ainsi que le caracteére transitoire de la méthode, par I’étude du cas
d’un cylindre 2D dans un canal. Enfin nous utiliseront notre programme pour la
réalisation de simulations plus complexes, a savoir ’écoulement autour d’un profil
NACAG63-415 givré et la remontée d’une particule dans une colonne de fluide par
poussée d’Archimede. Nous comparerons nos résultats a ceux obtenus par le logiciel
commercial Fluent dans le cas du profil d’aile et a des résultats d’expérience dans

le cas de la particule en déplacement.

4.1 Cavité entrainée, vérification de la formulation de base de la mé-

thode de Boltzmann sur réseau

Ce premier test nous permettra de vérifier la formulation de base de la méthode de
Boltzmann sur réseau (Algorithme 3.6). Il s’agit de ’étude de 1'écoulement dans

une cavité carré avec entrainement du fluide par glissement de la paroi supérieure.
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FIGURE 4.1 Schéma d’une cavité entrainée.

4.1.1 Description du probleme

Le cas test de la cavité entrainée est une simulation tres souvent étudié en dy-
namique des fluides assisté par ordinateur. En deux dimensions ce probléme cor-
respond a un domaine carré possédant quatre parois solides. Trois fixes avec une
condition de non glissement up = 0. Sur la quatrieme, on impose une vitesse
tangentielle constante ug = (0,ur) aux couches de fluide qui lui sont proches.
L’écoulement initialement stagnant est alors entrainé et se développe en une zone
de recirculation principale, au centre, avec selon le nombre de Reynolds des zones de
recirculation secondaires, dans les coins de la cavité. Un tel domaine de simulation

est schématisé par la figure 4.1.

Le nombre de Reynolds Re pour ce cas est déterminé en fonction de la largeur L.

de la cavité, la vitesse tangentielle imposée ur, et la viscosité cinématique du fluide

v

Re = Letr (4.1)

14
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Afin de vérifier notre algorithme et notre programme nous allons simuler cette
cavité pour trois nombres de Reynolds différents, Re = 100, Re = 1000 et Re =
2500. Pour chacun des cas nous allons comparer les performances de la méthodes
en fonction, de la résolution de la discrétisation du domaine, du type de conditions

frontieres imposées pour générer le glissement.

4.1.2 Résolutions par la méthode de Boltzmann sur réseau

Avant d’analyser les résultats nous allons étudier comment les conditions aux li-
mites macroscopiques, présentées danc la section précédente, sont imposées pour
un domaine discrétisé par un réseau de Boltzmann. Le raisonnement qui suit est
détaillé pour un cas particulier mais ’ensemble des conditions imposées ont été
déterminées selon le méme raisonnement et sont explicitées dans le tableau 1.1 de

I’annexe 1.

La difficulté consiste a bien effectuer I’adimensionalisation des parameétres utilisés
dans la méthode de Boltzmann sur réseau en fonction du nombre de Reynolds

imposé (section 3.1.1).

Nous souhaitons simuler un écoulement a Re = 100, dans une cavité de largeur L, =
20 cm, avec une vitesse d’entrainement de ur = 0.1 m/s, la viscosité cinématique
correspondante étant de v = 2 107* m?/s. En unités de réseau, pour garantir
que ¢ = 1 conformément au modéle adimensionalisé, la vitesse choisie est ur =
0.1 lu/It qui est juste assez petite pour respecter la contrainte d’écoulement quasi-
incompressible mentionné a la section 2.4.3.2. Nous pouvons choisir le nombre de
cellules de discrétisation de la cavité, par exemple L. = 64 lu pour une largeur, le
pas géométrique est alors Az = L./ L, = 3.125 1072 m et avec ¢ = 1 nous déduisons

le pas de temps At = Az = 3.125 1073 5. Reste & déduire le temps de relaxation
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At

caractérisant cet écoulement par la relation v = <

T = (0.692.

(7— — %), pour le cas choisit

Nous venons d’expliciter les parametres du modele de Boltzmann sur réseau en nous
basant sur une discrétisation de la largeur de la cavité en L. = 64 [u, nous aurions
pu procéder inversement en imposant le temps de relaxation 7 et en déduisant la

discrétisation associée. La vitesse elle ne peut étre modifiée, il faut maintenir ¢ = 1.

Maintenant que les parametres du réseau sont obtenus, la simulation s’effectue par
une successions de collisions et de propagations avec 7 = 0.692. L’influence de
la paroi solide est effectuée par renvoi directe des distributions (section 3.2.2.1),
le glissement lui est obtenu par deux méthodes (section 3.2.2.2), celle proposée
par Zou et He 3 (CFZH) et celle utilisant les distributions & 1’équilibre [26: 7]
(CFFEQ).

Nous allons observer les résultats des diverses simulation pour différents nombres
de Reynolds, et ce pour les deux méthodes d’imposition du glissement (tableau

L1).

4.1.3 Résultats

L’ensemble des simulations ont été effectuées pour un nombre de 100,000 itéra-
tions. Ces simulations vont nous permettre de vérifier la capacité de la méthode de

Boltzmann sur réseau a résoudre le probleme classique de la cavité entrainée.

Les premiéres observations que nous effectuons concernent l’influence du temps
de relaxation sur la stabilité de la méthode. Les tableaux 4.1 et 4.2 résument
I’ensemble des simulations effectuées et explicite celles présentant des instabilités ou

ayant divergées selon la méthode d’imposition du glissement (CFZH ou CFFEQ),



Cavité avec CFFEQ ou CFZH | Re = 100 | Re = 1000 | Re = 2500
64 x 64 CFFEQ Stable Stable Divergente
128 x 128 CFFEQ Stable Stable Instable
256 x 256 CFFEQ Stable Stable Stable
64 x 64 CFZH Stable | Divergente | Divergente
128 x 128 CFZH Stable | Divergente | Divergente

Cavité avec CFFEQ ou CFZH | Re = 100 | Re = 1000 | Re = 2500
64 x 64 CFFEQ Stable Instable | Divergente
128 x 128 CFFEQ Stable Stable Divergente
64 x 64 CFZH Instable | Divergente | Divergente
128 x 128 CFZH Stable | Divergente | Divergente
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TABLE 4.1 Stabilité des simulations sur une cavité entrainée pour différents nombres
de Reynolds et différentes techniques d’imposition du glissement avec ur = 0.1.

TABLE 4.2 Stabilité des simulations sur une cavité entrainée pour différents nombres
de Reynolds et différentes techniques d'imposition du glissement avec a7 = 0.05.

la vitesse de glissement #r, et selon le temps 7 associé. Ces deux tableaux associés
aux parametres de simulation sont résumés par les courbes illustrées a la figure 4.2.

En confrontant ces différents résultats plusieurs remarques peuvent étre formulées :

— Il apparait tout d’abord que plus le nombre de Reynolds simulé est élevé, plus les
simulations sont globalement instables. Ceci conforte les remarques concernant
les limites de la méthode pour les écoulements fortement visqueux, plus le nombre
de Reynolds est élevé, plus le temps de relaxation est proche de 7 = %, plus
les simulations sont instables. Un moyen de gagner en stabilité pour un méme
nombre de Reynolds ou plus précisément d’augmenter le temps de relaxation
consiste & augmenter la finesse du raffinement et donc de diminuer le pas de
temps.

— Un autre point concerne 'utilisation de diverses vitesses de glissement pour si-
muler un méme nombre de Reynolds. Plus la vitesse de glissement est faible,

par exemple ur = 0.05, plus le temps de relaxation associé sera proche de la
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FIGURE 4.2 Temps de relaxation en fonction de la finesse du réseau et du nombre

de Reynolds ainsi que la stabilité des simulations sur une cavité entrainée pour
CFFEQ (a gauche) et CFZH (a droite).

1

limite 7 = 5 et donc de maniere générale les simulations seront plus sujettes

a des instabilités que celles effectuées a une vitesse de glissement de ur = 0.1.
Cependant, plus la vitesse de glissement est élevée, moins la contrainte d’incom-
pressibilité sera respectée et pour des vitesses trop élevées supérieures a upr = 0.1
les simulations risquent d’étre instables ou imprécises. Pour le choix des vitesses
caractéristiques il faut trouver le juste milieu entre stabilité et précision en res-
pectant I'incompressibilité, ur mey = 0.1.

Un dernier point a souligner concerne les techniques d’imposition du glissement,
deux méthodes ont été testées, il s’avere que pour des temps de relaxation proches
de 7= % la méthode CFFEQ basée sur I'utilisation de distributions a 1’équilibre
est généralement plus stable que la méthode CFZH de Zou et He. Cette observa-
tion confirme que pour chaque type de conditions frontiéres différentes propriétés
de stabilité peuvent étre observées (section 3.2.2.2). Pour le cas particulier de la

cavité entrainée il semble possible de déduire empiriquement un temps de relaxa-
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tion limite pour les deux méthodes. D’apres la figure 4.2 nous pouvons évaluer
Tim = 0.512 avec CFFEQ et 7, = 0.62 avec CFZH. Ces temps bien que spéci-
fiques au probleme de la cavité donnent cependant un ordre d’idée de la limitation

d’autres types d’écoulements du fait des conditions au limites.

Maintenant que nous avons souligné le lien entre, nombre de Reynolds, raffinement,
temps de relaxation et stabilité, nous allons vérifier la précision des résultats des
simulations. Pour ce faire nous allons comparer plusieurs valeurs caractéristiques

de Pécoulement aux résultats obtenus dans les références 111 151,

Nous observons tout d’abord la position des vortex qui se sont formés au sein
de la cavité. Selon le nombre de Reynolds et la finesse de la discrétisation spatiale
plusieurs recirculations se forment, entre 1 et 6, leur position est détaillée a la figure
4.3. La position de ces recirculations pour nos simulations sont résumées tableaux
4.3, 4.4, 4.5, et comparées aux données de référence. Les valeurs sont exprimés par

rapport & une largeur de cavité unitaire, la vorticité w mentionnée dans les tableaux

_ (Ouy  Ou,
w= <8:1: 5y ) (4.2)

est elle calculée telle que :

A partir de ces résultats quelques observations peuvent étre faites :

— Pour les simulations n’ayant pas divergées les positions des différentes recir-
culations détaillées tableaux 4.3, 4.4 et 4.5, sont trés proches des résultats de
référence. Quelque soit les parametres employés pour définir le domaine, le glis-
sement, I'imposition du glissement, les solutions sont similaires.

- Une autre remarque concerne le gain naturel en précision des résultats avec
I’augmentation du raffinement. Plus le maillage de la cavité est fin, plus le nombre
de vortex évalués est important, pour le réseau le plus fin 256 x 256 & un nombre
de Reynolds de 1000 et 2500 le raffinement permet ainsi d’observer des vortex

non observables sur un réseau de 128 x 128. Il est cependant notable qu'un des
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TABLE 4.3 Position des différentes recirculations dans une cavité entrainée selon le
nombre de Reynolds et les parameétres de simulation pour un raffinement de 64 x 64
et 128 x 128 avec ur = 0.1.

Cavité Vortex Re = 100 Re = 1000
Références | VortP : (z,y) | (0.7344,0.6172) | (0.5300,0.5650)
w —3.166 —2,0655
VD1 : (z,y) | (0.9453,0.0625) | (0.8633,0.1114)
w 3.307 102 1.1155
VG1 : (z,y) | (0.0313,0.0391) | (0.0899,0.0789)
w 1.5551 1072 0.3534
64 x 64 VortP : (z,y) | (0.7320,0.6211) | (0.5320,0.5703)
CFFEQ w —3.059 —2.093
VD1 : (z,y) | (0.9547,0.0609) | (0.8734,0.1125)
w 2.806 1072 1.013
VGl : (z,y9) — (0.0960, 0.0797)
w 0.3135
64 x 64 VortP : (z,y) | (0.7320,0.6273) —
CFZH w -3.178
VD1 : (z,y) | (0.9531,0.6718) —
w 3.126 102
VGl : (z,y9) — —
w
128 x 128 | VortP : (z,y) | (0.7352,0.6160) | (0.5351,0.5640)
CFFEQ w —3.030 —2.028
VD1 : (z,y) | (0.9531,0.0625) | (0.8742,0.1171)
w 2.944 1072 1.025
VG1 : (z,y) | (0.0375,0.0390) | (0.0902,0.0789)
w 1.430 10~2 0.3304
128 x 128 | VortP : (z,y) | (0.7371,0.6195) -
CFZH w —-3.125
VD1 : (z,y) | (0.9453,0.0609) —
w 3.30 1072
VG1 : (z,y) | (0.0391,0.0375) -
w 1.448 1072
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TABLE 4.4 Position des différentes recirculations dans une cavité entrainée selon le
nombre de Reynolds et les parameétres de simulation pour un raffinement de 64 x 64
et 128 x 128 avec ur = 0.05.

Cavité Vortex Re =100 Re =1000
Références | VortP : (z,y) | (0.7344,0.6172) | (0.5300, 0.5650)
w —3.166 —2,0655
VD1 : (z,y) | (0.9453,0.0625) | (0.8633,0.1114)
w 3.307 1072 1.1155
VG1: (z,y) | (0.0313,0.0391) | (0.0899,0.0789)
w 1.5551 1072 0.3534
64 x 64 VortP : (z,y) | (0.7313,0.6242) -
CFFEQ w —3.128
VDL : (z,y) | (0.9547,0.0625) -
w 2.876 1072
VGL : (z,y) - -
w
64 x 64 VortP : (z,y) | (0.7359,0.6234) -
CFZH w —3.156
VDI : (z,y) | (0.9531,0.06406) -
w 2.864 1072
VG1 : (z,y) — -
w
128 128 | VortP : (z,y) | (0.7336,0.6188) | (0.5351,0.5640)
CFFEQ w —3.096 —-2.034
VDI : (z,y) | (0.9500,0.0625) | (0.8742,0.1171)
w 3.176 1072 1.046
VG1: (z,y) | (0.0375,0.0375) | (0.0910,0.0789)
w 1.358 102 0.3372
128 x 128 | VortP : (z,y) | (0.7363,0.6191) -
CFZH w -3.134
VD1 : (z,y) | (0.9453,0.0625) -
w 3.440 1072
VG1 : (z,y) | (0.0375,0.0375) -
w 1.352 1072
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TABLE 4.5 Position des différentes recirculations dans une cavité entrainée selon
le nombre de Reynolds et les parametres de simulation pour un raffinement de
256 x 256 avec ur = 0.1.

Cavité Vortex Re =100 Re = 1000 Re = 2500
Références | VortP : (z,y) | (0.7344,0.6172) | (0.5300, 0.5650) | (0.5200, 0.5433)
w —3.166 —2,0655 —1.9696
VD1 : (z,y) | (0.9453,0.0625) | (0.8633,0.1114) | (0.8350,0.0914)
w 3.307 1072 1.1155 1.9290
VG1: (z,y) | (0.0313,0.0391) | (0.0899,0.0789) | (0.0850,0.1100)
w 1.5551 1072 0.3534 0.9665
VD2 : (z,v) - (0.9914,0.0064) | (0.9900,0.0100)
w —0.7707 10~2 —1.595 1072
VG2 : (z,y) - (0.0050, 0.0050) | (0.0064, 0.0064)
w —0.2980 102 —0.9380 1072
TG1 : (z,y) - - (0.0433,0.8600)
w 1.3212
256 x 256 | VortP : (z,y) | (0.7344,0.6172) | (0.5332,0.5644) | (0.5234,0.5390)
CFFEQ w —3.028 —1.998 ~2.058
VD1 : (z,y) | (0.9492,0.0605) | (0.8672,0.1132) | (0.8440,0.0937)
w 3.052 1072 1.096 1.744
VG : (z,y) | (0.0351,0.0371) | (0.0859,0.0781) | (0.0879,0.1094)
w 1.402 1072 0.3515 0.8596
VD2 : (z,y) - (0.9941,0.0059) | (0.9941,0.0097)
w —0.7324 1072 | —1.148 1072
VG2 : (z,y) — - —
w
TGI1 : (z,y) - - (0.0390, 0.8828)
w 1.001
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FIGURE 4.3 Position des différentes recirculations pour le cas de la cavité entrainée.

vortex référencé n’a pas été représenté par les simulations.

En plus de l'observation des recirculations, la figure 4.4 illustre quelques coupes
de la cavité & Re = 1000 comparées & la référence 1. Ces coupes correspondent
a la composante de vitesse normalisée U = u,/ur le long de la verticale divisant
la cavité en deux et la composante V = u,/ur le long de I'horizontale divisant
la cavité en deux. Ces résultats confirment la bonne précision de la méthode de

Boltzmann sur réseau sur l’ensemble du domaine.

Pour compléter notre étude de la cavité entrainée, notamment pour souligner la
précision de résultats selon les cas simulés, nous allons nous pencher sur ’erreur
d’approximation en fonction de la finesse du maillage, du type de condition de
glissement imposée, et des parametres de simulation. Pour cette derniére étude
nous analysons la norme Ly de I'erreur relative (4.3) dans le cas de simulations a

Re = 100.
1/2

[fQ (usimul (X) — Uypef (X))2 dx]

[fn Uy (X) dx] v

By = (4.3)
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FIGURE 4.4 Coupes des champs de vitesse dans une cavité entrainée pour Re =
1000, différentes résolution de réseau et CFFEQ.

Cette erreur est estimée en considérant les composantes horizontales de vitesse
normalisées Usimu = Uz /ur le long de la verticale divisant la cavité en deux, avec
comme valeur de références u,y, les valeurs proposées par Ghia et al. 5. L’éva-
luation de cette erreur pour différents maillages, 32 x 32, 64 x 64 et 128 x 128, est
présentée a la figure 4.5 pour un méme temps physique de simulation de I’écoule-
ment dans la cavité. Trois cas sont comparés : un cas avec une condition frontiere
CFFEQ et une vitesse de glissement a7 = 0.05; un cas avec la condition frontiére
CFFEQ et 47 = 0.1; un cas avec la condition frontiere CFZH et uy = 0.1. Pour
garantir la cohérence temporelle entre les simulation et comparer I'écoulement dans
la cavité & un méme temps physique, le champs de vitesses sur le réseau 128 x 128

est celui obtenu apres 50,000 itérations, pour le réseau 64 x 64 celui obtenu apres

25,000 itérations, et pour le réseau 32 x 32 celui obtenu apres 12,500 itérations.

Plusieurs points peuvent étre soulignés d’apres la figure 4.5.

— Tout d’abord concernant le type de condition frontiére générant le glissement,
lerreur d’approximation des simulations effectuées avec imposition du glissement

par la méthode CFFEQ est plus importante que celle des simulations utilisant
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uT = 0.05, CFFEQ

uT =0.1, CFZH

Largeur de la cavité (en lu)

FIGURE 4.5 F, pour différentes simulations avec différents maillages, différentes
méthodes d’imposition des conditions frontiéres, différentes vitesses de glissement.

la méthode CFZH pour imposer la vitesse tangentielle ; comme mentionné a la
section 3.2.2.2.

— Une seconde remarque concerne le choix de la vitesse de glissement imposée. Il
s’avere que pour un méme nombre de Reynolds plus le glissement est faible, uy =
0.05 plutét que 4y = 0.1, moins les résultats sont précis pour un méme temps
de simulation et une méme méthode d’imposition du glissement. Ainsi plus la
vitesse sera élevée, plus la simulation convergera vite, cependant I’augmentation
de la vitesse est limitée par la contrainte d’incompressibilité ur << 1, au risque

de compromettre la simulation si cette limitation n’est pas respectée.

En conclusion nous venons de voir que la méthode de Boltzmann sur réseau permet
de résoudre avec précision le cas de la cavité entrainée pour différents nombres de
Reynolds. Nous avons également souligné et confirmé quelques caractéristiques de
la méthode et du type de condition frontiere emplovée. Il en ressort I'importance

du temps de relaxation 7 pour la stabilité et son lien étroit avec les parametres de
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simulation. Il y a également I'importance du choix des conditions frontieres selon les
caractéristiques de 1’écoulement et un compromis entre stabilité et précision, ainsi
les conditions frontieres du type CFFEQ génerent plus de stabilité mais moins
de précision que les frontiéres du type CFZH et inversement. Etant donné que
I’ensemble des simulations réalisées ultérieurement nécessitent de faibles temps de
relaxation, pour garantir la stabilité, nous utiliserons la condition frontiere CFFEQ

pour I'imposition de vitesses.

En guise de complément des données obtenues pour 1’étude de 1’écoulement dans
une cavité entrainée les champs de vitesse pour les simulations sur le réseau le plus

fin 256 x 256 sont disponibles en Annexe I.

4.2 Cylindre dans un canal, vérification des améliorations de la mé-

thode de Boltzmann sur réseau

Avec le cas test de la cavité entrainée, nous venons de vérifier le bon fonctionne-
ment de notre programme utilisant la méthode de Boltzmann sur réseau et nous
avons souligné quelques caractéristiques importantes de la méthode. Afin d’amélio-
rer 'algorithme élémentaire, nous ’avons modifié pour pouvoir prendre en compte
les parois curvilignes selon la méthode proposée a la section 3.3.1 ainsi que pour
I'utilisation de réseaux de différents niveaux présenté section 3.3.2. Nous allons vé-
rifier la validité de ces implémentations en étudiant le cas d'un cylindre dans un

canal.
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FIGURE 4.6 Schéma du domaine du cylindre dans un canal.

4.2.1 Description du probléme

Ce cas bidimensionnel est constitué d’un cylindre solide placé au milieu d’un canal.
La présence du cylindre permet d’observer différents écoulements particuliers selon
le nombre de Reynolds de la simulation, dans notre cas nous allons observer le
développement de tourbillons en aval du cylindre & un Reynolds de Re = 100 et le

laché alterné de ces derniers. Le domaine de simulation est détaillé a la figure 4.6.

Ce domaine est constitué d’un canal avec les parois inférieures et supérieures im-
posées solides sans glissement pariétal (up = 0) par la méthode de renvoie directe
(section 3.2.2.1). La sortie est supposée assez loin de I'obstacle pour imposer une
paroi libre par simple recopie des distributions (section 3.2.2.3). A 'entrée du canal
nous considérons un écoulement pleinement développé. Un profil parabolique est
donc appliqué par utilisation des distributions d’équilibres associées f¢I(Uent, Pent)
(section 3.2.2.2), avec pen; extrapolée de la premiere rangée de cellules a I'intérieur

du canal et u,,; définie tel que :

Uy = (4 Umaz Y (H - y),O) (4.4)

H2

ol H représente la hauteur du canal. Enfin pour ce qui est du cylindre : il est

de diamétre D = L.; une paroi solide avec condition de non glissement y est
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appliquée ; son centre est légerement décalé par rapport a I’axe du canal afin de

générer le laché alterné de tourbillons.

Nous allons effectuer des simulations pour une méme discrétisation du domaine et
nous allons étudier la validité de I'utilisation de conditions frontiéres curvilignes a la
place d’un simple renvoie directe des distributions. Nous validerons également notre
méthode de raffinement en imposant un ou deux réseaux plus fins au voisinage du
cylindre. Pour comparer nos résultats, nous observerons 1’évolution des parameétres
aérodynamiques de portance et trainée calculés selon la méthode présentée section

3.3.3. Nous les comparerons & ceux obtenus dans d’autres études [3% 41,

4.2.2 Résolution par la méthode de Boltzmann sur réseau

Les simulations de ce cas test sont effectuées pour un nombre de Reynolds Re = 100
afin d’observer la formation d'une allée de tourbillons en aval du cylindre et pour
vérifier le caractere transitoire de la méthode de Boltzmann sur réseau tout en

étudiant l'influence des diverses améliorations de l'algorithme.

L’adimensionalisation des parameétres s’effectue comme précédemment, le domaine
physique possede les dimensions L = 2.2 m, hy =1, =20 em, ho =21 em, D =
L. =10 cm et Uyq, = 0.1 m/s. La vitesse maximale du profil parabolique en entrée
est donc Ume, = 0.1 lu/lt suffisamment petit pour garantir 'incompressibilité. La
discrétisation spatiaux temporelle choisit est Az = At = 0.01, le domaine est donc
constitué de L = 220 cellules horizontalement et H = 41 verticalement, le cylindre
possédant sur le réseau grossier un diameétre de D = 10 cellules. Reste & expliciter
les temps de relaxation associé. Etant donné les grandeurs physiques choisies, pour
un nombre de Reynolds Re = (2/3 tmaz Lc)/v la viscosité cinématique physique

est de v = 6.67 107° m2/s = ¢?At/3(r —1/2), soit un temps de relaxation de
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TABLE 4.6 Différentes caractéristiques des domaines de simulation pour le cas du
cylindre dans un canal.

Cas1: Cas 2 : Cas 3 : Cas 4 : Cas 5 :
RafOBB Raf0CB RaflBB RaflCB | Raf2CB
Raffinements 0 0 1 1 2
Taux de - - my =4 my =4 my =4
raffinement - - - - me = 4
Temps de To=0.52 | 79=0.52] 17=0.52 | 1790=0.52 | 79 = 0.52
relaxation pour - - 71=058 |71 =0.58]|71 =0.58
chaque raffinement - - - - To = (.82
Méthode de prise Renvoie Paroi Renvoie Paroi Paroi
en compte de directe courbe directe courbe courbe
I’obstacle Sec 3.2.2.1 | Sec 3.3.1 | Sec 3.2.2.1 { Sec 3.3.1 | Sec 3.3.1

7 = 0.52. Ce temps obtenu est proche de la limite de 1/2 mais devrait étre suffisant

pour garantir la stabilité.

Avec ces parametres les simulations ont été effectuées dans diverses configurations,
avec ou sans raffinement, avec ou sans prise en compte des parois curvilignes pour
la frontiére du solide. Ces différentes configurations testées sont détaillées dans le

tableau 4.6.

4.2.3 Résultats

Pour les différents cas traités nous avons comparé deux parametres caractéristiques
de cet écoulement, I’évolution du coefficient de trainée Cy et 1’évolution du coef-
ficient de portance C; (section 3.3.3). La vitesse et la densité moyenne & l'entrée
du canal définissent les grandeurs de référence u,¢s et prey, le diametre du cylindre
représente lui la longueur de référence L,.s. La variation de ces deux coefficients

au cours du temps est représentée aux figures 4.8 et 4.9.

Avant de comparer les résultats obtenus il est bon de souligner que les coefficients
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illustrent bien le décollement et le laché périodique de tourbillons figure 4.7. Nous
remarquerons que la variation de ces coefficients n’est pas parfaitement réguliére.
Cette observation s’explique par le fait que le cylindre n’est pas placé parfaitement
au centre du canal, qu’ils se forment par le dessous ou le dessus les tourbillons ne
sont donc pas exactement de la méme taille et influencent plus ou moins la trainée

et la portance.

|
I e

FIGURE 4.7 Vorticité de 1’écoulement sur le domaine du cylindre dans un canal a
Re = 100.

Nous allons maintenant voir et confronter les résultats obtenus selon les différents
cas. Tout d’abord, concernant les simulations sans raffinement Raf0BB et RafOCB,
nous remarquerons que dans chaque cas Cy est fortement surévalué par rapport
aux données de référence 1% 41 les oscillations du C; présentent elles une am-
plitude moins importante que dans la référence. Un tel résultat peut s’expliquer
simplement par un manque important de finesse de raffinement autour du cylindre
ce qui change complétement la forme de I'obstacle. Concernant la différence entre
les méthodes de traitement des conditions frontieres, la prise en compte des pa-
rois curvilignes Raf0CB donne des résultats plus proches des données de référence
que le simple renvoie direct Raf0BB pour la trainée, pour la portance nous obser-
vons l'inverse. Concernant I’évolution temporelle les deux cas testés illustrent une

variation similaire des coefficients.

Avec un premier raffinement de rapport m = 4 (Cas Raf1BB et Rafl CB) I’évolution
des coefficients s’approche des données de référence. Dans ce cas 1'utilisation de

conditions frontieres par simple renvoie directe sous évalue légérement la trainée,
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FIGURE 4.8 Evolution du coefficient de trainée au cours du temps pour les diffé-

rentes simulations pour un cylindre dans un canal a Re = 100.
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FIGURE 4.9 Evolution du coefficient de portance au cours du temps pour les diffé-

rentes simulations pour un cylindre dans un canal a Re = 100.
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la portance est elle relativement bien évaluée. Pour le cas RaflCB I'utilisation de
conditions frontieres curvilignes est cette fois globalement plus précise que le simple
renvoie directe, malgré un écart avec les données de référence les valeurs maximales
de Cy et C; tendent vers celles-ci. L’utilisation du raffinement d’autre part ne semble

pas affecter la période des oscillations.

Le dernier cas avec deux rafhinements de rapport m = 4 est lui appliqué uniquement
avec une prise en compte des parois curvilignes étant donné que c’est le cas pour
lequel le plus de précision est envisageable. La variation des coefficients Cy et C|
(figures 4.8 et 4.9) est en bon accord avec les données de comparaison, notamment
pour les valeurs maximales des coefficients en comparaisons avec la gamme de

36] 1’étude de la formation de tourbillons en aval

valeurs proposées en référence
d’un cylindre dans un canal a Re = 100 est donc bien prise en compte par la
méthode de Boltzmann sur réseau, notamment avec l'utilisation de raffinements
autour du cylindre et avec la prise en compte des parois courbes. Pour souligner la

bonne correspondance temporelle des résultats nous allons observer le nombre de

Strouhal associé & ces simulations.

L
St= —F— (4.5)
umoyTps
avec la longueur caractéristique de 1’écoulement L. = D, la vitesse moyenne

Umoy = 2/3Umgqq €t la période T,s des oscillations des coefficients Cy et C;. Les diffé-
rentes valeurs du nombre de Strouhal associées aux simulations Raf0BB, Raf0CB,
Rafl1BB, RaflCB et Raf2CB sont résumées dans le tableau 4.7 et comparées aux
données de la référence %, Les valeurs obtenues y sont en relativement bon accord
avec la référence ce qui confirme la bonne évaluation du caractere instationnaire

d’une telle simulation.

Apreés avoir vérifié la formulation élémentaire de la méthode de Boltzmann sur ré-
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TABLE 4.7 Nombres de Strouhal caractérisant les différentes simulations pour un
cylindre dans un canal a Re = 100.

Cas simulé Nombre de Strouhal
Référence 130 St =0.30
RatOBB St = 0.2935
Raf0CB St = 0.2959
RaflBB St = 0.2988
RaflCB St = 0.2990
Raf2CB St = 0.2990

seau avec I’étude de ’écoulement dans une cavité entrainée nous venons de vérifier,
avec le cas du cylindre, le bon fonctionnement de notre programme amélioré. En
annexe II les champs de vitesse concernant cet écoulement dans le cas le plus précis

Raf2CB sont disponibles en guise de complément.

Nous allons désormais mettre a profit notre programme basé sur la méthode de
Boltzmann sur réseau, ainsi que les différentes améliorations de I’algorithme de

base, afin d’effectuer des simulations plus complexes.

4.3 Profils NACA, comparaison a d’autres méthodes de simulation

Les premiers écoulements plus complexes simulés sont I’écoulement autour de profils
d’ailes propres, puis déformés par la formation de givre, le tout & un nombre de

Reynolds de 500.

4.3.1 Description du probléeme

Pour ce probléme nous considérons le profil d’aile placé au milieu d’'un domaine
rectangulaire. Les simulations étant effectuées pour un nombre de Reynolds de 500,

le temps de relaxation associé risque d’étre relativement faible, donc, pour favoriser
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FI1GURE 4.10 Schéma du domaine de calcul et des différents raffinements pour le
profil NACAO0012.

la stabilité des simulations, ’entrée de vitesse est imposée uniformément en complé-
tant les distributions manquantes par détermination des distributions d’équilibre
(section 3.2.2.2). Les autres limites du domaine sont elles imposées libres (section
3.2.2.3). Etant donné la présence de conditions frontiéres libres, le domaine doit
étre suffisamment grand pour que ces derniéres n’influencent pas trop ’écoulement
et soient placées assez loin des zones de variation de ’écoulement. Pour ce faire et
pour une économie de temps de simulation, nous utilisons également une succession
de raffinements autour du profil (section 3.3.2). Enfin, pour garantir la précision
des simulations et du calcul des coefficients caractéristiques de chaque profil, le
traitement des parois curvilignes est évalué par la méthode proposée a la section
3.3.1. Le domaine de simulation ainsi que la position des raffinements successifs est

schématisé a la figure 4.10.

Sur un tel domaine nous allons effectuer des simulations sur différents profils d’ailes :
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le profil symétrique NACAOQ012 dans un premier temps pour une estimation de la
validité de la méthode et du choix du domaine de simulation; le profil NACA63-
415 non givré et givré pour effectuer des comparaisons avec Fluent. L’adimensio-
nalisation est similaire aux cas précédents, le nombre de Reynolds de référence
est Re = 500, la longueur caractéristique de I’écoulement est L. = ¢, la lon-
gueur de la corde des profils NACA, la vitesse de référence est la vitesse en entrée
Uent = (0.1 m/s,0) = (0.1 lu/lt,0). A partir de ces parameétres différents domaines
ont été générés de divers dimensions selon ’angle d’attaque du profil par rapport
a I’écoulement global. Les caractéristiques de ces domaines de simulation pour les

différents tests effectués sont détaillés dans les tableaux III.1 et II1.2 de ’annexe

IL

4.3.2 Profil NACA0012

Avant de comparer les résultats de la méthode de Boltzmann sur réseau a ceux de
Fluent pour le profil de pales d’éoliennes NACA63-415, nous avons vérifié que la
méthode telle que nous ’avons implémentée est capable de traiter adéquatement les
profils du type NACA et que la détermination des coefficients caractéristiques de
trainée Cy et portance C; est suffisamment bonne. Pour ces vérifications nous avons
donc simulé ’écoulement a Re = 500 autour d’un profil symétrique NACA0012

(tableau IIL.1) et comparé & des résultats déja existant 120,

Diverses données ont été comparées, & commencer par différentes coupes des com-
posantes horizontales U = @y /uen; €t verticales V' = 4, /uen de la vitesse normalisée
le long de la corde du profil NACAQ0012. La position de ces dernieres, illustrée a la
figure 4.11, est & £ = 0%, z = 25%, =z = 50%, z = 75% et x = 100% de la corde.
Ces coupes de vitesse sont elles représentées aux figures 4.12 & 4.16 et comparées

aux données de référence obtenues par les programmes de simulation en dynamique
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TABLE 4.8 Coefficients de portance et trainée pour le profil NACA0012 a Re = 500,
a=0°.

Méthodes Cy C
CFL3D 0.1741 | 0.538 10>
Powerflow | 0.1807 | —0.211 10~
LBGK 0.1752 0.50 1072

des fluides CFL3D et Powerflow. CFL3D est un résoluteur basé sur une résolution
par volumes finis des équations de Navier-Stokes, Powerflow est un programme
commercial basé sur la méthode de Boltzmann sur réseau. Une observation rapide
de toutes ces figures nous indique que les résultats obtenus par notre programme

(LBGK) sont comparables aux valeurs de référence.

Nous avons ensuite observé les différents coefficients caractéristiques de cet écou-
lement, & savoir les coefficients de trainée Cy et de portance C (section 3.3.3). La
vitesse et la densité moyenne a I’entrée du domaine définissent les grandeurs u,.s
et pref, la longueur de la corde c la longueur de référence L,.. Les valeurs obtenues
sont résumés dans le tableau 4.8, ils se comparent favorablement aux données de

la référence (29,

Ce premier cas d’application de la méthode de Boltzmann sur réseau a un profil
NACA donne des résultats proches des données de référence. Nous allons mainte-
nant nous pencher sur ’étude des caractéristiques aérodynamiques d'un profil de

pale d’éolienne NACAG63-415 et observer l'influence de la formation de givre.
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FIGURE 4.11 Lignes de courant et position des coupes le long du profil NACA0012.
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FIGURE 4.13 Composantes horizontales et verticales de vitesse le long du profil

NACA0012 a z = 0.25.
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NACA0012 a x = 0.5.
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FIGURE 4.17 Profil NACA63-415 propre et déformé par formation de glace au bord
d’attaque.

4.3.3 Profil NACAG63-415, propre et déformé par formation de givre

Le but de ce cas est de tester la capacité du programme a prendre en compte des
géométries complexes en régime stationnaire et instationnaire. Etant donné que
des données expérimentales de référence pour de tels cas ne sont pas disponibles,
nous allons comparer nos résultats a ceux obtenus par des simulations avec le
logiciel commercial Fluent. Le domaine de simulation ainsi que les parametres des
simulations ont été précédemment illustrés et détaillés, a la figure 4.10 et dans le
tableau II1.2. Pour le modele Fluent un domaine de type C a été employé avec les

mémes caractéristiques physiques.

La géométrie du profil NACA63-415, propre et modifié par formation de givre, est
illustrée a la figure 4.17. Chaque profil a été testé a différents angles d’attaque,
a=0°, 8° et 28°, ceci va nous permettre de confronter les résultats proposés par les

deux méthodes, LBGK et Fluent, pour différents régimes d’écoulement.

Ainsi, la premiére simulation a a=0° donne des résultats stationnaires aussi bien
pour les simulations sous Fluent qu’avec notre programme. La comparaison de
deux méthodes s’effectue & travers une observation des coefficients aérodynamiques
caractérisant ’écoulement, & commencer par I’étude de la répartition du coeflicient
de pression C,. Le C, le long du profil propre ainsi que déformé par la formation de

givre est présenté a la figure 4.18. Les valeurs de la portance et trainée associée sont
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FIGURE 4.18 Répartition des C, sur le profil NACA63-415 propre et givré a a=0°.

détaillées dans le tableau 4.9. Pour ce cas stationnaire les deux méthodes présentent

des résultats similaires.

Dans un second temps des simulation & un angle d’attaque de @==8° ont été réali-
sées. Pour ce cas, Fluent propose des résultats correspondant a un écoulement sta-
tionnaire alors que notre programme présente un écoulement instationnaire. Cette
instationnarité s’illustre par de petites oscillation de 1’écoulement dans le sillage
du profil. Pour pouvoir comparer les résultats des deux méthodes nous prenons la
valeurs moyenne des différents parametres obtenus par simulation avec la méthode
de Boltzmann sur réseau. Comme pour le cas & a=0° la répartition des C, le long
du profil sont illustrés & la figure 4.19 pour le profil NACA63-415 propre, et déformé
par formation de givre. Les Cy et C; correspondants sont résumés dans le tableau
4.9. Dans ce second cas, malgré la différence de régime, la répartition du coefficient
de pression évalué par chaque méthode est relativement similaire, la formation de
givre semble 1a encore bien évaluée. Pour ce qui est des coefficients de portance et

trainée, malgré le fait que les résultats observés soient du méme ordre, les valeurs
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FIGURE 4.19 Répartition des C;, sur le profil NACA63-415 propre et givré a a==8°.

simulées présentent un écart non négligeable, principalement pour 1’évaluation du

C.

Finalement, pour compléter I’étude du profil NACA63-415, nous avons effectué des
simulation a un angle d’attaque de a=28°. Pour ce dernier cas a fort angle d’in-
cidence, les résultats obtenus par les deux méthodes sont instationnaires. Pour ce
dernier cas nous allons donc nous concentrer sur ’évolution temporelle des coeffi-
cients aérodynamiques Cy et C;. Les résultats obtenus sont illustrés a la figure 4.20
pour le cas du profil propre et a la figure 4.21 pour le profil déformé par formation
de givre. Les oscillations périodiques des coeflicients illustrent la formation et le
1aché régulier de tourbillons dans le sillage du profil (Figure 4.22). Dans chaque cas
I’évolution temporelle des coefficients suit un comportement globalement similaire
sur une période, cependant un écart important entre les amplitudes de 'un des
deux pics de portance génére ensuite un écart constant entre les coeflicients, aussi
bien C; que Cj, jusqu’a ce qu’un nouveau pic de portance commence & se former.

D’autre part, concernant 1’évaluation des coeflicients pour le cas givré, il apparait
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F1GURE 4.20 Comparaison de I’évolution temporelle des coefficients de portance et
trainée pour le profil NACA63-415 a a=28°.

que 'augmentation de la trainée et de la portance avec le givrage est bien plus forte
avec les simulations par la méthode de Boltzmann sur réseau comparativement a
Fluent. Une derniére remarque peut étre formulée pour 1’observation des résultats,
il s’agit de la période des oscillations illustrant la formation et le laché régulier
de tourbillons. Ces derniéres, résumées dans le tableau 4.10, sont similaires mais
globalement plus courtes pour les simulations par la méthode de Boltzmann sur

réseau.

En conclusion pour ’étude du profil NACA63-415, notre programme basé sur la
méthode de Boltzmann sur réseau, propose des résultats similaires a ceux donnés
par la simulation avec le logiciel Fluent, notamment a faible angle d’attaque, la
prise en compte de la présence de givre y étant relativement bonne. Il est encoura-

geant de remarquer que malgré I'importante différence d’approche entre les deux
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FI1GURE 4.22 Formation de vortex & l’arriére du profil NACA63-415 & Re = 500 et

a=28".
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TABLE 4.9 Coefficients aérodynamiques de I’écoulement autour du profil NACA63-
415 propre et givré a Re = 500, a=0°, 8°.

Cas Méthodes Cy C
Propre, | Fluent | 0.1809 | —0.0057
0° LBGK | 0.1861 | —0.0079
Givré, Fluent | 0.1824 { —0.0068
0° LBGK | 0.1872 | —0.0215
Propre, Fluent 0.2022 | 0.3622
8° LBGK 0.210 | 0.3860
Givré, Fluent 0.2029 | 0.3639
8° LBGK | 0.2089 | 0.3392

TABLE 4.10 Période des oscillations des coefficients aérodynamiques autour du
profil NACA63-415 propre et givré a Re = 500, a=0°, 8°.

Méthodes période période
profil propre | profil givré

Fluent 30.9s 109 s

LBGK 279s 9.05 s

méthodes, au niveau du modele mathématique et aussi au niveau du maillage, les
résultats obtenus sont similaires. Cependant, nous avons observé certains écarts
non négligeables lors de I’analyse a fort angle d’attaque, lorsque la solution devient
instationnaire. Ce dernier cas demande une étude plus approfondie afin de vérifier

la qualité des résultats obtenus par la méthode de Boltzmann sur réseau.

L’annexe I1I fournit quelques résultats supplémentaires sur 1’étude de 1'écoulement
autour du profil NACA63-415. Nous allons maintenant finir notre travail par 1’étude
d’un autre cas complétement différent, a savoir la remontée par poussée d’Archi-

mede d’une particule dans un fluide.
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4.4 Remontée libre d’une particule dans un fluide par poussée d’Ar-

chimeéde

La méthode de Boltzmann sur réseau, ainsi que ’algorithme que nous avons dé-
veloppé, ont jusqu’a maintenant fournis des résultats correspondant favorablement
avec l'expérimentation ou des méthodes de simulation basées sur les équations de
Navier-Stokes. Nous allons maintenant nous pencher sur un dernier cas d’étude
permettant de mettre a profit le caractere transitoire de la méthode ainsi que sa
relative simplicité dans le traitement d’objets en mouvement. Cette étude concerne
la simulation de la remontée libre d’'une particule dans une colonne de fluide par

la poussée d’Archimede.

4.4.1 Description du probleme

Le but final de cette étude est I’évaluation du comportement et des caractéristiques
de la remonté libre d’une bulle de gaz dans un fluide. Etant donné le niveau de
développement de notre algorithme utilisant la méthode de Boltzmann sur réseau,
ce cas est complexe a simuler, notamment & cause du caractére diphasique d'un
tel écoulement. Nous avons donc effectué divers simplifications nous écartant du
probléme initial mais permettant d’observer, par la méthode de Boltzmann sur
réseau, divers phénomenes caractéristiques de la remonté libre de particules par la

poussée d’Archimede.

Le domaine de simulation utilisé représente une section d’'un volume de fluide et

est détaillé a la figure 4.23.

Pour réduire le temps de calcul, au lieu de simuler la remontée d’une particule

initialement immobile dans un fluide stagnant en considérant l'intégralité du do-
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FIGURE 4.23 Schéma du domaine de simulation pour le cas de la remontée d’'une
particule dans un fluide.



®

maine parcouru par la particule, nous avons définis le domaine de fagon a ce que
le déplacement total de la particule soit relativement faible. Pour ce faire nous
avons considéré un domaine en deux dimensions, une entrée constante de vitesse
est imposée dans la direction opposée de la direction de montée de 1'objet (section
3.2.2.2), les autres limites du domaine sont assimilées a des frontiéres libres (sec-
tion 3.2.2.3). L’objet est considéré comme une sphére solide représentée en deux
dimensions par un disque avec une condition de non glissement a la paroi et avec
prise en compte de la frontiere curviligne (section 3.3.1). Dans un souci de précision
et de stabilité, un raffinement du réseau autour de 'objet est également appliqué

(section 3.3.2). Par une telle approche les simulations se déroulent comme suit :

— Lancement de ’écoulement : A partir d’'un domaine initialisé stagnant une
vitesse Uy, légerement inférieure a la vitesse terminal de remontée de la particule
est imposée a la frontiére supérieure du domaine. Cette vitesse terminale de
remontée correspond & la vitesse maximale qu’atteint un objet en chute libre, ou
inversement, remontant par la poussée d’Archiméde 2. L’imposition de cette
derniére permet de ralentir la remontée de 1’'objet et donc de réduire la dimension
du domaine. Durant cette étape initiale des simulation la particule est alors placée
immobile au centre du canal. Avec le domaine fluide qui vient d’étre présenté, la
simulation ressemble au cas du cylindre dans un canal (section 4.2.1).

— Détachement de ’objet : Une fois I’écoulement développé sur le domaine de
simulation 1’objet est considéré libre et par bilan des forces auxquelles il est sujet
il commence a se déplacer sur le réseau par la poussée d’Archimeéde.

— Remontée de Vobjet : Une fois détaché, le corps remonte librement dans la
colonne de fluide jusqu’a atteindre une vitesse stable de remontée. Cette vitesse
constitue un parametre physique important et porte le nom de vitesse terminale

notée Uierm.

‘ Avec ce type de domaine et raisonnement pour la simulation de la remontée libre
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d’une particule, il apparait divers points n’ayant pas encore été abordé : I’évaluation

du bilan des forces appliquées a la particule et le déplacement d’objets sur un réseau.

4.4.2 Déplacement d’une particule sur un réseau de Boltzmann

Le probleme de la remontée d’une particule par la poussée d’Archimede nécessite
I’évaluation du déplacement d’objets sur un réseau. Nous allons voir comment se

déplacement est généré et comment il est modélisé numériquement.

Tout d’abord pour engendrer le déplacement de la particule, ou plus précisément du
disque de diametre L. = D par lequel cette derniére est représentée sur le réseau,

une simple application du principe fondamental de la dynamique est effectuée :
map:ZF=FAT—Fg—Ff (46)

Jeip = 3 Mg(F) (4.7)

ou l'accélération a, de l'objet est dépendante de la poussée d’Archimede F,4, =
ppVp g, de la gravité Fy = psV, g, le tout équilibré par les frottements visqueux Fy
et en fonction de la masse m = p,V, de la particule en déplacement. L’accélération
angulaire w, dépend elle de la résultante du moment des forces appliquées a la
particule Mg (F) et du moment d’inertie de la particule Jg, le tout appliqué a son
centre. Ces différentes forces s’appliquent & la sphére de diameétre L, = D dont le
disque visible sur le domaine représente une section. C’est a cette derniere que le
volume V, se réfere. Les densités ps et p, caractérisent respectivement la densité

massique du fluide et de la particule.

Pour une cohérence des grandeurs utilisées et de la méthode, les parametres de
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I’équation (4.6) sont tous adimensionalisés en unités de réseau (section 3.1.1) :
mép:ﬁp%g—ﬁf‘z’g_ﬁf (4.8)

Jow, =3 Mg(F) (4.9)

Avec cette nouvelle formulation, les efforts visqueux F s correspondent au efforts

évalués par la méthode présentée section 3.3.3.

Entre deux pas de temps le déplacement de la particule est alors déduit de I’accé-

lération a, ainsi obtenue, la rotation de la particule sur elle déduite de cfjp.

Maintenant que nous avons évoqué comment déterminer le déplacement de la par-
ticule, nous allons voir comment ce dernier s’effectue. Comme nous I’avons men-
tionné, la particule est définie sur un raffinement, le déplacement de cette derniere
a partir d’une position a t s’effectue donc en deux étapes : un déplacement sur le
raffinement, puis pour que le raffinement puisse suivre la bulle, un déplacement du

raffinement sur le réseau grossier.

— Déplacement sur le raffinement : Entre chaque pas de temps de simulations,
soit entre chaque étape de collision propagation, le déplacement Ax, de la parti-
cule sur le réseau fin est évalué. Par la méthode de prise en compte des conditions
frontieres curvilignes (section 3.3.1), nous pouvons définir précisément a chaque
pas de temps la position exacte de l'obstacle par rapport aux noeuds fluides
alentours. La position de la particule est donc évaluée a chaque pas de temps
en déplagant sont centre X (t + 1) = Xg(t) + Ax,, modifiant ainsi la prise en
compte des conditions frontiéres courbes. Il arrive que lors de ce déplacement cer-
tains noeuds fluides soient recouverts et deviennent solides, inversement certains
noeuds solides deviennent fluides. Dans le premier cas les distributions associées

au noeud recouvert sont tout simplement écrasées. Pour les noeuds découverts,
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les distributions manquantes sont elles déterminées par imposition des distribu-
tions a l’équilibre associées en utilisant une vitesse sur le noeud ainsi qu’une
densité interpolée a partir des noeuds fluides environnants. Cette méthode de
déplacement est relativement simpliste, elle peut étre une source d’erreur ou de
perturbations du fait de l'importance des interpolations, le choix des parametres
de simulation aura une influence importante sur ce traitement.

— Déplacement du raffinement : Une fois le déplacement de la particule ap-
pliqué sur le réseau raffiné, pour que la précision de la définition de la particule
soit maintenue il est nécessaire que le raffinement se déplace a son tour pour
suivre ’objet libre sur le domaine. Ainsi lorsque le déplacement sur le réseau fin
correspond & m cellules, m étant le taux de raffinement, ceci correspond a un
déplacement de une cellule sur le réseau grossier. Le raffinement est alors déplacé
de cette unité de réseau selon la méthode présentée section 3.3.2.2. Au cour de

cette étape la particule sera elle recentrée sur le raffinement.

Une fois ces différents déplacements effectués I’ensemble du domaine est définit au
temps t + 1, champs des distributions et position de la particule. La simulation

peut alors se poursuivre a partir de ce nouveau domaine.

Maintenant que la méthode de déplacement de I'objet sur un réseau a été préci-
sée nous allons expliciter le domaine de simulation ainsi que les parametres des

différentes simulations effectuées.

4.4.3 Résolution par la méthode de Boltzmann sur réseau

Ce type de simulation d’un objet en déplacement libre sur un réseau a pour objectif
d’évaluer le comportement d’une particule solide remontant librement dans une
colonne de fluide. Nous avons vu que pour une économie de temps de calcul, le

domaine est fortement réduit et 'objet est libéré dans un écoulement initialement
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développé en fonction d’une vitesse en entrée 1égerement inférieure et en sens opposé

a la vitesse terminale que devrait atteindre la particule.

L’évaluation de la vitesse terminale est un élément clef de la simulation, elle va
permettre de définir le domaine de simulation de facon optimale et constituera
une valeur de référence importante pour la comparaison des résultats. Dans notre
étude nous avons utilisé en guise de référence un ensemble de corrélations per-
mettant d’évaluer cette vitesse terminale de la particule, celles-ci ont été proposées
suite & Pexpérimentation par Wallis %1 en 1974. Ces corrélations permettent d’éva-
luer la vitesse terminale de remontée d’une sphére solide en fonction de nombres

adimensionnels. Le rayon adimensionel :

_ 1/3
R (&M) (4.10)
2 12

avec D le diametre de la particule, g la valeur de l'accélération de la pesanteur,
i la viscosité dynamique du fluide environnant et les densité du fluide py et de la

particule p,.

Avec les mémes variables caractérisant le fluide la vitesse adimensionelle est :

pg 1/3
ut = Uterm ( ! ) (411)
1g(py = pp)

o U,erm est la vitesse terminale a évaluer.

A partir de ces grandeurs différentes relations permettent de lier le rayon adimensio-

nel avec la vitesse et permettent donc d’évaluer la vitesse terminale de la particule
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en fonction des parametres caractéristiques du fluide :

2
Sir<1.25 u*= 5 r*?
Si 1.5<r* <10 w* = 0.307 r*12 (4.12)

Si 10 <7r* <36 u*=0.693r*08%8

Différentes simulations ont été conduites pour diverses caractéristiques du fluide et
de la particule. La définition des parametres sur chaque réseau suit un raisonnement
similaire a ce qui a été fait pour les simulations précédentes, nous allons plus

précisément détailler un cas particulier.

Pour le cas d’une particule de diamétre D = 1 mm, densité p, = 200 kg/m?, dans
un fluide de densité p; = 1000 kg/m® et viscosité cinématique v = 5 107% m?/s,
avec une accélération de la pesanteur de g = 9.81 m/s? le raisonnement suivi est
le suivant. Tout d’abord la vitesse terminale de remonté de la particule se dé-
duit du rayon adimensionel obtenu pour de telles conditions (4.10), * = 3.398,
d’aprés les corrélations (4.12), u* = 0.307 r*}2! = 1.349, et donc la vitesse
terminale attendue est U, = 0.0458 m/s. Cette vitesse permet de définir la
vitesse en entrée de la section de colonne de fluide présentée (section 4.4.1),
Ueny = (—0.025m/s,0) = (—0.251u/lt) tel que |Uens| < Uterm. La discrétisation
du domaine s’effectue comme suit, le diametre D de la particule est, par exemple,
divisé sur le réseau grossier en D = 10 lu, ainsi Az, = Aty = 107, le domaine
global associé a été choisit de hauteur H = 300 lu et largeur L = 100 lu. De tous
ces parametres et avec le tableau des adimensionalisations (section 3.1.1), il est
possible de déduire les caractéristiques du réseau permettant d’effectuer la simula-
tion. Notamment de vérifier le temps de relaxation associé, dans ce cas 7 = 0.65.
Le taux de raffinement m autour de la particule permet de jouer sur les parametres
de simulations en fonction des cas, nous avons alors Az; = Aty = 107*/m. Géné-

ralement plus le rapport de densité entre la particule et le fluide environnant est
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FIGURE 4.24 Variation de la vitesse verticale et latérale d’une particule lachée dans
un de fluide avec D = 1 mm, Ap = 800, v = 5107° m?/s.

important plus il sera nécessaire d’augmenter ce rapport de raffinement.

Un ensemble de simulations ont été effectuées pour différentes caractéristiques du

fluide et de la particule, nous allons maintenant observer les résultats obtenus.

4.4.4 Résultats

Les diverses simulations ont permis de comparer aux valeurs des corrélations les

vitesses terminales qu’atteignent les particules lors des simulations.

Tout d’abord nous allons regarder la variation temporelle de la vitesse verticale
de remonté u, — Uent, Par rapport a l’état stagnant, ainsi que la vitesse latérale
de ces particules uy, le tout étant exprimé en fonction du temps de simulation.
Les courbes présentées dans les figures 4.24 et 4.25, représentent deux solution

particuliéres générant deux trajectoires différentes des particules.

Les courbes de la figure 4.24 illustrent le cas de la remontée d’une particule de

diamétre D = 1 mm et densité p, = 200 kg/m* dans un fluide de densité p, =
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FIGURE 4.25 Variation de la vitesse verticale et latérale d’une particule lachée dans
un de fluide avec D = 1 mm, Ap = 800, v = 1107% m?/s.

1000 kg/m? et viscosité cinématique v = 5107% m?/s. Ici la particule est accélérée
par poussée d’Archimeéde jusqu’a ce qu’elle atteigne une vitesse limite, la vitesse
terminale de remontée Usepr,. Le résultat ici observé est User, = 0.049 m/s, la
vitesse prédite par les corrélations de Wallis étant U[:T’:n = 0.046 m/s. Dans ce
premier cas la composante latérale de la vitesse de remontée est nulle, la particule

remonte selon un droite.

Les courbes de la figure 4.25 illustrent le cas de la remontée d'une particule de
diametre D = 1 mm et densité p, = 200 kg/m? dans un fluide de densité p, =
1000 kg/m3 et viscosité cinématique v = 1 107° m?/s. Avec ces parameétres la
particule commence aussi a accélérer du fait des forces gravitationnelles puis apres
avoir atteinte un maximum sa vitesse de remontée diminue en méme temps que la
particule se met a osciller latéralement. Au bout d’un certain temps de simulation
ces oscillations deviennent réguliéres, la particule remonte a une vitesse moyenne

suivant une trajectoire en zigzag. Dans ce second cas la vitesse moyenne a laquelle la
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remontée s’effectue correspond a la vitesse terminale de remontée Use,r, = 0.108m/s

pour ce cas. La valeur proposée par les corrélations est Urs = 0.098 m /s.

Les deux cas qui viennent d’étre détaillés illustrent deux situations typiques des
différentes simulations effectuées et des types de solutions observées. Nous remar-
querons que pour ces deux cas les vitesses terminales évaluées sont raisonnablement
en bon accord avec les valeurs proposées par les corrélations expérimentales de Wal-

23] Pour compléter I’observation des résultats proposés par notre programme,

lis
I’ensemble des vitesses terminales évaluées et comparées aux valeurs suggérées par

les corrélations de Wallis sont résumées sur la figure 4.26.

Pour ces simulations les résultats sont en bon accord avec les valeurs de référence,
méme quand les particules suivent une trajectoire en zigzag, comme nous pouvons
le remarquer dans le domaine supérieur de chaque graphique. Il semble cependant
que pour les cas ou les particules ne suivent plus une trajectoire rectiligne un écart
se creuse entre résultats simulés et résultats de référence. Cet écart peut provenir
d’imprécisions de notre algorithme a des vitesses élevées, du domaine utilisé, ou
bien de la différence entre les simulations en deux dimensions et le phénomene réel

ou la remontée de la particule ne suit pas une trajectoire en zigzag mais en spirale.

Nous soulignerons que ces résultats concernent des simulations pour de faibles
rapports de densités, pour de petites particules. Il s’avere que plus ce rapport
augmente ou plus la particule est grosse, plus la vitesse terminale atteinte est élevée
ou le cas échéant plus 'amplitude des oscillations de la particule est grande. Pour
des rapports de densités élevés ou pour de grosses particules la simulation avec
notre programme est sujette a l'instabilité. Un moyen de faire face a ce probleme
dans une certaine mesure est d’augmenter le raffinement autour du cylindre. La
simulation stable avec le plus grand rapport de densité que nous avons réussis a

atteindre est une particule de diamétre D = 1 mm, de densité p, = 100 kg/m?
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FIGURE 4.26 Comparaisons des vitesses terminales de remontée d’une particule
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dans un fluide de densité p; = 1000 kg/m?® pour une viscosité cinématique de

v=110"%m?/s.

Pour ce dernier cas, afin d’illustrer la trajectoire en zigzag de certaines simulations,
nous avons effectué un parallele avec des données expérimentales. La figure 4.27
compare les trajectoires obtenus par simulation comparées a un résultat d’expé-
rience pour le cas de la remonté d'une bulle d’air [ 2. Pour la simulation numérique
la vitesse terminale évaluée est de Usermn = 0.112m/s, la vitesse de référence propo-
sée par les corrélations de Wallis étant U[:T’;,, = 0.1062m/s. Les données expérimen-

tales concernent une bulle de D = 1.34 mm de vitesse terminale U, = 0.352m/ s

remontant dans une colonne d’eau stagnante a T = 28.5°C.

Nous observons qu’en régime établit aussi bien la particule que la bulle suivent une
trajectoire suivant des oscillations régulieres, ou plus précisément une remontée
en spirale pour le cas expérimental avec des longueurs d’ondes semblables. Cette
comparaison illustre la capacité de notre modele a représenter ce phénomene mal-
gré sa simplicité algorithmique. Cependant malgré des longueurs d’onde similaires
A = 58.7 mm simulé et environ A = 62.5 mm expérimentale, les deux cas com-
parés different fortement, notamment pour ’amplitude A. La simulation propose
A = 0.35 mm contre des oscillations de I'ordre de A = 1 cm pour 'expérience. Ces
larges différences peuvent s’expliquer par la trés grande différence entre les simula-
tions : différence des conditions expérimentales; différence de rapport de densité;
simulation bidimensionnelle contre un probléme en trois dimensions; glissement a
la paroi d’une bulle de d’air ; forme ellipsoidale d’une bulle d’air de D = 1.34 mm

(comme illustré figure 4.28).

Pour cette derniere catégorie de simulations notre programme a présenté une bonne
évaluation de la vitesse de remontée d’une particule. L’évaluation des trajectoires en

zigzag sont elles moins certaines, étant donné le manque de données de référence
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FIGURE 4.27 Parallele entre la remontée en zigzag de la particule et la remontée
d’une bulle d’air.
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FIGURE 4.28 Vitesse terminale, forme, et trajectoire d’une bulle en fonction de son
diameétre 171,

traitant ce probleme. Avec une améliorations des performances du programme,
des simulations en trois dimensions ou l'utilisation d’une approche diphasique du
probléme, la simulation plus précise du comportement de bulles ou d’écoulements

avec de multiples particules est envisageable.
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CONCLUSION

Le but de ce mémoire était de développer un algorithme de simulation en dy-
namique des fluides basé sur la méthode mésoscopique de Boltzmann sur réseau.
L’algorithme de base, couplé a différentes méthodes améliorant les performances,
devait étre testé afin de vérifier la capacité de la méthode a effectuer des simulations

d’écoulements.

Afin de palier a certaines limitations de la méthode de Boltzmann sur réseau, no-
tamment sont fonctionnement sur des réseaux Cartésiens, ou encore son instabilité
pour des écoulements caractérisés par de faibles temps de relaxation, différentes
techniques visant a améliorer la précision des simulations autour de profils aérody-

namiques ont été présentées et programmeées.

Plusieurs simulations ont alors été conduites avec 'algorithme ainsi obtenu. Les
premieres représentaient des cas test classiques simples : écoulement dans une ca-
vité entrainée, simulation autour d’un cylindre dans un canal. Ces essais ont permis
de vérifier les bonnes propriétés de la méthode pour la simulation d’écoulements
a faible nombre de Reynolds, aussi bien en régime stationnaire que transitoire. La
méthode de Boltzmann sur réseau ainsi appliquée a présentée des résultats avec une
bonne évaluation spatiale et temporelle des écoulements. De ces études quelques
remarques générales sur la méthode en sont ressorties : la forte dépendance de la
méthode & la définition du temps caractéristique de relaxation et dans le méme
esprit la dégradation des solutions avec 'augmentation du nombre de Reynolds;
I'influence importante du choix des conditions frontieres sur la stabilité et la préci-
sion des résultats; la fiabilité de I'utilisation de réseaux multiples imbriqués pour

le raffinement de certaines régions du domaine fluide.

Apres les premiers tests correspondant favorablement avec les valeurs de références,



127

I’algorithme développé a été utilisé pour la simulation de cas plus complexes afin de
mettre a profit les améliorations de la méthode de base, a savoir 'utilisation de raf-
finements et la prise en compte des parois curvilignes. La premiére application dans
cette optique fut la simulation d’écoulements autour de profils d’ailes NACA0012,
puis NACA63-415 propres et déformés par formation de givre au bord d’attaque,
le tout a différents angles d’attaque. Les résultats ainsi obtenus furent comparés
a d’autres méthodes basées sur le modele macroscopique de Navier-Stokes ou de
Boltzmann sur réseau. Notre programme a présenté une bonne correspondance des
résultats pour les simulations notamment en régimes stationnaire, a faible angle
d’attaque. L’évaluation des coefficients aérodynamiques de trainée et portance ainsi
que la prise en compte des petites déformations induites par la formation de givre
au bord d’attaque s’accordaient favorablement avec les données de comparaison,
confirmant ainsi la fiabilité de la méthode et ce malgré une approche tres différentes
dans la résolution de tels problemes. En revanche pour les simulations engendrant
un écoulement instationnaire, a savoir pour de forts angles d’attaque du profil, bien

que similaires, les diftérentes solutions obtenues présentaient des écarts.

Le dernier probléme simulé avait pour but de souligner la forte flexibilité de la
méthode avec 'observation de la remontée libre dans un fluide d’'une particule
entrainée par la poussée d’Archiméde. Ce type de simulation malgré sa complexité
phyvsique est relativement simple a implémenter par la méthode de Boltzmann sur
réseau griace a la maniére de traiter les conditions frontieres et la flexibilité des
réseaux. Ce type de simulation a permis d’un point de vue numérique de vérifier
la capacité du traitement de déplacement d’objets sur un réseau de Boltzmann, et
d’un point de vue physique, d’observer les trajectoires suivies par des particules
de diverses densités remontant librement dans un fluide. Les résultats obtenus
furent en accord avec les quelques données de référence disponibles, notamment

pour l'observation de la vitesse terminale de remontée. Cependant, concernant les
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trajectoires suivies des études supplémentaires seraient envisageables, avec pour
objectif final I’observation de la remontée d’une bulle de gaz dans une colonne de

fluide.

La méthode de Boltzmann sur réseau ainsi implémentée pour effectuer diverses
simulations en dynamique des fluides a globalement donné des résultats encoura-
geants. Maintenant qu’elle est la place et le role de cette méthode par rapport aux
méthodes de simulation numérique ? Comme nous ’avons vu la simulation d’écou-
lements a faible nombre de Reynolds, aussi bien stationnaires qu’instationnaires,
semble étre relativement bien évaluée par la méthode. Ainsi en mettant a profit les
atouts de la définition mésoscopique, a savoir une relative simplicité de fonctionne-
ment, un traitement simple des conditions frontiéres solides, une bonne flexibilité
pour la prise en compte de déplacement d’objets, la méthode peut étre avanta-
geuse pour les écoulements poreux, diphasiques, ou dans des géométries complexes.
D’autre part, nous n’en avons pas parlé dans ce mémoire, mais I'indépendance des
cellules les unes par rapport aux autres et la communication simple entre ces der-
nieres confere a la méthode de Boltzmann une forte capacité a étre utilisée en calcul
paralléle, les performances de la méthode en seraient ainsi fortement améliorées.
Pour ce qui est des inconvénients de la méthode, principalement sa faiblesse pour
I’évaluation des écoulements faiblement visqueux, la simulation d’écoulements a
haut nombre de Reynolds et turbulents est encore difficile, quelques techniques vi-
sant a corriger ces faiblesses existent mais un effort doit encore étre fournit pour
résoudre ce type de probléeme. Enfin un dernier domaine d’application ou la mé-
thode ne peut tout simplement pas s’appliquer est la simulation d’écoulements
compressibles. De part sa définition la méthode n’est tout simplement pas apte a

évaluer de tels écoulements.

En conclusion la méthode de Boltzmann sur réseau peut donc représenter une

alternative aux méthodes déja éprouvées de simulation en dynamique des fluides
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basées sur les équations de Navier-Stokes, elle peut méme s’avérer avantageuse pour
certains cas, mais un effort important reste encore a fournir pour augmenter son

champ d’application et sa compétitivité vis a vis des techniques existantes.



130

REFERENCES

[1] Aybers, N. M., et Tapucu, A. (1969). The motion of gas bubbles rising through
stagnant liquid. Warme-Stoffiibertrag, 2, 118-128.

[2] Aybers, N. M., et Tapucu, A. (1969). Studies on the drag and shape of gas
bubbles rising through a stagnant liquid. Wirme-Stoffiibertrag, 2, 171-177.

[3] Bhatnagar, P. L., Gross, E. P., et Krook, M. (1954). A model for collision pro-
cesses in gases. I. small amplitude processes in charged and neutral one-component

systems. Physical Review, 94(3), 511-525.

[4] Buick, J. (1997). Lattice Boltzmann methods in interfacial wave modelling.

PhD thesis, The University of Edinburgh.

[5] Chapman, S., et Cowling T. G. (1970). The Mathematical Theory of Non-

Uniform Gases. Cambridge University Press.

[6] Chen, S., Chen, H., Martinez, D., et Matthaeus, W. (1991). Lattice Boltzmann
model for simulation of magnetohydrodynamics. Physical Review Letters, 67(27),
3776-3779.

[7] Clift, R., Grace, J. R., et Weber, M. E. (1978). Bubbles, Drops and Particles.
Academic Press, New York.

[8] D’Humieres, D., Lallemand, P., et Frisch, U. (1986). Lattice gas models for 3D
hydrodynamics. EPL (Europhysics Letters), 2(4), 291-297.

[9] Dong, Y. H., Sagaut, P., et Marie, S. (2008). Inertial consistent subgrid model
for large-eddy simulation based on the lattice Boltzmann method. Physics of

Fluids, 20(3), 035104-1-12.

[10] Dupuis, A. et Chopard, B. (2003). Theory and applications of an alternative
lattice Boltzmann grid refinement algorithm. Physical Review E, 67(6), 066707.



131

[11] Erturk, E., Corke, T. C., et Goke¢ol, C. (2005). Numerical solutions of 2-D
steady incompressible driven cavity flow at high Reynolds numbers. International
Journal for Numerical Methods in Fluids, 48, 747-774.

[12] Escobar, R. A., Ghai, S. S., Jhon, M. S., et Amon, C. H. (2006). Multi-length
and time scale thermal transport using the lattice boltzmann method with appli-
cation to electronics cooling. International Journal of Heat and Mass Transfer,
49(1-2), 97-107.

[13] Filippova, O. et Hénel, D. (1998). Grid refinement for lattice-BGK models.
Journal of Computational Physics, 147(1), 219-228.

[14] Frisch, U., Hasslacher, B., et Pomeau, Y. (1986). Lattice-gas automata for
the Navier-Stokes equation. Physical Review Letters, 56(14), 1505-1508.

[15] Ghia, U., Ghia, K. N., et Shin, C. T. (1982). High-Re solutions for incom-
pressible flow using the Navier-Stokes equations and a multigrid method. Journal
of Computational Physics, 48(3), 387-411.

[16] Guo, Z., Zheng, C., et Shi, B. (2002). An extrapolation method for boundary
conditions in lattice Boltzmann method. Physics of Fluids, 14(6), 2007-2010.
[17] Hardy, J., de Pazzis, O., et Pomeau, Y. (1976). Molecular dynamics of a
classical lattice gas : Transport properties and time correlation functions. Physical
Review A, 13(5), 1949-1961.

[18] Hardy, J., Pomeau, Y., et de Pazzis, O. (1973). Time evolution of a two-
dimensional model system. I. invariant states and time correlation functions. Jour-

nal of Mathematical Physics, 14(12), 1746-1759.

[19] Higuera, F. J. et Jimenez, J. (1989). Boltzmann approach to lattice gas
simulations. EPL (Europhysics Letters), 9(7), 663—-668.

[20] Imamura, T., Nakamura, T., Suzuki, K., et Yoshida, M. (2005). Flow simu-
lation around an airfoil by lattice Boltzmann method on generalized coordinates.

AJIAA Journal, 43, 1968-1973.



132

[21] Inamuro, T, Yoshino, M., et Ogino, F. (1995). A non-slip boundary condition
for lattice Boltzmann simulations. Physics of fluids, 7(12), 2928-2930 .

[22] Kao, P. H., et Yang, R. J. (2008). An investigation into curved and moving
boundary treatments in the lattice Boltzmann method. Journal of Computational
Physics, 227(11), 5671-5690.

[23] Kim, D., Kim, H. M., Jhon, M. S., Vinay III, S. J., et Buchanan, J. (2008).
A characteristic non-reflecting boundary treatment in lattice Boltzmann method.
Chinese Physics Letters, 25(6), 1964-1967.

[24] Koelman, J. M. V. A. (1991). A simple lattice Boltzmann scheme for Navier-
Stokes fluid flow. EPL (Europhysics Letters), 15(6), 603-607.

[25] Kolev, N. 1. (2007). Multiphase Flow Dynamics 2. Thermal and Mechanical
Interactions. Springer Berlin Heidelberg.

[26] Latt, J., Chopard, B., Malaspinas, O., Deville, M. O., et Michler, A. (2008).
Straight velocity boundaries in the lattice Boltzmann method. Physical Review
E, 77, 056703.

[27] Lin, C. L. et Lai, Y. G. (2000). Lattice Boltzmann method on composite grids
Physical Review E, 62, 2219-2225.

[28] Mazzocco, F., Arrighetti, C., Bella, G., Spagnoli, L., et Succi, S. (2000).
Multiscale lattice Boltzmann schemes. International Journal of Modern Physics
C, 11, 233-245.

[29] McNamara, G. R., et Zanetti, G. (1988). Use of the Boltzmann equation to
simulate lattice-gas automata. Physic Review Letters, 61(20), 2332-2335.

[30] Mei, R., Luo, L. S., et Shyy, W. (1999). An accurate curved boundary treat-
ment in the lattice Boltzmann method. Journal of Computational Physics, 155,
307-330.

[31] Mei, R., Shyy, W., Yu, D, et Luo, L. S. (2002). Force evaluation in the lattice
Boltzmann method. Physical Review E, 65, 041203.



133

[32] Neumann, J. V. (1966). Theory of Self-Reproducing Automata. University
of Illinois Press, Champaign, IL, USA.

[33] Ngb, C., et Ngo, H. (2001). Physique statistique, introduction. Dunod, 2¢éme
édition.

[34] Qian, Y. H., D’Humieres, D., et Lallemand, P. (1992). Lattice BGK models
for Navier-Stokes equation. EPL (Europhysics Letters), 17(6), 479-484.

[35] Rohde, M., Kandhai, D., Derksen, J. J., et Van den Akker, H. E. A. (2006). A
generic, mass conservative local grid refinement technique for lattice Boltzmann
schemes. International Journal for Numerical Methods in Fluids, 51, 439-468.
[36] Schéfer, M. , et Turek, S. (1996). Benchmark computations of laminar flow
around cylinder. Notes in Numerical Fluid Mechanics, 52, 547-566.

[37] Succi, S. (2001). The lattice Boltzmann equation for fluid dynamics and
beyond. Oxford University Press.

[38] Sukop, M. C., et Thorne, D. J. (2005). Lattice Boltzmann modeling : An
introduction for geoscientists and engineers. Springer, Berlin.

[39] Thirey, N. (2003). A single-phase free-surface lattice boltzmann method.
Master’s thesis, IMMD10 University of Erlangen-Nuremberg.

[40] Wolf-Gladrow, D. A. (2000). Lattice-Gas Cellular Automata and Lattice
Boltzmann Models : an introduction. Springer, Berlin.

[41] Yu, D., Mei, R., et Shyy, W. (2002). A multi-block lattice Boltzmann method
for viscous fluid flows. International Journal for Numerical Methods in Fluids, 39,
99-120.

[42] Yu, H., Girimaji, S. S., et Luo, L. S. (2005). DNS and LES of decaying
isotropic turbulence with and without frame rotation using lattice Boltzmann
method. Journal of Computational Physics, 209(2), 599-616.

[43] Zou, Q., et He, X. (1997). On pressure and velocity boundary conditions for
the lattice Boltzmann BGK model. Physics of Fluids, 9, 1591-1598.



134

[44] Zuse, K. (1970). Calculating space. MIT Project MAC.



ANNEXE 1

135

DONNEES COMPLEMENTAIRES DU CAS DE LA CAVITE
ENTRAINEE

TABLE 1.1 Différents parametres des simulations effectuées pour le cas de la cavité
entrainée de 20cm x 20cm.

Re = 100

Re=1000

Re=2500

Maillage
64 x 64
noeuds

ur =ur =0.1m/s
v=210"*m?/s
Az =3.12510"%m
At =3.12510"% s
7 = 0.692

ur =ur =0.1m/s
v=210"°m?/s
Az = 3125103 m
At =3.1251073 s
7 =0.5192

ur =ur =0.1m/s
v=2810"%m?/s
Az =3.125103m
At =3.12510"3 s
7 = 0.50768

Maillage
64 x 64
noeuds

ur = ur = 0.05m/s
v=110"*m?/s
Az =3.12510"3m
At =3.12510"3 s
7= 0.596

’l_LT =Uur = 0.05 m/s
v=110"%m?/s
Az =3.125103m
At =3.12510"3s
7 = 0.5096

ar =ur =0.05m/s
v=410"%m?/s
Az =3.12510"3m
At =3.12510"3 s
T = 0.50384

Maillage
128 x 128
noeuds

ur =ur =0.1m/s
v=210"*m?/s
Az =1.5625 1073 m
At =1.56251073 s
T = (.884

dr =ur =0.1m/s
v=210"°m?/s
Az =1.5625 1072 m
At =1.56251073 s
7= 0.5384

ar =ur =0.1m/s
v=2810"%m?/s
Az = 156251073 m
At = 1.5625 1073 s
7 =0.51536

Maillage
128 x 128
noeuds

ar =ur =0.05m/s
v=110"* m?/s
Az = 1.5625 1073 m
At = 156251072 s
T =0.692

ar = ur = 0.05 m/s
v=110"%m?/s
Az = 1.5625 1073 m
At =1.5625 1073 s
T =0.5192

’l_LT = Ur = 0.05 m/s
v=410"%m?/s
Az =1.5625 103 m
At =1.5625 1073 s
7 = 0.50768

Maillage
256 x 256
noeuds

tur =ur =0.1m/s
v=210"*m?/s
Az =7.812510"*m
At =7.8125 1074 s
T=1.268

ﬁT =Uur = 0.1 m/s
v=210">m?/s
Az =17.812510"* m
At =7.8125107% s
7= 0.5768

ur =ur =0.1m/s
v=2810"%m?/s
Az =T7.8125107* m
At =7.8125 107 s
7 = 0.53072
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F1GURE 1.1 Champs de vitesses pour la cavité entrainée a Re=100, ap = 0.1.
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F1GURE 1.2 Champs de vitesses pour la cavité entrainée a Re=1000, ur = 0.1.
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cavité entrainée a Re=2500, up = 0.1.
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ANNEXE II

DONNEES COMPLEMENTAIRES POUR LE CAS DU CYLINDRE
DANS UN CANAL
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FiGURE II.1 Champs de vitesses pour la formation de tourbillons en aval d’un
cylindre dans un canal & Re=100, tep; = % 0.1.
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DONNEES COMPLEMENTAIRES POUR LE CAS
D’ECOULEMENTS AUTOUR DE PROFILS D’AILES NACA
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TABLE III.1 Différentes caractéristiques du domaine de simulation pour I’étude de
Pécoulement autour du profil d’aile NACA0012.

Angle 0°
d’attaque
nRaf =2

my = Mo = 2

L,=0.078 m

L=0471m

H=0314m
NACA Az =1.57107* m
0012 At=1.5710"%s

v=15710"° m?/s
L, =50

70,12 = 0.53, 0.56, 0.62
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TABLE II1.2 Différentes caractéristiques des domaines de simulation pour 1’étude
de ’écoulement autour du profil d’aile NACA63-415.

Angle 0° 8° 28°
d’attaque
nRaf =2 nRaf = 2 nRaf = 2
m; = me = 2 m; = mg = 2 my=my = 2
L.=06m L.=06m L.=06m
L=36m L=36m L=72m
H=48m H=48m H=48m
NACA Az =1210"3m Az =1210"3m Az =1210"3m
63-415 At=1210"3s At=1210"3s At=1210"3s
Propre v=12.010"°m?/s | v =12.0 1075 m?/s | v = 12.0 1075 m?/s
L. =50 L. =50 L. =50
L = 300 L =300 L = 600
H = 400 H = 400 H = 400
I, = 150 I, = 140 I, =180
hy = 200 hy = 200 hy = 180
70,1,2 = 053, 70,1,2 = 053, 70,1,2 = 053,
0.56, 0.62 0.56, 0.62 0.56, 0.62
nRaf =2 nRaf =2 nRaf =2
m; = Mo = 2 miy = my = 2 my=mo =2
L.=02m L.=02m L.=02m
L=12m L=12m L=24m
H=16m H=16m H=16m
NACA Az =410"3m Az =410"3m Az =410"3m
63-415 At=410"3s At=410"3s At=410"3s
givré v=4010"°m?/s | v=4.010"°m?/s | v =4.0107° m?/s
L. =50 L. = 50 L. =50
L = 300 L =300 L = 600
H = 400 H = 400 H = 400
I, = 150 I, =150 I, =180
hy = 200 hy = 200 hy = 200
70,12 = 0537 70,1,2 = 053, To,1,2 = 053,
0.56, 0.62 0.56, 0.62 0.56, 0.62
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FiGure IIl.1 Composantes horizontale et verticale de vitesse autour du profil
NACAG63-415 propre a Re=500, a=0°.
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FiGUre III.2 Composantes horizontale et verticale de vitesse autour du profil
NACAG63-415 givré & Re=500, a=0°.



