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R E S U M E 

Ce memoire presente la methode de Boltzmann sur reseau permettant la simu

lation numerique d'ecoulements par une approche mesoscopique des fluides avec 

l'utilisation de distributions de probability. Son principe de fonctionnement est de-

finit par une discretisation geometrique, temporelle et dans l'espace de phase, de 

l'equation de transport de Boltzmann associee a l'utilisation de reseaux. La mise en 

oeuvre d'une telle formulation pour effectuer des simulations en deux dimensions 

se reduit alors a une variation continue du champ discretise des distributions sur 

le reseau par la succession de deux etapes : collision, propagation. Les caracteris-

tiques macroscopiques des ecoulements simules y sont alors deduites par un bilan 

des distributions sur chaque cellule constituant le reseau. Cette methode dans sa 

formulation de base presente Favantage d'etre simple a mettre en oeuvre, c'est un 

schema lineaire, intrinsequement instationnaire et qui par sa formulation evolue 

de fagon a atteindre le maximum d'entropie. L'algorithme de base, une technique 

de ramnement des reseaux, ainsi qu'une technique particuliere de traitement des 

conditions frontieres courbes, ont ete implemented afin de verifier la capacite de la 

methode a effectuer des simulations complexes en dynamique des fluides. Le pro

gramme ainsi developpe a presente de bon resultats, dans sa formulation de base et 

amelioree, pour la simulation de cas classiques en dynamique des fluides, a savoir 

l'etude de l'ecoulement dans une cavite entrainee et Fobservation du lache alterne 

de tourbillons en aval d'un cylindre dans un canal. Pour la simulation d'ecoule

ments autour de corps aerodynamiques, les simulations autour de profils NACA 

propres et deformees par formation de givre ont presentee des resultats en accord 

avec ceux proposes par d'autres methodes de simulation en regime stationnaire, les 

resultats en regime instationnaire etant un peu plus eloignes. Enfin les capacites 

de la methode a traiter le deplacement d'objets solides sur le reseau ont ete veri-

fiees avantageusement par Fobservation de la remonte libre d'une particule dans 



VI 

un fluide. En conclusion, malgre quelques limites, la methode de Boltzmann sur 

reseau telle que nous l'avons implementee a fournie des resultats encourageants et 

presente une nouvelle alternative pour simuler des ecoulements complexes. 
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A B S T R A C T 

This thesis presents the lattice Boltzmann method which enables to conduct flow 

simulations through a mesoscopic approach using particle distribution functions. 

This method is based on a geometrical, temporal, and phase space discretization of 

the continuum Boltzmann transport equation and a specific lattice. The evolution 

of the field of distribution functions allows flow simulations in two dimension, fol

lowing two steps : collision, streaming. The macroscopic characteristics of flow are 

then deduced by summing the distributions on each cell constitutive of the lattice. 

In its basic formulation this method is simple to implement, intrinsically unsteady 

and evolves toward a state reaching maximum entropy. The basic algorithm, a 

multi-block technique, and a specific treatment of curved boundary conditions were 

implemented to test the ability of the method to achieve complex flow simulations. 

The computational program so developed provided good results in its basic and 

improved formulation, simulating classical test cases, the lid-driven cavity and the 

formation of vortex in a channel in the wake of a cylinder. The simulations around 

complex profiles, with the study of flow around clean and ice-accreted airfoils, com

pared with other numerical methods, showed good agreement at steady state, the 

unsteady simulations were less satisfying. Finally, the ability of the method to take 

in account moving objects was established with the study of free rising particles 

in fluid. In conclusion, despite some limitations, the lattice Boltzmann method we 

implemented provided hopeful results and shows an alternative way to conduct 

complex flow simulations. 
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INTRODUCTION 

La methode de Boltzmann sur reseau est une methode numerique en dynamique 

des fluides assiste par ordinateur issue historiquement de la categorie des auto

mates de gaz sur reseau. Depuis ses premieres bases theoriques, posees a la fin des 

annees 1980, elle a ete continuellement perfectionnee et enrichie arm de pouvoir si-

muler des ecoulements de plus en plus complexes avec de plus en plus de precision. 

Contrairement aux methodes traditionnelles basees sur les equations de Navier-

Stokes tels que les elements finis, volumes finis ou les differences finies, la methode 

de Boltzmann sur reseau se fonde sur le niveau mesoscopique des ecoulements. 

Cette approche originale s'effectue par l'utilisation de distributions de probability 

visant a evaluer le comportement microscopique des fluides afin d'en deduire les 

champs macroscopiques de vitesse et de pression. 

De part son approche particuliere, cette methode beneficie d'un certain nombre 

d'atouts comme sa relative simplicite de mise en application, un caractere intrinse-

quement transitoire, la mise en oeuvre d'un schema respectant l'augmentation de 

l'entropie et une grande flexibilite pour la prise en compte de divers phenomenes 

physiques. Cette methode done semble etre une bonne alternative aux techniques 

classiques basees sur les equations de Navier-Stokes. Nous nous sommes done pen-

che plus en detail sur la methode de Boltzmann sur reseau et nous l'avons imple-

mentee en langages Fortran et Matlab. 

Dans un premier temps une revue bibliographique permettra de situer la methode 

de Boltzmann sur reseau par rapport aux methodes basees sur les equations de 

Navier-Stokes. Nous soulignerons egalement les developpements historiques des 

automates de gaz sur reseau ayant aboutis a cette methode. Au chapitre 2 nous 

etudierons les fondements theoriques de la methode, principalement son lien avec 
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l'equation de Boltzmann et les differentes modifications apportees pour pouvoir 

effectuer des simulations en dynamique des fluides. Le chapitre 3 presente ensuite 

la mise en application de la methode de Boltzmann sur reseau d'un point de vue 

numerique. Nous expliquerons le principe particulier de collision et propagation 

sur reseau qui sont caracteristiques de cette methode ainsi que les technique per-

mettant de definir les domaines pour la simulation d'ecoulements. L'algorithme de 

base ainsi que differentes techniques d'amelioration des performance et capacites 

de la methode y seront detainees. Au chapitre 4 nous validerons et analyserons les 

performances de notre implementation de la methode. Ce chapitre comporte deux 

etudes de validation preliminaries qui sont l'ecoulement dans une cavite entramee, 

pour verifier la precision et la stabilite de la methode, puis l'observation du la-

che de tourbillons en aval d'un cylindre dans un canal, pour verifier le caractere 

transitoire de la methode. Apres ces premieres etapes de validation nous utilise-

rons notre programme couple a differentes ameliorations de la methode de base 

pour simuler des cas plus complexes, a savoir l'ecoulement autour de profils d'ailes 

NACA et notamment autour de profils de palles d'eoliennes NACA63-415 deformes 

ou non par la formation de givre sur le bord d'attaque. Durant cette etude nous 

confronterons nos resultats a ceux proposes par d'autres methodes de simulation 

en dynamique des fluides. Enfin, nous exploiterons la relative simplicite et flexibi-

lite de la methode de Boltzmann sur reseau pour evaluer le deplacement d'objets 

solides dans un fluide. Nous observerons plus precisement la remontee de particules 

dans une colonne de fluide par la poussee d'Archimede, les resultats obtenus seront 

confrontes a des resultats obtenus experimentalement. Nous conclurons enfin sur 

les atouts et les defis de la methode de Boltzmann sur reseau. 
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CHAPITRE 1 

REVUE BIBLIOGRAPHIQUE 

L'etude des fluides concerne une grande variete de types d'ecoulements, cela s'etend 

de la simple etude d'ecoulements laminaires dans des tubes, vers l'etude de la for

mation de tourbillons en aval d'obstacles, ou encore l'etude de la turbulence. Ces 

ecoulements peuvent etre monophasiques, diphasiques, compressibles ou incompres-

sibles. Un grand nombre d'ecoulements ont ete etudies en detail par Pexperimenta-

tion, mais l'utilisation de modeles numeriques de differentes sortes capables de les 

simuler constitue un axe d'etude important dans ce domaine. Pour ces simulations 

numeriques deux composantes doivent etre prises en compte : 

- Le modele mathematique : Generalement un systeme d'equations aux deri-

vees partielles definit par diverses considerations theoriques comme la conserva

tion de la masse, de la quantite de mouvement ou encore de l'energie. II definit 

le lien entre differentes quantites caracteristiques du fluide considere. II permet 

d'evaluer l'influence de ces parametres les uns sur les autres lors de revolution 

de l'ecoulement. 

- Le modele numerique : Par differentes methodes ce dernier permet d'approxi-

mer les equations differentielles du modele mathematique et de les resoudre. Dif-

ferents modeles peuvent etre utilises tels que les elements finis, les volumes finis, 

les differences finies. 

En dynamique des fluides le modele mathematique le plus communement utilise 

est constitue par les equations de Navier-Stokes. Le fluide y est considere comme 

un domaine continu observe a un niveau macroscopique dont les grandeurs carac

teristiques sont liees par un systeme d'equations aux derivees partielles. Bien que 
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tres largement utilisee cette methode neglige a tort ou a raison une tres grande 

partie de la nature des ecoulements, a savoir qu'ils sont le fruit d'un tres grand 

nombre de molecules interagissant les unes avec les autres de faQon plus ou moins 

ordonnee. Nous allons done premierement presenter les equations de Navier-Stokes 

en tant que modele mathematique de reference puis dans un second temps nous 

evoquerons d'autres types de modeles mathematiques et numeriques bases sur ce 

caractere moleculaire des fiuides, ce sont les modeles du type automates de gaz sur 

reseau desquels a emerge il y a une vingtaine d'annee la methode Boltzmann sur 

reseau. 

1.1 Equations de Navier-Stokes 

Les equations de Navier-Stokes sont les equations de base utilisees en dynamique 

des fiuides, elles permettent de definir des ecoulements en etablissant des liens entre 

les grandeurs macroscopiques. Dans cette optique un fluide peut se decrire par, la 

densite p, la vitesse u, la pression P, l'energie totale par unite de masse E et la 

temperature T. Ces grandeurs sont liees les unes aux autres par divers fondements 

physiques, a savoir la conservation de la masse, la conservation de la quantite de 

mouvement et la conservation de l'energie d'un systeme. II en resulte quelques 

formules, l'equation de continuite pour la conservation de la masse : 

~ + V-(pu) = 0 (1.1) 

l'equation pour la conservation de la quantite de mouvement : 

^ + V . ( p u - u + P I - r ) = p g (1.2) 
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et l'equation pour la conservation de l'energie : 

^ + V . ( ( p £ + P ) u - , V r - ( u . r ) r ) = p ( 9 + g . u ) (1.3) 

Dans ce systeme d'equations constituant les equations de Navier-Stokes g repre-

sente les forces volumiques, K la conductivity thermique du fluide, q les sources 

internes de chaleur et r le tenseur des contraintes visqueuses. 

Ces relations generates (equations (1.1-1.3)) se simplifient ou se completent avec 

des lois constitutives selon le type d'ecoulement considere. Que ce soit pour des 

ecoulements composes de une ou plusieurs phases, laminaires ou turbulents, avec 

ou sans influence de la temperature, tous peuvent se definir a l'aide des equations 

de Navier-Stokes sous differentes formes avec ou sans ajout de nouvelles relations 

entre les parametres. 

Cependant, ces types d'ecoulements sont la representation d'etats microscopiques 

similaires regis par les memes relations physiques et dont les interactions entre 

molecules selon les cas aboutissent a des etats macroscopiques differents. Pour 

evaluer le comportement des fluides d'une fagon plus generale, la determination de 

cet etat microscopique duquel decoule une grande variete d'ecoulements a notre 

echelle serait avantageux. Cette idee est a l'origine d'une categorie de modeles de 

simulations numeriques du type automates cellulaires qui ont donne naissance a la 

methode de Boltzmann sur reseau. 
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Noeud du reseau 
Cellule non occupee 
par une partic-ule 

Cellule occupee par 
une particule 

FIGURE 1.1 Reseau de cellules du modele HPP. 

1.2 Simulation d'ecoulements au niveau microscopique par la methode 

des automates de gaz sur reseau 

Contrairement aux methodes de simulation numerique basees sur des equations 

differentielles liant les proprietes macroscopiques des fluides, l'idee serait de deduire 

les champs de vitesse, pression ou temperature, par simulation des interactions entre 

molecules. Tel les ecoulements reels de gaz et liquides, le comportement du fluide 

se deduirait en considerant revolution elementaire des molecules en interaction les 

unes avec les autres. Les premieres applications de cette idee ont donne lieu au 

developpement de differentes methodes regroupees dans la categorie des automates 

de gaz sur reseau '40l 

Inspire des automates cellulaires '32; 441 les automates de gaz sur reseau ont emerge 

avec les recherches de Hardy, de Pazzis et Pomeau en 1973 '17; 18' avec le modele 

HPP. Par cette methode le domaine fluide est represente par un reseau regulier ou 

pour chaque noeud quatre cellules liees a quatre directions permettent de stocker 

ou non une particule virtuelle de fluide, figure 1.1. Ces cellules y sont soit pleines, 

soit vides, selon qu'une molecule s'y trouve ou non, et elles interagissent de fagon 

ordonnee avec les cellules des noeuds de leur voisinage. 
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3 particules .sur Dcplaccmcnt , 3 P a ^ i c l l » c s S l u \ 
nn nocud avant , .. , 3 nocxids adjacents , , , t des particules •. , ,. dcplaccmcnt r au nocud dc depart 

FIGURE 1.2 Propagation des particules sur le reseau du modele HPP. 

Changernent dc cellule 

des particules en condition dc collision apres dcplaccmcnt 

FIGURE 1.3 Condition de collision entre des particules sur reseau HPP. 

L'evolution de l'ecoulement se determine par le deplacement des particules fictives 

sur les cellules. Celles-ci s'y propagent de noeud adjacent en noeud adjacent selon 

l'une des quatre directions caracteristiques du reseau de discretisation. Ces direc

tions, dites de propagation, correspondent au lien entre une cellule d'un noeud et 

la meme cellule sur un noeud voisin. Elles illustrent de fagon tres simplifiee les 

possibilites de deplacement que possedent les molecules d'un fluide a un instant 

donne. Ce deplacement des particules est illustre figure 1.2 pour un cas particulier. 

II arrive parfois que des particules occupent les cellules d'une maille dans une confi

guration particuliere evoquant le cas ou elles se percuteraient. Cette configuration, 
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dite de collision, modifie la trajectoire initiate des particules, comme les boules d'un 

jeu de billard qui changent de trajectoire lorsqu'elles se percutent. Dans le cas du 

modele HPP ceci s'exprime par une redistribution des particules sur les cellules de 

la maille ou se passe la collision, la figure 1.3 illustre ce cas particulier. 

Ainsi, en effectuant une succession de propagations des particules avec la modifi

cation locale des cellules dans les cas de collision comme illustre figure 1.3, cette 

methode tente de simuler le comportement d'un fluide en se basant sur son com-

portement moleculaire. A la fin d'une telle simulation nous avons un reseau sur 

lequel un certain nombre de particules sont placees en des positions precises avec 

des directions specifiques et des vitesses associees dans lesquelles elles doivent se 

deplacer. A partir de la connaissance de ces vitesses et positions il est possible 

d'evaluer la masse et la quantite de mouvement sur chaque noeud du reseau. II 

suffit simplement de compter le nombre de cellules occupees pour la masse (maxi

mum 4) et de les multiplier avec les composantes de leurs vitesses associees pour 

la quantite de mouvement. 

Cette methode tres simple essaye d'assimiler un fluide a des particules se deplagant 

sur un reseau et interagissant les unes avec les autres selon une regie tres elementaire 

de collision. Cependant ces premiers pas de la simulation d'ecoulements a l'echelle 

microscopique sont tres approximatifs et ne permettent pas d'obtenir des resultats 

correspondant a ceux obtenus par les equations de Navier-Stokes. 

A partir du principe d'automate de gaz sur reseau, differentes ameliorations du 

modele HPP ont permises a Frish, Hasslacher et Pomeau I14' d'ameliorer la me

thode en 1986 et de creer la methode FHP La clef de cette amelioration residait 

dans la definition du reseau sur lequel se deplacent les particules, ce dernier doit 

posseder suffisamment de symetries pour assurer l'isotropie. C'est a partir de cette 

consideration qu'un grand nombre de modifications ont permises de faire evoluer 
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les automates de gaz sur reseau comme nouvelle methode de simulation numerique 

jusqu'a aboutir a la methode de Boltzmann sur reseau. 

1.3 Des automates de gaz sur reseau a la methode de Boltzmann sur 

reseau 

Avec les avancees de Frish, Hasslacher et Pomeau I14' un certain nombre de regies 

plus precises qu'avec le modele HPP, notamment pour la prise en compte des 

collisions, permettaient dans une certaine mesure de simuler le mouvement ma-

croscopique de fluide par des simulations du type automates de gaz sur reseau. 

Cette methode basee sur le comportement primaire de molecules permettait de 

retrouver le comportement macroscopique d'ecoulements incompressibles simples 

en deux dimensions (FHP) et trois dimensions (FCHC) ^ mais un grand nombre 

de problemes la rendait peu efficace. 

La transition des methodes de gaz sur reseau vers la methode de Boltzmann sur 

reseau s'effectua par les travaux de McNamara et Zanetti t29'. L'occupation des 

cellules alors representee de fagon binaire, occupe par une molecule ou etant vide, 

fut amelioree en remplagant ce caractere booleen par des distributions continues 

du type Fermi-Dirac. Cependant avec cette methode les regies de collision entre 

particules limitaient toujours les simulation car les changements de viscosite du 

fluide simule etaient impossibles. 

Higuera et Jimenez i195 proposerent alors d'exprimer les relations de collision par 

un operateur linearise arm d'ameliorer la prise en compte du type de fluide en mo-

difiant la viscosite de ce dernier en fonction des parametres de simulation. Ensuite 

les distributions de type Fermi-Dirac furent remplacees par des distributions de 

Boltzmann permettant de considerer les particules non plus individuellement mais 
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par paquets de memes proprieties. 

Finalement l'operateur de collision definissant l'interaction entre les particules fut 

remplace par le modele BGK, Bhatnagar, Gross et Krook ^ de collision. Get ope-

rateur a temps de relaxation unique suggere par Chen et al. t6', Koelman ^ et 

Qian, D'Humieres et Lallemand '34' permet de definir en permanence la collision 

sur chaque noeud en fonction des caracteristiques du fluide et des distributions de 

Boltzmann au lieu d'utiliser des tables exprimant l'ensemble des possibilites comme 

avec le modele HPP ou FHP. 

A partir d'un modele elementaire ou le fluide etait simule par le deplacement de mo

lecules de cellule en cellule sur un reseau, differentes ameliorations des elements clefs 

de la methode, a savoir le deplacement des molecules et la collision, ont permises de 

creer la methode de Boltzmann sur reseau, et notamment sa variante du type BGK. 

Le principe de base est le meme que le principe du modele HPP, un reseau riant 

differents noeuds d'un maillage par des vitesses associees, non plus des particules 

mais des paquets de particules se deplagant de cellule en cellule et une collision qui 

ne s'applique plus ponctuellement en quelques points du domaine mais sur tout 

le domaine et de facon continue. Lorsque ces paquets de particules sont conside

red dans leur ensemble et moyennes sur le domaine, il permettent de connaitre 

les caracteristiques du fluide d'un point de vue macroscopique et proposent des 

resultats similaires a ceux obtenus par une approche basee sur les equations de 

Navier-Stokes. 

1.4 Methode de Boltzmann sur reseau 

La methode de Boltzmann sur reseau f37; 401 constitue un modele mathematique 

et un modele numerique permettant de simuler des ecoulements de fluide tout 
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comme les methodes basees sur les equations de Navier-Stokes. Comme nous l'avons 

mentionne, l'originalite par rapport aux methodes classiques vient du fait qu'elle 

ne considere pas le fluide d'un point de vue macroscopique mais se base sur sa 

mecanique au niveau microscopique. Elle est de plus associees a une technique 

specifique de propagation de l'information avec l'utilisation de reseaux. 

Les methodes basees sur l'equation de Navier-Stokes ainsi que la methode de Boltz-

mann sur reseau representent ainsi deux alternatives a la simulation numerique en 

dynamique des fluides, chacune basee a des echelles differentes de l'ecoulement. 

Pour cette derniere le modele mathematique a ete construit au cours des annees a 

partir de differents theoremes de physique statistique et de la cinetique des gaz, il 

definit la majeure partie des types d'ecoulements a partir de quelques relations liant 

des paquets de molecules de fluide. En pratique ce caractere general du modele est 

simplifie pour les applications du modele numerique dans un souci de performance 

de simulation. 

D'un point de vue numerique la methode de Boltzmann sur reseau presente de 

nombreux avantages. Tout d'abord, malgre la complexite apparente de simuler les 

echelles microscopiques de fluides, la formulation basee sur des paquets de mole

cules a un niveau mesoscopique associee a des simplifications de la collision rend se 

modele tres simple a mettre en application. Cette simplicite algorithmique permet 

la resolution simplifiee d'ecoulements complexes comme par exemple les ecoule-

ments diphasiques. Elle beneficie egalement d'un traitement simple des conditions 

aux limites, ceci facilite le traitement de problemes dans des geometries complexes 

comme par exemple les ecoulements poreux. Un autre des atouts de cette methode 

est son caractere local, la simulation d'ecoulements est basee sur une evolution 

des caracteristiques de cellules independantes interagissant uniquement avec leur 

proche voisinage. Une telle methode de simulation se prete tres bien a des calculs 

en parallele augmentant considerablement les capacites du modele. Notons egale-
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merit que la solution obtenue tend vers un etat a l'equilibre qui maximise l'entropie. 

Un dernier avantage est son caractere transitoire par definition, la meme methode 

s'avere avantageuse aussi bien pour des simulations en regime stationnaire, qu'ins-

tationnaire. 

La methode de Boltzmann sur reseau possede un certain nombre d'atouts mais ega-

lement des desavantages, elle est sujette a diverses restrictions liees a son developpe-

ment ne lui permettant actuellement pas de traiter des ecoulements compressibles 

ou limitant ses applications a des problemes a tres haut nombre de Reynolds. 

Ces avantages et inconvenients ne representent pas une liste exhaustive des capaci-

tes de la methode de Boltzmann sur reseau mais ils illustrent certains des axes de 

recherche a suivre pour Pamelioration de la methode et de son applicability, nous 

soulignerons certains de ces aspects dans ce memoire. La methode de Boltzmann 

sur reseau ne constitue en rien un substitut aux techniques actuelles de simulation 

en dynamique des fluides, mais ses qualites et son approche originale de la simu

lation en dynamique des fluides Justine qu'elle puisse etre consideree comme une 

alternative. Dans ce memoire nous allons done etudier plus en detail les fondements 

de cette derniere et tenter de souligner son interet a travers divers cas. 

1.5 But et objectifs 

Le but de ce memoire est d'appliquer la methode de Boltzmann sur reseau pour 

la simulation numerique d'ecoulements fluides et de verifier qu'elle peut constituer 

une bonne alternative pour evaluer certains types d'ecoulement. Pour atteindre ce 

but les objectifs sont les suivants : 

- Developper l'algorithme de base de la methode ainsi que differentes methodes 

visant a ameliorer ses performances. 
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- Implementer la methode et la valider en verifiant sa capacite a simuler des p ro 

blemes classiques en simulation numerique d'ecoulements fluides. 

- Utiliser la methode pour la simulation d'ecoulements autour de profils NACA 

propres puis deformes par la formation de givre afin de confronter ses perfor

mances a d'autres methodes de resolution numerique en dynamique des fluides. 

- Utiliser la methode pour la simulation de la remontee d'une particule dans un 

fluide par la poussee d'Archimede et confronter les resultats obtenus a l'expe-

rience. 
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CHAPITRE 2 

THEORIE ASSOCIEE A LA METHODE DE BOLTZMANN SUR 

RESEAU 

Issue de la categorie des automates de gaz sur reseau la methode de Boltzmann 

sur reseau a ete developpee pour modeliser l'ecoulement de fluides en se basant 

sur des theoremes de physique statistique et de cinetique des gaz. L'equation fon-

damentale de ce developpement est l'equation de transport de Boltzmann. Dans 

ce chapitre nous allons nous pencher sur la maniere par laquelle la derivation de 

cette equation et un raisonnement inspire des automates de gaz sur reseau permet 

d'evaluer le comportement general de fluides. Pour y parvenir nous allons d'abord 

analyser comment a partir de cette equation de transport et par l'utilisation de 

quantites appelees distributions de probabilite / , il est possible de determiner des 

quantites macroscopiques comme la vitesse, la masse, ou l'energie. Ensuite nous 

verrons de quelle fagon la discretisation de l'equation de transport de Boltzmann 

permet de definir le modele de Boltzmann sur reseau. Nous nous pencherons plus 

precisement sur la methode retenue pour effectuer les simulations, a savoir le mo

dele D2Q9 (2 dimensions et 9 distributions de probabilite). Enfin, dans le cadre 

de l'etude de ce modele, nous observerons certaines proprietes numeriques de ce 

dernier, principalement concernant sa stabilite et efHcacite. 

2.1 Principe de base de la methode de Boltzmann sur reseau 

Avant de nous attarder sur la formulation mathematique des equations de Boltz

mann et de Boltzmann sur reseau, il est bon de nous pencher sur l'idee issue des 
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automates de gaz sur reseau ^ qui est presente derriere les formules mathema-

tiques. 

Comme nous l'avons evoque dans le chapitre 1, le comportement macroscopique 

d'un fluide depend directement de son comportement microscopique. Dans un es-

pace a trois dimensions, pour definir le comportement global exacte de ce fluide sur 

un domaine Q nous pourrions done considerer la position x = (x, y, z), et la vitesse 

c = (cx,cy,cz), de chaque particule ainsi que l'influence qu'elles exercent les unes 

sur les autres. Determiner revolution temporelle de l'ecoulement sur fl compose de 

n particules reviendrait done a observer n points dans un espace a six dimensions 

(position et vitesse), et d'en evaluer revolution en considerant les interactions entre 

chaque particule. Pour une application numerique une telle approche devient vite 

inconcevable vu le nombre de variables, pour l'air, par exemple, a pression et tem

perature normales le nombre de particules est de n = 5.3 • 1019 pour un volume de 

VQ = 1 cm3. Une approche plus raisonnable consiste done a etudier les molecules 

non pas individuellement mais par groupes sur des sous domaines independants Qk 

tels que Q = \Jk f\.. 

Ces sous domaines flk, pouvant etre appeles cellules, regroupent chacun a un ins

tant donne un nombre de molecules nk < n qui est amene a varier au cours du 

temps. Ces variations dependent de l'activite microscopique du fluide sur la cel

lule, a savoir des vitesses de chaque particules ainsi que des interactions qu'elles 

exercent les unes sur les autres a l'interieur de flk- Pour reduire le nombre d'in-

connues il est possible au sein de ces cellules de regrouper les n*^ molecules de 

vitesse identique c, = (CJ>X, c^y, c^z) de maniere a ce que J2i nk,i — nk- Sur un sous 

domaine ces paquets de particules interagissent alors les uns avec les autres, Pinter-

action la plus importante etant la collision entre particules de vitesse ou trajectoire 

differentes. II peut egalement s'agir de Faction de forces exterieures. Entre deux 

instants consecutifs t et t + At ces interactions s'expriment par une variation du 
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nombre de molecules n ^ des groupes de molecules de meme vitesse. En exprimant 

ces variation par une fonction A ^ il est possible de resumer le raisonnement qui 

vient d'etre suivit par l'equation (2.1) : 

nfcii(x + aAt, t + At) = n M (x , t) + Afcii (2.1) 

avec a un meme instant t 

" = £(5><M) (2-2) 
k i 

Le probleme initial a l'echelle microscopique a done ete simplifie et allege en consi

derant des groupes de particules de vitesses similaires a un niveau mesoscopique 

interagissant les uns avec les autres. Le nombre d'inconnues sur Q, est done bien 

moins important. Nous verrons que pour un maillage adapte et en considerant les 

differentes interactions entre groupes de particules dans les cellules et entre cellules 

il est possible de deduire 1'etat global sur chaque sous domaine $\- et d'en deduire 

le comportement macroscopique d'ecoulements fluides. 

Nous allons maintenant voir comment cette vision simplifiee de l'activite microsco

pique de fluide et l'equation (2.1) vont permettre de defmir l'equation de transport 

de Boltzmann. 

2.2 Equation de transport de Boltzmann et ses simplifications 

A partir du concept de groupes de particules de caracteristiques communes prece-

demment evoque, nous allons voir comment le comportement mesoscopique d'un 

ecoulement peut etre formule et simplifie en considerant les mecanismes liant les 

particules les unes aux autres. 
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2.2.1 Equation de transport de Boltzmann 

Nous avons evoque la possibility de regrouper les particules en des paquets de 

particules de caracteristiques communes. Dans un cadre plus general pour ce re-

groupement nous exprimons les n^i particules du sous domaine 0,^ de vitesse Cj par 

une quantite / (x , Cj,i) I4;33;40!, appelee fonction densite de probability, telle que 

nk,i — ^o/(x)Cj,i) dx.dc corresponde au nombre de particules se trouvant dans un 

petit domaine f̂  = x + dx autour de la position x, possedant une petite gamme 

de vitesses Cj + dc autour de la vitesse Cj, le tout a un instant precis t. 

Comme mentionne a la section 2.1 ce nombre de particules peut varier entre deux 

pas de temps consecutifs du fait d'interactions entre particules par collision. Cette 

variation s'exprime par l'equation (2.3) correspondant a (2.1) avec l'utilisation des 

fonctions de distributions pour une vitesse c. 

/ ( x + cdt, c,t + dt) dx dc = / (x , c,t) dx. dc + Q(f) dx. dc dt (2.3) 

Le terme Q(f) dx dc dt illustre la variation du nombre de molecules par collision 

de la meme fagon que A^j, Q(f) est appele operateur de collision. 

En divisant l'equation (2.3) par dx dc dt et en faisant tendre dt vers 0 on obtient 

une formulation plus generale de la relation entre les fonctions de distribution, c'est 

l'equation de transport de Boltzmann : 

^ + cVJ = Q(f) (2.4) 

II est important de remarquer que dans ce cas nous avons uniquement pris en 

compte l'influence des collisions entre particules sans l'effet d'une force externe 

pour la variation du nombre de molecules d'un meme groupe. Si cela etait le cas 

http://dx.dc
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il faudrait rajouter un terme a l'equation. Ainsi pour 1'influence d'une force quel-

conque F l'equation deviendrait : 

% + c V x / + - V c / = Q(f) (2.5) 
ot m 

Etant donne que dans ce memoire nous n'avons pas utilises de forces externes, pour 

simplifier le developpement nous n'evoquerons pas ce cas. 

A partir des fonctions de distributions de l'equation (2.4), et puisque la formule 

nk.i = nof{yi,c,t) dx dc correspond a un nombre de particules autour de x et c, 

il est possible de deduire les grandeurs macroscopiques sur un volume unitaire en 

integrant / sur l'ensemble des vitesses c que prennent les differentes particules en 

x. Ainsi en connaissant m, la masse moleculaire d'une particule et \xrei = c — u sa 

vitesse relative par rapport a un fluide de vitesse u, l'expression : 

p(x, t) = mf(x, c, t) dc (2.6) 

definit la densite massique du fluide p, tandis que : 

p(x, t)u(x, t) — j mc/(x, c, t) dc (2.7) 

definit la vitesse du fluide u, et finalement : 

p{x, <)e(x, 0 = 2 / m u r e J(x> c, t) dc (2.8) 

definit l'energie interne e. II est possible d'exprimer cette energie interne par e = 

\kBT ou ks est la constante de Boltzmann et T la temperature en Kelvin. Cette 

definition de e nous sera utile ulterieurement. 

A partir d'une consideration sur des paquets de molecules aux caracteristiques de 
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vitesse precises, par la theorie cinetique des gaz et l'equation de Boltzmann il est 

done possible de deduire le comportement macroscopique d'un fluide. II manque 

cependant un element important evoque sans trop de details, l'operateur de collision 

Q(f), comment les distributions interagissent les unes avec les autres suite a des 

interactions entre les particules ? 

2.2.2 Operateur de collision Q(f) 

L'operateur de collision illustre la variation au cours du temps des distributions 

/ (x , c, t), e'est a dire qu'il est directement lie a la nature du gaz ou fluide considere, 

il est lie a l'activite microscopique de ce dernier. La determination de Q(f) '4; 33; 40' 

se resume a evaluer le nombre de molecules entrant en collision et changeant de 

trajectoire ou vitesse a un endroit precis, entre deux pas de temps, entre deux etats 

donnes. Un tel calcul n'est pas aise du fait du tres grand nombre d'inconnues qui 

interviennent, mais de la determination de cet operateur de collision depend la 

justesse de la formulation mathematique (2.4) ou (2.5). 

Pour le developpement de l'equation de Boltzmann sur reseau nous considerons une 

definition simplified de cet operateur, les approximations choisies sont les suivantes : 

- L'operateur de collision est determine pour le cas d'un gaz dime ou seul les 

collisions entre deux particules sont considerees. 

- Les particules sont supposees independantes avant et apres la collision. C'est 

a dire que l'influence des molecules les une sur les autres est negligee hormis 

lorsqu'il y a collision. 

- La collision est supposee ponctuelle et instantanee et elle n'est pas influencee par 

des forces exterieures. 
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Ces simplifications sont restrictives car en theorie les particules s'influencent les 

unes les autres en permanence. II est cependant suppose que ce domaine d'influence 

est restreint au proche voisinage de ces dernieres et ainsi la collision correspond a 

l'interaction de ces domaines d'influence. En resume avec de telles simplification 

la collision de deux particules ressemble a la collision de deux boules d'un jeu de 

billard. La physique de ce phenomene et le lien entre les etats pre et post-collision 

pour deduire une distribution fa se resument par l'equation suivante : 

Q(fa) = / jif'Jb - fafb)Crel<r(crel, 9) du dcb ( 2 .9 ) 

Cette equation fait le lien entre les vitesses de groupes de particules a et b avant 

la collision c' et apres c tel que f'a = f(x,c'a,t), f'h = f(x,c'b,t), fa = / (x , c 0 , t ) , 

fb = / (x , Cb,t). D'autre part cre/ = |ca — cj| = |c„ — c'b\ est la vitesse relative 

entre les particules avant et apres la collision et a represente la section efficace 

differentielle, elle exprime d'une certaine fagon l'interaction entre les particules des 

groupes a et b. Cette derniere se definie en fonction d'un parametre d'impacte B 

et d'un angle 6 tel que : 
B{creU9)dB 

o(creh6) = . fQ. Q (2.10) 
sin{p) d9 

Les parametres B et 9 ainsi que la collision entre deux particules sont illustres 

figure 2.1. Enfin duj = sin{9) d9 d<p est Tangle solide sur lequel on integre a avec cf> 

Tangle azimutal afin de determiner la collision en considerant toutes les directions. 

Pour resumer, l'equation (2.9) exprime done le lien entre une distribution fa = 

/ (x , ca,i) et les autres distributions en un point. Cet operateur de collision repre

sente un cas tres particulier de collision, cependant la formulation mathematique 

obtenus reste assez compliquee et la resolution exacte d'un tel operateur de collision 

est difficilement envisageable pour une simulation pratique d'ecoulements. Nous al-

lons done voir qu'un modele encore plus simpliste introduit par Bhatnagar, Gross 
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FIGURE 2.1 Representation dans le plan de deux particules pre et post-collision. 

et Krook ^ , communement appele modele BGK, a ete retenu pour la methode 

de Bolzmann sur reseau. Avant de nous pencher sur ce modele plus simple il est 

necessaire de definir une quantite importante, deduite de (2.9) et de considerations 

sur l'entropie d'un systeme, c'est a dire la distribution a l'equilibre feQ. 

2.2.3 H theoreme de Boltzmann et les distributions a l'equilibre 

L'equation de Boltzmann (2.4), couplee avec l'operateur de collision exprime par 

l'equation (2.9), decrit la variation de distributions / de molecules d'un gaz dime. 

Dans le but d'alleger une telle formulation de la collision nous allons definir une 

distribution de probabilite particuliere, la distribution a l'equilibre notee feq. 

Pour comprendre ce qu'elle represente, il suffit d'imaginer un gaz dans une boite 

possedant initialement un champ de vitesses quelconque qui est observe pendant 

un certain temps. Aucune force, ni aucune vitesse, ni aucun echange thermique 

n'est impose. D'un point de vue macroscopique le gaz devrait idealement atteindre 

un etat de stagnation total au bout d'une tres longue periode d'observation. D'un 

point de vue microscopique ceci se traduirait par un etat d'agitation des mole-



22 

cules statistiquement constant et completement uniforme. De faQon similaire, si au 

lieu d'une boite nous considerions un canal avec un fluide s'ecoulant uniformement 

a l'interieur, au bout d'un certain temps l'ecoulement devrait etre parfaitement 

uniforme et d'un point de vue microscopique l'agitation des molecules serait la 

encore statistiquement constante. D'un point de vue mesoscopique ces etats s'illus-

treraient alors par des distributions / constantes pour chaque vitesse c, ce sont ces 

distributions qui sont appelees distributions d'equilibre. 

Malgre la encore l'impossibilite d'obtenir une solution exacte et precise nous al-

lons voir comment elles ont ete evaluees en effectuant quelques considerations sur 

l'entropie du systeme. Pour ce faire il est tout d'abord necessaire de considerer la 

fonction H(t) I33-40). 

H(t) = I / (x , c, t) ln(f{x, c, t)) dx dc (2.11) 

Cette quantite varie en sens inverse de l'entropie et represente a une constante pres 

l'inverse de celle-ci '33 .̂ 

En derivant cette equation par rapport au temps et en remplagant le terme df/dt 

qu'il en resulte en utilisant Fequation de Boltzmann (2.4), ainsi que l'operateur de 

collision precedemment evoquee (2.9), H(t) devient : 

-^ = j(lnfa+l)(- c aVx / a)dxdc a+ / {f'afb-fafb)crei<T(crei, 9)(lnfa+l)dxdu)dcbdca 

(2.12) 

Apres diverses considerations physiques et mathematiques '4; 33^ il s'avere que seul 

le terme de collision contribue a dH/dt. De plus par l'utilisation de l'inverse de 

la collision (2.9), a savoir l'operateur Q exprimant la collision de particules entre 

un etat ca, c& pre-collision et c'a, c'b post-collision (section 2.2.2), il est possible de 
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deduire la formule : 

f f = \ jU'afl ~ / « / 6 ) ^ n ( 4 4 ) rfx da; dca dc6 (2.13) 

Enfin, a partir de cette formule une etude du signe des differents termes la consti-

tuant f4; 33' permet de deduire la relation tres simple : 

dH 
~dt <o (2.14) 

Cette formule constitue le theoreme H de Boltzmann qui stipule par opposition a 

H que l'entropie d'un gaz sans correlation qui satisfait a l'equation de Boltzmann 

ne peut qu'augmenter au cours du temps t33l. II s'avere que cette augmentation 

converge vers un etat d'equilibre, corame celui evoque precedemment. A cet equi-

libre l'entropie ne varie plus, cet etat correspond au cas particulier ou dH/dt = 0 

et dans ce cas : 

fafb = fah ou ln& + lnti = lnfa + lnfb (2.15) 

Ceci revient done a dire que Inf est une quantite conservee avec la collision de deux 

particules. Etant donne que les quantites conservees entre l'etat initial et l'etat final 

d'une collision sont la masse, la quantite de mouvement et l'energie, Inf ne peut 

etre qu'une combinaison lineaire de ces invariants ^ . 

Inf = A" + Bmc - D-m,c2 

2 
(2.16) 

qui se reformule 

/ = A'exp Bmc — D-mc2 

2 
= Aexp 

m,D _ _5 
2 l C D, 

(2.17) 
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Avec A" et A', A et D des scalaires et B un vecteur. II est possible de deduire ces 

constantes pour completer la formule. II suffit d'utiliser la definition de la densite 

P = fmfdc (2.6), de la vitesse u = (/ mcfdc) /p (2.7), et enfin a partir de (2.8) 

pour l'energie par unite de volume |/C,BT = ( | / mu^elfdc) /p. Apres calcul des 

constantes 1'equation (2.17) devient : 

Cette distribution particuliere est la distribution de Maxwell '4; 5; 33'. Presentee ici 

comme la solution a l'equilibre de l'equation de Boltzmann (2.4) avec la collision 

(2.9), elle est d'apres le theoreme H la distribution particuliere vers laquelle une 

distribution / quelconque doit tendre. 

La distribution a l'equilibre (2.18) est un element clef de la methode de Boltzmann 

sur reseau. Elle constitue un moyen de deduire un etat mesoscopique associe a un 

etat macroscopique donne et elle permet de definir un operateur de collision Q plus 

simple que celui presente par l'equation (2.9). 

2.2.4 Modele BGK pour la collision 

L'equation de Boltzmann precedemment detaillee decrit revolution de fonctions de 

distribution / d'un fluide. A partir de ces fonctions de distribution il est alors simple 

de deduire les quantites macroscopiques caracterisant l'ecoulement en effectuant les 

integrations (2.6), (2.7) et (2.8). Cependant, malgre la simplicite apparente de ce 

raisonnement, la pratique est compliquee par la forme de l'operateur de collision 

Q{f) (equation (2.9)). 

Neanmoins la precision que ce dernier permet de deduire a un niveau microscopique 

peut etre inutile pour la determination d'un etat macroscopique, or c'est cette 
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derniere echelle que la methode de Boltzmann sur reseau cherche a determiner. 

Dans notre etude nous utilisons done Q(f) simplifie a nouveau de facon a ce que 

seul une valeur moyenne du precedent operateur soit retenue : 

_ _ / ( x , c t ) - / - ( x , c , Q 
r* 

Cette operateur de collision propose par Bhatnagar, Gross et Krook '3; 37' exprime 

la collision comme une relaxation des distributions / vers l'equilibre donne par feq 

(2.18). Celui-ci est exprime en fonction de la densite, vitesse, et temperature du 

fluide considere au point devaluation de la collision. Cette relaxation est ponderee 

par un temps r* de l'ordre du temps moyen entre deux collisions pour une particule. 

Ce temps exprime en quelque sorte la viscosite du fluide auquel se rapportent les 

distributions, nous reviendrons sur sa determination ulterieurement. Cette vision 

simplifiee de la collision sera retenue pour la suite de ce memoire, elle s'avere suffi-

sante pour exprimer les caracteristiques d'un fluide ou gaz quelconque et garantir 

la conservation de la masse, de la quantite de mouvement et de l'energie-. 

Maintenant que nous avons presentes l'equation de Boltzmann avec un modele 

simplifie de collision ainsi que quelques fondements de cette derniere, nous allons 

voir comment cette equation peut etre discretisee et adaptee de fagon a pouvoir 

simuler des ecoulements de fluides. 

2.3 L'equation de Boltzmann sur reseau 

Les formulations generales evoquees dans la section precedente sont des equations 

continues, e'est a dire, equation de Boltzmann, determination de la masse volu-

mique, de la quantite de mouvement. Pour l'application numerique il est mainte

nant necessaire de simplifier ces equations pour pouvoir traiter un nombre fini de 
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variables tout en conservant la fiabilite des resultats. Nous allons done regarder la 

determination de l'equation de Boltzmann sur reseau, a vitesses discretes, a partir 

de l'equation continue de Boltzmann. 

Pour alleger la notation nous allons desormais utiliser les abreviations / (x , C{,t) = 

fi(t), / ( x + CjAt, Cj, t + At) = fi(t + At) avec c, une vitesse precise, nous noterons 

/ j 6 9 de meme. 

Comme definit precedemment nous retenons l'equation de Boltzmann (2.4) avec 

l'operateur de collision simplifie BGK (2.19) : 

f + cV,/ = 4 ( / -D (2-20) 
Ot T* 

ou / est la fonction de distribution au temps t, a la position x pour la vitesse 

microscopique c. Le parametre r* represente le temps de relaxation pour la collision 

determine en fonction du fluide considere et feQ correspond a la distribution de 

Maxwell (2.18). 

Les proprietes hydrodynamiques du fluide tel que la densite p et la vitesse u peuvent 

etre calculees a partir des moments de / definis par les equations (2.6) et (2.7). 

Comme nous l'avons evoque, la fonction de distribution a l'equilibre pour un etat 

donne est deduite de ces proprietes. 

Pour pouvoir utiliser ces equations pour des simulations d'un point de vue nume-

rique il est necessaire de les discretiser. 

2.3.1 Discretisation de l'equation continue de Boltzmann 

L'equation simplifiee (2.20) permet d'evaluer la variation des distributions depen

dant de l'espace, de leur vitesse et du temps. Pour une resolution numerique cette 
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equation se discretise selon chaque parametre '12; 37; 40'. 

Tout d'abord le spectre infini des vitesses c associees aux distributions en un 

point doit etre discretise pour ne considerer qu'un nombre fini de vitesses, c7; = 

(ci,x, <k,yi ci,z) e n trois dimensions avec Findice i representant la discretisation. Cette 

discretisation est un element clef de la methode de Boltzmann sur reseau car elle 

doit s'effectuer de fagon a conserver les quantites globales de l'ecoulement. Nous 

evoquerons sa determination dans un prochain chapitre. De l'equation continue de 

Boltzmann nous obtenons alors l'equation discrete de Boltzmann : 

df 1 
-^ + clVxfl = --(f2-ft

q) (2.21) 

Pour determiner l'equation de Boltzmann sur reseau les derivees temporelles et 

spatiales sont discretisees a leur tour pour une vitesse c, : 

(2.22) 
dfj = fi{x,t + At)-fi(x,t) 
dt At 

pour le temps avec At le pas de temps. 

dfj = fj(xa + AxQ, t + At)- fj(xa, t + At) 

^ (X Oi 

pour l'espace avec Axa le pas geometrique dans la direction a d'un repere cartesien. 

(2.23) 

En substituant les equation (2.22) et (2.23) en trois dimensions dans l'equation de 
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(2.24) 

Boltzmann discrete (2.21) nous deduisons : 

fi(x,t + At)-fj(x.,t) , fj(Xl + Axut + At) -fi(Xl,t + At) 
At +CiA Am 

fi(x2 + Ax2, t + At)- fj(x2, t + At) 

Ax2 

fi{x3 + Ax3, t + At)- fj(x3, t + At) 
Ax3 

= ~(Mx,t)-f?(x,t)) 
T* 

Pour lier les differents parametres entre eux et pour pouvoir en quelque sorte suivre 

les groupes de particules (heritage des automates de gaz sur reseau) le pas geome-

trique et le pas de temps sont choisis de fagon a definir la vitesse Ax = c$ At. Cette 

relation implique que pendant un pas de temps At les groupes de particules repre

sentee par les distributions se deplaceront de exactement un pas de discretisation 

geometrique, cette vision rejoint les methodes de gaz sur reseau et notamment la 

methode HPP evoquees au chapitre 1.2. Une telle relation entre les parametres 

necessitera diverses considerations pour le choix des discretisation lors des simula

tions, nous reviendrons sur ce point ulterieurement. L'equation (2.24) peut alors 

s'ecrire : 

fi(x,t + At)-fi(x.,t) , fi(x + CiAt,t + At)-fi{x,t + At)_ 

(2.25) 

At At 
fiix + dAW + AQ-ffat) 

At 

= - l ( / i (x , t ) - / f (x , t ) ) 
T 

La discretisation aboutit done a une relation tres simple entre les fonctions densite 

de probabilite pour une meme vitesse c,, e'est l'equation de Boltzmann BGK sur 

reseau, ainsi : 

/ i(x + c iAt,t + A * ) - / i ( x , t ) = - A ^ ( / i ( x , * ) - / r ( x , * ) ) (2-26) 
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Cette formulation explicite est divisee en deux parties representant l'interpretation 

physique de la theorie. D'abord un transport des distributions le long des vitesses 

de discretisation (membre de gauche de l'equation) ou d'un point de vue plus qua-

litatif, un deplacement des paquets de particules de vitesse similaire de maille en 

maille de la discretisation geometrique, c'est la propagation. Ensuite cette propa

gation est pondere par une variation du nombre d'individus du fait des interactions 

entre particules (membre de droite de l'equation), c'est la collision. 

Nous venons done de deduire l'equation de Boltzmann BGK sur reseau par discre

tisation de l'equation de Boltzmann continue. Cependant cette formulation s'ap-

plique pour une vitesse particuliere apres discretisation du spectre infini des vitesses 

que peuvent prendre les distributions, il est maintenant necessaire de se pencher sur 

cette etape, quelle discretisation choisir pour definir le spectre des vitesses associees 

aux distributions ? 

2.3.2 Discretisation de l'espace des vitesses 

L'equation de Boltzmann sur reseau (2.26) s'applique pour des fonctions de distri

bution / de meme vitesse Cj. Elle s'applique egalement a partir d'une discretisation 

spatiale et temporelle etroitement liee a cette vitesse de fagon a avoir un depla

cement de cellule en cellule comme avec le modele HPP (Chapitre 1.2). II y a 

theoriquement une infinite de groupes de particules de vitesses c differentes, sur un 

domaine de simulation il faut done discretiser cet ensemble de vitesses en conside-

rant des ensembles moyens de faQon a ce que le maillage (ou reseau) associe a ces 

vitesses puisse assurer le deplacement des distributions a chaque pas de temps, le 

tout en garantissant la conservation des quantites de base sur le domaine. 

Contrairement a la discretisation spatiaux temporelle qui peut etre adaptee de 
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fagon a avoir moins d'influence sur l'ecoulement a des echelles elevees devant celle 

du rafRnement, la discretisation de l'espace des vitesses doit pouvoir moyenner 

l'ensemble du spectre de vitesse par quelques valeurs. Cette discretisation s'effectue 

selon divers criteres '37; 401 : 

- L'isotropie de la discretisation. Cette derniere se verifie par divers considerations 

mathematiques I40l et permet de definir si un ensemble de vitesses est suffisam-

ment invariant par rotation. 

- La conservation de la masse de la methode de Boltzmann associee a une discre

tisation. 

- La conservation de la quantite de mouvement de la methode de Boltzmann as

sociee a une discretisation. 

- La conservation de la quantite d'energie de la methode de Boltzmann associee a 

une discretisation. 

Plusieurs types de discretisations permettent de garantir ces proprietes de fagon 

satisfaisante, des exemples couramment employes en 1, 2 et 3D sont respectivement 

la discretisation D1Q3 (ID et 3 vitesses de discretisation), D2Q9 (2D et 9 vitesses 

de discretisation) et D3Q19 (3D et 19 vitesses de discretisation). La representation 

de ces discretisations peut etre visualisee a la figure 2.2. Dans le cadre de ce me-

moire nous allons uniquement nous pencher sur le modele D2Q9. Ce modele sera 

utilise pour des simulations en deux dimensions sans prise en compte du role de la 

temperature. 

Maintenant que nous avons presente F equation de Boltzmann sur reseau ainsi que 

la discretisation des vitesses du reseau D2Q9, nous allons voir les differentes adap

tation permettant de mettre en oeuvre ce modele. Avant cela nous allons voir une 

simplification utilisee par la methode de Boltzmann sur reseau, c'est a dire la sim

plification de la distribution a l'equilibre. 
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D1Q3, 1 vitesse nulle au centre et 
2 vitesses sur I'axe 

D2Q9, 1 vitesse nulle au centre et 
8 vitesses dans le plan 

D3Q19, 1 vitesse nulle au centre et 
18 vitesses dans I'espace 

FIGURE 2.2 Quelques exemples de discretisation de I'espace de phase. 
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2.3.3 Approximation de la distribution a l'equilibre 

La formulation de la distribution a l'equilibre comme nous l'avons presente corres

pond pour le modele BGK a celle de la distribution de Maxwell (2.18). Pour la 

methode de Boltzmann cette formule peut etre simplifiee en fonction des vitesses 

discretisees par un developpement en serie de Taylor de l'exponentielle par rapport 

k u [37; 39; 40] . 

r«(0 + u) = pexp c.u u ' 
kBT 2kBT 

u" = fe«(0) + u/c»'(0) 4- Y/ e 9 "(0) + 0(u3) (2.27) 

u" 
kBT 2{kBTf 2kBT/ 

avec /3 = {2^k
 p

T):</2 e%P ̂ T r ' Une telle approximation est applicable pour des 

ecoulements quasi-incompressibles a faible nombre de Mach. Pour ce cas la formu

lation generale de la distribution a l'equilibre devient done : 

/ eg _ 

(27TfeBr)3/2 exp 
- ( c ) 2 

2kBT 1 + c • u 
+ 

(c • uf ux 

kBT 2{kBTY 2kBT/ 
(2.28) 

II est notable que la partie correspondant a /3 dans cette equation equivaut a la 

distribution de Maxwell pour une vitesse u nulle. Ainsi la distribution feq pour 

une vitesse u quelconque est exprimee comme proportionnelle a une distribution a 

l'equilibre ou u = 0, ou les distributions exprimeraient un etat ou le fluide serait 

statique. 

Cette formulation simplifiee va maintenant nous permettre d'adapter integralement 

l'equation de Boltzmann a une discretisation particuliere de 1'espace des vitesses, 

la discretisation D2Q9. 
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Vitesses verticales ou horizontales <te uorme c. 

Cl.2r CZA — (±C- 0 ) , (0. ±C) 

Vitesses transversales de norme %/2e. 

cs.t,,-.* ~ {±c, ±c) 

Vitesse mille pour les particnl.es immobiles. 

£fc = (0 f0) 

FIGURE 2.3 Maille elementaire du reseau D2Q9. 

2.3.4 Discretisation du type D2Q9 de l'equation de Boltzmann 

Nous avons vu que pour des applications numeriques l'equation de Boltzmann 

a ete discretisee dans l'espace, le temps et l'espace des vitesses. Ces differentes 

discretisations sont liees les unes aux autres par une dependance du pas geometrique 

au pas de temps en fonction de la vitesse de discretisation Ax = CjAi. 

Comme nous l'avons mentionne, dans le cadre de ce memoire nous utiliserons un 

unique type de reseau 2D, c'est a dire le reseau D2Q9 (2 dimensions et 9 vitesses 

de discretisation). La forme des cellules elementaires de ce reseau est precisee a la 

figure 2.3, ainsi que les vitesses associees a chaque direction. 

Connaissant cette discretisation il est maintenant possible d'expliciter divers for

mulation generates abordees precedemment pour les adapter a ce reseau '37; 401. 

Tout d'abord, les grandeurs macroscopiques sont liees aux distributions par les 

integrates (2.6) et (2.7). Ainsi pour un reseau D2Q9 a 9 vitesses, 1'integrale devrait 

pouvoir etre reduite a une somme finie sur les i vitesses de discretisation en un 

&C2 = &Xi 

http://particnl.es
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point a un instant donne, c'est a dire : 

p(x,t)= Y, / i ( x , t ) = ff(c)dc (2.29) 
i=l,9 J 

p(x,*)u(x,t) - £ c</i(x,t) = fcf{c)dc (2.30) 
i=l,9 J 

pour determiner respectivement la densite et la vitesse sur un volume unitaire. II 

faut noter que la masse m des particules est considered unitaire dans ces formules. 

Un autre element important, deja largement evoque, est la distribution a l'equi-

libre feq. Sa definition a precedemment ete precisee et simplifiee pour aboutir a 

l'equation (2.28) pour le modele BGK deduite des distributions de Maxwell (2.18). 

Avec la discretisation des vitesses il est possible d'associer des distributions f?9 a 

chaque vitesse c*. Ceci permet de deduire une formulation discrete des distributions 

a l'equilibre sous la forme suivante : 

teq, x Wi / , . CiU (CiU)2 U 2 \ 
f ' M = "7oV + ^f + 2(k^r-^f) (231) 

Comme evoque dans la section precedente, ces distributions locales sont formules 

comme une variation par rapport a un equilibre ou l'ecoulement est statique au 

niveau macroscopique. Pour chaque vitesse Cj l'equilibre est exprime par des poids 

La determination de ces poids IUJ depend de la discretisation des vitesses utili-

sees et done du type de reseau utilise. Pour les obtenir il suffit d'appliquer a ces 

distributions w^, traduisant un ecoulement stagnant, les contraintes d'isotropie, 

conservation de masse, quantite de mouvement et energie, utilisees pour le choix 

de la discretisation de vitesse. Avec les vitesses Cj correspondant a celles du reseau 
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D2Q9 (figure 2.3) il est possible d'obtenir M 

Wi,2,3,4 = 1-

Po ~ 9 
^5.6.7,8 1 

Po f (2-32) 

fc^T c2
 2 

~^r = i= Cs 

oh cs exprime la vitesse du son sur le reseau. Avec ces dernieres remarques speci-

fiques au reseau D2Q9, nous venons de finaliser la determination des equations de 

la methode de Boltzmann sur reseau telles que nous allons les utiliser pour realiser 

un code de simulation d'ecoulements fluides. 

Nous allons maintenant resumer les differents elements de la methode BGK de 

Boltzmann sur reseau D2Q9 et apporter quelques complements sur ses caracteris-

tiques numeriques. 

2.4 Methode de Boltzmann sur reseau BGK 

A partir de la discretisation de l'equation de Boltzmann, nous avons presente un 

modele pouvant etre utilise pour effectuer des simulations sur un domaine fluide en 

se basant sur le transport de distributions de probabilite / sur un reseau associe. 

Avant de nous concentrer plus precisement sur la mise en application de ce modele 

nous allons resumer les elements clef puis nous observerons rapidement sa validite 

et ses limites. 
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2.4.1 Principe de la methode de Boltzmann sur reseau D2Q9 

Nous avons presente un ensemble de relations permettant d'effectuer le simulation 

d'un ecoulement de fluide par deplacement de distributions de probability de cellule 

en cellule dans l'esprit des automates de gaz sur reseau. 

A partir d'un etat connu des distributions ft au temps t, il est possible de deduire 

les grandeurs macroscopiques de l'ecoulement : 

p(x,t)= Y, /*(*.*) (2-33) 
i=l,9 

p(x, i)u(x, t)= J2 ciMx^ *) (2-34) 
i=l,9 

Ces grandeurs macroscopiques permettent de definir un equilibre ideal vers lequel 

les distributions devraient tendre. Les distributions a l'equilibre ideal flq sont ex-

primees de fagon discrete pour chaque vitesse ĉ  du reseau en x a t : 

fei f n „ \ P / i , , ^ " , 9 ( C J U ) 2 3 u 2 \ 

/i=1.2.3,4(P, U) = - ^1 + 3 — + - - j - - - - J 

Tel que deja exprime, les distributions fi(t) devraient tendre vers ces equilibres 

fiQ{t) pendant At. Cette propriete est caracterisee par une relaxation en fonction 

d'un temps caracteristique r* qui illustre la variation des distributions entre fi(t) 

et fi(t + At). Cette etape, appelee collision, est representee par le membre de droite 

de l'equation de Boltzmann discretisee (2.36) : 

fi(x + ciAt,t + At) - /fat) = ~ (/i(x,t) - /fW)) (2.36) 
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Enfin. en plus d'une variation des populations associees a chaque distribution /* 

pendant At, celles-ci se deplacent selon chaque vitesse Cj et passent d'une position x 

a x+Cj At. Cette derniere etape, la propagation, apparait egalement dans l'equation 

(2.36) et correspond au transport des groupes de particules le long de Cj. 

A la fin de ce raisonnement un nouvel etat de la fonction / est connue a t + At. 

A partir de celui-ci un nouvel etat macroscopique peut etre deduit, puis un nouvel 

equilibre ideal, et ainsi l'etat t + 2At, et les suivants. 

Cette procedure constitue la methode de Boltzmann sur reseau que nous etudie-

rons plus precisement lors de sa mise en oeuvre d'un point de vue algorithmique au 

chapitre suivant. Avant cela, il est important de verifier que ces quelques equations 

tres simples puissent bel et bien etre utilisees pour des simulations d'ecoulements 

fluides, comrae le font les equations de Navier-Stokes. De plus, il faut encore ex-

pliciter un parametre important, le temps de relaxation r*. Ces dernieres etapes 

du developpement de l'equation de Boltzmann sur reseau vont s'effectuer par une 

rapide etude du developpement de Chapman-Enskog. 

2.4.2 Developpement de Chapman-Enskog 

L'expansion de Chapman-Enskog, presente dans la reference '40^, egalement appele 

analyse multi-echelle, est un developpement qui permet de lier l'equation de trans

port de Boltzmann aux equations de Navier-Stokes. A partir de ce developpement 

il est possible d'expliciter certains termes non directement presents dans l'equation 

de Boltzmann discretisee, a savoir le temps de relaxation r* et la pression P. 

Le principe de ce developpement est de considerer que l'ecoulement macroscopique 

correspond a la vision moyenne d'un ecoulement mesoscopique perturbe. Ces per-
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turbations s'expriment en fonction du nombre de Knudsen e : 

e = A (2.37) 
J-'c 

II correspond au ratio entre la distance moyenne entre deux collision de particules et 

la longueur macroscopique caracteristique du systeme simule. Le terme A definit la 

distance parcourue par une particule entre deux collisions avec d'autres particules. 

Elle caracterise en quelque sorte la densite de particules et indirectement la viscosite 

du fluide. Lc de son cote precise les dimensions du domaine macroscopique, elle 

peut par exemple definir la taille d'un obstacle. Notons que pour considerer comme 

continu le fluide entourant un obstacle il faut e < 1. 

Avec ces elements les differents parametres de l'equation de Boltzmann sur reseau 

(2.36), soit t, x et / j , sont segmented en differents contributions pour differentes 

echelles de l'ecoulement plus ou moins petites les unes par rapport aux autres, se 

rapportant a differents phenomenes represented comme Fadvection ou la diffusion. 

Les differentes variables sont de la forme : 

v = Y,vne
n (2.38) 

n 

Suite a un developpement de Taylor au second ordre de l'equation de Boltzmann sur 

reseau (2.36) avec la formulation (2.38) pour les differents parametres, en observant 

separement les contributions des differentes composantes en e", il est possible de 

deduire les equations caracteristiques de l'ecoulement au niveau macroscopique. 

Ainsi il est possible de deduire l'equation de continuite : 

% + V • (pu) = 0 (2.39) 
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et l'equation du mouvement sans force exterieure : 

(2.40) 
du 
— + uVu = 
dt 

1 
— V P 

9 

Ces equations s'obtiennent avec un developpement de Taylor au premier ordre de 

l'equation de Boltzmann sur reseau apres changement des variables selon l'equation 

(2.38). Dans ce premier developpement la pression P a ete defmie telle que : 

P=^p (2.41) 
m 

ou encore comme : 

P = ~P = c\p (2.42) 

d'apres les relations (2.32). Ensuite, en etudiant le second ordre du developpement 

de l'equation de Boltzmann sur reseau les relations precedentes sont precisees et 

les equations de Navier-Stokes en regime incompressible et sans consideration de 

forces exterieures sont retrouvees : 

V • u = 0 (2.43) 

? + u V . u = — V P + iA72u (2.44) 
dt p 

De cette derniere, le lien entre le temps de relaxation r* et sa formulation adimen-

sionnelle r = ^ avec la viscosite cinematique v est obtenu par analogie lors du 

developpement : 

Nous venons done d'aborder le principe de l'analyse multi-echelle '401. Cette analyse 

permet de souligner le lien entre les equations de Navier-Stokes incompressibles 

(2.43, 2.44) et l'equation de Boltzmann BGK. Cette etude permet de completer 
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le lien entre les mondes macroscopiques et microscopiques en explicitant le lien 

entre viscosite cinematique v et temps caracteristique de relaxation r*. Un temps 

caracteristique adimensionnalise a egalement ete definit et sera desormais utilise. 

Nous avons done termine la presentation des differentes equations de la methode 

de Boltzmann sur reseau. Cependant un certain nombre de suppositions et simpli

fications ont ete utilises et bien qu'elegante la formulation de Boltzmann BGK sur 

reseau D2Q9 possede un certain nombre de limitations. 

2.4.3 Proprieties numeriques de la methode de Boltzmann sur reseau 

La methode de Boltzmann sur reseau par une discretisation judicieuse de l'equa-

tion de Boltzmann se reduit a quelques equations simples et un reseau associe. 

Maintenant il est bon d'aborder quelques une de ses proprietes numeriques liees a 

un tel developpement t37; 401. 

2.4.3.1 Precision 

Le terme precision fait reference a l'erreur introduite par le remplacement des 

operateurs differentiels de l'equation de Boltzmann par des differences finies. D'un 

point de vue spatial aussi bien que temporel, la formulation de la methode par 

Fassociation des distributions a des vitesses de discretisation opposees implique 

une precision d'ordre deux en espace et en temps l37l Cependant une telle precision 

concerne la methode au coeur du fluide, avec l'imposition des conditions frontieres 

le non respect de la symetrie des cellules sur les bord peut affecter cette precision, 

notamment spatialement. 
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2.4.3.2 Stabilite 

Cette propriete doit etre considere en permanence pour la realisation de simula

tions numeriques par la methode de Boltzmann sur reseau comme avec toute autre 

methode de simulation numerique. 

La premiere condition de stabilite concerne la capacite que possede la methode a 

transporter l'information et elle s'exprime par la condition de Courant-Friedrichs-

Lewy (CFL), dont le nombre de Courant est : 

C = ^ < 1 (2-46) 
Ax v ' 

Etant donne le lien entre le pas de temps et le pas geometrique Ax = C{At, impose 

lors de la definition du reseau, la condition CFL se reduit a C = M < 1, M repre-

sentant le nombre de Mach. D'apres la definition de la methode et notamment des 

distributions d'equilibre cette condition de stabilite devrait etre automatiquement 

remplie si la condition d'incompressibilite M « 1 de la definition des distribu

tions d'equilibre a bien ete respectee. Nous verrons qu'en pratique la vitesse Cj 

est normalised a 1, ainsi la condition CFL et d'incompressiblite se reduisent a une 

condition sur la vitesse u « 1. 

Une autre condition de stabilite bien plus problematique en application concerne 

la limitation sur le temps de relaxation r et indirectement la viscosite. Selon le 

type de fluide represente et le pas de discretisation utilise le temps caracteristique 

de la collision varie entre la limite inferieure 1/2, representant une viscosite quasi 

nulle, et la limite superieure +00 pour une viscosite quasi infinie. Au voisinage 

de ces bornes la methode de Boltzmann sur reseau devient fortement instable, ces 

instabilites pouvant se former initialement a proximite des zones de discontinui-

tes comme les frontieres solides ou fluide du domaine ou a proximite de vortex 
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dans l'ecoulement. Cette contrainte sur la viscosite constitue une limitation pour 

les simulations d'ecoulements a haut nombre de Reynolds et turbulents, certaines 

methodes de prise en compte de la turbulence '9; 28; 37; 421 peuvent cependant palier 

ce probleme dans une certaine mesure. 

Ces quelques considerations sur la stabilite sont a retenir pour la mise en application 

de la methode de Boltzmann sur reseau car elles representent les principales sources 

d'instabilite d'une simulation. 

2.4.3.3 Lien entre precision, stabilite et temps simule 

Pour conclure notre etude de la methode de Boltzmann sur reseau presentee au 

cours de ce chapitre et avant de voir comment cette derniere est utilisee en pratique 

pour la simulation d'ecoulements, nous allons rapidement nous pencher sur quelques 

consideration generates utiles pour une mise en application emcace de la methode 

de Boltzmann sur reseau. Afin d'employer la methode de Boltzmann sur reseau de 

fagon optimale il est important d'avoir a l'esprit les considerations suivantes. 

Les differents parametres caracteristiques du reseau, a savoir le pas geometrique 

Ax, le pas de temps At et le temps de relaxation r sont lies les uns aux autres 

par les relations Ax = c,Ai et v = g-~L (T — | j . Ainsi, pour une simulation sur 

un domaine quelconque, plus le pas Ax est petit, plus la simulation sera precise 

mais plus le pas At sera court, plus revolution temporelle de la simulation sera 

longue. Inversement un pas geometrique grand impliquera un pas de temps grand, 

la simulation evoluera alors plus rapidement mais sera moins precise. Maintenant 

que la precision a ete evaluee il faut egalement souligner la stabilite de la simulation. 

On note que la diminution de At genere inversement une augmentation du temps de 

relaxation. Ainsi, lorsque une simulation est caracterisee par un temps de relaxation 



43 

trop petit la limite de stabilite r = 1/2 est approchee. Inversement une simulation 

stable peut devenir instable si les pas Ax et At sont trop agrandis. 

Ces quelques notions sur les liens entre les parametres du reseau sont importantes 

pour un emploi optimise du modele de Boltzmann sur reseau lors de son utilisation 

pour la simulation d'ecoulements. 

Maintenant que nous avons definit les equations de la methode de Boltzmann sur 

reseau nous allons voir comment les implementer en pratique. 
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CHAPITRE 3 

APPLICATION DE LA METHODE DE BOLTZMANN SUR 

RESEAU D2Q9 

Dans le chapitre precedent nous avons definit une discretisation temporelle et spa-

tiale de l'equation de transport de Boltzmann pour deduire l'equation de Boltzmann 

sur reseau. Nous avons observe qu'a partir de considerations sur le comportement 

de molecules, ou plutot groupes de molecules, il est possible de relier ces derniers 

au comportement global du fluide. Dans ce second chapitre nous allons retenir 

l'equation qui a ete definie et nous allons voir de quelle fagon cette derniere peut 

etre programmed pour simuler des ecoulements. Nous effectuerons ensuite diverses 

precisions necessaires pour utiliser le modele comme tout autre methode de simu

lation : l'imposition de conditions frontieres, 1'evaluation des efforts s'appliquant 

sur des parois solides, l'utilisation de raffmements. 

3.1 Simulation avec le modele D2Q9 

Pour commencer nous allons reprendre les equations du modele de Boltzmann sur 

reseau D2Q9 (section 2.4.1) et voir de quelle fa$on s'applique les techniques de colli

sion, propagation. Mais, avant cela il est important d'aborder l'adimensionalisation 

des equations. 
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3.1.1 Adimensionalisation des parametres 

Jusqu'a present, nous avons presente l'equation de Boltzmann sur reseau dans 

un systeme d'unites physiques. Cependant, pour des raisons de simplification de 

son implementation elle est generalement utilisee de fagon adimensionnelle par 

l'utilisation d'un systeme d'unites base sur le reseau. 

Les distributions de probability / ainsi que le temps de relaxation r sont de par 

leur definition deja des quantites en unites de reseau, ces dernieres restent done les 

memes pour le reste de notre etude. Pour ce qui est des quantites modifiees elles 

seront desormais formulees avec une barre (_) au dessus de la variable. 

La base de l'adimensionalisation se reduit au fait que les pas geometrique Ax et 

temporel At ne sont plus utilises physiquement, mais en terme d'unites de reseau. 

Nous avons done les quantites Ax = 1 et At = 1 definissant le reseau. De par 

leur definition, les vitesses de discretisation du reseau D2Q9 sont alors basees sur 

la vitesse c = ~ = 1. Ces variables de reseau permettent egalement de definir la 

coordonnee x et le temps t adimensionnels. 

La densite du fluide est egalement normalisee en fonction de la densite physique du 

fiuide po tel que p = -&- = 1. Nous avons vu que la methode est quasi-incompressible, 

selon la masse volumique du fluide choisit p devrait done rester constante et uni-

taire. Cependant, l'incompressibilite n'est pas parfaite et une legere variation par 

rapport a l'unite est en permanence observee. 

Ainsi, a partir de ces differentes considerations d'adimensionalisation les equations 

de base du modele de Boltzmann sur reseau D2Q9, formules (2.33), (2.34), (2.35) 

et (2.36) deviennent : 

p(x,t)= £/<(*.*) (3.1) 
i=l,9 
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TABLE 3.1 Conversions entre unites physiques et unites de reseau. 
Variables 
Densite 
Distribution 
Temps de relaxation 
Pas geometrique 
Pas de temps 
Vitesse sur reseau 
Viscosite 
Coordonnees 
Temps 
Vitesse 
Acceleration 
Masse 

Physiques 

P 
fi 
r* 
Ax 
At 

c = — 
c2At ft \\ 

u= z V 2 J 
X 

t 
u 
a 
m 

Sur reseau 

P 
fi 
T 

Ax = 1 
At = 1 
c = 1 

* = iO-J) 
X 

i 
u 
a 
m 

Relation 

P = Pop 
— 

T* = At T 
— 
— 
— 

v = c Ax v 
x = Ax x 
t = Ati 
u = cu 

a = £ t § > g = £ t g 
en 2D m = p0Ax2m 

p(x,*)u(x,t) = ]T ej/i(x,<) 
i=l,9 

/^1,2A4(P, u) = § ( l + 3e,u + ^(e.u)2 - ^u 2 ) 

ftksjM «) = I ( l + 3e«u + ?(e,u)2 - ^u 2 ) 

/ i (x + e i ,«+ 1) = /i(x,t) - i (/<(*, i) - / f (x,t)) 

ou les ej representent les vecteurs de discretisation Cj normalises. 

(3.2) 

(3.3) 

(3.4) 

La pression et la viscosite s'expriment a leur tour a partir des equations (2.42), 

(2.45) : 

P = f (3-5) 

Ces equations simplifiees sont celles que nous allons programmer afin de simuler 

des ecoulements fluides. Le tableau 3.1 resume l'adimensionalisation, le lien entre 

chaque grandeur physique et la grandeur associee en dimensions du reseau. 
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Cette etape constitue une simple generalisation des equations ainsi qu'une sim

plification en normalisant les grandeurs sur le reseau. Dans la partie resultats de 

ce memoire (Chapitre 4) nous verrons quelques exemples pratiques pour illustrer 

le raisonnement a suivre pour passer de grandeurs physiques aux grandeurs de 

simulation en unites de reseau lors d'applications concretes. 

A partir de ces formules simplifiees nous allons maintenant reprendre les explica

tions de la section 2.4.1 sur le fonctionnement de la methode de Boltzmann sur 

reseau. Nous allons voir sa mise en oeuvre et le principe algorithmique de collision, 

propagation. 

3.1.2 Concepts de collision et de propagation 

Le domaine d'etude une fois discretise geometriquement avec un reseau regulier de 

mailles D2Q9 se resume a un nombre fini de cellules ou l'activite microscopique 

du fluide est considered par l'utilisation de 9 distributions associees a 9 vitesses de 

discretisation (figures 3.1 et 3.2). I/evaluation de revolution de ces distributions 

suit le raisonnement de collision et de propagation. Dans les equations adimension-

nalisees, la collision illustre la variation des distributions entre deux pas de temps 

consecutifs t et i + 1, c'est le membre de droite de l'equation (3.4). Cette etape 

permet de definir un etat post-collision /; & t + 1 associe a une distribution parti-

culiere / , a i. La figure 3.3 illustre cette modification sur la cellule de coordonnees 

M : 
/i(x,t+ 1) = ffoi) - \ (Mx,i) - f?Q(x,i)) (3.7) 

Par la collision les 9 distributions sur une cellule sont modifiees. Nous remarquons 

a la figure 3.3, que les distributions dans chaque direction sont representes par des 

fleches de tailles differentes. Ceci est seulement employe dans le but de noter leur 

grandeur et ne doit pas etre confondu avec leurs vitesses de propagation qui elles 
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FIGURE 3.1 Representation simplifiee de l'activite microscopique sur un domaine 
fluide Q. 
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FIGURE 3.2 Discretisation d'un domaine fluide fl par un reseau D2Q9 adimensio-
nalise. 



49 

( - ; ) * 

j + l 

3 

3 ' 1 

.AJL/ _ 

~7 
i-l 

,. ~--<p^r. >—• 

\ 

?'+1 

W,j},t) 
Distributions sur la 

cellule [i,j] a t 

x 

N 
•^H 

i £. 
p~~* 

•/.-I ' i ' z + 1 

Distributions d'equilibre 
sur la cellule [i,j] a t 

u 
- ^ -

~TX 

\L 
K~ 

/i(MJ+l) 
Distributions post-collision 
sur la cellule [i, j] a t + 1 

FIGURE 3.3 Collision sur une cellule [i,j]. 

ont ete fixees lors de la determination du reseau D2Q9. 

Cette etape represente done l'influence qu'exercent les distributions les unes sur 

les autres et evalue les variation que devraient subir ces dernieres lors de l'etape 

suivante appelee propagation. 

Une fois l'etape de collision appliquee a l'ensemble du domaine, les distributions 

post-collision / ; doivent etre propagees pour completer le pas de temps. Ces der

nieres doivent se deplacer d'exactement une cellule le long de leur vitesse associee 

ej. Cette etape revient a completer l'application de l'equation (3.4) : 

/ i(x + e i,t + l) = / i(x,t + l) (3.8) 

Cette propagation des distributions entre deux pas de temps consecutifs est illustree 

a la figure 3.4. Pour chaque cellule les 8 distributions sont copiees sur la cellule 

adjacente dans la direction des vecteurs de discretisation du reseau (figure 2.3), le 

gieme g r o U p e correspondant aux particules statiques n'est pas propage. 
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FIGURE 3.4 Propagation des distributions post-collision depuis une cellule [i,j]. 

Une fois cette propagation appliquee a toute les cellules du domaine, un nouvel 

etat a i+ 1 sera definit pour chaque cellule par la propagation depuis ses 8 cellules 

adjacentes. La determination de ce nouvel etat pour une cellule [i,j] est illustre 

a la figure 3.5. Sur celle-ci, l'image de gauche illustre l'ensemble des distributions 

post-collision sur la cellule [i,j] et ses cellules adjacentes. Sur 1'image de droite, 

apres la propagation, les cellules adjacentes ont chacune contribue a definir l'etat 

t +1 sur la cellule [i, j] par la propagation d'une distribution dans chaque direction 

(distributions en bleu). 

Ainsi ce processus de collision et de propagation represente revolution de l'ecoule-

ment sur le domaine entre deux pas de temps i et i+ 1 en separant l'equation (3.4) 

en deux etapes. Pour effectuer une simulation il suffit de recommencer ces etapes 

pour le nombre de pas de temps a simuler. 

Avec l'adimensionalisation et les concepts de collision et de propagation nous avons 

resume la base de la methode de Boltzmann sur reseau. II s'agit des etapes simples 
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J 1 

^ ^ ^ 

i 1 «+l 

Distributions post-collision 
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voisinage a i + 1 
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FIGURE 3.5 Propagation des distributions post-collision vers une cellule [i, j] defi-
nissant l'etat i + 1. 

qui permettent la simulation d'ecoulements. 

3.1.3 Algorithme de base de la methode de Boltzmann sur reseau 

Nous allons resumer comment les differentes etapes et concepts presentes jusqu'a 

maintenant se succedent lors d'une simulation I38; 401. 

- Discretisation du domaine de simulation et adimensionalisation des 

parametres. (sections 3.1.2,3.1.1) 

- Definition d'un etat initial. 

Cet etat initial se determine en fonction de la densite p0 = p(x, i = 0) et des 

vitesses macroscopiques u0 = u(x, t = 0) sur le domaine. Un ecoulement stagnant 

ou une solution particuliere peuvent etre imposes, nous expliquerons comment 

dans la section 3.2 dedie aux conditions aux limites. 

- Etape de collision, (section 3.1.2) 
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Passage de fi(t) a /,(* + 1). 

- Etape de propagation, (section 3.1.2) 

Deplacement de fi(i + 1) a fi(i + 1). 

- Prise en compte des conditions frontieres, imposition de forces volu-

miques. 

Tel que nous le verrons section 3.2, les distributions fi(i+ 1) peuvent etre modi-

flees sur certaines cellules a cette etape. 

- Determination de l'etat macroscopique a t + 1 . 

Les fi(i+ 1) connues desormais sur tout le domaine permettent de deduire la 

densite p(x, i+ 1) et les composantes de la vitesse u(x, i+ 1) par sommation des 

distributions selon les equations (3.1) et (3.2). 

- Nouvelle iteration en temps t = t + l . 

A partir de cette etape, a i+ 1 le domaine est completement definit, aussi bien a 

un niveau mesoscopique que macroscopique. Pour passer au temps t + 2 il suffit 

de reprendre le raisonnement et de calculer un nouvel etat post-collision et ainsi 

de suite. La simulation se terminera lorsque le nombre souhaite d'iterations sera 

effectuee ou qu'un critere d'arret sera atteint. 

Ces quelques etapes du raisonnement de base a suivre pour mettre en application 

la methode de Boltzmann sur reseau sont schematisees par un algorithme presente 

a la figure 3.6. Cet algorithme de calcul represente l'essentiel de la methode de 

Boltzmann sur reseau. Pour completer la methode nous allons maintenant voir un 

point important non encore detaille, l'imposition des conditions aux limites. 

3.2 Conditions aux limites appliquees au modele D2Q9 

Une infinite d'etats microscopiques peuvent caracteriser un meme etat macrosco

pique, etant donne que les distributions sont une formulation moyennee de cette 
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Discretisation et adimentionalisation du domains 
physique 

Initialisation du domaine 
P. u / 

f ~ 0 

Collision a t : 

]iHm = ^ <*) - 1 (jf (x) - £*'(#*). a(*») 

I 
Propagation a f: 

Application des conditions aux frontieres 

z 
Determination de J'etat JBacroscopiqiie: 

/ ^ 1 ( x } u ^ ( x ) = ^ e i f ' t i ) 

< ~. M-1 I 
Fin de simulation si la convergence on le temps 

de simulation souliaites sont. attaints 

FIGURE 3.6 Algorithme de base de la methode de Boltzmann sur reseau. 
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activite microscopique du fluide une infinite de combinaisons des distributions dis-

cretisees peuvent ainsi donner un meme champ de vitesse ou de pression. Quelles 

distributions imposer sur une paroi ou un domaine pour representer une vitesse, 

pression, sans affecter l'etat mesoscopique ? 

3.2.1 Conditions initiales 

Pour ce cas il y a peu de possibilites pour le choix des distributions. Le seul etat 

qui peut etre definit pour un champ de vitesse donne et un champ de pression sans 

autres informations sont les distributions a l'equilibre definies par les equations 

(3.3) '37; 401. Cet etat macroscopique initial peut etre le cas d'un fluide stagnant ou 

bien possedant une vitesse constante ou encore une solution obtenue par d'autres 

methodes. 

3.2.2 Conditions frontieres 

Pour ce second cas nous possedons alors plus d'information sur le fluide au niveau 

mesoscopique. Lors de la resolution sur un domaine par la methode de Boltzmann 

sur reseau, les distributions sur un noeud entre deux pas de temps sont deduites 

des conditions sur les noeuds fluides adjacents. Si un noeud se trouve sur le bord du 

domaine, l'absence de noeuds fluides adjacents dans certaines directions generera 

le manque de certaines distributions pour definir l'etat du fluide sur la paroi. Un 

cas particulier ou un noeud sur une paroi ne peut etre completement definit du fait 

du manque de trois distributions /s , J2 et fe apres la collision et la propagation est 

presente figure 3.7. L'imposition de conditions frontieres consiste a completer ces 

distributions manquantes ou a imposer un nouveau jeu de distributions aux limites 

du domaine de fagon a representer une condition souhaitee de vitesse, pression, etc. 



55 

i - 1 i i 4 1 

i yk 

i l l 
3 distributions manquantes 

siir la frontiere 

FIGURE 3.7 Distributions manquantes apres collision et propagation sur une cellule 
au bord du domaine. 

Differents types de conditions frontieres peuvent etre utilisees, certaines elemen-

taires ne se basent que sur des considerations mesoscopiques concernant le fluide, 

c'est le cas des conditions frontieres periodiques ou de non glissement a la pa

rol [37; 38; 40] D' a u t res plus completes permettent de "choisir" un etat mesoscopique 

a partir de la connaissance de la vitesse ou pression '16; 21; 26; 37; 38; 40; 43 .̂ 

3.2.2.1 Conditions frontieres mesoscopiques 

Ces premieres sont les plus simples et les plus stables, elles exploitent tres bien les 

principes de collision et de propagation de la methode de Boltzmann sur reseau. 

- Les conditions frontieres periodiques t37; 38^ : Ce type de condition frontiere 

est utilise dans le cas particulier de milieux infinis car elles permettent de boucler 

les frontieres les unes aux autres. Les distributions sortant du domaine d'un cote 

y sont juste renvoyees sur les noeuds du cote oppose. Pour le cas d'un canal 

infini que les distributions / i , /g et fe correspondant a une sortie du fluide sur 

les noeuds du cote Est sont directement transferes aux distributions / i , /8 , / 5 
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de la condition fronticre pcriodiquc 

FIGURE 3.8 Renvoie periodique des distributions dans le cas d'un canal. 

sur le cote Ouest (figure 3.8). Un raisonnement similaire peut s'appliquer dans 

chaque direction. Ce type de condition frontiere est tres simple, elle necessite 

peu de calculs, et ne genere pas d'instabilites. Sont utilisation reste cependant 

restreinte a quelques cas. 

Les conditions frontieres du type paroi solide '37; 38^ : Ce type de frontiere 

est utile pour representer la condition de non glissement parietal a l'interface 

entre un fluide et un solide. Pour la programmation de cette derniere la paroi 

solide est definie tout comme le fluide par des cellules appartenant au reseau 

(figure 3.9). 

Les cellules se situant dans le solide sont appeles cellules solides et les cellules 

dans le fluide cellules fluides. Pour un lien (ou plus exactement une direction de 

propagation) i, entre un noeud fluide et un noeud solide adjacent, nous pouvons 

imposer la condition frontiere appelee methode de renvoie directe. Elle consiste 

a renvoyer les distributions fa allant du fluide vers le solide sur leur noeud fluide 

de depart dans la direction directement opposee. Plus simplement entre deux pas 
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FIGURE 3.9 Prise en compte d'un profil d'aile sur le reseau. 
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Distributions propagccs aprcs l'etapc 
dc rcnvoie dircctc 

FIGURE 3.10 Renvoie directe des distributions sur une cellule. 

de temps avec la methode de renvoie directe, la propagation le long de la paroi 

s'effectue telle que : 

f_i(x,i+l) = fl(x,t+l) (3.9) 

ou —i represente la direction opposee a i, par exemple si i = 6, — i = 8. Une 

telle prise en compte de la paroi solide garantit une vitesse nulle au niveau de 

l'interface fluide solide. Le principe du renvoie directe est illustre figure 3.10. 

Nous avons presente la technique du revoie directe sur un mur lisse (figure 3.10), 

mais cette derniere s'applique aussi bien pour des coins que des angles solides 

avec la reflexion de 1 a 7 distributions. Cette methode appliquee sur des parois 
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situes a mi-chemin entre noeuds solides et noeuds fluides maintient parfaitement 

les caracteristiques numeriques de la methode. Par sa precision et simplicite 

cette technique permet a la methode de Boltzmann sur reseau d'etre efficace 

pour la resolution directe de probleme dans des geometries complexes, comme 

par exemple les ecoulements en milieu poreux. Cependant, dans certains cas son 

incapacite a suivre parfaitement le bord de la paroi peut etre une source d'impre-

cision, notamment quand la paroi solide est curviligne. Cette approximation, dite 

en escalier, est illustree a la figure 3.9. Nous verrons que differentes techniques 

utilisant des interpolations ont ete developpees pour palier a ce probleme. 

Nous allons maintenant nous pencher sur une autre categorie de conditions fron

tieres plus complexes, mais necessaires pour imposer des quantites macroscopiques 

sur les limites du domaine afin d'elargir le champ d'application de la methode. 

3.2.2.2 Conditions frontieres macroscopiques 

Une grande variete de fagons d'imposer des grandeurs macroscopiques aux parois 

ont ete developpees I16; 21; 26; 37; 38; 431, chacune possedant ses avantages ou inconve-

nients en terme de stabilite ou precision. Nous allons rapidement presenter certaines 

d'entre elles retenues pour les applications numeriques. 

- Conditions frontieres de Zou et He t43' : La methode proposee par Zou et 

He s'applique aux parois lisses, elle permet de completer les trois distributions 

manquantes en fonction de l'etat macroscopique souhaite a la paroi et en fonction 

des six distributions deja obtenues des cellules adjacentes. Pour expliquer le 

principe de fonctionnement de la methode nous considerons le cas particulier 

d'un canal pour lequel nous voulons imposer une entree de fluide a la vitesse 

Uo = [ux,Oiuy,o] sur la face laterale Ouest. Apres la propagation sur le domaine, 

de fagon similaire a ce qui est illustre a la figure 3.7, les distributions f^-, fzi f\, 
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fe, h et /9 sont connues, les distributions / i , / 5 et / 8 sont a determiner. 

Pour la resolution on utilise la definition de l'etat macroscopique donne par les 

equations (3.1) et (3.2), sur les noeuds de la frontiere on a done les relations : 

fi + h + fs = p- (/2 + h + h + h + h + h) (3.10) 

fi + h + fs = fmxfi + (/3 + h + fi) (3-11) 

h-fs = puyfi - (/2 -U + h - h) (3.12) 

La densite p sur chaque noeud de la paroi, done indirectement la pression sur 

chaque cellule, decoule de ces relations et est explicitee par la formule : 

P = T^— [h + f2 + f4 + 2(/3 + h + f?)] (3-13) 
1 - uxfi 

Maintenant que l'etat macroscopique a obtenir est completement determine, une 

supposition permet d'expliciter les distributions correspondantes, a savoir que 

la variation par rapport a l'equilibre des distributions normales a la paroi soit 

constante. 

h-nq = h-nq (3.i4) 

Cette contrainte permet de choisir un etat mesoscopique particulier pour com

pleter les distributions manquantes en fonction d'un etat macroscopique voulu. 

De la definition des distributions a l'equilibre, equations (3.3), la distribution 

normale a la paroi / i s'exprime en fonction de fz et (3.13) : 

2 
fi = h + ^puXfi (3.15) 

A partir des relations (3.11) et (3.12) on deduit les deux distributions encore 
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manquantes 

fc = fj+ g(/4 ~ /b) + Qpuxfi + -puyfi (3.16) 

h = h + ^2~ ^ + 6 ^ ' ° ~ 2pUy'° ^3'17'1 

En connaissant la vitesse en entree nous avons done complete les distributions 

manquantes de facon a definir un etat macroscopique voulu sur la paroi en entree. 

Un raisonnement similaire peut s'appliquer sur les autres parois si Ton souhaite 

imposer une vitesse a la frontiere qu'elle soit normale, tangentielle ou avec un 

angle d:entree. 

Maintenant si au lieu de la vitesse e'est la pression que nous souhaitons imposer, 

un raisonnement similaire est suivit. De la meme fagon que pour la vitesse, a 

partir des formules (3.1), (3.2) et (3.14), les distributions manquantes sur la 

paroi peuvent etre completers en connaissant la densite p0 deduite de la pression 

a imposer P0 = c2
spo = y . 

Ainsi, par cette methode il est possible d'imposer des vitesses, des pressions, 

et par differentes combinaisons des conditions imposees il est possible de gene-

rer des ecoulements par difference de pression, imposition de profils de vitesse 

particuliers ou imposition de vitesses de glissement. 

D'un point de vue numerique ce type de conditions aux limites presente l'avan-

tage d'etre precise. En revanche elle s'avere plus instable lorsque le temps carac-

teristique du fluide r est proche de | . 

Conditions frontieres basees sur l'utilisation de distributions a l'equi-

libre I26; 37 ' : Cette seconde methode complete tout simplement les distributions 

manquantes a la paroi par l'imposition des distributions a l'equilibres (3.3) as-

sociees a l'etat macroscopique a definir. Un ecoulement ideal representant l'etat 

macroscopique voulu est en quelque sorte impose a la limite. Comme precedem-

ment, il est possible d'imposer soit les composantes de vitesse et utiliser une 

densite extrapolee depuis les noeuds fluides adjacents ou soit imposer la densite 
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et utiliser une vitesse extrapolee des noeuds fluides adjacents. Cette methode est 

tres simple a implementer et est plus stable que celle de Zou et He. 

Cependant avec cette methode une legere vitesse de glissement a la frontiere 

existe en permanence, ceci peut etre nefaste pour la precision du modele. II est 

possible de corriger ce glissement par une amelioration de la methode proposee 

par Inamuro '211 mais bien que plus precise cette amelioration perd en stabilite 

a haut Reynolds et est de plus plus lourde en calculs. 

- Autres types de conditions frontieres t16; 26' : Un certain nombre d'autres 

methodes d'application des conditions aux frontieres ont ete proposees, chacune 

presentant des proprietes differentes en terme de stabilite et precision. Certaines 

evalue les gradients de vitesse au frontiere par difference finies, d'autres inter-

polent les distributions a partir des noeuds adjacents a la paroi. De maniere 

generale ces methodes sont plus lourdes a appliquer numeriquement mais selon 

les applications souhaitees peuvent s'averer utiles. La reference f26' presente cer

taines de ces methodes ainsi que celles precedemment evoquees et les confrontent 

les unes aux autres. Dans ce memoire nous nous limiterons aux methodes deja 

detainees. 

L'ensemble des conditions frontieres representent l'une des faiblesses de la methode 

de Boltzmann sur reseau. Selon les techniques choisies les frontieres peuvent etre 

source d'imprecision, de perturbation de 1'ecoulement ou encore a l'origine du ren

vois d'ondes parasites du fait d'un manque de permeabilite ^ . Generalement ces 

imprecisions apparaissent aux limites de definition du temps de relaxation r et 

notamment dans le cas d'ecoulements tres peu visqueux. 

Une derniere categorie de conditions frontieres qui peuvent etre appliquees et que 

nous avons largement employees sont les frontieres libres. 
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3.2.2.3 Conditions frontieres libres 

Ce type de condition limite permet de definir une frontiere du domaine fluide par un 

simple prolongement de celui-ci. Cette methode s'applique aux bords du domaine 

lorsque l'ecoulement est developpe, les distributions y sont alors completers de telle 

facon que le gradient de vitesse normal a la paroi consideree soit mil. 

D'un point de vue mesoscopique ce type de methode consiste a copier les distribu

tions de l'avant derniere rangee de cellules sur la derniere. Si l'indice de la derniere 

rangee de cellules est k, pour imposer la condition frontiere libre on recopie done 

toutes les distributions des cellules de l'avant derniere rangee k — 1 sur la rangee k. 

fi(xk,i) = fi(xk-i,i) (3.18) 

Cette methode, bien que simple et commode, est valable et precise pour des ecoule-

ments quasi constants a la frontiere. Dans le cas contraire ce type de frontiere peut 

influencer l'ecoulement, le deformer, ou conduire a une divergence de la simulation. 

Comme precedemment ce type de contions frontieres sont elles aussi bien souvent 

a Forigine du renvoie d'ondes parasites du fait d'un manque de permeabilite '23; 37>. 

Nous venons d'observer un certain nombre de methodes pour imposer les conditions 

aux limites pour la methode de Boltzmann sur reseau. Nous allons maintenant 

nous pencher sur quelques ameliorations de la methode permettant d'augmenter 

ses performances. 
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3.3 Ameliorations de la methode de Boltzmann sur reseau D2Q9 

Dans ce chapitre nous avons jusqu'a maintenant presente la methode de Boltzmann 

sur reseau dans sa formulation la plus simple. Cette methode est facile a imple-

menter mais s'applique a un reseau Cartesien de finesse reguliere. II devient alors 

delicat d'obtenir une bonne precision de resolution, notamment le long de parois 

courbes, sans gaspiller trop de temps de simulation. Nous allons voir comment ce 

dilemme peut etre traite. 

3.3.1 Conditions frontieres curvilignes 

Pour la prise en compte d'obstacles a geometries complexes la methode de renvoie 

directe des distributions peut etre applique au niveau de chaque cellule solide. 

Cependant, comme 1'illustre pour un profil d'aile la figure 3.9, la prise en compte 

d'objets aux bords arrondis peut s'averer assez grossiere et le caractere rugueux 

d'obstacles ainsi representes peut affecter l'influence de l'interface fluide solide sur 

l'ensemble de Fecoulement. II est possible de corriger cette influence en raffmant le 

maillage mais ceci entraine alors une augmentation du temps de simulation. 

Nous allons done voir une methode qui permet de considerer plus precisement les 

conditions frontieres courbes. Differents modeles ont ete proposes I22', celui que 

nous avons retenu est une amelioration effectuee par Mei et al '301 d'un modele 

propose par Filippova et Hanel '131. 

Ce type de frontiere est illustree a la figure 3.11. Par cette methode le traitement 

des distributions rebondissant contre une parol courbe est effectue en fonction du 

rapport de distances A. 

A = 1?^4 (3.19) 
x F - x s 
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Cellule fluide 

Distant* A dn noeud 
fluide a k parol J ~l 

Cellule soKde 

Interface fluide solide 

F I G U R E 3.11 Frontiere curviligne. 

Les indices F, P et S caracterisent respectivement les coordonnees associees a des 

noeuds dans le fluide, sur la paroi et dans le solide. 

En connaissant ce rapport A la methode de prise en compte des surfaces courbes 

permet de traiter avec une meilleure precision que la methode de renvoie directe 

la valeur des distributions reflechies sur la paroi. Ainsi pour des distributions se 

propageant le long de la vitesse e*, renvoyees par rebond et devant etre propagees 

selon la direction e_j, Filippova et Hanel ^ ont proposes la formule : 

f-i(xs,i+ 1) = (1 - x)MxF,t) + xfr(xs,i) - 2wip-(e„l • uP ) (3.20) 

ou x est un facteur a determiner en fonction de A controlant l'interpolation lineaire 

entre fi(xp,t) et / , ( x s , i ) , par une fonction de distribution a l'equilibre Active 

definie par : 

fy'(-xs,t) - Wip(xF,t) 1 + — e* • u S F — (e, -up) -
2c4 2c2 Up • Up (3.21) 

avec up = u(x F , t ) la vitesse du fluide sur la cellule de fluide et USF une vitesse 
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determinee de diverse faQons selon la valeur de A. 

Cette methode ressemble a une simple interpolation de la distribution par rapport 

a la distance a la paroi mais son developpement est en definitive plus complet. II a 

ete formule a partir d'une analyse du type Chapman-Enskog '13^ des distributions 

et en les approximant en fonction de deux suppositions, le temps caracteristique 

de l'ecoulement est large devant le temps d'advection a l'echelle du reseau, le pas 

du reseau doit etre petit devant la longueur caracteristique de l'ecoulement. 

Avec le modele de Filippova et Hanel ^ le facteur x et la vitesse de reference USF 

sont alors definit par : 

( A - l ) _ 1 ( 2 A - 1 ) A 1 
USF = T u F + —Up, avec x = , P°ur A > - (3.22) 

ZA A r I 

USF = uF , avec x = r~> P o u r A < o (3-23) 
T — 1 Z 

avec r le temps de relaxation de collision. Ces relations permettent un gain en pre

cision par rapport au simple renvoie directe des distributions. Pour nos applications 

nous avons utilises ces equations mais avec une amelioration proposee par Mei et 

al I30l. Cette modification concerne les facteurs qui viennent d'etre presentes. 

/ 3 \ 3 2(2A — 1) 1 
U5F = I 1 ~ 2A J "F + 2 A U P ' aV6C X = T ^ T I P P°Ur A - 2 (3"24) 

USF = u F F , avec x = 7T~, P o u r A < o (3-25) 
T — Z Z 

Ainsi les equations (3.20), (3.21) et (3.24) ou (3.25) que nous venons de presenter 

permettent de prendre en consideration les frontieres curvilignes avec une meilleure 

approximation. En revanche le nombre de calculs a effectuer est bien plus important 

que dans une formulation de base. 
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Nous allons maintenant nous pencher sur une autre technique pouvant ameliorer 

les performances de la methode, aussi bien dans la prise en compte des frontieres 

que pour un gain en precision des resultats, il s'agit des reseaux a plusieurs niveaux. 

3.3.2 Reseaux a plusieurs niveaux imbriques 

Pour certains types de simulations la finesse du maillage du domaine fluide est 

necessaire en quelques zone precises, comme par exemple autour d'objets de forme 

complexe. Afin d'economiser du temps de simulation et pour eviter d'avoir a raffiner 

l'integralite du domaine inutilement nous allons presenter une methode permettant 

d'effectuer un tel raffinement, tout en garantissant la conservation des grandeurs 

caracteristiques de l'ecoulement. 

3.3.2.1 Theorie des reseaux de plusieurs niveaux 

Differentes methodes de divers natures peuvent etre utilisees pour simuler la com

munication entre des reseaux de differentes finesses '10; 13; 35 .̂ En ce qui nous 

concerne nous avons retenu une methode proposee par Chopard et Dupuis '105 

qui effectue le lien entre les differents niveaux de reseaux par un transfert des 

distributions / d'un niveau de maillage a l'autre tout en conservant les quanti-

tes macroscopiques caracteristiques a l'interface. Cette methode correspond a une 

amelioration d'une technique initialement proposee par Filippova et Hanel t13l 

Tout d'abord, le raffinement de certaines zones d'un domaine de simulation consiste 

a superposer des maillages de differentes finesses et de les faire communiquer les 

uns avec les autres en assurant la continuity de la pression, vitesse et viscosite. Une 

telle superposition des reseaux autour d'un profil d'aile NACA est illustre par la 

figure 3.12. Dans ce cas deux pas geometriques caracterisent un tel raffinement, un 
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Resesm fin tic pas geometrique Aa-/ autoitr du profil d'sile 

Reseati grossier tie, pas geometricjue Ax, 

FIGURE 3.12 Raffinement autour d'un profil d'aile. 

pas grossier Axg pour le reseau global et un pas plus fin Axf pour la zone raffinee, 

le taux de raffinement y est alors d e m = Axg/Axf = 2. 

Avec une telle approche les deux reseaux de differentes finesses peuvent etre consi

dered independamment pour effectuer les etapes de collision et de propagation. 

Pour maintenir la coherence geometrique et temporelle de la simulation, il est alors 

necessaire de faire communiquer les distributions passant d'un reseau a l'autre aux 

pas de temps communs par un traitement specifique a l'interface entre reseaux. 

Plus precisement, afin de conserver la coherence de la methode de Boltzmann sur 

reseau sur les deux niveaux de maillage il est necessaire de maintenir le rapport 

c = Axg/Atg — Axf/Atf. Ainsi une diminution du pas geometrique sur le raffi

nement par un facteur m entrainera une subdivision du temps par m pour le pas 

temporel. En plus de cette distinction d'echelles de simulation sur chaque niveau 

de raffinement, le temps de relaxation caracteristique doit etre adapte sur chaque 

reseau pour garantir une viscosite constantes sur le domaine. D'apres la formulation 

de la viscosite cinematique (2.45) : 

c2At ( \\ c2Atg ( 1\ c2At} ( IN V = — T - 2 J = V^-2j = -3-b-2j (3-26) 
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qui permet de deduire une relation entre les temps de relaxation sur chaque reseau : 

Tf = m (rg - i ) + \ (3.27) 

Nous avons en quelque sorte deux reseaux independants d'echelles differentes, cha-

cun garantissant une meme viscosite. Pour pouvoir simuler de fagon continue sur 

tout le domaine il est alors necessaire d'adapter les distributions se propageant 

d'un niveau a l'autre du raffinement. Ce lien s'efFectue par des consideration sur la 

variation par rapport a l'equilibre des distributions au niveau de l'interface. Pour 

le passage d'une cellule fine a grossiere en un meme point du reseau cette relation 

s'exprime : 

n = nq+IT9 = nq+^/rJ = nq+^ii- in (3.28) 

Inversement pour le passage d'une cellule grossiere a une fine : 

/ / = / r + ^ L ( / f - / D (3-29) 
rriTg 

A partir des relations (3.27), (3.28) et (3.29), le lien entre les distribution ainsi que 

le lien entre les viscosites a deux niveaux de maillages differents a un meme instant 

sont explicites. 

Nous allons maintenant voir comment ces relations sont utilisees en pratique pour 

le traitement de l'interface entre deux reseaux. Pour ce faire nous allons regarder de 

plus pres la communication entre deux reseaux avec un taux de raffinement m = 2 

(figure 3.13). Le reseau grossier et le reseau plus fin se chevauchent a l'interface, 

ce qui permet le traitement du transfert des distributions entre les raffinements 

en completant les distributions manquantes aux frontieres de chaque reseau. Les 

etapes de collision et de propagation sur les deux reseaux se succedent alors ainsi : 
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Centre des cellules du reseau grower 

FIGURE 3.13 Interface entre deux reseaux de differente finesses. 

- Collision et propagation sur le reseau grossier : A partir d'un instant t ou 

les distributions sont connues sur tout le domaine la collision et la propagation 

sur le reseau grossier permettent de definir les distributions a un instant i + 1. 

Le reseau fin est lui toujours definit a l'instant t. 

- Premiere etape de collision et de propagation sur le reseau fin : Les 

distributions a t sur le reseau fin sont connues, apres collision et propagation les 

distributions a i+ 1/ra = t + 1/2 sont toutes determinees. Le lien avec le reseau 

grossier s'effectue par transfert des distributions /f(x, t + 1), selon la relation 

(3.29), a la frontiere du reseau fin. Etant donne que seul les distributions a i et 

i+1 sont determinees, / / ( x , t + 1/m) est obtenue par interpolation temporelle 

entre ces valeurs. Un tel transfert est valable pour les distributions des cellules 

coincidant sur le reseau fin et le reseau grossier / / ( x , t + 1/m), les distributions 

/ / ( x + 1/m, t + 1/m) des cellules du reseau fin n'etant pas encore determinees 

sont alors interpolees geometriquement des distributions connues en x. 
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- Seconde etape de collision et de propagation sur le reseau fin : Les 

distributions a. t + 1/2 sur le reseau fin ont ete toutes determinees. Apres une 

nouvelle etape de collision et propagation les distributions a i + 1 sont a leur 

tour evaluees sur le raffinement. Comme a l'etape precedente, le lien entre les 

deux reseaux est alors traite par application de la formule (3.29), a partir des 

distributions /f (x, i+1), sur les cellules de la frontiere du reseau fin communes 

avec celles du reseau grossier. La encore une interpolation geometrique des dis

tributions /j (x + 1/ra, t + 1) est effectuee en fonction des valeurs / / ( x , t + 1). 

L'etat mesoscopique sur le reseau fin a t + 1 est maintenant integralement definit. 

- Completer le reseau grossier a t + 1 : Pour terminer le passage de i a t + 1, 

a l'interface entre reseaux les distributions des cellules a la frontiere du reseau 

grossier sont evaluees a partir des distributions des cellules coincident sur le 

reseau fin. Ce transfert d'information s'effectue par la relation (3.28). Le champ 

des distributions sur chaque niveau de maillage est alors completement definit a 

t + 1 

Nous venons de detailler le mode de prise en compte des raffinements sur un do-

maine pour un taux de raffinement de m = 2. Pour un taux m quelconque les 

etapes de collision et de propagation sur le reseau fin seront repetees m fois afin de 

faire coincider revolution temporelle de l'ecoulement sur chaque reseau. Les inter

polations temporelles et spatiales s'effectueront alors autant de fois que necessaire 

pour determiner les distributions a la frontiere du reseau fin. 

Cette methode de maillages de differents niveaux peut s'appliquer avec autant de 

niveaux de maillages souhaite et autant de coefficients m de raffinement voulus, la 

limitation de leur nombre sera lie a la precision de Interpolation pour revaluation 

des donnees manquantes. Le raisonnement qui vient d'etre suivit s'incorpore dans 

l'algorithme elementaire de la methode de Boltzmann sur reseau (figure 3.14) et 

est presente a la figure 3.15. 
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reseau avec raffinement du domaine. 
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FIGURE 3.15 Algorithme de la methode de raffinement de domaine. 
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La technique ainsi presentee a de nombreux avantages. Elle peut etre utilisee pour 

raffmer les simulation dans les zones de forte variation de l'ecoulement ou pour 

suivre plus precisement le contour d'un profil. Elle peut egalement etre utilisee de 

fagon a accelerer les simulation en declenchant la methode en cours de simulation 

comme evoque dans la reference '27'. Enfin, elle presente un avantage pour les 

ecoulements faiblement visqueux car en appliquant un raffinement dans certaines 

zones elle peut permettre de corriger les instabilites generees par un temps de 

relaxation caracteristique du fluide proche de 1/2 en augmentant ce dernier avec 

le raffinement selon la relation (3.27). 

Avant de terminer nos observations sur les reseaux de divers niveaux nous allons 

rapidement aborder une propriete de ce type d'approche, a savoir le deplacement 

des raffinements sur un maillage plus grossier. 

3.3.2.2 Deplacement de raffinements sur un reseau grossier 

Ce point particulier dans l'application des reseaux de plusieurs niveaux nous a ete 

utile dans l'etude d'objets en deplacement. 

Les reseaux a niveaux multiples se resument par une prise en compte independante 

des differents niveaux de maillage, chacun possedant des proprietes macroscopiques 

differentes mais definissant un etat macroscopiques similaires. La complexite de 

cette approche se situe dans la communication a 1'interface entre les reseaux car 

differents traitements sur les distributions sont necessaires pour garantir une cohe

rence temporelle sur tout le domaine. 

Par les equations (3.27), (3.28) et (3.29) un lien directe entre les reseaux et les 

noeuds coincidant sur chaque niveau de maillage a ete formule de fagon a maintenir 

un etat macroscopique continu. II est maintenant simple d'imaginer qu'au lieu de 
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considerer le raffinement fixe, celui-ci se deplace a differents pas de temps en suivant 

par exemple le deplacement d'un objet dans le domaine. Le traitement de ce cas, 

illustre a la figure 3.16, suit les etapes suivant : 

- Deplacement du raffinement : A partir d'un domaine completement definit 

a un instant i le deplacement d'un raffinement correspond a un decalage dans 

une direction quelconque d'une ou plusieurs rangees du reseau grossier. 

- Completer les noeuds grossier decouverts par le deplacement : Avec le 

deplacement un certain de noeuds correspondant au reseau fin sont decouverts et 

correspondent alors au niveau grossier de maillage. L'etat des distributions pour 

ces nouveaux noeuds appartenant au maillage grossier s'effectue tout simplement 

par transfert des distributions initialement adaptees a un maillage fin par appli

cation de l'equation (3.28). Sur ces nouveaux noeuds l'etat macroscopique est le 

meme mais l'etat mesoscopique est adapte au nouveau niveau de maillage. Le 

temps de relaxation sur ces nouveaux noeuds est alors rg. 

- Effacer les noeuds du raffinement qui ont ete decouverts : Les distribu

tions sur les cellules du reseau fin qui ont ete decouvertes par le deplacement ne 

sont plus necessaires pour la simulation, elles sont done effacees. 

- Completer les noeuds fins apparus avec le raffinement : En ce qui 

concerne les noeuds du reseau fin qui sont apparus avec le deplacement, les dis

tributions associees a ces noeuds du reseau fin coi'neidant a des noeuds du reseau 

grossier sont done complete par application de l'equation (3.29). Pour completer 

l'etat mesoscopique du raffinement ainsi apparus une interpolation spatiale est 

ensuite utilisee. Le temps de relaxation associe sur les nouveaux noeuds est alors 

- Effacer les noeuds du reseau grossier qui ont ete couverts : Les dis

tributions associees aux cellules du reseau grossier qui ont ete recouvertes par 

deplacement du reseau fin ne sont plus necessaire et sont done effacee. Le domaine 

est desormais completement definit a l'instant t avec une nouvelle position du 
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Noeuds grossiers reconverts le emplacement <:hi 
reseau iin et effaces 

Noeuds fins reconverts par le deplacement du 
reseau fin et completes par 1'equation Eq.(3.33) 

et interpolation 

Noeuds grossiers decouverts par le deplacement. du Noeuds fins decouverts par le deplacement du 
reseau fin et completes par ]'equation Eq.(3.32) reseau fin et effaces 

FIGURE 3.16 Deplacement d'un reseau fin sur un reseau grossier. 

raffinement, le passage a l'instant i+1 s'effectue comme detaille precedemment. 

Une telle technique peut s'averer utile pour suivre le deplacement d'un objet autour 

duquel un certain niveau de finesse est necessaire. 

3.3.3 Calcul des efforts s'appliquant a un objet 

Differentes techniques existent pour evaluer les composantes des efforts s'appliquant 

a un objet, certaines utilisant les grandeurs macroscopiques, d'autres n'observant 

que la contribution des distributions. La methode que nous avons retenue est celle 

proposee par Mei et al t31', pour sa simplicite. Celle-ci evalue les efforts qu'exerce 

un fluide sur un objet en sommant 1'ensemble des efforts appliques par chaque 

distribution ou plus precisement chaque groupe de particules rebondissant sur la 

paroi de l'objet. 

Ainsi, la contribution d'une distribution post-collision /_i(xs,t + 1) interferant 

avec une paroi solide comme a la figure 3.11 a la section 3.3.1 s'exprime a un meme 
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instant : 

e, [/_i(xs, i + 1) + /_i(x s + e_i5t + 1)] (3.30) 

en notant /_j(xs, 2 + 1) la distribution post-collision a un instant 2+1 se propageant 

du solide vers le fluide et en notant /_i(xs + e_;, i + 1) la distribution post-collision 

sur la cellule fluide adjacente se propageant dans la direction —i. L'effort total est 

alors calcule par sommation de l'ensemble de ces contributions autour d'objet ou 

le long d'une paroi ; 

F = £ E e * [/-i(x s , t + 1) + /_i(x s + e.i,t + 1)] (3.31) 

Par la connaissance de F il est alors possible de deduire les coefficients aerodyna-

miques que sont la trainee Cd et la portance C/ : 

Cd = - r ^ (3.32) 
2UrefJ^refPref 

ci = T ^ T ^ (3-33) 
2UrefLrefPref 

Avec uref, Lref et p r e / , respectivement la vitesse de reference, la longueur de refe

rence et la densite de reference pour la normalisation de ces coefficients. 

Dans 1'analyse des resultats de simulations effectuees par la methode de Boltzmann 

sur reseau nous utiliserons egalement le coefficient de pression Gp : 

I P - P 
\1 1 T Cp = •; 2 - e / l (3.34) 
2UrefPref 

avec P = c2
s p et Pref la pression de reference deduite de pref. 

En plus de l'observation des coefficients caracteristiques nous verrons egalement 

que la connaissance de ces efforts nous permettra d'effectuer le deplacement d'un 
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objet sur le reseau, nous reviendrons sur ce point dans le dernier chapitre de ce 

memoire. 

Dans ce chapitre nous avons done vu de quelle fagon la methode de Boltzmann sur 

reseau s'implemente pour le simulation d'ecoulements fluides. Nous allons mainte-

nant utiliser le programme qui en a ete tire pour effectuer divers simulations par 

la methode de Boltzmann sur reseau. 
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CHAPITRE 4 

SIMULATIONS NUMERIQUES PAR LA METHODE DE 

BOLTZMANN SUR RESEAU 

Dans les chapitres precedents nous avons expliques les bases theoriques et l'algo-

rithme de la methode de Boltzmann sur reseau, pour une formulation simplifiee, 

puis apres l'ajout de differentes techniques permettant d'ameliorer les performances 

de la methode. Dans ce dernier chapitre nous allons etudier les resultats obtenues 

apres programmation de ces differents algorithmes. Nous allons tout d'abord veri

fier la precision et les capacites de la methode pour traiter une application simple, 

celle d'une cavite entrainee. Nous validerons ensuite les differentes ameliorations 

du code de base, ainsi que le caractere transitoire de la methode, par l'etude du cas 

d'un cylindre 2D dans un canal. Enfin nous utiliseront notre programme pour la 

realisation de simulations plus complexes, a savoir l'ecoulement autour d'un profil 

NACA63-415 givre et la remontee d'une particule dans une colonne de fluide par 

poussee d'Archimede. Nous comparerons nos resultats a ceux obtenus par le logiciel 

commercial Fluent dans le cas du profil d'aile et a des resultats d'experience dans 

le cas de la particule en deplacement. 

4.1 Cavite entrainee, verification de la formulation de base de la me

thode de Boltzmann sur reseau 

Ce premier test nous permettra de verifier la formulation de base de la methode de 

Boltzmann sur reseau (Algorithme 3.6). II s'agit de l'etude de l'ecoulement dans 

une cavite carre avec entrainement du fluide par glissement de la paroi superieure. 
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FIGURE 4.1 Schema d'une cavite entrainee. 

4.1.1 Description du probleme 

Le cas test de la cavite entrainee est une simulation tres souvent etudie en dy-

namique des fluides assiste par ordinateur. En deux dimensions ce probleme cor

respond a un domaine carre possedant quatre parois solides. Trois fixes avec une 

condition de non glissement up = 0. Sur la quatrieme, on impose une vitesse 

tangentielle constante UG = (0,uT) aux couches de fluide qui lui sont proches. 

L'ecoulement initialement stagnant est alors entraine et se developpe en une zone 

de recirculation principale, au centre, avec selon le nombre de Reynolds des zones de 

recirculation secondaires, dans les coins de la cavite. Un tel domaine de simulation 

est schematise par la figure 4.1. 

Le nombre de Reynolds Re pour ce cas est determine en fonction de la largeur Lc 

de la cavite, la vitesse tangentielle imposee UT, et la viscosite cinematique du fluide 

v : 

R e = ^ (4.1) 
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Afin de verifier notre algorithme et notre programme nous allons simuler cette 

cavite pour trois nombres de Reynolds differents, Re = 100, Re = 1000 et Re = 

2500. Pour chacun des cas nous allons comparer les performances de la methodes 

en fonction, de la resolution de la discretisation du domaine, du type de conditions 

frontieres imposees pour generer le glissement. 

4.1.2 Resolutions par la methode de Boltzmann sur reseau 

Avant d'analyser les resultats nous allons etudier comment les conditions aux li-

mites macroscopiques, presentees danc la section precedente, sont imposees pour 

un domaine discretise par un reseau de Boltzmann. Le raisonnement qui suit est 

detaille pour un cas particulier mais l'ensemble des conditions imposees ont ete 

determinees selon le meme raisonnement et sont explicitees dans le tableau 1.1 de 

1'annexe I. 

La difficulte consiste a bien effectuer l'adimensionalisation des parametres utilises 

dans la methode de Boltzmann sur reseau en fonction du nombre de Reynolds 

impose (section 3.1.1). 

Nous souhaitons simuler un ecoulement kRe = 100, dans une cavite de largeur Lc = 

20 cm,, avec une vitesse d'entrainement de UT = 0.1 m/s, la viscosite cinematique 

correspondante etant de u = 2 10 -4 m2/s. En unites de reseau, pour garantir 

que c = 1 conformement au modele adimensionalise, la vitesse choisie est UT = 

0.1 lu/lt qui est juste assez petite pour respecter la contrainte d'ecoulement quasi-

incompressible mentionne a la section 2.4.3.2. Nous pouvons choisir le nombre de 

cellules de discretisation de la cavite, par exemple Lc = 64 lu pour une largeur, le 

pas geometrique est alors Ax = Lc/Lc = 3.125 10~3 m et avec c = 1 nous deduisons 

le pas de temps A.t = Ax = 3.125 10 - 3 s. Reste a deduire le temps de relaxation 
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caracterisant cet ecoulement par la relation v = ^-^ (r — | J , pour le cas choisit 

r = 0.692. 

Nous venons d'expliciter les parametres du modele de Boltzmann sur reseau en nous 

basant sur une discretisation de la largeur de la cavite en Lc = 64 lu, nous aurions 

pu proceder inversement en imposant le temps de relaxation r et en deduisant la 

discretisation associee. La vitesse elle ne peut etre modifiee, il faut maintenir c = 1. 

Maintenant que les parametres du reseau sont obtenus, la simulation s'effectue par 

une successions de collisions et de propagations avec r = 0.692. L'influence de 

la paroi solide est effectuee par renvoi directe des distributions (section 3.2.2.1), 

le glissement lui est obtenu par deux methodes (section 3.2.2.2), celle proposee 

par Zou et He [43] (CFZH) et celle utilisant les distributions a l'equilibre [26; 37] 

(CFFEQ). 

Nous allons observer les resultats des diverses simulation pour differents nombres 

de Reynolds, et ce pour les deux methodes d'imposition du glissement (tableau 

1.1). 

4.1.3 Resultats 

L'ensemble des simulations ont ete effectuees pour un nombre de 100, 000 itera

tions. Ces simulations vont nous permettre de verifier la capacite de la methode de 

Boltzmann sur reseau a resoudre le probleme classique de la cavite entrainee. 

Les premieres observations que nous effectuons concernent l'influence du temps 

de relaxation sur la stabilite de la methode. Les tableaux 4.1 et 4.2 resument 

l'ensemble des simulations effectuees et explicite celles presentant des instabilites ou 

ayant divergees selon la methode d'imposition du glissement (CFZH ou CFFEQ), 
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TABLE 4.1 Stabilite des simulations sur une cavite entrainee pour differents nombres 
de Reynolds et differentes techniques d'imposition du glissement avec UT = 0.1. 

Cavite avec CFFEQ ou CFZH 
64 x 64 CFFEQ 
128 x 128 CFFEQ 
256 x 256 CFFEQ 
64 x 64 CFZH 
128 x 128 CFZH 

Re = 100 
Stable 
Stable 
Stable 
Stable 
Stable 

Re = 1000 
Stable 
Stable 
Stable 

Divergente 
Divergente 

Re = 2500 
Divergente 

Instable 
Stable 

Divergente 
Divergente 

TABLE 4.2 Stabilite des simulations sur une cavite entrainee pour differents nombres 
de Reynolds et differentes techniques d'imposition du glissement avec UT = 0.05. 

Cavite avec CFFEQ ou CFZH 
64 x 64 CFFEQ 
128 x 128 CFFEQ 
64 x 64 CFZH 
128 x 128 CFZH 

Re = 100 
Stable 
Stable 

Instable 
Stable 

Re = 1000 
Instable 
Stable 

Divergente 
Divergente 

Re = 2500 
Divergente 
Divergente 
Divergente 
Divergente 

la vitesse de glissement uT, et selon le temps r associe. Ces deux tableaux associes 

aux parametres de simulation sont resumes par les courbes illustrees a la figure 4.2. 

En confrontant ces differents resultats plusieurs remarques peuvent etre formulees : 

- II apparait tout d'abord que plus le nombre de Reynolds simule est eleve, plus les 

simulations sont globalement instables. Ceci conforte les remarques concernant 

les limites de la methode pour les ecoulements fortement visqueux, plus le nombre 

de Reynolds est eleve, plus le temps de relaxation est proche de T = | , plus 

les simulations sont instables. Un moyen de gagner en stabilite pour un meme 

nombre de Reynolds ou plus precisement d'augmenter le temps de relaxation 

consiste a augmenter la finesse du raffmement et done de diminuer le pas de 

temps. 

- Un autre point concerne l'utilisation de diverses vitesses de glissement pour si-

muler un meme nombre de Reynolds. Plus la vitesse de glissement est faible, 

par exemple UT = 0.05, plus le temps de relaxation associe sera proche de la 
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FIGURE 4.2 Temps de relaxation en fonction de la finesse du reseau et du nombre 
de Reynolds ainsi que la stabilite des simulations sur une cavite entrainee pour 
CFFEQ (a gauche) et CFZH (a droite). 

limite r = \ et done de maniere generale les simulations seront plus sujettes 

a des instabilites que celles effectuees a une vitesse de glissement de UT = 0.1. 

Cependant, plus la vitesse de glissement est elevee, moins la contrainte d'incom-

pressibilite sera respectee et pour des vitesses trop elevees superieures a UT = 0.1 

les simulations risquent d'etre instables ou imprecises. Pour le choix des vitesses 

caracteristiques il faut trouver le juste milieu entre stabilite et precision en res-

pectant Pmcompressibnite, UT,max = 0.1. 

- Un dernier point a souligner concerne les techniques d'imposition du glissement, 

deux methodes ont ete testees, il s'avere que pour des temps de relaxation proches 

de r = | la methode CFFEQ basee sur l'utilisation de distributions a l'equilibre 

est generalement plus stable que la methode CFZH de Zou et He. Cette observa

tion confirme que pour chaque type de conditions frontieres differentes proprietes 

de stabilite peuvent etre observees (section 3.2.2.2). Pour le cas particulier de la 

cavite entrainee il semble possible de deduire empiriquement un temps de relaxa-
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tion limite pour les deux methodes. D'apres la figure 4.2 nous pouvons evaluer 

Tiim = 0.512 avec CFFEQ et riim = 0.62 avec CFZH. Ces temps bien que speci-

fiques au probleme de la cavite donnent cependant un ordre d'idee de la limitation 

d'autres types d'ecoulements du fait des conditions au limites. 

Maintenant que nous avons souligne le lien entre, nombre de Reynolds, raffinement, 

temps de relaxation et stabilite, nous allons verifier la precision des resultats des 

simulations. Pour ce faire nous allons comparer plusieurs valeurs caracteristiques 

de l'ecoulement aux resultats obtenus dans les references '11; 15 .̂ 

Nous observons tout d'abord la position des vortex qui se sont formes au sein 

de la cavite. Selon le nombre de Reynolds et la finesse de la discretisation spatiale 

plusieurs recirculations se forment, entre 1 et 6, leur position est detaillee a la figure 

4.3. La position de ces recirculations pour nos simulations sont resumees tableaux 

4.3, 4.4, 4.5, et comparees aux donnees de reference. Les valeurs sont exprimes par 

rapport a une largeur de cavite unitaire, la vorticite u mentionnee dans les tableaux 

est elle calculee telle que : 

A partir de ces resultats quelques observations peuvent etre faites : 

- Pour les simulations n'ayant pas divergees les positions des differentes recir

culations detaillees tableaux 4.3, 4.4 et 4.5, sont tres proches des resultats de 

reference. Quelque soit les parametres employes pour definir le domaine, le glis-

sement, l'imposition du glissement, les solutions sont similaires. 

- Une autre remarque concerne le gain naturel en precision des resultats avec 

l'augmentation du raffinement. Plus le maillage de la cavite est fin, plus le nombre 

de vortex evalues est important, pour le reseau le plus fin 256 x 256 a un nombre 

de Reynolds de 1000 et 2500 le raffinement permet ainsi d'observer des vortex 

non observables sur un reseau de 128 x 128. II est cependant notable qu'un des 
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TABLE 4.3 Position des differentes recirculations dans une cavite entramee selon le 
nombre de Reynolds et les parametres de simulation pour un raffinement de 64 x 64 
et 128 x 128 avec uT = 0.1. 

Cavite 
References 

6 4 x 6 4 
CFFEQ 

64 x 64 
CFZH 

128 x 128 
CFFEQ 

128 x 128 
CFZH 

Vortex 
VortP : (x, y) 

UJ 

VDl:(x,y) 
UJ 

VGl:(x:y) 
UJ 

VortP : (x, y) 
UJ 

YDl:(x,y) 
UJ 

VGl:(x,y) 
UJ 

VortP : (x,y) 
UJ 

VDl:(x,y) 
UJ 

V G l : ( x , y ) 
UJ 

VortP : (x, y) 
UJ 

VD1: (x,y) 
UJ 

V G l : ( x , y ) 
UJ 

VortP : (x, y) 
UJ 

VDl:(x,y) 
UJ 

VGl:(x,y) 
UJ 

Re = 100 
(0.7344,0.6172) 

-3.166 
(0.9453, 0.0625) 

3.307 10~2 

(0.0313,0.0391) 
1.5551 10-2 

(0.7320,0.6211) 
-3.059 

(0.9547,0.0609) 
2.806 10-2 

(0.7320,0.6273) 
-3.178 

(0.9531,0.6718) 
3.126 10-2 

(0.7352,0.6160) 
-3.030 

(0.9531,0.0625) 
2.944 10~2 

(0.0375,0.0390) 
1.430 10"2 

(0.7371,0.6195) 
-3.125 

(0.9453,0.0609) 
3.30 10"2 

(0.0391,0.0375) 
1.448 10~2 

Re = 1000 
(0.5300,0.5650) 

- 2 , 0655 
(0.8633,0.1114) 

1.1155 
(0.0899,0.0789) 

0.3534 
(0.5320,0.5703) 

-2.093 
(0.8734,0.1125) 

1.013 
(0.0960,0.0797) 

0.3135 

(0.5351,0.5640) 
-2.028 

(0.8742,0.1171) 
1.025 

(0.0902,0.0789) 
0.3304 
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TABLE 4.4 Position des differentes recirculations dans une cavite entrainee selon le 
nombre de Reynolds et les parametres de simulation pour un raffinement de 64 x 64 
et 128 x 128 avec uT = 0.05. 

Cavite 
References 

64 x 64 
CFFEQ 

64 x 64 
CFZH 

128 x 128 
CFFEQ 

128 x 128 
CFZH 

Vortex 
VortP : (x, y) 

u 
V D 1 : (x,y) 

to 

VGl:(x,y) 
u 

VortP : (x, y) 

V D 1 : (x,y) 

U) 

V G l : ( x , y ) 
LO 

VortP : (x,y) 
LO 

V D 1 : {x,y) 
u 

VGl:(x,y) 
UJ 

VortP : (x,y) 
u 

VD1 : (x,y) 
u> 

VGl:{x,y) 
u 

VortP : (x, y) 
u 

V D 1 : {x,y) 
U) 

V G l : ( x , y ) 
u 

Re = 100 
(0.7344,0.6172) 

-3.166 
(0.9453,0.0625) 

3.307 10-2 

(0.0313,0.0391) 
1.5551 lO-2 

(0.7313,0.6242) 
-3.128 

(0.9547, 0.0625) 
2.876 10~2 

(0.7359, 0.6234) 
-3.156 

(0.9531,0.06406) 
2.864 lO"2 

(0.7336,0.6188) 
-3.096 

(0.9500, 0.0625) 
3.176 lO"2 

(0.0375, 0.0375) 
1.358 lO"2 

(0.7363,0.6191) 
-3.134 

(0.9453,0.0625) 
3.440 lO"2 

(0.0375,0.0375) 
1.352 10"2 

Re = 1000 
(0.5300,0.5650) 

-2,0655 
(0.8633,0.1114) 

1.1155 
(0.0899,0.0789) 

0.3534 

— 

— 

(0.5351,0.5640) 
-2.034 

(0.8742,0.1171) 
1.046 

(0.0910,0.0789) 
0.3372 
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TABLE 4.5 Position des differentes recirculations dans une cavite entrainee selon 
le nombre de Reynolds et les parametres de simulation pour un raffinement de 
256 x 256 avec uT = 0.1. 

Cavite 
References 

256 x 256 
CFFEQ 

Vortex 
VortP : (x, y) 

u 
V D 1 : (Z, j/) 

V G l : ( x , y ) 

VD2: (x,y) 

VG2:(x ,y) 
u 

T G l : ( x , y ) 

VortP : (x,y) 
Ul 

V D 1 : (x,y) 
u 

V G l : ( x , y ) 
a; 

VD2: (x,y) 

VG2:(x ,y) 
a; 

TGl:(x,y) 
u 

Re = 100 
(0.7344,0.6172) 

-3.166 
(0.9453, 0.0625) 

3.307 10~2 

(0.0313,0.0391) 
1.5551 10"2 

(0.7344,0.6172) 
-3.028 

(0.9492,0.0605) 
3.052 10-2 

(0.0351,0.0371) 
1.402 10~2 

Re = 1000 
(0.5300, 0.5650) 

- 2 , 0655 
(0.8633,0.1114) 

1.1155 
(0.0899,0.0789) 

0.3534 
(0.9914, 0.0064) 
-0.7707 10~2 

(0.0050, 0.0050) 
-0.2980 10~2 

(0.5332,0.5644) 
-1.998 

(0.8672,0.1132) 
1.096 

(0.0859,0.0781) 
0.3515 

(0.9941,0.0059) 
-0.7324 10~2 

Re = 2500 
(0.5200,0.5433) 

-1.9696 
(0.8350,0.0914) 

1.9290 
(0.0850,0.1100) 

0.9665 
(0.9900,0.0100) 

-1.595 10-2 

(0.0064, 0.0064) 
-0.9380 10-2 

(0.0433,0.8600) 
1.3212 

(0.5234, 0.5390) 
-2.058 

(0.8440, 0.0937) 
1.744 

(0.0879,0.1094) 
0.8596 

(0.9941,0.0097) 
-1.148 10~2 

(0.0390,0.8828) 
1.001 
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FIGURE 4.3 Position des differentes recirculations pour le cas de la cavite entramee. 

vortex reference n'a pas ete represents par les simulations. 

En plus de l'observation des recirculations, la figure 4.4 illustre quelques coupes 

de la cavite a i ? e = 1000 comparees a la reference f11'. Ces coupes correspondent 

a la composante de vitesse normalisee U = UX/UT le long de la verticale divisant 

la cavite en deux et la composante V = uy/ux le long de l'horizontale divisant 

la cavite en deux. Ces resultats confirment la bonne precision de la methode de 

Boltzmann sur reseau sur 1'ensemble du domaine. 

Pour completer notre etude de la cavite entramee, notamment pour souligner la 

precision de resultats selon les cas simules, nous allons nous pencher sur l'erreur 

d'approximation en fonction de la finesse du maillage, du type de condition de 

glissement imposee, et des parametres de simulation. Pour cette derniere etude 

nous analysons la norme L^ de l'erreur relative (4.3) dans le cas de simulations a 

Re = 100. 
11/2 

Eo = -
))2dx]-

/nw?e/(x)dx 
1/2 

(4.3) 
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FIGURE 4.4 Coupes des champs de vitesse dans une cavite entrainee pour Re = 
1000, differentes resolution de reseau et CFFEQ. 

Cette erreur est estimee en considerant les composantes horizontales de vitesse 

normalisees uSimui = UX/UT le long de la verticale divisant la cavite en deux, avec 

comme valeur de references uref, les valeurs proposees par Ghia et al. t15l L'eva-

luation de cette erreur pour differents maillages, 32 x 32, 64 x 64 et 128 x 128, est 

presentee a la figure 4.5 pour un meme temps physique de simulation de l'ecoule-

ment dans la cavite. Trois cas sont compares : un cas avec une condition frontiere 

CFFEQ et une vitesse de glissement UT = 0.05; un cas avec la condition frontiere 

CFFEQ et UT = 0.1; un cas avec la condition frontiere CFZH et UT = 0.1. Pour 

garantir la coherence temporelle entre les simulation et comparer l'ecoulement dans 

la cavite a un meme temps physique, le champs de vitesses sur le reseau 128 x 128 

est celui obtenu apres 50,000 iterations, pour le reseau 64 x 64 celui obtenu apres 

25,000 iterations, et pour le reseau 32 x 32 celui obtenu apres 12,500 iterations. 

Plusieurs points peuvent etre soulignes d'apres la figure 4.5. 

- Tout d'abord concernant le type de condition frontiere generant le glissement, 

1'erreur d'approximation des simulations effectuees avec imposition du glissement 

par la methode CFFEQ est plus importante que celle des simulations utilisant 
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Largeur de la cavite (en lu) 

FIGURE 4.5 E2 pour differentes simulations avec differents maillages, differentes 
methodes d'imposition des conditions frontieres, differentes vitesses de glissement. 

la methode CFZH pour imposer la vitesse tangentielle; comme mentionne a la 

section 3.2.2.2. 

- Une seconde remarque concerne le choix de la vitesse de glissement imposee. II 

s'avere que pour un meme nombre de Reynolds plus le glissement est faible, UT — 

0.05 plutot que UT = 0.1, moins les resultats sont precis pour un meme temps 

de simulation et une meme methode d'imposition du glissement. Ainsi plus la 

vitesse sera elevee, plus la simulation convergera vite, cependant l'augmentation 

de la vitesse est limitee par la contrainte d'incompressibilite UT « 1, au risque 

de compromettre la simulation si cette limitation n'est pas respectee. 

En conclusion nous venons de voir que la methode de Boltzmann sur reseau permet 

de resoudre avec precision le cas de la cavite entrainee pour differents nombres de 

Reynolds. Nous avons egalement souligne et confirme quelques caracteristiques de 

la methode et du type de condition frontiere employee. II en ressort l'importance 

du temps de relaxation r pour la stabilite et son lien etroit avec les parametres de 
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simulation. II y a egalement l'importance du choix des conditions frontieres selon les 

caracteristiques de l'ecoulement et un compromis entre stabilite et precision, ainsi 

les conditions frontieres du type CFFEQ generent plus de stabilite mais moins 

de precision que les frontieres du type CFZH et inversement. Etant donne que 

l'ensemble des simulations realisees ulterieurement necessitent de faibles temps de 

relaxation, pour garantir la stabilite, nous utiliserons la condition frontiere CFFEQ 

pour l'imposition de vitesses. 

En guise de complement des donnees obtenues pour l'etude de l'ecoulement dans 

une cavite entrainee les champs de vitesse pour les simulations sur le reseau le plus 

fin 256 x 256 sont disponibles en Annexe I. 

4.2 Cylindre dans un canal, verification des ameliorations de la nie-

thode de Boltzmann sur reseau 

Avec le cas test de la cavite entrainee, nous venons de verifier le bon fonctionne-

ment de notre programme utilisant la methode de Boltzmann sur reseau et nous 

avons souligne quelques caracteristiques importantes de la methode. Afin d'amelio-

rer l'algorithme elementaire, nous Favons modifie pour pouvoir prendre en compte 

les parois curvilignes selon la methode proposee a la section 3.3.1 ainsi que pour 

l'utilisation de reseaux de differents niveaux presente section 3.3.2. Nous allons ve

rifier la validite de ces implementations en etudiant le cas d'un cylindre dans un 

canal. 
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FIGURE 4.6 Schema du domaine du cylindre dans un canal. 

4.2.1 Description du probleme 

Ce cas bidimensionnel est constitue d'un cylindre solide place au milieu d'un canal. 

La presence du cylindre permet d'observer differents ecoulements particuliers selon 

le nombre de Reynolds de la simulation, dans notre cas nous allons observer le 

developpement de tourbillons en aval du cylindre a un Reynolds de Re = 100 et le 

lache alterne de ces derniers. Le domaine de simulation est detaille a la figure 4.6. 

Ce domaine est constitue d'un canal avec les parois inferieures et superieures im-

posees solides sans glissement parietal (up = 0) par la methode de renvoie directe 

(section 3.2.2.1). La sortie est supposee assez loin de l'obstacle pour imposer une 

paroi libre par simple recopie des distributions (section 3.2.2.3). A l'entree du canal 

nous considerons un ecoulement pleinement developpe. Un profil parabolique est 

done applique par utilisation des distributions d'equilibres associees feQ(uent, pent) 

(section 3.2.2.2), avec pent extrapolee de la premiere rangee de cellules a 1'interieur 

du canal et uent definie tel que : 

{4umaxy(H -y) ^ 
uent=[ -, ,0 (4.4) 

ou H represente la hauteur du canal. Enfin pour ce qui est du cylindre : il est 

de diametre D = Lc; une paroi solide avec condition de non glissement y est 
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appliquee; son centre est legerement decale par rapport a l'axe du canal afin de 

generer le lache alterne de tour billons. 

Nous allons effectuer des simulations pour une meme discretisation du domaine et 

nous allons etudier la validite de l'utilisation de conditions frontieres curvilignes a la 

place d'un simple renvoie directe des distributions. Nous validerons egalement notre 

methode de raffinement en imposant un ou deux reseaux plus fins au voisinage du 

cylindre. Pour comparer nos resultats, nous observerons revolution des parametres 

aerodynamiques de portance et trainee calcules selon la methode presentee section 

3.3.3. Nous les comparerons a ceux obtenus dans d'autres etudes ^3<5; 4l\ 

4.2.2 Resolution par la methode de Boltzmann sur reseau 

Les simulations de ce cas test sont effectuees pour un nombre de Reynolds Re = 100 

afin d'observer la formation d'une allee de tourbillons en aval du cylindre et pour 

verifier le caractere transitoire de la methode de Boltzmann sur reseau tout en 

etudiant l'infiuence des diverses ameliorations de l'algorithme. 

L'adimensionalisation des parametres s'effectue comme precedemment, le domaine 

physique possede les dimensions L = 2.2 m, hi = li = 20 cm, h<i — 21 cm., D = 

Lc — 10 cm et umax = 0.1 m/s. La vitesse maximale du profil parabolique en entree 

est done umax = 0.1 lu/lt suffisamment petit pour garantir l'incompressibilite. La 

discretisation spatiaux temporelle choisit est Ax — At = 0.01, le domaine est done 

constitue de L = 220 cellules horizontalement et H = 41 verticalement, le cylindre 

possedant sur le reseau grossier un diametre de D — 10 cellules. Reste a expliciter 

les temps de relaxation associe. Etant donne les grandeurs physiques choisies, pour 

un nombre de Reynolds Re = (2/3 umax Lc)/v la viscosite cinematique physique 

est de v = 6.67 10~5 m2/s = c2At/3 (r — 1/2), soit un temps de relaxation de 
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TABLE 4.6 Differentes caracteristiques des domaines de simulation pour le cas du 
cylindre dans un canal. 

Raffinements 
Taux de 

raffinement 
Temps de 

relaxation pour 
chaque raffinement 
Methode de prise 

en compte de 
1'obstacle 

Cas 1 : 
RafOBB 

0 

; 

r0 = 0.52 

Renvoie 
directe 

Sec 3.2.2.1 

Cas 2 : 
RafOCB 

0 

; 

r0 = 0.52 

Paroi 
courbe 

Sec 3.3.1 

Cas 3 : 
RaflBB 

1 
mi = 4 

T0 = 0.52 
ri = 0.58 

Renvoie 
directe 

Sec 3.2.2.1 

Cas 4 : 
RaflCB 

1 
77li = 4 

T0 = 0.52 
Tj = 0.58 

Paroi 
courbe 

Sec 3.3.1 

Cas 5 : 
Raf2CB 

2 
mi = 4 
m2 = 4 

T0 = 0.52 
ri = 0.58 
T2 = 0.82 

Paroi 
courbe 

Sec 3.3.1 

T = 0.52. Ce temps obtenu est proche de la limite de 1/2 mais devrait etre suffisant 

pour garantir la stabilite. 

Avec ces parametres les simulations ont ete effectuees dans diverses configurations, 

avec ou sans raffinement, avec ou sans prise en compte des parois curvilignes pour 

la frontiere du solide. Ces differentes configurations testees sont detaillees dans le 

tableau 4.6. 

4.2.3 Resultats 

Pour les differents cas traites nous avons compare deux parametres caracteristiques 

de cet ecoulement, revolution du coefficient de trainee Cd et revolution du coef

ficient de portance Ci (section 3.3.3). La vitesse et la densite moyenne a l'entree 

du canal definissent les grandeurs de reference uref et pref, le diametre du cylindre 

represente lui la longueur de reference Lref. La variation de ces deux coefficients 

au cours du temps est representee aux figures 4.8 et 4.9. 

Avant de comparer les resultats obtenus il est bon de souligner que les coefficients 
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illustrent bien le decollement et le lache periodique de tour billons figure 4.7. Nous 

remarquerons que la variation de ces coefficients n'est pas parfaitement reguliere. 

Cette observation s'explique par le fait que le cylindre n'est pas place parfaitement 

au centre du canal, qu'ils se forment par le dessous ou le dessus les tourbillons ne 

sont done pas exactement de la raeme taille et influencent plus ou moins la trainee 

et la portance. 

FIGURE 4.7 Vorticite de l'ecoulement sur le domaine du cylindre dans un canal a 
Re = 100. 

Nous allons maintenant voir et confronter les resultats obtenus selon les differents 

cas. Tout d'abord, concernant les simulations sans raffinement RafOBB et RafOCB, 

nous remarquerons que dans chaque cas C<j est fortement surevalue par rapport 

aux donnees de reference I36' 41', les oscillations du Ci presentent elles une am

plitude moins importante que dans la reference. Un tel resultat peut s'expliquer 

simplement par un manque important de finesse de raffinement autour du cylindre 

ce qui change completement la forme de l'obstacle. Concernant la difference entre 

les methodes de traitement des conditions frontieres, la prise en compte des pa-

rois curvilignes RafOCB donne des resultats plus proches des donnees de reference 

que le simple renvoie direct RafOBB pour la trainee, pour la portance nous obser-

vons l'inverse. Concernant revolution temporelle les deux cas testes illustrent une 

variation similaire des coefficients. 

Avec un premier raffinement de rapport m = 4 (Cas RaflBB et RaflCB) revolution 

des coefficients s'approche des donnees de reference. Dans ce cas l'utilisation de 

conditions frontieres par simple renvoie directe sous evalue legerement la trainee, 
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FIGURE 4.8 Evolution du coefficient de trainee au cours du temps pour les diffe-
rentes simulations pour un cylindre dans un canal a Re = 100. 

Gamme de CI max donnee en reference 

Temps (en s) 

FIGURE 4.9 Evolution du coefficient de portance au cours du temps pour les diffe-
rentes simulations pour un cylindre dans un canal a Re = 100. 
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la portance est elle relativement bien evaluee. Pour le cas RaflCB l'utilisation de 

conditions frontieres curvilignes est cette fois globalement plus precise que le simple 

renvoie directe, malgre un ecart avec les donnees de reference les valeurs maximales 

de Cd et Ci tendent vers celles-ci. L'utilisation du raffinement d'autre part ne semble 

pas affecter la periode des oscillations. 

Le dernier cas avec deux raffinements de rapport m = 4 est lui applique uniquement 

avec une prise en compte des parois curvilignes etant donne que c'est le cas pour 

lequel le plus de precision est envisageable. La variation des coefficients Cd et C/ 

(figures 4.8 et 4.9) est en bon accord avec les donnees de comparaison, notamment 

pour les valeurs maximales des coefficients en comparaisons avec la gamme de 

valeurs proposees en reference ^.L'etude de la formation de tourbillons en aval 

d'un cylindre dans un canal a Re — 100 est done bien prise en compte par la 

methode de Boltzmann sur reseau, notamment avec l'utilisation de raffinements 

autour du cylindre et avec la prise en compte des parois courbes. Pour souligner la 

bonne correspondance temporelle des result ats nous allons observer le nombre de 

Strouhal associe a ces simulations. 

avec la longueur caracteristique de l'ecoulement Lc — D, la vitesse moyenne 
umoy = 2/3wmaa; et la periode Tps des oscillations des coefficients Cd et C\. Les diffe-

rentes valeurs du nombre de Strouhal associees aux simulations RafOBB, RafOCB, 

RaflBB, RaflCB et Raf2CB sont resumees dans le tableau 4.7 et comparees aux 

donnees de la reference '361. Les valeurs obtenues y sont en relativement bon accord 

avec la reference ce qui confirme la bonne evaluation du caractere instationnaire 

d'une telle simulation. 

Apres avoir verifie la formulation elementaire de la methode de Boltzmann sur re-
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TABLE 4.7 Nombres de Strouhal caracterisant les differentes simulations pour un 
cylindre dans un canal a Re = 100. 

Cas simule 
Reference ^36' 
RafOBB 
RafOCB 
RaflBB 
RaflCB 
Raf2CB 

Nombre de Strouhal 
St = 0.30 

St = 0.2935 
St = 0.2959 
St = 0.2988 
St = 0.2990 
5* = 0.2990 

seau avec l'etude de 1'ecoulement dans une cavite entrainee nous venons de verifier, 

avec le cas du cylindre, le bon fonctionnement de notre programme ameliore. En 

annexe II les champs de vitesse concernant cet ecoulement dans le cas le plus precis 

Raf2CB sont disponibles en guise de complement. 

Nous allons desormais mettre a profit notre programme base sur la methode de 

Boltzmann sur reseau, ainsi que les difFerentes ameliorations de l'algorithme de 

base, afin d'effectuer des simulations plus complexes. 

4.3 Profils NACA, comparaison a d'autres methodes de simulation 

Les premiers ecoulements plus complexes simules sont 1'ecoulement autour de profils 

d'ailes propres, puis deformes par la formation de givre, le tout a un nombre de 

Reynolds de 500. 

4.3.1 Description du probleme 

Pour ce probleme nous considerons le profil d'aile place au milieu d'un domaine 

rectangulaire. Les simulations etant effectuees pour un nombre de Reynolds de 500, 

le temps de relaxation associe risque d'etre relativement faible, done, pour favoriser 
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FIGURE 4.10 Schema du domaine de calcul et des differents raffinements pour le 
profil NACA0012. 

la stabilite des simulations, l'entree de vitesse est imposee uniformement en comple-

tant les distributions manquantes par determination des distributions d'equilibre 

(section 3.2.2.2). Les autres limites du domaine sont elles imposees libres (section 

3.2.2.3). Etant donne la presence de conditions frontieres libres, le domaine doit 

etre sumsamment grand pour que ces dernieres n'influencent pas trop l'ecoulement 

et soient placees assez loin des zones de variation de l'ecoulement. Pour ce faire et 

pour une economie de temps de simulation, nous utilisons egalement une succession 

de raffinements autour du profil (section 3.3.2). Enfin, pour garantir la precision 

des simulations et du calcul des coefficients caracteristiques de chaque profil, le 

traitement des parois curvilignes est evalue par la methode proposee a la section 

3.3.1. Le domaine de simulation ainsi que la position des raffinements successifs est 

schematise a la figure 4.10. 

Sur un tel domaine nous allons effectuer des simulations sur differents profils d'ailes : 
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le profil symetrique NACA0012 dans un premier temps pour une estimation de la 

validite de la methode et du choix du domaine de simulation; le profil NACA63-

415 non givre et givre pour effectuer des comparaisons avec Fluent. L'adimensio-

nalisation est similaire aux cas precedents, le nombre de Reynolds de reference 

est Re = 500, la longueur caracteristique de l'ecoulement est Lc — c, la lon

gueur de la corde des profils NACA, la vitesse de reference est la vitesse en entree 

i W = (0.1 m/s,0) = (0.1 lu/lt.0). A partir de ces parametres differents domaines 

ont ete generes de divers dimensions selon Tangle d'attaque du profil par rapport 

a l'ecoulement global. Les caracteristiques de ces domaines de simulation pour les 

differents tests effectues sont detailles dans les tableaux III.l et III.2 de l'annexe 

II. 

4.3.2 Profil NACA0012 

Avant de comparer les resultats de la methode de Boltzmann sur reseau a ceux de 

Fluent pour le profil de pales d'eoliennes NACA63-415, nous avons verifie que la 

methode telle que nous l'avons implementee est capable de traiter adequatement les 

profils du type NACA et que la determination des coefficients caracteristiques de 

trainee Cd et portance C\ est suffisamment bonne. Pour ces verifications nous avons 

done simule l'ecoulement h Re = 500 autour d'un profil symetrique NACA0012 

(tableau III.l) et compare a des resultats deja existant ^ . 

Diverses donnees ont ete comparees, a commencer par differentes coupes des com-

posantes horizontals U = ux/uent et verticales V = uy/uent de la vitesse normalisee 

le long de la corde du profil NACA0012. La position de ces dernieres, illustree a la 

figure 4.11, est a x = 0%, x = 25%, x = 50%, x = 75% et x = 100% de la corde. 

Ces coupes de vitesse sont elles representees aux figures 4.12 a 4.16 et comparees 

aux donnees de reference obtenues par les programmes de simulation en dynamique 
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TABLE 4.8 Coefficients de portance et trainee pour le profil NACA0012 a Re = 500, 
a=0°. 

Methodes 
CFL3D 
Powerflow 
LBGK 

cd 
0.1741 
0.1807 
0.1752 

Ci 

0.538 10"5 

-0.211 10~3 

0.50 10"4 

des fluides CFL3D et Powerflow. CFL3D est un resoluteur base sur une resolution 

par volumes finis des equations de Navier-Stokes, Powerflow est un programme 

commercial base sur la methode de Boltzmann sur reseau. Une observation rapide 

de toutes ces figures nous indique que les resultats obtenus par notre programme 

(LBGK) sont comparables aux valeurs de reference. 

Nous avons ensuite observe les differents coefficients caracteristiques de cet ecou-

lement, a savoir les coefficients de trainee Cd et de portance C\ (section 3.3.3). La 

vitesse et la densite moyenne a F entree du domaine definissent les grandeurs uref 

et pref, la longueur de la corde c la longueur de reference Lref. Les valeurs obtenues 

sont resumes dans le tableau 4.8, ils se comparent favorablement aux donnees de 

la reference ^ . 

Ce premier cas d'application de la methode de Boltzmann sur reseau a un profil 

NACA donne des resultats proches des donnees de reference. Nous allons mainte-

nant nous pencher sur l'etude des caracteristiques aerodynamiques d'un profil de 

pale d'eolienne NACA63-415 et observer Finfluence de la formation de givre. 
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FIGURE 4.11 Lignes de courant et position des coupes le long du profil NACA0012. 

FIGURE 4.12 Composantes horizontales et verticales de vitesse le long du profil 
NACA0012 kx = 0. 
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FIGURE 4.17 Profil NACA63-415 propre et deforme par formation de glace au bord 
d'attaque. 

4.3.3 Profil NACA63-415, propre et deforme par formation de givre 

Le but de ce cas est de tester la capacite du programme a prendre en compte des 

geometries complexes en regime stationnaire et instationnaire. Etant donne que 

des donnees experimentales de reference pour de tels cas ne sont pas disponibles, 

nous allons comparer nos resultats a ceux obtenus par des simulations avec le 

logiciel commercial Fluent. Le domaine de simulation ainsi que les parametres des 

simulations ont ete precedemment illustres et detailles, a la figure 4.10 et dans le 

tableau III.2. Pour le modele Fluent un domaine de type C a ete employe avec les 

memes caracteristiques physiques. 

La geometrie du profil NACA63-415, propre et modifie par formation de givre, est 

illustree a la figure 4.17. Chaque profil a ete teste a differents angles d'attaque, 

a=0°, 8° et 28°, ceci va nous permettre de confronter les resultats proposes par les 

deux methodes, LBGK et Fluent, pour differents regimes d'ecoulement. 

Ainsi, la premiere simulation a a=0° donne des resultats stationnaires aussi bien 

pour les simulations sous Fluent qu'avec notre programme. La comparaison de 

deux methodes s'effectue a travers une observation des coefficients aerodynamiques 

caracterisant 1'ecoulement, a commencer par l'etude de la repartition du coefficient 

de pression Cp. Le Cp le long du profil propre ainsi que deforme par la formation de 

givre est presente a la figure 4.18. Les valeurs de la portance et trainee associee sont 
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FIGURE 4.18 Repartition des Cp sur le profil NACA63-415 propre et givre a a=0°. 

detaillees dans le tableau 4.9. Pour ce cas stationnaire les deux methodes presentent 

des resultats similaires. 

Dans un second temps des simulation a un angle d'attaque de a=8° ont ete reali-

sees. Pour ce cas, Fluent propose des resultats correspondant a un ecoulement sta

tionnaire alors que notre programme presente un ecoulement instationnaire. Cette 

instationnarite s'illustre par de petites oscillation de l'ecoulement dans le sillage 

du profil. Pour pouvoir comparer les resultats des deux methodes nous prenons la 

valeurs moyenne des differents parametres obtenus par simulation avec la methode 

de Boltzmann sur reseau. Comme pour le cas a a=0° la repartition des Cp le long 

du profil sont illustres a la figure 4.19 pour le profil NACA63-415 propre, et deforme 

par formation de givre. Les d et Ci correspondants sont resumes dans le tableau 

4.9. Dans ce second cas, malgre la difference de regime, la repartition du coefficient 

de pression evalue par chaque methode est relativement similaire, la formation de 

givre semble la encore bien evaluee. Pour ce qui est des coefficients de portance et 

trainee, malgre le fait que les resultats observes soient du meme ordre, les valeurs 
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FIGURE 4.19 Repartition des Cp sur le profil NACA63-415 propre et givre a a=8°. 

simulees presentent un ecart non negligeable, principalement pour revaluation du 

Q. 

Finalement, pour completer l'etude du profil NACA63-415, nous avons effectue des 

simulation a un angle d'attaque de a=28°. Pour ce dernier cas a fort angle d'in-

cidence, les resultats obtenus par les deux methodes sont instationnaires. Pour ce 

dernier cas nous allons done nous concentrer sur revolution temporelle des coeffi

cients aerodynamiques Cd et C/. Les resultats obtenus sont illustres a la figure 4.20 

pour le cas du profil propre et a la figure 4.21 pour le profil deforme par formation 

de givre. Les oscillations periodiques des coefficients illustrent la formation et le 

lache regulier de tourbillons dans le sillage du profil (Figure 4.22). Dans chaque cas 

revolution temporelle des coefficients suit un comportement globalement similaire 

sur une periode, cependant un ecart important entre les amplitudes de l'un des 

deux pics de portance genere ensuite un ecart constant entre les coefficients, aussi 

bien Cd que Ci, jusqu'a ce qu'un nouveau pic de portance commence a se former. 

D'autre part, concernant revaluation des coefficients pour le cas givre, il apparait 
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FIGURE 4.20 Comparaison de revolution temporelle des coefficients de portance et 
trainee pour le profil NACA63-415 a a=28°. 

que l'augmentation de la trainee et de la portance avec le givrage est bien plus forte 

avec les simulations par la methode de Boltzmann sur reseau comparativement a 

Fluent. Une derniere remarque peut etre formulee pour l'observation des resultats, 

il s'agit de la periode des oscillations illustrant la formation et le lache regulier 

de tourbillons. Ces dernieres, resumees dans le tableau 4.10, sont similaires mais 

globalement plus courtes pour les simulations par la methode de Boltzmann sur 

reseau. 

En conclusion pour l'etude du profil NACA63-415, notre programme base sur la 

methode de Boltzmann sur reseau, propose des resultats similaires a ceux donnes 

par la simulation avec le logiciel Fluent, notamment a faible angle d'attaque, la 

prise en compte de la presence de givre y etant relativement bonne. II est encoura-

geant de remarquer que malgre l'importante difference d'approche entre les deux 
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FIGURE 4.21 Comparaison de revolution temporelle des coefficients de portance et 
trainee pour le profil NACA63-415 givre a a=28°. 

W 

FIGURE 4.22 Formation de vortex a l'arriere du profil NACA63-415 a Re = 500 et 
a=28°. 
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TABLE 4.9 Coefficients aerodynamiques de l'ecoulement autour du profil NACA63-
415 propre et givre a Re = 500, a=0°, 8°. 

Cas 
Propre, 
0° 
Givre, 
0° 
Propre, 
8° 
Givre, 
8° 

Methodes 
Fluent 
LBGK 
Fluent 
LBGK 
Fluent 
LBGK 
Fluent 
LBGK 

cd 
0.1809 
0.1861 
0.1824 
0.1872 
0.2022 
0.210 
0.2029 
0.2089 

Ci 
-0.0057 
-0.0079 
-0.0068 
-0.0215 
0.3622 
0.3860 
0.3639 
0.3392 

TABLE 4.10 Periode des oscillations des coefficients aerodynamiques autour du 
profil NACA63-415 propre et givre a Re = 500, a=0°, 8°. 

Methodes 

Fluent 
LBGK 

periode 
profil propre 

30.9 s 
27.9 s 

periode 
profil givre 

10.9 s 
9.05 s 

methodes, au niveau du modele mathematique et aussi au niveau du maillage, les 

resultats obtenus sont similaires. Cependant, nous avons observe certains ecarts 

non negligeables lors de l'analyse a fort angle d'attaque, lorsque la solution devient 

instationnaire. Ce dernier cas demande une etude plus approfondie arm de verifier 

la qualite des resultats obtenus par la methode de Boltzmann sur reseau. 

L'annexe III fournit quelques resultats supplement aires sur l'etude de l'ecoulement 

autour du profil NACA63-415. Nous allons maintenant finir notre travail par l'etude 

d'un autre cas completement different, a savoir la remontee par poussee d'Archi-

mede d'une particule dans un fluide. 



I l l 

4.4 Remontee libre d'une particule dans un fluide par poussee d'Ar

chimede 

La methode de Boltzmann sur reseau, ainsi que l'algorithme que nous avons de-

veloppe, ont jusqu'a maintenant fournis des resultats correspondant favorablement 

avec l'experimentation ou des methodes de simulation basees sur les equations de 

Navier-Stokes. Nous allons maintenant nous pencher sur un dernier cas d'etude 

permettant de mettre a profit le caractere transitoire de la methode ainsi que sa 

relative simplicite dans le traitement d'objets en mouvement. Cette etude concerne 

la simulation de la remontee libre d'une particule dans une colonne de fluide par 

la poussee d'Archimede. 

4.4.1 Description du probleme 

Le but final de cette etude est revaluation du comportement et des caracteristiques 

de la remonte libre d'une bulle de gaz dans un fluide. Etant donne le niveau de 

developpement de notre algorithme utilisant la methode de Boltzmann sur reseau, 

ce cas est complexe a simuler, notamment a cause du caractere diphasique d'un 

tel ecoulement. Nous avons done effectue divers simplifications nous ecartant du 

probleme initial mais permettant d'observer, par la methode de Boltzmann sur 

reseau, divers phenomenes caracteristiques de la remonte libre de particules par la 

poussee d'Archimede. 

Le domaine de simulation utilise represente une section d'un volume de fluide et 

est detaille a la figure 4.23. 

Pour reduire le temps de calcul, au lieu de simuler la remontee d'une particule 

initialement immobile dans un fluide stagnant en considerant l'integralite du do-
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F I G U R E 4.23 Schema du domaine de simulation pour le cas de la remontee d'une 
particule dans un fluide. 
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maine parcouru par la particule, nous avons definis le domaine de fagon a ce que 

le deplacement total de la particule soit relativement faible. Pour ce faire nous 

avons considere un domaine en deux dimensions, une entree constante de vitesse 

est imposee dans la direction opposee de la direction de montee de l'objet (section 

3.2.2.2), les autres limites du domaine sont assimilees a des frontieres libres (sec

tion 3.2.2.3). L'objet est considere comme une sphere solide representee en deux 

dimensions par un disque avec une condition de non glissement a la paroi et avec 

prise en compte de la frontiere curviligne (section 3.3.1). Dans un souci de precision 

et de stabilite, un raffinement du reseau autour de l'objet est egalement applique 

(section 3.3.2). Par une telle approche les simulations se deroulent comme suit : 

- Lancement de l'ecoulement : A partir d'un domaine initialise stagnant une 

vitesse uent legerement inferieure a la vitesse terminal de remontee de la particule 

est imposee a la frontiere superieure du domaine. Cette vitesse terminale de 

remontee correspond a la vitesse maximale qu'atteint un objet en chute libre, ou 

inversement, remontant par la poussee d'Archimede '25'. L'imposition de cette 

derniere permet de ralentir la remontee de l'objet et done de reduire la dimension 

du domaine. Durant cette etape initiale des simulation la particule est alors placee 

immobile au centre du canal. Avec le domaine fluide qui vient d'etre presente, la 

simulation ressemble au cas du cylindre dans un canal (section 4.2.1). 

- Detachement de l'objet : Une fois l'ecoulement developpe sur le domaine de 

simulation l'objet est considere libre et par bilan des forces auxquelles il est sujet 

il commence a se deplacer sur le reseau par la poussee d'Archimede. 

- Remontee de l'objet : Une fois detache, le corps remonte librement dans la 

colonne de fluide jusqu'a atteindre une vitesse stable de remontee. Cette vitesse 

constitue un parametre physique important et porte le nom de vitesse terminale 

notee C/term. 

Avec ce type de domaine et raisonnement pour la simulation de la remontee libre 
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d'une particule, il apparait divers points n'ayant pas encore ete aborde : revaluation 

du bilan des forces appliquees a la particule et le deplacement d'objets sur un reseau. 

4.4.2 Deplacement d'une particule sur un reseau de Boltzmann 

Le probleme de la remontee d'une particule par la poussee d'Archimede necessite 

revaluation du deplacement d'objets sur un reseau. Nous allons voir comment se 

deplacement est genere et comment il est modelise numeriquement. 

Tout d'abord pour engendrer le deplacement de la particule, ou plus precisement du 

disque de diametre Lc = D par lequel cette derniere est representee sur le reseau, 

une simple application du principe fondamental de la dynamique est effectuee : 

m*P = E F = F ^ - F9 - Ff (4-6) 

JGup = Y,MG(F) (4.7) 

ou l'acceleration ap de l'objet est dependante de la poussee d'Archimede F^,. = 

ppVp g, de la gravite Fg = pfVp g, le tout equilibre par les frottements visqueux Fy 

et en fonction de la masse m = ppVp de la particule en deplacement. L'acceleration 

angulaire 6JP depend elle de la resultante du moment des forces appliquees a la 

particule MG(F) et du moment d'inertie de la particule JG, le tout applique a son 

centre. Ces differentes forces s'appliquent a la sphere de diametre Lc — D dont le 

disque visible sur le domaine represente une section. C'est a cette derniere que le 

volume Vp se refere. Les densites pf et pp caracterisent respectivement la densite 

massique du fluide et de la particule. 

Pour une coherence des grandeurs utilisees et de la methode, les parametres de 
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1'equation (4.6) sont tous adimensionalises en unites de reseau (section 3.1.1) : 

fh ap = ppVp g - pfVp g-Ff (4.8) 

JG<i>p = £ M G ( F ) (4.9) 

Avec cette nouvelle formulation, les efforts visqueux Fy correspondent au efforts 

evalues par la methode presentee section 3.3.3. 

Entre deux pas de temps le deplacement de la particule est alors deduit de l'acce-

leration ap ainsi obtenue, la rotation de la particule sur elle deduite de up. 

Maintenant que nous avons evoque comment determiner le deplacement de la par

ticule, nous allons voir comment ce dernier s'effectue. Comme nous Favons men-

tionne, la particule est definie sur un raffinement, le deplacement de cette derniere 

a partir d'une position a i s'effectue done en deux etapes : un deplacement sur le 

raffinement, puis pour que le raffinement puisse suivre la bulle, un deplacement du 

raffinement sur le reseau grossier. 

- Deplacement sur le raffinement : Entre chaque pas de temps de simulations, 

soit entre chaque etape de collision propagation, le deplacement Axp de la parti

cule sur le reseau fin est evalue. Par la methode de prise en compte des conditions 

frontieres curvilignes (section 3.3.1), nous pouvons definir precisement a chaque 

pas de temps la position exacte de l'obstacle par rapport aux noeuds fluides 

alentours. La position de la particule est done evaluee a chaque pas de temps 

en deplagant sont centre Xc(t + 1) = Xc(f) + Axp, modifiant ainsi la prise en 

compte des conditions frontieres courbes. II arrive que lors de ce deplacement cer

tains noeuds fluides soient recouverts et deviennent solides, inversement certains 

noeuds solides deviennent fluides. Dans le premier cas les distributions associees 

au noeud recouvert sont tout simplement ecrasees. Pour les noeuds decouverts, 
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les distributions manquantes sont elles determinees par imposition des distribu

tions a l'equilibre associees en utilisant une vitesse sur le noeud ainsi qu'une 

densite interpolee a partir des noeuds fluides environnants. Cette methode de 

deplacement est relativement simpliste, elle peut etre une source d'erreur ou de 

perturbations du fait de l'importance des interpolations, le choix des parametres 

de simulation aura une influence importante sur ce traitement. 

- Deplacement du raffinement : Une fois le deplacement de la particule ap

plique sur le reseau rafnne, pour que la precision de la definition de la particule 

soit maintenue il est necessaire que le raffinement se deplace a son tour pour 

suivre l'objet libre sur le domaine. Ainsi lorsque le deplacement sur le reseau fin 

correspond a m cellules, m etant le taux de raffinement, ceci correspond a un 

deplacement de une cellule sur le reseau grossier. Le raffinement est alors deplace 

de cette unite de reseau selon la methode presentee section 3.3.2.2. Au cour de 

cette etape la particule sera elle recentree sur le raffinement. 

Une fois ces differents deplacements effectues l'ensemble du domaine est definit au 

temps t + 1, champs des distributions et position de la particule. La simulation 

peut alors se poursuivre a partir de ce nouveau domaine. 

Maintenant que la methode de deplacement de l'objet sur un reseau a ete preci-

see nous allons expliciter le domaine de simulation ainsi que les parametres des 

differentes simulations effectuees. 

4.4.3 Resolution par la methode de Boltzmann sur reseau 

Ce type de simulation d'un objet en deplacement libre sur un reseau a pour objectif 

d'evaluer le comportement d'une particule solide remontant librement dans une 

colonne de fluide. Nous avons vu que pour une economie de temps de calcul, le 

domaine est fortement reduit et l'objet est libere dans un ecoulement initialement 
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developpe en fonction d'une vitesse en entree legerement inferieure et en sens oppose 

a la vitesse terminale que devrait atteindre la particule. 

L'evaluation de la vitesse terminale est un element clef de la simulation, elle va 

permettre de definir le domaine de simulation de fagon optimale et constituera 

une valeur de reference importante pour la comparaison des resultats. Dans notre 

etude nous avons utilise en guise de reference un ensemble de correlations per-

mettant d'evaluer cette vitesse terminale de la particule, celles-ci ont ete proposees 

suite a ^experimentation par Wallis ^ en 1974. Ces correlations permettent d'eva

luer la vitesse terminale de remontee d'une sphere solide en fonction de nombres 

adimensionnels. Le rayon adimensionel : 

1/3 
/ PfV\Pf - Pv) \ 

T — — 
D (Wto-ft>)) (4.10) 

avec D le diametre de la particule, g la valeur de Tacceleration de la pesanteur, 

fj, la viscosite dynamique du fluide environnant et les densite du fluide pf et de la 

particule pv. 

Avec les memes variables caracterisant le fluide la vitesse adimensionelle est : 

( o2 \1/3 

U* = Uterm — - ^ r (4.11) 

\»9{Pf - PP) J 

ou Uterm est la vitesse terminale a evaluer. 

A partir de ces grandeurs differentes relations permettent de lier le rayon adimensio

nel avec la vitesse et permettent done d'evaluer la vitesse terminale de la particule 
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en fonction des parametres caracteristiques du fluide : 

Si r* < 1.25 u* = ^ r*2 

Si 1 . 5 < r * < 1 0 w* = 0.307 r*L21 (4-12) 

Si 10 < r* < 36 u* = 0.693 r*0858 

Differentes simulations ont ete conduites pour diverses caracteristiques du fluide et 

de la particule. La definition des parametres sur chaque reseau suit un raisonnement 

similaire a ce qui a ete fait pour les simulations precedentes, nous allons plus 

precisement detailler un cas particulier. 

Pour le cas d'une particule de diametre D = 1 mm, densite pp = 200 kg/m3, dans 

un fluide de densite pf = 1000 kg/m3 et viscosite cinematique u = 5 10~6 m 2 /s , 

avec une acceleration de la pesanteur de g = 9.81 m/s2 le raisonnement suivi est 

le suivant. Tout d'abord la vitesse terminale de remonte de la particule se de-

duit du rayon adimensionel obtenu pour de telles conditions (4.10), r* = 3.398, 

d'apres les correlations (4.12), u* — 0.307 r*121 = 1.349, et done la vitesse 

terminale attendue est Uterm = 0.0458 m/s. Cette vitesse permet de definir la 

vitesse en entree de la section de colonne de fluide presentee (section 4.4.1), 
uent = (—0.025 m/s, 0) = (—0.25 lu/lt) tel que \uent\ < Uterm- La discretisation 

du domaine s'effectue comme suit, le diametre D de la particule est, par exemple, 

divise sur le reseau grossier en D = 10 lu, ainsi Axg = Atg = 10~4, le domaine 

global associe a ete choisit de hauteur H = 300 lu et largeur L — 100 lu. De tous 

ces parametres et avec le tableau des adimensionalisations (section 3.1.1), il est 

possible de deduire les caracteristiques du reseau permettant d'effectuer la simula

tion. Notamment de verifier le temps de relaxation associe, dans ce cas T = 0.65. 

Le taux de raffmement m autour de la particule permet de jouer sur les parametres 

de simulations en fonction des cas, nous avons alors Axf = Atf — 10"4/m. Gene-

ralement plus le rapport de densite entre la particule et le fluide environnant est 
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FIGURE 4.24 Variation de la vitesse verticale et laterale d'une particule lachee dans 
un de fluide avec D = 1 mm,, Ap = 800, v = 5 10~6 m2/s. 

important plus il sera necessaire d'augmenter ce rapport de raffinement. 

Un ensemble de simulations ont ete effectuees pour differentes caracteristiques du 

fluide et de la particule, nous allons maintenant observer les resultats obtenus. 

4.4.4 Resultats 

Les diverses simulations ont permis de comparer aux valeurs des correlations les 

vitesses terminales qu'atteignent les particules lors des simulations. 

Tout d'abord nous allons regarder la variation temporelle de la vitesse verticale 

de remonte ux — uent, par rapport a l'etat stagnant, ainsi que la vitesse laterale 

de ces particules uy, le tout etant exprime en fonction du temps de simulation. 

Les courbes presentees dans les figures 4.24 et 4.25, representent deux solution 

particulieres generant deux trajectoires differentes des particules. 

Les courbes de la figure 4.24 illustrent le cas de la remontee d'une particule de 

diametre D = 1 mm et densite pp — 200 kg/m3 dans un fluide de densite pp = 

E 0.06 
c 
.£-
£, 0.05 

g 0.04 
E 

g 0.03 
a> 

J 0.02 

Vitesse termini 

/ 

0.02 

0.01 

0 

-0.01 

-0.02 

-0.03 
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FIGURE 4.25 Variation de la vitesse verticale et laterale d'une particule lachee dans 
un de fluide avec D = 1 mm, Ap — 800, u = 1 10 -6 m2/s. 

1000 kg/m3 et viscosite cinematique v = 5 10 -6 m2/s. Ici la particule est acceleree 

par poussee d'Archimede jusqu'a ce qu'elle atteigne une vitesse limite, la vitesse 

terminale de remontee Uterm- Le resultat ici observe est Uterm = 0.049 m/s, la 

vitesse predite par les correlations de Wallis etant VllJm = 0.046 m/s. Dans ce 

premier cas la composante laterale de la vitesse de remontee est nulle, la particule 

remonte selon un droite. 

Les courbes de la figure 4.25 illustrent le cas de la remontee d'une particule de 

diametre D = 1 mm et densite pv — 200 kg/m3 dans un fluide de densite pp = 

1000 kg/m3 et viscosite cinematique v = 1 10 -6 m2/s. Avec ces parametres la 

particule commence aussi a accelerer du fait des forces gravitationnelles puis apres 

avoir atteinte un maximum sa vitesse de remontee diminue en meme temps que la 

particule se met a osciller lateralement. Au bout d'un certain temps de simulation 

ces oscillations deviennent regulieres, la particule remonte a une vitesse moyenne 

suivant une trajectoire en zigzag. Dans ce second cas la vitesse moyenne a laquelle la 
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remontee s'effectue correspond a la vitesse terminate de remontee Uterm = 0.108m/s 

pour ce cas. La valeur proposee par les correlations est U^/m = 0.098 m/s. 

Les deux cas qui viennent d'etre detailles illustrent deux situations typiques des 

differentes simulations effectuees et des types de solutions observees. Nous remar-

querons que pour ces deux cas les vitesses terminales evaluees sont raisonnablement 

en bon accord avec les valeurs proposees par les correlations experimentales de Wal-

lis t25 .̂ Pour completer l'observation des resultats proposes par notre programme, 

l'ensemble des vitesses terminales evaluees et comparees aux valeurs suggerees par 

les correlations de Wallis sont resumees sur la figure 4.26. 

Pour ces simulations les resultats sont en bon accord avec les valeurs de reference, 

meme quand les particules suivent une trajectoire en zigzag, comme nous pouvons 

le remarquer dans le domaine superieur de chaque graphique. II semble cependant 

que pour les cas ou les particules ne suivent plus une trajectoire rectiligne un ecart 

se creuse entre resultats simules et resultats de reference. Cet ecart peut provenir 

d'imprecisions de notre algorithme a des vitesses elevees, du domaine utilise, ou 

bien de la difference entre les simulations en deux dimensions et le phenomene reel 

ou la remontee de la particule ne suit pas une trajectoire en zigzag mais en spirale. 

Nous soulignerons que ces resultats concernent des simulations pour de faibles 

rapports de densites, pour de petites particules. II s'avere que plus ce rapport 

augmente ou plus la particule est grosse, plus la vitesse terminate atteinte est elevee 

ou le cas echeant plus l'amplitude des oscillations de la particule est grande. Pour 

des rapports de densites eleves ou pour de grosses particules la simulation avec 

notre programme est sujette a l'instabilite. Un moyen de faire face a ce probleme 

dans une certaine mesure est d'augmenter le raffinement autour du cylindre. La 

simulation stable avec le plus grand rapport de densite que nous avons reussis a 

atteindre est une particule de diametre D = 1 mm, de densite pp = 100 kg/m3 
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FIGURE 4.26 Comparaisons des vitesses terminates de remontee d'une particule 
pour deux viscosites, v = 5 10~6 m2/s et v — 1 10~6 m2/s, et deux rapports de 
densite differents, pp = 500 kg/m3 et pv — 200 kg/m3 dans un fluide de densite 
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dans un fluide de densite p/ = 1000 kg/m3 pour une viscosite cinematique de 

u= 1 10-6m2 /5. 

Pour ce dernier cas, afin d'illustrer la trajectoire en zigzag de certaines simulations, 

nous avons effectue un parallele avec des donnees experimentales. La figure 4.27 

compare les trajectoires obtenus par simulation comparees a un resultat d'expe-

rience pour le cas de la remonte d'une bulle d'air '1; 2'. Pour la simulation numerique 

la vitesse terminale evaluee est de Uterm = 0.112m/s, la vitesse de reference propo

ses par les correlations de Wallis etant U\„m — 0.1062m/s. Les donnees experimen

tales concernent une bulle de D — 1.34 mm de vitesse terminale Uterm — 0.352 m,/s 

remontant dans une colonne d'eau stagnante a T = 28.5°C. 

Nous observons qu'en regime etablit aussi bien la particule que la bulle suivent une 

trajectoire suivant des oscillations regulieres, ou plus precisement une remontee 

en spirale pour le cas experimental avec des longueurs d'ondes semblables. Cette 

comparaison illustre la capacite de notre modele a representer ce phenomene mal-

gre sa simplicite algorithmique. Cependant malgre des longueurs d'onde similaires 

A = 58.7 mm simule et environ A = 62.5 mm experimental, les deux cas com

pares different fortement, notamment pour l'amplitude A. La simulation propose 

A = 0.35 mm contre des oscillations de l'ordre de A = 1 cm pour l'experience. Ces 

larges differences peuvent s'expliquer par la tres grande difference entre les simula

tions : difference des conditions experimentales; difference de rapport de densite; 

simulation bidimensionnelle contre un probleme en trois dimensions; glissement a 

la paroi d'une bulle de d'air; forme ellipsoidale d'une bulle d'air de D = 1.34 mm 

(comme illustre figure 4.28). 

Pour cette derniere categorie de simulations notre programme a presente une bonne 

evaluation de la vitesse de remontee d'une particule. L'evaluation des trajectoires en 

zigzag sont elles moins certaines, etant donne le manque de donnees de reference 
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FIGURE 4.28 Vitesse terminale, forme, et trajectoire d'une bulle en fonction de son 
diametre ^ . 

traitant ce probleme. Avec une ameliorations des performances du programme, 

des simulations en trois dimensions ou l'utilisation d'une approche diphasique du 

probleme, la simulation plus precise du comportement de bulles ou d'ecoulements 

avec de multiples particules est envisageable. 
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CONCLUSION 

Le but de ce memoire etait de developper un algorithme de simulation en dy-

namique des fluides base sur la methode mesoscopique de Boltzmann sur reseau. 

L'algorithme de base, couple a differentes methodes ameliorant les performances, 

devait etre teste afin de verifier la capacite de la methode a effectuer des simulations 

d'ecoulements. 

Afin de palier a certaines limitations de la methode de Boltzmann sur reseau, no-

tamment sont fonctionnement sur des reseaux Cartesiens, ou encore son instability 

pour des ecoulements caracterises par de faibles temps de relaxation, differentes 

techniques visant a ameliorer la precision des simulations autour de profils aerody-

namiques ont ete presentees et programmers. 

Plusieurs simulations ont alors ete conduites avec l'algorithme ainsi obtenu. Les 

premieres representaient des cas test classiques simples : ecoulement dans une ca-

vite entramee, simulation autour d'un cylindre dans un canal. Ces essais ont permis 

de verifier les bonnes proprietes de la methode pour la simulation d'ecoulements 

a faible nombre de Reynolds, aussi bien en regime stationnaire que transitoire. La 

methode de Boltzmann sur reseau ainsi appliquee a presentee des resultats avec une 

bonne evaluation spatiale et temporelle des ecoulements. De ces etudes quelques 

remarques generales sur la methode en sont ressorties : la forte dependance de la 

methode a la definition du temps caracteristique de relaxation et dans le meme 

esprit la degradation des solutions avec l'augmentation du nombre de Reynolds; 

l'influence importante du choix des conditions frontieres sur la stabilite et la preci

sion des resultats; la fiabilite de l'utilisation de reseaux multiples imbriques pour 

le raffinement de certaines regions du domaine fluide. 

Apres les premiers tests correspondant favorablement avec les valeurs de references, 
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l'algorithme developpe a ete utilise pour la simulation de cas plus complexes afin de 

mettre a profit les ameliorations de la methode de base, a savoir l'utilisation de raf-

finements et la prise en compte des parois curvilignes. La premiere application dans 

cette optique fut la simulation d'ecoulements autour de profils d'ailes NACA0012, 

puis NACA63-415 propres et deformes par formation de givre au bord d'attaque, 

le tout a differents angles d'attaque. Les resultats ainsi obtenus furent compares 

a d'autres methodes basees sur le modele macroscopique de Navier-Stokes ou de 

Boltzmann sur reseau. Notre programme a presente une bonne correspondance des 

resultats pour les simulations notamment en regimes stationnaire, a faible angle 

d'attaque. L'evaluation des coefficients aerodynamiques de trainee et portance ainsi 

que la prise en compte des petites deformations induites par la formation de givre 

au bord d'attaque s'accordaient favorablement avec les donnees de comparaison, 

confirmant ainsi la fiabilite de la methode et ce malgre une approche tres differentes 

dans la resolution de tels problemes. En revanche pour les simulations engendrant 

un ecoulement instationnaire, a savoir pour de forts angles d'attaque du profil, bien 

que similaires, les differentes solutions obtenues presentaient des ecarts. 

Le dernier probleme simule avait pour but de souligner la forte flexibilite de la 

methode avec l'observation de la remontee libre dans un fluide d'une particule 

entramee par la poussee d'Archimede. Ce type de simulation malgre sa complexity 

physique est relativement simple a implementer par la methode de Boltzmann sur 

reseau grace a la maniere de traiter les conditions frontieres et la flexibilite des 

reseaux. Ce type de simulation a permis d'un point de vue numerique de verifier 

la capacite du traitement de deplacement d'objets sur un reseau de Boltzmann, et 

d'un point de vue physique, d'observer les trajectoires suivies par des particules 

de diverses densites remontant librement dans un fluide. Les resultats obtenus 

furent en accord avec les quelques donnees de reference disponibles, notamment 

pour l'observation de la vitesse terminale de remontee. Cependant, concernant les 
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trajectoires suivies des etudes supplement aires seraient envisageables, avec pour 

objectif final l'observation de la remontee d'une bulle de gaz dans une colonne de 

fluide. 

La methode de Boltzmann sur reseau ainsi implementee pour effectuer diverses 

simulations en dynamique des fluides a globalement donne des resultats encoura-

geants. Maintenant qu'elle est la place et le role de cette methode par rapport aux 

methodes de simulation numerique ? Comme nous l'avons vu la simulation d'ecou-

lements a faible nombre de Reynolds, aussi bien stationnaires qu'instationnaires, 

semble etre relativement bien evaluee par la methode. Ainsi en mettant a profit les 

atouts de la definition mesoscopique, a savoir une relative simplicity de fonctionne-

ment, un traitement simple des conditions frontieres solides, une bonne flexibilite 

pour la prise en compte de deplacement d'objets, la methode peut etre avanta-

geuse pour les ecoulements poreux, diphasiques, ou dans des geometries complexes. 

D'autre part, nous n'en avons pas parle dans ce memoire, mais l'independance des 

cellules les unes par rapport aux autres et la communication simple entre ces der-

nieres confere a la methode de Boltzmann une forte capacite a etre utilisee en calcul 

parallele, les performances de la methode en seraient ainsi fortement ameliorees. 

Pour ce qui est des inconvenients de la methode, principalement sa faiblesse pour 

revaluation des ecoulements faiblement visqueux, la simulation d'ecoulements a 

haut nombre de Reynolds et turbulents est encore difficile, quelques techniques vi-

sant a corriger ces faiblesses existent mais un effort doit encore etre fournit pour 

resoudre ce type de probleme. Enfin un dernier domaine d'application ou la me

thode ne peut tout simplement pas s'appliquer est la simulation d'ecoulements 

compressibles. De part sa definition la methode n'est tout simplement pas apte a 

evaluer de tels ecoulements. 

En conclusion la methode de Boltzmann sur reseau peut done representer une 

alternative aux methodes deja eprouvees de simulation en dynamique des fluides 
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basees sur les equations de Navier-Stokes, elle peut meme s'averer avantageuse pour 

certains cas, mais un effort important reste encore a fournir pour augmenter son 

champ d'application et sa competitivite vis a vis des techniques existantes. 
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A N N E X E I 

D O N N E E S C O M P L E M E N T A I R E S DU CAS DE LA CAVITE 

E N T R A I N E E 

TABLE 1.1 Differents parametres des simulations effectuees pour le cas de la cavite 
entramee de 20cm x 20cm. 

Maillage 
64 x 64 
noeuds 

Maillage 
6 4 x 6 4 
noeuds 

Maillage 
128 x 128 
noeuds 

Maillage 
128 x 128 
noeuds 

Maillage 
256 x 256 
noeuds 

Re = 100 

UT = UT — 0.1 m/s 
v = 2 10~4 m2/s 

Ax = 3.125 10~3 m 
At = 3.125 10- 3 s 

T = 0.692 

UT = UT = 0.05 m/s 
v = 1 10~4 m2/s 

Ax = 3.125 10~3 m 
At = 3.125 10- 3 s 

T = 0.596 

UT = UT = 0.1 m/s 
u = 2 10"4 m2/s 

Ax = 1.5625 10"3 m 
A* = 1.5625 10~3 s 

T = 0.884 

UT ='UT = 0.05 m/s 
v - 1 10"4 m2/s 

Ax = 1.5625 10~3 m 
At = 1.5625 10- 3 s 

r = 0.692 
UT — UT = 0.1 m/s 

v = 2 10-4 m2/s 
Ax = 7.8125 10~4 m 
At = 7.8125 10~4 s 

T = 1.268 

Re=1000 
UT = UT = 0.1 m/s 

v = 2 1 0 - 5 m2/s 
Ax = 3.125 10~3 m 
At = 3.125 10"3 s 

T = 0.5192 

UT — UT = 0.05 m/s 
u=\ 10~5 m2/s 

Ax = 3.125 10"3 m 
At = 3.125 10"3 s 

T = 0.5096 

UT = UT = 0.1 m/s 
v = 2 10~5 m2/s 

Ax = 1.5625 10- 3 m 
At = 1.5625 10-3 s 

T = 0.5384 

UT = UT — 0.05 m/s 
v = 1 10"5 m2/s 

Ax = 1.5625 10-3 m 
At = 1.5625 10"3 s 

r = 0.5192 
ttr = UT = 0.1 m / s 

v = 2 10 - 5 m 2 /« 
Ax = 7.8125 10~4 m 
At = 7.8125 10"4 s 

r = 0.5768 

Re=2500 
iix = UT = 0.1 m / s 

v = 8 10~6 m 2 / s 
Ax = 3.125 10~3 m 
At = 3.125 10~3 s 

r = 0.50768 
u^ = UT — 0.05 m / s 

i/ = 4 10~6 m2/s 
Ax = 3.125 10~3 m 
At = 3.125 10~3 s 

r = 0.50384 
UT = UT = 0.1 m / s 

i/ = 8 10~6 m 2 / s 
Ax = 1.5625 10"3 m 
At = 1.5625 10- 3 s 

r = 0.51536 
UT = UT = 0.05 m / s 

v = 4 10~6 m 2 / « 
Ax = 1.5625 10"3 m 
At = 1.5625 10"3 s 

r = 0.50768 
WT = UT — 0.1 m / s 

i/ = 8 10~6 m2/s 
Ax = 7.8125 10~4 m 
At = 7.8125 10-4 s 

r = 0.53072 
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FIGURE 1.1 Champs de vitesses pour la cavite entramee a Re=100, uT = 0.1. 

Cavite, Re=1000, Vitesse totale 

Cavite, Re=1000, u Cavite, Re=1000, u 

FIGURE 1.2 Champs de vitesses pour la cavite entramee a Re=1000, uT = 0.1. 
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0 100 200 
Cavite, Re=2500, Vitesse totale 

100 200 

Cavite, Re=2500, u 
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FIGURE 1.3 Champs de vitesses pour la cavite entramee a Re=2500, UT = 0.1. 
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A N N E X E II 

DONNEES C O M P L E M E N T A I R E S P O U R LE CAS DU CYLINDRE 

DANS UN CANAL 

•&• u - 1 t \ f 

n 
?i 

j 

FIGURE II. 1 Champs de vitesses pour la formation de tourbillons en aval d'un 
cylindre dans un canal a Re=100, uent = | 0.1. 
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ANNEXE III 

DONNEES COMPLEMENTAIRES POUR LE CAS 

D'ECOULEMENTS AUTOUR DE PROFILS D'AILES NACA 

TABLE III.l Differentes caracteristiques du domaine de simulation pour l'etude de 
Pecoulement autour du profil d'aile NACA0012. 

Angle 
d'attaque 

NACA 
0012 

0° 

nRaf = 2 
m,i = m2 — 2 

Lc = 0.0785 m 
L = 0.471 m 
H = 0.314 m 

Ax = 1.57 10 - 3 m 
At = 1.57 10"3 s 

v = 15.7 10"6 m2/s 
Lc = 50 
L = 300 
H = 200 
h = 150 
/l! = 100 

ro.1,2 = 0.53, 0.56, 0.62 
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TABLE III.2 Differentes caracteristiques des domaines de simulation pour l'etude 
de l'ecoulement autour du profil d'aile NACA63-415. 

Angle 
d'attaque 

NACA 
63-415 
Propre 

NACA 
63-415 
givre 

0° 

nRaf = 2 
mi = m.2 — 2 

Lc = 0.6 TO 

L — 3.6 TO 

H = 4.8 m 
Ax = 12 10~3 m 
At = 12 10~3 s 

v = 12.0 10~5 m2/s 
Lc = 50 
L = 300 
# = 400 
h = 150 
h-L = 200 

To,l,2 = 0.53, 

0.56, 0.62 
nRaf = 2 

mi = m2 — 2 

Lc = 0.2 TO 

L=1.2m 
H = 1.6 TO 

Ax = 4 10~3 m 
At = 4 10-3 s 

i/ = 4.0 10~5 m2/s 
Zc = 50 
L = 300 
# = 400 
Zi = 150 
hi = 200 

T0,l,2 = 0.53, 

0.56, 0.62 

8° 

nRaf = 2 
m i = 7772 = 2 

Lc = 0.6 TO 

L — 3.6 TO 

H = 4.8 m 
Ax = 12 10~3 m 
At = 12 10~3 s 

v = 12.0 10"5 m 2 /s 
Zc = 50 
L = 300 
# = 400 
Zi = 140 
/ii = 200 

7"0,1,2 = 0 . 5 3 , 

0.56, 0.62 
nRaf = 2 

mi — TO2 = 2 

Lc = 0.2 m 
L = 1.2 TO 

5 = 1.6m 
Ax = 4 10~3 m 
At = 4 10~3 s 

jy = 4.0 10"5 m2/s 
Lc = 50 
L = 300 
# = 400 
h = 150 
/ii = 200 

TO,I,2 = 0.53, 

0.56, 0.62 

28° 

n i ia / = 2 
TO! = TO2 = 2 

Lc = 0.6 m 
L = 7.2 TO 

# = 4.8 TO 

Ax = 12 10-3 TO 

At = 12 10~3 s 
v = 12.0 10~5 m2/s 

Lc = 50 
Z = 600 
# = 400 
h = 180 
fti = 180 

Tb,i.2 = 0-53, 
0.56, 0.62 
nRaf = 2 

TOi = TO2 = 2 

Lc = 0.2 TO 

L = 2.4 TO 

# = 1.6 TO 

Ax = 4 10 - 3 TO 

At = 4 10~3 s 
j / = 4.0 10~5 m2/s 

Zc = 50 
L = 600 
# = 400 
h = 180 
hi = 200 

To,l,2 = 0.53, 
0.56, 0.62 
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FIGURE III. 1 Composantes horizontale et verticale de vitesse autour du profil 
NACA63-415 propre a Re=500, a=0°. 

100 

50 100 150 200 250 300 350 
Profil NACA63-415 givre, ux 

100 150 200 250 300 350 
Profil NACA63-415 givre, uy 

0.1 

0.08 

0.06 

0.04 

0.02 

0 

FIGURE III.2 Composantes horizontale et verticale de vitesse autour du profil 
NACA63-415 givre a Re=500, a=0°. 


