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1 Johdanto

Tama pro gradu -tutkielma on osa Oulun yliopiston oppikirjaprojektia, jossa luo-
daan uutta opetusmateriaalia vapaaseen kayttoon lukion pitkdn matematiikan kurssil-
le MAAG6 Derivaatta. Oppimateriaali koostuu kokonaisuudessaan seitsemaéstd osasta,
joista tdiméd on kuudes. Uudet lukion opetussuunnitelman perusteet tulevat voimaan
elokuussa 2021 [11], mikéd johtaa muutoksiin my6s oppimateriaaleissa. Kun tita teos-
ta aloitetaan kirjoittamaan, eivdt suurimmat kotimaiset oppimateriaalin tuottajat ole
vield julkaisseet uuden opetussuunnitelman mukaisia oppikirjoja, joten tdhdn tychon
pddstddn ldhtemddn niin sanotusti puhtaalta poydalta.

Merkittavid suuntaviivoja oppikirjaan antaa oppikirjaprojektin alussa yhdessa maarit-
telemdmme tavoitteet koskien kahta asiaa. Ensiksi Habits of Mind artikkelin [3] pohjalta
olemme péittineet millaisia tydskentelymetodeja tuemme. Toisaalta pyrimme kaytta-
madn lapi oppikirjan yhtildisia tehtavatyyppejd, jotka olemme valinneet Malcolm Swa-
nin artikkelin [13] pohjalta. Ndiden yhteisten valintojen uskomme tekevin tyostamme
jokseenkin yhtendisen oppimateriaalin, vaikkakin jokaisen seitsemén eri kirjoittajan
kddenjdlki tulee varmasti lopputuloksessa nakymaan.

Yhteisten tavoitteiden, sekd opetussuunnitelman asettamien tavoitteiden lisdksi vai-
kutteita oppikirjaan on haettu ajankohtaisista didaktisista tutkimuksista, jotka antavat
tutkimukseen nojaavaa pohjaa valinnoille, joita oppimateriaalia luotaessa on tehty.

Oppimateriaalin kappaleet painottavat opiskelijan pohdintaa ja pdittelyd perinteis-
ten laskurutiinia kehittdvien esimerkkien ja harjoitustehtdvien ylitse. Toki perinteisid
derivoimistehtdvidkin on erityisesti kappaleiden harjoitustehtdvien yhteydessa.



2 Tavoitteet

Oppikirjalle on luonnollisia tavoitteita, jotka tulisi tdyttyd opetussuunnitelman poh-
jalta. Tassd oppikirjaprojektissa on myds valittu yhteisid tavoitteita, joita pyrimme
toteuttamaan niin oppimistekniikoiden kuin tehtavatyyppien osalta.

Yhteisten tavoitteiden lisdksi myohemmin esiteltdvad oppimateriaalia on peilattu vah-
vasti derivaatan opettamiseen, sekd opiskeluun liittyviin artikkeleihin. Ndiden pohjal-
ta on pyritty muodostamaan oppimateriaalia, joka tukee tutkimusten nojalla hyvéksi
todettuja kdytantoja.

2.1 Opetussuunnitelma

Lukio-opetusta ohjaa valtakunnalliset lukion opetussuunnitelman perusteet. Uudet
opetussuunnitelman perusteet otetaan kayttoon syksyllda 2021 aloittavien opiskelijoi-
den kohdalla [10], ja tdmé oppikirja on tehty tuon uuden opetussuunnitelman mukaan.
Opetussuunnitelma sisdltdd niin kaikille oppiaineille yhteisid tavoitteita, kuin jokaisen
aineen ja jokaisen kurssin tavoitteet ja tarkeimmat sisdllot. Seuraavassa nostetaan
esiin yleisistd tavoitteista erityisesti niitd, jotka ovat hyddynnettdvissd tdméan kurssin
puitteissa.

Opetussuunnitelman yleisissa tavoitteissa késitellddn erilaisten oppimistyylien ja on-
gelmanratkaisutaitojen omaksumista ja oppimista. Taméan kurssin osalta esiin nousee
viisi tavoitetta, joita voidaan erityisesti tukea timan kurssin aikana:

e Opiskelija saa monipuolisia kokemuksia uuden tiedon ja osaamisen rakentami-
sesta laaja-alaisesti ja oppiainerajat ylittden.

e Kehittdd tiedonhankinta- ja soveltamistaitojaan sekd ongelmanratkaisutaitojaan.

e Saa kokemuksia tutkivasta oppimisesta sekd osallisuudesta tieteen ja tutkimuk-
sen tekoon.

e Opetus rakentaa yhteisollisyyttd, osallisuutta ja hyvinvointia vahvistamalla
vuorovaikutus-, yhteisty6- ja ilmaisutaitoja.

e Saadaan kokemuksia vertaisoppimisesta tiimeissa ja projekteissa.

Kun yleisissa tavoitteissa kdsitelldadn oppimistyylejd ja opiskelutaitoja, niin toinen kaik-
kia oppiaineita koskeva osio opetussuunnitelman perusteissa on laaja-alaisen osaami-
sen tavoitteet. Nditd tavoitteita tulisi opettaa kaikissa oppiaineissa yhteisty0ssd, esi-
merkiksi projektitdiden kautta. Seuraavassa lueteltuna ndmaé laaja-alaisen osaamisen
tavoitteet:

e Globaali- ja kulttuuriosaaminen

e Hyvinvointiosaaminen



Vuorovaikutusosaaminen

Eettisyys ja ympdristbosaaminen

Yhteiskunnallinen osaaminen

Monitieteinen ja luova osaaminen.

Yleisten ja laaja-alaisten tavoitteiden lisdksi opetussuunnitelman perusteet mééarittelee
jokaiselle kurssille tavoitteet ja keskeiset sisdllot. Tadlle kurssille opetussuunnitelman
perusteiden mukaan opiskelijan tavoitteet ovat:

e Tutustuu ilmididen matemaattisten mallien kdyttdytymiseen derivaatan avulla
e Omaksuu havainnollisen kisityksen funktion raja-arvosta ja jatkuvuudesta

e Ymmartdd derivaatan tulkinnan muutosnopeutena

e Kykenee méadrittdmaan yksinkertaisten funktioiden derivaatat

e Osaa derivoida yhdistettyja funktioita

e Hallitsee funktioiden kulun tutkimisen derivaatan avulla ja osaa méaéarittdd niiden
ddriarvot suljetulla valilla

e Osaa kdyttdd ohjelmistoja raja-arvon, jatkuvuuden ja derivaatan tutkimisessa so-
vellusten yhteydessa.

Opetussuunnitelman perusteet méadrittelevit kurssin keskeisiksi sisdlloiksi:

e Funktion raja-arvo, jatkuvuus ja derivaatta

e Polynomi- ja rationaalifunktioiden sekd juurifunktioiden derivaatat

Sini- ja kosinifunktioiden seké eksponentti- ja logaritmifunktioiden derivaatat

Funktioiden tulon ja osamééran derivointi

Yhdistetty funktio ja sen derivointi

Funktion kulun tutkiminen ja ddriarvojen maarittiminen.

Verrattuna vanhoihin 2015 opetussuunnitelman perusteisiin [9] korostuu nyt ohjelmis-
tot ja niiden kdyttd. Aiemmin tavoitteena oli osata kdyttdd teknisid apuvilineitd, joihin
toki ohjelmistojen voidaan ajatella kuuluvan, mutta painotus lienee ollut enemmaén
symbolisissa laskimissa.

Keskeisissa sisdlldissd on muutoksia enemmaén. Kurssille on tullut uutena asiana sini- ja
kosinifunktion derivaatat sekd yhdistetyn funktion derivaatta. Trigonometrisista funk-
tioista poikkeuksena vanhaan tangenttifunktion derivaatta on jatetty keskeisten sisal-
tojen ulkopuolelle. Edelld luetellut on aiemmin késitelty mychemmilld kursseilla. Toki
nyt kurssin pituus on 1,5 kertainen vanhaan verraten.
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2.2 Habits of Mind

Oppikirjan pohjana kaytettiin erityisesti kahta artikkelia, joista ensimmadisessa Cuoco,
Goldenberg ja Mark kaisittelevat erilaisia oppijoiden ajatustapoja matemaattisten on-
gelmien ratkaisemisessa [3]. Artikkelissa mainitaan kuusi erilaista ajatusmallia, jot-
ka toimivat apuna matemaattisten ongelmien ratkaisemisessa. Projektiryhmén kanssa
valitsimme ndistd kuudesta kolme ajatusmallia, joita pyrimme tukemaan oppikirjas-
samme niin tehtdvien kuin teorian kautta. Ndin saamme osaltamme seitsemaésta kirjan
osasta yhtendisemman kokonaisuuden, vaikka joka osalla onkin eri kirjoittaja.

e Experimenters - kokeilijat

Matematiikan oppitunnit etenevit usein samalla kaavalla: tarkistetaan kotitehta-
vét, opiskellaan uusi teoria ja lasketaan harjoitustehtdavid uuteen teoriaan liittyen.
Opiskelijoiden oma kokeileminen, ja sen kautta oivaltaminen puuttuu oman ko-
kemukseni mukaan liian usein oppitunneilta kokonaan. Cuoco ja kumppanit esit-
tavdt tdhdn ongelmaan hyviksi ldhestymistavaksi sitéd, ettd opiskelijat ldhtisivat
itse etsimddn ratkaisumallia uuteen ongelmaan [3]. Esimerkiksi on mahdollista
kokeilla ratkaisumalleja, jotka on havaittu aiemmin toimiviksi samankaltaisten
ongelmien kohdalla, muistaen samalla kriittinen suhtaututuminen tuloksiin ja
pohdinta, onko tehtdviassa jokin asia, miksi tima ratkaisumalli ei tdssa tehtavassa
olisi validi.

e Describers - kuvailijat

"Matematiikka on maailman universaalein kieli.” Sanonta, jota usein toistetaan opis-
keltaessa matemaattisia merkintdjd ja symboleja. Kuitenkin matematiikkaa pitaa
osata késitelld myos omalla didinkielelldén, meiddn tapauksessa suomeksi. Mate-
maattisen tekstin sanallistaminen onkin yksi ajatusmalli, jota pyrimme kirjassam-
me tukemaan. Sanallistamalla esimerkiksi ratkaisun eri vaiheita tai maaritelmis,
voidaan Cuocon ja kumppaneiden mukaan saada lisdd ymmarrysta opiskelta-
vaan asiaan [3]. Lisdksi opiskelijoiden on hyvéa osata kertoa muille mitd he ovat
ratkaisussaan tehneet. Mikéli he eivit osaa sanallistaa ratkaisuaan, jaa helposti
ilmaan kysymyksia siitd, onko ratkaisussa kaikki oikein, ja onko opiskelija ym-
martanyt ongelman jota tehtdvéassa ratkaistaan, vai onko hédn ainoastaan laskenut
tehtdvan mekaanisesti mallitehtdvad mukaillen. Ryhmatyotaitojen merkitys kas-
vaa jatkossa niin koulumaailmassa, kuin tyteldmassa ja talloin my6s omien rat-
kaisujen sanallistaminen ja ajatusten jakaminen niistd tulevat mys matematiikan
saralla nousemaan entistd suurempaan arvoon.

e Visualizers - visualisoijat

"Jos et piiise tehtivissii litkkeelle, piirri kuva.” Ohje, jonka toivottavasti kaikki ovat
kuulleet niin yldkoulun kuin lukion matematiikan tunneillaan. Visuaalinen esi-
tys matemaattiseen ongelmaan voi usein tuoda opiskelijalle uusia ajatuksia siitd,
kuinka ongelmaa voisi ldhestyd. Geometria on selked osa-alue, jossa visuaalinen
esitys auttaa, ja on usein ldhes vilttaiméaton tehtdvan ratkaisemisessa. Visuaalinen
esittdiminen voi auttaa kuitenkin my6s monien muiden aihealueiden tehtavissa.
Derivaatan kohdalla puhutaan hyvin usein muutoksesta ja muutoksen nopeudes-
ta, jota on monesti helppoa tutkia funktion graafista, joka on funktion visuaalinen
esitys.



2.3 Tehtavatyypit

Toinen oppikirjan kannalta hyvin merkittava artikkeli on Swanin erilaisia matematiikan
tehtavatyyppejd esitteleva teos [13].Oppikirjaa varten valittiin yhdessa projektiryhmén
kanssa tehtdavatyyppeja koskien kolme yhteista tavoitetta, joita pyritddn toteuttamaan
mahdollisuuksien mukaan kaikissa kirjan osissa. Oppimateriaalin pohdinta sekd har-
joitustehtdvien laatimisessa on tukeudettu Swanin artikkelista valittuihin seuraaviin
kolmeen tehtavéatyyppiin.

o Erilaiset esitystavat - Swan 2

Matematiikassa samaa asiaa voidaan usein esittdd monella eri tavalla. Esimer-
kiksi suora voidaan esittdd ainakin seuraavilla tavoilla: yhtdlona ratkaistussa tai
yleisessd muodossa, kuvaajana sekd kulmakertoimena ja vakiotermind. Ensim-
madinen tehtdavatyyppi on siis erilaisten esitystapojen yhdistaminen. Tutkimusten
mukaan ylioppilailla yksi syy vaikeuksiin derivaatan ja integraalin opiskelussa
on kykenemittomyys luoda yhteyttd symbolisen ja graafisen esityksen vilille [5].
Tdhan ongelmaan tima tehtavatyyppi pureutuu hyvin, kun on mahdollista luoda
yhteyksid kuvaajien, funktioiden ja esimerkiksi sanallistettujen esitysten valille.

e Matemaattisten vditteiden arvioiminen - Swan 3

"... tamin pdiviin ykkosluokkalaiset tulevat kohtaamaan valmistumisensa jilkeen ongel-
mia, joiden olemassa oloa ei vieli tiedosteta.” [3]

Opiskelijoita pitdisi opettaa kohtaamaan ongelmia, joiden olemassaolosta me em-
me vield tiedd mitddn. Kuinka se onnistuu? Mekaanisten laskutehtdvien lisdksi
opiskelijoiden olisikin opittava myos muita taitoja, jotka auttavat niin matemaat-
tisten kuin muidenkin ongelmien kanssa. Opiskelijoille on hyvéa antaa tehtavia,
joissa heidédn tdaytyykin pohtia jonkin vditteen totuudenmukaisuutta sen sijaan,
ettd he vain laskevat yhtélosta jonkin lukuarvon, jonka myos laskukone osaa las-
kea. Tallaiset tehtdvét kehittavat opiskelijan kykya selittdd, perustella ja todistaa
erilaisia ilmioita [13]. Tallaisten tehtdvien kohdalla on hyva harjoitella myds ope-
tussuunnitelman laaja-alaisten tavoitteiden vaatimaa vuorovaikutusosaamista,
kun oppilaat padsevit perustelemaan muille viitteiden paikkaansapitavyytta.

e Ratkaisujen analysointi - Swan 5

Kun saat ratkaistua tehtivin, pohdi onko vastauksesi jirkevi. Taméan yleisen ohjeen
voisi laajentaa koskemaan koko ratkaisun tarkastelua. Kun opiskelijat oppivat
analysoimaan niin omia, kuin muidenkin tekemid ratkaisuja, oppivat he samalla
16ytamadn ratkaisuista yleisid virheitd, tai hyvia toimintatapoja, jotka vievit usein
ratkaisua eteenpédin. My6s useampien erilaisten ratkaisujen vertaileminen saman
tehtdvan kohdalla voi tuoda opiskelijalle lisdd ratkaisumalleja, ja ennenkaikkea
heréttad siihen, ettd hyvin usein tehtdvat voidaan ratkaista useilla eri tavoilla, ei-
kd kannata jamé&htdd vain yhteen ratkaisumalliin. Yksi tapa haastaa opiskelijaa
miettimddn tarkemmin niin sanottujen mallitehtdvien ratkaisuja, on lisatd nai-
hin jotain pohdittavaa. Esimerkiksi sekoittamalla ratkaisun vaiheet, ja laittamalla
opiskelijan jarjestimddn ne oikein, saadaan opiskelija pohtimaan tarkemmin rat-
kaisun eri vaiheita.



3 Oppikirjan perustelu

Téamaéan teoksen kohdalla on muistettava, ettd kyseessd on vain yksi seitsemasta kir-
jan osasta, jotka kaikki kuuluvat lukion kurssin MAAG6 - derivaatta oppimateriaaliin.
Oppimateriaalin eri osien sisdllot ovat karkeasti seuraavat:

1. Erotusosamaéaérd ja johdatus derivaattaan

2. Raja-arvo ja monomin derivaatta

Derivaatanfunktio, polynomin seki sinin ja kosinin derivaatat
Funktion kulku ja jatkuvuus

Yhdistetty funktio ja sen derivaatta

Tulon ja osamdirdn derivaatta

N o g kW

Eksponentti- ja logaritmifunktion derivaatta.

Téssd tyossd tullaankin hyddyntdméadn oppimateriaalin kohdalla sitd, ettd timd osio
on seitsemdstd kirjan osasta kuudes, ja ndin ollen kurssilla on aiemmin opittu muun
muassa polynomifunktion ja yhdistetyn funktion derivaatta, jotka oletetaan tdméan
vuoksi tutuiksi ja joita tullaan hyddyntamaan tassakin oppimateriaalissa. Lisdksi hyo-
dynnetddn luonnollisesti aiempien kurssien sisdltdjd, joista selkeiten oppimateriaalissa
esiintyy kurssilla MAA2 tutuksi tulleet rationaalifunktiot [10].

3.1 Tulon derivaatta

Polynomifunktion derivaatta on opetettu aiemmin kurssilla, ja titen sitd pddstdan
hyddyntdméan tdmén oppimateriaalin alusta saakka tutustuessamme tulon derivaat-
taan. Tulon derivaatta tulee myohemmin tdssd oppimateriaalissa toimimaan perustana
my0s osamddran derivaatalle, ja siksi tulon derivaatan johtaminen toteutetaan suoraan
derivaatan méaritelméstad erotusosamééran raja-arvoa hyvaksi kadyttden.

Tulon derivaattaa kasitteleva kappale ldhtee liikkeelle pohdintatehtdvélld A.1, jossa
pohditaan mahdollista yhteyttd normaalimuotoisten sekd tulomuotoisten funktioiden
derivaattojen valilld virheellisen ratkaisun kautta. Adams ja kumppanit kertovat, ettd
niin sanottujen tahallisten virheiden kayttod opetuksessa on tutkittu, ja oppimistulok-
set on koettu hyvinkin lupaaviksi [1]. Hésto ja Palkki kertovat kuitenkin lisdksi, ettd
virheellisten ratkaisujen hyoty on koettu suuremmaksi, mikdli samassa yhteydessa
verrataan kahta tai useampaa erilaista ratkaisua [7]. Tdssd tehtdvdssd pyydamme
oppilasta derivoimaan aiemmin oppimansa pohjalta saman lausekkeen, johon on
oppimateriaalissa ratkaisu esitetty, jonka jilkeen hdnen tulee analysoida ratkaisujen
oikeellisuutta. Tehtdva tukee valitsemistamme yhteisistd tavoitteista Habits of mind
-artikkelissa esiteltyd kokeilevaa ajatusmallia [3] oppilaan padstessa itse ratkaisemaan
virheellisesti derivoidun funktion derivointia aiemmin oppimansa pohjalta. Tdméan
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jalkeen oppilaalla on kaksi erilaista ratkaisua, joissa vieldpd padadytddn eri vastauksiin,
joten hdn péadsee tehtdvanannon mukaisesti analysoimaan ndiden kahden ratkaisun
eroja ja pohtimaan onko alkuperdinen ratkaisu oikein vai vdarin. Tdten tehtdva tukee
samalla koko kirjaprojektia yhdistivda Swanin esittelemaa tehtavatyyppia ratkaisujen
analysointi, ja siita alakohtaa i) Comparing different solution strategies [13].

Pohdintatehtdvassa A.1 paddytdan huomaamaan, ettei tulomuotoista funktiota voi-
da derivoida pelkdstdadn tulon tekijoitd derivoimalla. Aiemmin kurssilla on tullut
tutuksi derivaatan méédritelméd sekd tdhén liittyen erotusosamaéérédn raja-arvo. Onkin
siis loogista siirtyd seuraavaksi tutkimaan mddritelmdd hyvidksi kadyttden, kuinka
tulomuotoinen funktio pitdisi oikeasti derivoida. Pohdintatehtdvassa A.2 on annettu
valmiiksi tulon derivaatan johtamisessa tarvittavat valivaiheet, mutta niiden jarjestys
on vddrd. Oppilaan tehtdvand on jdlleen analysoida annettua ratkaisua ja sen vaiheita
tehtavatyypin ratkaisujen analysointi, ja siitd alakohdan iii) Putting reasoning in order
[13] mukaisesti, ja pyrittdva jarjestimddn annetut vélivaiheet loogiseen jdrjestykseen.
Tehtdva tukee edellisen pohdintatehtdvan mukaisesti kokeilevaa ajatusmallia [3], silld
vélivaiheita on helppoa pyoritelld eri jarjestykseen kokeilemalla ja etsimdlld tdiméan
jalkeen ndiden vilille loogista yhteyttd. Pohdintatehtavan A.2 jalkeen esitetddn vield
saatu tulon derivoimiskaava lauseessa A.3.

Matematiikassa ollaan harvoin tilanteessa, jossa tehtdvddan on vain yksi mahdollinen
ratkaisutapa, tai vastaukselle vain yksi mahdollinen esitystapa. Pohdintatehtdavassa
A4 esitetddnkin yhteen ja samaan tehtivddn kolme valmista ratkaisua, jotka on
kaikki tehty hyodyntden eri derivoimiskaavoja. Kéytetyistd derivoimiskaavoista
polynomifunktion derivaatta sekd yhdistetyn funktion derivaatta ovat tuttuja kurssin
aiemmista osioista. Tulon derivaatta taas on esitelty juuri aiemmin, ja sitd paastdaan nyt
hyddyntdméan ensimmaistd kertaa. Tehtdva tukee valitsemistamme tehtavéatyypeista
matemaattisten viitteiden arviointia, oppilaan arvioidessa muun muassa derivaatan
oikeellisuutta, sekd ratkaisujen analysointia, kun oppilaan on selitettdvd derivoiniin
vaiheet sekd 10ydettdva kdytetty derivoimiskaava. Tehtdvddn on tuotu myos yhtend
ulottuvuutena ryhmatyoskentely, jolloin tehtdvd tukee myo6s opetussuunnitelman
asettamaa yleistd tavoitetta vuorovaikutusosaamisen osalta [10]. Habits of mind
artikkelin mukaisista tavoitteista tehtdva tukee erityisesti kuvailevaa oppimistyylid,
oppilaan padstessd sanallistamaan annettuja ratkaisuja.

Kappaleen harjoitustehtdavat olisi mahdollista ratkaista myo6s polynomifunktion
derivaattaa hyvidksi kdyttden, jotta harjoitusta tulisi myds uuden teorian kadyttoon,
ohjataan tehtdvissd kdyttimaan nimenomaan tulon derivoimiskaavaa.



3.2 QOsamaaran derivaatta

Kirjan toisessa osassa siirrytddn kdsittelemddn osaméddrdn derivaattaa. Osamadrdn
derivoimiskaava voidaan johtaa monella eri tavalla, ja teemmekin sen kappaleen
edetessd kahta eri reittid. Liikkeelle ldhdetdadn pohdintatehtavalld B.1, jonka tarkoituk-
sena on ldhinnd tuoda opiskelijalle tutuksi seuraavaa tehtdvdd varten negatiivisten
potenssien derivointi. Tdssd hyodynnetddn erotusosaméédrdn raja-arvoa, minkd on
todettu olevan yksi derivaatta -kurssin vaikeimmista asioista [12]. Samalla tehtdva
tukee Swanin artikkelin tehtdviatyypeistd ratkaisun analysointia, opiskelijan paddstessa
pohtimaan millaisella vélivaiheella saa sidottua edeltdvan ja seuraavan vélivaiheen
yhteen [13]. Pohdintatehtdviassa B.2 padstddn johtamaan osaméaaran derivoimiskaavaa,
kdyttden hyviksi edellisessd kappaleessa johdettua tulon derivoimiskaavaa. Tédssd
tehtdvdssd oppilas tormédad varsin lyhyehkoon tehtivanantoon, jonka jdlkeen alkaa
hyvin todennékdoisesti kokeilupainotteinen tyo ratkaisun loytdmiseen. Tehtdvanannon
niukkuus haastaa oppilaita kokeilemaan erilaisia tapoja pyoritelld annettua yhta-
164, jotta siitd saataisiin lopulta osamddran derivaatta. Kirjan yhteiseksi tavoitteeksi
Cuocon, Goldenbergin ja Markin artikkelista otettu kokeileva ajattelutapa sopii tdaten
hyvin tdhdn tehtavaan. Artikkelissa myo6s kannustetaan oppilaita matemaattisen on-
gelman kohdatessaan kayttamaan strategioita, jotka ovat heille ennestdén tuttuja, sekd
yleensdkin leikittelemé&an erilaisilla ratkaisumalleilla [3]. Vaikka nyt tdssd teoksessa ei
olekaan tdysin vastaavaa ratkaisutapaa tullut vastaan, voidaan hyvin olettaa yhtalon-
pyorittelyn olevan pitkdn matematiikan kuudennella kurssilla jo tuttu ratkaisumalli.
Tehtdavan lopputulos esitellddn vield lauseen muodossa kohdassa B.3.

Kuten aiemmin todettiin, osaméadrdn derivoimiskaava voidaan johtaa eri tavoin.
Mallitehtdvassd B.5 jo aiemmin johdettu osamddrdn derivoimiskaava johdetaan vield
uudestaan, kadyttden tédlla kertaa hyvéaksi derivaattafunktion méaritelméa ja erotus-
osamddrdn raja-arvoa. Jotta tdima johto ei jdisi tdysin irralliseksi, hyddynnetddn sita
vield mydhemmin kappaleen harjoitustehtidvissa 3, jossa opiskelijan on sanallistettava
valmista ratkaisua. Tamd harjoitustehtdva tukee erityisen hyvin yhteiseksi tavoit-
teeksi ottamaamme Habits of mind -artikkelin kuvailevaa ajattelun mallia. Cuoco ja
kumppanit toteavat artikkelissaan matematiikan olevan monien ihmisten mielesta
oma kielensd, mutta samalla oppilaan on tirkeédd osata kertoa omalla didinkielellddn,
mitd matemaattisin merkinnéin on kirjoitettuna [3]. Cuoco ja kumppanit toteavatkin,
ettd oppimisen ja ymmartdmisen kannalta on hyvin tarked askel, ettd pystyy selit-
tamaan sanallisesti esimerkiksi tdssd tehtdvidssd laskun vaiheet [3]. Toisaalta tdma
harjoitustehtdva sivuaa myos Swanin artikkelissa esitettyd tehtavatyyppid ratkaisujen
analysoinnista (Analysing reasoning and solutions) [13].

Kappaleen toisessa pohdintatehtdvidssd, kohdassa B.6 opiskelijaa haastetaan jdlleen
sanallistamaan ratkaisua. Tdmé tuo osaltaan tdhdn teokseen jatkumoa, silld pohdin-
tatehtdvassa A.2 oli tehtdvanad selittdd todistuksen vaiheet auki samaan tapaan kuin
nyt. Tehtdva tukeekin samaan tapaan valitsemaamme kurssin yhteistd tehtavatyyppid,
ratkaisujen analysointi. Poikkeuksena aiempaan, nyt tehtdvéa ohjeistetaan tekeméaan pa-
reittain. Whitenack ja Yackel kertovat, ettd tdllainen toimintamalli, pareittain tai koko
luokan kesken vahvistaa merkittdvéasti opiskelijoiden mahdollisuutta kehittdd mate-
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maattisia argumentteja puolustamaan tai kumoamaan esitettyja vditteita [14]. N&in ol-
len tehtdvan tarkoituksena on paitsi ymmartaa mita todistuksen eri vaiheissa tapahtuu,
my0s heréttdad kussakin todistuksen vaiheessa toisen oppilaan ajatuksia siitd, onko pa-
rin selitys mahdollisesti oikein vai vddrin. Taménkaltainen tehtdva tukee Whitenackin
ja Yackelin mukaan argumentaatiotaitojen lisdksi myods opiskelijoiden matemaattisia
taitoja, kun heidédn ainoa ratkaisunsa tehtdavaan ei ole se, mihin he itse paatyvit, vaan
he kuulevat my0s parinsa ratkaisun ja timadn matemaattisen perustelun tehtavaan [14].
Osaltaan tdmé tehtdvd on myos tehty Habits of mind artikkelin yhteisen tavoitteen
pohjalta, missd opiskelijoille pyritddn luomaan mahdollisuuksia matematiikan kuvai-
lemaseen ja sanallistamiseen (describers) [3].

Osamddrdn derivaatta kappaleen viimeisessd pohdintatehtdvidssa esitellddn funktio,
jonka derivoimiseen vaaditaan niin yhdistetyn funktion, trigonometristen funktioiden,
kuin myos osaméaaran derivoimista. Ndin ollen tehtdva kokoaa yhteen tdimén kappaleen
opeteltavan asian lisdksi myos kurssilla aiemmin opeteltuja asioita. Tehtdvén tarkoi-
tuksena on lopulta méaérittda funktion derivaatta, mutta ennen kuin opiskelija padédsee
derivoimaan, pohjustetaan tehtdvad kahdella kysymykselld, joiden tarkoituksena on
haastaa opiskelijan matemaattista argumentaatiota, auttaen samalla opiskelijoita ym-
martdiméadn asian paremmin, joutuessaan avaamaan ajatusmalliaan muille luokassa.
Opettajaa ohjataan kdymaééan tehtdvista keskustelua luokassa, jolloin opiskelijat padse-
vit perustelemaan jdlleen ndkemyksiddn, mikd on edelld todetun mukaisesti hyvéksi
heiddn argumentaatiotaitojensa kehittymiselle niin matematiikassa, kuin yleisestikin
[14].

3.3 Rationaalifunktiot

Tamén kirjan viimeinen, eli kolmas kappale, kisittelee rationaalifunktioiden deri-
vaattaa, sekd yleisesti derivaatan sovelluksia liittyen aiempiin kappaleisiin.. Osaltaan
rationaalifunktioita on kisitelty jo edellisessd kappaleessa, kun opiskeltavana asiana
oli osamddrdn derivaatta, mutta nyt pyrimme tutustumaan rationaalifunktioihin, ja
ndiden derivaattaan yleisemmalld tasolla. Téssa teoksessa lahdetdadn oletuksella, ettd
rationaalifunktiot ja muun muassa niiden maéérittelyehdot ovat tuttuja jo kurssilta
MAAZ2, jossa niitd opetussuunnitelman mukaan késitelldan [10].

Kappaleen ensimmadisessd tehtdvassd C.1 lasketaan rationaalifunktiolle f derivaatta
annetussa pisteessd, kdyttden hyvéksi erotusosaméaran raja-arvoa. Tutkimuksissa on
todettu, ettd usein lukion derivaatta kurssista nousee yksittdisend vaikeana asiana esiin
nimen omaan erotusosamaaran raja-arvon hyodyntdminen, ja silld laskeminen [6] [12],
taman vuoksi pyrimme tdlld tehtdavallad lisdédmaan opiskelijoiden rutiinia erotusosaméa-
rdn raja-arvon hyddyntamisessa.

Pohdintatehtdva C.2 pohjautuu hyvin avoimeen tehtdvanantoon, jossa opiskelijaa pyy-
detddan kertomaan derivaatan perusteella funktiosta. Olennainen osa paéttelyad on tassa
funktion kulun ja derivaatan vélinen yhteys. Kirjassa on aiemmin tehtdvassa B.6 poh-
dittu kulun tutkimista osaméédran derivaatan yhteydessd. Tama tehtava mahdollistaa-
kin opiskelijalle aiemmin opitun hyddyntdmisen vélittdmaésti seuraavassa kappaleessa.
Tehtdvdssda myos kannustetaan opiskelijaa hydodyntdméddn derivaatan analysoinnissa
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geogebraa, jolloin tehtdva tukee myos opetussuunnitelman perusteiden tavoitteita, jois-
sa mainitaan ohjelmistojen kdyttd, muun muassa derivaatan tutkimisen sovellusten yh-
teydessa [10]. Ohjelmistojen, muun muassa geogebran kayttod opetuksessa tukee myos
Gavilan-Izquierdon ja kumppaneiden tutkimus, jossa todettiin derivaatan opetuksessa
ohjelmistojen ja teknologian kdyton antavan opiskelijoille paremmat mahdollisuudet
muodostaa yhteyksid derivaatan eri ominaisuuksien vélille [4]. Esimerkiksi tdssa teh-
tavassd opiskelija pystyy geogebran avulla mallintamaan derivaatan, ja yhdistdim&an
talloin derivaatta funktion, kuvaajan ja kurssilla opetettuja derivaatan ominaisuuksia
toisiinsa.

Kappale jatkuu mallitehtdvélld C.3, jossa pyritddn selventamaan merkkikaavion kayt-
tamistd tilanteessa, jossa funktion derivaatta muodostuu useammasta tekijdsta tulon
ja/tai osamdaran kautta. Mallitehtdvdn sanomaa on pyritty vield vahvistamaan lisda-
malld mallitehtdvan jalkeen huomautus C.4, joka korostaa tulon ja osamdaran tekijoiden
merkkien méaarittdvan koko derivaatan merkin tillaisessa tilanteessa.

Pohdintatehtdavassa C.5 opiskelijan tehtdvdnd on muodostaa derivaattafunktio, joka
tayttdd annetut ehdot. Tehtdva tukee oppikirjalle asettamistamme yhteisistd tavoit-
teista kokeilevaa oppimistyylid [3]. Tehtdva tukee jdlleen myos ohjelmistojen kayttoa
mahdollistamalla geogebran hyddyntamisen tehtdvaa ratkaistaessa.

Kappaleen viimeinen tehtdva C.6 kokoaa yhteen koko tdimén teoksen aiheita yhdiste-
lytehtdvan muodossa. Arzu ja kumppanit toteavat artikkelissaan, ettd oppilailla, joilla
on vaikeuksia ymmartdd mitd derivaatta merkitsee eri tilanteissa, on vaikeuksia hah-
mottaa kokonaisuudessaan derivaatan merkitystd [2]. Tdssd tehtdvdssd pyritddankin
tuomaan esille niin tdiman kirjan aikana opittuja derivoimiskaavoja, kuin erilaisia de-
rivaatan ominaisuuksia tangentintin kulmakertoimessta aidosti monotonisen funktion
derivaataan.Tehtdvé tukee siis nimenomaan Arzun ja kumppaneiden mainitsemaa de-
rivaatan kokonaisvaltaista hahmottamista, ja pyrkii samalla luomaan yhteyksid tdimén
kurssin eri osioiden vilille esimerkiksi tangentin kulmakertoimen kautta, joka esitel-
laan kurssin ensimmaisessa osassa [8].
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A Tulon derivaatta

Aiemmin kurssilla opitun perusteella osaat jo derivoida funktion f(x) = (2x—3)(x* +4),
kunhan muokkaat sen ensin normaalimuotoon f(x) = 2x® — 3x? + 8x — 12. Tdm4i ei
kuitenkaan ole pitkdn padlle kovin tehokas tapa, eikd kaikissa tilanteissa edes mah-
dollista, titen seuraavaksi mietimme, kuinka tillaisen funktion voisi derivoida suoraan.

Polynomifunktion kohdalla derivoidaan erikseen jokaista termid, kokeillaan siis tulon
kohdalla voidaanko derivoida erikseen tulon tekijoita.

Pohdinta A.1 Tulomuotoisesta funktiosta saat polynomifunktion kertomalla sulut
auki, jolloin saat funktion muotoon f(x) = a,x" +a,-.1x" ' +...+ay. Tdiman derivointi
on tuttua kurssin alkupuolelta.

Oppilaille annettiin tehtdvéksi derivoida funktio f(x) = 3x?(x — 4).

Ollin ratkaisu tehtdvaan oli seuraava:

f'(x) = D(3x?) - D(x — 4)
=6x-(1-0)
=6x-1
= 6x.

Saatko saman derivaatan jos derivoit funktiota sen jdlkeen kun olet muokannut
polynomin avattuun muotoon? Onko Ollin ratkaisu oikein vai vdarin?

Edellisen pohdinnan perusteella voimme todeta, ettd tulomuotoista funktiota emme
voi derivoida pelkdstddn tulon tekijoitd derivoimalla. Ongelmaksi tdimd muodostuu
esimerkiksi funktion f(x) = sin(x) cos(x) kohdalla, jota emme pysty pilkkomaan poly-
nomin tavoin derivoitaviin osiin. Lihdetédan siis tutkimaan derivaattafunktion maari-
telmén avulla, kuinka téllaista tulomuotoista funktiota pitdisi derivoida.
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Pohdinta A.2 Derivaattafunktion méadritelméan nojalla

[l +k) - fx)
7 :

=

Nyt f(x) = g(x)h(x), missd g(x) ja h(x) ovat derivoituvia ja tdten jatkuvia, joten
voimme mdaritelméan avulla johtaa kaavan tulon derivaatalle.

Alla on tarvittavat vilivaiheet, joiden kautta saadaan tulon derivaatan kaava
maddritettya.

Jarjesta vélivaiheet A-D oikeaan jarjestykseen 1-4 (kirjain-numero parein) tehtdavan
lopussa olevaan kohtaan "tulon derivaatan johtaminen".

Selitd, mitd missdkin laskun vaiheessa on tehty.

A, g (0)h(x) + g(x)H (x).
oo g(x + k)h(x + k) + g(x)h(x + k) — g(x)h(x + k) — g(x)h(x)

k—0 k
C }(im g(x + k)h(x +kk) — g(x)h(x)
—0
k) - h(x +k) — I
D. (Ei% e ,1 g(x))(}ii%h(x +)+800) (};gg G+b (x))

Tulon derivaatan johtaminen:

Edellisen pohdintatehtdvan nojalla osaamme derivoida myos tulomuotoisia funktioita.
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Tulomuotoisen funktion derivaatta saadaan laskettua seuraavan kaavan mukaisesti:

Lause A.3 Olkoon f(x) = g(x)h(x). Talloin f'(x) = g'(x)h(x) + g(x)I’'(x)

Tutkitaan seuraavan tehtdavian parissa, voidaanko samaa funktiota derivoida eri tavoin.

Pohdinta A.4 Muodostakaa parit ja tutkikaa kumpikin yhta ratkaisua. Kerro paril-
lesi tutkimastasi ratkaisustasi ja vertailkaa tutkimianne ratkaisuja seuraavien kysy-
mysten pohjalta:

e Mitd derivoimiskaavaa siind on kaytetty?
e Mitd vaiheita derivointi sisaltaa?

e Onko derivointi tehty oikein?

1 2:
f(x) = cos(x) cos(x) f(x) = cos(x) cos(x)
= cos?(x)
= (cos(x))? F/(x) = — sin(x) cos(x) + cos(x)(— sin(x))
= —sin(x)(cos(x) + cos(x))
f'(x) = 2 cos(x)(— sin(x)) = —sin(x)2 cos(x)
= —2 cos(x) sin(x) = —2sin(x) cos(x)
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A.1 Harjoitustehtavit:

Ratkaise seuraavat harjoitustehtavat hyodyntéden tulon derivoimiskaavaa.

1.

Ll

Maéritd polynomin x(x + 3)(5 — x) suurin ja pienin arvo vélillad [-1, 5]. K11/5
Derivoi funktio f(x) = sin(x) cos(x).
Derivoi funktio f(x) = 2xsin(x) — 4x2 sin(x).

Maija rakentaa karitsoilleen aitauksen meren rantaan. Hanelld on kdytettavissdan
aitamateriaalia enintdan 100 metrid. Kuinka hdnen tulisi méaéarittdd suorakulmai-
sen aitauksen sivujen pituudet, jotta aitaus olisi pinta-alaltaan mahdollisimman
suuri? Meren puoleista sivua ei tarvitse aidata.

. Artisti myy lippuja keikalleen 10 euron hintaan. Han on havainnut, ettd 1 euron

hinnan lasku lisda lipunmyyntid 10 kappaletta, kun taas 1 euron hinnan nosto
viahentdd lipunmyyntid 10 kappaletta.

e Mika olisi artistin kannalta tuottavin lipunhinta, kun 10 euron hintaan lip-
puja myydédan 550 kappaletta?

e Paljonko enemmain artisti tienaa, kun lipun hinta on optimoitu?
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B Osamadaran derivaatta

Tulon, eli kertolaskun kddnteisoperaatio on tutusti jakolasku, eli osamééra. Onkin luon-
nollista selvittdad seuraavaksi, kuinka funktiota joka sisdltdd osaméddran derivoidaan.

Pohdinta B.1 Alla on johdettu erotusosaméérdn raja-arvoa kdyttden derivaat-
tafunktio funktiolle f(x) = % Laskun vilivaiheista osa on kuitenkin kadonnut.
Paéttele puuttuvat vélivaiheet.

[l +h) - f(x)
h

=i

_x _ _xth
e x(x+h) x(x+h)

h—0 h

b e+ )

Pohdinta B.2 Olkoon

() = % - g@h)"".

Derivoi f(x) kdyttden tulon ja yhdistetyn funktion derivoimiskaavoja.

Pohdinnan B.2 perusteella osamé&dran derivaatta saadaan siis seuraavan kaavan mu-
kaisesti:

Lause B.3 Olkoon g(x) ja h(x) funktioita siten, ettd f(x) = %. Olkoon lisdksi h(x) # 0
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ja sekd g(x) ettd h(x) derivoituvia. Talloin

sy 8 (Oh(x) — g (x)
fx) = Gy :

Edelld johdit osamédrdn derivoimiskaavan kdyttamalla tulon ja yhdistetyn funktion
derivaattaa. Osamddran derivaatta on toki mahdollista my0s johtaa suoraan erotusosa-
madradn raja-arvosta.

Huomautus B.4 Sama asia voidaan joskus todistaa useammalla eri tavalla. Esimer-
kiksi nyt osamdaran derivoimiskaava on todistettu pohdintatehtdvassa B.2 kdyttaen
hyviksi tulon derivaattaa, ja toisaalta mallitehtdvassa B.5 suoraan derivaattafunk-
tion méadritelmaa kdyttden.
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Mallitehtava B.5 Johda osamédédrdan derivoimiskaava erotusosamddrdn raja-arvoa
kayttden.

Derivaattafunktion méaéaritelméan nojalla:

Sl +k) - f(x)
p :

f(x) = lim

Olkoon nyt f(x) = %, jolloin méadritelmdn nojalla saadaan

glx+k)  g(x)
h(x+k) h(x)
k
UHOR()  g()h(xr+k)
hx+h(x) — h(oOh(x+k)

fx) = lim

= lim a)
k—0 k

. 8l + k)h(x) = g(x)h(x + k)

=1im HeOh(x + Kk b)

~ lim g(x + k)h(x) — g(x)h(x + k) + g(x)h(x) — g(x)h(x) 0

T 50 h(x)h(x + k)k

o (8l + k) = g(0)h(x) — g(x)(h(x + k) — h(x))

= |im h(x + DIk 9)

g(x+k)—g(x) _ h(x+k)—h(x)

P h(x) — g(x)=——— 0
k—0 h(x + k)h(x)

B limk_)() g(x+k;—g(x)h (X) _ g(x) limk_)() h(x+k]1—h(x)

B limy 0 h(x + k)h(x) f)

_ 8/ ()h(x) = g0k’ (x) )

- I(x)? §

Tama vastaa lauseen B.3 osamaarafunktion derivoimiskaavaa.
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Pohdinta B.6 Selitd sanallisesti parille, mitd missdkin mallitehtdvdn B.5 vailivai-
heessa a) - g) on tehty.

Pohdinta B.7 Olkoon

e Mitd derivoimiskaavoja tarvitset funktion f(x) derivoimiseen?
e Miké on funktion derivaatta?

o Tutkiessasi funktion kulkua, tarvitseeko sinun tutkia molempien, sekd nimit-
tdjdn, ettd osoittajan merkkia?
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B.1

Harjoitustehtavait:

. Derivoi funktio f(x) = £52.
. Derivoi funktio f(x) = (x* + x)(x?)"".

. Derivoi funktio f(x) = sty

cos(x)

Maédrita funktion f(x) = m suurin ja pienin arvo reaalilukujen joukossa.
Milld argumentin arvoilla ndima saadaan? K01/6

. Erdaan viruksen ilmaantuvuutta mallinnettaessa havaittiin sen noudattavan liki-

main funktiota f(t) = % + 1, misséa t kuvaa aikaa kuukausina ensimmaisesta
havaitusta tartunnasta. Myohemmin havaittiin mallin olevan toimiva kahdeksan
kuukautta ensimmadisestd tartunnasta.

Mika oli kyseisen mallin mukaan suurin viruksen ilmaantuvuus, ja milloin se

todettiin?
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C Rationaalifunktiot ja sovelluksia

Rationaalifunktiot ovat tulleet tutuksi jo kurssilla MAA2. Nyt tutustumme lisdksi
rationaalifunktioiden derivaattaan.

Edellisessé kappaleessa kasittelimme osaméaran derivaattaa, ja funktiot joita tuolloin
derivoimme, olivat tarkemmin ajatellen rationaalifunktioita. Rationaalifunktiohan oli
funktio, joka koostuu kahden polynomin osaméarasta.

Pohditaan tdssd kappaleessa rationaalifunktioita, ja niiden derivaattaa hiukan ylei-
semmin, kun edellisessd kappaleessa keskityimme siihen, kuinka téllaisia funktioita
voidaan derivoida.

Pohdinta C.1 Olkoon

Madéritd funktion f(x) derivaatta pisteessd x = 0, kdyttden erotusosaméddran raja-
arvoa.

Pohdinta C.2 Olkoon 222 + 2% — 2)
s IGE R R =
f® ==

Mitd pystyt kertomaan funktiosta derivaatan f’(x) perusteella? Voit kayttdad poh-
dinnassasi apuna geogebraa.
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Mallitehtava C.3
Tutkitaan yksinkertaisen esimerkin kautta, kuinka derivaatan merkki muodostuu,

mikali derivaatta koostuu useista tekijoista.

h(x)g(x)
i(x)

Olkoon erddn funktion f(x) derivaatta f’(x) muotoa , missa

h(x) = x—4, g(x) = xja i(x) = (x — 2)*

Tutki merkkikaavion avulla, milloin funktio on kasvava ja milloin vdheneva.

Ratkaisu:
Funktioiden kuvaajat on piirrettynd geogebralla seuraavassa kuvassa:

7

(@ —2)?

4

Merkkikaaviota varten tarvitsemme nyt sekd osoittajan, ettd nimittdjan nollakoh-
dat. Tutkitaan ensin osoittajaa.

Tulon nollasdadannolld derivaatan osoittaja /1(x)g(x) = 0 jos h(x) = 0 tai g(x) = 0. Eli
x—4=0=>x=4 tai x=0.

Téaten osoittajan nollakohdat ovat 0 ja 4.
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Merkkikaaviota varten tarvitsemme vield nimittdjan nollakohdan, jotta voimme
padtelld myos nimittdjan merkit:

(x-2P=0&ex=2.

Nyt saamme muodostettua merkkikaavion edelld maééritettyjen nollakohtien ja
geogebralla hahmotettujen kuvaajien nojalla.

Derivaatan merkkikaavio:

0 2 4
h(x) - — — +
gx) - + + +
i(x) + + + +
) + = = ¥
fx) / N N /
p.max* p.min**

* paikallinen maksimi
** paikallinen minimi

Nyt derivaatan merkkikaaviosta ndhdddn funktion olevan aidosti kasvava, kun
x < 0 tai x > 4. Funktio on puolestaan aidosti vahenevd, kun 0 < x <2tai2 < x < 4.
Pisteessd x = 2 funktiota ei ole mééritelty.

Huomautus C.4 Edellisessd mallitehtdvassd derivaatan koostuessa useammasta te-
kijastd, voimme pohtia kunkin tekijan merkkid erikseen, ja koota ndistd derivaatan
merkin. Derivaatta on negatiivinen mikali tekijoissd on pariton mddra miinuksia, ja
positiivinen jos miinuksia on parillinen méaara.

Pohdinta C.5 Muodosta sellainen derivaattafunktio f’(x), ettd vastaavalle funktiolle
f(x) patee kaikki seuraavat ehdot. Voit kdyttda apuna geogebraa.

e Funktion f(x) nimittdjan nollakohta on 0.
e Funktio f(x) vaihtuu aidosti vihenevasta aidosti kasvavaksi, kun x = 3.

e Derivaattafunktion osoittaja on toisen asteen polynomi.

¢ )=}
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Pohdinta C.6 Yhdista oikeat parit. Huomaa, ettd kirjaimin a) - g) merkityttyja deri-
vaattafunktioita on kaksi ylimaardista.

I (x) — &' ()h(x)

1. Tulon derivoimiskaava a) f'(x) = e
3 7 2 _ 7
2. Osamaédran derivoimiskaava b) f/(x) = A xf " 1x +

3. Aidosti monotonista funktiota vastaava derivaatta c) f'(x) = g’ (x)h(x) + g(x)h’(x)

4. Derivaatta, joka vastaa funktiota, jolle kohtaan

—2x3
x = 1 piirretyn tangentin kulmakerroin on 7 d)f'(x) = ﬁ
> +2
5. Funktion f(x) = xxt 1x derivaatta e) f'(x)=3
2x% - 3x* -2

D@ =t

o & (h(x) — g()N (%)
g f(x) = n?
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C1

Harjoitustehtavait:

. Derivoi funktio f(x) = &tk

x+4

. Derivoi funktio f(x) = (x* + 3x)(2x> + x) 1.

. Médéritd funktion f(x) = g dariarvokohdat.

Etsi jokin ympyrélierion mallinen esine ja laske sen pinta-ala seka tilavuus. Tutki
onko lierion valmistamiseen kdytettdvan materiaalin pinta-ala optimoitu. Toisin
sanoen, voiko tilavuudeltaan yhtéd suuren lieridn valmistaa vahemmallda materi-
aalilla? Paljonko tarvittaisiin materiaalia vahimmilldan lierioon, jolla olisi vastaa-
va tilavuus?

Vinkki: V = nur?h.

. Suoran ympyrédkartion pohjan sidde on R ja korkeus H = 3R. Kartion sisddn on

asetettuna suora ympyrélierio, jonka akseli on kartion akselin osa. Mdéritd lierion
pohjan sdde r, siten, ettd lierion vaipan ja pohjien alojen summa on mahdollisim-
man suuri. K82/7a
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D Opettajan opas

D.1 Ajankaytto

Téassd teoksessa esitettdvit kolme kappaletta on suunniteltu siten, ettd ne pidetdan kol-
men 75 minuutin oppitunnin aikana, mutta mahdollista on myds pitdd opetus 45 mi-
nuutin oppitunneilla. Tdlloin kdyttoon on ajateltu 5 oppituntia, joista tulon ja osaméa-
ran derivaattaan molempiin kdytetddn 2 oppituntia ja rationaalifunktion derivaattaan
ja sovelluksiin yksi.

Aihe 45" | 75
Tulon derivaatta
Osamdidran derivaatta
Rationaalifunktion derivaatta

NN
UG Y

D.2 Tulon derivaatta

Pohdintatehtdva A.1

Johdatteluna tulon derivaattaan on pohdintatehtdvé, jossa pyritddn tuomaan heti esille
yleinen virhe laskettaessa tulon derivaattaa. Tarkoituksena on saada oppilas muokkaa-
maan polynomi perusmuotoon, ja derivoimaan kdyttden polynomien derivoimissaan-
tod aiemmin oppimaansa teoriaa kdyttden. Ratkaisuna oppilaan tulisi saada pohdinta-
tehtdvan ratkaisusta poikkeava derivaattafunktio, jolloin siirrytddan pohtimaan kahden
erilaisen ratkaisutavan oikeellisuutta. Tavoitteena on saada oppilas huomaamaan, ettei
tulofunktiota voi ldhted derivoimaan pelkéstdan tulon tekijoita derivoimalla. Tarkeda
taman tehtdvan kohdalla on korostaa toisen ratkaisun virheellisyyttd, ettei opiskelijalle
jaa vaarad mielikuvaa, ettd tuloa voisi derivoida tekijoittadin.

Pohdintatehtiva A.2
Oikea jdrjestys

1. C
2. B
3.D
4. A

e Vaiheessa C on kirjoitettu, mitd saadaan kun sijoitetaan tulofunktio derivaatan
madritelmén erotusosaméaaradn raja-arvoon.

e Vaiheessa B on yhtdlostd lisdtty ja vahennetty termi g(x)h(x +k). Tama on sallittua,
koska g(x)h(x + k) — g(x)h(x + k) = 0.

e Vaiheessa D on jdrjestelty termejd, ottamalla yhteisid tekijoitd. My0s raja-arvon
laskusddntoja on kaytetty.
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e Vaiheessa A edellinen vaihe on sievennetty derivaatan madritelman mukaisesti.

Pohdintatehtava A.4

Molemmat ratkaisut padatyvit samaan tulokseen, ja on tehty oikein. Pohdinnan tarkoi-
tuksena on saada opiskelijat sanallistamaan ratkaisuja siten, ettd he osaavat selittdd
suullisesti mitd ratkaisussa tapahtuu. Samalla matemaattinen osaaminen korostuu kun
heidédn on perusteltava matemaattiset vaiheet ratkaisuissa.

D.3 Osamaaran derivaatta

Pohdintatehtdva B.1 Kappale alkaa tehtdvalld, jossa pohjustetaan seuraavaa tehtavaa
varten negatiivisen potenssin derivointi.
Johtaminen kokonaisuudessaan (merkityt (*) vdlivaiheet opiskelijan tdydennettdva):

Sl +h) - f(x)
h

f'(x) =lim
1

_1
x+h X

* = lim
h—0 h
X __ _ _x+h

— lim x(x+h) x(x+h)

h—0 h
x—(x+h)

. x(x+h)
* = %Zlm

—0 h

b e )

il i B

-1
_F'

Pohdintatehtivi B.2

Tehtdvian tarkoituksena on, ettd oppilas johtaa osaméérdn derivoimiskaavan manipu-
loimalla tulon derivoimiskaavaa. Tehtdvéssd paddstdan hydodyntaméaan myos kurssilla
aiemmin opittua yhdistetyn funktion derivaattaa.

Todistus. Olkoon f(x) = g(x)h~'(x). Nyt tulon ja yhdistetyn funktion derivoimissdanto-
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jen nojalla

(%) = ¢ ()h(x)™" + g(x)(=h(x) ™)K (x)
= ¢'(0h(x)" = g()h(x) K (x)
_ &) g (x)
~ h(») h(x)?
_ g (h(x) gl (x)
h(x)? h(x)?
_ g/()h(x) = g(x)h'(x)
- h(x)?

Pohdintatehtava B.6

Tehtdvdssa on tarkoituksena toimia pareittain siten, ettd oppilaat selittdvat toisilleen
aina jokatoisen kohdan. On hyvd myo6s kannustaa oppilasta, joka ei ole selitysvuorossa,
pohtimaan kriittisesti parin selitystd, ja mahdollisesti haastamaan tdtd, mikéli on jossain
kohtaa eri mieltd siitd, mitd laskussa on tehty.

Vastaukset tehtivaan B.6 ovat:

a) Osoittajan nimittdjat on lavennettu samannimisiksi.

b) Sievennetty lauseke yhdeksi osamaaréksi.

c) Vahennetty ja lisatty osoittajaan termi g(x)h(x).

d) Otettu yhteiset tekijdt /i(x) ja g(x).

e) Siirretty nimittdjastd k, osoittajan nimittdjadn molempiin osoittajan termeihin.

f) Kaytetty raja-arvon laskusdantdjd, ja siirretty raja-arvo jokaiseen termiin osoittajassa
ja nimittdjassa.

g) Laskettu raja-arvot ja sievennetty.

Pohdintatehtiva B.7
Vastaukset tehtavaan:

- Derivointiin tarvitaan trigonometristen funktioiden, yhdistetyn funktion ja osamaa-
rén derivoimiskaavaa.

- Funktion derivaatta on

sin(x)(2x cos(x) — sin(x))

[ =

x2

- Kéytettdessd osaméddrdn derivoimiskaavaa nimittdjan merkki on osamééran derivaa-
tassa aina positiivinen, johtuen toisesta potenssista, joten silld ei ole merkitystd. Taten
riittdd tutkia osoittajan merkkid. Nimittdjan merkilld kuitenkin voi olla merkitystd,
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mikali nimittdjan muuttaa negatiivisen potenssin avulla osoittajaan, tai sieventdd deri-
vaattafunktiota ennen merkin tutkimista.

D.4 Rationaalifunktiot

Pohdintatehtava C.1
Ratkaisu tehtdavaan:

. f(x) = £(0)
£(0) = lim L8 /O
-0 x-=0
x+2 _ (2:0+42)
— lim x2+2 02+2
x—0 X — O
2x+2
— lj_m x2+2 - 1
x—0 X
2x4+2-x2-2
— lim x2+2
x—0 X
—x242x
— lim 22
x—0 X
y —x% + 2x
=1m —,-
x—0 x(x2 + 2)
.o—x+2
= lim
x—0 X2+ 2
_—0+2
0242
=1.

Pohdintatehtivi C.2
Apukysymyksind voi kdyttda esimerkiksi seuraavia:

¢ Milloin funktio on kasvava, ja milloin vdheneva?

e Montako dariarvokohtaa funktiolla on?

Tehtdvda voi jatkaa hyvinkin pitkidlle, muun muassa pohtimalla voidaanko ainoastaan
derivaatasta paatelld, kuinka funktio kdyttaytyy ddarettomyydessa.

Integroimalla derivaatta saadaan funktioksi f(x) = 2:;:;) + C.

Pohdintatehtavi C.5
Annettujen ehtojen kautta pddsee etenemddn esimerkiksi seuraavasti:

e Funktion on oltava rationaalifunktio, jonka nimittdjan nollakohdat ovat x = 0.

e Funktion derivaatan nollakohta on x = 3.

32



e Derivaatan tdytyy toteuttaa ehto f'(6) = 3
Mahdollisia vinkkeja derivaattafunktion luomiseen:

e Derivaatan merkkiin vaikuttaa ainoastaan osoittajan merkki (B.7).
e Derivaatan nimittdja on funktion nimitt&ja toiseen.

e Osoittajaa kannattaa ldhted muodostamaan yksinkertaisen toisen asteen polyno-
min pohjalta, kuten ax? + c.

e Derivaatta kulkee pisteiden (0, 3 ja (6, %) kautta.

J Yhtéiléparia muodostettaessa derivaattafunktiota kannattaa kdyttdda muodossa

f (x) ux +C.

Téahén tehtdvdan on paljon oikeita vastauksia, yksi mahdollinen derivaattafunktio on

f/(x) = 2518 johon paastaan derivoimalla funktio f(x) = 258,

Pohdintatehtiava C.6
Oikeat vastaukset:
1.¢0)

2.8)

3.e)

4.Db)

5. f)

Ylimddrdisiksi siis jadvat a) ja d).
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E Harjoitustehtivien vastaukset

A.1 Tulon derivaatta

1. Suurin arvo on 36 ja pienin -12.
cos?(x) — sin®(x)
2(x — 2x?) cos(x) + 2(1 — 4x) sin(x)

Lyhyempi sivu 25 m ja rannan suuntainen pidempi sivu 50 m.

A N

Lipun hinta 33 e, jolloin tuotto nousisi 5290 e.

B.1 Osamiiran derivaatta

1 f/(x) = =2
2. f'(x) = —%.

3. f’(X) = coslz(x)

4. Suurin arvo 5, kun x = i+ nm, n € Z.
Pienin arvo on %, kun x =nmn,n € Z.

5. Ilmaantuvuus suurimmillaan noin 3,8 miké saavutettiin noin 1,2 kuukauden ku-
luttua ensimmaista tartunnasta.

C.1 Rationaalifunktion derivaatta

4(3x3+18x2+4
1. fr(x) = Lot

_9y2_
2. f(x) = 2z

3. Paikallinen minimikohta 0 ja paikallinen maksimikohta 12.

4. Vastaus riippuu valitsemastasi lieriosta.
Pinta-alan funktioksi saadaan lieridlle A(r) = 2mtr? + 2mrh.

5. r=3R
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