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1 Johdanto

Sudoku on 2000-luvulla suosioon noussut paattelypeli, joka on nelion muo-
toinen yhdekséan laatikkoon jaettu ruudukko. Jokainen laatikko koostuu yh-
deksésta ruudusta ja jokaiseen sudoku-ruudukon laatikkoon, riviin ja sarak-
keeseen tulee saada luvut 1,2, ..., 9.

Sudokun juuret ylettyy aina 1700-luvulle matemaatikon Leonhard Eulerin
kehittdmiin latinalaisiin neliéihin. Latinalaisen nelion jokaiselle riville ja sa-
rakkeelle tulee saada luvut 1, 2, ...,9. Téaten sudokut ovatkin latinalaisten ne-
lididen erikoistapauksia. Sudokun kaltaisia ongelmia julkaistiin ensimmaéisené
ranskalaisessa sanomalehdessa jo 1900-luvulla. Ensimmaéiset sudokut kuiten-
kin julkaistiin vasta 1970-luvulla nimella Number Place, Dell Magazines leh-
dessé yhdysvalloissa, kun Howard Garnes lisdsi latinalaiseen nelioon laatikko
vaatimuksen. |9

Japanissa vuonna 1984 Nikoli-yhtio julkaisi paattelypelin nimelld sudoku,
joka sai nimensé japaninkielisestd sanonnasta "Suuji wa dokushin ni kagi-
ru", joka tarkoittaa, ettd numeroiden tulee olla yksittaisid. Sudokujen suosio
rajahti japanissa, silld japaninkieliset aakkoset eivat sovellu sanaristikoihin.
Sudokut nousivat suosiossa muuallakin maailmassa 2000-luvulla, kun uusi-
seelantilainen Wayne Gould kehitti ensimmaéisend tietokoneohjelman, jonka
avulla pystyttiin luomaan sudokuja nopeasti. |9

Téssé tyossa tutustutaan sudokun lisidksi shidokuun ja rodokuun, jotka omaa-
vat sudokun sdannot, mutta ovat kooltaan pienempiéa. Lasketaan kuinka mon-
ta sudokua, shidokua ja rodokua on olemassa ja kuinka moni niista on ekviva-
lentisti erilaisia keskenaén. Tata varten tarvitsemme ryhméteoriaa ja Burn-
siden Lemmaa. Tutustutaan myos erilaisiin algoritmeihin, joiden avulla su-
dokuja voidaan ratkaista.

Sudokujen lukuméiriksi saatiin 6670903752021072936960 ~ 6,671-102! kap-
paletta ja ekvivalentisti eroavia sudokuja saatiin 5472730538 kappaletta. Shi-
dokujen lukumaéariksi saatiin 288 kappaletta ja ekvivalentisti eroavia shido-
kuja saatiin 2 kappaletta. Rodokujen lukumaééraksi saatiin 28200960 kappa-
letta.



2 Terminologiaa

Mairitelméa 2.1. Latinalainen nelid, on n? x n? ruudukko, jossa jokaiselle
riville ja sarakkeelle tulee saada joukon {1,2,...,n?} alkiot tdsmélleen kerran.
3]

Maaritelma 2.2. Kokoa n? x n? olevan latinalaisen nelién aste on n.

Esimerkki 2.3. Astetta 3 oleva latinalainen nelio.

1]2]3l4[5]6]7][8]9
alslel7!s8lol1]2]3
71slol 123456
o34l s]e6l7]8]0]1
slel7ls8lol1]2]3]4
slol1l213als]6]7
3(4(5/6|7|8|9]1]2
6| 7(8lol1]2]3]als
aol1f2]3]als]6]|7]s

Maaritelma 2.4. Sudoku on astetta 3 oleva latinalainen nelio, jolla on liséksi
yhdeksén laatikkoa (eng. box), joiden sisdlle pitaa saada joukon {1,2,...,9}
alkiot tdsmélleen kerran.

Sudokun rivit, sarakkeet ja laatikot numeroidaan vasemmasta yldreunasta
alkaen numeroilla 1,2, ...,9, jotta niihin on helpompi viitata. Esimerkiksi oi-
keassa ylareunassa olevaan laatikkoon viitataan merkinnalla Ls.

Maaritelma 2.5. Laatikot koostuvat kolmesta minirivista ja kolmesta mi-
nisarakkeesta.

Maaritelma 2.6. Kolme vierekkéisté laatikkoa muodostaa nipun (eng.band)
ja kolme alekkaista laatikkoa muodostaa pinon (eng.stack). Nippujen ja pi-
nojen lukumaéra on sama, kuin sudokun aste.

3



Esimerkki 2.7. 9 x 9 Sudoku.

Oo|lo|wlw|ci|o]l | |-
— Nk |lo|lo]w]|loo]| o]
N o |l N ke ]lo]lo | w
wl ool |-~ ]| &
A= lwl ool ]| o] o
gl |lolel—mr|w|lw|l oo
o |lw|lolv|o|ow]| ]| — |~
NG|k —,r|lo|lw|lo]luv|o ]| o
||| e~ w]|©

Maéritelmé 2.8. Sudoku koostuu 81:sté solusta (eng.cell), joihin kuhunkin
tulee yksi alkio. Sudokun soluihin viitatessa ilmoitetaan solun rivin nume-
ro ja sarakkeen numero. Rivilld ¢ ja sarakkeella j olevaan soluun viitataan
merkinnalld c(i, j).|4]

Maaritelma 2.9. Sudokussa jo valmiiksi annettuja numeroita kutsutaan
vihjeiksi.

Maaritelma 2.10. Sudokun soluun varmasti tulevaa numeroa kutsutaan
pakollisekst numeroksi. Mikali ei tiedetéd, mikd numero soluun tulee, niin sil-
loin silla on useampi kandidaatti, eli mahdollinen numero. Solun kandidaatit
voidaan merkita soluun pienilld numeroilla



Esimerkki 2.11. Sudoku, jonka soluihin on merkitty kaikki kandidaatit.

1 1 1 1 1
7 56245 34 [ 5 5 5
9 g 9 g g g 9
1 1 1 1 2
5B 5B 5B 5 5 64 5 3
g 78 9,7 8 g 9 7 8
ERR! 3 1 1 1
4 5 5 9 2 4 5 4 5 6 5
g 7 8 g 7 8 7 8
2 3 3 3 2 3 2
s s 7 4 i+ 9 5 1 6
g g g
2 31 2 31 3 3 2 2 3 2 3 2 3 2
4 5 & 6 4 5 & 4 5 4 5 5 &
9 9 7 8 7 8 g 7 8 7 8 7 8
2 3 3 2 3 2 3 2
4 5 845 6 14 5 9 5
2 3 ER B! 3 2 2 31 2
5 4 5 5 5 7 6 5 5
9 g 9 g g g
2 3 3 2 2 3 2 3 2 3 2
1 b845 4 5 4 5 5 5
9 9 917 7 7
2 3 2 3 ER B! 3 1 2 3 2 3
5 5 5 5 6 9 5 4
7 g g 7 8




3 Sudokusymmetriaa

Maaritelma 3.1. Kaksi sudokua ovat ekvivalentteja, jos toinen sudokuis-
ta voidaan muuttaa toiseksi kayttamalla jotakin maaritelméan 3.2 mukaista
symmetriaa tai symmetrioiden yhdistelmaa.

Maaritelma 3.2. Seuraavia toimintoja kutsutaan sudokun symmetrioiksi.
Symmetriat jaetaan seitsemédn erilliseen kategoriaan. Jokaisen toiminnon
jéalkeen, jokaisessa rivissd, sarakkeessa ja laatikossa on yhd numerot 1,2,...,9
tasmalleen kerran.

1. Numeroiden vaihtaminen toisikseen,

2. Pinojen paikkojen vaihtaminen,

3, Nippujen paikkojen vaihtaminen,

4. Pinon sarakkeiden paikkojen vaihtaminen,
5. Nipun rivien paikkojen vaihtaminen,

6. Miké tahansa kierto,

7. Mika tahansa heijastus sudokon jonkin akselin suhteen.

Ratkaistusta sudokusta saadaan ekvivalentteja sudokuja vaihtamalla sudo-
kun numeroita toisikseen. Tétéa kutsutaan uudelleen numeroinniksi. Esimer-
kiksi vaihtamalla kaikkien numeroiden 1 ja 5 paikkaa saadaan aikaiseksi uusi
sudoku. Uudelleen numerointia voidaan jatkaa kunnes kaikki numerot on uu-
delleen numeroitu. Koska sudokussa on 9 eri numeroa, niin tehtéessa uudel-
leen numerointia ensimmaéinen numero voidaan muuttaa 8 eri numeroksi tai
se voidaan pitad samana. T&ll6in ensimméiselld numerolla on 9 eri mahdol-
lista vaihtoehtoa. Toisella numerolla on enda 8 eri vaihtoehtoa joista valita ja
vastaavasti kolmannella numerolla on enéa 7 eri vaihtoehtoa. Yhdestéa sudo-
kusta saadaan siis uudelleen numeroimalla yhteensd 9! = 9-8-...- 1 = 362880
ckvivalenttia sudokua (mukaan on laskettu myos alkuperdinen sudoku).

Esimerkki 3.3. Pinojen, pinon sarakkeiden sekd nippujen ja nipun rivien
paikkojen vaihtamisella saadaan aikaiseksi ekvivalentteja sudokuja. Aloite-
taan alla olevalla sudokulla.
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Vaihtamalla sarakkeiden 1 ja 2 sekd 5 ja 6 paikkoja keskenddn saadan aikai-

seksi alla oleva ekvivalentti sudoku.




Vaihtamalla vielé toisen ja kolmannen nipun paikkaa saadaan aikaiseksi alla
oleva sudoku, joka on ekvivalentti alkuperiisen sudokun kanssa.

O | Y | W]l | J|+&=]0C| Ot |
TN I DN ]O || W=

R | N =N |0 | CT]O | O | W

DO | CO | O] W | O | S|~ | |+

> | P | J] | DD |0 WwW | O D

W O | D= |~ ]| oo | ot

TN |0 WO >~

SH W O N ||~ ]0Ot] DN | 0o
N ||~ ]| DDD]|O| W| O

Sudokun kierto- ja heijastus-operaatiot voidaan ajatella vastaavan nelion
symmetrioiksi, silld nelidlle voidaan tehdd samanlaisia kierto- ja heijastus-
operaatioita, niin ettd se pysyy muuttumattomana. Alla olevalla neliclld on
kahdeksan erilaista symmetriaa.|15]

1. roty : kierretdédn neliota 0 astetta,



2. roty : kierretddn nelictd 90 astetta myotapaivadn,
3, roty : kierretddn neliota 180 astetta myotapaivadn,
4. rots : kierretdan neliota 90 astetta vastapaivadn,
5. ref1 : heijastus vaaka-akselin suhteen,

6. refy : heijastus pystyakselin suhteen,

7. refs : heijastus vasemman yldkulman ja oikean alakulman kautta kul-
kevan diagonaaliakselin suhteen,

8. refy : heijastus oikean yldkulman ja vasemman alakulman kautta kul-
kevan diagonaaliakselin suhteen.

Huomataan, ettd tekemalld rot; ja sitten refy; paadytdan samaan lopputu-
lokseen kuin tekemaélld ref;. Vastaavasti voidaan valita mitkd tahansa kaksi
symmetriaa ja tekemélld ensin toisen niisté ja sitten toisen paadytaédn aina
samaan tilanteeseen kuin jollain toisella listan symmetrialla.

Maaritelma 3.4. Olkoon G kierto- ja heijastussymmetriaoperaatioiden jouk-
ko. Symmetriaoperaatiot muodostavat ryhmén G mikéli seuraavat kolme eh-
toa toteutuvat:

1. Jos ¢ jao e G, niin poo € G.

2. On olemassa identiteettioperaatio id € G, jolle p oid = ido ¢ = ¢
kaikille ¢ € G.

3. Jos ¢ € G, niin ¢! € G.

Lause 3.5. Nelion kierto- ja heijastussymmetriaoperaatioiden joukko G muo-
dostaa ryhman G.

Todistus. Tarkistetaan maaritelman 3.4 mukaiset vaatimukset.

1. Ryhmaétaulusta helposti ndhdéaén, ettd jos ¢ ja o € G, niin p oo € G.



o roty roty roty rots refi refy refs ref,
roty | roty roty roty rots refi refy refs refy
rot; | roty roty rotz roty refs refy refs refi
roty | roty rots roty roty refy refy refy refs
rots | rots roty roty rotys refy refs refi refs
refi | refi refs refy refy roty roty roty rots
refy | refy refy refy refs rotg roty rot;y rots
refs | refs refs refy refi roty rots roty roty
refs | refs refi refs refs rot;y roty rotz rot

2. Identiteettioperaatio id = roty € G.
3. Jokaiselle operaatiolle 16ytyy joukosta G kiddnteisoperaatio :

roty o rots = roty,
roty o roty = roty,
refi oref; = roty,
refs o refo = roty,
refs orefs = roty,
refyorefy = roty.

]

Olkoon G heijastus- ja kiertosymmetrioiden muodostama ryhma neliélle, jon-
ka kérkipisteet ovat véritetty joko punaisella tai siniselld varilla. Jos ¢ € G,
niin ¢ on symmetriaoperaatio, joka vaikuttaa nelion véritykseen. Jos ¢ on
nelién véritys, niin ¢(c) on nelién véritys sen jilkeen kun operaatio ¢ on
suoritettu. Sanotaan, ettd G vaikuttaa (eng. acts on) erilaisten véritysten

joukkoon C'.[18]

Esimerkki 3.6. Olkoon symmetriaoperaatio ¢ 90 asteen kierto myotapai-
vadn ja symmetriaoperaatio o heijastus vaaka-akselin suhteen. Tehd&an ope-
raatiot ¢ ja o alla olevalle neliolle.

O — o—
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Jos véritykseen c vaikutetaan kaikilla ryhmén G symmetriaoperaatioilla, niin
saadaan aikaiseksi kaikki sellaiset varitykset, joita pidetdan vérityksen c kans-
sa ekvivalentteina. Merkinnélla ¢; ~ ¢y tarkoitetaan, etté varitykset c¢; ja co
ovat keskenéddn ekvivalentteja.

Maaritelma 3.7. Keskenédn ekvivalentit varitykset muodostavat joukon jo-
ta kutsutaan radaksi (eng. orbit). Ratojen lukumé&éra on sama kuin toisistaan
ekvivalentisti eroavien varitysten lukuméérd. Sudokun tapauksessa ratojen
lukumééra on yhtéd suuri kuin toisistaan eroavien sudokujen lukumééra.[18]

Selvitetdan nelidlle, jonka kulmat ovat varitetty joko siniselld tai punaisel-
la varilld, erilaisten ratojen lukumaéérd Burnsiden lemman avulla. Burnsiden
lemmaa varten tarvitsemme kuitenkin vield useamman lemman apua.

Olkoon ¢ nelién véritys ja [c] on rata, johon kuuluu kaikki vérityksen ¢ kans-
sa ekvivalentit véritykset. Olkoon G(¢) symmetriaoperaatioiden joukko, jotka
kiinnittavit vérityksen c, eli sellaiset operaatiot, joille ¢(c) = c.

Lause 3.8. Joukko G(c) muodostaa symmetriaoperaatioiden ryhmdn.

Todistus. Tarkistetaan maaritelméan 3.4 mukaiset vaatimukset.

1. Jos ¢, 0 molemmat kiinnittavét vérityksen ¢, niin ¢(o(c)) = ¢(c) = ¢,
eli ¢ o o kiinnittaa vérityksen ¢ ja siten ¢ o o € G(c).

2. Identiteettioperaatio 7ot kiinnittda kaikki véritykset, joten roty € G(c).
3. Jos ¢(c) = ¢, niin ¢~1(c) = ¢~ H(P(c)) = roto(c) = ¢, jolloin kiiéinteiso-

peraatio ¢! € G(c).

Seuraus 3.9. Ryhmd G(c) on ryhmdn G aliryhmd.

Lemma 3.10. Nyt
G| = [d]-1G(c)].

Todistus. Olkoon ¢ ja o € G ja méadritellddn relaatio (~) siten, ettd ¢ ~ o,
jos 071 o ¢ € G(c). Osoitetaan, etti relaatio (~) on ekvivalenssirelaatio.

1. Nyt 07! oo =id € G(c). Niin ollen o ~ o, jolloin relaatio on reflek-
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siivinen.

2. Jos ¢ ~ o, niin 07! o ¢ € G(c). Talloin (671 o)™ € G(c) ja (671 0 p)~!
= ¢ 1oo € Gc), joten 0 ~ ¢ ja relaatio on symmetrinen.

3. Jos ¢ ~ o ja o~ 7, niin silloin 07t o ¢ € G(c) jaT oo € G(c),
joten (17 o) o (07" 0 ¢) € G(c). Koska (171 oa)o (07 0og) =7"10¢
eli ¢ ~ 7, niin relaatio on transitiivinen.

Symmetriaoperaation ¢ € G muodostama ekvivalenssiluokka

(9] ={ocCGlo~ o}
={oceG|ptoocCG(c)}
={oceG|oe¢G(c)}
= ¢G(c).

Jokainen ekvivalenssi luokka on yhté suuri kuin G(c), sillé dérellisen ryhmén
sivuluokille pétee

[9]] = [6G(e)| = [G(e)].

Lopuksi osoitetaan, ettéd toisistaan eroavien ekvivalenssiluokkien lukuméa-
rd on |[c]|. Olkoon ekvivalenssiluokkien joukko E. Maéritelldén kuvaus g :
[c] = E ja osoitetaan, ettd g on bijektio. Olkoon d € [¢], jolloin d = o(c),
jollekin o € G.

Madéritelladan talloin kuvaus g seuraavasti: g(d) = [o].

Niytetddn ensin, ettd g on hyvin médritelty. Jos d = o1(c) = 03(c), niin
o, ooy(c) = ¢, joten oy ~ 73 ja [01] = [02]. Niin ollen g on hyvin médritelty.

Seuraavaksi, olkoon ¢(dy) = g(d2). Talloin jos di = o1(c) ja dy = 09(c),
niin [o] = [03] eli oy ~ 09, jolloinka 0, 0 01 € G(c) eli 0, 0 71(c) = ¢ ja

siten o1(c) = 03(c) ja di = dy. Téten g on injektio.

Osoitetaan vield, ettd kuvaus on surjektio. Olkoon nyt [o] € E. Télloin
o(c)=d e Cjad e [¢]. Télloin g(d) = [o]. Taten g on surjektio.

12



N4&in ollen

i Gl
el = 11 = 57
ja siten
G ()] - [[d]| = |G-

[
Lemma 3.11. Jos vdritykset ¢ ja d ovat ekvivalentit, niin |G(c)| = |G(d)|.

Todistus. Kun véritykset ¢ ja d ovat ekvivalentit, niin [¢] = [d], eli

|G Gl

eli
|G(o)] = |G(d)].
O

Maaritelma 3.12. Symmetriaoperaatioiden ryhmé G vaikuttaa nelion véri-
tykseen. Talloin véritykset ¢ € C, joille o(c¢) = ¢ muodostavat joukon fiz(o).

Lause 3.13 (Burnsiden Lemma). Jos G vaikuttaa kuvion vdritykseen, niin
erilaisten vdaritysten lukumddrd on

@z fiz(o)].

oceG

Todistus. Olkoon C' kaikkien véritysten muodostama joukko, ja olkoon A
ratojen joukko. Olkoon liséksi ¢, co, ..., ¢ lista vérityksisté, jotka kuuluvat
kukin omaan rataan [ci], [co], ..., [cx]. Lasketaan summa . |G(c)|.




k k
=> |G =G> 1
=1 =1

— |Gk = GI[Al
N4iin ollen
Al = Z |G(c)
cEC

Tatsa hieman muokkaamalla saadaan

2_160@I=3, > 1

ceC ceC oeG(c)

DIDNE

o€G cefiz(o)

= | fix(o)

ceG

Al = Z | fiz(o

JEG

Téaten siis

]

Burnsiden lemman nojalla, varitykseltdan ekvivalentisti erilaisten nelididen
lukumééré |A| saadaan selville laskemalla jokaiselle symmetrialle muuttumat-
tomina pysyvit varitykset |fixz(o)|, laskemalla ndiden summa ) . |fiz(o]|
ja jakamalla se symmetrioiden lukuméérilla |G|. Nelion tapauksessa, jossa
kulmat ovat viritetty joko siniselld tai punaisella saadaan 2% = 16 viritettyi
neliota. Ei kuitenkaan tiedetd kuinka moni néistd on ekvivalentteja keske-
ndan ennenkuin tutkitaan nelion symmetrioita;

rotg : Kaikki 16 varitystd pysyy muuttumattomana, kun neliolle tehdaan
0 asteen kierto.

roty : Vain 2 varitystd pysyy muuttumattomana, kun nelidlle tehdaan 90
asteen kierto myotapaivaan. Kaikkien kulmien pitéaé olla joko sinisié tai pu-
naisia, jotta nelioé on véritykseltdan sama kierron jalkeen.

roty : 4 véritystd pysyy muuttumattomana, kun neliolle tehddan 180 as-

teen kierto. Vastakkaisten kulmien pitda olla saman variset keskendén.
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rots : Samalla tavalla kuin roty, 2 viritystd pysyy muuttumattomana.

refi : 4 varitysta pysyy muuttumattomana, yla- ja alareunan pitda olla sa-
man variset.

refs : 4 varitystd pysyy muuttumattomana, vasemman ja oikean reunan pi-
tdd olla saman vériset.

refs : 8 varitysta pysyy muuttumattomana, oikean yldkulman ja vasemman
alakulman pitaa olla saman vériset.

refy : 8 varitystd pysyy muuttumattomana, vasemman yldkulman ja oikean
alakulman pitda olla saman vériset.

Lasketaan eri symmetrioiden avulla muuttumattomina pysyneiden véritys-

ten summa ja jactaan se symmetrioiden lukumaaralla, eli lasketaan muuttu-

mattomina pysyneiden varitysten keskiarvo:
16+2+4+2+4+4+8+8 48

— —6.
8 8

Burnsiden lemma kertoo, etté 16 varityksesta toisistaan ekvivalenttisesti eroa-
via on 6 kappaletta. Burnsiden lemman avulla voidaan myés laskea toisistaan
ekvivalenttisesti eroavien shidokujen ja sudokujen lukuméara.

15



4 Shidokujen lukumaara

Maaritelma 4.1. Shidoku on 4 x 4 -muunnelma sudokusta, jonka jokaisel-
le riville, sarakkeelle ja laatikkoon, on saatava numerot 1,2, 3,4 tdsmélleen
kerran.

21

3
14

Lemma 4.2. Shidoku on latinalainen nelio, jonka aste on 2.

Lause 4.3. Shidoku-ruudukkoja on olemassa 288 kappaletta.

Todistus. Aloitetaan tayttdmalld shidokun ensimméinen laatikko L;. Ensim-
méinen laatikko voidaan tdyttda numeroilla 1, 2, 3, 4 yhteensd 4! = 4-3-2-1 =
24 eri tavalla.

Shidokun ensimmaéinen laatikko on jérjestetty, mikéli se on muodossa

1]?2
314

Seuraavaksi tutkitaan kuinka monella tavalla shidoku-ruudukko, jonka en-
simmainen laatikko on jarjestetyssd muodossa, voidaan ratkaista. Kun tie-
dédmme kuinka monella tavalla shidoku, jonka ensimméinen laatikko on jér-
jestetty, pystytdan ratkaisemaan, niin riittaa, ettd kerromme sen luvulla 24,
jotta saamme kaikkien shidoku-ruudukkojen lukumééran selville.[15]

Seuraavaksi taytetddn shidokun ensimmaéinen rivi ja sarake. Molemmille on
kaksi eri vaihtoehtoa eli yhteensé 2-2 = 4 vaihtoehtoa. Valitaan soluun ¢(1, 3)
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numero 3 ja soluun ¢(1,4) numero 4, seki soluun ¢(3, 1) numero 2 ja soluun
c(4, 1) numero 4. Ainoat eri vaihtoehdot olisivat, ettd numerot 3 ja 4 seké 2 ja
4 vaihtaisivat paikkoja keskendén. Nyt meidén taytyy enédéd laskea shidoku-
ruudukkojen méaré, joiden ensimmainen laatikko, rivi ja sarake on taytetty
ja kertoa niiden lukumééra luvulla 24 - 2 - 2 = 96.[15]

Shidoku, jonka ensimmaéinen laatikko, rivi ja sarake on taytetty.

112134
314
2
4

On helppoa huomata, ettd soluun ¢(3,3) taytyy tulla numero 4, silld solu
(3, 3) on laatikon L4 ainoa solu, jonne numero 4 voi tulla. Nyt soluun ¢(4, 4)
on vain kolme eri kandidaattia 1,2 ja 3. Saadaan siis kolme erilaista shidoku-
ruudukkoa, jotka kaikki saadaan valmiiksi noudattamalla shidokun saantoja.
[15]

Saadut kolme erilaista shidokua ratkaistuna.

11213

L TWIN | D

31411
21114
4132
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Kaiken kaikkiaan shidoku-ruudukoita on siis 24 -2 -2 -3 = 288. O

Lasketaan seuraavaksi toisistaan eroavien shidokujen lukumaara kiyttamal-
14 Burnsiden lemmaa. Aloitetaan shidokusta, jonka ensimméainen laatikko on
jarjestetyssd muodossa. Tatd muotoa oleva shidoku voidaan ratkaista val-
miiksi shidokuksi 2 -2 -3 = 12 eri tavalla. Nain valmiiksi saadut kaksitoista
shidokua nakyvét alla olevasta kuvasta. Jokaisesta kahdestatoista shidokusta
saadaan 4! = 24 lisda shidokuja vaihtamalla shidokun numeroita kesken&én.

1]
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1 {2134 L2134 12|43 1|2]14]3
34112 (4112 (4112 3 (4121
411123 21143 211434 41|32
213141 413121 413121 21314
E F G H
1 {2134 L {2143 1 {2134 1 (2]14] 3
314121 34121 34112 34|12
211143 21134 413121 4131211
413|112 4 13|12 21143 211134
I J K L
12134 12134 1L {2143 1 {2143
31412 314121 34121 d1412]1
213141 113112 11 3]11]2 2131 1
| 1 2 3 2 | 1|3 2 | i ! 1 | i 2

Shidokun kierto- ja heijastusoperaatiot muodostavat méaritelmén 3.4 mukai-
sen ryhmén G, jossa on kahdeksan symmetriaoperaatiota, jotka ovat:

1. roty : kierretdédn shidokua 0 astetta,

2. roty : kierretddn shidokua 90 astetta myGtapaivadn,
3, roty : kierretdédn shidokua 180 astetta myotépaivadn,
4. rots : kierretadn shidokua 90 astetta vastapaivain,
5. refi : heijastus vaaka-akselin suhteen,

6. re fo : heijastus pystyakselin suhteen,

7. refs : heijastus vasemman yldkulman ja oikean alakulman kautta kul-
kevan diagonaaliakselin suhteen,

8. refy : heijastus oikean yldkulman ja vasemman alakulman kautta kul-
kevan diagonaaliakselin suhteen.
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Lasketaan jokaiselle symmetriaoperaatiolle muuttumattomina pysyvien shi-
dokujen lukumaéaédrd uudelleen numerointi sallien. Operaatio rot, ei muuta
yhtakdan kahdestatoista shidokusta, operaatiot roty, roty ja rots, sekd ope-
raatiot ref; ja refy muuttavat kaikkia kahtatoista shidokua, eikd uudelleen
numeroinnilla paasta lahtotilanteeseen. Operaatiot refs ja refs voidaan on-
nistuneesti suorittaa shidokuille B ja K niin, ettd shidoku pysyy muuttu-
mattomana, kunhan heijastuksen jilkeen suorittaa uudelleen numeroinnin.
Shidokulle B heijastuksen jélkeen taytyy vaihtaa alkioiden 2 ja 3 paikkoja,
seka shidokulle K alkioiden 1 ja 4 paikkoja. Muille shidokuille operaatioita
refs ja ref, ei voida suorittaa niin, ettd shidoku pysyisi muuttumattomana.

Tarkastellaan shidokua B :

N W |-
=N

MNl— W
R WwIN | PB

41312

Tehdéén shidokulle B ensin operaatio refs :

 —
N Ww |

S~ WIS
N [ — | D
w | >
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Tehd&an sitten uudelleen numerointi 2 — 3,3 — 2 :

112134
31412
211143
413121

Lemman 3.13 nojalla erilaisten shidokujen lukumé&éra A on symmetrioille
muuttumattomina pysyvien shidokujen lukuméérian summa

> I fiz(o)]

ceG

jaettuna symmetrioiden lukumé&érélla |G|. Néin ollen

> oec | fiz(0)]
A=
G|

C12:2440-2440-24+0-2440-24+0-24+2-24+2-24
N 824

384

=5 =

Toisistaan ekvivalentisti eroavia shidoku-ruudukoita on siis vain kaksi kap-
paletta.
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5 Sudokujen lukumaara

Sudokujen lukuméiran ensimmaéisend laskivat Felgenhauer ja Jarvis [6], joi-
den kehittdmaé laskumenetelméad kiytetaan tassa luvussa.

5.1 Sudokun ensimmainen nippu

Aloitetaan tayttamalla sudokun ensimmaéinen laatikko L. Ensimméinen laa-
tikko voidaa tayttad yhteensa 9! = 9-8-...-1 = 362880 eri tavalla. Aivan kuten
shidokun tapauksessa, tutkimme kuinka monella tavalla sudoku, jonka ensim-
méinen laatikko on jarjestetyssd muodossa, pystytddn ratkaisemaan. Olkoon
tdma lukumaara Ny, jolloin kaikkien sudokujen lukuméara Ny = Ny - 9!

Sudoku, jonka ensimmaéinen laatikko on jarjestetyssid muodossa.

Listataan kaikki mahdolliset eri tavat tayttda sudokun ensimméinen rivi ja
jaotellaan ne kahteen eri kategoriaan. Ensimmaéisessé kategoriassa ovat rivit,
joissa laatikon Lo minirivin kaikki numerot ovat laatikon L, samalta miniri-
viltd. Kaikki muut rivit kuuluvat kategoriaan kaksi.

1. Kategoria, 2 erilaista mahdollista rivia:

{4,5,6}]{7,8, 9} {7.8,9}/{4,5,6}
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2. Kategoria, 18 erilaista mahdollista rivia:

{4,5,7}/{6,8,9}
{4,5,8}|{6,7,9}
{4,5,9}|{6,7,8}
{4,6,7}{5,8,9}
{4,6,8}|{5,7,9}
{4,6,9}/{5,7,8}
{5,6,7}|{4,8,9}
{5,6,8}|{4,7,9}
{5,6,9}|{4,7,8}

{6,8,9}{4,5,7}
{6,7,9}{4,5,8}
{6,7,8}{4,5,9}
{5,8,9}|{4,6,7}
{5,7,9}|{4,6,8}
{5,7,8}|{4,6,9}
{4,8,9}{5,6, 7}
{4,7,9}{5,6, 8}
{4,7,8}/{5,6,9}

Téssa merkinta {4, 5,6}|{7, 8,9} tarkoittaa, ettd numerot 4, 5 ja 6 voivat olla
laatikon Lo ensimmaiselld minirivilla missé jarjestyksessa tahansa ja vastaa-
vasti numerot 7, 8 ja 9 voivat olla laatikon L3 ensimmaiselld minirivilla missé
jarjestyksessé tahansa.

Olkoon ylarivi nyt kategoriaan 1 kuuluva {4,5,6}|{7, 8,9}, télloin ensimmAi-
nen nippu on muotoa

1|23 |{4,]5 |6}[{7,]8, ]9}
41516 {78, |9}|{1,] 2, |3}
71819 |{1,]2,|3}|{4,] 5, |6}

Tillaisia ensimmaéisié nippuja on olemassa (3!)°® erilaista, silld Laatikon Ly ja
L3 jokaisella minirivilla olevilla numeroilla on 3! erilaista jérjestystd. Vastaa-
vasti jos ylarivi olisi kategoriaan 1 kuuluva {7,8,9}|{4, 5,6}, niin padstéisiin
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samaan lopputulokseen. Kategoriasta 1 saadaan yhteensi siis 2 - (3!)® erilais-
ta ensimmaista nippua.

Kategoriaan 2 kuuluu 18 erilaista riviyhdistelm&a. Olkoon ylarivi nyt muotoa
{4,5,7}/{6,8,9}. Télloin ensimméinen nippu on muotoa

1] 2|3 [{4,]5 |7}[{6,]8, ]9}
41516 ({89 |a}|{7,| b, |c}
71819|{6,]0b |c}|{4,]5, |a}

Ylarivin perusteella ei pystyta paatteleméan kaikkia ensimméiseen nippuun
kuuluvien solujen numeroiden paikkoja. Merkinnét a, b ja ¢ kuvaavat nume-
roita 1, 2 ja 3, eikd niiden tarkkoja paikkoja tiedetd. Ne voidaan kuitenkin
sijoittaa miniriveille vain kolmella eri tavalla. Ensimméinen vaihtoehto on,
ettd numero a on laatikon L, toisella minirivilld. Talloin numerot b ja ¢ ovat
laatikon Lo kolmannella minirivilld ja laatikko L3 ratkeaa laatikkoon Lo teh-
tyjen sijoitusten avulla. Toinen vaihtoehto on, ettd b on laatikon Lo toisella
minirivilld ja kolmas vaihtoehto on, ettd c on laatikon Ls toisella minirivilla.
Otetaan huomioon, ettd minirivien alkioiden paikkaa voidaan muuttaa (3!)°
tavalla ja, ettd erilaisia riviyhdistelmia oli 18 kappaletta, jolloin kategorian 2
erilaisten ensimmdisten nippujen lukuméériksi saadaan 18 - 3 - (3!)°.

Yhteensa ensimmaisia nippuja, joiden ensimmaéainen laatikko on jarjestetyssa
muodossa on
2-(3N° +18-3-(3)° = 2612736
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ja sudokun ensimmaisia nippuja on talldin yhteensé

912612736 = 948109639680.

5.2 Vahennyksia symmetrian avulla

Nyt kun tieddmme sudokun ensimmaisten nippujen lukumaéran, voimme yk-
sitellen valita jonkin nipun ja laskea kuinka monella eri tavalla valittu sudo-
ku voidaan ratkaista. Jos teemme tdméan kaikille eri 2612736 vaihtoehdolle,
niin saamme selville sudokujen lukuméaérin. Tama kuitenkin veisi aivan lii-
kaa aikaa vaikka apuna olisikin tietokone. Pyrimmekin pienentdméan lukua
2612736 huomioiden luvun 3 sudoku-symmetriat 2-7. Uudelleen numerointia
ei oteta endd huomioon, silld se on jo huomioitu, kun nipun ensimmaéinen
laatikko on laitettu jarjestettyyn muotoon.

Leksikografinen jarjestys
Tehd&an nipuille seuraavat kaksi askelta:

1. Vaihdetaan laatikoissa Lo ja L3 minisarakkeiden paikkoja niin, ettd laa-
tikkojen ylimmét minirivit ovat kasvavassa jarjestyksessa.

2. Tarvittaessa vaihdetaan laatikkojen Lo ja L3 paikkoja niin, etta laati-
kon L ensimméisen minisarakkeen ensimmaéinen numero on suurempi kuin
laatikon L3 ensimmaéaisen minisarakkeen ensimmaéinen numero.

Ensimmaiiselld askeleella saadaan jokaiselle sudokulle (3!)? = 36 ekvivalent-
tia sudokua, silli molemmissa laatikoissa on kolme minisaraketta. Toinen
askel kiytdnnossd tuplaa ekvivalenttien sudokujen lukumaéérin. Pelkéstaan
leksikografisella jérjestyksella ekvivalentisti eroavien ensimmaéisten nippujen

lukumaééara vahenee
2612736

= 36288
72

kappaleeseen.|6]

Sarakkeiden ja rivien vaihtaminen

Pinon 1 paikkaa voi vaihtaa pinojen 2 ja 3 kanssa ja myos kaikkien laa-
tikoiden minisarakkeiden paikkoja voi laatikkojen sisélld vaihtaa. Saadaan

aikaiseksi 3!- 3!+ 3! 3! = 6* = 1296 ekvivalenttia sudokua jokaiselle sudokul-
le. Néiden toimintojen jalkeen ensimmaéinen laatikko ei kuitenkaan ole en&a
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jarjestetyssd muodossa, joten ensimméinen laatikko tulee uudelleen nume-
roida. Russel ja Jarvis [16] laskivat tietokoneiden avustuksella ekvivalentisti
erilaisten ensimmaisten nippujen méadran olevan néiden symmetrioiden jal-
keen enééa 2051 kappaletta.

Sarakkeiden lisdksi ensimméisen nipun rivien paikkoja voidaan vaihtaa kes-
kenddn. Rivien paikkojen vaihtamisen jéalkeen ensimméinen laatikko ei taas-
kaan ole endé jarjestetyssd muodossa. Rivien vaihdon jilkeen pitda suorittaa
uudelleen numerointi niin, ettd ensimmainen laatikko on taas jarjestetyssa
muodossa. Rivien vaihdon jdlkeen ekvivalentisti erilaisten ensimmaisten nip-
pujen lukumé&éré pieneni 416 kappaleeseen.|16]

Esimerkki 5.1. Aloitetaan sudokusta, jonka ensimméinen nippu on seuraa-
va:

Vaihdetaan ensin sarakkeiden 1 ja 2 paikkoja, jolloin saadaan alkuperéisen
sudokun kanssa ekvivalentti sudoku:

2111314 5[816|71]9
5141611719
8171912136145

[
oo
o0

Ensimmaéinen laatikko ei enéé ole jarjestetyssd muodossa. Tehdadn uudelleen
numerointi. Vaihdetaan alkioiden 1 ja 2,4 ja 5, seké 7 ja 8 paikkoja keskendéan.
Saadaan taas uusi sudoku, joka on ekvivalentti alkuperaisen sudokun kanssa:

L 12135476819
L5628 (9)11]3/|7

911131612514

|
o0
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Jérjestetaén laatikot Lo ja Lz leksikografiseen jarjestykseen vaihtamalla sa-
rakkeiden 4 ja 5 paikkoja. Laatikoiden L, ja L3 paikkoja ei tarvitse vaihtaa,
silld ne ovat jo leksikografisessa jérjestyksessa.

415161829137
7819131612514

Alkuperéinen sudoku on ekvivalentti ylla olevan kanssa ja niilld on yhtd mon-
ta ratkaisua.

Numeroiden paikkojen vaihtaminen

Esimerkki 5.2. Tutkimalla alla olevaa nippua havaitaan useita eri numeroi-
ta, joiden paikkoja pystytaan vaihtamaan keskenaén ilman, etta se vaikuttaa
sudokun ratkaisemiseen. Esimerkiksi sarakkeiden 6 ja 9 numeroiden 8 ja 9
paikkoja voidaan vaihtaa.

Saadaan uusi nippu, joka voidaan ratkaista yhtd monella tavalla valmiiksi
sudokuksi alkuperéisen kanssa.

1121314591678

Samalla tavalla alkuperéisesséd nipussa voitaisiin vaihtaa sarakkeiden 1 ja 4
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numeroiden 1 ja 4 paikkoja, sarakkeiden 2 ja 9 numeroiden 5 ja 8 paikko-
ja, sarakkeiden 4 ja 7 numeroiden 1 ja 2 paikkoja, sekd sarakkeiden 3 ja 6
numeroiden 6 ja 9 paikkoja. Tadma sama metodi toimii useammallekin nume-
rolle, kunhan eri laatikoiden sarakkeilta 16ytyy samat numerot missé tahansa
jarjestyksessid. Alla olevasta sudokusta on tummennettu laatikoiden ensim-
maéiseltd ja toiselta sarakkeelta loytyviat numerot 1,2,4 ja 5.

112 3|46 7|58|9
4 156|119 83|27
7181912531416

Tummennettujen numeroiden paikkoja voidaan vaihtaa ja saadaan aikaiseksi
uusi sudoku.

Tama pitdd vield uudelleen numeroida ja jarjestda leksikografiseen jérjes-
tykseen. Néin saatava sudoku voidaan ratkaista yhtd monella tavalla kuin
alkuperéinen sudoku. Téten laskemisprosessia varten niitda voidaan pitaé sa-
manlaisina.

Numeroiden paikkojen vaihtamisen jélkeen on erilaisia ensimméisid nippuja
vain 71 kappaletta. Russel kivi vield ndma kaikki 71 erilaista ensimmaista
nippua lépi ja sai pienennettya ekvivalentisti eroavien nippujen lukuméaéran
44 kappaleeseen. [6]

5.3 Lopputulos

Téassa vaiheessa meilld on jiljelld endd 44 ensimmaistd nippua. Tieddmme,
ettd kaikki ensimméiset niput voidaan ratkaista yhtd monella tavalla, kuin
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jokin jaljelle jaaneesta 44 nipusta. Taytyy enda laskea kuinka monella eri ta-
valla jokainen jéljelle jadnyt nippu voidaan ratkaista valmiiksi sudokuksi, ja
kuinka monta ekvivalenttia nippua kullakin jéljelle jaanelld nipulla on. Jarvis
ja Russel [6] laskivat tietokoneavusteisesti kuinka monella tavalla jéljelle jaa-
neet niput voidaan ratkaista ja kuinka monta ekvivalenttia nippua jokaisella
on.

Esimerkki 5.3. Ensimmaisia nippuja, joilla on jirjestetty ensimmaéinen laa-
tikko on 2612736 kappaletta. Russel ja Jarvis laskivat tietokoneavusteisesti,
ettd naistd 178848 kappaletta ovat ekvivalentteja alla olevan nipun kanssa,
joka on yksi 44 jaljelle jadneesta nipusta ja taten kaikki 178848 ensimmaista
nippua voidaan ratkaista yhtd monella tavalla kuin alla oleva nippu

2

1 314|785 ]6]9

151611391278

(181925161134

Russel ja Jarvis laskivat, ettd ylla oleva nippu voidaan ratkaista valmiik-
si sudokuksi yhteensd 7053225408 eri tavalla. Téastd yhdesta nipusta saa-
daan valmiita sudokuja, joilla on jarjestetty ensimméinen laatikko 178848 -
7053225408 = 1261455257769984 kappaletta. Samat laskutoimitukset on teh-
ty kaikille muille 43 ensimmaiselle nipulle ja ndin on saatu sellaisten sudoku-
jen lukumaéara selville, joilla on ensimmaéinen laatikko jarjestetyssd muodossa.
Olkoon téllaisten sudokujen lukumé&aré N;. Lopullinen sudokujen lukumaéra
on talloin NQ = Nl - 9!,

Lause 5.4. Sudokujen lukumddriksi saadaan
Ny = 6670903752021072936960 ~ 6,671 - 10%L.

Lause 5.5. Kdyttamdlld Burnsiden lemmaa Russel ja Jarvis [16] osoitti-
vat, ettd toisistaan ekvivalentisti eroavia sudokuja on olemassa 5472730538
kappaletta.

Jarviksen ja Russelin tulokset on varmistanut oikeaksi useampi henkilé. Mo-
net ovat yrittdneet laskea sudokujen lukuméaraé usealla eri tavalla. Kevin
Kilfoil paéasi todella lahelle oikeaa lukumééraé yksinkertaisella laskumenetel-
malld. Tarkastellaan hénen laskumenetelméa alla olevassa esimerkissa.
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Esimerkki 5.6. Tapoja tdydentdd sudokun yhdeksdn laatikkoa niin, ettd
jokaisessa laatikossa on numerot {1,2,...,9} tésmaélleen kerran, on

N = (9)?.

Tieddmme myo6s kuinka monella eri tavalla laatikot L; — L3 voidaan tayt-
taa niin, etta jokaisella rivilla ja laatikossa on jokainen numero {1,2,...,9}
tasmaélleen kerran. Laskimme tdmén kappaleessa 5.1 ja saimme lukumé&a-
raksi 948109639680. Samalla tavalla laatikot L, — Lg ja L7 — Lg voidaan
tayttada 948109639680 eri tavalla. Laatikot L — Lg voidaan yhteensa tayttaa
9481096396803 eri tavalla niin, ettd jokaisessa laatikossa ja jokaisella rivilld
on alkiot {1,2,...,9} tasmaélleen kerran.

Jakamalla tdma tapojen lukumaéralla, joilla laatikot L; — Lg voidaan tayt-
tad, saadaan riviominaisuuden toteuttavien kokoonpanojen osuus k kaikista

kokoonpanoista, siis
~948109639680°

(91)?

Vastaavasti ensimméinen, toinen ja kolmas pino voidaan tayttiaa 948109639680°
eri tavalla niin, ettd jokaisessa laatikossa ja jokaisella sarakkeella on alkiot
{1,2,...,9} tdsmélleen kerran. Sudokun pitda tdyttdd molemmat sarake- ja
riviehto, ja jos oletetaan niiden olevan riippumattomia toisistaan, saadaan
sudokujen lukuméaaraksi

~948109639680°

Nk? = T ~ 6.6571 - 10%%.

Lukumaarén pieni virhe johtuu siitd, ettd todellisuudessa sarake- ja riviehto
ovat toisistaan riippuvaisia.|6]
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6 Rodokujen lukumaara

Kokoa 6 x 6 olevaa sudokua kutsutaan rodokuksi. Rodoku-ruudukko voi olla
joko S2 tai S?3, mutta selvyyden vuoksi viitatessa rodokuun tarkoitetaan
532 ruudukkoa.

Misritelmé 6.1. Rodoku-ruudukko S3? koostuu kuudesta rivisti, jotka muo-
dostavat kaksi nippua ja kuudesta sarakkeesta, jotka muodostavat kolme pi-
noa. Rodokussa on yhteenséd kuusi laatikkoa ja jokainen 3 x 2 -laatikko si-
séltad kolme minirivid eli tasoa ja kaksi minisaraketta eli pylvdstd. Jokaiselle
rodokun riville, sarakkeelle ja laatikkoon tulee numerot {1,2,...,6} tdsmaél-
leen kerran.

Esimerkki 6.2. Rodoku

1 4 3 6 2 o
3 6 2 ) 4 1
2 ) 4 1 6 3
4 1 6 3 ) 2
6 3 5 2 1 4
5 2 1 4 3 6

Merkinnalla 5’2’5 viitataan laatikkoon, joka sijaitsee nipussa a, a € {1,2}, ja
pinossa b, b € {1,2,3}. Jokainen laatikon Sz’g minirivi eli taso sisaltda kaksi
numeroa ja ndmaé tasojen parit muodostaa joukon 77 ;. Vastaavasti jokainen
laatikon 522 minisarake eli pylvés sisdltdd kolme numeroa ja nadmé kahden

pylvéén muodostamat kolmikot muodostaa joukon P, ;. Merkinné&lld [Sjg]”
viitataan laatikon Sg’g soluun ¢(z, 7).[10]
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Maéritelmé 6.3. Rodoku-ruudukko on jirjestetyssid muodossa s>2, kun seu-
raavat viisi ehtoa tayttyvat. [11]

1.

4.

d.

Sff on kasvavassa jarjestyksessi, eli [55’12]” =(j—1)-3+41.

. Jokaiselle laatikolle ng , kun b = 2, 3, numerot soluissa [ng l1

kasvavat, kun j = 1, 2.
Laatikolle Sg’f , numerot soluissa [Sg’f |i1 kasvavat, kun i = 1,2, 3.
[ST2ln < [ST3h-

(ST < [Syilia-

Esimerkki 6.4. Rodoku jarjestetyssd muodossa

1 4 2 ) 3 6
2 ) 3 6 1 4
3 6 1 4 2 D
4 1 6 3 5 2
D 2 4 1 6 3
6 3 5 2 4 1

6.1 Rodokun ensimmainen nippu

Joukko R siséltad kaikki mahdolliset rodoku-ruudukon ensimmaéiset niput,
jotka ovat jérjestetyssd muodossa. Kaikki joukon R niput jaotellaan vield
viiteen eri osajoukkoon Ry, ..., Rs C R, niin ettd RiUR,UR3URy,URs = R
ja RiNR; = 0, kun ¢ # j. Jaottelu viiteen eri osajoukkoon tapahtuu pylvéiden
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joukkojen P 1, P o, P 3 seka tasojen joukkojen T 1, T} 2,77 3 mukaan niin, et-
té jokainen alkio, joka kuuluu osajoukkoon R; omaa samat ominaisuudet.|10]

e r; € R kuuluu osajoukkoon Ry, jos Py = P 3.
e 5 € R kuuluu osajoukkoon Ry, jos 111 =Ti2=T13 ja Pio # P 3.

e73 € R kuuluu osajoukkoon Rj jos: kumpikaan pylvés joukosta P, 5 ei sisélla
molempia numeroita jostain tasosta ¢t € 77 ja molemmat pylvaat joukosta
P, 5 sisaltad molemmat numerot jostakin tasosta t € T} 1; tai, jos kumpikaan
pylvas joukosta P 3 ei sisdlla molempia numeroita jostakin tasosta ¢ € 717 ;
ja molemmat pylvéat joukosta P o siséltdd molemmat numerot jostakin ta-
sosta t € T ;.

o7, € R kuuluu osajoukkoon R4 jos molempien joukkojen P 5 ja P 3 pylvaét
siséltda yhden numeron tason t; parista ja molemmat numerot joko tasosta
t; tai ty, kun ¢;,¢;,t, € T11(4, 7, k ovat kaikki erisuuria).

e 15 € R kuuluu osajoukkoon Rjs jos joukon P, molemmat pylvaat sisal-
tavat tdsmalleen yhden numeron tasosta t; ja molemmat numerot joko taso-
parista ¢; tai ¢, ja joukon P; 3 molemmat pylvaat sisaltavit tdsmélleen yh-
den numeron tasosta t; ja molemmat numerot joko tasoparista t; tai ¢;, kun
ti,t;, tk € T11(i, j, k ovat kaikki erisuuria).

Esimerkki 6.5. Esimerkit jokaiseen eri osajoukkoon kuuluvista ensimmaéi-
sistd nipuista.|9]

[
[
en
e
—

1 )

3
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T4 Ts
Lause 6.6. Joukkoon R; kuuluu 8 rodokua.

Todistus. On olemassa vain yksi tapa jarjestdd numerot laatikossa Sf’f , jotta
rodoku on jérjestetyssd muodossa. On yksi tapa jirjestdd joukon T} ; taso-
parit joukkojen Ti, ja T) 3 tasopareiksi niin, ettd T, = T1o = T13. Té-
mén jalkeen on nelja tapaa jarjestda tasoparien numerot molempiin joukon
P, 5 pylvaisiin, jonka jalkeen on vain yksi tapa jarjestaéd tasoparit molempiin
joukon P 3 pylvéisiin, niin ettd Py, = P;3 . Toisaalta on nelja eri tapaa
jarjestaéd joukon 77 ; tasoparit joukkojen T} o ja T3 tasopareiksi niin, ettéd
Ti1 # T2 # Th 3. Kaikissa neljassa eri tapauksessa on vain yksi tapa jarjes-
tad numerot pylvéisiin niin, ettd P, = P2 = P 3. Yhteenséd saadaan siis
4 4 4 = 8 erilaista ensimmaéista nippua.|9] O

Lause 6.7. Joukkoon Ry kuuluu 12 rodokua.

Todistus. On olemassa vain yksi tapa jarjestda numerot laatikossa Sff , jotta
rodoku on jérjestetyssd muodossa. On yksi tapa jarjestdd joukon 7} ; taso-
parit joukkojen T} ja T} 3 tasopareiksi niin, ettd 71, = T1 o = T13. Téa-
mén jalkeen on nelja tapaa jarjestda tasoparien numerot molempiin joukon
P, 5 pylvaisiin, jonka jélkeen on kolme tapaa jérjestdd numerot joukon P, 3
pylvéisiin niin, ettd P,y # P 3. Yhteensd saadaan siis 4 - 3 = 12 erilaista
ensimmaéistd nippua.|9] O

Lause 6.8. Joukkoon Rs kuuluu 24 rodokua.

Todistus. On olemassa vain yksi tapa jarjestdd numerot laatikossa Sf’f , jotta
rodoku on jarjestetyssd muodossa. On nelja eri tapaa jarjestaéd joukon 77 4
tasoparit joukkojen 7, ja Tj3 tasopareiksi niin, ettd Th; # Tio # Ths.
Téman jalkeen on yksi tapa jarjestad joukon 7}, tasoparit niin, ettd kaksi
numeroa jokaisesta tasoparista t € 77, ovat joukon P eri pylviissd (tai
vastaavasti joukon P 3 pylviissd), jonka jélkeen on kolme eri tapaa jarjestaa
numerot joukon P 3 pylvéisiin (vastaavasti Pj») niin, ettd Py # P g, eli
6 eri jarjestystd. Yhteensd saadaan siis 4 - 2 - 3 = 24 erilaista ensimmaéista
nippua.|9| O
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Lause 6.9. Joukkoon R, kuuluu 12 rodokua.

Todistus. On olemassa vain yksi tapa jarjestda numerot laatikossa Sf’f , jotta
rodoku on jarjestetyssd muodossa. On nelja eri tapaa jérjestdéd joukon 77 ;
tasoparit joukkojen T 5 ja T} 3 tasopareiksi niin, ettd Ty ; # T4 o # 17 3. Mika
tahansa kolmesta tasoparista ¢ € 77 ; voidaan valita ja sen numerot voidaan
asettaa joukon P, eri pylviisiin, samalla méérittden muiden numeroiden
paikat. Koska numerot valitusta tasosta ovat myos joukon P 3 eri pylvéissa,
niin on vain yksi tapa jarjestdd numerot laatikkoon ng niin, ettd P, #
P, 5 # P 3. Yhteensi saadaan siis 4 - 3 = 12 erilaista ensimmaéistd nippua.|9]

m

Lause 6.10. Joukkoon Ry kuuluu 24 rodokua.

Todistus. On olemassa vain yksi tapa jarjestda numerot laatikossa Sf’f , jotta
rodoku on jarjestetyssd muodossa. On nelja eri tapaa jérjestdéd joukon 77 ;
tasoparit joukkojen T 5 ja T} 3 tasopareiksi niin, ettd T ; # T4 o # 17 3. Mika
tahansa kolmesta tasoparista ¢ € 77 ; voidaan valita ja sen numerot voidaan
asettaa joukon P, eri pylviisiin, samalla méérittden muiden numeroiden
paikat. Jéljella on kaksi tasoparia t € T} ;, jotka ovat eri pylvaissd joukossa
P, 5. Toinen tasopari valitaan ja on vain yksi tapa asettaa numerot joukon
P, 3 pylvaisiin niin, ettd P, ; # P2 # P 3. Yhteensé saadaan siis 4-3-2 = 24
erilaista ensimméistd nippua.|9] O

Lause 6.11. Joukkoon R kuuluu 80 rodokua.

Todistus. Koska Ry U Ry U R3U Ry U Ry = R ja R; N R; = (), niin lauseiden
6.6 — 6.10 nojalla

|R| =8+ 12+ 24 + 12 4 24 = 80.

6.2 Rodokun toisen nipun ominaisuuksia

Olkoon rodokun ensimmaéinen nippu jarjestetyssa muodossa. Laatikon 5312
solut [83312}1,1, [5312]21 ja [5312]31 ovat myos téytetty jarjestetyn muodon mu-
kaisesti kasvavaan jarjestykseen. Nyt laatikon ng tyhjaksi jadneet kolme so-
lua voidaan tayttda yhteensd 3! = 6 erilaisella tavalla. Tamén jilkeen on 2
erilaista tapaa tayttéda laatikon 5322 molemmat pylvaat. Kun laatikko Sg’;
on taytetty, niin laatikko S§’§ voidaan tayttda vain yhdella tavalla. Téaten on

6-2-2 = 24 erilaista tapaa jarjestéé laatikoiden 5312 ja 8322 numerot, kun
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rodoku ruudukko on jirjestetyssd muodossa.

Muutetaan laatikon ng ennalta maaréttya jérjestysta niin, etta joukon 77 3
tasoparit siilyvat ennallaan, mutta tasoparien numerot voivat vaihtaa paik-
koja. Tall6in ensimmaéinen nippu ei ole enaé jarjestetyssd muodossa. Tésta
eteenpdin viitattaessa jarjestettyyn muotoon tarkoitetaan tatéa ylla kuvailtua
muotoa. Tdméan muunnelman kautta jéarjestettyjen ensimméisten nippujen
lukumsééri kasvaa 2-2-2 = 23 kertaiseksi. Muutoksen avulla laskemisprosessi
tulevaisuudessa helpottuu.[9]

Asetetaan, etté joukkojen 77 ja T} o tasoparit muodostaa joukon A ja jouk-
kojen T4 1, T tasoparit muodostaa joukon (2. Tasoparit joukoissa 77 3 ja 153
méaaraytyvat nyt muiden laatikoiden tasoparien mukaan automaattisesti.

Maaritelma 6.12. Jos a = 9 jollekin o € A ja jollekin § € €2, niin rodokun
kaksi ensimmaista pinoa siséltdd riviparin (eng. twin-row).

Olkoon laatikko SZ”’?, kun a = 1,2 ja b = 1,2, taytetty rodokun sdéantojen
mukaisesti. Talloin joukkojen T} 3 ja 15 3 tasoparit madraytyvat automaatti-
sesti. Lukuméaré, joilla laatikot Sf’g ja S§’§ voidaan tayttdd, on riippuvainen
joukkojen T 3 ja T5 3 yhteisista tasopareista eli rivipareista. Rivipareja jou-
koilla T} 5 ja Ty 3 voi olla nolla eli |11 3N Ty 3| = 0, yksi eli [T 3N T3] =1 tai
kolme eli |T173 N T273| = 3.

Lause 6.13. Kun |11 3 N Th3| = x, niin on olemassa 2% tapaa jirjestid
numerot laatikoiden ng ja 8332 soluthin kun v = 3 ja muulloin tapoja on
2(3:—&-1)‘

Todistus. Jokainen joukkojen 7j3 ja 753 rivipari edustaa paria, jonka nu-
meroiden paikkoja voidaan vaihtaa kesken&ddn ja joiden paikka molempien
laatikoiden Sf’; ja S§’§ soluihin on riippumaton muiden naiden laatikoiden
numeroiden paikoista. Téastd saamme z paria, joiden numeroiden paikkoja
voidaan vaihtaa, eli 27 erilaista jarjestystd. Téten kun rivipareja on kolme
kappaletta, niin erilaisia jéirjestyksid on 2% kappaletta. Kun rivipareja ei ole
3 kappaletta, niin jaljelle jadneet joukkojen 7} 3 ja T5 3 tasoparit, jotka eivét
muodosta rivipareja, muodostavat joukon, josta kun yhden numeron sijoit-
taa johonkin vapaaseen soluun, niin loppujen numeroiden paikat maaraytyvat
automaattisesti molempiin laatikoihin Sf’g ja S;”?? Téten jos [T 3NTh 3| = =,
niin on olemassa x paria, joiden numeroiden paikkoja voidaan vaihtaa, kun
x =3, ja x + 1 paria, kun x # 3. [9] O
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Viimeisen pinon riviparit méa#raavat lauseen 6.13 nojalla, kuinka monella

tavalla viimeinen pino voidaan tayttad. Kun |77 3 N T3] = 3, niin erilaisia
viimeisid pinoja on olemassa 22 = 8. Kun 713 N Th3| = 1, niin erilaisia
viimeisid pinoja on olemassa 2'*' = 4. Kun [T} 3 N Ty 3| = 0, niin erilaisia

viimeisid pinoja on olemassa 2°t! = 2. [10]

6.3 Rodokujen lopullinen lukumaara

Kuten jo aikaisemmin saimme selville, on 24 eri tapaa jarjestda laatikoiden
Sg'f ja Sg’; numerot. Lasketaan seuraavaksi jokaisen erilaisen mahdollisen jar-
jestyksen r; € R riviparien lukuméara viimeisessd nipussa néissa 24:ssé eri-
laisessa tapauksessa. Riviparien lukumaééarien avulla voidaan péatelld, kuinka
monella eri tavalla numerot voidaan jarjestdd niin, ettd saadaan valmis ro-

doku.

Lause 6.14. Osajoukkoon R, kuuluvat kokoonpanot voidaan tdayttdda valmiiksi
rodoku-ruudukoksi 96 eri tavalla.

Todistus. Olkoon nyt laatikoilla ng ja ng osajoukon R; vaatimukset to-

teuttavat ominaisuudet. Laatikon 5’312 solut [5’3312]171, [S;”f]m ja [5312]31 ovat

my0s taytetty jarjestetyn muodon mukaisesti kasvavaan jarjestykseen. Nyt
laatikon 5312 tyhjaksi jadneet kolme solua voidaan tayttda yhteensa 3! = 6
erilaisella tavalla. Havaitaan, ettd on olemassa kolmea erilaista vaihtoehtoa.
Joko |T11 NTy1| = 3 (yksi kappale), |71, N To1] = 1 (kolme kappaletta) tai
711 NTy1| = 0 (kaksi kappaletta). Jokaiselle kokoonpanolle riviparien lu-
kuméara lasketaan kaikissa erilaisissa tapauksissa, joilla laatikon 5322 joukon
P, 5 pylvéit voidaan téyttdad, kun laatikko 5’312 on taytetty jollakin naista

edelld mainitusta kolmesta vaihtoehdosta. Laatikon SS’; joukon P, kum-
pikin pylvas voidaan tayttaa kahdella eri tavalla. Yhteensa erilaisia tapoja
téyttid laatikko S35 on siis 2+ 2 = 4.

Kun |71, N7y ;| = 3, niin kaksi neljdstd tavasta, joilla laatikko 5322 voidaan
tayttad, paatyy tilanteeseen jossa viimeinen pino siséltdd kolme riviparia.
Kahdella muulla tavalla paadytdan tilanteeseen, jossa viimeinen nippu sisél-
tid nolla riviparia. Yhteensi lauseen 6.13 nojalla saadaan 2-23 42201 = 20
erilaista valmista rodokua.

Kun |77, N7y | = 1, niin kaikki neljé eri tapaa jarjestad laatikko 5322 paatyy
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tilanteeseen, jossa viimeisessd pinossa rivipareja on yksi kappale. Yhteensa
lauseen 6.13 nojalla saadaan 4 - 2! = 16 erilaista valmista rodokua.

Kun |7} 1 NT51] = 0, niin yksi neljésté tavasta jérjestéd laatikko S§’§ padtyy
tilanteeseen, jossa viimeisessd pinossa on kolme riviparia. Kolmessa muussa
tapauksessa viimeisessé pinossa on nolla riviparia. Yhteensa lauseen 6.13 no-
jalla saadaan 1-23 4 3 - 29! = 14 erilaista valmista rodokua.

Otetaan vield huomioon, ettd ensimmaisia vaihtoehtoja oli yksi kappale, toi-
sia kolme ja kolmansia kaksi, jolloin lopulliseksi rodokujen lukumaéaaréksi saa-
daan 1-20+3-16+2-14 = 96. |9] O

Lause 6.15. Osajoukkoon Ry kuuluvat kokoonpanot voidaan tayttid valmiiksi
rodoku-ruudukokst 80 eri tavalla.

Todistus. Olkoon nyt laatikoilla ng ja Sf’g osajoukon R, vaatimukset toteut-
tavat ominaisuudet ja verrataan 3! = 6 erilaista tapaa tayttéaé laatikko ng .
Havaitaan, ettd on olemassa kolmea erilaista vaihtoehtoa. Joko |17 1075 | = 3
(vksi kappale), |T11 N Ty | = 0 (kaksi kappaletta) tai |77, N 75| = 1 (kolme
kappaletta). Jokaiselle kokoonpanolle riviparien lukumé&éra viimeisessd ni-
pussa lasketaan kaikissa neljassa eri tapauksessa tutkimalla, kuinka laatikko
55’22 voidaan tayttdd, kun laatikko 52‘312 on téytetty jollakin néistd kolmesta
vaihtoehdosta.

Kun |77, N7y ;| = 3, niin kaksi neljéstd tavasta, joilla laatikko S§’§ voidaan
tayttaa, paatyy tilanteeseen, jossa viimeinen pino siséltdd kolme riviparia.
Kahdella muulla tavalla paadytaan tilanteeseen, jossa viimeinen pino sisal-
tii nolla riviparia. Yhteensi lauseen 6.13 nojalla saadaan 2-23 422071 = 20
erilaista valmista rodokua.

Kun |71 1NT5,1| = 0, niin yhdessé neljésté tavasta, joilla laatikko Sg’g voidaan
tayttada, paadytaan tilanteeseen, jossa viimeisessad nipussa on yksi rivipari.
Kolmella muulla tavalla paadytadn tilanteeseen, jossa viimeinen pino sisal-
tdd nolla riviparia. Yhteensi lauseen 6.13 nojalla saadaan 1-21714+3.20t1 = 10
erilaista valmista rodokua.

Kun |77 1 N 75| = 1, niin yhdessé kolmesta vaihtoehdosta my6s Ps 1 = P o,
jolloin kaikki nelja eri tapaa jarjestéaa laatikko 5322 paatyy tilanteeseen, jossa
viimeisessd pinossa on yksi rivipari. Yhteensé lauseen 6.13 nojalla saadaan
4. 211 = 16 erilaista valmista rodokua.

Kun |T73; N T, = 1, niin kahdessa kolmesta vaihtoehdosta Py # P,
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jolloin kaksi neljasta tavasta, joilla laatikko SSS voidaan tayttda, padtyy ti-
lanteeseen, jossa viimeisessa pinossa on yksi rivipari. Kahdella muulla tavalla
paadytaan tilanteeseen, jossa viimeisessé nipussa on nolla riviparia. Yhteensa
lauseen 6.13 nojalla saadaan 22171 +2.29F1 = 12 erilaista valmista rodokua.

Otetaan vield huomioon, ettd ensimmaisié vaihtoehtoja oli yksi kappale, toi-
sia kaksi ja kolmansia kolme (kahta erilaista variaatioita), jolloin lopulliseksi
rodokujen lukumé&ériksi saadaan 1-204+2-10+1-16+2-12=280.]9] O

Lause 6.16. Osajoukkoon Rz kuuluvat kokoonpanot voidaan tdyttid valmiiksi
rodoku-ruudukoksi 72 eri tavalla.

Todistus. Olkoon nyt laatikoilla ng ja ng osajoukon Rz vaatimukset toteut-
tavat ominaisuudet ja verrataan 3! = 6 erilaista tapaa tayttaé laatikko Sg’f .
Havaitaan, ettd on olemassa kahta erilaista vaihtoehtoa. Joko |17, NT5 ;| =0
(kaksi kappaletta) tai |17, N5 1| = 1 (neljd kappaletta). Jokaiselle kokoonpa-
nolle riviparien lukumaéaré viimeisessé nipussa lasketaan kaikissa neljassé eri
tapauksessa tutkimalla, kuinka laatikko SS’; voidaan tayttda, kun laatikko

5’312 on taytetty jommallakummalla kahdella edelld mainitulla vaihtoehdolla.

Yhdelld neljésta tapauksesta kun |77; N 75| = 1, niin my6s [T5; N T3] =1
ja kaikki nelja eri tapaa jarjestaé laatikko S§§ paatyy tilanteeseen, jossa vii-
meisessé nipussa rivipareja on yksi kappale. Yhteenséd lauseen 6.13 nojalla
saadaan 4 - 27! = 16 erilaista valmista rodokua.

Kolmella neljasta tapauksesta kun |77, N 75| = 1, niin |[To; N Tas] # 1,
jolloin yksi neljasta tavasta jarjestad laatikko 533 paatyy tilanteeseen, jos-
sa viimeisesséd nipussa rivipareja on yksi kappale. Loput kolme péatyvit ti-
lanteeseen, jossa viimeisessé nipussa rivipareja on nolla kappaletta. Yhteensa
lauseen 6.13 nojalla saadaan 1-2171+3.29%1 = 10 erilaista valmista rodokua.

Yhdelld kahdesta tapauksesta kun |7} ;N 7T5 | = 0, niin my6s |75 N T3] = 0,
jolloin kaksi neljasta tavasta, joilla laatikko SS; voidaan tayttda, padtyy ti-
lanteeseen, jossa viimeisessa pinossa on yksi rivipari. Kahdella muulla tavalla
paadytaan tilanteeseen, jossa viimeisessd nipussa on nolla riviparia. Yhteen-
si lauseen 6.13 nojalla saadaan 2-2'+14-2.2071 = 12 erilaista valmista rodokua

Yhdelld kahdesta tapauksesta kun |T7; N 75| = 0, niin [T, N Tos| # 0,
jolloin yksi neljasté tavasta, joilla laatikko 533 voidaan tayttaa, sisiltaéd kol-
me riviparia. Kolmella muulla tavalla pdadytaan tilanteeseen, jossa rivipareja
on nolla kappaletta. Yhteensi lauseen 6.13 nojalla saadaan 1-23+3-207! = 14
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erilaista valmista rodokua.

Otetaan vield huomioon vaihtoehtojen lukumaéarit, jolloin lopulliseksi ro-
dokujen lukuméériksi saadaan 1-16 +3-10+1-12+1-14 =72. [9] O

Lause 6.17. Osajoukkoon R4 kuuluvat kokoonpanot voidaan tdyttid valmiiksi
rodoku-ruudukoksi 96 eri tavalla.

Todistus. Olkoon nyt laatikoilla ng ja ng osajoukon R4 vaatimukset toteut-
tavat ominaisuudet ja verrataan 3! = 6 erilaista tapaa tayttaé laatikko S§’§ .
Havaitaan, ettd on olemassa kahta erilaista vaihtoehtoa. Joko |17, NT5 ;| =1
(kaksi kappaletta) tai |77 1 N 7To1| = 0 (nelja kappaletta). Kummallekin ko-
koonpanolle riviparien lukuméaéra lasketaan kaikissa neljassé eri tapauksessa,
tutkimalla kuinka laatikko SS’; voidaan tayttéd, kun laatikko 3312 on taytet-
ty jollakin néista kahdesta vaihtoehdosta.

Kun |73 N 751 = 1, niin kahdessa neljéstd tavasta, joilla laatikko 5322
voidaan tayttda, paadytddn tilanteeseen, jossa viimeisessd nipussa on yksi
rivipari. Kahdella muulla tavalla paadytdan tilanteeseen, jossa rivipareja vii-
meisessé nipussa on nolla kappaletta. Yhteensé lauseen 6.13 nojalla saadaan
2. 241 4 2. 2071 — 19 erilaista valmista rodokua.

Kun |Ty; N Tyy| = 0, niin yksi neljistd tavasta jérjestdd laatikko S5 paa-
tyy tilanteeseen, jossa viimeisessd nipussa on kolme riviparia. kaksi neljasta
tavasta jarjestaa laatikko S§’§ paatyy tilanteeseen, jossa viimeisessd nipussa
rivipareja on yksi kappale ja viimeiselld tavalla jarjestaéd laatikko Sg’g paa-
dytéan tilanteeseen, jossa rivipareja ei ole viimeisessa nipussa yhtadn kappa-
letta. Yhteensd lauseen 6.13 nojalla saadaan 1-23 +2 -2 4 1.20+1 — 18

erilaista valmista rodokua.

Otetaan vield huomioon vaihtoehtojen lukumaéarit, jolloin lopulliseksi ro-
dokujen lukumédriksi saadaan 2 - 12 +4 - 18 = 96. [9] O

Lause 6.18. Osajoukkoon Rs kuuluvat kokoonpanot voidaan tdyttid valmiiksi
rodoku-ruudukokst 80 eri tavalla.

Todistus. Olkoon nyt laatikoilla 5:135 ja Sf’g osajoukon Rj5 vaatimukset toteut-

tavat ominaisuudet ja verrataan 3! = 6 erilaista tapaa tayttéaé laatikko S§§ .
Havaitaan, ettd on olemassa kahta erilaista vaihtoehtoa. Joko |17, NT5 ;| =1
(kaksi kappaletta) tai |77 N7y ;| = 0 (neljd kappaletta). Kaikille kokoonpa-
noille riviparien lukuméara viimeisessé pinossa lasketaan kaikissa neljéssa eri
tapauksessa tutkimalla, kuinka laatikko 5322 voidaan tayttdd, kun laatikko
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5312 on taytetty jommalla kummalla néistd kahdesta vaihtoehdosta.

Kun |77, N7y ;| = 1, niin kaksi neljéstd tavasta, joilla laatikko SS% voidaan
tayttaa, padtyy tilanteeseen, jossa viimeinen pino sisiltdad yhden riviparin.
Kahdella muulla tavalla paadytasan tilanteeseen, jossa viimeisessa nipussa on
nolla riviparia. Yhteensi lauseen 6.13 nojalla saadaan 2 - 211 2. 20+ = 12
erilaista valmista rodokua.

Kun |T7;NT5 ;| = 0, niin kahdessa neljasté tapauksesta myos |17 ,N75 1| = 0,
jolloin vain yhdessa neljédsta tavasta tayttaa laatikko SSS paadytéaan tilantee-
seen, jossa viimeisessa nipussa on yksi rivipari. Muulloin viimeisessa nipussa
on nolla riviparia eli lauseen 6.13 nojalla saadaan 1 -2+ 4+ 3.20F1 = 10
erilaista rodokua.

Kahdessa muussa tapauksessa kun |17 1075 ;| = 0, niin |77 5N7% ;| # 0, jolloin
yhdessa neljasta tavasta tayttaa laatikko SSS viimeiseen nippuun muodostuu
kolme riviparia, kahdessa neljasta tavasta yksi rivipari ja yhdessé neljéasté ta-
vasta ei yhtiin riviparia. lauseen 6.13 nojalla saadaan 1-23+42.21+141.20+1 —
18 erilaista rodokua.

Otetaan vield huomioon, erilaisten vaihtoehtojen lukumaérat, jolloin lopulli-
seksi rodokujen lukuméériksi saadaan 2 - 12 +2-10 + 2 - 18 = 80.[9] O

Lause 6.19. Toisistaan eroavia jarjestetyssa muodossa olevia rodoku-ruudu-
koita on olemassa 816 kappaletta.

Todistus. Joukko R koostuu kaikista rodoku-ruudukoista, jotka ovat jarjes-
tetyssd muodossa ja niiden lukuméiré on lauseen 6.11 nojalla 80. Pitda muis-
taa, ettd laatikon Si)’l? joukon 71, tasoparien numeroita ei kuitenkaan vield
ole sijoitettu tarkkoihin soluihin. Joukko R jakaantuu viiteen osajoukkoon R;,
1 =1,...,5, joiden lukuméaarat on laskettu. Tiedetddn myos kuinka monella
eri tavalla numerot voidaan jérjestad kussakin rodoku-ruudukossa r; € R;
niin, ettd saadaan valmis rodoku. Toisistaan eroavien jarjestetyssid muodossa
olevien rodokujen lukumaééra téten on [9] :

1
|s%2] = 25(8-96 + 1280 +24- 72+ 12 96 +24 - 80) = 816.

Lause 6.20. Rodoku-ruudukoita on 28200960 kappaletta.

Todistus. Toisistaan eroavia jarjestetyssd muodossa olevia rodoku-ruudukoita
on 816 kappaletta. Uudelleen numeroimalla saadaan yhdestd rodokusta 6! li-
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séa rodokuja. Vaihtamalla rodokun nippujen paikkoja saadaan 2! uusia rodo-
kuja yhdestd rodokusta. Vaihtamalla pinojen sarakkeiden paikkoja saadaan
2 - 2! lisdd uusia rodokuja ja vaihtamalla rivien paikkoja toisessa nipussa
saadaan 3! lisdd rodokuja, yhteensé rodokuja on siis [10] :

|S%2| = 816 - 6! - 2! - 2- 2! - 31 = 28200960.
O

Lause 6.21. Toisistaan ekvivalentisti eroavia rodoku-ruudukoita on olemassa
49 kappaletta.

Todistus. Kaikista 28200960 rodoku-ruudukosta saadaan aikaiseksi 49 ekvi-
valentisti eroavaa rodoku-ruudukkoa méadritelmén 3.2 symmetrioilla.[9] [
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7 Algoritmeja sudokujen ratkaisemiseen

Téssé luvussa kisittelemme erilaisia algoritmeja, joiden avulla voidaan rat-
kaista haastavia sudokuja. James Crook:in kehittelemén algoritmin avulla
sudoku harrastajat pystyvét ratkaisemaan haastavia sudokuja kynéan ja pa-
perin avulla. Esittelemme my6s kaksi tietokoneavusteista algoritmié, brute
forcen ja geeniperimé-algoritmin, joiden avulla tietokoneet pystyvit ratkai-
semaan haastavia sudokuja sekunneissa.

7.1 James Crook pencil and paper algoritmi

James Crook:in algoritmi perustuu neljaén eri vaiheeseen. Ensin sudokus-
ta etsitddn méaritelmén 2.10 mukaiset pakolliset numerot. Sitten merkitdan
jokaiseen sudokun soluun kaikki maaritelman 2.10 mukaiset kandidaatit, eli
mahdolliset numerot. Seuraavaksi etsitdan maéadritelméan 7.1 mukaiset enna-
koivat joukot, joiden avulla pystytddn vihentdméan solujen kandidaattien
lukumaaria, jolloin 16ytyy lisdéd pakollisia numeroita. Ennakoivia joukkoja
etsitddn kunnes niitd ei endd 16ydy. Kun ennakoivia joukkoja ei endd 16y-
dy, niin sudoku on ratkaistu tai ollaan paddytty tilanteeseen, jossa joudu-
taan tekemédn méaaritelmén 7.5 mukainen sattumanvarainen valinta. Mikali
sattumanvarainen valinta on oikein, niin sudoku ratkeaa tai paadytdan ti-
lanteeseen, jossa joutuu tekemaéin uuden sattumanvaraisen valinnan. Mikali
sattumanvarainen valinta on ollut viara, tiedetddn ettei kyseiseen soluun tu-
le ainakaan sattumanvaraisesti valittu luku. Témén tiedon avulla sudoku voi
ratketa tai tehddén taas uusi sattumanvarainen valinta. Téaté jatketaan kun-
nes sudoku ratkeaa.

Maaritelma 7.1. Ennakoiva joukko X (eng. preemptive set) koostuu jou-
kon {1,2,...,9} alkioista ja sen koko m on 2 < m < 9. Ainoastaan enna-
koivan joukon X alkiot voivat olla ennakoivaan joukkoon kuuluvien solujen
kandidaatteja. Ennakoivaa joukkoa X merkitdan

X = {{nh ng, ..., nm}v {C(i17j1)7 C(i27j2)7 ) C(imvjm)}}a

missé {ny,ng, ..., N, } on ennakoivan joukon X lukujen joukko ja {c(iy, j1),
(i, J2),s -y C(im, jm)} on solujen joukko, johon ennakoivan joukon numerot
{n1,na, ...,y } tulevat.|4]

On térkedd huomata, ettd ennakoivan joukon X solujen joukon
{c(ir, 71), (i, J2), vy C(im, jm) } alkioiden kandidaatteja ovat ainoastaan jouk-

ko {ny,na,...,n;,} tai jokin joukon {ny,ns, ..., ny, } osajoukko.
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Maaritelma 7.2. Ennakoivan joukon alue (eng. Range of a preemptive set)
on rivi, sarake tai laatikko, jossa kaikki ennakoivan joukon X solut sijaitsevat.
Kun m = 2 tai m = 3 voi ennakoivan joukon alue olla osa rivia ja laatikkoa
tai saraketta ja laatikkoa, silla ennakoivan joukon kaksi tai kolme solua voivat
sijaita seké samassa rivissd/sarakkeessa, ettd laatikossa.|4]

Lause 7.3. Olkoon X ennakoiva joukko. Tdlloin mikadn ennakoivaan jouk-
koon kuuluva numero {ny,ng,...,nm} ei voi tulla soluun, joka ei kuuluisi en-
nakoivan joukon alueeseen.

Todistus. Jos valitaan jokin numero ennakoivasta joukosta X ja se sijoitetaan
johonkin soluun, joka ei kuulu ennakoivan joukon alueeseen, niin ennakoivan
joukon numeroiden lukumaaré on talloin m—1 ja ennakoivan joukon alueessa
on yha m maara tyhjid soluja. Talloin jokin ennakoivan joukon soluista jéa
tayttamatta eikd sudokua saada ratkaistua. Téten kaikki ennakoivaan jouk-
koon X kuuluvat numerot voidaan poistaa kaikista niista soluista, jotka eivét
kuulu ennakoivan joukon alueeseen. [4] O

Ennakoivia joukkoja kutsutaan usein alastomiksi (eng. naked) joukoiksi. Kun
ennakoivan joukon avulla sen alueen ulkopuolisista soluista poistetaan kan-
didaatteja loytyy uusia ennakoivia joukkoja. Tallaisia joukkoja kutsutaan
usein piilotetuiksi (eng. hidden) joukoiksi.

Esimerkki 7.4. Sudokun kolmas laatikko L3 on seuraava:

Havaitaan ennakoiva joukko {{1,2,6},{c(1,7),¢(1,9),¢(2,9)}}, jonka avul-
la numerot 1,2 ja 6 voidaan pyyhkia kaikkien niiden solujen kandidaateista,
jotka eivat kuulu ennakoivan joukon alueeseen. Pa#stdan seuraavaan tilan-
teeseen:
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9

Soluun ¢(1,8) on jiddnyt vain yksi kandidaatti, joten sen on tultava soluun.
Kun soluun ¢(1, 8) sijoitetaan numero 8 se samalla poistaa numeron 8 solun
c(3, 8) kandidaateista. Havaitaan uusi ennakoiva joukko {{3,5}, {c(2,7), ¢(3,8)}}.
Paadytaan tilanteeseen:

4

4]

i

Ennakoivien joukkojen etsimisté jatketaan, kunnes niité ei enéé l6ydy. Suurin
osa aikakausi- ja sanomalehdistd 16ytyvistd sudokuista ratkeaa pelkéstaan
etsimalld pakolliset numerot ja ennakoivat joukot. Helpoissa sudokuissa ei
edes tarvita ennakoivia joukkoja. Haastavissa ja harrastelijoille suunnatuissa
sudokuissa kuitenkin usein paadytdadn tilanteeseen, jossa kaikki ennakoivat
joukot on jo 16ydetty, mutta sudoku ei ole vield ratkennut. Téall6in joudutaan
tekem#édn sattumanvarainen valinta. [4]

Maaritelma 7.5. Kun ennakoivia joukkoja ei enda 10ydy, mutta sudoku ei
ole viela ratkennut, on tehtavé sattumanvarainen valinta. Sattumanvaraises-
sa valinnassa valitaan jokin solu ja siihen sijoitetaan yksi sen kandidaateis-
ta. Tamaén jalkeen algoritmia jatketaan, eli merkitddn valinnan avulla esiin
tulleet pakolliset numerot ja etsitdén ennakoivia joukkoja.

Sattumanvaraisesta valinnasta ldhtien merkitaan kaikki merkinnét eri vari-
selld kynélla. Tama siksi, ettd sattumanvarainen valinta voi osoittautua vaa-
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riaksi jos paadytadn tilanteeseen, jossa sudokun sadnnot eivit toteudu. Tal-
16in kaikki sattumanvaraisen valinnan jalkeen tehdyt merkinnét pitda pyyh-
kia pois. Tyo ei kuitenkaan mennyt hukkaan, silla nyt tiedetdén, etta sattu-
manvarainen valinta oli vaara, eli soluun ei ainakaan tule valittua numeroa.
Juurikin tdmén syyn takia Crooke suosittelee, ettéd sattumanvarainen valinta
tehddan soluun, jossa on mahdollisimman vahan kandidaatteja. Mikali kan-
didaatteja on vain kaksi ja valinta sattuu osumaan vadrddn kandidaattiin,
niin soluun on jaljella vain yksi kandidaatti josta tulee pakollinen numero ja
sudokussa paastaan eteenpéin. [4]

Haastavammissa sudokuissa usein yksi sattumanvarainen valinta ei riita, vaan
niitd joutuu tekemédn useita. Joka kerta kun joutuu tekemién sattumanva-
raisen valinnan on syyta vaihtaa kynén varié, jotta tietdd mista alkaa aina
uusi ketju.

Esimerkki 7.6. Alla oleva sudoku on vaikeustasoltaan vaikea. Sudokun pa-
kolliset numerot ja kandidaatit on merkitty, mutta sudoku ei ole ratkennut.
Joudutaan tekemédn sattumanvarainen valinta.

1 1 1 1 1
] 2 | 4 =513 ol s
7 8 9 9 8 9
1 1 1 2 12 |1
b3 B e
1 1 1 1
94 07 2 4 6456|456
i 31 1 -
[ 5 2 4 B4 b8 4 [
4 7 3.8 1 2
1- 1 1- -
8 VA 3|+ ¢
12 |1 1 1 1 12
5 & 5 [ [ [ 8 5o3
E] k]
1o9=1tb 3 4 b7 4 [
1 31 3 1 1 1
56 45 8 2 57 9455455

Tehddédn sattumanvarainen valinta soluun ¢(1, 1). Solulla on vain kaksi kandi-
daattia, jolloin vaaréllakin valinnalla paastaan sudokussa eteenpéin. Valitaan
soluun numero 7 ja aloitetaan téstd uusi ketju. Merkitadn tata kerjua vih-
redlld varilla. Merkitdan sattumanvaraisen valinnan avulla saadut pakolliset
numerot myos vihrealla.
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1 1 1 1
7 2 |4 ¢ 513 I
8 9 9, 8 9
! 1 1 o1z 1
1 64 384 4 5 4 5
9 7 37 9
1 1 1 1
945 3 67 24!:45645!:
8 8
1 31 1
3 9524046840
4 7 5/3 8 : 2
8 2 |7 s 3 4 e
] ] ]
12 |1 1 1 12
SbS7 : ; So3
1 1 1
D94b8 34b74o
1 31 3 1 1 1
E 645 82 67 9456456

Paadytaan tilanteeseen, jossa joudumme tekemédn uuden sattumanvaraisen
valinnan. Téssé vaiheessa emme vield tiedd oliko ensimméinen sattuman-
varainen valinta oikein vai vaarin. Tehdddn uusi sattumanvarainen valinta
soluun ¢(1,2). Solulla on vain kaksi kandidaattia, ja niistd valitaan nume-
ro 8. Aloitetaan uusi ketju ja merkitddn téata ketjua punaisella. Merkitdan
sattumanvaraisen valinnan avulla saadut pakolliset numerot my6s punaisella.

Emme vielakdan tiedd oliko alkuperdinen sattumanvarainen valinta oikea,
joten huonoimmassa tapauksessa joudumme vield pyyhkiméaéan kaikki tdhan
asti tekemédmme merkinnat. On hyva huomata, ettd mikali pdadymme tilan-
teeseen jossa sudokun sadnnot eivat tayty, niin emme voi sanoa alkuperéisen
valinnan olleen vaara. Tieddmme vain, ettd punaisella merkitty ketju on vir-
heellinen. Mikali paatyisimme téllaiseen tilanteeseen, pyyhkisimme punaiset
merkinnét pois ja kokeilisimme soluun ¢(1,2) sen toista kandidaattia, nume-
roa 1.
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Sudoku ei ole vield ratkennut, joten tehddédn kolmas sattumanvarainen va-
linta. Sijoitetaan soluun ¢(3,4) numero 1. Merkitéén tdté ketjua oranssilla.

W NN | b~ OO = N
A O NN W O OO
0O O N|= U1 wlw AN
N0 Oy NN WU = O B
= Ul RO 00NN WO
~N W A O (N0 U
O B 0|l = N[O NW
O N MW w ok~ U1 —
Ul = W o N B0 N W

Havaitaan, ettd sudoku ratkesi néilld kolmella sattumanvaraisella valinnal-
la, joten valinnat osuivat oikeaan kandidaattiin. Todennékoisyys valita oikea
kandidaatti on sitd suurempi mitd vahemman kandidaatteja on. Myos téa-
man syyn takia, kannattaa aina valita solu, jolla on mahdollisimman vahéan
kandidaatteja sattumanvaraiseen valintaan.
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7.2 Brute force -algoritmi

Brute force -algoritmi tunnetaan kaikkein alkukantaisimpana algoritmina.
Brute force -algoritmi nimensd mukaisesti kokeilee kaikkia mahdollisia rat-
kaisuvaihtoehtoja kunnes se 10ytaé ratkaisun. Se 16ytéaé aina ratkaisun mikali
sellainen on olemassa, mutta ratkaisun 16ytédminen voi kestdd kauan. [2]

Sudoku on mahdollista ratkaista Brute force -algoritmilla. Algoritmi valit-
see ensimmaisen tyhjéana olevan solun ja asettaa sinne jonkin sen kandidaa-
teista sattumanvaraisesti. Algoritmi valitsee seuraavan solun ja valitsee sin-
ne taas sattumanvaraisesti jonkin sen kandidaateista. Tata jatketaan kunnes
torméataan tilanteeseen, jossa sudokun sdannot eivat toteudu. Algoritmi ot-
taa taméan kokoonpanon muistiin, eikd endd tulevaisuudessa kokeile samaa
kokoonpanoa, silla se ei johda ratkaisuun. Tamén jalkeen aloitetaan alusta
tekemaélla eri sattumanvaraiset valinnat. Taté jatketaan kunnes 16ydetdan
sudokulle ratkaisu. Brute force -algoritmilla voidaan 16ytaé kaikki mahdolli-
set ratkaisut ongelmaan, mikéli niitd on useampi kuin yksi.

Brute force -menetelmé on hidas, mutta hienosaatamalla algoritmia siita saa-
daan huomattavasti nopeampi. Sudokua ratkaistaessa on jarkevinté aloittaa
Brute force -algoritmi sellaisesta solusta, jossa on mahdollisimman véhén
kandidaatteja. Talloin on paremmat mahdollisuudet valita solun kandidaa-
teista oikea numero. Toinen tapa nopeuttaa Brute force -algoritmia on niin
sanotulla takaisinpaluu (eng. backtrack) ominaisuudella. Kun algoritmi saa-
puu tilanteeseen, missa sudokun saédnndt eivét toteudu, se voi palata takaisin
edelliseen soluun, poistaen sudokun sdantoja rikkovan solun numeron ja si-
joittaa soluun jonkin toisen kandidaatin. Mikéali yhtaan sopivaa numeroa so-
luun ei ole, algoritmi palaa taas yhden solun verran takaisin péin ja kokeilee
jotain toista solun kandidaattia kyseiseen soluun.

Crooken algoritmin lopussa kiytetddn Brute force -menetelmédd backtrack-
ominaisuudella. Algoritmi 10ytaa ratkaisun sitd nopeammin mitd vihemman
kandidaatteja on jaljella soluissa. Tietokoneiden laskentateho on paljon suu-
rempi kuin ihmisen, joten Brute force -algoritmi hienosdédettyné on huomat-
tavasti nopeampi kuin Crooken kynélld ja paperilla kiytettava ratkaisualgo-
ritmi.
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7.3 Geeniperiméa-algoritmi

Geeniperimé-algoritmit ovat algoritmeja, jotka matkivat luonnonvalintaa, eli
evoluutioprosessia, jossa periytyvéit hyodylliset ominaisuudet runsastuvat ja
haitalliset harvenevat sukupolvien aikana. Algoritmin aluksi luodaan satun-
nainen alkupopulaatio. Alkupopulaatiosta aletaan kehittdméan uusia suku-
polvia yhdistamalld kromosomeja eli mahdollisia ratkaisuja. Luonnonvalin-
nan tapaan, parhaimmat, 1ahimpéana ratkaisua olevat kromosomit lisdantyvét
todennédkoisemmin, kuin huonot kaukana ratkaisusta olevat. Kromosomeille
tapahtuu myos mutaatiota, joka tuo uusiin sukupolviin kaivattua variaatiota.
Mutaatio on téarkedssa asemassa, silla alkupopulaatiosta kromosomeja yhdis-
telemaéllé ei aina ole mahdollista saada ongelmaan ratkaisua. Uusia sukupol-
via luodaan kunnes loydetaén riittavan hyva ratkaisu.

Sudokua ratkaistaessa Geeniperimé-algoritmilla kromosomit ovat sudoku-
ruudukkoja. Jokainen kromosomi koostuu 81 geenista eli sudokun solusta.
Alkupopulaationa toimii jokin lukumaééra sattumanvaraisesti luotuja sudoku-
ruudukoita. Kaikissa kromosomeissa kuitenkin jo valmiiksi annetut numerot
eli vihjeet ovat paikoillaan. Sattumanvaraisesti luoduissa kromosomeissa ote-
taan huomioon sudokun rivisdanto, niin etté jokaiselle riville tulee alkiot 1-9
tasmaélleen kerran. Néin saadaan alkupopulaatiosta mahdollisimman hyva. [8]

"Hyvyysfunktio" (engl. fitness) on térked osa geneettistd algoritmia, koska
se madrittad kunkin kromosomin arvon [13|. Sudoku ruudukolle hyvyysfunk-
tion arvo on riippuvainen sudokun sdantojen rikkeiden lukumadrasta. Mi-
td ennemmén rikkeitd on, sitd pienempi arvo hyvyysfunktiolla on. Sudokun
saantorikkeitd ovat kaksi samaa numeroa rivilla, sarakkeella tai laatikossa.
Vastaavasti saantorikkeiksi voidaan méaaritelld jonkin numeron puuttuminen
rivilté, sarakkeelta tai laatikosta.

Seuraavaksi kromosomit valitaan pariutumista varten. Todenndkoisyys tulla
valituksi on riippuvainen hyvyysfunktion arvosta. Mitd suurempi hyvyys-
funktion arvo, sitd todennikoéisemmin kromosomi valitaan pariutumiseen
[13]. Olkoon alkupopulaatiossa 3 kromosomia, joiden hyvyysfunktion arvot
ovat 1,4 ja 10. Koko generaation hyvyys on 144410 = 15. Todennékéisyydet
tulla valituksi ovat tdten 1/15,4/15,10/15. Painottamalla todennékoisyydet
hyvyysfunktion arvoilla taataan parhaiden geenien séilyminen tulevissa su-
kupolvissa.

Pariutumisessa molemmilta vanhemmilta otetaan geeneja ja niiden avulla
luodaan lapsi, joka kuuluu uuteen sukupolveen [12]. Geenien valinta voidaan
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tehda usealla eri tavalla. Jarkevinta on kuitenkin sailyttad jokaisella rivilla
olevien numeroiden lukuméara, jotta sddntorikkomukset pysyvat mahdolli-
simman vahéisind. Geenit voidaan valita lapselle riveittain, jolloin molem-
pien vanhempien riveilld on 50% mahdollisuus tulla valituksi. Talla tavalla
sailytdmme jokaisella rivilla alkiot 1-9. Toinen tapa valita lapsen geenit on
nipuittain. Talloin sudokun kolme nippua valitaan aina niputtain toiselta
vanhemmalta 50% todennékoisyydelld. Talla pariutumistavalla on mahdol-
lista siiloa laatikoita, joissa on vahén sadntorikkomuksia. Yleensé algoritmis-
sa kiytetddn useita erilaisia pariutumismekanismeja, jotka séilovit kromoso-
mien erilaisia haluttuja ominaisuuksia. Uuden sukupolven kromosomeja voi-
daan tehda alkupopulaatiota enemmén, jonka jalkeen uudesta sukupolvesta
karsitaan hyvyysfunktion arvoltaan heikoimmat yksilot pois. [§]

Pariutumisen liséksi uuden sukupolven kromosomeille on mahdollista ta-
pahtua mutaatiota. Mutaatiosta on erilaisia versioita ja yleensa algoritmis-
sa kaytetdan useaa erilaista mutaatiota variaation lisddmiseksi. Perusideana
on vaihtaa kromosomin geenien paikkoja. Geenien paikkojen vaihdossa ote-
taan kuitenkin huomioon sudokun rivisaanto ja jo valmiiksi annetut vihjeet.
Mutaatiota voidaan tehd&d esimerkiksi vain rivien sisélld, niin ettd kahden
tai useamman geenin paikkaa vaihdetaan keskendan. Téll6in jokaisella rivilla
sailyy numerot 1-9. [12]

Algoritmi péaéttyy, kun ratkaisu sudokulle on 16ydetty. On kuitenkin mah-
dollista, ettd algoritmi jaa jumiin, eikd kykene loytdméan ratkaisua. Talloin
populaation hyvyysfunktion arvo on niin heikko, ettei algoritmi paése lahem-
maksi oikeaa ratkaisua. T&lloin voidaan luoda kokonaan uusi alkupopulaatio
ja aloittaa algoritmi alusta, tai karsia esimerkiksi puolet heikoimmista kro-
mosomeista pois ja lisdtd sama lukuméara uusia kromosomeja populaatioon.
Myés pariutumistapaa, mutaatiota tai alkupopulaation kokoa voi muuttaa,
mikali algoritmi ei 16yda ratkaisua.
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