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décomposition modale

Hugues Favreliere, Serge Samper, Pierre-Antoine Adragna

To cite this version:

Hugues Favreliere, Serge Samper, Pierre-Antoine Adragna. Caractérisation des défauts d’une
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RÉSUMÉ. La norme [ISO 1101] spécifie les défauts de forme avec des tolérances 
géométriques faisant intervenirla notionde zone.Pour compléter cette notion, nous 
présentons une méthode génériquequis’adapteàtouttypede 
géométrieetpermetdedécriretouslestypesde défauts. Ainsi, nous pouvons dissocier les 
défautsd’une pièce selon les catégories usuelles: position, orientation, forme,ondulationet 
rugosités.Apartird’un nuagede pointsreprésentantla me-suredu défaut,la méthode« 
modale» décompose,àla manièredes sériesdeFourier, ce défaut en une sommede défauts 
triés selon leurdegréde complexité (nombre« d’ondulations»).Par ailleurs, nous 
proposons de montrer, sur un exemple simple, qu’en fonction de la complexité du défautà 
caractériser, une interpolation parla méthode modale permet d’optimiserla stratégie de 
mesurage.  

ABSTRACT. The [ISO 1101] standard specifies the form errors withgeometrical tolerances us-
ing the zone concept.To complete this concept, wepresentageneric method whichadaptsto 
anygeometryand allowsto describeanykindoferrors. Thus,wecan dissociatetheparter-rors 
accordingtoreferencecategories: position, orientation,form, wavinessandroughnesses. 
Starting from a cloud of poinds representing the error measurement, the « modal » method 
de-compose,likeFourierseries,thiserrorinasumofsortederrors accordingtotheircomplexity 
degree (a number of « wavinesses »). In addition, we propose to show, on a simple example, 
that accordingto error complexitytobecharacterized,an interpolationbythe modal method 
allows to optimize the measuring strategy.  

MOTS-CLÉS: mesure, défautde forme, décompositionmodale, filtrage3D, sphère. 

KEYWORDS: measurement, form error, modal decompositon, 3D filtering, 
sphere.  

CPI’2007  
1. Introduction  



Les tolérances géométriques décrivant les défauts de forme (ISO-1101, 2006) pa-
raissent insuffisantes face aux nouvelles problématiques du monde industriel. Afin 
d’éviter les annotations sur plan, par exemple, pour qualifier une exigence, il est im-
pératif d’avoir un langage commun clair et précis. Nous proposons dans ces travaux 
d’introduire une méthode générique permettant de décrire les défauts de forme dans un 
langage mathématique, résolvant ainsi le problème du langage approximatif. Cette 
méthode, adaptableàtous les types de géométries (curviligne et surfacique), permet de 
caractériser en plus du défaut de forme, les défauts de positon, d’orientation, d’on-
dulation ou encore de rugosités. Apartird’unnuagedepoints représentantla 
mesuredudéfaut,laméthode«modale» décompose,à la manière des séries deFourier, ce 
défaut en une somme de défauts triés selon leur degré de complexité (nombre « 
d’ondulations »). Cette classification de défauts est naturellement obtenue en exploitant 
les déformées modales, issues de l’analyse modale de la pièce à décrire. Le résultat de la 
décomposition modale est un ensemble de scalaires, qualifiant l’importance de chaque 
déformées modales dans l’expression du défaut mesuré. Nous appliquons ici la 
méthodeàdes surfaces sphé-riques et plus particulièrement sur la mesure intérieure d’une 
demi-sphère. Les défauts des éléments sphériques n’étant pas, ou peu, défini dans la 
littérature, par-ticulièrement le défaut de forme, il est intéressant de définir une stratégie 
de mesurage permettant de les caractériser. Quelques auteurs présentent des méthodes 
permettant de décrire les défauts de forme sur des géométries élémentaires. Dans (Capello 
et al., 2000) et (Huang et al., 2002) nous pouvons observer des analyses 
surdesgéométries rectangulaires et (Summerhays et al., 2001) analyselesdéfautsde 
formedescylindres mais les géométries complexes nécessitent des modèles plus 
généraux. Dans lebut d’optimiser la stratégie de mesurage, nous proposons de montrer, 
dans un premier temps, sur un exemple simple que par filtrage et interpolation modale 
on peut définir la stratégie de mesurage en fonction du ou des défautsàcaractériser. En 
effet, en fonction du degré de complexité du défaut recherché, nous devons établir un 
compromis entre la densité et la répartition du nuage de points mesurés. Tout d’abord, 
nous exposons la stratégie de mesurage et la génération automatique du programme de 
mesure. Nous abordons dans la suite, la théorie de la décomposi-tion modale et son 
application sur la caractérisation du défaut de forme d’une surface sphérique. Enfin, nous 
présentons unefaçon d’interpoler le défaut de forme pour op-timiserla stratégiede mesureà 
un minimumde points tout engarantissant une bonne description du défaut de forme.  

2. Optimisation de la stratégie de mesurage  

Notre choix s’est porté sur l’étude d’une surface sphérique, plus particulièrement 
l’intérieur d’une demi-sphère. Afin de caractériser le défaut de forme de la demi-sphère 
sans connaissance de celui-ci, il est naturel de réaliser une mesure uniforme. Nous 
définissons ainsi un maillage uniforme sur la surface de la pièce à mesurer.  
Dans ce cas le maillage est composé de 321 noeuds, c’estàdire 321 pointsàpalper. Nous 
appliquons ensuite l’algorithme du voyageur de commerce (Lawler et al., 1985) pour 
minimiserletempsde mesure.Unefois l’ordredespointsàpalper optimisé,un programmede 
mesuregénérique au format DMIS (Dimensional Measuring Interface Standard) est généré 



pour piloterla machineà mesurer tridimensionnel.On peutvoir surla figure1le résultatdela 
simulationdela mesure:  

 

Figure 1. Simulation de la mesure de la demi-sphère  

3. Caractérisation du défaut de forme d’une surface sphérique  

Dans cette seconde partie, nous proposons une méthode générique permettant de 
caractériser le défaut de forme d’une pièce (Formosa et al., 2005). Pour identifier le 
défaut de forme de la surface sphérique mesurée, nous calculons la base modale consti-
tuée des modes« naturels» issue d’une analyse modaledela surface sphérique. Cette 
analyse est réaliséàpartir d’unmodèle éléments finis (éléments coques)dela surface 
sphérique (Zienkiewicz et al., 2002). Nous détaillons brièvement, dans le paragraphe 
suivant, les principales équations décrivant la théorie de l’analyse vibratoire.  
3.1. Théorie  

Pour un système conservatif discret, les équations dynamiques linéaires s’écrivent 
sousla forme générale suivante:  

Mq¨+Kq=0[1] 

··  



Dans l’équation 1, Mest la matrice de masse généralisée, Kest la matrice de 
raideurgénéralisée et qestlevecteur déplacementdynamique.Soit nle nombre de degré de 
liberté du système. Les solutions sont les modes qiquel’on peut décomposer en un 
produit de deux fonctions (espace 

× 
temps): 

 

qi = Qi 
· 
cos(ωi

· 

t) [2]  

Où les Qisont les vecteurs amplitudes etles ωiles pulsations correspondantes.En prenant 
en compte cette définition, les vecteurs amplitudes des modes sont solu-tionsde 
l’équation suivante: 

K 
− 
ω

2 
MQi =0 [3] 

i  

··  

Le système linéaire défini par l’équation 3 admet nsolutions propres qui sont les modes 
naturels de la structure. Les pulsations propres associées sont les racines de l’équation 
caractéristiquesuivante:  

det K 
− 
ω

2 
M =0 [4] 

i  
·  

3.2. Décomposition modaledelademi-sphère  

Du résultatde l’analyse vibratoire précédente nousne retiendronsquelesvecteurs 
amplitudes Qides modes, qui forment la base modale Q(p

× 
n)avec ple nombre de degré de 

liberté et nle nombre de modes calculés. La décomposition modale va être la projection 
vectorielle du vecteur V(equation 5), représentant les écarts du défaut mesuré, dans la 
base Q. Il en résultera un ensemble de coordonnées, appelés coeffi-cientsmodaux λi. Cet 

ensemble de coefficients forme le vecteur λ. La décomposition modalea plusieurs 
propriétés:  

 – projection dans une base: Qiet Qjsont indépendants pour i=
�
j  

 – unicité:les coefficientsmodaux λisont unique pour un vecteur Vdonné  
 – complexité croissante:pour j>i, Qjest plus complexe que Qi 
 

–exhaustivité:toutvecteur V peut être décomposé dansla base modale Q  

– expression métrique des λi:λireprésente la valeur métrique du vecteur Qi 



La projectionvectorielle est définie parla projectionduvecteur Vdans une base non 
orthonormale:  

n 

V = λi 
· 
Qi = QV [5] 

·  
i=1 

Ici Qest la matrice des vecteurs modaux Qi. Pour donner un sens métrique aux 
coefficients modaux λi, nous avons choisi de normer les Qiavec la norme infinie 

�
Qi

�∞ 

=1(Adragna et al., 2006).  

(Q
T 

Q)−
1 
Q

T 
V = λ [6] 

· ··  

Par l’opération inverseàla décomposition modale, on est capable de reconstruire le défaut 
de forme de la demi-sphère (equation 7) avec un rang ide complexité.  

m 

Vforme =λi
· 

Qiavec m<n[7] i=1 

Dans la suite, nous effectuons deux décompositions une dans la base des défauts mo-
daux « naturels » et une autre dans une base enrichie par des défauts technologiques.  

3.2.1. Dans la base de défauts modaux « naturels »  

L’histogramme suivant représente les coefficients modaux, issuedela décomposi-tion 
du défaut mesuré dans la base naturelle.  



 

Figure 2. Résultatdela décomposition modaledu mode1 au mode 200  
Dans un second temps, nous introduisons le défaut de taille dans la base mo-dale. 

Mathématiquement, cette introduction consiste à soustraire le défaut de taille aux autres 
modes en ré-orthogonalisant la base Q�enrichie. Nous décomposons alors ce défaut de 
taille dans la base naturelle Q. On montre sur la figure3 suivante, l’his-togramme 
résultant.  

 

Figure3.Résultat de la décomposition modale du défaut de taille dans la base natu-
relle  

On remarque que les signatures des deux décompositions modales précédentes 
(figures2et3)sont similaires.Eneffet,lesmodes significatifssontlesmêmesdans les deux 



cas. Il est intéressant de calculer un paramètre de corrélation entre ces deux 
signatures, pour cela nous utilisons le critère de corrélation linéaire (corrélation de 
Pearson).Ce critère s’écrit:  

r = 
Va 

· 
Vb 

où Vaet Vbsont des vecteurs centrés réduits et qleur dimension [8] 
q 

− 

1 
 

Dans notre cas, nous obtenons un critère de corrélation r=0.99, ce qui traduit une 
très forte corrélation entre les signatures. On en conclut que le défaut de taille sera la 
principale contribution du défaut réel.  

3.2.2. Dans la base de défauts « technologiques »  

Nous venons de mettre en évidence l’importance du défaut de taille dans l’expli-
cation du défaut mesuré. Ce défaut, que nous appellerons défaut technologique, n’est 
pasundéfautde forme.L’enrichissementdela base naturelleaveccedéfaut technolo-gique 
permet d’effectuer une nouvelle décompositionduvecteur écart V. Les résultats de 
cette décomposition sont montrés sur les figures ci-dessous(4 et 5).  

 

Figure 4. Résultatdela décomposition modaledu mode1 au mode 200  

Le mode9 correspond au défaut de taille, on observe logiquement sa forte par-
ticipationaudéfaut réel.Sionfaitun zoomdelafigure4àpartirdu mode10,on voit 
apparaître6bâtons principaux comme le montre la figure 5. En effet, ces bâtons font 
référenceàdes déformées modales particulièresquiexpliquent majoritairement ledéfautde 
formedela demi-sphère.On montre ces déformées surla figure6.Par une reconstruction 
modale, définie par l’équation 7, on peut visualiser le défaut de forme réel de la demi-
sphère.  



 

Figure 5. Résultat de la décomposition modale du mode 10 au mode 200  

 

Figure 6. Modes significatifs  

Afin de qualifier et quantifier la méthode nous introduisons un vecteur résidu 
�(équation9) et un critère scalaire ei(équation 10), qui est la moyenne quadratique des 
écarts résiduels après reconstruction du défaut de forme de la demi-sphère.La figure 
7représentela« forme» résiduelleetla figure8l’évolutiondu critèreeiau fur età mesure de la 
reconstruction du défaut réel V.  



 

Figure 7. Résidu vectoriel après reconstruction avec 200 modes  

 

Figure 8. Evolution du résidu scalaire  

En calculantlamoyennedesécarts quadratiques résiduelsavec une reconstruction 
dudéfautde forme limité aux modes significatifs, c’estàdire une dizainede scalaires, nous 
obtenons une valeur de 0.26µm. Le grand intérêt ici est que l’on décrit la forme de la 
pièce avec seulement quelques scalaires.  

m 

� = V 
− 

Vforme =V
− 
λi 

· 
Qi [9]  

i=1 



√�� 

ei = · [10]  

n  

Au travers de ces décompositions modales, la notion de filtrage est sous-jacente. Nous 
avons introduit que la méthode modale permettait de caractériser tous les types dé-
fauts.Effectivementàtraversla décomposition modale,ilexiste plusieursniveauxde filtrage 
(ou de décomposition). Le défaut de taille, que l’on a ajouté, est un filtre de « taille» 
permettantde caractériserledéfautdedimensiondela demi-sphère.Onpeut en énumérer 
d’autres:  

 – les six premiers modes sont des modes dits « rigides » permettant de filtrer 
les défauts de positionnement et d’orientation,  
 – les modes suivants ayant une grande longueur d’onde sont des modes filtrant 
la forme,  
 – ensuitelesmodesontunelongueurd’ondedeplusenplus courtedonconpourra 
caractériser les défauts d’ondulations,  
 – enfin, on peut, sur une mesure locale, filtreravec desmodesàtrès courtes lon-
gueur d’onde pour ne caractériser que la rugosité.  
 
Cette notion de filtrage est étroitement liéeàla répartition et au nombre de points de 
mesure.Eneffet,sil’on dégradelamesureonne pourraplusgarantirle mêmedegré de 
description du défaut de la pièce. C’est pourquoi dans la suite, on se propose d’in-
terpoler le défaut de forme, issue de la décomposition modale d’une mesure dégradée. 
C’estàdire qu’en diminuant le nombrede points de mesure, ongarantità une erreur près 
d’identifier le même défaut de forme que l’on aurait trouvé avec une mesure plus dense.  

4. Interpolationmodaledudéfautdeforme 

Nous proposons une méthode d’interpolation basée sur la méthode modale décrite 
précédemment. Dans un souci degain de temps, on souhaiterait se restreindreà un certain 
nombre de points de mesure mais suffisamment pour décrire le degré du défaut 
recherché.Cenombrede points minimumàconsidérer estégale au nombrede défor-mées 
modales (vecteurs modaux), qui composent la base modale. On s’intéresse dans un 
premier tempsà l’aspect théorique du principe puis dans un second temps, on traite un 
exemple simple d’application.  

4.1. Principe théorique  

Quelques notations et définitions:  

 – Vdegr :vecteur représentant la mesure dégradée  
 – Bcomp:base modale complète norme euclidienne(p

× 
n)  



 – B∞:base modale complète norme infinie(p
× 
n) 

 
comp  

 – dllB
comp 

:degré de liberté deBcomp où dim(dllB
comp 

)= p  
 – Bdegr :base modale dégradée normeeuclidienne(q

× 
navec q<p)  

 – B∞ 

 
degr 

:base modale dégradée normeinfinie(q 
× 

navec q<p)  

 – dllB
de gr 

:degré de liberté deBdegr où dim(dllB
degr 

)= q  

 – λ
degr

=[Bdegr]
T 

[Vdegr]: vecteur représentant les coefficients modaux de la  
 

·  

décompositionde Vdegr dans Bdegr  

A partir de la définition des bases précédentes, nous calculons deux matrices de 
passagequi permettrontle calculde l’interpolationdudéfautde forme.Tout d’abord, 
l’équation 11 définit la matrice de passage de la base Bcompàla baseBdegr :  

� ���T ��  
PB

comp 
→

B
degr 

=Bcomp Bdegr [11]����|
dll

B
comp 

=dll
B
degr · � �� �  

n
×
n

n
×

q
q
×
n  

Dans l’équation 12, on définit la matrice de passage de la base Bcompàla baseB∞: 
comp  

� ���T �� 
P

Bcomp 
→

B∞Bcomp comp 

=B∞[12] 

� �� 
c omp  � ����· � �� �  

n
×
nn

×
pp

×
n  

Ainsi,onpeut calculerlescoefficients modaux interpolésàpartirduvecteur λ
degr 

en 
appliquant l’équation13:  

λ
inter 

= PBcomp  
→

comp  

−
1 

PBcom p 
→

Bde gr 
−

1 

λ
degr

[13]
 

���� � �� 
B
∞

� · � �� � · � �� � 
n
×
1 n

×
nn

×
nn

×
1 

 

Finalement, la reconstruction du défaut de forme interpolé s’obtient en appliquant  

l’équation7soit Vinter =λ
inter 

i 
Bcomp

i 
. 



·  

4.2. Application simple sur la mesure d’un profil  

A partir d’un exemple simple d’une mesure de profil, nous mettons en évidence 
l’intérêt d’effectuer une interpolation. Néanmoins, plusieurs limites interviennent pour 
interpoler correctementle défautde forme.Ilfaut rechercherle bon compromis entre la 
densitédepointsdela mesureetledegrédecomplexitédudéfautréel.Pourcefaire, plus de 
2000mesures de profil avec un degré de complexité différent ont été simulées et chaque 
mesure est échantillonnée du plus fin au plus grossier. Pour chaque confi-guration, on 
réalise une interpolation du défaut de forme que l’on évalue en calculant la moyenne 
quadratique des écarts résiduels entre le défaut de forme interpolé et celui 
définiavecladensitédepointslaplus importante.Lafigure9ci-dessous représenteles 
résultatsde ces simulations,où nousavons choisides amplitudesdedéfautsde l’ordre de 
l’unité. Chaque intersection correspondàlavaleurdela moyenne quadratique des écarts 
résiduels pour un échantillonnage et une complexité de défaut donné.  

 

Figure 9. Surface représentant la valeur des moyennes quadratiques des écarts résiduels  

Eneffet, unevaleurdemoyenneélevée caractérisera une mauvaise interpolation, par 
exemple, pas assez de points de mesure pour identifier un défaut de forme trop complexe. 
Dans la suite, on trace le cas d’interpolation, un mauvais et un bon (respec-tivement 
figure 10 et 11).  



 

 

Dans le cas de la mauvaise interpolation, le nombre de points de mesure est de 15 
contre 250 pour la mesure dite « complète » pour qualifier un défaut de forme d’une 
complexité relativement importante. Intuitivement, on aurait pu prédire une mauvaise 
interpolation compte tenu de la répartition des points de mesure. Sur la figure 11, le 
nombre de points de mesure est plus important, une cinquantaine de points environ soit 



cinq fois moins que la mesure complète. Dans cet exemple, la valeur moyenne est de 
0.0019 pour une étendue de défaut de 3, ce qui permet raison-nablement de qualifier 
l’interpolation comme bonne. 
Atraverscetexemple,onpeutfaireémerger,grâceàlafigure9,labonne corrélation entre le 
nombre de points utiles pour décrire un défaut de forme avec une complexité 
donnée.Finalement, cette interpolationva permettrele pilotagedela mesure en opti-misant 
le temps de mesurage par rapport au degré de complexité du défaut recherché.  

5. Conclusion  

Au termede ces travaux, nousavonspufaire émerger trois points,àla fois très liés mais 
complémentaires.Atravers ces trois points, noussommes capablede décrire 
mathématiquement un défautmesuré tout en optimisant la stratégie de mesurage. 
Premièrement, nous générons automatiquement un programme de palpage pour me-surer 
uniformément et rapidement une surface sphérique. Deuxièmement,nousexploitonsla 
mesureàpartird’une décomposition originale,per-mettant ainsi de lui donner un sens. Le 
défaut mesuré est alors décrit par un ensemble de scalaires, agissant comme un filtre 
selon les déformées modales qu’ils engendrent. La méthode modale permet d’écrire dans 
un langage non ambigu tous les types de défauts de la classification usuelle (position, 
orientation, forme, ondulations et rugo-sités). Le troisième point de cette étude ajoute 
une interaction entre les deux premiers points, puisque nous optimisons la stratégie de 
mesure en fonction de la complexité du défaut de forme. En effet, cette optimisation a été 
réalisée sur l’exemple d’une mesure de profil mais l’objectif estd’étendre cette 
démarcheàl’exemple de la demi-sphère età d’autres. Par ailleurs, la démarche utilisée ne 
minimise le nombre de points de mesure qu’à tra-versunnuagedepoint uniforme.Un 
approfondissementàcestravauxseraitdeprendre en compte la répartition de nuage de points 
en fonction du défaut de forme des pièces. Cela nécessite néanmoins une expertise sur un 
certain nombre de pièces pour décrire defaçon systématiqueetrépétéela mesuresurunlotde 
pièces.La perspective majeur àces travaux est la mise en place, sur chaîne de production, 
du contrôle de défaut de forme engarantissant qualitéet rapidité.  
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