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:melborptimiL FehtylesicerpsisihT.tes
timilehtfoegaugnalehtnisitupniehtfi,sitaht,testimilehtfonoitarugfinocaniraeppa
nacdrownevigafietupmocotboBdnaecilAksawonnacew,noitinfiedsihtnodesaB

.]03[
ro]35[ninwohserastestimilevisrucer-nonhtiwatamotuafoselpmaxelareveS.elbaremune
ylevisrucer-ocsiegaugnalstiyhweesottlucfifidtonsitidna,tfihsbusaylsuoivbositessihT

} x=) y( Ft,QCFF∈y∃,t∀|QCFF∈x{ =ΩF
:ybdenfiedsiFfotestimilehT.notamotuaralullecaebFteL2.2.4noitinfieD

:noitinfied
lacissalcgniwollofehtevigotdeentsrfieW.notamotuaehtfonoituloveehtnietalylirartibra
raeppanacnrettapnevigafignidicedfomelborpehtsienfiedotgniogeraewmelborpehT

testimilehT1.2.4

.ytixelpmocdezimodnardna,ytixelp
-moccitsinimreted-nonyleman,ytixelpmocnoitacinummocfosnoitazilarenegtnereffidowtdna
,melborpsihtneewtebknilgnitseretninatneserpew,trapsihtnI.noitalernoitalumisgniroloc
ehtrofnotamotuaralulleclasrevinuasierehtrehtehwnwonktonsiti,1retpahcnidiasewsA

noitalumismetsys-busdnamsinimreteD2.4

.\preceq \unlhd roflaedillams
etiuqanielihw,\preceq \sqsubseteq roflasrevinunotamotuanafoelpmaxenaswohs,3.4noitcesni,retpahcsiht
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,melborpsihtnI.1.1.3noitcesnidenfiedewtahtqEnoitcnuffonoitagenehtsihcihw,qEN
nettirwretfaereh,noitcnufytilauqe-nonehtroflocotorpasi]34[ninevigelpmaxeehT

.boBdna,ecilA
,revorpehtfoemitgnikaepslatotehtsilocotorpehtfoytixelpmoceht,esacsihtnI.syasrevorp
ehtrevetahw,titcetedotelbaebtsumyehtesle,eergatsumboBdnaecilAneht,z=) y,x( f tahtesacehtyllautcasitifI.)]34[morfsemocnoitpircsedsiht(”z=) y,x( ftahtboBdnaecilA ecnivnocotgniyrtsi,ydnaxseesohw,revorplufrewopllana“,erehwoiranecsehtotsdnops -errocsiht,]44[kciwegdeSdnanotpiLybnevig,noitinfiedlanigiroehtnI.msinimreted-non
gniddasi1.3noitcesnidecudortnikrowemarfcitsinimretedehtfonoitazilarenegelbissopenO

slocotorpcitsinimreted-noN2.2.4

.ytpmenonsi) ) y( Φ 1-( F t-ecnis,ΩGnisi,) x( Φ=y,F\unlhd Gnoitaler ehtybdecudnipamrolocehtybegamistineht,ΩFfonoitarugfinocasixfi,revewoH
.'FfosgnirolocyllautcaeraFfosgniroloceht,teY.'Fybtnedecetnaonevahsnoitar -ugfinocesehtecnis,testimilehtniebrevenacQ 'F∖QFnietatsahtiwnoitarugfinocoN

.q=) 'q( α,Q 'F∖QF∈'q∀dna,q=) q( α,QF∈q ∀tahtesnesehtni,”emirpehtsevomer“QF→Q 'F:αerehw,) ) c( α,) b( α,) a( α( F=) c,b,a( 'Fdna ,'qdnaqsetatsgnidnopserrocowtsah'F,QF∈qhcaerof,yletercnoC.'Ffotestimilehtniton snoitarugfinoctcurtsnocyllaicfiitraottebahplaehtetacilpudotsifoorpehtfoaediehT.foorP

.\unlhd yb decudnipamehtsiΦerehw,x=) y( ΦtahthcusΩ 'F∖QZ'F∈yasiereht,ΩF∈xhcaerofdna'F \unlhd Ftahthcus'Fnotamotuaralullecasiereht,FnotamotuaralullecynaroF4.2.4noitisoporP

:noitcurtsnoc
gniwollofehtecnatsnirofeeS.Ffoegaugnaltimilehtnisitaht,Φpamdecudniehtyb,tupni ehtfotnedecetnaenofoecnetsixeehtsevorpylno3.2.4noitisoporpecnis,eromynakrow
tonseod1.2.2.3noitcesnidesuewdohtemelpmiseht,yletanutrofnU.FfognirolocasiG erehwtimiL GevlosottimiL Froflocotorpaesuotyawadnfiotdeenylnoew,txeN

.) ΩF( Φ∈ysuhtdna,ytpmenonsiΩF∩) y( Φ 1-=Xt⋂ ℕ ∈t,meroehtnoitcesretnis'rotnaC
yB.otnosiΦrof,ytpmenonsiXt,revoeroM.tcapmocsiXdna,suounitnoceraFdnaΦ ecnis,desolcsiXttahtetoN.) X( Ft∩) y( Φ 1-=Xt,ℕ ∈trof,dna,) Y( Gt⋂ ℕ ∈t∈ytel,woN

) X( Gt⋂ 
ℕ ∈t=) ) X( Ft( Φ⋂ 

ℕ ∈t⊆) ) X( Ft⋂ 
ℕ ∈t( Φ=) ΩF( Φ

:deednI.ΩG⊆) ΩF( Φ
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ehT.elgnatcercitamorhconomaniagasifaelhcaeneht,tnihetavirpehtnoosladna,tupnieht
nognidnepednoitcnufaybdelebalsiedonhcaeerehw,seertyboslaslocotorpruotneserper
ewfI?noitcnufafoytixelpmoccitsinimreted-nonehtdnuob-rewolewnacwoh,woN

.ntsomtahtgnelfoerazaotgnidael shtapehttahthcus,frofPlocotorpcitsinimreted-nonasierehtfi,n=) f( Nzetirwewdna,n ytixelpmocnoitacinummoccitsinimreted-non-zsahftahtyasew,} 1,0{ ∈zroF5.2.4noitinfieD

:ytixelpmocnoitacinummoccitsinimreted-nonfonoitinfiedadeenoslaeW

.) ) 'y,y( ,) 'x,x( ( tupni no1srewsnatihcihwrof) 'y,'x( foeulavonsiereht,0=) y,x( ftahthcus) y,x( llarof .) 'y,'x( fo eulavenotsaeltarof) ) 'y,y( ,) 'x,x( ( tupnino1srewsnati,1=) y,x( ftahthcus) y,x( llarof :fifetupmocotdiassiPlocotorpcitsinimreted-nonA
0=) ) 'y,y( ,) 'x,x( ( 'f,'Y∈'y,'X∈'x∀⇒0=) y,x( f,Y∈y,X∈x∀
1=) ) 'y,y( ,) 'x,x( ( 'f,'Y∈'y,'X∈'x∃⇒1=) y,x( f,Y∈y,X∈x∀

:tahthcus,} 1,0{ →) 'Y×Y( ×) 'X×X( :'fnoitcnufarof,sitaht,ffonoitelpmocaroflocotorpcitsinimreteda
sifrofPlocotorpnoitacinummoccitsinimreted-nonA.} 1,0{ →Y×X:fteL4.2.4noitinfieD

:sihtekil
seoglocotorpcitsinimreted-nonafonoitinfiedeht,yllamroF.txenodottahwwonkhtobyeht
:dnuorehtpiksnacboBdnaecilA,cilbupsinoitamrofnisihtecniS.dnuorehtfoemoctuo
ehtsevigrevorpeht,lufesusitnihetavirpaerehwlocotorpetavirpehtfodnuorhcaetA
.locotorpcilbupagnisutietalumisnacboBdnaecilAneht,froflocotorpetavirpasierehtfi ,ylesrevnoC.boBottistimsnartnehtohw,ecilAot,yletavirptubeerfrof,tnihemasehtsevig
tsujrevorpeht:noitinfiedruohtiwstibntsomtahtiwlocotorpasierehtneht,]44[fonoitinfied ehtrof,fnoitcnufemosrofntsocfolocotorpasierehtfi:noitinfiedsuoiverpehtninaht redrahonebotgniogsi,krowemarfsihtnihtiw,noitcnufynatahtraelcsitI.tnihs'rehto
hcaewonktonodsreyalpeht;etavirpsinoitamrofnisiht,noitinfiedlacissalcehtotylirartnoc
tuB.reyalphcaeoteerfrof”tnih“aevigotrevorpehtwollaew,revewoh,noitinfiedruonI

.) ngol( O suhtsilocotorpsihtfotsocehT.) 1( Oninoitisopsihttatibriehtrehtohcaegnidnesybti yfirevnacboBdnaecilAneht,noitisopatimsnartotrevorpehtrofstib) ) n( gol( Otsomta sekatti,qENfoesacehtnI.cilbupsiti;sreyalphtobybneessirevorpehtybnevigtnih
ehT.reffidstupniriehterehwxedninaboBdnaecilAevigylpmisnacrevorpeht,y≠xfi
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.) f( N0≤ngolsuhtdna,1+) f( C0≤) f( D≤ntahtsevorpsihT.rewsnaot noitamrofnihguonesahboB,dneehttA.R ielgnatcernisitupnirehfiylnodnafi1syasehs ,idnuorta;nisitupnirehselgnatcer-0ehtllaboBlletnacecilA:locotorpcitsinimretedasevig xirtamehtfostupni-zehtfonezisforevocatahttcafehtsesu]34[fo6.2esicrexE,ecnatsniroF .stnemugrarehtodeenew,revewoh,qEfoytixelpmoccitsinimreted-non-0ehtdnuob-rewoloT .)} } 1,0{ n∈x|) x,x( { =S1(esaccitsinimretedehtnisaemasehtsiqEroftesgniloof-1elpmaxenA
.elgnatceremasehtniebnactifostnemeleowtontahtsevorpylnotesgniloof

asa,dilavllitssifoorpemasehT.0=) 's1,s2( fro0=) 's2,s1( frehtie,S∈) 's2,s2( ,S∈) 's1,s1( yna rofdna,1=) 's,s( f,S∈) 's,s( ∀:ffostupni-1ehtroftesgniloofasiStesgniloof-1A.foorP

.ngoltsaeltasiffoytixelpmocnoitacinummoc citsinimreted-nonehtneht,frofnezisfotesgniloof-1asierehtfI.} 1,0{ ∈zteL6.2.4noitisoporP

:jsiD
dnaqErofsdnuobrewolemasehtevorpotswollaeuqinhcettesgniloofemasehttsomlA

.selgnatcercitamorhconom)gnippalrevo(tnereffidotdaelthgimtupniemasehtnostnih
tnereffid,niaga,dnA.elgnatcercitamorhconomaotsdnopserrocsyawlafaela:kaewtyna
tuohtiwskrow1.1.3meroehTfofoorpeht;locotorpcitsinimretedanisaemasehtyllaitnesse
siroivahebrieht,stnihevitcepserriehtwonkboBdnaecilAecno,slocotorpetavirproF

.palrevoyamselgnatcereht,stupniemasehtnodesuebthgimsfoorplareves
ecnis,woN.xirtamehtnielgnatcercitamorhconomaotsdnopserrocfaelhcaetahtevorpot
skrownoitcudniemasehT.strapowtotnistupniehtstilpsskaepsreveohw,locotorpehtfo
petshcaetaecnis,1.1.3meroehTfofoorpehtesuernacew,slocotorpcilbuprof,ylesrevnoC
.\right_ceiling ) ) f( C1( gol 2\left_ceiling yltcaxestsocoslasihT.boBottistimsnartehsdna,)elgnatcerafoemaneht( locotorpcilbupehtnisatnihemasehtecilAevignacrevorpeht,slocotorpetavirproF

.xirtams'fniselgnatcer-1 forebmunehtsi) f( C1erehw,stib\right_ceiling ) ) f( C1( gol 2\left_ceiling yltcaxenielgnatcer-1afoemanehtsevig revorpehthcihwni,metsysfoorpasecudnixirtams'fforevocyna,slocotorpcilbuproF .foorP
1+\right_ceiling ) ) f( C1( gol 2\left_ceiling =) f( N1:nehT.selgnatcer

ybxirtams'ffostupni-1ehtforevoclaminimafoeziseht) f( C1dna,ytixelpmocnoitacinum
-moccilbuproetavirpsti) f( N1dna,} 1,0{ →Y×XfonoitcnufaebfteL5.2.4noitisoporP

:ytixelpmocnoitacinummoccitsinimreted-nonfosnoitinfiedowteht
neewtebecnelaviuqeehttnemugralairotanibmocaybsevorpnoitisoporpgniwollofehT.tirof
stnihlarevesebyamerehtesuaceb,sevaeltnereffidotdaelyamtupniemasehttahtsiecnereffid
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) timiL G( ccn 1\prec ) timiL F( ccn 1
:nehT.G\preceq \unlhd FtahthcusatamotuaralullecowtGdnaFteL8.2.4noitisoporP

:defiirevylraelc
erasesehtopyheht,3.2.4noitisoporpyb:timiLmelborpsisihtsinoitacilppatceridA

.X→X morfsiffi,X×XmorfsiPFroftupnieht,sitaht,tilpsydaerlasilocotorpehtroftupnieht
tahttcafehtesuylticilpmiewtahtkrameR.tluserehtsevorphcihw,PFroflocotorpehtesunac
yehtdna,boBotx1,ecilAotx0sevigrevorpehtneht,1=) x1,x0( PFtahthcus) } y1{ ( φ1-×) } y0{ ( φ1- ∈) x1,x0( tnemelenasierehtfi,) y1,y0( tupninonehwneht,Y→Xfonoitacilppaotnonasiφ ecniS.slocotorpnoitacinummoccitsinimreted-nonfonoitalumrofetavirpehtesueW.foorP

.) f( ccn≤) g( ccnnehT.) 1=) x( f,) y( φ1-∈x∃( ⇔1 =) y( g,Y∈yllaroftahthcusY→X:φnoitcnufotnonasierehttahthcusnoitcnufa,sitaht ,noitcnufsihtfognirolocaeb} 1,0{ →Y:gdna,} 1,0{ →XfonoitcnufaebfteL7.2.4ammeL

:GrofnoitarugfinocthgiraesoohcotyawaboBdnaecilA sevigmsinimreted-noneht,FnomelborpgnidnopserrocehtgnivlosnehW.GnoPGmelborp
emosroflocotorpetavirpcitsinimreted-nonaevahewtahtdna,G\unlhd Ftahtemussa,deedni :snoitalumisgnirolocniesuriehtybdefiitsujsislocotorpetavirpfonoitinfiedeht,yllaniF

) Ci∘φn( N1xam n≤i=) φn( ccn 1
:ybdenfiedsi,) φ( ccnsadetonedretfaereh,φfoytixelpmocnoit -acinummoccitsinimreted-non-1ehT.} 1,0{ →QnfonoitacilppanaebφnteL6.2.4noitinfieD

:erofebsaytixelpmocnoitacinummoccitsinimreted-noneht
enfiednaceW.3.1.3noitcesnidenfiedCinoitcnufnoitanetacnoc-iehtrebmemeR.gnittilps tupnifomelborpehthtiwniagaepocotdeenew,atamotuaralullecottigniylppaerofeB

.esoprupruoroflootlufrewopssel
aebdluowti,atamotuaralullecrofslocotorpelpmisgnidnfinidetseretniylniameraewecniS
.elpmissnoitcnufrewefekamdluownoitinfiedsihtdna,redrahneebevahdluowytixelpmoc
wolfosfoorpehttuB.) n( Ω∈Nseilpmi) n( Ω∈ccn 1tahtgnivorpecnis,ytlucfifidemasehtdah
evahdluowssendrahfosfoorpehT.ytixelpmoccitsinimreted-nonfonoitinfiedehtsa)Ntillac sutel(N1dnaN0fomumixamehtnesohcevahdna,yawcirtemmysyletelpmocaniN0denfied
evahllewsadluocew;rettamyllaertonseodsiht,ytilaernI.1ro0rehtie:noitcnufehtfotluser enorofslocotorpenfiedylnoew,msinimreted-nonfosnoitinfiedruonitahterehkrameR
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.snoitacinummocriehtnistibmodnaresuotsreyalpehtswollaytixelpmocnoitacinummoc
dezimodnar,yrartnocehtnO.egatstnerrucehtlitnudeneppahevahtahtsnoitacinummoceht
fodna,tupniehtfosnoitcnufcitsinimretedybdenimretedyletelpmoceraslocotorpehtfo
egatshcaetasnoitacinummoceht,ytixelpmocnoitacinummoccitsinimretedfoledomehtnI

slocotorpdezimodnaR3.2.4

.) n( Ω∈) timiL F( ccn 1suhtdna,) n( Ω∈) jsiD( ccn 1,eroferehT.euqinhcet
tesgniloofehtesullitsnacew,evobadewohsewdnuobrewolehtotgnidroccA.melborp
jsiDehtfotnairavrehtonasisihT.reyaldrihtehtnoetats⊤aevreserpotyawylnoehtsiti ecnis,x 2+n…x n2=yn…y1dna,y 2+n…y n2=xn…x1fignidicedotstnuomatestimils'Fnisi

) ∅,y n2,x n2( …) ∅,y 2+n,x 2+n( ) ⊤,y 1+n,x 1+n( ) ∅,yn,xn( …) ∅,y1,x1( 
:mrofgniwollofehtfotupninafignidicedfomelborpehT

.⊤sniamerti,esiwrehtO.⊥asemocebti,sreyalhtobnos1asees⊤arevenehW .⊥sniamer⊥etatS knalbsniamer∅etatsknalbehT :tahtelur
ehthtiw,0suidarfonotamotuaralullecasisihT.} ⊥,⊤,∅{ tebahplahtiwreyaltsetA.3

.} 1,0{ tebahplanothgirehtottfihsA.2 .} 1,0{ tebahplanotfelehtottfihsA.1 :sreyaleerhtfotcudorpasiFnotamotuA.foorP

) n( Ω∈) timiL F( ccn 1
:tahthcusFnotamotuaralullecasierehT9.2.4noitisoporP

:notamotua
gniwollofehthtiw,]84[nisihtdevorpeW.ytixelpmocnoitacinummoccitsinimreted-nonlami
-xamsahtimiL FtahthcusFnotamotuaralullecasierehttahtwohstsumew,yllaniF

) timiL G \right_angle zG,tG,mG\left_angle ( ccn 1\prec ) timiL F \right_angle zF,tF,mF\left_angle ( ccn 1
:tahtgniwohsybfoorpehtsehsinfi7.2.4ammeL,nehT

.egaugnal
timilehtfoytixelpmocehtegnahctonoddnasnoitarepoevitceijbhtoberagnilacser
laitapsdnalaropmetecnis,timiLroflocotorpemasehtevahFdnaF \right_angle z,t,m\left_angle tahtraelcsitI

:slocotorpeht
htiwelbitapmocera\unlhd fostneidergnicisabehtllatahtgniyfirevforettamaylnosisihT.foorP
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citsinimreteddexfiadna,stupniehtrevoμytilibaborpnoitubirtsidaredisnocew,ytixelpmoc lanoitubirtsidni,yrartnocehtnO.sreyalpehtybdessotsniocehtnoytilibaborpasiredisnoc
ewytilibaborpeht,sitaht;slocotorpehtrevonoitubirtsidytilibaborpasilocotorpdezimodnar
a,debircsedtsujevahewtahtledomehtnI.ytixelpmocdezimodnarotytixelpmoclanoitubirtsid
gnitaler,]55[oaYybmeroehtamorfsemoctlusertsrfiehT.tirofsmelborpdraheraerehttaht
dna,gnirolochtiwgnisaercnisititahtevorpotdeenew,atamotuaralullecnotiesuoT

) Ci∘φn( Rϵxam n≤i=) φn( ccr 1ϵ
:ybdenfiedsi,) φ( ccrsadetonedretfaereh,φfoytixelpmocnoitacinummoc dezimodnarehT.1≤ϵ≤0dna,} 1,0{ →QnfonoitacilppanaebφnteL9.2.4noitinfieD

:ytixelpmocnoitacinummocdezi
-modnarehtgnizimixamtucehtgniredisnocybdevlosersieussignittilpstupnieht,niagA

.rewsnatcerrocaevigtsumslocotorpehtfo)μybdethgiew(ϵ-1noitcarf atsaelta,tupnihcaeroF.denfiedsirorrefoytilibaborpehthcihwrevo,slocotorpcitsinim
-retedrevoμnoitubirtsidytilibaborpasenfiedylnoytixelpmocnoitacinummocdezimodnar ehttahtetonllahsew,atamotuaralullechtiwtxetnocruoniledomsihtgninfiederofeB

.ϵytilibaborprorregniveihcalocotorpdezimodnartsebehtfoytixelpmocehtsi ,) f( Rϵsadetoned,ffoytixelpmocnoitacinummocdezimodnareht,0≥ϵroF8.2.4noitinfieD

.ϵybdednuobsi) y,x( f≠) r,y,x( P taht)*} 1,0{ ∈rgnirtsmodnarehtrevo(ytilibaborpeht,) y,x( tupniynaroffiϵytilibaborp rorrehtiwfsetupmocPtahtyaseW.0>ϵdna,Z→Y×XfonoitcnufaebfteL.srorrehtiw noitatupmocfonoitonadeenew,snoitatupmocehtnisrorrewollaottnawewecniS

.) r,y,x( a i↦ ) y,x( :a r,iybdelebalsiiedonhcaeerehw) y,x( revolocotorp citsinimretedeht) r,y,x( Petirwew,*} 1,0{ ∈rgnirtsmodnaradna) y,x( tupninaroF.Zfo
seulavybdelebalerasevaelehtdna,} 1,0{ →*} 1,0{ ×Y:biybro,)skaepsecilAerehwsdnuor
ehtrof(} 1,0{ →*} 1,0{ ×X:a iybrehtiedelebalerasedonlanretniehterehw,eertasifgnitup -mocPlocotorpnioccilbupdezimodnarA.Z→Y×XfonoitcnufaebfteL7.2.4noitinfieD

:stluserybdelebalsevaelehtdna,gnirtsmodnarehtno
oslatub,stupniehtnognidnepedemitsiht,snoitcnufybdelebalsedonehthtiw,eertlocotorp
a;slocotorpcitsinimretedhtiwsatxetnocemasehtputesew,krowemarfsihtezilamrofoT

.)gnirtsmodnarehtrevo(ytilibaborptnatsnoc
htiwsrorreekamotdewollaerayehtdna,htgnelyrartibrafognirtsmodnarnommocaotssecca
evahboBdnaecilA,esulliwewenoehtni;erutaretilehtnidenfiedstnairavlareveseraerehT
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.'Pfo noitinfiedehtstcidartnochcihw,tcerrocnisi'Phcihwno'μrofϵnahteromthgiewfo tesaotnitimrofsnartnacewneht,srorresekamtliubtsujevahewPlocotorpehthcihwno,μ noitubirtsidhtiwϵnahteromthgiewfotessierehtfI.'μnoitubirtsidhtiwϵytilibaborphtiw tcerrocllitssilocotorpehtsuht,0>) v( 'μtahthcus) v( φ1-∈ufotnemeleenoylnosiereht,0 =) v( ftahthcusvrof,eslE.stupniesehtrofslebal'sedonehtdegnahctonevahewesuacebsi sihT.) x( φdnaxfognittilpsetauqedanagniredisnoc,Pni) x( φdna'Pnixrofdegnahcxeera stibemaseht,sitaht:egnahctonseodlocotorpeht,0=) y,x( ftahthcusstupniehtroF .ylralimis)'bia
ybdelebalesoht(sedons'boBtrevnoceW.1=) x( 'a i,)'μfonoitcurtsnocyb,xhcusenoylno siereht(0>) x( 'μtahthcus) } y{ ( φ1-∈xrof,fiylnodnafi1=) y( a ites,Y∈yllarofdna ,skaepsecilAerehwedonhcaetA:swollofsa,bidnaa iotni'biro'a imorf,iedonhcae
ta,'Pfoslebalehtnrutylnodna,eertlocotorpemasehtpeekew:ysaeetiuqsigrofP locotorplanoitubirtsid-μaotnitignimrofsnarT.ϵrorrehtiw,stib) f( Rϵtsomtanignitarepo
,frof'Plocotorplanoitubirtsid-'μasierehttahtwonkew,01.2.4meroehTyb,woN
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