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Le tolérancement : Aspects généraux et bibliographie

� Gaston� by Franquin

Objectifs

L'objectif de ce premier chapitre est de présenter au
lecteur une vue d'ensemble des travaux signi�catifs
d'analyse et de synthèse de tolérancement. Nous com-
mencerons par rappeler l'intérêt et les concepts géné-
raux du tolérancement normalisé. Puis, sans être ex-
haustifs, nous proposons de décrire en deux temps les
principaux modèles de tolérancement et les avancées
qui ont été proposés au cours de ces dernières an-
nées. Dans une première partie nous évoquerons les
méthodes de description mathématique de la géométrie
avec défauts. Puis nous présenterons les techniques de
résolution, associées ou non, aux précédentes représen-
tations. En�n nous �nirons par exposer les principaux
logiciels d'assistance au tolérancement.

I Le tolérancement

I.1 Pourquoi ?

Le dessin industriel est un moyen de communication indispensable entre les multiples corps de métier
qui interviennent tout au long du cycle de vie d'un produit manufacturé. En particulier, le tolérancement
en est une partie essentielle. Il intervient de la phase de conception à la fabrication en passant par toutes
les étapes de contrôles intermédiaires et �nales.

Les pièces qui constituent les assemblages mécaniques sont fabriquées par l'homme et ne sont donc
pas, par dé�nition, de géométrie parfaite. Le tolérancement devra dé�nir le type et les limites des défauts
acceptables de façon univoque et compréhensible par tous les acteurs du cycle d'élaboration du produit.
Il est un outil fondamental pour maîtriser la qualité géométrique des produits. Il constitue le fondement
du contrat écrit entre les di�érents intervenants.

I.2 Historique

Les innovations du concept de standardisation et d'interchangeabilité des pièces sont à l'origine de
nombreux faits historiques connus. C'est l'ingénieur Jean-Baptiste Vaquette de Gribeauval qui, le premier,
mît en application ce concept. Au cours du XVIIIeme siècle, il se lance dans de grands travaux de
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normalisation de l'artillerie et des canons, ce qui explique en partie les succés des armées révolutionnaires
et napoléoniennes.

Cette nouvelle façon de travailler s'est peu à peu élargie au reste du monde. En 1865, la victoire
des Nordistes pendant la guerre de sécession, alors que les Sudistes avaient de nombreux atouts pour
l'emporter, est en grande partie attribuée à la mise en place d'un système de fabrication standar-
disé [de Jaegher 11].

Ce nouveau concept de fabrication provoque de grands bouleversements et marque le début de l'ère
industrielle moderne.

Mais il faut attendre le début du XXeme siècle pour voir apparaitre les premiers travaux d'améliora-
tion du rendement dans la production de pièces mécaniques en série. C'est en 1903 que Taylor décrit le
principe de standardisation et d'interchangeabilité des pièces qui facilite et accélère la production ainsi
que la maintenance. Taylor pose ici les premières pierres du principe central de "l'American System of
Manufacturing" . Cette nouvelle culture technologique est très rapidement reprise par la production de
masse dans l'industrie automobile. Et en particulier par H. Ford dont le modèle T sort des chaînes de
production dès 1908.

C'est dans cet environnement que la cotation fait ses premiers pas. On n'utilise alors que des tolérances
dimensionnelles qui su�sent à répondre aux techniques et méthodes industrielles de l'époque. La proximité
géographique des bureaux d'études et des ateliers de production facilite la communication et permet de
développer un savoir faire indispensable à l'évolution de ce nouveau langage.

C'est au cours de la seconde guerre mondiale que le tolérancement trouve un nouvel essor avec la
demande en volume de production plus importante et le perfectionnement des moyens de production.
Le triptyque "Qualité, Coût, Délai" devient plus exigent, et pour rester compétitif il devient nécessaire
de prendre en compte de nouveaux défauts (de forme, d'orientation, ...). Le langage s'enrichit donc
pour dé�nir de nouvelles tolérances géométriques de forme, de position et d'orientation. En parallèle,
la mondialisation rend la communication moins aisée entre concepteurs et producteurs et ne tolère plus
d'ambigüités dans la dé�nition des besoins fonctionnels.

Ce langage ne cessera donc d'évoluer au cours du temps pour s'adapter aux besoins de plus en plus
exigeants des industriels. Ces avancés réalisées par la résolution au cas par cas de problèmes de plus en plus
complexes se présentent aujourd'hui sous forme de normes : (ISO, ASME, ...) elles aussi en perpétuelle
évolution.

I.3 Représentation de la géométrie et normalisation

Le but recherché par la normalisation du langage de tolérancement est de fournir un moyen de com-
munication univoque connu et reconnu par tous. Ce besoin est essentiel pour répondre aux méthodes de
production actuelles. Ce langage suit l'évolution des procédés de fabrication de plus en plus perfectionnés
et des besoins de plus en plus exigeants. C'est pourquoi des mises à jour ou de nouvelles normes sont
régulièrement ajoutées.

I.3.a Spéci�cation Géométrique

Les évolutions temporelles majeures de la cotation font apparaitre 3 concepts principaux de toléran-
cement. Dans l'ordre chronologique :

◦ Le tolérancement dimensionnel : Notion de dimension locale et exigence d'enveloppe
⊲ ISO 8015 : Dessin technique - Principe du tolérancement de base [ISO-8015 85].

◦ Les zones de tolérances : Tous les points de l'élément tolérancé doivent être inclus dans
un espace appelé zone de tolérance et mis en position par rapport à une ou un ensemble de
surfaces dites de référence.

⊲ NF EN ISO 5459 : 2004 Spéci�cation Géométrique des Produits (GPS) - Tolérancement
géométrique - Références spéci�ées et systèmes de références spéci�és [NF-EN-ISO-5459 04]

⊲ NF EN ISO 1101 : 2006 Spéci�cation Géométrique des Produits (GPS) - Tolérancement
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géométrique - Tolérancement de forme, orientation, position et battement [NF-EN-ISO-1101 06]
◦ Les états virtuels : La ou les surfaces tolérancées doivent respecter un contrôle de type "entre
- n'entre pas" avec un gabarit virtuel.

⊲ NF EN ISO 2692 : 2007 Spéci�cation Géométrique des Produits (GPS) - Tolérancement
géométrique - Exigence au maximum de matière (MMR), exigence au minimum de ma-
tière (LMR) et exigence de réciprocité [NF-EN-ISO-2692 07]

Outre Atlantique l'ensemble des normes ASME relatives au tolérancement sont consultables dans le
fascicule Y14.5-2009 [ASME-Y14.5 09].

Malgré l'importance des travaux de qualité qui ont été fais sur ces Normes, il subsiste encore des man-
quements : dans certains cas les concepteurs doivent encore avoir recours à des annotations pour préciser
leurs besoins fonctionnels exacts, et des ambiguïtés : certaines spéci�cations peuvent être interprétées de
di�érentes manières.

Ces normes font sans cesse l'objet de modi�cations ou de propositions de modi�cations [Ballu 93] [Socoliuc 10]
a�n de résoudre ce genre de problème. De la même manière Robin Chavanne propose des normes a�n
de résoudre les problèmes de tolérancement de surfaces de formes complexes [Chavanne 11a]. Eric Pairel
propose un langage de tolérancement formel, basé sur des axiomes et non plus à partir d'exemples signi�-
catifs. Son modèle se tourne vers le fonctionnel en contrôlant des surfaces dites de substitution construites
à partir des surfaces réelles à l'aide d'un critère d'association dé�ni (par exemple au moindre carré) : le
tolérancement en zones liées [Pairel 07]. Ce type de tolérancement permet le tolérancement univoque de
tous types d'assemblages tridimensionnels. Le tolérancement des surfaces fonctionnelles dé�nit un gabarit
virtuel de la pièce au maximum et au minimum de matière. Le volume entre ces deux gabarits représente
les zones de tolérances de l'ensemble des surfaces tolérancées. La pièce est considérée comme bonne s'il
existe une position de celle-ci telle que toutes ses surfaces sont incluses entre ces deux gabarits. L'idée
d'un tel concept de tolérancement avait déjà été proposée [Requicha 83]. Mais son innovation par rapport
aux techniques de conception, de production et de métrologie classique ne lui a pas permis de s'imposer
jusqu'à présent. Avec les travaux de Leonard [Leonard 12] et au vu de l'évolution des méthodes et de
la numérisation de l'ensemble de la chaîne de production il pourrait s'imposer naturellement dans les
années à venir et faciliter l'intégration de modules d'assistance au tolérancement au sein de logiciels de
C.A.O. [ISO-DIS-14405-2 11].

Dans le domaine de la spéci�cation de l'état de surface, Serge Samper propose une méthode de toléran-
cement et de contrôle basée sur l'analyse modale des surfaces [Adragna 10]. Actuellement les dé�nitions
de défauts de forme, d'ondulation et de rugosité sont discutables. C'est pourquoi Serge Samper décrit la
forme de la surface comme une composition pondérée de ses di�érents modes propres de vibrations. Il
devient alors possible de choisir avec précision la bande passante des fréquences des défauts à contrôler.
D'importants travaux de normalisation sont en cours.

I.3.b Spéci�cation et véri�cation géométrique

Avec le développement du langage normalisé de tolérancement et le perfectionnement des machines
de mesure par points, de nouvelles problématiques sont apparues lors du contrôle. Dans certains cas, le
tolérancement géométrique normalisé d'une pièce ne fournit pas la totalité des informations nécessaires
à sa véri�cation. C'est pourquoi, les travaux de Ballu et Mathieu ont introduit un langage univoque
de description de la géométrie avec défauts [Mathieu 03]. Ce langage, appelé GeoSpelling, normalisé en
2005 [ISO-TS-17450-1 05], fait référence dans les concepts généraux de spéci�cation géométrique des pro-
duits. Il permet de dé�nir un vocabulaire et d'identi�er de manière systématique les di�érentes entités géo-
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Ainsi, grâce à cette dé�nition, chaque spéci�cation peut être dé�nie de manière univoque et systéma-
tique. GeoSpelling est un concept général de description de la géométrie des produits qui o�re également
un moyen de communication entre concepteurs et métrologues pour spéci�er et véri�er la qualité géomé-
trique des produits (�g. 1.4).

Fig. 1.4 � Dualité entre la spéci�cation et la véri�cation [ISO-TS-17450-1 05]

Cependant, si ce modèle permet une plus grande rigueur dans la construction et la dé�nition de
normes de tolérancement, il ne dé�nit pas en lui-même un système précis et cohérent de tolérancement.
En particulier, il ne permet pas de formaliser la description des conditions fonctionnelles ni de les trans-
férer en spéci�cations sur chaque pièce que ce soit du point de vue qualitatif (type des spéci�cations) que
du point de vue quantitatif (valeurs des cotes cibles et des tolérances).

A�n de noti�er dans quelles con�gurations de jeux le tolérancement du produit doit être respecté,
Jean-Yves Dantan éto�e ce modèle à l'aide de la notion de quanti�eurs [Dantan 05]. Il dé�nit deux types
de quanti�eurs, le quanti�eur universel ”∀” et le quanti�eur existentiel ”∃”. Il identi�e ainsi si la spéci-
�cation géométrique doit être respectée dans toutes les con�gurations de jeux ”∀” ou seulement pour au
moins une seule ”∃”. Sans être formalisée à l'aide de quanti�eur, une notion équivalente est couramment
utilisée dans d'autre travaux [Chavanne 11a] sous le terme de "jeu favorable" lorsque la condition fonc-
tionnelle doit être respectée pour au moins une con�guration de jeu (”∃”) ou "jeu défavorable" lorsque
la condition fonctionnelle doit être respectée pour toutes (”∀”) con�gurations de jeu. Par la suite nous
utiliserons ces deux désignations [Mansuy 11].

Si le tolérancement tel qu'il est normalisé aujourd'hui comporte encore quelques lacunes c'est un outil
de communication relativement puissant pour les di�érents corps de métier présents autour d'un produit
manufacturé. Cependant, sa principale source de défauts semble résider dans l'homme qui l'utilise. En
e�et, de larges progrès sont fréquemment possibles par un simple complément de formation ou de temps
consacré au tolérancement d'une pièce mécanique.

De nombreuses actions de formation à le lecture et à l'écriture du tolérancement normalisé sont régu-
lièrement menées [Dufailly 07]. En parallèle, des outils informatiques proposent d'assister le concepteur
dans le choix des spéci�cations géométriques d'un produit en fonction de ses conditions fonctionnelles.

II Outils d'assistance au tolérancement

II.1 Processus de tolérancement

L'activité de tolérancement a pour ambition de maîtriser les variations géométriques des produits tout
au long de la chaîne numérique (conception, fabrication, contrôle et assemblage) a�n d'assurer leur bon
fonctionnement au cours de leur cycle de vie. Pour ce faire, chaque surface fonctionnelle est spéci�ée avec
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des intervalles de tolérances �xés. Plus les tolérances sont restrictives, plus le coût de fabrication est élevé
mais des tolérances trop larges compromettent la qualité du produit (bon fonctionnement, �abilité,...). Il
s'agit donc de spéci�er au plus juste (avec des intervalles de tolérance les plus grands possibles compatibles
avec la qualité souhaitée) et de choisir une géométrie optimale (minimiser l'in�uence des défauts) pour
optimiser les coûts.

De par sa portée économique, il est primordial que cette optimisation intervienne dès le début de la
chaîne numérique. Il est couramment admis que 75% des coûts de fabrication sont �xés dès les premières
étapes de la phase de conception [Dantan 08].

A l'issue de l'analyse fonctionnelle, toutes les exigences fonctionnelles du produit sont formulées
de manière littérale en essayant de quanti�er au plus juste le besoin à respecter. La première étape
consiste à traduire ces besoins en conditions géométriques sur les di�érentes surfaces dites fonctionnelles
du mécanisme. Ces conditions seront appelées par la suite "conditions fonctionnelles". On les retrouve
également sous le terme "de conditions d'aptitude à l'emploi" dans la littérature.

Serge Samper, décompose ces conditions fonctionnelles en deux types. Il commence par véri�er que le
système est montable (condition qu'il appelle "existence du problème"), avant de contrôler le respect de
la fonctionnalité du produit selon son cahier des charges (condition de précision) [Samper 07]. En e�et,
la problématique de précision n'existe que si l'assemblage mécanique est montable.

Par la suite, le tolérancement fonctionnel sera étudié à travers ces deux types de conditions fonction-
nelles : précision et montabilité.

D'après Salomons, le tolérancement fonctionnel repose sur trois problématiques majeures [Salomons 96b,
Salomons 96a] :

◦ La spéci�cation : représentation graphique des exigences géométriques (utilisation d'un lan-
gage complet et sans ambigüité entre les di�érents corps de métier).

◦ La synthèse de tolérances : processus de détermination des tolérances qualitatives et quan-
titatives optimales pour respecter l'ensemble des exigences fonctionnelles.

◦ L'analyse de tolérances : processus de quanti�cation de l'in�uence du système de toléran-
cement dé�ni sur le respect des exigences fonctionnelles.

La normalisation du langage de tolérancement apporte des éléments de réponse de plus en plus aboutis
à la première problématique. Laurent Pino [Pino 00] formule d'une autre manière les deux problématiques
suivantes :

◦ "Quel est le tolérancement qui permet de réaliser une fonction d'assemblage donnée ?" : la
synthèse de tolérances consiste à générer les spéci�cations géométriques à mettre en place a�n
de respecter les conditions fonctionnelles préalablement identi�ées [Dantan 00]. La dé�nition
des spéci�cations se fait tant d'un point de vue "qualitatif" (type de spéci�cation à mettre en
place) que d'un point de vue "quantitatif" (étendue des zones de tolérance). Cette étude peut
être menée au pire des cas a�n d'assurer la fonctionnalité de l'ensemble des produits fabriqués
ou en statistique en pilotant un risque de non-conformité.

◦ "Est-ce qu'un tolérancement donné permet de respecter une fonction d'assemblage ?" : l'ana-
lyse de tolérances consiste en e�et à simuler l'in�uence du tolérancement mis en place, a�n de
véri�er qu'il permet le respect des conditions fonctionnelles identi�ées auparavant. Cette étude
peut être menée au pire des cas (100% des mécanismes doivent respecter l'ensemble des condi-
tions fonctionnelles) ou en statistique (recherche du risque de non conformité des assemblages
engendrés par le tolérancement).

La résolution de la première question est complexi�ée par le fait que le langage de tolérancement
normalisé ne soit pas totalement déterministe. En e�et, une même condition fonctionnelle peut être
exprimée de di�érentes manières. Dans ces conditions, l'automatisation de la génération des tolérances
n'est pas possible sans dé�nir des axiomes non reconnus par la norme. C'est pourquoi, la plupart des
travaux de recherche actuels répondent plutôt à la seconde question.

Cependant, Robinson [Robinson 97] est un des premiers à proposer des solutions de synthèse de
tolérance d'assemblages mécaniques en utilisant le concept de gabarit au maximum de matière. Armillotta
quant à lui propose une méthode de génération automatique de tolérances pour respecter des conditions
fonctionnelles de type montabilité [Armillotta 07]. Il identi�e les surfaces de liaison et fonctionnelles dont
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il dé�nit la prépondérance à l'aide d'un critère géométrique dé�ni (aire, ...). Cette hiérarchisation lui
permet d'obtenir la cotation qualitative de l'assemblage. Malheureusement, cette méthode ne s'applique
pas à d'autres exigences que celle de montabilité (fonctionnalité, précision, ...).

La méthode CLIC de Bernard Anselmetti permet également, à partir de règles métiers, de géné-
rer automatiquement des spéci�cations géométriques respectant une condition fonctionnelle détermi-
née [Anselmetti 05].

En ce qui concerne la seconde question, de nombreuses modélisations du tolérancement ont été propo-
sées a�n de véri�er la conformité du tolérancement vis-à-vis des exigences fonctionnelles du mécanisme.
Une sélection des principaux modèles purement géométriques est présentée ci-dessous. Ceux-ci s'appuient
sur l'hypothèse de solides rigides ou indéformables. D'autres analyses peuvent également prendre en
compte les déformations du produit sous contraintes [Petit 04], notamment pour des grandes structures
souples en aéronautique [Mounaud 09]. D'autres encore proposent des simulations complètes à l'aide de
modèles multi-physiques [Brissaud 11].

On peut distinguer trois étapes pour résoudre les problèmes de tolérancement de systèmes mécaniques.
La première consiste à modéliser sous forme d'objets mathématiques les tolérances et la géométrie des
pièces avec ou sans défauts. Nous obtenons ainsi des modèles d'écarts, de jeux et d'exigences géométriques.
La seconde consiste à prendre en compte l'assemblage a�n d'écrire les relations reliant les variables de
jeux, d'écarts et d'exigences géométriques. Ces relations seront appelées : "équations de tolérancement".
En�n, la dernière consiste à traduire la condition de respect des exigences fonctionnelles sous forme de
système d'équations et d'inéquations à l'aide des précédentes relations. La résolution de ces systèmes se
déroule suivant deux opérations possibles : soit en cherchant le pire des cas, soit suivant une approche
statistique. La méthode au pire des cas prend en compte les inégalités portant sur les écarts de géométrie
bornés par les tolérances. En statistique, on supposera connues les densités de probabilités et dépendances
relatives aux variables aléatoires d'écarts géométriques pour en déduire les données statistiques relatives
aux variables qui décrivent les conditions fonctionnelles.

II.2 Modélisation de la géométrie tolérancée

II.2.a Tolérancement par classes variationnelles

Au début des années 80, avec l'avènement de l'informatique et l'utilisation croissante de modeleurs
CAO. Requicha est le premier à souligner l'absence de module de tolérancement intégré aux systèmes
informatiques. Il insiste sur la nécessité de dé�nir mathématiquement la sémantique du tolérancement et
de l'intégrer aux logiciels.

Il propose donc un premier modèle [Requicha 77] basé sur l'architecture du modeleur CSG (Construc-
tive Solid Geometry). Dans ce modèle, les surfaces des pièces sont représentées par des demi-espaces
séparant la matière du vide. Il utilise les paramètres qui pilotent la dimension et la position de chaque
demi-espace comme un paramètre de tolérancement associé à la surface. Mais ce modèle ne permet pas
de représenter les zones de tolérance de manière satisfaisante.

Il dé�nit donc un second modèle [Requicha 83] dans lequel une pièce est représentée par une famille
de solides fonctionnels. Ces solides sont construits par décalage des surfaces nominales de la pièce étudiée.
Le décalage extérieur des toutes les surfaces tolérancées (positive o�set) représente la pièce au maximum
de matière (Maximal Material Condition) et un décalage intérieur (negative o�set) la pièce au minimum
de matière (Least Material Condition). La pièce sera considérée comme bonne si elle est con�née dans la
zone de tolérance obtenue par soustraction des deux précédents volumes (�g. 1.5).
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Fig. 1.5 � Modèle par classe variationnelle dé�ni par Requicha [Requicha 83]

Plusieurs lacunes compromettent l'utilisation de ce modèle tel qu'il est dé�ni pour faire de la syn-
thèse de tolérance. Tout d'abord, Requicha a cherché à apporter une alternative aux langages normalisés
de l'époque. Les possibilités de traduction de tolérances normalisées s'en retrouvent donc limitées. Par
exemple, ce modèle travaille à partir des surfaces réelles ou extraites de la mesure, il n'existe donc pas de
zone de tolérance sur des éléments construits tel que les axes, les centres, ... . D'autre part, Les défauts
de forme, d'orientation et de position se retrouvent inclus dans une seule est même zone de tolérance sans
distinction possible.

Le modèle de tolérancement en zones liées développé par Eric Pairel se base sur ce même concept.
Á ceci près qu'il étudie la position et l'orientation de surfaces de substitution construites à partir des
surfaces réelles avec un critère dé�ni (par exemple au moindre carré). Cette di�érence fondamentale lui
permet d'o�rir plus de possibilités de traduction de tolérances [Pairel 01, Pairel 05, Giordano ].

V. Srinivasan [Srinivasan 93] propose d'améliorer le modèle de Requicha en dé�nissant les limites
des zones de tolérance par les surfaces enveloppes d'une sphère dont le centre se déplace sur les surfaces
tolérancées. R. Jayaraman et V. Srinivasan [Jayaraman 89] proposent ensuite de traduire les tolérances
par des exigences fonctionnelles sur les frontières virtuelles (Virtual Boundary Requirement). On retrouve
les états au maximum et minimum de matière de chaque pièce. La notion de demi-espace avec un coté
matière pour dé�nir les limites virtuelles permet de véri�er la non interférence de la matière et donc de
contrôler l'assemblage.

Robinson étend ce concept à la pièce entière et obtient, à l'aide de 7 règles de construction, un ga-
barit au maximum de matière pour chaque pièce "Maximal Material Part" [Robinson 98]. Si les gabarits
au maximum de matière englobent toutes les pièces de la classe variationnelle alors celle-ci respecte la
condition fonctionnelle. Malheureusement ces travaux ne permettent pas de modéliser les défauts par un
outil mathématique utilisable dans un calcul de chaînes de cotes.
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II.2.b Tolérancement vectoriel

Wirtz dé�nit une écriture originale des tolérances qui s'éloigne de l'écriture normalisée [Wirtz 89].
Chaque surface est positionnée par un point et un vecteur dans une base donnée. La position, l'orien-
tation, la forme et la dimension sont modélisées par quatre vecteurs indépendants du point de vue des
tolérances [Wirtz 91].

 

Fig. 1.6 � Tolérancement vectoriel selon A. Wirtz

Ces vecteurs varient autour de deux paramètres : l'un associé à la géométrie nominale de la pièce
et l'autre aux écarts admissibles sur les surfaces. Dans la dé�nition des écarts, chaque composante de
vecteur est associée à un intervalle de tolérance. Le tolérancement de la pièce s'obtient en ajoutant les
vecteurs caractérisant les défauts à ceux dé�nissant la géométrie nominale. Ce modèle o�re un outil
intéressant pour la fabrication et le contrôle de qualité [Wirtz 93] mais se limite à l'écriture et à l'étude
du tolérancement de pièces isolées et ne propose pas d'analyser les assemblages et ne considère donc pas
l'aspect fonctionnel du mécanisme.

II.2.c Tolérancement déclaratif

D. Gaunet présente un modèle de tolérancement vectoriel sensiblement di�érent de celui de A.
Wirtz [Gaunet 93], puisqu'il y intègre la théorie des SurfacesAssociéesTechnologiquement etTopologiquement
(SATT) et d'Élément Géométrique de Référence Minimum (EGRM) [Clément 94] de A. Clément.

Le concept SATT permet de raisonner sur des surfaces fonctionnelles positionnées les unes par rapport
aux autres. Il propose de remplacer les surfaces par les éléments géométriques simples nécessaires au
tolérancement qui les caractérise (centre d'une sphère, axe d'un cylindre,...). Pour ce faire, A. Clément
introduit la notion de classe d'invariance caractérisée par son degré d'invariance et ses déplacements
autorisés en rotation et translation et donne les dé�nitions suivantes :

◦ Un SATT est une paire de surfaces ou une paire composée d'une surface et d'un SATT ou
encore une paire de SATT appartenant au même solide et associés pour des raisons fonction-
nelles.

◦ Un EGRM d'une des 7 classes de surfaces est l'ensemble minimum de point, droite plan néces-
saire et su�sant pour dé�nir le sous-groupe laissant globalement invariante la classe considérée.
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Chaque SATT appartient à une des 7 classes d'invariance (tab. 1.1).

 

Table 1.1 � Les 7 classes de surfaces

Un SATT peut être positionné par son EGRM dans le repère d'étude ou relativement à un autre SATT
par la positon relative de leur EGRM respectif. La position de deux sphères par exemple est ramenée à
la position relative de leur centre respectif : ces deux points peuvent être coïncidents ou distants d'une
valeur donnée. On recense 13 contraintes de positions relatives (de type distance, coïncidence, angle,
...) permettant de positionner l'ensemble des SATT deux à deux [Clément 97]. A chaque contrainte est
associé un paramètre de mise en position.

En faisant l'hypothèse de faibles variations autour de ces paramètres, Gaunet les modélise sous forme
de torseurs de petits déplacements qu'il appelle "torseur de tolérancement".

Fort de cette modélisation, Gaunet l'enrichit a�n de modéliser les interactions au sein du système
mécanique [Gaunet 94]. Il identi�e deux types de contacts :

◦ Le contact �xe lorsque les deux surfaces en vis-à-vis n'ont aucun mouvement relatif entre
elles. Ce type de contact lie les petits déplacements des pièces qui engendrent des contraintes
d'égalité.
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◦ Et le contact �ottant, pour tous les autres cas, qui limite le déplacement des pièces (jeu) et
génère des contraintes d'inégalité.

La modélisation d'une tolérance géométrique est basée sur la dé�nition de la position relative entre
trois éléments : l'élément tolérancé, la zone de tolérance et le système de référence [Sellakh 00].Cette
dé�nition permet d'obtenir des contraintes (d'égalité et d'inégalité) sur les composantes des torseurs de
tolérancement auxquelles s'ajoute les nouvelles égalités et inégalités de contact.

Ce modèle permet d'étudier non plus seulement la pièce mais l'assemblage tout entier. Les aspects
fonctionnels tel que la montabilité ou le jeu minimum entre deux surfaces peuvent ainsi être appréhendés.
Cependant, le fait d'associer les surfaces par paires ne permet pas de traduire certains cas de la norme
(localisation d'un groupe de trous par exemple). De plus la construction de l'arbre bianire des SATT est
laissée à l'appréciation du concepteur et n'est pas automatique (aucune règles de construction données).
D'autre part l'identi�cation des variables et contraintes in�uentes rend l'optimisation complexe pour des
assemblages présentant beaucoup de pièces. En�n, ce modèle ne permet pas de calculer les relations entre
tolérances dans une chaîne de tolérances tridimensionelle. Néanmoins, ce fut la première tentative de
dé�nition d'un modèle intégrable dans un logiciel de CFAO d'assistance au tolérancement.

II.2.d Tolérancement cinématique

Dans un premier temps, le tolérancement cinématique fut développé pour e�ectuer le transfert de
cotes et l'analyse de variations géométriques dans le domaine des procédés d'usinage [Rivest 94a]. Ce
modèle de tolérancement original proposé par C. Fortin et L. Rivest se base sur l'analogie entre le tolé-
rancement et la robotique et plus précisément entre la zone de tolérance et l'espace de travail d'un robot
manipulateur [Rivest 93].

Louis Rivest propose de modéliser la position et la taille de la zone de tolérance par un mécanisme
cinématique [Rivest 94b]. Pour ce faire il dé�nit di�érentes formes de zones de tolérance :

◦ Cylindrique : caractérisée par un axe de symétrie
◦ Plane : caractérisée par un plan de symétrie
◦ particulière : regroupant l'ensemble des autres formes (conique, sphérique, ...)

et de genres :
◦ Creux : l'élément tolérancé doit être inclu dans un espace
◦ Solide : l'élément tolérancé doit être exclu d'un volume
◦ Hermaphrodite : l'élément tolérancé doit être inclu dans un volume et exclu d'un autre (zone

de tolérance comprise entre deux cylindres concentriques de rayons di�érents par exemple).

Il dé�nit ensuite deux vecteurs
→

VE et
→

VI . Le vecteur externe
→

VE positionne l'élément de symétrie de
la zone de tolérance (axe pour une zone cylindrique, vecteur normal pour une zone plane). Le vecteur

interne
→

VI modélise la direction de mesure de la taille de la zone de tolérance.
Rivest dé�nit un mécanisme cinématique qui devra permettre de positionner et d'orienter les deux vec-

teurs
→

VE et
→

VI dans le référentiel de dé�nition de la zone de tolérance. Il choisit une structure cinématique
classique permettant de découpler position et orientation. Elle comporte 14 articulations décomposées en
deux chaînes sérielles (�g. 1.7). Les 14 paramètres (R pour rotation et T pour translation) associés à ces
degrés de liberté peuvent être libres, limités ou bloqués :

◦ Les six premiers paramètres positionnent et orientent le vecteur
→

VE par rapport au référentiel
RO.

◦ Les six suivants positionnent et orientent le vecteur
→

VI par rapport au vecteur
→

VE . Les para-
mètres Tt et Tp dé�nissent la taille de la zone de tolérance.

◦ Les deux derniers paramètres appelés paramètres de redressement pilotent l'orientation du re-
père lié à l'élément tolérancé.

Après avoir modélisé chaque zone de tolérance, le mécanisme cinématique permet d'e�ectuer les
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Fig. 1.7 � Structure cinématique dé�nie par Louis Rivest [Rivest 94b]

transferts de tolérance. Pour ce faire on commence par e�ectuer le balayage complet de chacune des
zones de tolérance de la chaine de tolérance. Puis on dé�nit une zone neutre intersection de l'ensemble
des images extrêmes de la zone de tolérance. Si l'élément fabriqué peut être con�né dans cette zone neutre,
alors cette zone est transférable. Une simpli�cation de la zone obtenue dans le référentiel d'accueil est
généralement nécessaire a�n d'obtenir une forme de zone de tolérance interprétable par le fabricant.

La mise en ÷uvre de la méthode de détermination de la zone neutre telle qu'elle est dé�nie par
Rivest n'est pas intégrable au sein d'un logiciel de CFAO [Bennis 97]. C'est pourquoi F. Bennis et L.
Pino utilisent les matrices de transformations homogènes entre les référentiels d'origine et d'accueil pour
simpli�er le calcul de transfert de zone de tolérance [Bennis 98], [Pino 00]. En prenant en compte les
relations entre les di�érentes liaisons du modèle cinématique, les mouvements de l'organe terminal ainsi
que les contraintes de fermeture de boucle de la structure cinématique dé�nissent un système d'équations
non linéaires. Le calcul du déterminant de la matrice jacobienne associée à la structure cinématique
(généralement calculée sur l'organe terminal) génère une équation qui nous renseigne sur la faisabilité du
transfert et le cas échéant, décrit la forme de la zone de tolérance après transfert. Il semble que ce modèle
a été abandonné, sans doute à cause de se complexité.

L'utilisation d'outils de la robotique a inspiré bon nombre de travaux de recherche. En e�et, L.
Joskowicz éto�e l'analyse cinématique du tolérancement de mécanismes plans en prenant en compte
les jeux dans les liaisons lorsqu'il recherche les positions et orientations extrêmes du mécanisme tolé-
rancé [Sacks 97]. Les équipes Canadiennes [Laperrière 00] utilisent la matrice Jacobienne dans leur mo-
dèle "Jacobian Torsor". Les modèles des T-maps® et des domaines rappellent également la dé�nition des
espaces de travail en robotique [Giordano 87].

II.2.e Par développement limité

D'autres méthodes utilisent également les matrices de passage pour modéliser les positions relatives
des surfaces entre-elles. L'écriture d'une fermeture de boucle d'assemblage sous forme d'un produit de
matrices permet d'obtenir les équations de tolérancement. Whitney obtient les relations linéaires entre
les variations des variables décrivant la géométrie et celles décrivant les conditions fonctionnelles par
développement en série de Taylor au premier ordre des équations précédentes [Whitney 94]. Dans la
méthode DLM (Direct Linearization Method), présentée par Chase, toutes les variations géométriques
linéaires et angulaires peuvent être prises en compte [Chase 96]. Cependant, contrairement à ce qu'il
suppose, les relations linéaires entre variables d'écarts qu'il obtient ne sont pas nécessairement les mêmes
que les relations linéaires que l'on cherche à déterminer entre les tolérances des surfaces de l'assemblage
et la tolérance fonctionnelle, comme nous le montrerons plus tard. De son côté, Franciosa propose une
procédure numérique pour simuler les contraintes d'assemblage, en utilisant ce formalisme des matrices
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II.3 Prise en compte de l'assemblage : Équations de tolérancement

II.3.a Modélisation de l'assemblage

A�n d'écrire les relations liant les variables de jeux, d'écarts et d'exigences géométriques, il est néces-
saire de connaitre les chemins d'assemblage relatifs à chaque condition fonctionnelle. On appelle chemin
d'assemblage, l'ensemble des liaisons en série reliant les deux surfaces entre lesquelles s'applique la condi-
tion fonctionnelle. Il s'agit de dé�nir quelles sont les surfaces de liaison qui ont une in�uence sur la
condition fonctionnelle et de quanti�er cette in�uence.

La majorité des travaux dans le domaine utilisent la théorie des graphes [Linares 93], [Teissandier 97].
Di�érents formalismes permettent de décrire les liaisons, les exigences et les pièces in�uentes.

Mejbri [Mejbri 05], parmi tant d'autres [Ballu 07], [Legrais 05] propose de modéliser l'assemblage
entre une surface terminale et une base par l'ensemble des chemins d'assemblage permettant de passer
de l'une à l'autre. Chacun d'entre eux est décrit par des arcs représentant les liaisons et des n÷uds repré-
sentant les surfaces de contact (�g. 1.9). Il propose dans sa thèse [Mejbri 04] une méthode de génération
automatique de ce type de graphe. Il l'utilise ensuite pour identi�er les paramètres in�uants sur la surface
terminale et étudier la spéci�cation géométrique.

 

Fig. 1.9 � Graphe de liaisons selon Mejbri [Mejbri 05]

La méthode CLIC de Bernard Anselmetti modélise l'assemblage en se basant sur des axiomes et une
description de la géométrie [Anselmetti 02]. A l'aide de Tableaux de Mise en Position (TMP) complétés
par le concepteur, Anselmetti identi�e les surfaces primaires, secondaires et tertiaires de liaison et génère
automatiquement les exigences et spéci�cations géométriques assurant la fonctionnalité et la montabilité
du mécanisme. Cette méthode sera décrite plus précisément dans le paragraphe (II.4.a).

Armillotta [Armillotta 07] reconnait automatiquement les surfaces appartenant au chemin d'assem-
blage. Il utilise un critère géométrique (aire,...) pour hiérarchiser les surfaces recensées. Il se sert ensuite
de cette classi�cation pour dé�nir la cotation du mécanisme.

Mathieu et Ballu [Ballu 07] proposent de déterminer les surfaces in�uentes pour ne pas tenir compte
des autres et ainsi réduire le graphe d'assemblage. Ils identi�ent ensuite [Ballu 99] les degrés de liberté au-
torisés par chaque surface et en déduisent le type de spéci�cation adaptée. En fonction du type d'exigence
fonctionnelle, ils préconisent :

◦ Un modi�cateur de maximum de matière pour les exigences de montabilité.
◦ Un modi�cateur de minimum de matière pour les exigences de précision d'assemblage.
◦ Un modi�cateur de maximum de matière pour les exigences de précision avec jeu minimum.

Mounaud [Mounaud 09] dans ses travaux d'analyse de défauts géométriques de pièces souples utilise
l'outil Gaia® (Graph Analysis for Interfaces of Assembly) pour modéliser l'assemblage et sa gamme de
montage. Cet outil se base sur la méthode des graphes d'assemblage et la notion de Key Characteristics
(KC : exigences fonctionnelles que l'assemblage doit respecter) [Ballu 06]. Il permet la représentation des
interactions et des exigences fonctionnelles entre les di�érents composants d'un assemblage. Avec cette
représentation il peut découper son mécanisme en di�érents niveaux (imbrication des boucles d'assem-
blage) [Falgarone 06] et hiérarchiser les di�érentes fonctions qu'il doit réaliser pour chaque niveau. Ainsi,
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il devient possible de dé�nir la spéci�cation géométrique de chaque pièce du mécanisme (�g. 1.10). L'outil
Gaia® lui permet d'e�ectuer l'étude fonctionnelle complète du mécanisme et l'analyse d'impact dès le
début de la chaine numérique : du dimensionnement du mécanisme jusqu'à sa production.

 

Fig. 1.10 � Analyse d'impact par boucle d'in�uence GAIA® sur un mécanisme de rotor d'hélico-
ptère [Ballu 06]

Les travaux de Gaëtan Legrais [Legrais 05] ont permis d'intégrer un module d'assistance à la spéci�-
cation au sein du modeleur 3D Top-Solid®. A�n de guider le choix du concepteur dans le tolérancement
et la dé�nition du système de référence associé, il utilise la théorie des mécanismes et l'étude du rang
du système statique ou cinématique formé par les normales au contact de chaque liaison. Il permet ainsi
d'assurer la cohérence de la spéci�cation par rapport à la norme et à la géométrie.

Nos recherches se baseront sur ces travaux pour la dé�nition qualitative du tolérancement. La méthode
de modélisation de la topologie du mécanisme sera détaillée dans le chapitre suivant (cf. � III.1).

Une fois les défauts géométriques modélisés par un outil mathématique et les boucles d'assemblage
identi�ées, di�érentes méthodes permettent d'écrire pour chaque boucle d'assemblage les relations entre
les variables de jeux, d'écarts et d'exigences fonctionnelles.

II.3.b Loi de comportement

La méthode ∆tol est un outil permettant de simuler la propagation des défauts géométriques des
pièces d'un mécanisme. Cette méthode est une généralisation tridimensionnelle de la méthode des ∆l
développée par Pierre Bourdet pour la gestion des cotes fabriquées en 1D [Bourdet 73]. En e�et, elle se
base sur le comportement géométrique d'assemblage de pièces rigides [Ballot 95a, Thiebault 01] modélisé
par l'outil "torseur de petits déplacements".

Chaque surface réelle est modélisée par une surface de substitution de forme parfaite. A�n de modéliser
de la manière la plus réaliste possible le comportement au contact, le critère de construction de la surface
de substitution est : tangente extérieure matière minimisant l'écart maximal. Un repère de positionnement
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est associé à chaque surface de substitution construite à partir de la surface réelle. La position de chaque
entité est parfaitement dé�nie par :

◦ La position du repère de la surface de substitution S∗
a par rapport à celle du repère de la surface

nominale associé Sa : Cet écart est appelé "écart de situation" :
{
ES∗

a/Sa

}
(�g. 1.11). Du fait de

cet écart, la pièce P1 peut varier par rapport à sa position initiale. Ces variations géométriques
de position et d'orientation sont représentées par un torseur de petits déplacements appelé
torseur écarts de la pièce P1 :

{
TS∗

a/P1

}
. Les composantes de ce torseur, qui sont associées aux

degrés de liberté de la classe de la surface seront nulles. Et les autres représentent les petits
déplacements de la pièce engendrés par les écarts de la surface de substitution par rapport à
la surface nominale.

 

Surface nominale  

On 

Os 

 

 Surface de substitution  

Surface réelle  

 

Fig. 1.11 � Écart de situation d'une surface plane

◦ Les écarts entre deux surfaces de substitution S∗
a et S∗

b réalisant une liaison entre les pièces P1

et P2 : De la même manière que les écarts de situation, les écarts induits par une liaison entre
deux composants peuvent être modélisés par un torseur de petits déplacements appelé "torseur

lien" :
{

TS∗
a/S

∗
b

}

. Les composantes de ce torseur, associées aux degrés de liberté de la liaison,

sont indéterminées [Bourdet 95a, Thiebault 01].
◦ La position des pièces P1 composant le mécanisme dans un repère de référence R :

{
TP1/R

}

Dans le cas d'un empilage de pièces (liaisons en série), les variations géométriques de la surface
terminale sont obtenues en calculant la somme des torseurs écarts et jeux composant le mécanisme
(�g. 1.12). Pour les systèmes mécaniques comportant des liaisons en parallèle, le montage est possible
uniquement s'il y a égalité entre les di�érentes branches de l'assemblage.

 

 
  

 

 
 

 

 

a - Géométrie nominale b ʹ Prise en compte de l͛écart de 

situation  

 

 

c ʹ Prise en compte des écarts de 

liaison 

 
 

 

 

 

d ʹ Prise en compte de l͛écart de 

situation  

 

 
 

  

 

Fig. 1.12 � propagation de défauts entre deux composants rigides [Mounaud 09]
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La loi de comportement géométrique est donnée par l'égalité torsorielle obtenue en calculant la fer-
meture géométrique suivante : pour chaque liaison du mécanisme formé d'une surface de substitution
Sa appartenant à la pièce P1 avec une surface de substitution Sb appartenant à la pièce P2, on écrit
une relation linéaire (eqn. 1.1). Cette équation relie le torseur lien, aux torseurs écarts et positions de
référence (�g. 1.13) :

{
TSa/Sb

}
=

({
TSa/P1

}
+
{
TP1/R

})
−
({

TSb/P2

}
+
{
TP2/R

})
(1.1)

 

R 

Torseur Lien 

 

1 2 
Sa Sb 

Torseur écart 

 

Torseur écart 

 

Torseur de Liaison 

 

Torseur de Liaison 

 

Fig. 1.13 � Fermeture de chaîne torsorielle

Ce type de fermeture de chaîne permet d'obtenir 6 ∗ p équations cinématiques (avec p le nombre de

liaisons) et 6∗(n− 1)+
∑

p
ki inconnues cinématiques (avec n le nombre de solides et ki les degrés de liberté

de la liaison). Max Giordano utilise la relation torsorielle obtenue par fermeture de chaîne géométrique
directement sur les boucles d'assemblage. Il obtient ainsi 6 ∗ (p− n+ 1) équations cinématiques avec
∑

p
ki inconnues cinématiques. Ces deux méthodes permettent d'obtenir la même relation d'hyperstatisme

(eqn. 1.2) :

mc − h = Ic − Ec =
∑

p

ki − 6 ∗ p+ 6 ∗ n− 6 avec

{
h = degré d'hyperstatisme
mc = nombre de mobilités

(1.2)

Ces deux méthodes donnent donc les mêmes résultats. Mais la répartition di�érentes des inconnues
et équations les rendent plus ou moins intéressantes en fonction de la topologie de l'assemblage. En e�et,
dans le cas de mécanismes présentant un grand nombre de liaisons en parallèles, la méthode de calcul
dé�nie par Pierre Bourdet est préférable à celle passant pas les boucles d'assemblage. Par contre, pour
des mécanismes à topologie plutôt sérielle, le nombre de boucles d'assemblage est moins important que
le nombre de liaisons. La méthode de calcul de Max Giordano sera donc préférable.

En supprimant les variables indéterminées qui correspondent aux degrés de liberté des liaisons étu-
diées, on obtient les équations de compatibilité de chaque liaison composant le mécanisme. On en déduit
une relation linéaire reliant les composantes des torseurs de petits déplacements de chaque surface de
liaison à celles de la surface terminale sur laquelle s'applique la condition fonctionnelle [Bourdet 07]. Le
comportement géométrique de l'assemblage s'obtient par résolution de ce système (méthode du pivot de
Gauss,...).

L'apport de ce formalisme réside dans l'élimination automatique des variables traduisant les degrés
de liberté des liaisons, tandis que dans les autres méthodes, cette élimination est réalisée implicitement
par un paramétrage approprié. Ce formalisme est employé dans des logiciels d'analyse du comportement
géométrique des mécanismes tels que AnaTole® et MECAmaster®.

Cependant, ces équations ne font que traduire l'assemblage de pièces avec défauts et jeux en fonction
des composantes de petits déplacement. Il reste à prendre en compte :

◦ des tolérances "t" qui limitent les défauts,
◦ des conditions de rigidité des contacts qui limitent les jeux.
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Pour ce faire, il faut prendre en compte l'étendue des surfaces. Chaque surface tolérancée sera ca-
ractérisée par ses points extrêmes formant une forme convexe (par exemple un parallélogramme sera
caractérisé par ses 4 sommets).

Il devient ainsi possible d'étudier les déplacements maximaux des points caractéristiques des surfaces
tolérancées. Si ces déplacements restent inférieurs à la zone de tolérance associée, alors la spéci�ca-
tion géométrique est respectée. Ce système d'inéquations permet de mener des activités de synthèse et
d'analyse de tolérances. En considérant les composantes de petits déplacements modélisant les défauts
géométriques des surfaces de liaison ainsi que l'étendue des jeux comme des variables aléatoires et en
leur associant une densité de probabilité, il est possible d'e�ectuer l'analyse statistique du respect de la
condition fonctionnelle par une méthode de type Monte-Carlo.

II.3.c Jacobian torseur

Les équipes canadiennes de Laperrière et Desrochers ont développé un outil permettant d'optimiser
le tolérancement d'un mécanisme en donnant la contribution de chaque tolérance intermédiaire sur la
condition fonctionnelle [Ghie 05]. Ce modèle est appelé "Uni�ed Jacobian-Torsor Model".

Pour chaque surface de liaison in�uente sur la condition fonctionnelle �nale, les écarts géométriques
autorisés par le tolérancement sont modélisés à l'aide du modèle de torseur de petits déplacements dans
un repère local "FEi". Tous ces petits déplacements peuvent être écrits dans le même repère global au
mécanisme "FR" à l'aide d'une matrice de passage appelée matrice Jacobienne "J" [Laperriere 02]. On
obtient ainsi un système d'équations de tolérances écrit sous forme matricielle (eqn. 1.3).

 

(1.3)

Les valeurs maximales x et minimales x des petites translations et rotations permettant le respect
de la spéci�cation géométrique associée à la surface sont calculées en prenant en compte l'étendue de
la surface et la dimension de sa zone de tolérance. Ces valeurs sont évaluées indépendamment les unes
des autres : les variations extrêmes d'une composante de petit déplacement sont étudiées en considérant
l'ensemble des autres nulles [Desrochers 03]. Ces résultats sont exprimés sous forme d'une matrice 6x2,
où chaque colonne correspond respectivement aux limites inférieures et supérieures des 6 composantes de
petits déplacements (eqn. 1.4).

 

(1.4)
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II.3.d Linéarisation des matrices de passage

Bien que les méthodes précédentes, utilisent des formalismes di�érents, elles permettent d'obtenir les
même équations de tolérance linéarisées. Celles-ci se retrouvent également en utilisant un autre modèle : les
matrices de passages homogènes. La linéarisation de cet outil plus utilisé dans la littérature anglo-saxonne
et en particulier par Chase [Chase 96] avec sa méthode "Direct Linearization Method" est parfaitement
équivalent à l'outil torseur.

En e�et, dans un espace à 3 dimensions, la position et l'orientation d'un objet par rapport à un repère
de référence sont dé�nies par une matrice de passage P (4*4). Cette matrice de passage se décompose
en une partie rotation R (matrice 3*3) dé�nissant l'orientation de l'objet et une partie translation T
(vecteur 3*1) dé�nissant la position de l'objet (eqn. 1.5) :

P =

[
R T
0 1

]

(1.5)

On peut dé�nir la matrice R par rotation d'angle Θ autour d'un vecteur unitaire
→
e de compo-

santes (ex, ey, ez) dans le repère de référence (cf. annexe A). La matrice de rotation R est alors égale à

R
(
→
e ,Θ

)

(eqn. 1.6) :

R
(
→
e ,Θ

)

= (1− cos(θ)) ∗





e2x ex ∗ ey ex ∗ ez
ex ∗ ey e2y ey ∗ ez
ex ∗ ez ey ∗ ez e2z



+ cos(θ) ∗ I + sin(θ) ∗





0 −ez ey
ez 0 −ex
−ey ex 0



(1.6)

Dans l'hypothèse des petits déplacements, en linéarisant le résultat précédent, on retrouve la même
forme matricielle (eqn. 1.7) que celle utilisée dans le modèle des torseurs de petits déplacements que nous
détaillerons dans le chapitre suivant (cf. � I).

R
(
→
e , θ

)

=





1 −θz θy
θz 1 −θx
−θy θx 1



 (1.7)

II.3.e Tolérancement paramétrique

Le tolérancement paramétrique consiste à écrire les relations entre les limites de variation des para-
mètres géométriques associés aux exigences fonctionnelles y et les paramètres associés à la géométrie du
mécanisme xk. Les relations géométriques sont donc de la forme (eqn. 1.8) :

y = f (xk)1≤k≤n ymin ≤ y ≤ ymax (1.8)

De manière générale, ce type de tolérancement est plutôt réservé aux mécanismes plans, pour lesquels
la relation précédente s'obtient plus aisément. Mais, la géométrie des pièces au sein d'un modeleur CAO
étant dé�nie de manière paramétrique, de nombreux logiciels tels que Enventive® utilisent ce tolérance-
ment pour étudier l'impact des petites variations géométriques des pièces composant un mécanisme.

La relation 1.8 est obtenue en faisant varier chaque paramètre indépendamment des autres. En restant
dans le domaine des petits déplacements, on obtient l'équation de tolérancement linéarisée de la forme
(eqn. 1.9) :

∂y =
n∑

k=1

∂f

∂xk
∗ dxk (1.9)

Le terme ∂f
∂xk

représente l'in�uence du paramètre xk sur le paramètre fonctionnel y. Il introduit le
concept de coe�cient d'in�uence qu'on retrouvera par la suite dans de nombreuses autres méthodes.

Glancy utilise ce formalisme pour étudier l'impact des variations géométriques sur les exigences fonc-
tionnelles à un ordre de développement plus élevé et de manière statistique [Glancy 99].
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La résolution ou l'optimisation du tolérancement d'un système mécanique nécessite de connaitre les
systèmes d'équations et d'inéquations reliant les valeurs des tolérances et non les paramètres géométriques.
Quelle que soit la méthode d'obtention des équations de tolérancement, leur traduction en ce type de
système est loin d'être évidente. Di�érentes méthodes ont été présentées dans la littérature scienti�que,
nous proposons, sans être exhaustifs, d'en présenter les principales ci-dessous.

II.4 Traitement du système d'inéquations de tolérancement

II.4.a Méthode CLIC

La méthode CLIC (Cotation en Localisation avec In�uence des Contacts) a été développée pour
assister le concepteur lors du tolérancement qualitatif et quantitatif d'assemblages mécaniques. Cette
méthode systématique se base sur des règles explicites [Anselmetti 08a, Anselmetti 08b]. Elle permet
de traduire des données géométriques et technologiques (priorité des contacts,...), mises en forme par
le concepteur dans des tableaux, en exigences puis spéci�cations géométriques. Cette méthode permet
également d'optimiser les choix géométriques et dimensionnels lors de la conception (�g. 1.14).

 

Méthode 

CLIC 

Modèle CAO du mécanisme 

Exigence géométriques du cahier 

des charges 

Tableaux de mise en position 

Nominal optimisé 

Tolérances optimisées au pire des 

cas et en statistique 

Spécifications des pièces 

Exigences géométriques 

Fig. 1.14 � Processus de la méthode CLIC

Cette méthode se déroule en plusieurs étapes :

◦ Modélisation de l'assemblage : description des liaisons par tableaux de mise en position
◦ Tolérancement qualitatif

⊲ Spéci�cation des jonctions : génération des exigences géométriques et de la cotation
associée à chaque liaison.

⊲ Synthèse des spéci�cations : identi�cation de la "boucle de contact" et génération
des spéci�cations géométriques des pièces pour chaque exigence fonctionnelle entre une
surface terminale et la base du mécanisme.

◦ Tolérancement quantitatif : Quanti�cation des défauts autorisés par le tolérancement pré-
cédemment dé�ni. Cette étude est menée par la méthode des droites d'analyse.

⋄ Modélisation de l'assemblage

Un assemblage mécanique est composé de pièces ou d'ensembles de pièces en liaison les uns avec les
autres. Chaque ensemble composé uniquement de pièces assemblées en série constitue un sous-bloc. Ainsi,
l'ensemble du mécanisme est dé�ni par un empilement (liaison en série) de blocs composés de sous-bloc.
Chaque bloc et sous-bloc est mis en position par rapport au reste de l'assemblage par une "jonction".
Cette jonction est composée d'une ou plusieurs "liaisons en parallèle". Chaque liaison est formée par deux
entités géométriques en vis-à-vis appartenant à deux pièces distinctes.

Le mécanisme est modélisé par la description de ses jonctions. Le concepteur remplit le tableau de mise
en position de chaque jonction par le biais du tableur Excel®. Il y précise la nature et la prépondérance
des surfaces de liaison qui la composent. Le tableau se présente sous la forme suivante (�g. 1.15) :
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Fig. 1.15 � Exemple de tableau de mise en position [Anselmetti 10a]

◦ Ligne 1 : le nom de la pièce ou du bloc, le repère de la pièce, la désignation de l'état et le nom
de l'auteur du tableau.

◦ Ligne 2 : le type d'entité dé�ni par des mots clés (plan, plans coplanaires, plans symétriques,
plans quelconques, cylindre, cylindres coaxiaux, groupes de cylindres, cônes, sphère, �letage ou
surface quelconque).

◦ Ligne 3 : le repère des surfaces de mise en position appartenant à la pièce étudiée.
◦ Ligne 4 : le type d'interface (contact, jeu, serrage, joint, colle, goupille, vis, ...)
◦ Ligne 5 : le repère des surfaces d'appui de la pièce d'appui assurant la mise en position.
◦ Colonne 1 : la liaison prépondérante appelée liaison primaire.
◦ Colonne 2 : la liaison secondaire.
◦ Colonne 3 : la liaison tertiaire (le cas échéant).

Cette description de la mise en position et plus particulièrement la hiérarchisation des surfaces in-
�uentes permet d'identi�er la topologie du mécanisme. Et ainsi, dans la grande majorité des assemblages
simples entre deux pièces ou avec des pièces intermédiaires "interfaces", elle permet de déterminer pour
chaque pièce composant les jonctions, le système de référence (référence primaire, secondaire et tertiaire)
adapté.

⋄ Tolérancement qualitatif

⊲ Spéci�cation des jonctions
Pour chaque jonction, les exigences de montabilité ou de précision d'assemblage sont dé�nies. Les

données géométriques et les indications fournies par les tableaux de mise en position, permettent d'en dé-
duire les exigences géométriques de chaque liaison primaire, secondaire et tertiaire composant les jonctions
(�g. 1.16). On obtient :

◦ pour les entités surfaciques, une exigence de gap (distance maxi entre les surfaces lorsqu'elles
sont en contact).

◦ une exigence de jeu minimum, pour les liaisons avec jeu (le jeu minimum est la distance mini-
male entre les surfaces en "écartant ces surfaces" (min du max)).

◦ une exigence de serrage minimum et maximum pour les liaisons avec serrage.

 

Fig. 1.16 � Exigences géométriques des liaisons [Chavanne 11a]
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Les quatre règles de cotation suivantes permettent de dé�nir la cotation des surfaces de liaison à
partir de leur nature et de leurs exigences géométriques dé�nies précédemment (�g. 1.17 & 1.18) :

◦ le gap des entités surfaciques primaires impose de spéci�er la forme des surfaces en contact
◦ le gap des entités secondaires ou tertiaires impose une spéci�cation d'orientation par rapport

à la référence primaire
◦ le jeu ou le serrage d'une entité ajustement primaire impose de spéci�er les diamètres des pièces
◦ le jeu d'une entité ajustement secondaire ou tertiaire impose de spéci�er les diamètres virtuels

au maximum de matière

 

Fig. 1.17 � Cotation des surfaces de jonction [Anselmetti 06]

 

Fig. 1.18 � Processus de cotation des surfaces de jonction [Anselmetti 06]
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⊲ Synthèse de spéci�cation

Une surface sur laquelle s'applique une exigence fonctionnelle sera appelée "surface terminale". La
condition de respect des exigences fonctionnelles passe par l'ensemble des surfaces composant la boucle
d'assemblage entre la base du mécanisme et la surface terminale. La boucle d'assemblage peut être
di�érente en fonction des con�gurations de montage (�g. 1.19).

 

Fig. 1.19 � Boucles d'assemblage en fonction de la con�guration de montage [Anselmetti 10b]

L'analyse des systèmes de référence permet d'identi�er l'in�uence des paramètres géométriques de cha-
cune de ces surfaces de liaison. Ainsi, Bernard Anselmetti [Anselmetti 06] dé�nit un algorithme (�g. 1.20)
permettant de générer la spéci�cation complète des pièces du mécanisme pour chaque exigence fonction-
nelle entre une surface terminale et la base de l'assemblage.

 

Fig. 1.20 � Algorithme de spéci�cation [Anselmetti 06]
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⋄ Tolérancement quantitatif : Analyse des tolérances par la méthode des droites d'analyse.

Cette dernière étape consiste à contrôler le respect de l'exigence fonctionnelle géométrique en tout
point de la surface terminale en fonction de la répartition des tolérances dans la boucle d'assemblage.
Pour ce faire, Bernard Anselmetti a mis au point la méthode des droites d'analyses.

Une droite d'analyse est une droite de direction
→

f passant par un point d'analyse F. Suivant la nature
de la surface terminale sur laquelle s'applique l'exigence géométrique fonctionnelle, il �xe une droite ou
un ensemble de droites d'analyse. Les points limitant le respect de l'exigence fonctionnelle se situent
en périphérie de cette surface. Ils sont donc choisis parmi l'ensemble des sommets de la surface ou par
discrétisation en un nombre raisonnable de points (en fonction de la précision souhaitée) d'un contour
convexe de la surface (�g. 1.21). L'in�uence des défauts de forme et d'orientation de chaque surface
composant la boucle d'assemblage est étudiée suivant la ou les directions d'analyse.

La méthode consiste à rechercher les points de contact au sein de chaque jonction pour exprimer le

déplacement au pire des cas du point d'analyse F de la surface terminale dans la direction
→

f de la droite
d'analyse. Ce déplacement maximal doit être évalué dans toutes les directions signi�catives (�g. 1.21).

 

Fig. 1.21 � Points et directions d'analyse d'une surface terminale

La méthode utilise le concept fondamental de coe�cient d'in�uence que nous retrouverons plus tard.
Il fait l'hypothèse que le défaut total observé sur la surface terminale est égal à la somme des défauts de
chaque jonction pondéré par un coe�cient qu'il appelle "coe�cient d'in�uence". Pour un mécanisme avec
des liaisons en série, ceci s'observe de manière assez évidente en étudiant l'in�uence de chaque liaison une
par une en considérant l'ensemble des autres sans défauts (�g. 1.22).

 

Fig. 1.22 � Assemblage en série étudié à l'aide de la méthode des droites d'analyse
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Le calcul d'analyse nécessite de �xer les dimensions des éléments de liaison du mécanisme. Celles-ci
sont donc dé�nies au cas le plus défavorable en fonction de l'exigence fonctionnelle à respecter sur la
surface terminale : au maximum de matière s'il s'agit d'une exigence de montabilité et au minimum de
matière s'il s'agit d'une exigence de précision. Pour chaque jonction on cherche les points limitant le
déplacement. Il s'agit des points de contact déterminant la situation au pire des cas. Ce concept permet
d'obtenir la con�guration la plus défavorable ainsi que l'in�uence des tolérances ti de chaque surface "i"
composant la boucle d'assemblage. On obtient ainsi un ensemble de relations linéaires reliant l'étendue
de la tolérance fonctionnelle tCf

à la tolérance ti de chaque surface i du mécanisme (eqn. 1.10) :

tCf
=

∑

i=1

ai ∗ ti (1.10)

Suivant la répartition des tolérances, les points de contact peuvent varier. L'équation précédente n'est
plus totalement linéaire, mais linéaire par morceaux en fonction des tolérances ti. Ces relations permettent
aussi d'e�ectuer un calcul probabiliste [Anselmetti 07] du respect de la condition fonctionnelle et ainsi
optimiser la répartition des tolérances au sein du mécanisme.

Dans certains cas les surfaces de liaison composant les jonctions appartiennent à des pièces di�é-
rentes. Ce type de montage est appelé assemblage avec branches en parallèle [Anselmetti 03a]. Dans cette

con�guration, le déplacement d(F,
→

f ) de la surface terminale suivant la droite d'analyse F dépend des
déplacements des surfaces primaires P , secondaires S et tertiaires T (�g. 1.23). La relation fait intervenir

deux nouvelles droites d'analyse d(S,
→
s ) et d(T,

→

t ) et devient (eqn. 1.11)

d

(

F,
→

f

)

= Kp ∗ d
(

P,
→
p
)

+Ks ∗ d
(

S,
→
s
)

+Kt ∗ d
(

T,
→

t
)

(1.11)

 

Fig. 1.23 � Relation de transfert dans les jonctions avec liaisons en parallèle [Anselmetti 06]

Des travaux de recherche récents permettent d'obtenir les relations de transfert pour des liaisons
complexes [Chavanne 11b]. Robin Chavanne, par exemple, applique cette méthode au cas par cas sur des
liaisons prismatiques [Chavanne 09a]. Il obtient ainsi les équations linéaires de tolérancement associées à
chaque type de liaison. L'intégration de ces résultats et des règles de cotation permet, dans un environ-
nement Excel®, de récupérer les informations des tableaux de mise en position par des tableurs et de
générer le tolérancement et les calculs probabilistes d'optimisation à l'aide de macros.

C'est approche n'est pas sans rappeler la méthode utilisée dans le logiciel de Clozel (Mécamas-
ter) [Clozel 07] sur des assemblages isostatiques. Toutefois ces résultats sont déterminés au cas par cas et
se basent sur des règles métiers et ne résultent pas d'une modélisation générale.
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⋄ Quick GPS

La méthode "Quick GPS" se base sur les travaux de la méthode CLIC pour répondre à un besoin
industriel spéci�que [Chavanne 09b]. En bureau d'étude, il est courant de devoir concevoir une pièce isolée
de son ensemble mécanique. Dans ce cas, les surfaces de contact avec les autres pièces sont connues et les
exigences géométriques de montabilité et de précision sont reportées sur les surfaces de cette pièce isolée.

 

Fig. 1.24 � Processus de spéci�cation suivant la méthode Quick GPS [Anselmetti 10b]

De la même manière que pour la méthode CLIC, le concepteur remplit des tableaux de mise en position
pour chaque surface de liaison. A partir des données géométriques et de ces indications, la méthode Quick
GPS se base sur des règles précises pour dé�nir les systèmes de références et la spéci�cation appropriée
au besoin fonctionnel de la pièce (�g. 1.24).

La méthode Quick GPS génère automatiquement la spéci�cation géométrique de la pièce dans un
environnement 3D de la CAO (�g. 1.25). Ces résultats permettent de communiquer aux producteurs les
défauts de fabrication acceptables ou peuvent être utilisés en analyse de tolérancement a�n d'optimiser
la répartition des tolérances.
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Fig. 1.25 � Résultats de la spéci�cation Quick GPS [Anselmetti 10b]

Cette méthode s'applique bien pour des liaisons simples entre deux pièces mais est plus di�cile à
mettre en ÷uvre pour des conditions fonctionnelles faisant intervenir plusieurs pièces intermédiaires. Ces
travaux ne sont pas isolés puisque Gaëtan Legrais [Legrais 05] avait également développé des règles de
tolérancement permettant de générer des spéci�cations en accord avec le langage normalisé à partir de
l'étude de la géométrie et des données technologiques : ordonnancement des contacts en parallèle en
particulier.

II.4.b Jacobian torseur

A partir du modèle appelé "Uni�ed Jacobian-Torsor Model" (cf. � II.3.c), Laperrière et Desrochers
calculent la contribution de chaque tolérance élémentaire "FEi" suivant chacune des 6 directions "k"
d'étude (3 rotations et 3 translations) par rapport au respect de la condition fonctionnelle (eqn. 1.4).
Cette contribution "%CFEik

" est calculée en pourcentage par rapport à l'ensemble des autres tolérances
"FEj" (eqn. 1.12)

%CFEik
=

∣
∣C̄FEik

− CFEik

∣
∣

N∑

j=1

∣
∣
∣C̄FEjk

− CFEjk

∣
∣
∣

(1.12)

Cette information assiste le concepteur dans ses choix quantitatifs de répartition de tolérances. En
e�et, Ghie dé�nit une méthode d'élargissement optimal des tolérances permettant le respect de la condi-
tion fonctionnelle. Il élargit en priorité celles dont la contribution est la plus faible [Ghie 05].

Cette méthode systématique est très e�cace pour optimiser le tolérancement quantitatif (opération
de "re-design") de tout assemblage mécanique tridimensionnel de type empilage (liaisons en série). Ce-
pendant, elle exige de connaitre au préalable le tolérancement qualitatif. Il est donc impossible d'e�ectuer
l'optimisation simultanée des tolérancements qualitatif et quantitatif. De plus, le traitement d'éventuelles
liaisons en parallèle doit se traiter au cas par cas a�n de se ramener à une liaison simple équivalente.
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L'hypothèse de non dépendance des limites des composantes de petits déplacements simpli�e le cal-
cul mais rend l'obtention de la relation liant les tolérances intermédiaires à la tolérance fonctionnelle
impossible. L'optimisation de la chaîne de tolérances ne peut donc pas être faite de manière globale mais
uniquement autour d'une con�guration de répartition proposée par le concepteur.

II.4.c Hyper-Espaces

Une façon simple de �xer les tolérances consiste à �xer des bornes (maxi et mini) sur les paramètres
dimensionnels et linéaires de façon indépendante. La méthode des jacobiens torseurs avec intervalles s'en
apparente dans la mesure où les composantes de torseurs d'écarts sont limitées de façon indépendante.
Cependant, de manière générale les conditions fonctionnelles impliquent une limitation non indépendante
de ces variables. On sera donc amené à dé�nir des domaines dans des espaces à n-dimensions.

⋄ Tolérancement paramétrique et espace de faisabilité

Le tolérancement paramétrique dé�nit des limites variationnelles sur les paramètres scalaires d'un
modèle mécanique [Guilford 93].

J.U. Turner propose de convertir le modèle CAO en modèle variationnel [Turner 87]. Il décrit l'en-
semble de la géométrie et de son tolérancement par des paramètres scalaires appelés variables du modèle
Mi (�g. 1.26).
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M1 
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Fig. 1.26 � Conversion du modèle CAO en modèle variationnel

A chaque tolérance de localisation, d'orientation ou de forme correspond une variable de tolérance Ti

avec ses limites associées. Les relations reliant ces variables de tolérance Ti aux variables du modèle Mi

permettent de représenter le domaine de variation des Mi respectant le tolérancement. Ce domaine est
appelé Espace de Faisabilité (�g. 1.27).
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Fig. 1.27 � Espace de faisabilité
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Cette représentation par espace de faisabilité présente plusieurs avantages. Elle renseigne le concep-
teur sur le respect de la condition fonctionnelle et contrôle la pertinence des tolérances par la détection
d'éventuelles contraintes surabondantes [Turner 93]. Cependant, l'obtention des relations reliant les va-
riables de tolérance Ti aux variables du modèle Mi par cette méthode est trop exigeante en capacité
de calcul. D'autre part, la modélisation paramétrique présente certaines contraintes limitant le type de
problèmes pouvant être traité. En e�et, le modèle paramétrique localisera un alésage par ses coordonnées
cartésiennes alors que le tolérancement de localisation peut dé�nir une zone de tolérance cylindrique
impossible à traduire par des bornes sur les paramètres de localisation (à moins d'un double paramé-
trage [Giordano 03b]).

⋄ UPEL

L'équipe de recherche du Laboratoire de Mécanique Physique de Bordeaux utilise une modélisation
basée sur le concept du torseur de petits déplacements. Pour chaque surface de liaison, on identi�e
les petits déplacements autorisés par le tolérancement. En prenant en compte l'étendue de la surface,
on calcule les domaines de variation de chacune des six composantes du torseur modélisant le défaut
géométrique. La représentation de l'ensemble de ces 6 intervalles au point d'écriture du torseur de petits
déplacements dé�nit le concept d'Union Pondérée d'Espace de Liberté (UPEL) [Teissandier 99a].

De la même manière, les déplacements relatifs entre deux surfaces de liaison peuvent être représentés
par un UPEL. Des méthodes de calcul et opérations spéci�ques aux polytopes (union, intersection et
sommes de Minkowski) permettent de déterminer l'UPEL dé�nissant la position relative de 2 surfaces
quelconques de l'assemblage [Teissandier 99b]. L'inclusion du polytope ainsi calculé dans le polytope
associé à la condition fonctionnelle valide son respect.

⋄ Domaine

Max Giordano à dé�ni très tôt l'outil domaine [Giordano 99]. Ce domaine modélise les petits dé-
placements possibles d'une entité géométrique à l'intérieur de son tolérancement ou de l'assemblage. Sa
construction, sa représentation et son utilisation ont fait l'objet de nombreux travaux de recherche a�n
d'être adaptées au mieux aux calculs de chaînes de cotes 3D.

Nous présenterons ces travaux plus en détail dans les chapitres suivants.

⋄ T-Maps®

Le modèle des T-Maps® développé par J.K. Davidson est un outil mathématique qui se base sur
la théorie des barycentres pour modéliser le tolérancement de mécanismes tridimensionnels [Jian 01]. Ce
modèle est assez proche de celui des domaines .

⊲ Modélisation des défauts géométriques

Un assemblage mécanique est composé de surfaces de liaison présentant des défauts géométriques.
Les défauts admissibles sont limités par une zone de tolérance. Le T-Maps® représente l'ensemble des
con�gurations de position et d'orientation d'une entité géométrique à l'intérieur de sa zone de tolé-
rance [Davidson 03]. En fonction de la topologie de la surface et du type de tolérance associée, on identi-
�e les paramètres de l'entité géométrique ainsi que les petits déplacements (translations et rotations) la
laissant invariante. Le T-Maps® sera décrit dans un espace Euclidien dont les dimensions correspondent
aux degrés de liberté autorisés par la zone de tolérance.

Dans le cas d'une zone de tolérance cylindrique (�g. 1.28), l'écart de l'axe tolérancé est dé�ni par 4
paramètres (2 rotations et 2 translations) [Ameta 07c]. Les deux derniers petits déplacements (translation
et rotation autour de son axe propre) le laissent invariant.
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Fig. 1.28 � Tolérancement d'un axe par une zone de tolérance cylindrique [Singh 09]

Le T-Maps® associé à ce tolérancement est dé�ni dans un espace a 4 dimensions. De par la théorie
barycentrique, 5 points de base sont donc nécessaires pour le dé�nir entièrement [Coxeter 69]. Ces 5
points de base σi correspondent respectivement aux 5 con�gurations caractéristiques $i de l'axe tolérancé
dans sa zone de tolérance (�g. 1.29(a)). Les points de bases σi dé�nissent des vecteurs formant une
base orthonormée d'origine σ1 (correspondant à la con�guration nominale $1). Les 4 autres points de
bases (σ2, σ3, σ4, σ5) sont placés à une distance t

2 de σ1 (avec t la valeur de la tolérance de localisation)
(�g. 1.29(b)).

 

(a) Con�gurations extrêmes de l'axe.
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(b) Modèle T-Maps® du tolé-
rancement [Ameta 07c]

Fig. 1.29 � Con�gurations limites et modèle T-Maps® du tolérancement d'un axe dans la condition
dimensionnelle au maximum de matière (avec t=valeur de la tolérance de localisation)

Ainsi chaque con�guration $ de l'axe dans sa zone de tolérance est dé�nie comme le barycentre des 5
points de base auxquels sont associés des coe�cients de pondération λi (coordonnée de la con�guration)
(eqn. 1.13).

(λ1 + λ2 + λ3 + λ4) ∗
→

OP= λ1∗
→

Oσ1 +λ2∗
→

Oσ2 +λ3∗
→

Oσ3 +λ4∗
→

Oσ4 avec λi ∈ [0, 1] (1.13)
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Le T-Maps® est entièrement décrit en parcourant l'ensemble des con�gurations de l'axe à l'intérieur
de sa zone de tolérance. Une disposition "intelligente" des points de base permet de faciliter l'interpréta-
tion du T-Maps®. De nombreuses études ont été menées a�n de dé�nir le T-Maps® de di�érentes topo-
logies et entités géométriques : axes [Bhide 05], surfaces circulaires [Davidson 02b] [Clasen 09], surfaces
rectangulaires [Mujezinovic 01], surfaces polygonales [Mujezinovic 04], groupe point-droite [Ameta 07b],
liaison hélicoïdale [Davidson 02a], pro�ls linéaires [Davidson 11], etc... Dans le cas d'une surface cylin-
drique, une projection dans une espace à 3 dimensions (1 translation et 2 rotations) est illustrée en �gure
(�g. 1.29(b)).

Un des grands avantages de ce modèle est qu'il permet de modéliser également les modi�cateurs [Ameta 10b]
tels que le maximum de matière (�g. 1.30). Ceci est rendu possible en ajoutant, au modèle précédent, une
dimension correspondant à la variation dimensionnelle sur laquelle s'applique le modi�cateur. La �gure
(�g. 1.30) illustre le T-Maps® du tolérancement au maximum de matière avec tφ la tolérance dimension-
nelle sur le diamètre du bossage.

De la même manière que pour les écarts géométriques dans leur zone de tolérance associée, les T-
Maps® peuvent modéliser les petits déplacements autorisés au sein d'une liaison (jeux) en fonction des
dimensions géométriques [Ameta 10a].
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Fig. 1.30 � Projection du modèle T-maps® avec modi�cateur au maximum de matière

⊲ Modélisation de l'assemblage

Les opérations spéci�ques aux polytopes permettent de résoudre un grand nombre de problèmes de
tolérancement tridimensionnel avec cette représentation [Ameta 11]. L'ensemble des positions relatives
de deux surfaces, autorisé par les jeux et le tolérancement, peut se modéliser sous forme de T-maps®.
Il s'agit du T-maps® somme de Minkowski de l'ensemble des T-maps® modélisant les liaisons (jeux et
écarts géométriques) constituant la boucle d'assemblage entre les deux surfaces étudiées [Wu 03].

Si ce T-maps® somme de Minkowski est inclus dans le polytope modélisant la condition fonctionnelle
alors celle-ci est véri�ée.
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Fig. 1.31 � Assemblage auto-centreur [Singh 09]

Dans le cas de liaisons en parallèle, le mouvement global autorisé par la liaison est obtenu en sommant
les déplacements du centre de la liaison, générés par les mouvements de chaque branche prise individuel-
lement, en considérant la position des autres au nominal. Dans le cas d'un assemblage réalisé par 3 pions
dans des rainures disposées à 120° (�g. 1.31), le mouvement de la pièce 1 par rapport à la pièce 2 est
obtenu en faisant la somme de Minkowski des déplacements générés par les mouvements possibles de
chaque centre des pions lorsque les autres restent centrés (�g. 1.33(a)). On obtient ainsi le T-maps®

modélisant les mouvements relatifs de la pièce 1 par rapport à la pièce 2 (�g. 1.33(b)).
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Fig. 1.32 � Schématisation géométrique de l'assemblage auto-centreur
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En considérant tin et τin les tolérances de localisation et de dimension de la pièce 1 et tex et τex les
tolérances de localisation et de dimension de la pièce 2, on obtient la valeur de la tolérance fonctionnelle
tf de décentrage du point P, centre de la pièce 2, par rapport au centre de la pièce 1 (eqn. 1.14).

tf = 2 ∗ P1P2 =
8 ∗∆fmax

3
=

8

3
∗ (tex + τex + tin + τin) (1.14)

 (a) Sommes de Minkowski des déplacements de
chaque pion

 

tf 

(b) T-maps® résultant inclus

dans le T-maps® modélisant la
condition fonctionnelle

Fig. 1.33 � Obtention du T-maps® modélisant les mouvements relatifs entre les pièces 1 et 2

La méthode des T-maps® permet d'obtenir l'in�uence du tolérancement des surfaces de liaison sur
le respect de la tolérance fonctionnelle. Ces relations sont linéaires et on retrouve le concept de coe�cient
d'in�uence [Jian 05]. Le problème de tolérancement peut ensuite être traité au pire des cas ou de manière
statistique [Shah 07, Ameta 07a]. Nous verrons plus tard (cf. chapitre 4) que cette méthode nécessite que
l'assemblage ne présente pas de degrés d'hyperstatisme.

II.5 Synthèse des méthodes d'assistance au tolérancement présentées

Il est impossible de classer l'ensemble des méthodes de tolérancement indépendamment les unes des
autres. Certaines se basent sur des concepts ou hypothèses équivalentes pour résoudre di�érentes pro-
blématiques de tolérancement (tab. 1.2). En e�et, la plupart des avancés signi�catives dans le domaine
s'inspirent de méthodes existantes pour aller plus loin et proposer de nouvelles réponses. Le classement
choisi précédemment pour les présenter est évidemment discutable. Mais il correspond à la manière dont
nous avons abordé la résolution des problèmes de tolérancement tridimensionnel avec l'outil "domaines"
développé au sein du laboratoire SYMME (SYstème et Matériaux pour la MÉcatronique).

Modélisation
de la géométrie

tolérancée

Tolérancement
qualitatif

Prise en
compte de
l'assemblage

Prise en
compte des
tolérances

Tolérancement variationnel X
Tolérancement vectoriel X

Tolérancement cinématique X
Tolérancement paramétrique X X

∆tol X X
Méthode CLIC X X X X
Jacobian Torseur X X X

T-maps® X X X

Table 1.2 � Synthèse des méthodes d'assistance au tolérancement

Chaque méthode présentée ci-dessus permet de répondre plus ou moins partiellement à l'ensemble
des problèmes de tolérancement. La méthode CLIC développé par Bernard Anselmetti est l'une des
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plus aboutie sur le sujet, actuellement. En e�et, elle prétend apporter une réponse à toutes les étapes
du tolérancement d'un mécanisme tridimensionnel en bureau d'étude. Cependant, elle se base sur des
règles qui, par dé�nition, rendent impossible sa généralisation. Toute nouvelle topologie d'assemblage
doit faire l'objet d'une étude approfondie pour être prise en compte par la méthode CLIC. Aujourd'hui,
la méthode CLIC peut traiter la quasi totalité des cas rencontrés couramment dans l'industrie. Ceci a été
rendu possible par un travail considérable e�ectué depuis de nombreuses années au sein du Laboratoire
Universitaire de Recherche en Production Automatisée (LURPA) de l'ENS de Cachan et grâce à une
méthode de calcul originale : la méthode des "droites d'analyse". Cependant cette technique nécessite une
certaine expertise pour s'assurer que l'ensemble des directions d'analyse signi�catives ont été étudiées.

Sur des liaisons basiques, nous soulignerons l'équivalence qu'il existe entre les di�érentes types de
con�gurations et les entités géométriques (sommets, arêtes et faces) des polytopes modélisant le toléran-
cement. L'avantage de ces polytopes est qu'ils peuvent être obtenus automatiquement avec l'assurance
de modéliser l'ensemble des directions caractéristiques. Nous avons vu que les T-maps® nécessitaient
également une certaine connaissance de la part de l'utilisateur, mais cela in�ue uniquement sur la facilité
d'interprétation de la modélisation. Nous verrons que la construction des "domaines" dé�ni par Max
Giordano [Giordano 99] se fait de manière totalement systématique et sans oubli possible.

La modélisation par T-maps® permet de prendre en compte les modi�cateurs de tolérance tels que
le maximum de matière. La méthode CLIC utilise une modélisation au maximum ou au minimum de
matière (suivant l'exigence fonctionnelle à contrôler). Cette modélisation permet de simpli�er le calcul
d'obtention du système d'inéquations linéaires de tolérance. Mais rend di�cile la prise en compte des va-
riables aléatoires dimensionnelles dans l'étude statistique du respect de la condition fonctionnelle. Dans le
modèle "domaine", ces dimensions sont des paramètres pouvant être pris en compte comme toute autre
variable aléatoire.

La résolution des assemblages avec liaisons en parallèles reste problématique. De nombreux cas d'étude
simpli�ent ce type de liaison en liaison simple a�n de se ramener à un cas d'empilage en série. La
méthode CLIC découple l'in�uence des surfaces primaires, secondaires et tertiaires a�n de simpli�er le
calcul. Le modèle des T-maps® propose de modéliser les mouvements autorisés par la liaison en faisant
la somme de Minkowski des mouvements possibles dans chaque branche parallèle. Nous verrons que ce
type de problème peut être traité par les opérations spéci�ques aux polytopes (union, intersection). Une
représentation adéquate des "domaines" qui sera présenté par la suite (cf. chapitre 4) permet de rendre
ces opérations moins coûteuses en temps de calcul.

III Logiciels d'assistance au tolérancement

La �nalité de toutes ces méthodes d'assistance au tolérancement est de permettre l'optimisation
des tolérances et la dé�nition de la géométrie cible de tout mécanisme tridimensionnel à partir de la
connaissance de ces exigences fonctionnelles. A�n que cette optimisation soit possible dès le début et à
tout moment de la chaine numérique, il semble indispensable, aujourd'hui, qu'elle s'e�ectue à partir des
données fournies par le modèle numérique dé�ni en bureau d'étude. C'est pourquoi de nombreux logiciels
ou de modules intégrés aux logiciels de CFAO ont été élaborés. Même si certains sont très aboutis, aucun, à
notre connaissance, n'apporte de réponse complète et pleinement satisfaisante à toutes les problématiques
imposées par le tolérancement.

A ce jour, on peut distinguer di�érentes familles d'applications ou de modules directement développés
par les éditeurs de logiciel de CFAO d'aide au tolérancement :

◦ Les logiciels d'analyse de tolérancement : qui se basent sur des méthodes de calcul statistiques
a�n de donner un taux de respect des exigences fonctionnelles en fonction des données géomé-
trique de l'assemblage et d'un tolérancement �xé.

◦ Les logiciels d'assistance à la spéci�cation : qui proposent et véri�ent le type de spéci�cation
géométrique choisie par le concepteur en fonction des données géométriques et de la norme en
vigueur.

◦ Les logiciels d'assistance à la synthèse de tolérancement : qui se basent sur des outils et modèles
mathématiques �ables a�n de simuler et optimiser les choix géométriques fait par le concepteur.
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III.1 Logiciels d'assistance à l'analyse de tolérances

Même si certains proposent aussi des résultats au pire des cas (VSA® ouMech. Advantage®), l'intérêt
de ce type de logiciels réside dans leur analyse statistique des tolérances. Même si ces méthodes ne
garantissent plus l'interchangeabilité de la totalité des pièces produites, elles permettent tout de même de
réduire de manière signi�cative les coûts de fabrication. En e�et, elles permettent d'élargir les intervalles
de tolérance tout en contrôlant le pourcentage de pièces ne respectant pas les exigences fonctionnelles
(taux de rebuts).

Des logiciels tels que eM-Tol-MAte® [Technomatix], Tolérance Manager® ou CETOL 6σ® [Sigme-
trix] proposent un module d'assistance à l'analyse statistique de tolérances compatible avec des modeleurs
CAO existants tels que CATIA® [Dassault Systems] et Pro/Engineer®. Ce type de logiciels se base sur
les données géométriques fournies par le modèle numérique. A partir de ces informations, ils dé�nissent
un schéma d'assemblage et simulent les variations de la géométrie des pièces par tirage de Monte-Carlo
des défauts admissibles par le tolérancement. On peut ainsi déterminer les cotes critiques et optimiser
quantitativement les valeurs des tolérances.

Le logiciel CETOL 6σ® de chez Sigmetrix prend en compte, non seulement les exigences de qualité
du produit mais également les capacités des procédés de fabrication. Cette option très utile pour véri�er
la faisabilité d'un assemblage en fonction des moyens de production à disposition, nécessite cependant
une connaissance précise des capabilités des machines utilisées dans le processus de fabrication, ce qui est
malheureusement rarement le cas.

Le logiciel eM-Tol-MAte® de chez Technomatix propose, en plus de l'analyse statistique des tolé-
rances mises en place, une fonction de visualisation des tolérances sous forme de calibres virtuels ainsi
qu'une fonction de véri�cation de la cohérence de la cotation fonctionnelle dé�nie par le concepteur.
Tolérance Manager® propose également une fonction d'assistance à la spéci�cation au concepteur.

Ces logiciels exploitent le modeleur paramétrique pour étudier l'in�uence des variations des para-
mètres indépendants xk sur le paramètre fonctionnelle y = f(xk). Par contre ces logiciels ont des di�cul-
tés à faire intervenir la notion de zone de tolérances conforme à la norme et plus proche des conditions
fonctionnelles.

III.2 Logiciel d'assistance à la spéci�cation

Aujourd'hui, face à l'importance de l'opération de tolérancement d'un produit dans son cycle d'éla-
boration et à la demande des utilisateurs, la plupart des modeleurs CAO proposent une application
d'assistance à la spéci�cation géométrique en accord avec la norme ISO en vigueur. Ceci a été rendu
possible notamment grâce à la normalisation de l'écriture des spéci�cations géométriques dans un univers
tridimensionnel.

CATIA® [Dassault Systems] s'est doté d'un module d'aide au tolérancement appelé FTA (Functio-
nal Tolerancing & Annotation) permettant d'analyser la sémantique du tolérancement [Gaunet 01]. Ce
module modélise les surfaces fonctionnelles de l'ensemble du mécanisme à l'aide du modèle des SATT.
Ainsi, il dé�nit les contraintes de position relative entre la surface tolérancée et sa surface de référence ou
le système de référence associé. Une boite de dialogue propose au concepteur un ensemble de typologies
de spéci�cation et de modi�cateurs en accord avec la surface sélectionnée et la norme.

Les travaux de Gaëtan Legrais [Legrais 05] ont permis d'intégrer ce même type de logiciel au sein
du modeleur CAO TopSolid® développé par Missler Software. Ce module d'assistance au tolérancement
s'appuie sur l'étude du degré d'hyperstatisme du mécanisme pour conseiller et véri�er la cohérence du
système de spéci�cation dé�ni par le concepteur. Il conseille l'utilisateur en lui proposant un panel de
spéci�cations, limité à celles en accord avec la géométrie et la normalisation pour chaque surface tolé-
rancée. Il assiste également le concepteur dans la dé�nition du système de référence. En se basant sur
l'étude des degrés de liberté autorisés par chaque surface composant le système de référence, ainsi que les
contraintes de positions relatives entre elle, il véri�e la cohérence et oriente les choix du concepteur. Ce
module permet également de récupérer le tolérancement tridimensionnel lors de la mise en plan 2D. Ce
qui représente un gain de temps considérable.

37



Chapitre 1: Le tolérancement : Aspects généraux et bibliographie

III.3 Logiciels d'assistance à la synthèse de tolérances

MecaMaster® et AnaTole® proposent d'évaluer, dès le début du cycle de conception d'un produit,
la sensibilité des liaisons du mécanisme vis-à-vis des exigences fonctionnelles dé�nies.

En e�et, MecaMaster® propose de modéliser les jonctions par un ensemble de contacts ponctuels
formant une liaison isostatique. Ce modèle exige une certaine expertise de la part du concepteur pour
dé�nir judicieusement les points de contact signi�catifs. Mais il permet d'e�ectuer l'étude sur un modèle
�laire de l'assemblage. Cette étude peut donc être menée dès la phase d'avant projet a�n d'e�ectuer les
optimisations géométriques adéquates [Clozel 07]. Une simulation cinématique des petits déplacements
de chaque point de contact (les petits déplacements représentant les écarts ou jeux géométriques au sein
de la liaison) permet de connaitre l'in�uence de chaque tolérance locale sur la tolérance fonctionnelle
globale. MecaMaster® peut mener cette étude au pire des cas ou en statistique.
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Fig. 1.34 � Synoptique de fonctionnement AnaTole® [Mounaud 09]

Le logiciel AnaTole® pour (ANAlyse des TOLErances) développé par EADS utilise un concept
assez proche. Cet outil s'appuie sur les travaux de thèse de B. Marguet [Marguet 01]. Il décrit le mé-
canisme à l'aide du modèle des SATT [Clément 91]. Puis se base sur la méthode des torseurs de petits
déplacements et sur la résolution du problème de propagation des défauts géométriques dans un assem-
blage [Bourdet 95a, Bourdet 95b] pour évaluer la sensibilité géométrique de chaque surface de liaison
d'un mécanisme vis-à-vis de l'exigence fonctionnelle.

La première étape de cette méthode consiste à modéliser les liaisons et évaluer le degré d'hypersta-
tisme des di�érentes boucles d'assemblage. Le concepteur doit ensuite relâcher certaines contraintes a�n
de revenir à un assemblage isostatique. En�n, la contribution de chaque surface de liaison par rapport à
l'exigence fonctionnelle est évaluée (�g. 1.34). Les relations ainsi obtenues permettent de faire une ana-
lyse au pire des cas ou statistique de l'in�uence des variations géométriques sur le respect des exigences
fonctionnelles.

L'utilisation de ces deux logiciels est très intéressante durant les phases d'avant projet pour dé�nir et
optimiser au plus tôt la géométrie de l'assemblage. Ceci est rendu possible par l'application de la méthode
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sur un modèle simpliste de l'assemblage de type "squelette" (�g. 1.35). Cependant la généralisation de
leur utilisation aux autres phases de conception reste problématique.

 

ANATOLE 
ou 

MECAmaster 

Surfaces fonctionnelles 

Liaison 

Tolérances 

Modèle 3D simplifié 

isostatique 

Influence des tolérances  

sur les conditions fonctionnelles 

Hyperstatisme 

Fig. 1.35 � Entrées/Sorties AnaTole® et MECAMaster® [Chavanne 11a]

Enventive® propose également d'étudier l'impact des variations géométriques des pièces composant
un mécanisme dès le début du cycle de conception. L'assemblage est modélisé sous forme �laire. Di�érents
paramètres sont a�ectés à chaque pièce et surface de liaison. Les paramètres relatifs aux surfaces toléran-
cées sont dé�nis comme des variables aléatoires avec leurs paramètres statistiques associés. Le tirage de
type Monte-Carlo de ces variables aléatoires permet de mesurer les paramètres géométriques associés aux
exigences fonctionnelles. Et ainsi établir l'in�uence de chaque paramètre tolérancé sur chaque condition
fonctionnelle.

Les performances de ce logiciel indépendant (non intégré dans un modeleur CAO) ont été remarquées
par Schneider Electric. En e�et, des travaux d'analyse comparative de di�érents logiciels d'assistance
au tolérancement sur un ensemble de mécanismes plans (de type disjoncteur électrique) plus ou moins
complexes ont souligné les bons résultats obtenus avec Enventive®.

La méthode Quick GPS qui se base sur la méthode CLIC présentée précédemment (cf. � II.4.a) permet
également d'apporter une assistance numérique au tolérancement. Par le biais d'un tableur renseigné par
le concepteur, la méthode Quick GPS propose des solutions de spéci�cation, d'analyse et de synthèse de
tolérances.
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2
Méthode des domaines

� Atomium de Gaston� by
Franquin

Objectifs

Ce second chapitre introduit la méthode développée au
sein du laboratoire SYMME a�n de contribuer à l'assis-
tance au tolérancement des assemblages tridimension-
nels. Cette méthode se base sur une modélisation des
variations géométriques à l'aide d'objets dé�nis dans
l'espace des déplacements, appelés "domaines". Ces do-
maines sont des polytopes convexes (ou sont facétisés
sous forme de polytopes) équivalents à un ensemble
�ni . Ce modèle s'appuie sur des outils géométriques
de base qui seront présentés dans une première partie.
Ensuite, nous aborderons les techniques de modélisa-
tion des di�érentes entités géométriques. Et pour �nir,
nous verrons comment tout cela est pris en compte
dans un assemblage tridimensionnel.

Introduction

Dès le début des années 1990, Max Giordano et Daniel Duret introduisent le concept de la méthode
des "Domaines" [Duret 93]. Cet outil permet de modéliser les petites variations géométriques et de faire
l'analyse ou la synthèse de tolérances de mécanismes tridimensionnels [Giordano 09].

En e�et, il devient possible de traduire les problèmes de tolérancement sous la forme de système
d'équations et d'inéquations reliant des domaines. Ainsi la résolution, passe par une manipulation de
domaines plus adaptés à ce type de problème que de simples scalaires [Giordano 03a].

La modélisation par les domaines se base sur un outil largement répandu dans le domaine de la
mécanique : Le torseur des petits déplacements.

I Torseurs petits déplacements

Le torseur des petits déplacements a été développé dans les années 1970 par Pierre Bourdet et André
Clément [Bourdet 95b] a�n de résoudre des problèmes de métrologie. Il permettait d'ajuster un modèle de
surface géométrique à un nuage de points issu de la mesure [Bourdet 76]. L'e�cacité et la simplicité de ce
concept lui ont permis de s'imposer dans de nombreux domaines (machines à mesures tridimensionnelles,
simulation cinématique des mécanismes avec défauts, transfert de tolérance en fabrication [BUI 11], ...).
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Chapitre 2: Méthode des domaines

Cette modélisation consiste à linéariser les petits déplacements et petites rotations exprimant la
variation de position d'une entité géométrique (cf. � II.3.d). On se place donc dans les conditions suivantes :

◦ Hypothèse de petits déplacements : Les déplacements et les rotations seront supposés d'assez
faible amplitude a�n que l'erreur introduite par linéarisation soit négligeable.

◦ Mouvements de solides rigides : A�n de retrouver la relation de Varignon, il est nécessaire de
considérer que les solides sont indéformables.

I.1 Champs de déplacements des points appartenant à un solide rigide en
mouvement dans un référentiel donné

Soit un solide rigide S en mouvement dans un référentiel donné entre les instants t0 et t1. Son
déplacement est caractérisé par une transformation linéaire composé d'une translation et d'une rotation.

Sa position à l'instant t0 est dé�nie par le repère R0 = (O0,
→

X0,
→

Y0,
→

Z0). De même, sa position à l'instant

t1 est dé�nie par le repère R1 = (O1,
→

X1,
→

Y1,
→

Z1) (�g. B.1).

 

 

  

 

 

 

 
 

 

 

 

 

Transformation Linéaire 

Fig. 2.2 � Déplacement d'un point M quelconque appartenant à un solide S indéformable

Dans les hypothèses de petits déplacements de solides rigides, la variation de position d'un repère par
rapport à un autre peut être modélisée sous forme d'un torseur de petits déplacements {D(M)}b0 (cf. an-

nexe B) écrit au point M dans la base b0, de résultante le vecteur rotation
→

Ω et de moment le vecteur

translation
→

δ (eqn. B.15) :

{D(M)}b0 =

M







→

Ω=

b0

∣
∣
∣
∣
∣
∣

rx
ry
rz

→

δM=

b0

∣
∣
∣
∣
∣
∣

tx
ty
tz







b0

(2.1)

Par la suite, nous modéliserons les variations géométriques par la position relative de deux repères à
l'aide du torseur de petits déplacement.

I.2 Changement de base d'expression des variations géométriques

La modélisation par torseur des petits déplacements des petites variations géométriques dans un re-
père local doit pouvoir être exprimée dans un repère global au mécanisme. Ceci a�n d'être pris en compte
dans les calculs de chaînes de cotes tridimensionnelles.

Soit le passage d'un repère R1 à un repère R0 caractérisé par une matrice de rotation R01 et un

vecteur translation
→

O0O1

∣
∣
∣
∣
R0

= (X;Y ;Z).
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II - Modélisation du tolérancement géométrique par l'outil domaine

Nous allons dé�nir une matrice de passage P01 permettant d'obtenir le torseur de petits déplacements
{
T(O1)

}

b1
dans le repère R0 à partir de son expression dans le repère R1 :

{
T(O0)

}

b0
.

La résultante du torseur de petits déplacements exprimée dans la base b1 devient dans la base b0 :

→

Ω
∣
∣
∣
b0

= R01.
→

Ω
∣
∣
∣
b1

(2.2)

Le vecteur de translation exprimé au point O1 dans le repère R1 devient au point O0 dans le repère
R0 :

→

δO0

∣
∣
∣
∣
b0

=
→

δO1

∣
∣
∣
∣
b0

+
→

O0O1

∣
∣
∣
∣
b0

∧
→

Ω
∣
∣
∣
b0

(2.3)

Si
→

O0O1

∣
∣
∣
∣
b0

=

∣
∣
∣
∣
∣
∣

X
Y
Z

, on note Õ0O1

∣
∣
∣
b0

=





0 -z y
z 0 -x
-y x 0



 , d'où :

→

δO0

∣
∣
∣
∣
b0

= R01.
→

δO1

∣
∣
∣
∣
b1

+ Õ0O1 ∗R01.
→

Ω
∣
∣
∣
b1

(2.4)

On obtient donc P01 la matrice de passage telle que :
{
T(O0)

}

b0
= P01.

{
T(O1)

}

b1







→

Ω

→

δO0







b0

=











R01 0

Õ0O1.R01 R01











.







→

Ω

→

δO1







b1

(2.5)

C'est sur ces outils de base que se fonde la modélisation par l'outil domaine des écarts géométriques
associés aux surfaces tolérancées et aux jeux de liaisons.

II Modélisation du tolérancement géométrique par l'outil domaine

Le tolérancement ainsi que les jeux dans les liaisons introduisent des variations géométriques dont on
cherche à connaitre l'ampleur et l'incidence sur la fonctionnalité du mécanisme.

II.1 Géométrie

II.1.a Hypothèses

La modélisation du tolérancement géométrique par l'outil domaine se fait sous certaines conditions.
Par la suite, nous ferons l'hypothèse que :

◦ Les mécanismes sont constitués de pièces rigides. Leur déformation est supposée négligeable
devant les défauts géométriques.

Remarque : Cette hypothèse introduit un risque de sur-qualité. En e�et, certains méca-
nismes peuvent être rebutés alors que leur assemblage serait possible au prix de déformations
maîtrisées. Des travaux ont été e�ectués a�n d'enrichir le modèle avec prise en compte des
déformations élastiques des pièces [Petit 04, Samper 07].
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◦ Les défauts de forme des surfaces sont négligés. Une surface de substitution est associée au
nuage de points issu de la mesure tridimensionnelle de la surface réelle. Le critère d'association
est dé�ni au préalable suivant la nature de la surface, du tolérancement et le calcul e�ectué :
moindre carré, tangent extérieur matière minimisant l'écart maximum pour une référence ou
pour assurer l'assemblage, etc... Pierre-Antoine Adragna a montré que les défauts de forme
pouvaient être négligés lorsque les jeux étaient d'un ordre de grandeur supérieur [Adragna 10].

◦ Les écarts de position et d'orientation des surfaces associées par rapport au nominal ainsi
que les jeux entre pièces sont supposés assez faibles pour que les déplacements correspondants
puissent être linéarisés (hypothèse de petits déplacements).

II.1.b Paramétrage

Les variations géométriques autorisées par le tolérancement et les jeux sont caractérisés par la position
des di�érents repères associés à la géométrie. Pour une même pièce, di�érentes sortes de géométries et de
repères associés sont dé�nis :

◦ La géométrie nominale qui dé�nit la forme théorique des pièces conçues en bureau d'étude
(équivalent au modèle nominal du langage GeoSpelling [Ballu 01]). A partir de cette géométrie,
nous pouvons construire :

⊲ Un repère global RG �xant la position et l'orientation de la pièce (placé au centre d'inertie
de la pièce ou construit à partir de surfaces de la pièce par exemple).

⊲ Un repère de référence RR pour chaque système de référence. Construit et positionné
par rapport aux surfaces nominales de référence, ce repère possède les mêmes degrés de
liberté que le système de référence.

⊲ Un repère RN lié à chaque surface fonctionnelle nominale de la pièce. En fonction de la
classe d'invariance de la surface [Clément 97], nous associons une classe d'équivalence de
repères (deux repères sont équivalents si pour toute position de l'un il existe une position
de l'autre compatible avec les déplacements de la classe donnée qui permette de les faire
coïncider totalement).

◦ Une géométrie réelle issue de la mesure (équivalent au "Skin" modèle du langage GeoSpelling
[Ballu 01]).

◦ Une géométrie "de substitution" construite à partir de la géométrie extraite par la mesure.
Pour chaque surface réelle extraite, un critère d'association permet de positionner une surface
de forme théorique exacte.

⊲ Un repère RS est construit à partir de chaque surface de substitution. Celui-ci possède
les mêmes degrés de liberté que la surface théorique exacte associée. Il dé�nit la position
et l'orientation de la surface de substitution.

 

Surface nominale  

On 

Os 

 

 Surface de substitution  
Surface réelle extraite 

de la mesure  

 

Fig. 2.3 � Surface nominale et de substitution et repères associés

→ Ainsi, les écarts et les jeux en position et en orientation peuvent être modélisés par un
torseur de petits déplacements exprimant la position relative entre le repère nominal et celui
de substitution (�g. 2.3).
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Remarque : Suivant les problèmes à traiter, nous pourrons utiliser d'autres géométries théoriques
parfaites ayant les mêmes propriétés que la géométrie nominale dé�nie en bureau d'étude, telles que :

◦ Une géométrie cible qui dé�nit la forme théorique exacte de la pièce dans le cas de distributions
de tolérances symétriques.

◦ Une géométrie au maximum matière (dimensions maximales pour les surfaces extérieures et
minimales pour les surfaces intérieures) ou au minimum matière (dimensions minimales pour
les surfaces extérieures et maximales pour les surfaces intérieures).

II.1.c Condition fonctionnelle

Une condition fonctionnelle décrit une aptitude à l'emploi (montabilité, étanchéité, ...). Elle se tra-
duit par des contraintes géométriques (jeu minimum, ajustement, ...) sur les surfaces terminales appelées
"surfaces fonctionnelles". Ces contraintes se répercutent sur l'ensemble des surfaces de liaison composant
la boucle d'assemblage reliant les surfaces fonctionnelles.

Ces contraintes géométriques sont modélisées par le tolérancement fonctionnel. D'après la norme ISO
1101 [NF-EN-ISO-1101 06] celui-ci dé�nit des zones dans lesquelles sont limitées les variations géomé-
triques des surfaces tolérancées. La surface réelle doit rester incluse dans cette zone de tolérance.

Sur une pièce unique, la zone de tolérance est dé�nie par :
◦ Sa forme : totalement déterminée par la topologie de la surface tolérancée.
◦ Son étendue et sa position : par défaut une zone de tolérance s'applique sur l'ensemble de

l'étendue de la surface tolérancée. Dans certain cas, celle-ci peut s'appliquer sur la projection
de la surface dans une zone extérieure (tolérancement en zone projetée) ou uniquement sur une
zone restreinte de la surface.

◦ Sa largeur : Dé�nie par la valeur "t" de la tolérance.
◦ Ses degrés de liberté : dé�nis par :

⊲ Référence : Le système de référence peut être simple (une seule surface de référence) ou
composé (ensemble de surfaces de référence hiérarchisées ou non). La zone de tolérance
est mise en position par rapport à ce système de référence. Elle possède donc les mêmes
degrés de liberté que celui-ci.

⊲ Le type de spéci�cation :
· Forme : dans le cas d'un tolérancement de forme, la zone de tolérance conserve
tous ses degrés de liberté a�n d'inclure la surface tolérancée.

· Orientation : Les degrés de liberté de rotation de la zone de tolérance sont bloqués
a�n de limiter ceux de la surface tolérancée.

· Localisation : Les degrés de liberté de la zone de tolérance �xés par le système de
référence sont bloqués a�n de limiter ceux de la surface tolérancée.

⊲ Degré de liberté de la surface tolérancée

Les variations géométriques limitées par le tolérancement d'une pièce unique ont un impact sur l'en-
semble du mécanisme. Il faut donc les étudier dans leur globalité. L'in�uence des variations géométriques
ne devra pas être prise en compte de la même manière suivant le rôle des jeux de liaison au sein du mé-
canisme. Jean-Yves Dantan di�érencie 2 cas distincts qu'il formalise avec des opérateurs mathématiques
(∀, ∃) [Dantan 09]. De la même manière, nous parlerons de :

◦ Jeux défavorables : lorsque la condition fonctionnelle doit être véri�ée pour toute (∀) con�-
guration des jeux de liaison.

◦ Jeux favorables : lorsqu'il doit exister (∃) au moins une con�guration de jeux telle que la
condition fonctionnelle soit respectée.

◦ Jeux donnés : lorsque la condition fonctionnelle doit être respectée pour une con�guration
de jeux donnée parfois aussi appelé de "jeu polarisé" [Hoecke 12].
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II.2 Domaines Écarts

Les domaines écarts sont des outils mathématiques. Ils modélisent les petits déplacements autorisés
par le tolérancement d'une entité géométrique à l'intérieur de sa zone de tolérance. Cette modélisation
se fait donc dans un espace de dimension inférieure ou égale à 6 (3 translations et 3 rotations).

Le domaine écart permet donc d'exprimer le tolérancement normalisé sous la forme d'un outil mathé-
matique adapté aux calculs de type "chaînes de cotes tridimensionnelles". La section de ce domaine dans
un espace de dimension inférieure ou égale à 3, donne une représentation graphique que nous utiliserons
pour illustrer nos méthodes et calculs.

La modélisation par "domaines" se base sur la théorie des petits déplacements. Les variations géo-
métriques seront donc représentées par un torseur des petits déplacements appelé "Torseur Écart".

II.2.a Torseur Écart

⋄ Torseur écart associé à une surface

La géométrie théorique dite nominale d'un solide étant dé�nie par un modèle CAO, on veut quan-
ti�er les "défauts" d'une pièce réelle. Pour ce faire, on décompose cette pièce en surfaces élémentaires.
On associe une surface théorique et un repère à chacune d'elles (cf. � II.1.b). A l'aide d'un critère dé�ni
(repère principal d'inertie, points particuliers,...) on associe au solide nominal un repère pièce. Avec ce
même critère on construit à partir des éléments extraits de la mesure du solide réel un repère pièce. En
faisant coïncider ces deux repères, on fait apparaitre un écart entre la position théorique et réelle des re-
pères liés aux surfaces dont on veut identi�er les défauts de position et d'orientation. Ces écarts linéarisés

dé�nissent le torseur écart {Tecart}. Il est dé�ni par une résultante
→

Ω, vecteur rotation (rx, ry, rz) et un

moment
→

δM , vecteur translation (tx, ty, tz) d'un point donné M (�g. 2.3).

De par la topologie de la surface, certaines composantes du torseur écarts peuvent être indéterminées.
Dans une représentation de surfaces parfaites in�nies, ces composantes correspondent aux mouvements
qui laissent invariante la surface. D'un point de vue cinématique, elles représentent les degrés de liberté
de la surface. Elles n'ont donc aucune in�uence sur l'assemblage et leur valeur sera arbitrairement mise
à zéro.

De la même manière, les composantes de petits déplacements correspondant aux degrés de liberté
de la zone de tolérance associée à la surface ne sont pas mesurables d'un point de vue contrôle. Elles ne
pourront donc pas être prises en compte dans la quali�cation de la pièce et seront également mises à zéro.

⋄ Exemple de torseur écart : surface plane tolérancée en orientation

Soit une surface plane spéci�ée en orientation par rapport à une surface plane de référence "A". Un
repère de référence RA est construit à partir de la référence A et un repère RN est associé à la surface
nominale tolérancée (�g. 2.4). L'axe

→
z correspond à la normale extérieure matière de la surface.
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∗ ry + tz ≤ tl/2

b
2
∗ rx − a

2
∗ ry ≤ to/2

− b
2
∗ rx − a

2
∗ ry ≤ to/2

− b
2
∗ rx + a

2
∗ ry ≤ to/2

b
2
∗ rx + a

2
∗ ry ≤ to/2

(rx, ry, tz)

 

- tl/a - tl/a

tl/2 - tl/2 

- to/a 

to/a 

tl/b 

-tl/b 

to/b 

tl/a 
- to/b 

ON



Chapitre 2: Méthode des domaines

⊲ Changement de point et de base d'expression du domaine écart

Le domaine écart obtenu précédemment peut être exprimé dans le repère de référence RR par exemple,
à l'aide des matrices de passage dé�nies au paragraphe (I.2).

Le passage du repère RN au repère RR est modélisé par la matrice de passage P
RN−>RR

(eqn. 2.16).

P
RN−>RR

=












R
RN−>RR

0

ÕNOR.RRN−>RR
R

RN−>RR












=











0 1 0 0 0 0
0 0 1 0 0 0
1 0 0 0 0 0
0 0 L 0 1 0
−a

2 −L 0 0 0 1
0 0 a

2 1 0 0











(2.16)

D'après la relation de changement de point et de base d'expression du torseur écart, les composantes
de petits déplacements dans le repère RN s'expriment en fonction des petits déplacements dans le repère
RR (eqn. 2.17b) :

{T (ON )}bN = P
RN−>RR

∗ {T (OR)}bR (2.17a)

⇒







rxN
= ryR

ryN
= rzR

rzN = rxR

txN
= L ∗ rzR + tyR

tyN
= −a

2 ∗ rxR
− L ∗ ryR

+ tzR
tzN = a

2 ∗ rzR + txR

(2.17b)

Le système d'inéquations dé�nissant le domaine écart devient donc dans le repère de référence RR :

[EOR
]bR =







−tl/2 ≤ b
2 ∗ ryR

− a
2 ∗ rzR + a

2 ∗ rzR + txR
≤ tl/2

−tl/2 ≤ − b
2 ∗ ryR

− a
2 ∗ rzR + a

2 ∗ rzR + txR
≤ tl/2

−tl/2 ≤ − b
2 ∗ ryR

+ a
2 ∗ rzR + a

2 ∗ rzR + txR
≤ tl/2

−tl/2 ≤ b
2 ∗ ryR

+ a
2 ∗ rzR + a

2 ∗ rzR + txR
≤ tl/2

b
2 ∗ ryR

− a
2 ∗ rzR ≤ to/2

− b
2 ∗ ryR

− a
2 ∗ rzR ≤ to/2

− b
2 ∗ ryR

+ a
2 ∗ rzR ≤ to/2

b
2 ∗ ryR

+ a
2 ∗ rzR ≤ to/2

(2.18)

La �gure suivante (�g. 2.10) illustre la section dans le plan (ryN
, tzN ) du domaine écart lors du passage

du repère local RN au repère de référence RR.
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⋄
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B
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[E(ON )]bN

[E(ON )]bN =

⎧

⎪⎪⎨

⎪⎪⎩

(
→

δA .
→

x

)2

+

(
→

δA .
→

y

)2

≤ t2

4

(
→

δB .
→

x

)2

+

(
→

δB .
→

y

)2

≤ t2

4

⇒ [E(ON )]bN =

{ (
a
2
∗ ry + tx

)2
+

(
−a

2
∗ rx + ty

)2
≤ t2

4(
−a

2
∗ ry + tx

)2
+

(
a
2
∗ rx + ty

)2
≤ t2

4

t
2

(tx, ty)
a
2
∗ry+tx = t

2

−a
2
∗ ry + tx = t

2

(tx, ty, ry)

 

- t/2 

- t/a 

t/a 

t/2 

t/2 

-t/2 

(
→

tx,
→

ty,
→

ry)



 

→

nk

Soit k ∈ {0; 1; 2; 3; 4; 5; 6; 7}

[E(ON )]bN =

{
− t

2
≤

(
a
2
∗ ry + tx

)
∗ cos

(
k∗π
4

)
+

(
−a

2
∗ rx + ty

)
∗ sin

(
k∗π
4

)
≤ t

2

− t
2
≤

(
−a

2
∗ ry + tx

)
∗ cos

(
k∗π
4

)
+

(
a
2
∗ rx + ty

)
∗ sin

(
k∗π
4

)
≤ t

2

(tx, ty, ry)

 

- t/2 

- t/a 

t/a 

t/2 

t/2 

-t/2 

(
→

ry,
→

tx,
→

ty)



⋄

⊲

  

⊲

⋄



II - Modélisation du tolérancement géométrique par l'outil domaine

maximum ou minimum de matière, le paramètre de taille du domaine varie en fonction des dimensions
géométriques (la forme du domaine reste constante).

II.3 Domaines Jeux

Les domaines jeux permettent de modéliser, de manière similaire aux domaines écarts, l'ensemble des
variations géométriques relatives entre deux surfaces théoriques parfaites en contact avec ou sans jeu.

On se place dans les mêmes hypothèses de petits déplacements de solides indéformables, que pour les
domaines écarts. Les petits déplacements autorisés par la géométrie de la liaison peuvent être représentés
à l'aide d'un torseur appelé "Torseur Jeu".

II.3.a Torseur Jeux

⋄ Torseur jeux associé à une liaison

Le torseur jeu {Tjeu} d'une liaison représente la position relative entre les 2 surfaces théoriques
parfaites composant cette liaison. Cette position est modélisée par le petit déplacement entre leurs deux
repères associés.

La forme du torseur jeu dépend directement de la topologie des surfaces en contact. Les composantes
de petits déplacements correspondant aux degrés de liberté de la liaison ne seront pas limitées 3. Les
autres mobilités seront limitées par la condition d'impénétrabilité des pièces entre elles.

⋄ Exemple de torseur jeu : liaison cylindre-cylindre

Soit la liaison composée de 2 cylindres de révolution d'axe
→
z (�g. 2.16).

 

権朝屎屎屎屎王 

検朝屎屎屎屎王 

捲朝屎屎屎屎王 

頚朝 

畦 稽 

剛穴 

蛍 

剛経 

Fig. 2.16 � Liaison Cylindre-Cylindre

Ce type de liaison autorise 2 degrés de liberté (ωz et vz) et 4 mobilités internes dues aux jeux dans
la liaison (notées jrx , jry , jtx et jty ). On obtient donc un torseur jeu de la forme (eqn. 2.21) :

{Tjeu (ON )}bN =

ON







→

Ω=

bN

∣
∣
∣
∣
∣
∣

jrx
jry
ωz

→

δON
=

bN

∣
∣
∣
∣
∣
∣

jtx
jty
vz







bN

(2.21)

3. Contrairement aux degrés de liberté du torseur écart qui sont �xés à 0
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J J (J = D−d)

⎧

⎪⎪⎨

⎪⎪⎩

(
→

δA .
→

x

)2

+

(
→

δA .
→

y

)2

≤ J2

4

(
→

δB .
→

x

)2

+

(
→

δB .
→

y

)2

≤ J2

4

avec J = D − d

ON

[J (ON )]

Soit k ∈ {0; 1; 2; 3; 4; 5; 6; 7} et J = D − d

[J(ON )]bN =

{
J
2
≤

(
a
2
∗ ry + tx

)
∗ cos

(
k∗π
4

)
+

(
−a

2
∗ rx + ty

)
∗ sin

(
k∗π
4

)
≤ J

2
J
2
≤

(
−a

2
∗ ry + tx

)
∗ cos

(
k∗π
4

)
+

(
a
2
∗ rx + ty

)
∗ sin

(
k∗π
4

)
≤ J

2

[J (ON )] (tx, ty, tz)

 

- J/2 - J/2 J/2 

J/2 

-J/2 

(tx, ty, tz)



III - Modélisation de l'assemblage et opérations sur les domaines

III Modélisation de l'assemblage et opérations sur les domaines

L'ensemble des variations géométriques et mobilité d'une liaison sont donc décrites par les domaines
écarts de chaque surface de contact et le domaine jeu entre les deux.

Soit l'assemblage de deux pièces par l'intermédiaire de leur surface de contact "1" et "2". L'étendue
des défauts géométriques pour chaque surface est évaluée entre le repère RN associé à la géométrie
nominale et le repère RS associé à la surface de substitution construite sur la surface réelle. Le jeu calculé
entre les surfaces nominales est décalé de l'écart (�g. 2.18).

 

Torseur Jeu 

  

1 2 

 

 

  

 
 

Torseur Ecart 
Torseur Ecart 

Fig. 2.18 � Modélisation des variations géométriques et mobilités d'une liaison

On retrouve un modèle similaire à la fermeture de chaine torsorielle de Pierre Bourdet dans sa mé-
thode ∆tol [Bourdet 07].

L'in�uence sur l'ensemble du mécanisme, d'un défaut ou d'une mobilité au sein d'une liaison ne peut
donc pas être étudiée indépendamment du reste de l'assemblage. Il est nécessaire de prendre en compte
la structure complète du système.

Celle-ci peut être modélisée à l'aide d'un graphe.

III.1 Graphes d'analyse de structure

Le graphe utilisé au laboratoire SYMME [Giordano 05] indique les connexions entre les di�érents
repères caractéristiques du mécanisme (�g. 2.19). Ce graphe est constitué de n÷uds formés par les repères
construis sur les entités géométriques étudiées et d'arcs représentant leur liaison. A�n de faciliter la lecture
et la compréhension de la structure de l'assemblage, les pièces sont symbolisées par une ellipse. Les
sommets placés au centre d'une ellipse correspondent aux repères pièce. Les autres, placés en périphérie,
représentent les repères de substitution construits à partir des surfaces réelles. Les liaisons peuvent être
de deux natures. Une liaison entre un repère "pièce" et un repère "surface" représente un écart et une
liaison entre deux repères surface de pièces di�érentes représente un jeu de liaison.

Un domaine écart est associé à chaque arc reliant un repère pièce à un repère surface. de la même
manière un domaine jeu est adjoint à chaque arc reliant deux repères de surfaces de liaison.

Une condition fonctionnelle est représentée de la même manière qu'un jeu, par un arc entre sur-
faces. Cela est cohérent au vu de sa dé�nition par zone de tolérance (cf. � II.1.c). Ainsi, toute condition
fonctionnelle peut être considérée comme un jeu de montage dans un gabarit de contrôle (condition de
montabilité).
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[E]
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III - Modélisation de l'assemblage et opérations sur les domaines

L'intersection de l'ensemble des domaines jeux décalés [Jd], lorsque
→
e parcourt l'ensemble du domaine

écarts résultant [E], forme un domaine que nous appellerons "domaine jeux résiduel" [Jr] (�g. 2.23(b)).
L'opération mathématique consistant à déterminer le domaine jeux résiduel à partir des domaines jeux
[J ] et écarts [E] s'appelle Sweeping & Intersection et se note ”⊖ ”.

[Jr] = [J ]⊖ [E] = ∩
→
e∈[E]

{
→
e + [J ]

}

(2.27)

Le domaine jeux résiduel représente l'ensemble des positions et orientations toujours atteignables par
la surface terminale, quels que soient les écarts.

Le respect de la condition fonctionnelle s'écrit donc sous la forme mathématique suivante (eqn. 2.28) :

∀
→

E∈ [E]

∃
→

J∈ [J ] tel que :
(
→

E +
→

J
)

∈ [Cf ] (2.28)

Soit l'équation de domaine (eqn. 2.29) :

⇒ [Jr] = [J ]⊖ [E] ⊂ [Cf ] (2.29)

Là encore, l'utilisation du modi�cateur de maximum de matière peut s'interpréter aisément : Si les
dimensions ne sont pas au maximum de matière, on a un gain que l'on reporte sur le domaine écart de
sorte que le domaine jeux résiduel reste la même.

⊲ Con�guration de jeu donnée

Dans ce cas, la condition fonctionnelle doit être respectée dans la con�guration de jeu donnée
→

Jd. Le

jeu
→

Jd se comporte donc comme un écart qu'il faut ajouter au domaine écart résultant [E].

La condition fonctionnelle est respectée si et seulement si le domaine écart résultant [E] décalé de

la con�guration de jeu donnée
→

Jd est inclus dans le domaine modélisant la condition fonctionnelle [Cf ].
Mathématiquement cela se traduit par l'équation (eqn. 2.30).

Pour :
→

Jd ∈ [J ] donné

∀
→

E∈ [E]

(
→

E +
→

Jd) ∈ [Cf ] (2.30)

Soit l'équation de domaine (eqn. 2.31) :

⇒
→

Jd ⊕ [E] ⊂ [Cf ] (2.31)
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III - Modélisation de l'assemblage et opérations sur les domaines

⊲ Précision

Pour chaque chemin d'assemblage, l'ensemble des positions et orientations toujours atteignables par
la pièce terminale, quels que soient les écarts est décrit par le domaine jeux résiduel. Nous appellerons
"domaine jeux résultant", le domaine obtenu en faisant l'intersection de l'ensemble de ces domaines jeux
résiduels.

Quels que soient les écarts, il existe une con�guration de jeux permettant de décrire le positionnement
du repère de la pièce terminale par un vecteur inclus dans ce domaine jeux résultant.

De manière similaire on peut calculer un "domaine d'imprécision". Pour chaque chemin d'assemblage,
on calcule l'ensemble des positions atteignables par la surface terminale (somme deMinkowski du domaine
écart résultant et des domaines jeux). L'intersection de ces domaines nous donne le domaine "domaine
d'imprécision".

Ce domaine représente toutes les positions et orientations possibles de la pièce terminale.

III.3 Manipulation des domaines

Les domaines tels que nous les avons décrits ci-dessus sont dé�nis par un système d'inéquations
linéaires entre les composantes de petits déplacements traduisant les mobilités limites d'une entité géo-
métrique et des paramètres géométriques et de tolérancement. Ces déplacements sont limités par une
zone de tolérance dans le cas d'un domaine écarts et par la géométrie nominale et la condition d'impé-
nétrabilité de la matière pour les domaines jeux. Cette modélisation par système d'inéquations linéaires
dans un espace de dimension 6 désigne un outil mathématique précis : le 6-polytope convexe.

⊲ Dé�nition : Un sous ensemble P de ℜd est appelé Polyèdre convexe s'il représente l'ensemble
des solutions d'un système �ni d'inéquations linéaires. Il est appelé polytope convexe s'il désigne un po-
lyèdre convexe et borné [Fukuda 00].

Un polyèdre (respectivement polytope) convexe de dimension k est appelé k-polyèdre (respectivement
k-polytope).

Nos domaines sont des 6-polytopes que nous appellerons plus simplement polytopes.
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IV - Conclusion

III.3.b Découplage de la forme et la taille des polytopes

Dans nos applications, la forme et la taille des domaines peuvent être découplées. En e�et, la forme
dépend de la nature des surfaces alors que la taille est directement liée aux paramètres géométriques
(tolérance ou dimensions).

Il est donc intéressant de retrouver ce découplage dans la représentation des domaines que nous re-
porterons par la suite dans nos méthodes de calcul.

La représentation par les sommets (V-représentation) ou par les hyper-plans (H-représentation) pré-
cédente permet de décrire sous forme matricielle la forme de tout type de polytope convexe. Pour chaque
représentation on dé�nit la multiplication par un scalaire :

◦ Soit le domaine [D] dont la V-représentation est écrite sous la forme matricielle Dv : La multi-
plication par un scalaire h s'applique sur l'ensemble des coordonnées des sommets du polytope.

◦ Soit le domaine [D] dont la H-représentation et écrite sous la forme matricielle Dh : La multipli-
cation par un scalaire h s'applique uniquement sur les composantes de la première colonne. Les
hyper-plans frontières conservent les mêmes normales (coordonnées dé�nies dans les colonnes
suivantes).

Ainsi, la multiplication par un scalaire h conserve la topologie du domaine en le transformant par
une homothétie de coe�cient h centrée sur l'origine du domaine.

Un domaine écart [E] sera donc dé�ni par la valeur t de la tolérance associée, que multiplie le domaine
écart normé [e] calculé lorsque t = 1 (eqn. 2.34).

[E] = t ∗ [e] (2.34)

De même, un domaine jeu [J ] sera dé�ni par la valeur j du jeu nominal de la liaison, que multiplie le
domaine jeu normé [j] calculé lorsque j = 1 (eqn. 2.35).

[J ] = j ∗ [j] (2.35)

Soit pour la liaison cylindre-cylindre de l'exemple précédent (�g. 2.16), j = D − d.

IV Conclusion

Nous avons vu dans ce chapitre comment modéliser les variations géométriques au sein d'assemblages
tridimensionnels. Ces variations géométriques sont limitées par une zone de tolérance dans le cas de
défauts et par la condition d'impénétrabilité de la matière pour les jeux. Les mouvements autorisés
à l'intérieur de ces zones sont modélisés par des polytopes convexes, appelés domaines, de dimension
inférieure ou égale à 6 (3 rotations et 3 translations).

Les domaines sont donc des outils mathématiques que nous pouvons utiliser dans le traitement de
problématiques de tolérancement. Nous verrons dans les chapitres suivants que cette représentation o�re
d'intéressantes possibilités calculatoires. En e�et, au même titre que l'outil torseur (cinématique, ci-
nétique, dynamique et e�ort) permet de résoudre de manière plus aisée des problèmes de mécanique
générale, l'utilisation de l'outil domaine permet de résoudre un grand nombre de problématiques qui sont
complexes avec une représentation scalaire.

Ces méthodes varient en fonction de la topologie de l'assemblage. Nous avons recensé di�érentes
familles de bases, composant tous les mécanismes tridimensionnels traités. Chacune d'elles fait appel à
des techniques de résolution spéci�ques. Nous les avons regroupées en 3 groupes principaux (�g. 2.27).
Nous verrons dans le chapitre 3 la résolution des mécanismes en série avec ou sans jeu. Le chapitre 4
traitera du dernier groupe des assemblages avec branches multiples en parallèles.
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Chapitre 3: Empilage simple

La condition fonctionnelle s'applique entre la surface initiale et la surface terminale du mécanisme.
Pour une structure composée de n pièces numérotées de 1 à n, la condition fonctionnelle est dé�nie entre
les surfaces 11 et n2 (�g. 3.2).

I.2 Condition fonctionnelle

Ce type de montage ne présente pas de degré d'hyperstatisme. L'étude de le condition de montabilité
est alors évidante. Par la suite, nous nous intéresserons à la condition fonctionnelle concernant la position
d'une surface par rapport à une autre. Cette exigence géométrique est exprimée à l'aide du tolérancement
par zone conformément à la norme internationale [NF-EN-ISO-1101 06, ISO-8015 85]. Elle peut être
modélisée de di�érentes manières :

◦ Par une zone de tolérance sur une surface mise en position par rapport à l'autre surface prise
en référence.

◦ Par le tolérancement des deux surfaces en zone commune.

Nous appellerons tcf la valeur de la tolérance associée à cette condition fonctionnelle. Un domaine
condition fonctionnelle [Cf ] = tcf ∗ [cf ] modélise, de la même manière qu'un domaine écart, les mouve-
ments de la surface fonctionnelle à l'intérieur de sa zone de tolérance fonctionnelle associée.

I.3 Défauts et mobilités internes

Le respect de la condition fonctionnelle dépend des défauts et mobilités au sein de chaque liaison
de l'assemblage. A�n de pouvoir utiliser l'outil domaine, nous nous placerons dans les hypothèses de
petits déplacements de solides rigides. Par conventions, ceux-ci seront modélisés par le torseur de petits
déplacements suivant (eqn. 3.1) :

{T (M)}b0 =

M







→

Ω=

b0

∣
∣
∣
∣
∣
∣

rx
ry
rz

→

δM=

b0

∣
∣
∣
∣
∣
∣

tx
ty
tz







b0

(3.1)

I.3.a Jeux

Les jeux sont limités pas les dimensions géométriques des surfaces de contact et par la condition
d'impénétrabilité de la matière. Pour chaque liaison, ils sont évalués à partir de la géométrie nominale et
modélisés sous forme d'un domaine jeu de type [J ] = j ∗ [j].

I.3.b Défauts géométriques

Les défauts géométriques des surfaces de liaison sont limités par le tolérancement. Ils sont dé�nis par
les écarts de position et d'orientation entre le repère lié à la surface de substitution et celui lié à la surface
nominale. Le domaine écarts, de la forme : [E] = t ∗ [e], représente l'ensemble des positions de la surface
de substitution à l'intérieur de sa zone de tolérance de valeur de tolérance t.

Avec cette modélisation, on ne prend volontairement pas en compte les défauts de forme. Leur in-
�uence pourrait être prise en compte en dé�nissant un domaine écart de contact [Adragna 10] injecté
dans la méthode de calcul décrite ci-après.

Dans le cas d'empilage simple, il n'existe qu'un seul chemin d'assemblage. La zone de tolérance de
chaque surface de liaison possède donc les mêmes degrés de liberté que celle dé�nissant la condition
fonctionnelle. De plus, chaque pièce n'est composée que de deux surfaces de contact. Le tolérancement
des pièces ne peut donc être dé�ni que par tolérancement en zone commune ou avec une surface en
référence.

Il est possible de modéliser l'in�uence du tolérancement en s'a�ranchissant de sa dé�nition qualitative
(type de spéci�cation géométrique utilisée). A chaque surface s d'une pièce p est associée une zone de
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tolérance de même degrés de liberté que la zone de tolérance fonctionnelle, de forme et position détermi-
nées par la nature de l'entité tolérancée et de largeur tps. Si la surface est prise en référence, sa valeur tps
sera �xée à 0. Et si le tolérancement de la pièce est dé�ni en zone commune les valeurs tp1 et tp2 seront
égales.

Les problèmes de tolérancement qualitatif et quantitatif sont étroitement liés, c'est pourquoi ils ne
peuvent pas être traités indépendamment l'un de l'autre comme cela a été le cas jusqu'à présent. La
modélisation originale en "zone liées" décrite ci-dessus sur chaque surface de liaison permet la résolution
simultanée de ces 2 problématiques, et rend ainsi possible l'optimisation globale du tolérancement d'un
assemblage de type empilage simple.

I.3.c Respect de la condition fonctionnelle

Nous proposons une méthode de calcul originale, basée sur la modélisation par l'outil domaine, a�n
d'obtenir la condition de respect de l'exigence fonctionnelle sous la forme d'un système d'équations
linéaires. Ces relations linéaires relient la valeur de la tolérance fonctionnelle tcf aux tolérances tps de
chaque surface s appartenant aux pièces p et aux jeux de liaison ji,i+1 entre les pièces i et i + 1. Les
coe�cients cps et ci,i+1 sont appelés "coe�cients d'in�uence" (eqn. 3.2) :

tcf =
∑

cps ∗ tps + ci,i+1 ∗ ji,i+1 (3.2)

Cette relation est bien connue dans le calcul de chaînes de cotes unidirectionnelles. Dans le cas tri-
dimensionnel, B. Anselmetti note que l'étude des cas simples permet de déterminer cette relation, mais
reconnait la di�culté à l'obtenir pour des cas plus généraux [Anselmetti 03b]. Un exemple plus complexe,
où les coe�cients d'in�uence sont calculés analytiquement, est traité par Jian et al. [Jian 05]. Mais à notre
connaissance les conditions précises pour lesquelles cette relation linéaire est valable et une méthode de
détermination systématique des coe�cients dans le cas général n'ont jamais été explicitées.

Nous montrerons que la valeur de ces coe�cients d'in�uence cps dépend, dans le cas général, de la
répartition des tolérances tps choisie. En e�et, dans les hypothèses d'études adaptées à la modélisation
par polytopes convexes, cette relation est linéaire par morceaux.

Nous avons vu dans le chapitre 2 (cf. � III.2) que les assemblages de type empilage simple pouvaient
être décomposés en sous famille : avec ou sans jeu. Dans un premier temps, nous étudierons les méthodes
de résolution du tolérancement des mécanismes, présentant uniquement des liaisons en série sans jeu.

II Assemblage en série sans jeu

Nous commencerons par étudier les mécanismes de type empilage simple sans jeu. Cette topologie
d'assemblage est la plus basique que nous ayons recensée. Notre méthode de calcul, basée sur l'utilisation
de l'outil domaine, s'éto�era ensuite en complexi�ant les mécanismes traités.

II.1 Mise en équations du problème de tolérancement

II.1.a Chaîne de cotes

Avec la modélisation de l'assemblage dé�nie précédemment (�g. 3.2), et en considérant Cf le torseur
écart de la surface fonctionnelle résultant de l'assemblage et Eps le torseur écart de la surface s de la
pièce p, on obtient pour un mécanisme de n pièces, la relation torsorielle suivante (eqn. 3.3) :

Cf = −E11 + E12 − · · · − En1 + En2 (3.3)

Avec cette modélisation, aucune spéci�cation n'est �xée (type de spéci�cation et référence éventuelle).
La nature des surfaces fonctionnelles dé�nira le type de spéci�cation. Et l'optimisation du système d'équa-
tions dé�nira les surfaces à prendre en référence et à spéci�er ainsi que la valeur des tolérances associées.
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La résolution du tolérancement qualitatif et quantitatif doit se faire de manière simultanée pour obtenir
le tolérancement global optimal.

Pour illustrer notre propos, nous nous appuierons sur l'exemple didactique suivant (�g. 3.1) :
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Fig. 3.3 � Exemple didactique d'empilage simple sans jeu

Chaque pièce p comporte 2 surfaces de contact, p1 et p2, que nous laisserons libres de comporter ou
non des défauts de fabrication, respectivement modélisés par les torseurs écarts Ep1 et Ep2. La relation
torsorielle de fermeture de chaîne précédente (eqn. 3.3) s'écrit donc dans notre exemple sous la forme
(eqn. 3.4) :

Cf = −E11 + E12 − E21 + E22 − E31 + E32 (3.4)

Chaque surface doit appartenir à sa zone de tolérance. En terme de domaine cela se traduit par :
Pour tout écart Eps appartenant au domaine [Eps], Cf doit appartenir au domaine fonctionnel [Cf ]. La
condition fonctionnelle sera donc respectée si et seulement si le domaine écart résultant de la somme de
Minkowski des domaines écarts, relatifs aux 6 torseurs écarts Eps, est contenu dans le domaine condition
fonctionnelle [Cf ].

II.1.b Conditions fonctionnelles élémentaires

La condition fonctionnelle est modélisée sous la forme d'une zone de tolérance dans laquelle doit res-
ter la surface fonctionnelle réelle tolérancée. Dans le cas d'un empilage simple, la condition fonctionnelle
s'applique entre deux surfaces. Les degrés de liberté de la zone de tolérance associée sont donc dé�nis par
les degrés d'invariance de l'association de ces deux surfaces. De même, la forme de la zone de tolérance
est �xée par la nature des surfaces fonctionnelles.

Dans notre exemple, la condition fonctionnelle s'applique entre les deux surfaces planes parallèles 11
et 32. Avec la modélisation en "zones liées", une zone de tolérance est associée à chacune de ces deux
surfaces fonctionnelles. De par leur nature, leur zone de tolérance est limitée par deux plans parallèles
distants de la valeur de la tolérance, respectivement t11 et t32 tels que t11+ t32 = tcf (avec tcf la valeur de
la tolérance fonctionnelle). La position relative de ces deux zones de tolérance est �xée par une distance
théorique exacte entre leur plan médian.

Dans notre cas d'étude, par exemple, la surface 11 est prise en référence. La tolérance t11 et le
torseur écart E11 associés à cette surface sont donc nuls. La zone de tolérance de la surface 32 de largeur
t32 = tcf est mise en position par rapport à la surface de référence 11. Étant donnés les degrés d'invariance
de l'association des surfaces fonctionnelles 11 et 32, le torseur écart E32 est de la forme (eqn. 3.5) :

E32 =

O32







rx 0
ry 0
0 tz







bN

(3.5)
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Pour chaque domaine écarts [Eps] composant le mécanisme, la con�guration la plus défavorable cor-
respond au sommet identi�é par la méthode précédemment décrite. La condition fonctionnelle élémentaire
Hi est respectée au pire des cas si la somme de ces con�gurations défavorables est incluse dans le demi
hyper-espace Hi (eqn. 3.14c) :

tcf ≥
∑

ps

tcf,i,ps (3.14a)

tcf ≥
∑

ps

max
k







6∑
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ai,j .Vps,j,k
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ps
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k







6∑

j=1

ai,j .vps,j,k







︸ ︷︷ ︸
ci,ps

∗tps (3.14b)

⇒ tcf ≥
∑

ps

ci,ps ∗ tps = tcf,i (3.14c)

ci,ps sera appelé coe�cient d'in�uence de la surface de liaison ps sur la condition élémentaire Hi.
Ce résultat est équivalent aux coe�cients d'in�uence obtenus dans la méthode CLIC de B. Ansel-
metti [Anselmetti 05] à la di�érence près que nous en avons ici une démonstration rigoureuse, avec les
conditions de validité, ainsi qu'une méthode systématique de calcul (cf. � II.2.c).

II.2.b Respect de la condition fonctionnelle

En e�ectuant le calcul sur chacune des conditions fonctionnelles élémentaires Hi, nous obtenons
l'ensemble des inéquations linéaires traduisant le respect au pire des cas de la condition fonctionnelle
(eqn. 3.15) :

∀ i, tcf ≥ tcf,i =
∑

ps

ci,ps ∗ tps (3.15)

Dans notre exemple, nous obtenons pour les 8 conditions fonctionnelles élémentaires Hi :

Hi : tcf ≥ ci,11 ∗ t11 + ci,12 ∗ t12 + ci,21 ∗ t21 + ci,22 ∗ t22 + ci,31 ∗ t31 + ci,32 ∗ t32 (3.16)

Soit, en faisant l'hypothèse que 2.L
a > 1 :







H1, H2, H7, H8 : tcf ≥ 1 ∗ t11 + α1 ∗ t12 + α1 ∗ t21 + α1 ∗ t22 + α1 ∗ t31 + 1 ∗ t32
H3, H4, H5, H6 : tcf ≥ 1 ∗ t11 + α2 ∗ t12 + α2 ∗ t21 + α2 ∗ t22 + α2 ∗ t31 + 1 ∗ t32

α1 = 2.L
a − 1

α2 = 2.L
a + 1

(3.17)

Dans ce cas particulier, quelle que soit la répartition des tolérances tps, la condition Hi limitante est
toujours la même. La condition de respect de l'exigence fonctionnelle est donc (eqn. 3.18) :

tcf ≥ 1 ∗ t11 +

(
2.L

a
+ 1

)

∗ t12 +

(
2.L

a
+ 1

)

∗ t21 +

(
2.L

a
+ 1

)

∗ t22 +

(
2.L

a
+ 1

)

∗ t31 + 1 ∗ t32 (3.18)

Cette relation ne prend pas en compte le tolérancement qualitatif du mécanisme. Une zone de tolé-
rance de largeur tps est associé à chaque surface ps de liaison. Ce résultat permet d'optimiser de manière
simultané le tolérancement qualitatif et quantitatif. En e�et, en fonction des coe�cient d'in�uence a�ecté
à chaque tolérance tps, nous choisirons le système de spéci�cation optimal (les tolérances a�ectées aux
surfaces prises en référence seront �xées à 0 et seuls les valeurs des tolérances des surface spéci�ées sont
conservées)(cf. � II.2.c).

En fonction de la condition fonctionnelle élémentaire Hi considérée, les coe�cients d'in�uence ci,ps
ne sont pas nécessairement égaux (sommet limitant di�érent).
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Chapitre 3: Empilage simple

deux surfaces de contact qui peuvent être spéci�ées de deux manières : en zone commune ou en
prenant l'une en référence pour tolérancer l'autre. En choisissant de dé�nir la surface ayant le
coe�cient d'in�uence le plus élevé en référence, ses écarts ne sont plus in�uents et nous obte-
nons des intervalles de tolérance plus larges. Cette optimisation de la répartition de tolérances
n'est possible qu'en réalisant la spéci�cation qualitative et la synthèse de tolérances de manière
simultanée.

Ces résultats sont cohérents avec la pratique métier du tolérancement qui consiste à tolé-
rancer les surfaces les plus "proches" de la surface fonctionnelle.

Dans notre exemple (�g. 3.1), en prenant pour chaque pièce une surface en référence, nous obtenons
le système linéaire de respect de la condition fonctionnelle suivant (eqn. 3.25) :

tcf ≥ 1 ∗ t11 +

(
2 ∗ L

a

)

∗ t22 + 1 ∗ t32 (3.25)

Une optimisation peut également être e�ectuée dans le choix de la modélisation de l'exigence fonc-
tionnelle. En e�et, dans le cas d'une spéci�cation entre les deux surfaces fonctionnelles, avec une surface
en référence, le choix de la surface de référence a un impact sur la valeur des coe�cients d'in�uence et
donc sur l'étendue des tolérances allouées aux surfaces de contact intermédiaires. C'est ce que nous allons
illustrer à travers l'exemple de l'assemblage axisymétrique en série sans jeu suivant.

II.3 Application sur un assemblage axisymétrique

Soit l'assemblage axisymétrique illustré ci-dessous (�g. 3.15).
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Fig. 3.15 � Exemple d'assemblage axisymétrique en série sans jeu

L'assemblage est axisymétrique, nous pouvons donc simpli�er l'étude au pire des cas en un problème
plan (

→
x,

→
z ) [Giordano 07].

II.3.a Modélisation de l'assemblage

Un exigence géométrique fonctionnelle de coaxialité s'applique entre les deux surfaces terminales
réputées cylindriques 11 et 32. Cette condition fonctionnelle Cf se modélise sous la forme du tolérancement
d'une surface par rapport à l'autre prise en référence.

Avec la modélisation de l'assemblage dé�nie précédemment (�g. 3.2), la fermeture de chaine appliquée
à notre assemblage nous donne la relation torsorielle suivante(eqn. 3.33) :

Cf = −E11 + E12 − E21 + E22 − E31 + E32 (3.26)

II.3.b Modélisation de la condition fonctionnelle

Une exigence fonctionnelle de coaxialité relie les deux surfaces fonctionnelles 11 et 32. Dans les hypo-
thèses de problème axisymétrique, les degrés de liberté de la zone de tolérance a�ectée à cette condition

fonctionnelle sont le couple (
→
ry,

→

tx).
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II.3.d Calcul des coe�cients d'in�uence

Dans ce cas particulier d'assemblage, la condition fonctionnelle élémentaire limitante est toujours
la même. On obtient donc une relation linéaire unique traduisant le respect de l'exigence géométrique
fonctionnelle de coaxialité.

Avec la notation précédente et d'après la forme des domaines écarts [Eps] et condition fonctionnelle
[Cf ], les coe�cients d'in�uence cimax,ps sur la condition fonctionnelle élémentaire la plus restrictive Himax

sont donnés par la relation suivante (eqn. 3.30 ) :

cimax,ps =
ecf + 2 ∗D

E
(3.30)

En fonction de la méthode de spéci�cation de la condition fonctionnelle, les coe�cients d'in�uence ne
sont donc pas les mêmes. Pour chaque pièce, en prenant la surface de liaison ayant le plus gros coe�cient
d'in�uence en référence, on obtient :

◦ Dans le cas où la surface 11 est prise en référence pour tolérancer la surface fonctionnelle 32,
l'inéquation linéaire de respect de l'exigence fonctionnelle est de la forme (eqn. 3.31) :

tcf =
ecf + 2 ∗ (D3 +D2)

e2
∗ t12 +

ecf + 2 ∗ (D3 −D2)

e2
∗ t22 + 1 ∗ t32 (3.31)

◦ Dans le cas où la surface 32 est prise en référence pour tolérancer la surface fonctionnelle 11,
l'inéquation linéaire de respect de l'exigence fonctionnelle est de la forme (eqn. 3.32) :

tcf =
ecf + 2 ∗ (D1 +D2)

e2
∗ t31 +

ecf + 2 ∗ (D1 −D2)

e2
∗ t21 + 1 ∗ t11 (3.32)

Dans l'hypothèse où D1 > D3, les coe�cients d'in�uence sont plus faibles lorsque l'on prend la surface
11 en référence. Ce type de spéci�cation permettra donc d'obtenir de plus larges intervalles de tolérance
sur les surfaces de liaisons.

On retrouve la pratique métier du tolérancement, qui consiste à privilégier le tolérancement des
surfaces "proches" de la condition fonctionnelle.

III Assemblage en série avec jeu

Les connexions entre les pièces du mécanisme peuvent introduire des jeux de liaison dans l'assemblage.
Ceux-ci sont modélisés par des domaines jeux [Jj ] associés aux liaisons j. Ils sont dé�nis de la même
manière que les domaines écarts [Eps] construits sur chaque surface ps.

Avec la modélisation de l'assemblage dé�nie précédemment (�g. 3.2), et en considérant Cf et Eps les
torseurs écarts respectifs de la surface fonctionnelle et des surfaces ps et Jj le torseur jeux de la liaison
j, la fermeture de chaine appliquée à notre assemblage nous donne la relation torsorielle suivante (eqn.
3.33) :

Cf = −E11 + E12 + J12 − E21 + E22 + J23 − · · · + Jn−1,n − En1 + En2 (3.33)

En fonction de leur rôle dans le fonctionnement du système, les jeux sont pris en compte de di�érentes
manières. Jean-Yves Dantan [Dantan 05, Dantan 09] les distingue à l'aide d'opérateurs mathématiques
(∀, ∃) (cf. chapitre 2)

Nous avons recensé trois cas d'étude des empilages simples avec jeux (�g. 2.27) :

◦ Jeux défavorables : Soit une condition fonctionnelle [Cf ], on souhaite qu'elle soit respectée

quels que soient les écarts
→

E appartenant au domaine écarts [E] pour toutes les con�gurations

de jeux
→

J appartenant au domaine jeux [J ] (eqn. 3.34) :

∀
→

E∈ [E] et ∀
→

J∈ [J ]

(
→

E +
→

J ) ∈ [Cf ] (3.34)
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Le domaine écarts résultant [E] peut être décomposé en somme de Minkowski de domaines écarts
de base

[
Ecf

]
et [Ej ], homothétiques du domaine [E] avec un rapport inférieur ou égal à 1, tels que

(eqn. 3.43a) :

[E] = k0. [E]
︸ ︷︷ ︸

[Ecf ]

+ k1. [E]
︸ ︷︷ ︸

[E1]

+ · · ·+ kn. [E]
︸ ︷︷ ︸

[En]

Avec
n∑

j=0

kj = 1 (3.43a)

⇒ [E] =
[
Ecf

]
⊕
∑

j

[Ej ] (3.43b)

Aux domaines condition fonctionnelle [Cf ] et jeux [−Jj ] sont respectivement associés les domaines
écarts que nous appellerons domaine écarts résultant de base

[
Ecf

]
et [Ej ]. D'après le théorème de

superposition illustré ci-dessus (eqn. 3.42), si chacun des domaines écarts résultants de base
[
Ecf

]
et

[Ej ] est inclus dans son domaine condition fonctionnelle [Cf ] et jeux [Jj ] respectif, alors le domaine écarts
résultant [E] =

[
Ecf

]
⊕
∑

j

[Ej ] est inclus dans le domaine [Cf ]⊕
∑

j

[−Jj ] (eqn. 3.44).

Si,
[
Ecf

]
⊂ [Cf ]

Et,
[Ej ] ⊂ [−Jj ]

Avec j=1 à n
n=nombre de domaine jeux

=⇒

[E] ⊂ [Cf ]⊕
∑

j

[−Jj ]

Avec [E] =
[
Ecf

]
⊕

∑

j

[Ej ]
(3.44)

⊲ Calculs des coe�cients d'in�uence

Chaque domaine écarts résultant de base
[
Ecf

]
ou [Ej ] s'obtient en considérant son domaine [Cf ] ou

[−Jj ] associé, comme seule condition fonctionnelle à respecter. Tous les autres domaines jeux

[

J k
k 6=j

]

ou

[Cf ] sont considérés nuls.

◦ Domaine écarts résultant de base [Ej ] :
⊲ Soit [jj ] le domaine jeux normé associé au domaine jeux [Jj ], et jj son paramètre de

transformation homothétique (eqn. 3.45) :

[Jj ] = jj ∗ [jj ] (3.45)

Ce domaine est composé de i hyper-plan frontières Hji appelés conditions élémentaires.

⊲ Soit tps,j le paramètre de transformation homothétique du domaine écarts [Eps,j ] de base
de la surface ps associé au domaine jeux [Jj ] (eqn. 3.46) :

[Eps,j ] = tps,j ∗ [eps,j ] (3.46)

Le coe�cient d'in�uence du domaine écart de base [Eps,j ] sur la condition élémentaire
Hji sera appelé ci,ps,j

Ainsi, la condition d'inclusion du domaine écart de base [Eps,j ] dans le domaine [Jj ] associé
s'écrit (eqn. 3.47) :

∀Hji , Jj ≥
∑

ps

ci,ps,j ∗ tps,j (3.47)
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◦ Domaine écarts résultant de base
[
Ecf

]
:

⊲ Soit le domaine condition fonctionnelle [Cf ] composé de i conditions fonctionnelles élé-
mentaires Hcfi .

⊲ Soit tps,cf le paramètre de transformation homothétique du domaine écarts
[
Eps,cf

]
de

base de la surface ps associé au domaine condition fonctionnelle [Cf ] (eqn. 3.48) :
[
Eps,cf

]
= tps,cf ∗

[
eps,cf

]
(3.48)

Le coe�cient d'in�uence du domaine écart de base
[
Eps,cf

]
sur la condition fonctionnelle

élémentaire Hcfi sera appelé ci,ps,cf

De la même manière, la condition d'inclusion du domaine écart de base
[
Eps,cf

]
dans le

domaine [Cf ] associé s'écrit (eqn. 3.49) :

∀Hcfi , tcf ≥
∑

ps

ci,ps,cf ∗ tps,cf (3.49)

D'après les équations (eqn. 3.47) et (eqn. 3.49) et le théorème de superposition, on obtient la relation
linéaire de respect au pire des cas de l'exigence géométrique fonctionnelle en fonction des tolérances tps
de chaque surface ps, des jeux de liaison Jj et de la tolérance fonctionnelle tcf (eqn. 3.50a) :

∀ps, tps ≤ tps,cf +
n∑

j

tps,j (3.50a)

Avec :







∀ Hji , Jj ≥
∑

ps
ci,ps,j ∗ tps,j

∀ Hcfi , tcf ≥
∑

ps
ci,ps,cf ∗ tps,cf

(3.50b)

Les jeux sont favorables, en ce sens qu'ils permettent d'élargir les tolérances d'écarts géométrique tps
a�ectées aux surfaces de liaison ps. En e�et, la tolérance tps �nale est égale à la tolérance tps,cf calculée
sans jeux, à laquelle on ajoute la tolérance tps,j autorisée par les jeux.

III.4 Application sur un exemple d'assemblage en série avec jeux

Soit l'assemblage en série avec jeu suivant (�g. 3.20). La condition fonctionnelle est une exigence de
localisation entre l'axe de la surface supposée cylindrique 32 et la surface médiane 11 de deux surfaces
supposées planes.
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Fig. 3.20 � Exemple d'assemblage en série avec jeux
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III - Assemblage en série avec jeu

⋄ Domaines

⊲ Domaines écarts

Les zones de tolérance a�ectées à chaque surface de liaison ps ont les mêmes degrés de liberté que
celle de la condition fonctionnelle. Leur forme dépend de la nature de la surface tolérancée.

Dans le plan (
→
x,

→
z ), la zone de tolérance est limitée par 2 segments parallèles distants de la tolérance

tps et centrés sur la position nominale de la surface tolérancée ps.

En reprenant la convention dé�nie au paragraphe (II.3.c), on note :

◦ D =

∥
∥
∥
∥

→

OpsO32

∥
∥
∥
∥
(avec Ops centre de la surface tolérancée ps)

◦ et E l'étendue de la surface tolérancée ps projetée sur l'axe
→
z .

On retrouve la V-représentation ( 3.53) des domaines écarts [Eps]O32
au point O32 centre de la surface

fonctionnelle 32.

[Eps]O32
= tps ∗
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(3.53)

⊲ Domaine jeux

Le domaine jeux modélise les petits déplacements relatifs des surfaces de contact au sein de leur
liaison. Ces petits déplacements sont limités par la condition d'impénétrabilité de la matière.

Dans notre cas, seule la liaison entre les surfaces 22 et 31 présente des jeux de liaisons. En prenant
J = D22−d31

2 on obtient, au point O32 centre de la surface fonctionnelle tolérancée 32 la V-représentation
du domaine jeux [J ] (eqn. 3.54) :

[J ]O32
= J ∗
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︸ ︷︷ ︸
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O32

(3.54)

Suivant le rôle des jeux au sein du mécanisme, il peut être pris en compte de la même manière que
la condition fonctionnelle. Sa H-représentation est alors nécessaire (eqn. 3.55) :

[J ]O32
=







Hj1 : J ≥ −2 ∗
(
L+ b

2

)
∗ ry + 2 ∗ tx

Hj2 : J ≥ 2 ∗
(
L+ b

2

)
∗ ry − 2 ∗ tx

Hj3 : J ≥ −2 ∗
(
L− b

2

)
∗ ry + 2 ∗ tx

Hj4 : J ≥ 2 ∗
(
L− b

2

)
∗ ry − 2 ∗ tx

III.4.b Calcul des coe�cients d'in�uence

Deux cas d'étude sont à considérer :

◦ Précision du mécanisme : La condition fonctionnelle doit être respectée pour toutes les con�-

gurations de jeux
→

J (jeux défavorables).

◦ Montabilité : Il doit exister au moins une con�guration de jeux
→

J et
→

Cf permettant l'assem-
blage du mécanisme (jeux favorables)
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⋄ Précision du mécanisme

Dans ce cas, les jeux sont pris en compte au même titre que les défauts. Les domaines jeux sont
représentés par leur V-représentation et leur coe�cient d'in�uence calculé comme ceux des domaines
écarts.

Le jeu J = Jmoyen+ tj est défavorable. Sa valeur moyenne Jmoyen = D22−d31 ainsi que son domaine
de variation tj = ±

tD22
+td31
2 sont additionnés aux tolérances d'écarts géométriques.

Nous retrouvons une spéci�cation au minimum de matière J = (D22 − d31)+
tD22

+td31
2 . Et la précision

est garantie par limitation du jeu maximal.

Le calcul des coe�cients d'in�uence nous donne le système d'inéquations suivant (eqn. 3.55) :






H1, H2 : tcf ≥ α ∗ t12 + α ∗ t21 + α ∗ t22 + α ∗ J + α ∗ t31 + 1 ∗ t32
H3, H4 : tcf ≥ β ∗ t12 + β ∗ t21 + β ∗ t22 + β ∗ J + β ∗ t31 + 1 ∗ t32

α = 2∗L−a
b

β = a+2∗L
b

(3.55)

Pour notre exemple d'assemblage β > α, la condition fonctionnelle élémentaire Hi est donc toujours
la même, quelle que soit la répartition de tolérances. Le respect de l'exigence fonctionnelle de précision
s'écrit donc (eqn. 3.56) :







tcf ≥ β ∗ t12 + β ∗ t21 + β ∗ t22 + β ∗ J + β ∗ t31 + 1 ∗ t32

Avec :

{

J = (D22 − d31) +
tD22

+td31
2

β = a+2∗L
b

(3.56)

⋄ Montabilité

Dans ce cas, les jeux doivent exister (paramètre de taille supérieur à 0) et ont un comportement
similaire à la condition fonctionnelle ; ils permettent l'assemblage.

Le jeu J = Jmoyen+ tj est favorable. Sa valeur moyenne Jmoyen = D22−d31 et ajoutée à la condition
fonctionnelle tandis que son domaine de variation tj = ±

tD22
+td31
2 est additionné aux tolérances d'écarts

géométriques.
Nous retrouvons une spéci�cation au maximum de matière J = (D22 − d31) −

tD22
+td31
2 . Et le jeu

minimal permettant l'assemblage est garanti.

La condition de respect de l'exigence fonctionnelle est calculée à l'aide du théorème de superposition.

⊲ Condition d'inclusion dans le domaine condition fonctionnelle [Cf ]

D'après l'équation (eqn. 3.56), en considérant le domaine jeux [J ] nul, la condition d'inclusion du
domaine écarts résultant de l'assemblage dans le domaine condition fonctionnelle [Cf ] s'écrit (eqn. 3.57) :

tcf ≥ β ∗ t12,cf + β ∗ t21,cf + β ∗ t22,cf + β ∗ t31,cf + 1 ∗ t32,cf

Avec : β = a+2∗L
b

(3.57)

⊲ Condition d'inclusion dans le domaine jeux [J ]

En �xant le domaine [Cf ] nul, le domaine [−J ] est désormais considéré comme le domaine condition
à respecter, quels que soit les écarts géométriques. Les conditions fonctionnelles élémentaires sont donc
dé�nies par sa H-représentation. Le domaine jeux [J ] étant symétrique par rapport à l'origine, [−J ] = [J ].
Sa H-représentation au point O32, centre de la surface fonctionnelle tolérancée, est donc dé�nie par le
système d'inéquations ( 3.55).
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Le calcul des coe�cients d'in�uence des domaines écarts [Eps]O32
sur le domaine jeux [J ]O32

est
illustré ci-dessous (tab. III.4.b) :

[E32]O32
[Es]O32

, s = {12; 21; 22; 31}
V1,1 V1,2 V1,3 V1,4 Vs,1 Vs,2 Vs,3 Vs,4

Gj1 : J = −2.
(
L+ b

2

)
.ry + 2.tx 1 −2L−b

a −1 2L+b
a 1 1 −1 −1

Gj2 : J = 2.
(
L+ b

2

)
.ry − 2.tx −1 2L+b

a 1 −2L−b
a −1 −1 1 1

Gj3 : J = −2.
(
L− b

2

)
.ry + 2.tx 1 −2L+b

a −1 2L−b
a 1 1 −1 −1

Gj4 : J = 2.
(
L− b

2

)
.ry − 2.tx −1 2L−b

a 1 −2L+b
a −1 −1 1 1

Table 3.2 � Coe�cients d'in�uence des domaines écarts [Eps]O32
sur le domaine jeux [J ]O32

Quelle que soit la répartition des tolérances tps,j , les conditions élémentaires Hj1 et Hj2 sont limi-
tantes. La condition d'inclusion dans le domaine jeux [J ] est donc dé�nie par l'inéquation suivante :







H1, H2 : J ≥ γ ∗ t12,j + γ ∗ t21,j + γ ∗ t22,j + γ ∗ t31,j + 1 ∗ t32,j

γ = 2∗L+b
a

(3.58)

⊲ Condition d'assemblage

D'après le théorème de superposition et les inéquations ( 3.57) et ( 3.58), la condition nécessaire et
su�sante sur les tolérances tps des surfaces de liaison ps assurant le montage de l'assemblage, s'écrit :







tps ≤ tps,cf + tps,j
tcf ≥ β ∗ t12,cf + β ∗ t21,cf + β ∗ t22,cf + β ∗ t31,cf + 1 ∗ t32,cf
J ≥ γ ∗ t12,j + γ ∗ t21,j + γ ∗ t22,j + γ ∗ t31,j + 1 ∗ t32,j ≥ 0

β = a+2∗L
b

γ = 2∗L+b
a

(3.59)

IV Répartition des tolérances

IV.1 Optimisation sous contraintes

Généralement, le système d'inéquations dé�nissant le respect des exigences fonctionnelles accepte
une multitude de solutions. Le problème est donc formulé en vue d'obtenir la répartition de tolérances
optimale d'un point de vue économique. Pour cela, une fonction coût de fabrication est exprimée en
fonction des tolérances. Les tolérances doivent respecter les systèmes d'inéquations dé�nis précédemment
tout en minimisant cette fonction. Il s'agit donc d'un problème d'optimisation sous contraintes, pour
lequel de nombreux travaux ont déjà été présentés : Optimisation d'une fonction coût/perte, méthode
Dakin [Lööf 05], ...

En première approximation, nous pouvons considérer que plus les tolérances sont faibles, plus le coût
est élevé. De nombreuses fonctions ont déjà été proposées pour modéliser ce type d'évolution de coûts en
fonction des tolérances [Chase 91]. En utilisant la fonction réciproque dé�nie par Chase et Parkinson, la
fonction à optimiser est de la forme (eqn. 3.60) :

C = A+
∑

ps

bps
tps

(3.60)

Le coe�cient A représente les coûts �xes (réglages machines, maintenance, matériaux, ...). Ce coef-
�cient n'a aucune in�uence sur l'optimisation de la répartition des tolérances, il sera donc considéré nul
par la suite. Les coe�cients bps dépendent de la di�culté à respecter la tolérance tps.
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IV.2 Application à l'exemple d'assemblage en série avec jeux

Dans l'exemple précédent d'empilage simple avec jeux, chaque tolérance est supposée aussi coûteuse
à respecter (∀ ps, bps = 1).

Et la géométrie est dé�nie comme suit :

L = 100
D22 = 20, 05
d31 = 19, 95

a = b = 40

(3.61)

Pour chaque cas d'étude (précision et montabilité) une répartition de tolérances optimale est obtenue.

IV.2.a Précision du mécanisme

Pour chaque pièce, la surface dont le coe�cient d'in�uence est le plus élevé, est prise en référence
pour tolérancer l'autre. Ainsi, aucune tolérance ne lui est a�ectée (tps = 0). D'après l'inéquation ( 3.56)
précédemment dé�nie et les hypothèses sur la fonction coût, le problème d'optimisation s'écrit de la
manière suivante (eqn. 3.62) :







Fonction coût : C = 1
t12

+ 1
t21

+ 1
t32

+ 1
tD22

+ 1
td31

Contraintes :







tcf ≥ β ∗ t12 + β ∗ t21 + β ∗ J + 1 ∗ t32

Avec :

{

J = (D22 − d31) +
tD22

+td31
2

β = a+2∗L
b

(3.62)

La résolution de ce problème peut être obtenue analytiquement ou en utilisant un solveur numérique.
Après optimisation, on obtient la répartition de tolérances suivante (eqn. 3.63) :







t12 = 0, 02 ∗ tcf
t21 = 0, 02 ∗ tcf
t32 = 0, 4 ∗ tcf
tD22

= 0, 03 ∗ tcf
td33

= 0, 03 ∗ tcf

(3.63)

IV.2.b Montabilité

D'après l'inéquation ( 3.59) précédemment dé�nie et les hypothèses sur la fonction coût, le système
à optimiser s'écrit sous la forme (eqn. 3.64) :







Fonction coût : C = 1
t11

+ 1
t12

+ 1
t21

+ 1
t22

+ 1
t31

+ 1
t32

+ 1
tD22

+ 1
td31

Contraintes :







tps ≤ tps,cf + tps,j
tcf ≥ 1 ∗ t11,cf + β ∗ t12,cf + β ∗ t21,cf + β ∗ t22,cf + β ∗ t31,cf + 1 ∗ t32,cf
J ≥ 1 ∗ t11,j + γ ∗ t12,j + γ ∗ t21,j + γ ∗ t22,j + γ ∗ t31,j + 1 ∗ t32,j ≥ 0

J = (D22 − d31)−
tD22

+td31
2

β = a+2∗L
b

γ = 2∗L+b
a

(3.64)
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Une première optimisation nous donne les résultats suivants (eqn. 3.65) :






t11 = 0, 06 ∗ tcf
t12 = 0, 07 ∗ tcf
t21 = 0, 07 ∗ tcf
t22 = 0, 07 ∗ tcf
t31 = 0, 07 ∗ tcf
t32 = 0, 18 ∗ tcf

tD22
= 0, 10 ∗ tcf

td31
= 0, 10 ∗ tcf

(3.65)

Pour chaque pièce, la surface dont la tolérance est la plus restrictive, donc plus coûteuse à respecter
(t11, t21 et t32), peut être prise en référence pour tolérancer la seconde. Ainsi, la tolérance qui lui était
associée est supprimée et nous obtenons de nouveaux intervalles de tolérance plus larges (eqn. 3.66) :







t12 = 0, 11 ∗ tcf
t22 = 0, 11 ∗ tcf
t31 = 0, 11 ∗ tcf

tD22
= 0, 10 ∗ tcf

td31
= 0, 10 ∗ tcf

(3.66)

IV.3 Approche probabiliste

⋄ Méthodes générales

Jusqu'ici, nous nous sommes uniquement intéressés à l'expression et à la résolution du respect de la
condition fonctionnelle au pire des cas. Mais cette exigence devient rapidement très contraignante avec
le nombre de surfaces intermédiaires. Il est alors intéressant d'étudier l'évolution du taux de rebuts en
fonction des paramètres géométriques et de l'élargissement des tolérances par une approche probabiliste.

De nombreux travaux ont déjà été présentés dans le domaine du tolérancement statistique. Evans [Evans 75]
et Nigam [Nigam 95] font état des approches unidirectionnelles dans ce domaine. Des méthodes ont éga-
lement été présentées pour apporter des réponses aux problématiques tridimensionnelles. En particulier
Glancy [Glancy 99] propose d'exprimer la condition fonctionnelle à partir des paramètres tridimensionnels
et de se ramener à une étude unidimensionnelle par linéarisation. Shan [A. Shan 99] traite une liaison
composée d'un plan et de deux pions en ne considérant que les écarts en translation sans prendre en
compte les défauts d'orientation. Il réduit ainsi son modèle à deux dimensions.

⊲ Tolérancement statistique paramétrique

Le modèle probabiliste le plus courant en unidimensionnel ou en tolérancement paramétrique (eqn. 1.8)
(cf. chapitre 1 � II.3.e) utilise une relation quadratique entre les tolérances in�uant sur la condition

fonctionnelle. En e�et, les équations de tolérances étant linéaires (du type tcf =
p∑

i=1

ai ∗ ti), en faisant

l'hypothèses que les variables aléatoires ti sont indépendantes, on peut écrire la relation, portant sur les
variances υ, suivante (eqn. 3.67a) :

υtcf =

p
∑

i=1

a2i ∗ υti (3.67a)

υtcf = σ2
tcf

=

p
∑

i=1

a2i ∗ σ
2
ti (3.67b)
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En dé�nissant le coe�cient de capabilité Cp = ITi

6∗σti

=
ITcf

6∗σtcf

égaux pour toutes les tolérances,

on obtient la relation entre les intervalles de tolérances ITi et l'intervalle de tolérance de la condition
fonctionnelle ITcf suivante (eqn. 3.68) :

IT 2
cf =

p
∑

i=1

a2i ∗ IT
2
i (3.68)

Dans le cas d'une distribution normale centrée, on retrouve la capabilité Cp tel qu'elle est dé�nie
dans la norme et sa valeur nous assure un taux de rebuts correspondant [Germain 07].

Le modèle semi-quadratique permet d'accepter un décentrage limite sur le lot de pièces produit [Anselmetti 03c].
Ces modèles nécessitent de connaitre la relation entre les tolérances ti de la chaîne de cotes et la tolé-
rance fonctionnelle tcf et font des hypothèses sur les lois statistiques de distribution et de dépendance
des variables aléatoires ti. Nous avons vu dans ce chapitre comment obtenir la relation de tolérancement,
cependant rien ne prouve que les hypothèses de modélisation statistique sont respectées.

⊲ Tolérancement par zone : approche statistique

Les relations linéaires par morceaux obtenue au pire des cas ne peuvent pas être étendue à une relation
quadratique comme précédemment.

Une simulation doit être menée en considérant les tolérances d'écarts géométriques comme des va-
riables aléatoires. Une loi de distribution est a�ectée à chacune de ces variables aléatoires et le risque de
non conformité est simulé par tirage de Monte-Carlo [Germain 07]. En jouant sur l'étendue des variables
aléatoires, et avec un nombre de tirages représentatif, on obtient une image du taux de rebut en fonction
de la répartition des tolérances.

⋄ Analyse statistique du tolérancement de l'assemblage axisymétrique sans jeu

Pour le cas de l'assemblage axisymétrique sans jeu présenté sur la �gure (3.15), dont le traitement au
pire des cas a été étudié précédemment (cf. � II.3), nous choisirons la spéci�cation de la condition fonc-
tionnelle par tolérancement de la surface ”11” par rapport à la surface ”32”, prise en référence (eqn. 3.32).

En statistique, le problème ne peut plus être réduit en un problème plan, l'ensemble des direction

de l'espace tridimensionnelle
(
→
x,

→
y ,

→
z
)

doivent être prise ne compte. Les composantes du torseur écarts

de la surface fonctionnelle tolérancée ”32” s'obtiennent en fonction des composantes des torseurs écarts
des surfaces de liaison. Au point O32, centre de la surface fonctionnelle tolérancée on obtient le relations
suivantes (eqn. 3.69) :







rx = 1 ∗ rx11
+ 1 ∗ rx21

+ 1 ∗ rx31

ry = 1 ∗ ry11
+ 1 ∗ ry21

+ 1 ∗ ry31

tx = (1 ∗ tx11
+ (D3 +D1) ∗ ry11

) + (1 ∗ tx21
+ (D3 +D2) ∗ ry21

) + (1 ∗ tx31
+ (D3 −D2) ∗ ry31

)
ty = (1 ∗ ty11

− (D3 +D1) ∗ rx11
) + (1 ∗ ty21

− (D3 +D2) ∗ rx21
) + (1 ∗ ty31

− (D3 −D2) ∗ ry31
)

tz = 1 ∗ tz11 + 1 ∗ tz21 + 1 ∗ tz31

(3.69)

Contrairement à ce que l'on trouve dans [Chase 96], les relations linéaires entre variables d'écarts,
obtenues par les équations de tolérancement, ne sont pas les mêmes que les relations linéaires entre les
tolérances des pièces de l'empilage et la tolérance fonctionnelle (l'étendue des surface n'intervient pas).

Une loi de densité de probabilité et de dépendance statistique est a�ectée à chaque et entre chaque
composante de petits déplacements des torseurs écarts a�ectés aux surfaces de liaison. Pour chaque tirage
de type Monte-Carlo, nous obtenons ainsi un torseur écart de la surface fonctionnelle par rapport à la
surface de référence. La condition fonctionnelle est respectée si et seulement si le torseur écarts de la
surface fonctionnelle tolérancée est inclus dans le domaine condition fonctionnelle (�g. 3.23). Ce résultat
peut aussi être obtenu analytiquement par produit de convolution des composantes d'écarts de chaque
surface [Germain 07].
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Chapitre 3: Empilage simple

V Conclusion

Nous avons montré dans ce chapitre que pour tout système mécanique composé uniquement de
liaisons en série, la relation liant le respect au pire des cas d'une exigence fonctionnelle aux tolérances
géométriques des di�érentes surfaces de contact est linéaire par morceaux.

Nous avons donné une méthode systématique pour déterminer les coe�cients de ces relations linéaires,
qui sont les coe�cients d'in�uence des tolérances sur la tolérance fonctionnelle.

Cette relation permet :
◦ D'optimiser la géométrie par minimisation des coe�cients d'in�uence.
◦ De dé�nir le système de spéci�cation maximisant les intervalles de tolérance. En e�et, les
surfaces à fort coe�cient d'in�uence sont préférentiellement prises en référence a�n que leurs
écarts deviennent non in�uents.

◦ De dé�nir la répartition optimale des tolérances, permettant le respect au pire des cas de la
condition fonctionnelle à partir d'une fonction coût de chaque tolérance.

Tout ceci est rendu possible par la résolution simultanée des problématiques de spéci�cation et de
synthèse de tolérances. Pour ce faire, nous utilisons une modélisation du tolérancement qui consiste à
associer à chaque surface une zone de tolérance dé�nie en fonction de la nature de la surface tolérancée
et de la condition fonctionnelle. Ainsi, on s'a�ranchit totalement de sa dé�nition qualitative, optimisée
pendant le calcul.

On remarque cependant que le défaut d'orientation est, dans la majorité des cas, le facteur limitant
(sommet du domaine écart in�uent). Un découplage de la tolérance de localisation et d'orientation per-
mettrait donc d'optimiser encore la valeur des intervalles de tolérance. A défaut d'orientation acceptable
�xée, la tolérance de localisation (plus di�cile à tenir) pourrait être élargie. Cependant, cette condition
supplémentaire modi�e la forme du domaine a�ecté à la surface tolérancée (suppression de sommets). Le
rapport entre la valeur de la tolérance de localisation et celle de la tolérance d'orientation doit être �xé
a�n d'obtenir une nouvelle forme de domaine et réévaluer les coe�cients d'in�uence.

L'approche statistique est relativement simple dans ce cas d'assemblage. Les composantes d'écarts
résultant sont des combinaisons des variables aléatoires. Il n'est plus question de domaines écarts. Par
contre, lorsque le jeu est favorable, il faut construire un domaine jeux résultant paramétré par des variables
aléatoires de dimensions.
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4
Liaisons en parallèle

 

� Idée de Gaston� by Franquin

Objectifs

Dans ce chapitre nous nous intéressons aux assem-
blages présentant des liaisons en parallèle. Ce type
d'assemblages introduit de nouvelles contraintes qu'il
devient complexe de résoudre par des opérations uni-
quement linéaires. Dans un premier temps, nous pré-
senterons les conditions sur les domaines assurant le
respect des exigences géométriques fonctionnelles au
pire des cas. Puis nous orienterons nos études sur l'ana-
lyse statistique du tolérancement avec des méthodes
de type Monte-Carlo. Ces méthodes sont rendues pos-
sibles par la simpli�cation des opérations sur les poly-
topes grâce à une représentation originale des domaines
jeux et écarts. Cette nouvelle représentation a été dé-
veloppée et mis au point au laboratoire SYMME a�n
d'optimiser l'utilisation de l'outil domaine dans le cadre
des problématiques de tolérancement.

I Mise en situation

I.1 Assemblage

Un assemblage avec liaisons en parallèles relie deux pièces par di�érents chemins d'assemblage. Ces
chemins d'assemblage peuvent être directs ou composés de plusieurs pièces et surfaces intermédiaires. Ces
derniers peuvent être considérés comme un empilage simple et traités comme tel [Mansuy 11] (cf. cha-
pitre 3). Ceci permet de leur associer un écart et un jeu équivalent et de les réduire en un chemin
d'assemblage direct.
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II - Approche pire des cas

◦ Une condition d'existence : Évaluation des jeux à l'intérieur des chemins d'assemblage a�n
d'assurer le montage sans précontraintes [Samper 07].

L'exigence géométrique fonctionnelle est modélisée à l'aide du tolérancement par zone, conformément
à la norme internationale [NF-EN-ISO-1101 06, ISO-8015 85] comme précédemment (cf. chapitre 3). Nous
appelons tcf la valeur de la tolérance et [Cf ] = tcf ∗ [cf ] le domaine associé à cette condition fonctionnelle.

I.3 Défauts et mobilités internes

En se plaçant toujours dans les conditions de petits déplacements de solides rigides, les mobilités
sont exprimées par le torseur de petits déplacements dé�ni précédemment (eqn. 3.1). Les domaines jeux
[J ] = j ∗ [j] sont construits à partir de l'hypothèse d'impénétrabilité de la matière, et les domaines écarts
[E] = t ∗ [e] par la limitation des mouvements de la surface à l'intérieur de sa zone de tolérance associée.

Dans le cas des liaisons en parallèle, il existe plusieurs chemins d'assemblage. Les degrés de liberté
des zones de tolérance a�ectées à chaque surface de liaison, ne sont donc pas forcément les mêmes que les
degrés de liberté de la zone associée à la condition fonctionnelle. Chaque chemin d'assemblage représente
un empilage simple. Son tolérancement peut donc être modélisé en associant à chaque surface s de la
pièce p une zone de tolérance tps de degré de liberté dépendant de la nature des surfaces de liaisons
de l'ensemble du chemin d'assemblage (cf. chapitre 3) (toutes les zones de tolérance d'un même chemin
d'assemblage ont les mêmes degrés de liberté). On obtient ainsi un tolérancement en "zone liée" de chaque
chemin d'assemblage, indépendamment les uns des autres, en s'a�ranchissant de la dé�nition qualitative.

L'analyse du tolérancement par l'approche pire des cas et par l'approche statistique ne fait pas appel
à la même mise en équation pour cette typologie de mécanisme. Pour chacune de ces études, nous allons
décrire, sur un exemple d'assemblage didactique, la méthode originale mise en place, puis nous exposerons
un algorithme général de résolution.

II Approche pire des cas

Au pire des cas, on cherche à exprimer le respect de l'exigence fonctionnelle sous la forme d'un
système d'inéquations linéaires reliant la tolérance fonctionnelle tcf aux tolérances associées aux surfaces
de liaison tps. Dans le cas d'une étude unidirectionnelle, ces inéquations sont obtenues en établissant les
chaînes de cotes puis en écrivant les relations au pire des cas. Dans le cas tridimensionnel, la dé�nition et
l'énumération des con�gurations d'assemblage au pire des cas est plus complexe. En e�et, une exigence
fonctionnelle ne peut plus se réduire à une seule direction d'analyse (ou deux dans le cas de tolérance
bi-limite).

Les conditions fonctionnelles sont exprimées sous la forme de zones de tolérance. Avec la méthode
des domaines, chaque zone de tolérance est modélisée par un polytope convexe. Les frontières de ce
polytope convexe sont composées de di�érentes facettes que nous avons appelées "conditions fonctionnelles
élémentaires". De la même manière qu'avec les droites d'analyse de B. Anselmetti [Anselmetti 06], chacune
de ces "conditions fonctionnelles élémentaires" génére une équation de tolérancement. L'avantage de
la méthode des domaines est que l'ensemble des conditions fonctionnelles élémentaires sont générées
automatiquement lors de la modélisation de la zone de tolérance fonctionnelle sous forme de polytope
convexe.

Bien que les approches de B. Anselmetti et M. Giordano semblent di�érentes, elles permettent toutes
les deux d'obtenir le même système d'équations, associé à une tolérance fonctionnelle.

L'outil "domaine" permet de construire systématiquement le système minimal d'équations et d'in-
équations scalaires décrivant entièrement le respect de l'exigence géométrique fonctionnelle. Dans la me-
sure où l'ensemble des conditions fonctionnelles élémentaires sont incluses dans le modèle domaine, le
problème peut être formalisé sous la forme d'une seule et unique condition reliant les domaines "jeux",
"écarts" et "condition fonctionnelle" pour chaque tolérance fonctionnelle (de la même manière que les
problèmes de mécanique peuvent être écrits de manière simpli�é à l'aide de modèle de type torseur re-
groupant di�érents vecteurs). Ainsi, les directions d'analyse à prendre en compte sont automatiquement
générées sans risque d'oubli ou de redondance.
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Par la suite, le traitement de problèmes de tolérancement tridimensionnel consistera à manipuler des
domaines et non plus des scalaires. Les équations scalaires seront générées le plus tard possible à partir
des domaines résultats obtenus. Par soucis de clarté, seule la relation entre les domaines, permettant le
respect de la condition fonctionnelle, sera décrite. Les algorithmes permettant d'e�ectuer les calculs sur
les domaines seront étudiés en détail dans un second temps (cf. � V).

II.1 Méthode générique des domaines

Pour chaque chemin d'assemblage ”c”, di�érents type de domaines jeux sont dé�nis [Petit 04] :

◦ Le domaine jeux d'empilage [Jc] = jc ∗ [jc] : somme de Minkowski de l'ensemble des do-
maines jeux des liaisons composant le chemin d'assemblage ”c”.

◦ Le domaine jeux décalés [Jc,dec] : soit
→

Ec le torseur écarts résultant du cumul des défauts

dans le chemin d'assemblage c : [Jc,dec] =
→

Ec + [Jc].

◦ Le domaine jeux résiduels [Jc,r] : intersection de l'ensemble des domaines jeux décalés

[Jc,dec] lorsque
→

Ec parcourt l'ensemble du domaine écarts résultant [Ec] du chemin d'assem-
blage ”c”. Le domaine jeux résiduels [Jc,r] représente l'ensemble des positions et orientations
toujours atteignables par la surface terminales du chemin d'assemblage ”c”, quels que soient
les défauts.

◦ Le domaine jeux résultants [Jr] : intersection de l'ensemble des domaines jeux résiduels
[Jc,r] de chaque chemin d'assemblage ”c”. Ce domaine représente l'ensemble des positions et
orientations toujours atteignables par la surface terminale quels que soient les écarts géomé-
triques.

◦ Le domaine d'imprécision d'empilage [Ic] : ensemble de toutes les positions et orientations
atteignables par la surface terminale du chemin d'assemblage ”c” (somme de Minkowski des
domaines écarts et jeux du chemin d'assemblage ”c”).

◦ Le domaine d'imprécision résultant [I] : intersection de l'ensemble des domaines d'impré-
cision d'empilage [Ic]. Ce domaine représente toutes les positions et orientations dans lesquelles
peut se retrouver la surface terminale.

Suivant la fonctionnalité étudiée ou le type de prise en compte des jeux dans l'assemblage, le respect
de l'exigence fonctionnelle au pire des cas est traduit par di�érentes conditions sur les domaines jeux
calculés :

◦ Condition d'existence : Une condition su�sante de montabilité est que le domaine jeux
résultant existe (intersection non nulle).

◦ Condition de précision :
⊲ Respect de la condition fonctionnelle avec jeux favorables (∃) : Une condition su�sante

de respect de l'exigence géométrique est que l'intersection du domaine jeux résultant
[Jr] avec le domaine condition fonctionnelle [Cf ] soit non nulle (inclusion partielle du
domaine jeux résultant [Jr] dans le domaine condition fonctionnelle [Cf ]).

D'après les résultats obtenus au chapitre 3 (cf. � III.3), pour la condition de montabilité
et pour la condition de respect avec jeux favorables, le domaine jeux résultants est dé�ni au
maximum de matière.
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⊲ Respect de la condition fonctionnelle avec jeux défavorables (∀) : L'exigence géométrique
est respectée si et seulement si le domaine somme de Minkowski des domaines écarts
des deux surfaces fonctionnelles et du domaine d'imprécision résultant [I] est totalement
inclus dans le domaine condition fonctionnelle [Cf ].

D'après les résultats obtenus au chapitre 3 (cf. � III.1), le domaine d'imprécision résultant
[I] est dé�ni au minimum de matière.

Le système d'équations scalaires de tolérancement correspond au système dé�nissant le domaine
résultat. Les conditions sur ce domaine génèrent les inéquations de respect au pire des cas de la condition
fonctionnelle.

II.2 Exemple didactique : liaison plan/plan et cylindre/cylindre

A�n d'illustrer notre propos, nous proposons d'appliquer notre méthode d'analyse sur un exemple
didactique. Nous allons étudier la montabilité et la précision de positionnement d'un assemblage composé
d'une liaison plan/plan maintenue et d'une liaison cylindre/cylindre avec jeux (�g. 4.3).

 

 経待陳墜槻罰痛轍 態斑  

Ø tp0 A 

権王 頚 

A 

月 

捲王 
 経怠陳墜槻罰痛迭 態斑  

Ø tp1 A 

権王 
捲王 
頚 

月 

A 

Fig. 4.3 � Tolérancement d'un assemblage plan/plan et cylindre/cylindre

Dans cet exemple très simple, 5 paramètres dé�nissent le tolérancement :
◦ Le jeu moyen Jmoy = D0moy

−D1moy
.

◦ Les deux tolérances dimensionnelles t0 et t1.
◦ Les deux tolérances d'orientation tp0 et tp1.

Le problème consiste donc :

1. Au pire des cas : à déterminer la relation entre ces paramètres pour assurer l'assemblage sans
déformation avec appui plan maintenu et à déterminer l'écart maximal de mise en position relative
des pièces.

2. En statistique : à déterminer le taux d'assemblages non montables et la loi de répartition des écarts
de mise en position pour des tolérances choisies et des lois de distributions des écarts données.
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III - Approche statistique

Le tableau ci-dessous (tab. 4.1) synthétise la méthode d'étude de la montabilité et du défaut de mise
en position avec l'outil domaine.

rx ry rz tx ty tz

[Jplan] 0 0 ∞ ∞ ∞ 0

[Eplan] = [E01]⊕ [E11] 0 0 0 0 0 0

[Jplan,residuel] =
[Jplan]⊖ [Eplan]

0 0 ∞ ∞ ∞ 0

[Jcylindre] ±J
h ±J

h
∞ ±J

2 ±J
2

∞

[Ecylindre] = [E02]⊕ [E12] ±
tp0+tp1

h ±
tp0+tp1

h
0 0 0 0

[Jcyl,residuel] =
[Jcylindre]⊖ [Ecylindre]

±
J−

(

tp0+tp1

)

h
±

J−
(

tp0+tp1

)

h
∞ ±J

2 ±J
2

∞

[Jresultant] =
∩ ([Jplan,residuel] , [Jcyl,residuel])

0 0 ∞ ±J
2 ±J

2
0

[Iplan] = [Jplan]⊕ [Eplan] 0 0 ∞ ∞ ∞ 0

[Icylindre] =
[Jcylindre]⊕ [Ecylindre]

±
J+

(

tp0+tp1

)

h
±

J+

(

tp0+tp1

)

h
∞ ±J

2 ±J
2

∞

[I] = ∩ ([Iplan] , [Icylindre]) 0 0 ∞ ±J
2 ±J

2
0

Table 4.1 � Synthèse de l'étude de montabilité et de défaut de mise en position par l'outil domaine

On peut avoir l'impression dans cet exemple que l'outil est compliqué pour résoudre un problème
simple, mais le caractère général de cette méthode permet de résoudre plus simplement des problèmes
complexes.

III Approche statistique

III.1 Méthode d'analyse des tolérances

Les exigences au pire des cas deviennent rapidement très contraignantes avec le nombre de surfaces
de liaison. Il devient alors intéressant d'étudier l'évolution du taux de rebuts en fonction des paramètres
géométriques et de l'élargissement des tolérances.

Dans le cas de l'empilage en série, nous avons vu que les problèmes de tolérancement pouvaient être
écrits sous forme d'inéquations linéaires. L'étude statistique était menée à partir de ces relations linéaires.
Cependant, dans le cas d'assemblage avec liaisons en parallèle, le domaine résultant est obtenu par des
opérations d'intersection. Ces opérations ne sont pas linéaires et rendent l'obtention d'inéquations li-
néaires complexe. En e�et, la forme du domaine intersection dépend de manière non linéaire (linéaire par
morceaux) de la répartition de tolérance choisie dans chaque chemin d'assemblage. Le nombre de formes
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de domaines possibles (portion linéaire) croit très rapidement avec le nombre de chemins d'assemblage
intersectés. Il devient alors impossible de décrire le domaine résultant comme le produit d'un paramètre
de taille avec un domaine unitaire.

Pour cette topologie de mécanismes, nous nous concentrerons sur l'analyse statistique du toléran-
cement. Le tolérancement qualitatif est dé�ni au préalable par des règles en fonction de la nature des
surfaces et de leurs fonctions (cf. � I.2.a).

Pour réaliser cette analyse statistique du tolérancement, on utilise une simulation de type Monte
Carlo avec les variables aléatoires suivantes :

◦ Les composantes de petits déplacements des torseurs écarts : Ces variables aléatoires générées
pour chaque surface tolérancée représentent les défauts de position et d'orientation des surfaces
de liaison.

On ne manipule donc plus de domaine écarts lors de l'analyse statistique. Seuls les torseurs
aléatoirement générés sont utiles au calcul. Cependant, la forme des domaines peut être utili-
sée pour dé�nir les densités de probabilité et les lois de dépendance statistique des variables
aléatoire dans leur zone de tolérance associée. Dans le cas d'utilisation de modi�cateur de type
"maximum de matière", l'écart type de la loi de distribution statistique du paramètre de taille
du domaine écarts dépend des dimensions géométriques. La forme du domaine, quant à elle,
reste immuable et les points du torseur écarts aléatoire peuvent être tiré à l'intérieur de se
domaine.

◦ Les dimensions géométriques : Ces variables aléatoires générées pour chaque liaison dé�nissent
la taille du domaine jeux correspondant.

Lors de l'analyse statistique, la forme des domaine jeux est conservée. Seule la taille, para-
métrée par un scalaire J est une variable aléatoire. Cette propriété illustre l'intérêt de modéliser
les jeux internes aux assemblages par un outil de type "domaine jeux".

En utilisant la méthode de Monte-Carlo, pour chaque tirage, on construit les domaines jeux décalés
des écarts de chaque chemin d'assemblage et on en déduit les domaines résultants. On peut alors véri�er :

◦ La montabilité : l'assemblage est possible si l'intersection des domaines jeux décalés existe.
◦ Les défauts de mise en position : Si l'assemblage est possible, les défauts de mise en position
peuvent être évalués de deux manières :

⊲ Lorsqu'ils doivent respecter une exigence géométrique fonctionnelle : La condition fonc-
tionnelle est respectée si le domaine d'imprécision résultant est inclus dans le domaine
condition fonctionnelle.

⊲ Lorsqu'ils doivent être pris en compte dans un assemblage global (cf. chapitre 5) : En
fonction du rôle des jeux dans la boucle d'assemblage, le domaine jeux résultant est pris
en compte de deux manières di�érentes :

· Dans le cas de jeux favorables : le domaine jeux résultant est considéré comme le
domaine jeux équivalent de la liaison.

· Dans le cas de jeux défavorables : la con�guration dans le domaine jeux résultant
est considéré comme l'écarts équivalent de la liaison.

La qualité de la simulation dépend évidemment du nombre de tirages e�ectués et des lois statistiques
choisies pour chaque variable aléatoire. Un test de convergence des résultats permet de dé�nir le nombre
optimal de tirages signi�catifs et des campagnes de mesure tout au long du cycle de production per-
mettent d'a�ner les lois de densité de probabilité et les éventuelles dépendances statistiques des variables
aléatoires.
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Le tableau ci-dessous (tab. 4.2) présente les résultats obtenus en fonction de la valeur des tolérances
choisies. Avec J la valeur du jeux résultant et D le défaut radial évalué en sélectionnant aléatoirement
un point sur le bord du domaine jeux résultant.

Répartition de
tolérance

Données statistiques
d'assemblage

Pire des cas
Données

statistiques de
position

Pire des
cas

t0 = t1 tp0 = tp1 Jmoyen σjeux ppm Jmin Jmax Dmoyen σD Dmax

40 40 81, 9 18, 4 0 −20 140 43, 6 9, 2 70
50 50 77, 4 23 0 −50 150 42 11, 6 75
55 55 75 25, 3 102 −65 155 41 12, 8 77, 5
40 40M 70, 6 20, 9 0 −20 140 39, 2 10, 5 70
45 45M 66, 9 23, 5 307 −35 145 37, 6 11, 9 72, 5
60 0M 79 19, 3 0 −20 160 42.6 9, 6 80
70 0M 75, 6 22, 6 1 −40 170 41, 2 11, 3 85
75 0M 73, 9 24, 2 73 −50 175 40, 5 12, 2 87, 5

Table 4.2 � Résultats de l'analyse statistique

La lettre "M" dans la seconde colonne indique l'utilisation du modi�cateur au "maximum de ma-
tière". La prise en compte de ce modi�cateur lors de la simulation statistique passe par une dépendance
de l'étendue du domaine de variation aléatoire du paramètre de taille du domaine écart associé à la
tolérance au maximum de matière en fonction des dimensions géométriques aléatoires générées.

On remarque que les tolérances peuvent être augmentées de 33µm au pire des cas jusqu'à 51µm tout
en conservant un taux de rebuts inférieur à 1ppm (partie par million).

Il est également intéressant de constater que dans le cas de tolérancement avec indicateur de maximum
de matière, le gain obtenu par une étude statistique est moins important que lors du tolérancement sans
indicateur. Cela prouve l'e�cacité de cet indicateur qui permet d'accepter plus d'assemblages au pire
des cas. En e�et, certains assemblages rejetés sans l'indication de maximum de matière sont acceptés
avec le modi�cateur car ils permettent l'assemblage. La simulation statistique, de son coté, accepte tous
les assemblages générés aléatoirement qui peuvent s'assembler. On mesure donc, ici, la pertinence des
modèles de tolérancement.
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IV Algorithme générique d'analyse du tolérancement

L'analyse du tolérancement de l'exemple très simple présenté précédemment peut être traité de ma-
nière analytique au pire des cas ou en statistique. La comparaison des résultats obtenus est un premier
test de validation de la méthode des domaines utilisée.

La démarche de modélisation et de résolution avec l'outil domaine qui à été menée, peut aisément se
généraliser à toute la famille de systèmes tridimensionnels plus complexes, dont la topologie générique
est modélisée en �gure (4.2). La mise en équation du problème et les calculs se ramènent à des opérations
sur les polytopes.

L'algorithme générique d'analyse du tolérancement est décrit ci-dessous (�g. 4.8) :

 1 – Définir les repères associés à chaque surface de liaison 

2 – Construire un repère de référence sur chaque solide et en déduire le tolérancement qualitatif 

3 – Définir les domaines jeux à l’aide de la condition d’impénétrabilité dans un repère commun R 

Type d’étude 

5.1  Calculer les domaines jeux d’empilage et 
domaines écarts résultant de chaque chemin 
d’assemblage. En déduire les domaines jeux 
résiduels.  Vérifier l’existence de l’intersection de 
l’ensemble des domaines jeux résiduels 
(domaine jeux résultant)  Contrôler le respect de la condition 
fonctionnelle 

 

4.2 – Générer les variables aléatoires:   Taille des domaines jeux  Composantes de petits déplacements des 
défauts géométriques 

5.2 – Pour chaque tirage:   Calculer les domaines jeux décalés de l’écart 
de chaque chemin d’assemblage, en fonction 
des variables aléatoires.   Vérifier l’existence du domaine jeux résultant 
(intersection des domaines jeux décalés)  Calculer le défaut de mise en position (point 
sur les bords, choisi aléatoirement). 

      Pire des 
cas 

Analyse 
statistique 

4.1 – Définir les domaines écarts autorisés par 
le tolérancement dans le repère R 

Fig. 4.8 � Algorithme générique d'analyse de tolérancement

La mise en équation et le traitement des problématiques d'analyse de tolérances au pire des cas
ou statistique de tout type d'assemblage avec liaisons en parallèle sont dé�nis de manière générique
par un algorithme formel. En e�et, jusqu'à présent, ce type de problème était résolu en réduisant au
cas par cas les liaisons en parallèle en liaison simple, grâce à une base de données d'exemples d'assem-
blages [Chavanne 09a], ou en considérant uniquement des liaisons isostatiques [Singh 09].
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IV.1 Analyse d'assemblages avec liaisons en parallèles

Grâce à la modélisation par domaines, l'analyse d'assemblages hyper-statiques devient possible. Cette
condition s'exprime sous la forme d'une simple intersection de domaines.

IV.1.a Analyse de l'assemblage comme une somme de Minkowski

Nous avons vu au paragraphe II.4.c du chapitre 1 que J.K. Davidson parvient avec la méthode
des T-maps® à déterminer le jeu résultant de liaisons en parallèle avec une simple somme de Min-
kowski [Singh 09]. Il présente l'exemple d'un mécanisme centreur composé de 3 pions dans leur rainure
et d'un appui-plan (�g. 1.31).

Les déplacements de la pièce 1 par rapport à la pièce 2, autorisés par le jeux dans les di�érentes
liaisons, sont calculés au point P centre de l'assemblage. Pour ce faire, les petits déplacements δc du
point P obtenus lorsque l'on parcourt l'étendue des jeux du chemin c en conservant les autres chemins
d'assemblage dans leur position nominale sont calculés. Pour chaque liaison pion-rainure, un déplacement
résultant δc est obtenu. Ce déplacement δc est porté par la droite perpendiculaire à à la droite (EP ) où
E est le Centre Instantané de Rotation (CIR) (�g. 4.9). La liaison appui-plan permet de se limiter à un
problème plan.

 

Pin 1 

Pin 3 

Slot 3 Slot 2 

P 

E 

絞怠 

60° 

30° Pin 2 

権王 

検王 

Slot 1 剛 に 茅 迎 

蛍 

Fig. 4.9 � Calcul du petit déplacement induit par les jeux du chemin d'assemblage 1 au point P [Singh 09]

Le déplacement résultant global s'obtient en sommant les déplacements obtenus en faisant varier
chaque chemin d'assemblage indépendamment des autres. Le T-maps® jeux résultants (�g. 4.10(b))
correspond donc à la somme de Minkowski des 3 déplacements δc calculés précédemment (�g. 4.10(a)).
En considérant J la valeur du jeu introduit par chaque liaison pion-rainure, on obtient un hexagone inscrit
dans un cercle de diamètre tcf = 8

3 ∗ J .

 (a) Sommes de Minkowski des déplacements de
chaque pion

 

 

(b) T-maps® résultant inclus

dans le T-maps® modélisant la
condition fonctionnelle

Fig. 4.10 � Obtention du T-maps® modélisant les mouvements relatifs entre les pièces 1 et 2

112



→

x
ry, rz tx

θi
→

x i J
[Ji] i

P

Ji =

⎧

⎨

⎩

−R ∗ J
2

≤ rx ≤ R ∗ J
2

−J
2
∗ cosθi ≤ ty ≤ J

2
∗ cosθi

−J
2
∗ sinθi ≤ tz ≤ J

2
∗ sinθi

(
→

rx,
→

ty,
→

tz

)

[Ji] i

(−R,−cosθ,−sinθ) (R, cosθ, sinθ) J
θ = 0, 120 et 240

 

 

 

 

 

 

 
 

 

 

[Ji] i

(
→

ry;
→

rz;
→

tx

)

0
(
→

ty,
→

tz

)

tcf = 8

4
∗ J



Chapitre 4: Liaisons en parallèle

IV.2 Analyse de la position et de l'orientation de la surface terminale

Avec la modélisation par domaines, l'ensemble des positions et orientations atteignables par la sur-
face terminale est modélisé par le domaine jeux résultat obtenu par diverses opérations de somme et
d'intersection en fonction des hypothèses d'étude (rôle des jeux).

Nous nous intéressons aux écarts de position et d'orientation relatifs entre les deux surfaces fonction-
nelles tolérancées. Deux problématiques sont à considérer :

⋄ Respect de la condition fonctionnelle

Soit une condition fonctionnelle entre deux surfaces extrêmes. Celle-ci limite, les écarts relatifs entre
ces deux surfaces fonctionnelles tolérancées.

La condition fonctionnelle est respectée au pire des cas si et seulement si le domaine jeux résultat est
inclus dans le domaine modélisant la condition fonctionnelle. La méthode de calcul de ce domaine jeux
résultat dépend du type de condition fonctionnelle spéci�ée.

◦ L'inclusion du domaine jeux résultant [Jr] dans le domaine condition fonctionnelle [Cf ] permet

de s'assurer que, quels que soit les écarts
→

Ec ∈ [Ec] et la valeur des jeux jc, il existe une

con�guration de jeux
→

Jc ∈ [Jc] = jc ∗ [jc] permettant d'obtenir une position et une orientation
relatives des deux surfaces fonctionnelles respectant la condition fonctionnelle (eqn. 4.11).

Pour c=1 au nombre de chemins d'assemblage

∀
→

Ec ∈ [Ec] et ∀ jc ∈ [jcmin
; jcmax

] ;

∃
→

Jc ∈ [Jc] = jc ∗ [jc] , tel que : [Jr] ⊂ [Cf ] (4.11)

◦ L'inclusion du domaine d'imprécision résultant [I] dans le domaine condition fonctionnelle [Cf ]

permet de s'assurer que quels que soient les écarts
→

Ec ∈ [Ec] et les jeux
→

Jc ∈ [Jc], la position et
l'orientation relative des deux surfaces fonctionnelles respectent la condition fonctionnelle (eqn.
4.12).

Pour c=1 au nombre de chemins d'assemblage

∀
→

Ec ∈ [Ec] et ∀
→

Jc ∈ [Jc]

[I] ⊂ [Cf ] (4.12)

⋄ Écarts relatifs entre les deux surfaces terminales

Pour l'analyse statistique, on évalue l'écart de position et d'orientation relatif entre les deux surfaces
terminales. L'ensemble des positions atteignables par la surface terminale est modélisé par le domaine
jeux résultats. Bien que ce domaine soit obtenu à partir des domaines jeux, il prend également en compte
les écarts intrinsèques à l'assemblage. Les notions de jeux et d'écarts sont intimement liées et ne peuvent
plus être découplés comme c'était le cas pour les assemblages en série. Il n'est alors plus possible d'obtenir
pour chaque tirage de type Monte-Carlo un torseur écarts résultant.

A�n de s'a�ranchir des problèmes de couplage entre écarts et jeux, nous faisons l'hypothèse que
l'assemblage est en butée dans une direction choisie aléatoirement ou par les conditions de montage
données. La direction choisie peut être considérée comme une condition fonctionnelle élémentaire et
permettre ainsi de sélectionner un point sur les bords du domaine jeux résultat. Ce point modélise l'écart
relatif entre les deux surfaces fonctionnelles.

La direction de sélection est générée comme une variable aléatoire pour chaque tirage de Monte-Carlo.
Lors du cycle de vie du produit, certaines directions peuvent être privilégiées (conditions de montage,
d'utilisation, ...). La densité de probabilité de la direction générée sera alors adaptée à ces con�gurations.
Sinon, celle-ci sera uniformément répartie dans l'ensemble de l'espace d'étude.
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V - Méthode de calcul sur les domaines

Dans l'exemple précédent (�g. 4.13), le premier domaine parallélépipédique est dé�ni par 6 hyper-
plans frontières de dimension n− 1 = 2 et de normale (eqn. 4.13) :







{
→

nh11

}

b0
= (1; 0; 0)b0

{
→

nh12

}

b0
= (−1; 0; 0)b0

{
→

nh13

}

b0
= (0; 1; 0)b0

{
→

nh14

}

b0
= (0;−1; 0)b0

{
→

nh15

}

b0
= (0; 0; 1)b0

{
→

nh16

}

b0
= (0; 0;−1)b0

(4.13)

De même, le second domaine tétraédrique est dé�ni par 4 hyper-plans frontières de dimension n−1 = 2
et de normale (eqn. 4.14) :







{
→

nh21

}

b0
=

(
1; 1; 1

2

)

b0
{

→
nh22

}

b0
=

(
1;−1; 1

2

)

b0
{

→
nh23

}

b0
=

(
−1; 0; 1

2

)

b0
{

→
nh24

}

b0
= (0; 0;−1)b0

(4.14)

La liste des plans susceptibles d'appartenir à la H-représentation du domaine somme de Minkowski
est donc composée de ces 6 + 4 = 10 hyper-plans frontières auxquels il faut ajouter tous les hyper-
plans construits par combinaison des hyper-plans frontière de dimension 1 du premier polytope avec les
hyper-plans frontière de dimension 1 du second polytope (1&1).

Le premier polytope est composé de 3 hyper-plans de dimension 2 (plans) linéairement indépendants.
Soit Ck

n le nombre de combinaisons sans ordre, de k parmi n. Il existe C2
3 = 3 types d'hyper-plan de

dimension 1 (arêtes) pour ce polytope. De même pour le second polytope, il est formé de 4 hyper-
plans de dimension 2. On en déduit C2

4 = 6 hyper-plans frontières de dimension 1. Il faut donc ajouter
C2

3 ∗ C2
4 = 18 hyper-plans de dimension 2 susceptibles d'appartenir à la frontière du polytope somme de

Minkowski.
Parmi ces 18 hyper-plans, on retrouve les 5 plans représentés en violet sur la �gure (�g. 4.13(b)) et

de normale (eqn. 4.15) :
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nh22
∧

→
nh23

)

∧
(

→
nh13

∧
→

nh15

)}

b0
= (0;−1; 1)b0

{(
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nh21
∧

→
nh23

)

∧
(

→
nh13

∧
→

nh15
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b0
= (0; 1; 1)b0
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nh21
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nh24

)

∧
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→
nh11
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→

nh13
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b0
= (1; 1; 0)b0

{(
→

nh24
∧

→
nh22

)

∧
(

→
nh11

∧
→

nh13

)}

b0
= (−1; 1; 0)b0

{(
→

nh21
∧

→
nh22

)

∧
(

→
nh15

∧
→

nh11

)}

b0
= (2; 0; 1)b0

(4.15)

⋄ De manière générale, il est possible de déterminer géométriquement les combinaisons d'hyper-
plans frontière de dimension inférieure à n−1 générant des hyper-plans de dimension n−1 appartenant à
la H-représentation. Teissandier utilise la notion DualCone [Teissandier 11]. La liste �nale d'hyper-plans
de dimension n− 1 susceptibles d'appartenir à la H-représentation du domaine somme de Minkowski est
dé�nie en supprimant de la liste complète de vecteurs normaux

→
nhi

, les vecteurs colinéaires. La suppres-
sion de ces vecteurs colinéaires permet de s'a�ranchir des éventuels hyper-plans frontières redondants. Le
sens de la normale oriente le demi hyper-espace associé à l'hyper-plan frontière. A�n de s'assurer d'obte-
nir un polytope convexe (fermé), on ajoute à la liste de vecteurs normaux

→
nhi

, les vecteurs opposés −
→
nhi

.
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V - Méthode de calcul sur les domaines

En faisant varier λ1 et λ2 on obtient toute la famille des domaines somme de Minkowski. Une fois le
paramétrage e�ectué, la somme de Minkowski relativement complexe revient à une simple addition.

V.2 Intersections de domaines

La seconde opération couramment utilisée dans les problématiques d'analyse de tolérancement de
mécanismes avec liaisons en parallèles est l'intersection de domaines.

Soit [D] le domaine intersection de polytopes convexes [Pi]. De par la propriété des polytopes convexes,
le domaine [D] est un polytope convexe.

⋄ Méthode classique d'évaluation du domaine intersection :

Usuellement, le domaine [D] est calculé par passage des H-représentations de l'ensemble des poly-
topes convexes [Pi] en V-représentations, puis retour à la H-représentation. Les étapes de calcul sont les
suivantes :

1. Concaténation des hyper-plans frontières de l'ensemble des polytopes convexes [Pi].

2. Calcul des points intersections de l'ensemble des hyper-plans frontières des polytopes convexes [Pi].

3. Sélection des points appartenant à l'ensemble des polytopes convexes [Pi] a�n d'obtenir la V-
représentation du domaine [D].

4. Transformation de la V-représentation en ensemble d'hyper-plans frontières.

Lorsque les hyper-plan frontière ne sont pas connu à l'avance, le passage de la V-représentation à la
H-représentation, est très exigeante en ressource de calcul. De même, le passage inverse (d'un ensemble
d'hyper-plan frontières à la V-représentation) revient à chercher les points d'intersection de toutes les
combinaisons de n hyper-plans de la H-représentation (n étant la dimension du polytope convexe). Le
calcul de ces points d'intersection, est équivalent à une opération d'inversion de matrice plus exigeante
en ressource de calcul.

Grâce à la représentation originale des domaines intersectés, la méthode de calcul du domaine inter-
section est simpli�ée.

⋄ Évaluation du domaine intersection avec la nouvelle représentation :

Avec la nouvelle représentation des domaines, chaque polytope convexe [Pi] intersecté est représenté
par une matrice colonne Pi dont les composantes correspondent aux seconds membres des équations
d'hyper-plans de la liste d'hyper-plans frontières associée. Il su�t donc de prendre pour chaque hyper-
plan frontière de la liste associée à la nouvelle représentation, celui dont le second membre est le plus faible
(dans l'ensemble des polytopes intersectés) pour obtenir une dé�nition du polytope convexe intersection.
On obtient une matrice colonne Pmin des coe�cients minimaux.

Il est toutefois probable que cette dé�nition contienne des hyper-plans frontières surabondants ne
passant pas par un sommet du domaine (�g. 4.18).
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VI - Conclusion

VI Conclusion

Nous avons vu dans ce chapitre une méthode d'analyse au pire des cas et statistique, du tolérancement
de mécanismes avec liaisons en parallèle. Avec cette topologie d'assemblage, les petits déplacements relatifs
des surfaces terminales, autorisés par les jeux s'obtiennent en fonction du rôle des jeux, par intersection des
di�érents domaines écarts et jeux résultant des chemins d'assemblage. Cette opération d'intersection n'est
pas une opération linéaire c'est pourquoi elle ne permet plus de traduire le problème de tolérancement
sous forme de relations linéaires.

La méthode d'analyse statistique consiste donc à simuler l'assemblage des lots de pièces avec défauts,
générés par tirage de type Monte-Carlo et d'évaluer le taux de respect de la condition fonctionnelle en
fonction des répartitions de tolérances. Les variables aléatoires sont :

◦ Les écarts : coordonnées des petits déplacements autorisés par la zone de tolérance a�ectée à
chaque surface de liaison.

◦ Les jeux : fonction des dimensions géométriques dé�nissant le paramètre de taille du domaine
jeux.

Jusqu'à présent les ressources de calcul nécessaires aux opérations sur les domaines modélisant le
montage ne permettaient pas d'e�ectuer la simulation statistique de l'assemblage de mécanismes avec
liaison en parallèle. Une nouvelle méthode de représentation des domaines, utilisée dans le cas de la
modélisation du tolérancement, a été mise au point dans le but de simpli�er ces opérations. Avec cette
représentation originale adaptée aux problématiques de tolérancement, il est désormais possible d'e�ectuer
ces opérations pour chaque tirage de type Monte-Carlo. On peut donc générer des pièces avec défauts
géométriques aléatoires limités par le tolérancement, puis simuler leur assemblage pour véri�er le respect
de la condition fonctionnelle.
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Chapitre 4: Liaisons en parallèle
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I - Analyse du tolérancement des mécanismes hybrides

4. En�n, la résolution �nale revient à étudier le respect d'une condition fonctionnelle d'un empilage
simple avec jeux et écarts.

Au pire des cas, la condition fonctionnelle est respectée si et seulement si le domaine somme de Min-
kowski des domaines de l'assemblage élémentaire, est inclus dans le domaine condition fonctionnelle. En
fonction du rôle des jeux dans le mécanisme, les domaines jeux sont additionnés aux domaines écarts (jeux
défavorables, condition de type précision ”∀”) ou à la condition fonctionnelle (jeux favorables, condition
de type montabilité ”∃”).

L'étude statistique, est menée par une méthode de Monte Carlo. Un lot de pièces avec jeux et écarts
est généré aléatoirement. Pour chacun de ces tirages aléatoires, on réduit le graphe d'assemblage pour
simuler le montage et tester le respect de la condition fonctionnelle (�g. 5.9).

Le montage est possible si pour chaque réduction d'assemblage en parallèle, le domaine jeux ou écarts
équivalent, calculé par une opération d'intersection, existe.

La condition fonctionnelle, est respectée si le domaine écarts équivalents respecte les conditions d'in-
clusion dans le domaine condition fonctionnelle. Ces conditions d'inclusion sont dictées par le rôle des
jeux dans l'assemblage.

 

1 に Identification et réduction des assemblages en série composant le mécanisme hybride. 

Domaines équivalents : 

 Domaines jeux 岷蛍峅 噺  デ 範蛍珍飯珍  

 Domaines écarts 岷継峅 噺  デ 岷継沈峅沈  

 

2 に Identification et réduction des maillonゲ Sげ;ゲゲWﾏHﾉ;ｪW en parallèle. 

Domaines équivalents : 

 Jeux favorables 

o Domaines jeux 岷蛍峅 噺  岷蛍追峅 噺 蛍結憲捲 堅é嫌憲健建欠券建 

o Domaines écarts 岷継峅 噺  岷ど峅 

 Jeux défavorables 

o Domaines jeux 岷蛍峅 噺  岷ど峅 

o Domaines écarts 岷継峅 噺  岷荊峅 噺 経剣兼欠件券結 穴嫗件兼喧堅é潔件嫌件剣券堅é嫌憲健建欠券建 

 

4 に Vérification du respect de la condition fonctionnelle 

3 に Gヴ;ヮｴW Sげ;ゲゲWﾏHﾉ;ｪW 
élémentaire ? 

Oui Non 

Fig. 5.9 � Algorithme de réduction du graphe d'assemblage des mécanismes hybrides
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II - Application de la méthode

II.3 Tirages aléatoires

A ce stade, le problème dans le plan
(
→
x,

→
z
)

est entièrement modélisé et les calculs complexes (inver-

sion de matrice) ont été e�ectués en amont a�n d'alléger les calculs par la suite.
En toute rigueur, l'analyse statistique doit prendre en compte l'ensemble des directions d'études

(
→
x,

→
y ,

→
z
)

. Cependant, pour des raisons de clarté d'explications, nous limitons l'illustration des calculs

aux comportements dans le plan. La méthode de calcul est identique en 3 dimensions.

L'analyse statistique du tolérancement consiste, ici, à simuler les dispersions sur les di�érentes dimen-
sions lors de la fabrication. Pour ce faire, on dé�nit une densité de probabilité et une loi de dépendance
statistique pour chacune des variables aléatoires suivantes :

◦ Les composantes du torseur écarts
→

Ei de chaque surface de liaison, telles que
→

Ei appartienne
au domaine [Ei] associé.

◦ Les dimensions �xant la taille Ji de chaque domaine jeux [Ji].
◦ Les directions permettant, le cas échéant, de choisir un point sur les bords.

Ces variables aléatoires sont ensuite générées suivant une méthode de type Monte-Carlo. Dans notre
exemple, avec des lois de distribution uniforme des variables aléatoires à l'intérieur de leur zone de
tolérance, on obtient des tirages de la forme (�g. 5.14) :

 

建掴 岷兼兼峅 

堅槻 

(a) Torseurs écarts
→

E11 dans le plan
(

→

tx,
→

ry

)

 

蛍怠怠岷兼兼峅  

継血血結潔建件血嫌 

(b) Dimension J11 = D11 − d21 du domaine jeux [J11]

Fig. 5.14 � Génération des variables aléatoires

Pour chaque tirage aléatoire ;
◦ L'écart est dé�ni sous forme d'un domaine à un seul sommet à l'aide de la nouvelle méthode

de représentation.
◦ La taille des domaines jeux, paramètre leur nouvelle représentation.

II.4 Calculs

Pour chaque tirage, on évalue la montabilité des di�érents maillons d'assemblage en parallèle et le
respect de la condition fonctionnelle �nale. Si toutes ces conditions sont remplies, alors le montage est
considéré comme bon, sinon il est rebuté. Cette simulation est rendue possible grâce à notre nouvelle re-
présentation des domaines qui allège considérablement les calculs de simulation de montage pour chaque
tirage car les sommes de Minkowski et opérations d'intersection sont calculées une seule fois, pour tous
les tirages, au début.

133



Chapitre 5: Mécanismes hybrides

II.4.a Algorithme général

L'algorithme de simulation statistique est le suivant :

Pour chaque tirage

Pour chaque maillon d'assemblage en parallèle

Pour chaque chemin d'assemblage "c"

1. Calcul de l'écart d'empilage
→

E (somme des écarts
→

Ei du chemin d'assemblage "c")

2. Calcul du domaine jeux d'empilage (somme de Minkowski des domaine jeux du
chemin d'assemblage "c")

3. Décalage du domaine jeux d'empilage par l'écart d'empilage
→

E
Fin Pour

1. Calcul du domaine intersection de l'ensemble des domaines jeux décalés résultant
du maillon d'assemblage en parallèle.

2. SI : Jeux défavorables (∀)
→ Domaine intersection ≡ Écart

⇒ Domaine équivalent = Point sur les bords du domaine intersection
SINON : Si jeux favorables (∃)

→ Domaine intersection = Jeux équivalent
FIN SI

Fin Pour

Test de respect de la condition fonctionnelle Cf par le mécanisme réduit à une topologie de type
empilage simple avec jeu.

Fin Pour

II.4.b Résultats

⋄ Domaine intersection

Pour notre assemblage par double piétage, le domaine intersection du maillon d'assemblage en paral-
lèle est obtenu en faisant l'intersection de 3 domaines. Il s'agit des domaines jeux d'empilage décalé, des
deux chemins d'assemblage des pions et du domaine jeux de l'appui plan qui est nul suivant la direction
→
ry et in�ni suivant

→

tx (�g. 5.15).

 

堅槻 

建掴  岷兼兼峅  

Fig. 5.15 � Nouvelle représentation du domaine intersection du maillon d'assemblage en parallèle
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II - Application de la méthode

La méthode de simulation statistique implique d'e�ectuer un nombre de tirages signi�catif. Le nombre
de tirages est d'autant plus grand que l'on souhaite simuler un taux de rebuts faible. Il existe des relations
reliant le résultat souhaité, au nombre de tirages nécessaires [Germain 07]. Habituellement on prend un
facteur 10. Pour 1ppm attendu il faut au moins 10 ∗ 106 tirages. On peut véri�er que ce nombre de tirage
est su�sant en reproduisant la simulation et en contrôlant la convergence des résultats.

Dans le cas où la convergence con�rme la cohérence des résultats, on peut mettre à pro�t l'ensemble
des simulations e�ectuées. En e�et, les mesures étant indépendantes, on peut calculer l'espérance ma-
thématique E et la variance V des variables fonctionnelles calculées X, en fonction de leur espérance
mathématique Ei (X) (eqn. 5.6a) et de leur variance Vi (X) (eqn. 5.6b) obtenues pour chaque mesure i :

E (X) = E (Ei (X)) (5.6a)

V (X) =

N∑

i=1

ni ∗ Vi (X)

N∑

i=1

ni

Avec :

{
N : le nombre de mesures
ni : le nombre de tirages de la mesure i

(5.6b)

La simulation numérique nous donne les résultats suivants (tab. 5.4) :

tcf
Nombre de mécanismes rebutés sur les 1000 tirages

simulation n°1 simulation n°2 simulation n°3 simulation n°4 simulation n°5 Moyenne
0, 010 831 836 831 816 827 828, 2
0, 025 404 426 404 411 425 414
0, 050 35 38 27 46 41 37, 4
0, 075 1 2 2 2 0 1, 4
0, 100 1 0 0 0 0 0, 2

Table 5.4 � Nombre de mécanismes rebutés en fonction de la valeur de la tolérance fonctionnelle tcf

La répartition du défaut d'alignement (point sur les bords du domaine jeux résultant de l'assemblage)
obtenu par simulation numérique est illustrée ci-dessous (�g. 5.18) :

 

継血血結潔建件血嫌 

経é血欠憲建嫌 堅欠穴件欠健 結券 兼兼  

Fig. 5.18 � Défauts d'alignement radial des axes associés aux surfaces fonctionnelles

La répartition du défaut d'alignement se rapproche de deux distribution normale centrée sur les
positions extrèmes du domaine jeux résultant. Ce résultat est cohérent par rapport aux hypothèses du
problème de tolérancement et corrobore les taux de rebuts obtenus.
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Conclusion et perspectives

 

� Gaston� by Franquin

Le tolérancement fonctionnel est une étape primordiale dans le cycle de vie d'un produit manufacturé.
Une majeure partie des coûts de sa fabrication sont �xés lors de cette phase de conception.

Malgré l'importance de cette étape et les nombreux travaux dans le domaine, il n'existe pas, à notre
connaissance de méthode systématique et complète de synthèse de tolérances tridimensionnelles. La dé-
marche de synthèse de tolérances consiste, à partir d'une géométrie et d'exigences fonctionnelles �xées à
dé�nir le tolérancement qualitatif et quantitatif global du mécanisme au pire des cas ou par rapport à
des données statistiques. L'analyse du tolérancement, quant à elle, est la démarche inverse. Elle consiste
à véri�er le respect des exigences géométriques fonctionnelles au pire des cas ou en statistique, à partir
d'un tolérancement �xé. Cette dernière méthode peut représenter un palliatif à la synthèse de tolérances
(lorsque celle-ci n'est pas possible) pour optimiser le tolérancement.

Les travaux exposés dans ce mémoire ont principalement consisté à optimiser l'outil "domaines" de
modélisation des tolérances utilisé au laboratoire SYMME et à développer de nouvelles méthodes de
calcul à partir de ce modèle. En e�et, s'intéresser uniquement aux méthodes de calcul, nous a paru rapi-
dement insu�sant. A�n de s'ouvrir de nouvelles possibilités, il a fallu optimiser simultanément le modèle
et les algorithmes. Ainsi, chacun est adapté aux problématiques spéci�ques du tolérancement.

Nos méthodes de calcul se basent sur une modélisation des exigences géométriques fonctionnelles, par
un tolérancement par zone. Les petits déplacements des surfaces tolérancées sont limités à l'intérieur de
leur zone de tolérance. L'étendue des petits déplacements autorisés est dé�nie par un système d'inéqua-
tions appelé "domaine écarts". De la même manière, pour les jeux, la limitation des petits déplacements
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à l'intérieur d'une liaison, avec les hypothèses de solides rigides et d'impénétrabilité de la matière forme
un système d'inéquations appelé "domaine jeux". L'ensemble des méthodes de résolution des probléma-
tiques de tolérancement consiste à manipuler ces outils domaines et à véri�er l'existence ou l'inclusion
des domaines résultats dans un domaine "condition fonctionnelle" pour véri�er le respect de l'exigence
fonctionnelle. En fonction du rôle des jeux dans l'assemblage (∀ ou ∃), on dé�nit les conditions d'in-
clusion (partielle ou totale) des domaines, assurant le respect de l'exigence fonctionnelle. Les conditions
d'assemblage qui apparaissent dans la plupart des cas de liaisons en parallèle constituent des conditions
fonctionnelles implicites.

Deux grandes familles d'assemblages ont été identi�ées :
◦ Les assemblages en série avec ou sans jeux.
◦ Les assemblages avec liaisons en parallèle.

Une méthode de résolution spéci�que a été développée pour chacune de ces familles de mécanismes.
Dans la mesure où la majorité des systèmes mécaniques peuvent être décrits comme une composition de
ces deux familles d'assemblages, leur résolution globale est e�ectuée par traitement local des assemblages
en série et en parallèle.

Dans le cas des empilages simples avec ou sans jeu, le concept de coe�cient d'in�uence nous per-
met d'e�ectuer la synthèse et l'analyse de tolérances. Jusqu'à présent, les synthèses de tolérancement
qualitatif et quantitatif étaient traités séparément. Or, nous avons vu que les deux problématiques sont
intimement liées. L'optimisation totale du tolérancement nécessite d'être e�ectuée de manière qualitative
et quantitative simultanément.

La méthode des domaines permet d'associer à chaque liaison et chaque surface de contact un co-
e�cient d'in�uence indépendamment du tolérancement quantitatif. On obtient ainsi un ensemble de
relations linéaires reliant les tolérances dimensionnelles, géométriques et fonctionnelles. Le traitement de
ces relations permet :

◦ d'optimiser la géométrie par minimisation des coe�cients d'in�uence,
◦ de dé�nir le système de spéci�cation permettant d'obtenir les intervalles de tolérance les plus
larges (tolérancement qualitatif). En prenant en référence les surfaces à fort coe�cient d'in-
�uence, leurs écarts ne sont plus directement in�uents et aucune tolérance ne leur est a�ectée,

◦ de dé�nir la répartition optimale des tolérances permettant le respect au pire des cas de la
condition fonctionnelle, par rapport à une fonction coût préalablement dé�nie.

Dans le cas d'un assemblages présentant des liaisons en parallèles, les opérations sur les domaines ne
sont plus linéaires (intersection). Il n'est donc plus possible d'obtenir de relations linéaires nécessaires au
traitement simultané du tolérancement qualitatif et quantitatif. Des règles métier et l'étude du rang du
système de référence permettent de construire de manière systèmatique un tolérancement qualitatif en
accord avec les exigences et besoins fonctionnels du produit manufacturé.

Toutefois, dans certains cas, l'ensemble des liaisons en parallèle peuvent former une liaison sans hy-
perstatisme. Dans ce cas particulier, l'assemblage peut être traité de la même manière que les assemblages
en série avec des opérations de sommes de Minkowski [Singh 09]. Ces opérations permettent d'obtenir
des relations linéaires par morceaux et de retrouver le concept de coe�cient d'in�uence pour optimiser
le tolérancement.

De manière générale, la liaison globale présente des degrés d'hyper-statisme. Le tolérancement ne
peut plus être traduit par des relations linéaires, que nous utilisions pour faire la synthèse de tolérances.
On propose donc de faire l'analyse du tolérancement.

Au pire des cas, on va contrôler pour chaque tolérancement la montabilité et le respect des exigences
fonctionnelles de l'ensemble des assemblages par des conditions sur les domaines résultats (existence,
inclusion, ...).

Pour l'étude statistique, on �xe une répartition de tolérances et on cherche la valeur de la tolérance
fonctionnelle permettant un taux de rebuts en accord avec le cahier des charges. A partir de cette valeur
une transformation proportionnelle de l'ensemble des valeurs des tolérances permet de se ramener à la
tolérance fonctionnelle et au taux de rebuts. Pour chaque simulation statistique, on génére des variables
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aléatoires :
◦ d'écarts : pour chaque surface tolérancée, on dé�nit un torseur écart aléatoire appartenant au
domaine écart paramétré par la valeur de la tolérance.

◦ de jeux : pour chaque liaison, on génére un scalaire paramétrant la dimension du domaine jeu
Pour chaque tirage on manipule les torseurs écarts et les domaines jeux a�n de véri�er le respect ou

non des exigences fonctionnelles.
Jusqu'à présent, la complexité des opérations sur les domaines ne permettait pas de simuler le mon-

tage d'un nombre signi�catif de tirages aléatoires. C'est pourquoi, une nouvelle méthode de représentation
de domaines, adaptée à ce type de problématique a été mise au point. Grâce à cette nouvelle représen-
tation des domaines, les calculs nécessitant de grandes ressources peuvent être e�ectués une fois pour
toutes avant la génération aléatoire des lots de pièces. Les résultats paramétrés en fonction des variables
aléatoires sont donc ensuite plus rapides à obtenir pour chaque simulation d'assemblage de lot de pièces.

Les résultats obtenus sur un assemblage générique, calculé par ailleurs par d'autres méthodes spéci-
�ques sont encourageants. Leur comparaison avec des résultats antérieurs permet de valider la méthode
d'analyse de tolérancement. Cette nouvelle méthode est applicable à la grande majorité des mécanismes
tridimensionnels (tous les systèmes décomposables en assemblage en série et en parallèle). Cependant, la
méthode de calcul a été expérimentée avec le logiciel MatLab. Elle est aujourd'hui entièrement codée sous
ce format et est encore loin d'être optimisée. Il est maintenant nécessaire de poursuivre les travaux, en
vue de développer une maquette numérique indépendante et associée à un modeleur C.A.O. permettant
d'être déployée dans les bureaux d'études.

Dans cette optique, quelques axes de progrès sont à envisager :
◦ La diminution du temps de calcul par notamment :

⊲ l'optimisation de la programmation, qui jusqu'à présent n'a été développée que dans un
but expérimental.

⊲ l'intégration d'outils tels que le DualCone [Teissandier 11] pour la génération de la nou-
velle représentation.

◦ L'intégration ou la possibilité de communication du module d'analyse de tolérancement avec un
modeleur C.A.O. a�n de récupérer les données géométriques nécessaires au calcul de manière
automatique pour chaque type d'assemblage.

D'autre part, l'analyse se limite au comportement d'assemblages de pièces rigides sans défaut de
forme. Le modèle peut être enrichi :

◦ en prenant en compte les déformations élastiques dans les liaisons lorsqu'elles sont modéli-
sables [Samper 03],

◦ en intégrant des domaines écarts modélisant le défaut de forme [Adragna 10].

Avec ces nouveaux outils de modélisation, il est envisageable de chercher la loi de comportement
multi-physique des assemblages tridimensionnels [Walter 12]. En e�et, si au lieu de variables générées
aléatoirement, chaque tirage était constitué des sommets des modèles domaines (variations extrêmes),
l'in�uence de chaque paramètre variable sur le respect des exigences fonctionnelles pourrait être évalué
par une méthode de type plan d'expériences.
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1
Tolerancing : General aspects and bibliography

I Objectives

The goal of this �rst chapter is to show a global view of signi�cant works about analysis and synthesis
of tolerancing. We begin by recalled the aim and general concept of standardized tolerancing. Then,
without being exhaustive, we describe, in two steps, the major model of tolerancing and the proposed
steps done during this last years. In �rst part, we speak about the methods of mathematical description
of the geometry with deviation. In second part, we present the resolution methods, associated or not with
the previous models. Finally, we identify the main software of aided tolerancing.

II Tolerancing

II.1 Why ?

The industrial design is a necessary mean of communication between all trades that occur throughout
the life cycle of a manufactured product. Especially, the tolerancing is an essential part of it. It comes
from the design step to the manufacturing, trough all step of intermediates and �nals inspections.

The component parts of mechanical assembly are made by humans and therefore the geometry is not
perfect. The tolerancing should de�ne the kind and limits of acceptable defects. The de�nition must be
unambiguously and understood by all players in manufacturing cycle. It is the fundamental tool to control
the geometric quality of products. It's the basis of the written contract between the various stakeholder.

II.2 Modeling of the geometry and standardization

The goal of the standardization of the tolerancing language is to provide a unambiguous known and
recognized mean of communication for all. This need is essential to be consistent with the current produc-
tion methods. This language follows the manufacturing processes which are more and more sophisticated
and the needs which are more and more requidemanding. It's why, some updates or new standards are
regularly added.
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During work on the tolerancing, major evolutions make appear 3 main concepts. In chronological
order :

◦ The dimensional tolerancing : Local dimension notions and the envelop requirement.
⊲ ISO 8015 : technical drawing - Fundamental tolerancing principle [?].

◦ tolerancing zones : All points of the toleranced features must be included in a space called
"tolerance zone" and positioned by one or a group of datum features.

⊲ NF EN ISO 5459 : 2004 Geometrical product speci�cations (GPS) - Geometrical tole-
rancing - Datums and datum systems [NF-EN-ISO-5459 04]

⊲ NF EN ISO 1101 : 2006 Geometrical product speci�cations (GPS) - Geometrical tole-
rancing - Tolerances of form, orientation, location and run-out [NF-EN-ISO-1101 06]

◦ Virtual states : The toleranced surfaces must respect a control "�t - does not �t" with a
virtual caliber.

⊲ NF EN ISO 2692 : 2007 Geometrical product speci�cations (GPS) - Geometrical toleran-
cing - Maximum material requirement (MMR), least material requirement (LMR) and
reciprocity requirement (RPR) [NF-EN-ISO-2692 07]

Across Atlantic, all ASME standards about tolerancing are available in the booklet Y14.5-2009 [ASME-Y14.5 09].

These standardizations are regularly subject to changes or proposition of changes [Ballu 93] [Socoliuc 10].
For example, to notify in which clearance con�gurations the tolerancing of the product must be

respected, Jean-Yves Dantan adds the quanti�er [Dantan 05]. He de�nes two kinds of quanti�er, the uni-
versal quanti�er ”∀” and the existential quanti�er ”∃”. He identi�es if the geometric speci�cation must
be respected for all clearance con�gurations ”∀” or just for at least one con�guration ”∃”. Without being
formalized by quanti�er, an equivalent notion is currently used in other works [Chavanne 11a] with the
words "favorable clearance" when the functional requirement must be respected for at least one clearance
con�guration (”∃”) or "unfavorable clearance" when the functional requirement must be respected for all
(”∀”) clearance con�gurations. Subsequently, we will use these two designations. [Mansuy 11].

The optimization of this communication tool also involves the training of the man who use. It's why
many learning activities in reading and writing standardized tolerancing are regularly done [Dufailly 07].
In the same time, some computer tools suggest to aid designers in their choices of geometric speci�cations
of the product in regard to its functional requirements.

III Aided tolerancing tools

III.1 Tolerancing process

The goal of the tolerancing is to control the geometric variations of the product along the numerical
data chain (design, production, control and assembly) to ensure its functionality during its life cycle. To
do this, each functional surface is speci�ed with a tolerance interval set. The more restrictives tolerances
are, the more manufacturing cost, expensive is. But too wide tolerances makes decrease the product
quality (functionality, reliability,...). We have to specify in good balance (tolerance intervals as higher as
possible with the desired quality) to optimize the costs.

After the functional analysis, all functional requirements of the product are formalized. The �rst
step consists in translating these needs in geometric conditions on the di�erent functional surfaces of the
mechanism. Subsequently, these conditions are called "functional conditions".

Serge Samper, breaks these functional conditions down in two types. He begins by checking that the
assembly of the system is possible (condition which is named "existence of the problem"), then he checks
the respect of the functionality of the product (accuracy condition) [Samper 07]. Indeed, the problem of
accuracy exists only if the assembly of the system is possible.

Subsequently, the functional tolerancing will be studied trough these two kinds of functional require-
ments : accuracy and assembly feasibility.
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By Salomons point of view, the functional tolerancing is based on three major problems [Salomons 96b,
Salomons 96a] :

◦ The speci�cation : Graphical model of geometric requirement (use of a complete and unam-
biguous language between all trades)

◦ The tolerance synthesis : Qualitative and quantitative tolerance allocation process for the
respect of functional requirements.

◦ Tolerance analysis : Calculation of the sensitivity of the choice of tolerancing speci�cation
on the functional requirement.

We can identify three steps for the resolution of the tolerancing problems. The �rst consists in the
modeling, as mathematical objects, the tolerances and geometry of the parts with or without defects.
Thus, we obtain geometric deviation, clearance and functional requirement models. The second consists
to take into account the assembly, to write the relations between variables of clearance, deviation va-
riables and functional requirement. These relations are called "tolerancing equations". The last consists
in translating the functional requirement into equalities and inequalities system with the help of previous
relations. The resolution of these systems can be done by two ways : either by a worst case method, or
by a statistical point of view. The worst case method takes into account the inequalities between geo-
metric deviation components and tolerance value. In statistical, the probability density and correlation
between random variables of geometric deviation are suggested known, to deduce the statistical data of
the functional requirement variables.

III.2 Modeling of the toleranced geometry

III.2.a Tolerancing models

Some models have been developed to model the toleranced geometry :
◦ The tolerancing by variational class [Requicha 77, Requicha 83, Srinivasan 93, Jayaraman 89,
Robinson 98].

◦ The vectorial tolerancing [Wirtz 89, Wirtz 91, Wirtz 93].
◦ The declarative tolerancing [Clément 97, Gaunet 94, Sellakh 00].
◦ The cinematic tolerancing [Rivest 94b].
◦ And the modeling by limited expansion [Clement 88, Bourdet 95b].

III.2.b Modeling by limited expansion

Whitney gets the tolerancing linear relation by Taylor series approximation of closed loop equa-
tions [Whitney 94]. For his part, Chase develops the DLM (Direct Linearization Method) method [Chase 96].
Franciosa suggests a numerical process to simulate the assembly constraints, using the linearized transi-
tion matrices formalism [Franciosa 09]. Canadian team, [Laperrière 00] uses the Jacobian matrix in their
"Jacobian torsor" model.

Pierre Bourdet [Bourdet 76] works in small displacements of rigid part hypothesis, to model the
positions and orientations deviations of assembly surfaces, with the help of "small displacement tor-
sor" [Ballot 95b, Ballot 97]. The deviations are evaluated between coordinate systems, built on nominal
(de�ned in design engineering) and substitution (perfect shape build on real surfaces) [Kamali-Nejad 09].

III.3 Taking the assembly into account : Tolerancing equation

III.3.a Assembly model

To write the relationship between clearance, deviation and geometric requirements variables, the
relative assembly paths for each functional requirement must be known. Every serial link between the
two functional surfaces is named "assembly path". It is necessary to de�ne what are the link surfaces
which have an in�uence on the functional requirement and to evaluate its sensitivity.
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The major work in this domain uses the graph theory [Linares 93], [Teissandier 97]. Di�erent forma-
lism allow us to describe the links, the requirements and the in�uent parts.

The CLIC method of Bernard Anselmetti models the assembly from axioms and description of the
geometry [Anselmetti 02]. With the help of tables of setting position �lled by the designer, Anselmetti
identi�es the primary, secondary and tertiary link surfaces and automatically de�nes the geometric spe-
ci�cation that ensures the functionality of the mechanism.

After the geometric deviations are modeled by mathematical tool and the assembly loop are iden-
ti�ed, some methods allow us to describe the relationships between clearance, deviation and functional
requirements variables for each assembly loop.

III.3.b Behavior laws

With the ∆tol method [Bourdet 73, Ballot 95a, Thiebault 01], the geometric behavior laws is given
by the torsorial equality get, for each closed geometric loop.

However, these equations just model the assembly of part with defects and clearance in regard to the
small displacement component. It remains to consider :

◦ The tolerances values "t" which limit the deviations,
◦ The contact conditions which limit the clearances.

III.3.c Jacobian torsors

Canadian teams of Laperrière and Desrochers have developed a mathematical tool that allows to
optimize the tolerancing of a mechanism by giving the sensitivity on the functional requirement to each
tolerance [Ghie 05]. This model is named "Uni�ed Jacobian-Torsor Model".

Each small displacements component of the functional feature is expressed as a product of a matrix
which depend on geometry (jacobian matrix) with a column vector composed by the small displacements
components of the features that have an in�uence on the functional feature.

The maximals x and minimals x values of the translations and rotations of each link surfaces which
ensure the respect of the functional requirement are evaluated by taking into account the size of surfaces
and of tolerance area. These values are calculated independently of each others : the maximal variations
of a small displacement component are studied by considering all other null [Desrochers 03]. These results
are expressed by a 6x2 matrix, where each column corresponds respectively to the lower and upper limits
of each 6 small displacement torsor components.

III.4 Tolerancing inequalities system treatment

III.4.a CLIC method (Cotation en Localisation avec In�uence des Contacts)

This method of automatically aided tolerancing is based on explicit rules [Anselmetti 08a, Anselmetti 08b].
They allow to translate some geometric and technology (contact priority,...) data, described by the de-
signer in tables, on geometric requirements and then speci�cations. This method makes also enable, the
optimization of geometric and dimensions choices during the design (�g. 1.1).

 

Méthode 

CLIC 

CAD model of the mechanism 

Geometric requirement 

Setting position tables 

Optimisation of the nominal model 

Optimized tolerances in worst 

case and in statistically 

Parts specification 

Geometric requirements 

Fig. 1.1 � CLIC method process
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This method proceeds in several steps :

◦ Assembly model : description of link from setting position tables.
◦ Qualitative tolerancing

⊲ Links speci�cation : De�nition of the geometric requirements and tolerancing associa-
ted to each link [Chavanne 11a, Anselmetti 06].

⊲ Speci�cation synthesis : Identi�cation of the "link loop" and de�nition of geometric
speci�cation of parts for each functional requirement between a terminal surface and
base surface of the mechanism [Anselmetti 10b].

◦ Quantitative tolerancing : Evaluation of the deviations allowed by the previously de�ned
tolerancing. This study is lead thanks to the lines analysis method.

III.4.b Jacobian torsors

From the "Uni�ed Jacobian-Torsor Model" model, Laperrière and Desrochers calculate the contribu-
tion of each elementary tolerance "FEi" for each of 6 study directions "k" (3 rotations and 3 translations)
in regard to the respect of the functional requirement. This contribution "%CFEik

" is evaluated in per-
centage in regard to all other tolerances "FEj" (eqn. 1.1)

%CFEik
=

∣
∣C̄FEik

− CFEik

∣
∣

N∑

j=1

∣
∣
∣C̄FEjk

− CFEjk

∣
∣
∣

(1.1)

This information helps the designer in his quantitative choice of tolerances repartition. However, the
assumption of no dependence of limits of small displacement components, makes the evaluation of the
relationship between the link surfaces tolerance and functional requirement tolerance, impossible. The
optimization of the tolerances chain cannot be on global way but only close to a suggested repartition,
done by the designer.

III.4.c Hyper-spaces

⋄ Domain

The domain tool was early de�ned by Max Giordano [Giordano 99]. This domain represents the
allowed small displacement, of one geometric features inside its tolerance area or inside its assembly link.
Its building, its representation and its using have been the subject of several research works, to best �t
the three-dimensional tolerance chain calculation.

These works are being described, more in details, in following chapter.

⋄ T-Maps®

The T-Maps® model developed by J.K. Davidson is a mathematical tool which is based on barycenter
theory to model the tolerancing of three-dimensional mechanisms [Jian 01]. Similarly as a point in a phase
diagramm describes the metal composition, a point in a T-Maps® describes the position and orientation
of a toleranced surface.

This model allows us to add as many dimensions as needed. It thus becomes possible to model the
conditions [Ameta 10b] as maximal material condition.

The assembly model and the respect of functional requirements are checked by speci�c operations on
T-Maps® [Ameta 11, Wu 03].
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IV Aided tolerancing softwares

The aim of all these aided tolerancing methods is to allow the tolerancing optimization and target
geometry de�nition of all three-dimensional mechanisms from the functional requirement de�nition. To
make this optimization enable from the beginning and at every step of the manufacturing cycle, it seems
necessary, that it uses the CAD (computer aided design) data. Thus is why, several software or CAD
add-in have been developed. Even if some of them are accomplished, no provides a complete answer to
every tolerancing problems.

Today, some families of applications or modules of CAD softwares for the tolerancing aided are
distinguished :

◦ The tolerancing analysis softwares : that are based on statistical calculation method to give a
no-respect of the functional requirement rate, in regards to the geometric data and setting tole-
rancing (eM-Tol-MAte® [Technomatix], Tolérance Manager® or CETOL 6σ® [Sigmetrix], ...).

◦ The speci�cation aided softwares : That suggest and check the kind of geometric speci�cation
choice by the designer, in regards to geometric data and standards [Legrais 05].

◦ The tolerancing synthesis aided softwares : that are based on tool and mathematical model to
simulate and optimizate the geometrics choices of the designer (MecaMaster®, AnaTole®, ...).
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2
Domains method

I Objectives

This second chapter introduces the three-dimensional aided tolerancing aided method developed in
the SYMME laboratory. This method is based on the domain model of geometric deviation. This model
is de�ne in the displacements space. These domains are convex polytopes equivalent to �nite set of
inequalities. This model use the assumption of small displacements of rigid part. The parametrization
is shown in �rst part. Then, we are describing the modeling approach of di�erent geometric features.
At last, we are going to make an inventory of all kind of mechanism topology for which one resolution
method should be de�ned.

II Geometric tolerancing model with domain tool

The tolerancing and the clearances in links involves some geometric variations for which we evaluate
the extent and sensitivity on the mechanism functionality.

II.1 Geometry

II.1.a Hypothesis

The geometric tolerancing model with domain tool needs some conditions. Subsequently, we make
the assumption that :

◦ Mechanisms are composed of rigid parts. Their strain are supposed insigni�cant in regards to
geometric deviation

Comment : This hypothesis involves a over-quality risk. Indeed, some mechanisms can
be put o� even if their assembly could be possible with controlled strains. Some works were
done to improve the model taking into account the elastic deformations of parts [Petit 04,
Samper 07].

◦ The shape defects are insigni�cant. A substitute surface is associated to the points cloud ex-
tracted from the measurement of the real surface. The associated criterion is de�ned before,
according to the kind of surface, tolerancing and of the calculation : least squares, tangential
outside material which minimizes the maximal deviation for a datum surface or to ensure the
assembly feasibility, ... Pierre-Antoine Adragna has shown that the shape deviations could be
neglected when the clearance was larger [Adragna 10].

◦ The position and orientation deviations of substituted surface in regards to the nominal and
the clearances, are supposed enough small to be able to linearize the displacements (small
displacement assumption).
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II.1.b Parametrization

The geometric variations allowed by the tolerancing and clearances, are characterized by the posi-
tion of coordinate systems associated to geometric features. For one part, some di�erent geometry and
coordinate system can be de�ned :

◦ The nominal geometry, which de�nes the theoretical shape of part (equivalent to the nominal
model of GeoSpelling language [Ballu 01]). From this geometry, we can build :

⊲ A coordinate system RG which sets the position and orientation of the part (de�ned at
the inertial center of the part or built from some surfaces of the part for example)

⊲ A datum coordinate system RR for each datum system. Built and positioned in regards
to the nominal surface of datum, this coordinate system has the same degree of freedom
than the datum system.

⊲ A coordinate system RN associated to each nominal functional surface of the part. In
regards to the invariance class of the surface [Clément 97], an equivalence class can
be associated to the coordinate system (two coordinate system are equivalent if for all
positions of one, there exists a position of the other in accordance with the displacements
of the given class that enables them to be coinciding.

◦ A real geometry extracted from the measurement (equivalent of the "Skin" model of the GeoS-
pelling language [Ballu 01]).

◦ A substitute geometry built from the geometry extracted from the measurement. For each real
surface extracted, one criterion allows us to set a perfect shape surface

⊲ A coordinate system RS is built from each substitute surface. This coordinate system
has the same degree of freedom than the perfect shape associated. It de�nes the position
and orientation of the substitute surface.
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Real surface extract from the 

measurement 鯨眺 

版継聴縄【聴灘繁 

Fig. 2.1 � Nominal and substitute surfaces with their associated coordinate system

→ Thus, the deviation and clearance, in position and orientation, can be modeled by a small
displacements torsor, representing the relative position between the nominal coordinate system
and the substitute coordinate system (�g. 2.1).

Comment : In regards to the problem, we can use other perfect theoretical geometry, with the same
property than the nominal geometry de�ned during design, such as :

◦ A target geometry which de�nes the perfect theoretical shape of the part, in case of symmetrical
tolerancing repartition.

◦ A maximal material geometry (maximal dimensions for the outside surfaces and minimal di-
mensions for the inside surfaces) or minimal materials geometry (minimal dimensions for the
outside surfaces and maximal dimensions for the inside surfaces).
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II.1.c Functional requirement

A functional requirement describes functional suitability (assembly feasibility, sealing, ...). It is tra-
duced by some geometric constraints (minimal clearance, adjustment, ...) on the terminal surfaces called
"functional surfaces". These constraints a�ect all the link surfaces of the assembly paths between func-
tional surfaces.

These geometric constraints are modeled by the functional tolerancing. In accordance with the stan-
dard ISO 1101 [NF-EN-ISO-1101 06] which de�nes area in which the geometric variation of the toleranced
surface are limited. The real surface must be included in this tolerance area.

On a unique part, The tolerance area is de�ned by :
◦ Its shape : Totally de�ned by the topology of the toleranced surface.
◦ Its spread and its position : by default, a tolerance area is applied on the all expense of the
toleranced surface. In some cases, it can be applied on a projection of the surface in a outside
area (tolerancing by projection area) or only on a restricted area of the surface.

◦ Its size : De�ned by the value "t" of the tolerance.
◦ Its degree of freedom : de�ned by :

⊲ datum : The datum system can be simple (only one datum surface) or composed (group
of datum surfaces ordered or not). The tolerance area is set in position in regards to this
datum system. Thus, the area has the same degree of freedom than the datum system.

⊲ Kind of speci�cation :
· Shape : In case of shape tolerancing, the tolerance area keeps it all degree of
freedom to include the toleranced surface in it.

· Orientation : The rotation degrees of freedom of the tolerance area are set to
limit those of the toleranced surface.

· Location : The tolerance area degrees of freedom are set by the datum system to
limit those of the toleranced surface.

⊲ Toleranced surface degree of freedom

The geometric variations of one part, limited by the tolerancing, have a impact on the whole mecha-
nism. Thus, it must be studied in its entirety. The sensitivity of geometric variations cannot be taken into
account in the same way, according to the clearance role in the assembly. Jean-Yves Dantan identi�es
two separate cases that he distinguishes using mathematical operators (∀, ∃) [Dantan 09]. In the same
way, we are speaking about :

◦ Unfavorable clearances : when the functional requirement must be checked for all (∀) con�-
gurations of link clearances.

◦ Favorable clearances : when there must exist (∃) at least one con�guration such that the
functional requirement is respected.

◦ Given clearances : when the functional requirement must be respected for one given con�-
guration of clearance also called "polarized clearance" [Hoecke 12].

II.2 Deviations domains

The deviations domains are mathematical tools. They represent the spread of small displacements
allowed by the tolerancing of a geometric feature. This modeling is thus de�ned in a less than or equal 6
dimensions space (3 translations and 3 rotations).

The modeling by "domains" is based on the small displacements theory. The geometric variations
are represented by a small displacements torsor named "deviation torsor" between the coordinate system
associated to the substitute surface and those of the nominal surface. By taking into account the geometric
dimensions and the size "t" of the tolerance area, we de�ne an inequalities system between the small
displacements components, the geometric dimensions and the value "t" of the tolerance. This inequalities
system is get by limiting the displacement of characteristic points of the geometric feature inside its
tolerance area. Each inequality de�nes a half hyper-space. The intersection of all of those half hyper-
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space represents the deviations domain.

When the tolerance describe a functional requirement, each hyper-plane of the border is called "ele-
mentary functional requirement" 1. But unlike for the deviation domain, the indeterminate directions of
the functional requirement domain are unlimited.

The deviations domains allow to express the standard tolerancing by a mathematical tool which is
adapted to the calculation of the three-dimensional tolerances chain. The section of his domain in a less
or equal 3 dimensions space, gives us a graphic representation that we will use to illustrate our calculation
methods.

Components of small displacements which are not measurable in control point of view (degree of
freedom of the surface or of the datum system) can be taken into account in the qualifying of the part
and will be set to zero by convention.

II.3 Clearances domain

The clearances domains allow to model, in a similar way than deviations domains, the whole relative
geometric variations between two theoretical perfect surfaces in contact, with or without clearance.

We use the same assumption of small displacement of rigid parts, than for the deviations domains.
The displacements allowed by link geometry can be represented with a small displacements torsor named
"clearance torsor".

Unlike than for the deviations domains, the small displacements components associated to the degree
of freedom of the link are unlimited. indeed, a variation on a such direction cannot be evaluated as a defect
but must be taken into account in the assembly. This variation will thus be considered as a variation
involved by clearances. We �nd the fact that the defects in this such direction are not measurable and
have no in�uences on the functional requirement respect again.

III Assembly modeling

III.1 Analysis graphs of the structure

The graph that we use in SYMME laboratory [Giordano 05] represents the connections between the
characteristics coordinates systems of the mechanism (�g. 2.2). This graph is made of vertices associated
to coordinates system built on geometric features and edges associated to their link. To make the reading
and understanding of the structure easier, the part are represented by an ellipse. The vertices placed in
the center of ellipse corresponds to a part coordinate system. The others, placed on the border of the
ellipses, represent the coordinates systems of substitute surfaces built from the real surfaces. The links
can be of two types. A link between a part coordinates system and a surface coordinates system represents
a deviation. By the same way, a link between two surface coordinate systems represents a clearance.

A deviation domain is associated to each edge between a part coordinates system and a surface
coordinates system. By the same way, a clearances domain is associated to each edge between two surface
coordinates systems.

1. By analogy, we can associated the elementary functional requirement composing the domain at the analysis lines use
by B. Anselmetti in his CLIC method [Chavanne 09a]
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III.3 Handling of the domains

III.3.a Double de�nition of polytopes

In an informatics way, polytopes can be de�ned by two ways [Fukuda 96] :

◦ H-representation : each inequality of the system which de�nes the polytope represents a
border hyper-plane. The H-representation is the representation of the convex domain by the
list of equations of its border hyper-plane.

◦ V-representation : The convex domain is de�ned as the intersection of half hyper-space
limited by hyper-planes. The intersection of these hyper-planes de�nes the vertices of the
convex domain. The list of these vertices is named "V-representation"

The cdd+ software developed by Fukuda allows to convert each representation in the other one.

III.3.b Decoupling shape and size of the domains

In our application, the shape and size of the domains can be decoupled. Indeed, the shape depends
on the topology of the surfaces, while the size depends on the geometric parameters (tolerances or di-
mensions).

We de�ne the multiplication of a domain by a scalar h as the homothetic transformation of h coe�cient
and centered on the origin of the domain.

Thus, a deviations domain [E] will be de�ned by the value t of the associated tolerance, that multiplies
the normed deviation domain [e] (eqn. 2.1). The normed deviation domain is calculated when t = 1.

[E] = t ∗ [e] (2.1)

In the same way, the clearance domain [J ] will be de�ned by the nominal clearance value j that
multiplies the normed clearance domain [j] calculated when j = 1 (eqn. 2.2).

[J ] = j ∗ [j] (2.2)
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3
Stack-up assemblies

I Objectives

This chapter shows the resolution method of tolerancing problem, for assemblies which only have some
serial link. As far as the qualitative and quantitative tolerancing problems are closely tied, we suggest
some calculation method which make enable the simultaneous resolution for this mechanism topology.
The modeling with the domain tool allows to demonstrate the piecewise linearity of the tolerancing
equations. These relations will be generated from only the geometric de�nition of the assembly with the
help of the concept of sensitivity coe�cient. At last, we are presenting how we can use our results to
optimize the overall tolerancing of a three-dimensional mechanism.

II Presentation

In this kind of architecture, each part is composed by two link surfaces. The functional requirement
is applied between one surface of the �rst part and one of the last part of the assembly.

III Serial assembly without clearance

III.1 Didactic example of stack-up assembly without clearance

That is the didactic example following (�g. 3.1) :
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Fig. 3.1 � Didactic example of simple stack-up without clearance
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Each part p is composed by 2 link surfaces, p1 and p2, that we keep free to have or not some geometric
deviations. A tolerance area which size is de�ned by the value tps is associated to each link surface. Thus,
the qualitative tolerancing (de�nition of datum surfaces) is kept free and can be optimized in the same
time than the quantitative tolerancing.

The functional requirement is respected in worst case if and only if the resultant deviation domain
[E] obtained by the Minkowski sum of all deviations domains is included in the functional requirement
domain [Cf ].

III.2 New Method of Calculation

A calculation of the Minkowski sum of two domains may be obtained through a polytope containing
all the points of the second domain while its origin moves over the set of vertices of the �rst domain.
However, the complexity increases exponentially, as a function of the number of domains (for n domains
of m vertices, we calculate mn points).

In addition, the classical method of tolerances analysis (cf. � III.4.b and cf. � III.4.a in chapter 1)
doesn't give directly the linear relation between the resultant deviations domain and the tolerance values.
The linear coe�cients could be evaluated by considering that the relation is linear, thanks to variation of
each tolerance value. But this method would not yield the proof that the relation is linear. Whereas, the
new method proves that the relation is, in fact, piecewise linear. The previous linear coe�cient calculation
algorithm, likely introduces mistakes because of its piecewise linearity.

III.2.a Evaluation of In�uence Coe�cients

To reduce computational complexity, we propose to take into consideration, for each deviations do-
main, only the situation (vertex) that is least favorable for the elementary functional condition rather
than the complete set of vertices. This concept was already introduced in previous works : B. Anselmetti
[Anselmetti 06] considers an elementary functional condition, i. e. a condition with only one inequality
Hi and looks for an unfavorable line of analysis. O.W. Salomons [Salomons 96a] also uses this principle
in analyzing functional clearances in a given direction.

In each deviations domain [Eps], we are looking for the minimum value of tolerance tcf,i,ps ensuring
compliance with the elementary condition Hi in the worst case. This condition is obtained when the
boundary hyperplane Hi intersects the least favorable vertex of the deviations domain.

Let Vps,k be the k − th vertex of deviations domain [Eps], then from the equation (eqn : ??), the
equation of boundary hyperplane Hi intersecting vertex Vps,k of deviations domain [Eps] is given by (eqn :
3.1) :

Hi : tcf,i,k =
6∑

j=1

ai,j .Vps,j,k (3.1)

Elementary requirement Hi is complied with if, and only if, the deviations domain is completely
included in such requirement. Therefore, the vertex least favorable to elementary condition Hi will be the
vertex which requires the "functional condition" domain to have the greatest dimension, and consequently,
parameter tCf to have the greatest value. Hence, (eqn : 3.2)

tcf,i,ps = max
k

{tcf,i,k} = max
k







6∑

j=1

ai,j .Vps,j,k






(3.2)

Thus, we obtain domain vertex [Eps] corresponding to the least favorable defect con�guration from
the standpoint of elementary condition Hi (�g : 3.2) as well as the minimum value of the minimum
functional tolerance which ensures compliance with elementary condition Hi in the worst case.
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III.2.c Algorithm

For i=1 to number of elementary conditions (Hi : tcfi ≥
6∑

j=1

ai,j .xj)

For ps=1 to number of surfaces making up the assembly loop.

For k=1 to number of vertices

ci,ps,k =
6∑

j=1

ai,j ∗ vps,j,k

End For

ci,ps = Max
k

(ci,ps,k)

End For

tcfi =
∑

ps
ci,ps ∗ tps

End For

Thus, the growth of computation complexity is reduced to a relationship proportional to the number
of vertices in each deviations domain, as opposed to exponential growth for the method of Minkowski
sums used until now [Teissandier 99b], [Wu 03], [Mujezinovic 04], [Petit 04]. Compliance with the
functional condition in the worst case is now expressed as a system of linear inequalities. Obviously, this
method of mathematical expression enables us to perform tolerance analysis for a serial assembly without
clearance but also to optimize the geometry during preliminary design (minimize in�uence coe�cients
using geometric optimization) and to develop a speci�cation and tolerance allocation during detail design.
In fact, in the type of assembly of interests here (simple stack), each part has no more than 2 surfaces
which are completely speci�ed by taking one of the surfaces as a datum to tolerance the other one. If
the surface with the higher in�uence coe�cient is taken as a datum, its deviations no longer have an
e�ect, and we get wider tolerance ranges. This optimization of tolerance allocation is only possible if the
speci�cation is developed at the same time as the tolerance synthesis.

In our example, by assigning to each component a datum surface we obtain the following linear system
for compliance with the functional condition (eqn. 3.8)

tcf ≥ 1 ∗ t11 +

(
2.L

a
+ 1

)

∗ t22 + 1 ∗ t32 (3.8)

In conclusion, thanks to this new method of calculation, we were able to demonstrate that for every
mechanical system composed on serial linkages, the relationship between satisfying a functional condition
in the worst case and the geometric tolerances on the various surfaces is piecewise linear.

This relationship enables us :
◦ to minimize the in�uence coe�cients a�ecting the geometry.
◦ to de�ne a speci�cation system to maximize tolerance ranges. In fact, surfaces with high in-
�uence coe�cients will preferably be used as datums.

◦ to de�ne an optimal allocation of tolerances that satis�es the functional condition in the worst
case (tolerance synthesis) with the lowest cost.

IV Simple Stacking with Clearance

Clearances may have di�erent roles to play in the operation of a mechanism [Dantan 05]. For each
of those, we must de�ne a speci�c method of calculation.
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4
Parallel links

I Objectives

In this chapter we study assemblies which have some parallel links. This kind of assemblies involves
new constraints that are complex to resolve with linear operations. In �rst time, we present the conditions
on the domains which ensure the respect of the functional requirement in worst case. Then, we are
studying the statistical analysis of the tolerancing with Monte-Carlo methods. This method becomes
possible, thanks to the simpli�cation of the polytopes operations. This simpli�cation is obtain by a new
representation of the clearances and deviations domains. This new representation was developed and set
in the SYMME laboratory to optimize the use of the domain tool in tolerancing problems.

II Presentation

II.1 Assembly

An assembly with parallel links connects two parts by di�erent assembly paths. These assembly paths
can be direct or composed by several parts and intermediate surfaces. These second can be considered
like simple stack-up assembly and treated like them [Mansuy 11]. Thus, an equivalent clearance and an
equivalent deviation domain can be associated to them. So, they become a direct assembly path.

II.2 Functional requirement

Generally, this topology is over constrain. So, the assembly feasibility is not necessary ensured. The
mechanism functionality must be taken into account throughout two studies :

◦ An accuracy condition : Relative position and orientation of the coordinate system associa-
ted of the functional surfaces

◦ An assembly feasibility condition : Evaluation of the clearance inside the assembly paths
to ensure the assembly feasibility without strains [Samper 07].

The geometric functional requirement is modeled by the area tolerancing, according to the interna-
tional standard [NF-EN-ISO-1101 06, ISO-8015 85]. The value of the tolerance is nammed tcf and the
associated domain of the functional requirement is called [Cf ] = tcf ∗ [cf ]
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III Worst case approach

In worst case, We would like to express the respect of the functional requirement by linear inequalities
system, between the functional tolerance value tcf and tolerance value associated of the link surfaces tps.

The functional requirements are represented by tolerance area. With the domains method, each
tolerance area is modeling by a convex polytope. The border of this convex polytope is made of hyper-
planes that we called "elementary functional requirement".

Subsequently, the three-dimensional tolerancing problems are analyzed by operations on domains and
no scalars. The scalars equations will be generated the latest by the results domains that we get. To be
more clear, only the domains relations which ensure the respect of the functional requirement will be
described in a �rst time. The calculation algorithms on the domains will be studied in a second time.

For each assembly paths ”c”, some kind of clearances domains are de�ned [Petit 04] :

◦ The stack-up clearances domain [Jc] = jc ∗ [jc] : Minkowski sum of all the clearance do-
mains composing the assembly path ”c”.

◦ The shifted clearance domain [Jc,dec] : that is
→

Ec the deviation torsor of all the geometric

deviation inside the assembly path ”c” : [Jc,dec] =
→

Ec + [Jc].

◦ The residual clearance domain [Jc,r] : intersection of the all shifted clearance domain

[Jc,dec] when
→

Ec is taken in the whole deviation domain [Ec] of the assembly path ”c”. The
residual clearance domain [Jc,r] represents all the positions and orientations always reachable
by the terminal surface of the assembly path ”c”, whatever the deviations are.

◦ The resultant clearance domain [Jr] : intersection of all the residual clearances domain
[Jc,r] of each assembly path ”c”. This domain represents all the positions and orientations
always reachable by the terminal surface, whatever the geometric deviations are.

◦ The inaccuracy stack-up domain [Ic] : all positions and orientations reachable by the
terminal surface of the assembly path ”c” obtained by the Minkowski sum of all deviations and
clearances domains of the assembly path ”c”.

◦ The resultant inaccuracy domain [I] : intersection of all inaccuracy stack-up domain [Ic].
This domain represents all the positions and orientations in which the terminal surface can be.

According to the functionality studied or the role of the clearance in the assembly, the repspect of
the functional requirement in worst case is traduced by di�erent conditions on the calculated clearance
domain :

◦ Assembly feasibility condition : An e�cient condition of the assembly feasibility is that
the resultant clearance domain exists (intersection not null).

◦ Accuracy condition :
⊲ Respect of the functional requirement with favorable clearances (∃) : An e�cient condi-
tion of the respect of the geometric requirement is that the intersection of the resultant
clearances domain [Jr] with the functional requirement [Cf ] domain is not null (partial
inclusion of the resultant clearance domain [Jr] in the functional requirement domain
[Cf ]).

According to the previous results, for the assembly feasibility and for the respect of the
functional requirement with favorable clearances, the resultant clearances domain is de�ne with
the maximal material condition.

⊲ Respect of the functional requirement with unfavorable clearances (∀) : The geometric
requirement is respected if and only if, the domain de�ned by the Minkowski sum of
deviation domain of the two functional surfaces, with the resultant inaccuracy domain
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[I] is included in the functional requirement domain [Cf ].

According to the previous results, the resultant inaccuracy domain [I] is de�ned with the
minimal material condition.

The scalar equations system of tolerancing is the system which de�nes the result domain. The in-
equalities system of the respect, in worst case, of the functional requirement is generated by the condition
on the result domain.

IV Statistical approach

For this mechanisms topology, we focus on the statistical analysis of the tolerancing. The qualitative
tolerancing is de�ned previously by rules, according to the kind and functionality of the surfaces.

To realize this statistical analysis of the tolerancing, we use a Monte-Carlo simulation with the
following random variables :

◦ The small displacements components of the deviation torsor : These random variables are ge-
nerated for each toleranced surface and represent the position and orientation deviation of the
link surface.

We don't handle deviation domains during the statistical analysis. Only the random torsor
is generated and used in the calculations. However, the shape of the domain can be used to
de�ne the density probability of the random variables in their associated tolerance area.

◦ The geometric dimensions : These random variables are generated for each link that de�nes
the size of the corresponding clearance domains.

During the statistical analysis, the shape of the clearance domain was kept. Only the size,
parametrized by a scalar J is a random variable. This property shows the interest of modeling
the internal clearance by "clearance domain".

By using the Monte-Carlo method, for each sample, we build the shifted clearance domains. These
domains are shifted by the deviations. We deduce the resultant domains and we can check :

◦ The assembly feasibility : The assembly is possible if the intersection of the shifted clearance
domains exists.

◦ The position set defect : If the assembly is possible, the position deviation can be evaluated in
two di�erent ways :

⊲ When they have to respect a functional requirement : The functional requirement is res-
pected if the resultant clearance domain is include in the functional requirement domain.

⊲ When they have to be taken into account in an overall assembly (cf. chapter 5) : According
to the role of the clearances in the assembly loop, the resultant clearance domain is taken
into account in two di�erent ways :

· In the case of favorable clearance : the resultant clearance domain is considered
as an equivalent clearance domain for the link

· In the case of unfavorable clearance : The con�guration in the resultant clearance
domain is considered as a equivalent deviation for the link.

The quality of the simulation depending on the number of statistical samples and on the statistical
laws chosen for each random variables. A convergence test of the results allows us to de�ne the optimal
number of signi�cant number of samples. Some measurement campaigns during the all manufacturing
cycle of the product, make enable to improve the density probability and possible dependence between
random variables.
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V Generic algorithm of the analysis tolerancing

The equation of the problem and the calculations can be reduced to operations on polytopes.

The resolution of the tolerancing problems of three-dimensional assembly in worst case or by a
statistical method is reduced to domains operations. The generic algorithm of the tolerance analysis is
described below (�g. 4.1) :

 1 – Definition of the coordinate system associated to each link surface 

2 – Build a datum coordinate system in each part and deduce the qualitative tolerancing 

3 – Define the clearance domains in a common coordinate “R” system, with the help of contact 
condition 

Kind of study 

5.1  Calculate the stack-up clearances domains 
and resultant deviation domain of each 
assembly path. Deduce the residual clearance 
domains.  Check the existence of the resultant clearance 
domain.  Check the respect of the functional 
requirement. 

4.2 – Generate the random variables:   Size of the clearance domains  Small displacements components of the 
geometric deviations 

5.2 – For each sample:   According to the random variables, calculate 
the shifted by deviation clearance domains for 
each assembly path.  Check the existence of the resultant clearance 
domain (intersection of shifted clearance 
domains)  Calculate the position set deviation (border 
point randomly chosen). 

Worst case Statistical analysis 

4.1 – Evaluate the deviation domain in the 
coordinate system “R” defined by the 
tolerancing 

Fig. 4.1 � Generic algorithm of the tolerancing analysis

The equations setting and the treatment of problem of tolerancing analysis in worst case or in statisti-
cal for all kind of assembly with parallel links are generically de�ned with a formal algorithm. Indeed, up
to now, this kind of problem was resolved by reducing in case by case the parallel link in serial link, with
the help of an assemblies examples database [Chavanne 09a], or by considering only the exact constraint
links [Singh 09].

VI Calculation method on the domains

We identify two major operations on domains, to do the statistical analysis of the tolerancing : The
addition (Minkowski sum) and the intersection of domains. To solve the problem of large calculations
that need this kind of operations, we suggest a new representation of the domains, that allows to simplify
these operations.
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Is named "elementary graph" an assembly graph composed by 3 vertices connected by 3 edges : one
functional requirement, one deviation and one clearance. During the successive reductions, the assembly
graph is totally reshaped. The lines represent the equivalent clearances and deviations and delete the
concept of part. During the calculation, the graphs are re�ned to just keep the needed vertices and edges.

The study of tolerancing of hybrid mechanisms needs the combined use of methods described pre-
viously.

 

1 に Identification and reduction of serial assembly that compose the hybrid mechanism. 

Equivalent domains: 

 Clearance domain 岷蛍峅 噺  デ 範蛍珍飯珍  

 Deviation domain 岷継峅 噺  デ 岷継沈峅沈  

 

2 に Identification and reduction of parallel part of the assembly 

Equivalent domains: 

 Favorable clearances 

o Clearances domain 岷蛍峅 噺  岷蛍追峅 噺 迎結嫌憲健建欠券建 潔健結欠堅欠券潔結 

o Deviations domain 岷継峅 噺  岷ど峅 

 Unfavorable clearances 

o Clearances domain 岷蛍峅 噺  岷ど峅 

o Deviations domain 岷継峅 噺  岷荊峅 噺 迎結嫌憲健建欠券建 荊兼喧堅結潔件嫌件剣券 穴剣兼欠件券 

 

4 に Check of the respect of the functional requirement. 

3 に Assembly graph is it 

elementary? 

Yes No 

Fig. 5.2 � Reduction algorithm for assembly graph of hybrid mechanisms

II.2 Resolution method

II.2.a In worst case

The functional requirement is respected if and only if the domain calculated by Minkowski sum of
domains of the elementary assembly is included in the functional requirement domain. According to the
role of clearances, clearance domains can be added to the deviation domain (unfavorable clearances,
accurate condition ”∀”) or added to the functional requirement (favorable clearances, assembly feasibility
condition ”∃”).
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II.2.b Statistical study

This study is managed with the Monte-Carlo method. A batch of parts with clearances and deviations
randomly generated. For each of this random sample, we reduce the assembly graph to simulate the
assembly and control the respect of the functional requirement (�g. 5.2).

The assembly is possible if for each reduction of parallel graph, the equivalent clearances or deviations
domain, calculated by a intersection operation, exists.

The functional requirement, is respected if the equivalent deviations domain respects the inclusion
condition in the functional requirement domain. These inclusion conditions depend on the clearance role
in the assembly.

⋄ General algorithm of statistical simulation

For for each sample

For for each parallel part of assembly

For for each assembly path "c"

1. Calculation of the stack-up deviation
→

E (sum of the deviations
→

Ei in the assembly
path "c")

2. Calculation of the stack-up clearance domain (Minkowski sum of the clearances
domain of the assembly path "c")

3. Moving of the stack-up clearances domain by the stack-up deviation
→

E
End For

1. Calculation of the intersection domain of the all shifted clearances domain of the
parallel part of the assembly.

2. IF : Unfavorable clearances (∀)
→ Intersection domain ≡ Deviation

⇒ equivalent domain = Border point of the intersection domain
Otherwise : If favorable clearances (∃)

→ Intersection domain = equivalent clearance
End If

End For

Check of the respect of the functional requirement Cf by the mechanism reduced to a serial
assembly with clearances topology.

End For
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Conclusions and outlooks

The functional tolerancing is an essential step in the life cycle of a manufactured product. A main
part of its manufacturing costs are set during this design step.

Works presented on this thesis have mainly consisted in optimizing the "domains" tools for toleran-
cing modeling developed in the SYMME laboratory and to develop new calculation method adapted to
this model. Indeed, the only study of the calculation method, quickly seems to be not enough. To discover
new possibilities, we have needed to optimize simultaneously the model and the algorithms. Thus, each
is adapted to the other and to the speci�c problem of tolerancing.

In the case of stack-up assembly, our calculation method allows to associate, for each link and contact
surface, a sensitive coe�cient independently of the qualitative tolerancing. Thus, we obtain a group of
piecewise linear relation between the dimensional, geometric and functional tolerances. The treatment of
these relations allows :

◦ to optimize the geometry by the minimization of the sensitive coe�cients,
◦ to de�ne the speci�cation system which makes enable to obtain the larger tolerance intervals
(qualitative tolerancing). By de�ning the surface which has higher sensitive coe�cient as datum,
its deviation are not directly sensitive and no tolerance are a�ected to it,

◦ to de�ne the optimal tolerances repartition which make enable the respect in worst case of the
functional requirement, in regards to a cost function de�ned previously.

In the case of an assembly with parallel links, the domains operations are not linear (intersection). It
is not possible to obtain piecewise linear relations that needs the simultaneous treatment of qualitative
and quantitative tolerancing. Thanks to our new representation of domains, it becomes possible to do the
statistical simulation of the assembly of the main part of three-dimensional systems (all system which
can be described like the composition of serial and parallel links) and thus to analyze their tolerancing.

However, this calculation method has been improved with the MatLab software. At present, the
method is entirely programmed on the MatLab format. It is now necessary to continue this work, with
the aim to develop a digital model independent and associated to CAD software. This should makes
enable to deploy it in design engineering.

To this aim, some improvement will be planned :
◦ decreasing of the calculation time by signi�cantly :

⊲ the optimization of the programming, which is, up to now, only developed in a experi-
mental goal.

⊲ the integration of tools such as DualCone [Teissandier 11] for the generation of the new
representation.

◦ The integration or the possible communication of the tolerancing analysis software with CAD
system in the aim to collect the geometric data necessary for the automatic calculation of each
kind of assembly.
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In other hand, the analysis is today limited to the rigid part without shape defect. The model can be
improved by :

◦ taking into account the elastics deviations due to strains in the links when they can be mode-
led [Samper 03],

◦ integrating deviation domains which model shape defects [Adragna 10].

With this new modeling tools, it becomes possible to �nd the multi-physics behavior of three-
dimensional assembly [Walter 12]. Indeed, if instead of use randomly variables, each sample was composed
by vertices of domains model (extremal variations), the sensitivity of each variable parameter on the res-
pect of geometric requirement could be evaluated.
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A
Dé�nition de la matrice rotation R

(
→
e ,Θ

)

On passe d'un repère (0) à un repère (1) par rotation d'angle Θ autour d'un vecteur quelconque
unitaire

→
e de composantes (ex, ey, ez) dans (0) (�g. A.1).

 

 

Ʌ 

 

 
 

 

Ƚ Ƚ 

Fig. A.1 � Rotation autour d'un vecteur
→
e quelconque

◦ Soit
→
u un vecteur quelconque se transformant en vecteur

→

u′ par la rotation R
(
→
e ,Θ

)

précédemment dé�nie.

◦ Soit
→
v un vecteur du plan

(
→
u,

→
e
)

tel que
→
v ∧

→
e= 0.

Ce vecteur devient
→

v′ par la rotation R
(
→
e ,Θ

)

.

◦ Soit
→
ω tel que

→
ω=

→
e ∧

→
v

On peut donc écrire les vecteurs
→

u′ et
→

v′ obtenus par la rotation R
(
→
e ,Θ

)

des vecteurs
→
u et

→
v comme

suit (eqn. A.1) :






→

u′= cos(α)∗
→
e +sin(α)∗

→

v′
→

v′= cos(θ)∗
→
v +sin(θ)∗

→
ω

(A.1)

Si on exprime
→

u′ en fonction de
→
e et de

→
u on obtient (eqn. A.2) :

→

u′= cos(α)∗
→
e +sin(α) ∗

(

cos(θ)∗
→
v +sin(θ)∗

→
ω
)

→
→

u′= cos(α)∗
→
e +sin(α)//////// ∗

(

cos(θ) ∗
→
u−cos(α)∗

→
e

sin(α)////// + sin(θ)∗
→
e ∧

(
→
u−cos(α)∗

→
e

sin(α)//////

))

→
→

u′=
→
e ∗cos(α) ∗ (1− cos(θ))+

→
u ∗cos(θ)+

→
e ∧

→
u ∗sin(θ)−

→
e ∧

→
e ∗sin(θ) ∗ cos(α)////////////////////////////

⇒
→

u′=
→
e ∗

(
→
e ∗

→
u
)

∗ (1− cos(θ))+
→
u ∗cos(θ)+

→
e ∧

→
u ∗sin(θ) (A.2)

D'où, si on écrit la rotation R
(
→
e ,Θ

)

sous forme matricielle, on obtient (eqn. A.3) :

R
(
→
e ,Θ

)

= (1− cos(θ)) ∗





e2x ex ∗ ey ex ∗ ez
ex ∗ ey e2y ey ∗ ez
ex ∗ ez ey ∗ ez e2z



+ cos(θ) ∗ I + sin(θ) ∗





0 −ez ey
ez 0 −ex
−ey ex 0



(A.3)
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B
Champs de déplacements des points appartenant à un solide

rigide en mouvement dans un référentiel donné

Soit un solide rigide S en mouvement dans un référentiel donné entre les instants t0 et t1. Son
déplacement est caractérisé par une transformation linéaire composée d'une translation et d'une rotation.

Sa position à l'instant t0 est dé�nie par le repère R0 = (O0,
→

X0,
→

Y0,
→

Z0). De même, sa position à l'instant

t1 est dé�nie par le repère R1 = (O1,
→

X1,
→

Y1,
→

Z1) (�g. B.1).

 

 

  

 

 

 

 
 

 

 

 

 

Transformation Linéaire 

Fig. B.1 � Déplacement d'un point M quelconque appartenant à un solide S indéformable

Le vecteur déplacement d'un point quelconque M appartenant au solide S supposé rigide entre les
instants t0 et t1 est noté :

→

δ(M)=
→

M0M1 (B.1)

Par la relation de Chasles, on obtient :

→

M0M1=
→

M0O0 +
→

O0O1 +
→

O1M1 (B.2)

D'où, d'après les notations de l'équation (B.1) :

→

δ(M)= −
→

O0M0 +
→

δ(O) +
→

O1M1 (B.3)

Cette relation est vraie quelle que soit la base de projection choisie. Soit R01 la matrice de passage
de la base b1 associée au repère R1 à la base b0 associée au repère R0.

→
v
∣
∣
∣
b0

= R01.
→
v
∣
∣
∣
b1

(B.4)
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mouvement dans un référentiel donné

On obtient,

→

O1M1

∣
∣
∣
∣
b0

= R01.
→

O1M1

∣
∣
∣
∣
b1

(B.5)

Le solide S étant supposé indéformable, la relation suivante est toujours vraie :

→

O1M1

∣
∣
∣
∣
b1

=
→

O0M0

∣
∣
∣
∣
b0

(B.6)

Donc :

→

O1M1

∣
∣
∣
∣
b0

= R01.
→

O0M0

∣
∣
∣
∣
b0

(B.7)

En reportant cette relation dans l'équation (B.3), le déplacement de M peut s'écrire sous la forme :

→

δ(M)

∣
∣
∣
∣
b0

=
→

δ(O)

∣
∣
∣
∣
b0

+R01.
→

O0M0

∣
∣
∣
∣
b0

−
→

O0M0

∣
∣
∣
∣
b0

(B.8)

Soit sous sa forme simpli�ée

→

δ(M)

∣
∣
∣
∣
b0

=
→

δ(O)

∣
∣
∣
∣
b0

+ (R01 − I3).
→

O0M0

∣
∣
∣
∣
b0

(B.9)

Avec I3 la matrice identité dans ℜ3 et R01 la matrice de passage caractérisant la rotation du repère

R1 par rapport au repère R0.

Le champ de déplacement du solide S peut donc être exprimé comme la combinaison :

◦ d'une translation modélisée par le vecteur
→

δ01 représentant la position de l'origine du repère
R1 dans le repère R0.

◦ d'une rotation modélisée par la matrice R01 représentant les coordonnées de la base b1, associée
au repère R1, dans la base b0, associée au repère R0.

Dans le cas général, la rotation peut être dé�nie par les 3 angles de Bryant :
◦ Un angle λ, autour de l'axe

→
x0.

◦ Un angle µ, autour de l'axe
→
y0.

◦ Un angle ν, autour de l'axe
→
z0.

Rot(
→
x0,λ) Rot(

→
y0,µ) Rot(

→
z0,ν)

(0) - (a) - (b) - (1)

La rotation globale est composée de ces 3 rotations successives. Elle peut donc s'écrire sous la forme
du produit matriciel des 3 matrices de rotation associées aux angles de Bryant λ, µ et ν suivant :

R01 =





1 0 0
0 cos(λ) −sin(λ)
0 sin(λ) cos(λ)









cos(µ) 0 sin(µ)
0 1 0

−sin(µ) 0 cos(µ)









cos(ν) −sin(ν) 0
sin(ν) cos(ν) 0

0 0 1



 (B.10)

Soit :

R01 =





cos(µ).cos(ν) −cos(µ).sin(ν) sin(µ)
sin(λ).sin(µ).cos(ν) + cos(λ).sin(ν) −sin(λ).sin(µ).sin(ν) + cos(λ).cos(µ) −sin(λ).cos(µ)
−cos(λ).sin(µ).cos(ν) + sin(λ).sin(ν) cos(λ).sin(µ).sin(ν) + sin(λ).cos(ν) cos(λ).cos(µ)



(B.11)

L'approximation des "petits déplacements" consiste à supposer que, les fonctions Cosinus et Sinus et
leurs produits peuvent être approximés par leur développement limité au premier ordre.
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La matrice rotation s'écrit alors :

R01 =





1 −ν µ
ν 1 −λ
−µ λ 1



 (B.12)

En injectant ce résultat dans l'équation (B.9), on obtient l'égalité suivante :

(R01 − I3) =





0 −ν µ
ν 0 −λ
−µ λ 0



 (B.13)

Or le produit d'une matrice antisymétrique avec une matrice colonne est équivalent à un produit vec-

toriel. Le petit déplacement
→

δM du point M se voit donc caractérisé par un vecteur translation
→

δO0
=

→

O0O1

et un vecteur rotation
→

Ω= (λ, µ, ν) selon la formule :

→

δM=
→

δO0
+

→

Ω ∧
→

O0M (B.14)

On retrouve la formule de changement de point d'expression d'un moment.

Ainsi, dans les hypothèses de petits déplacements explicitées ci-dessus la position relative de deux
repères est modélisée à l'aide d'un torseur de petits déplacements {D(M)}b0 écrit au point M dans la

base b0 de résultante, le vecteur rotation
→

Ω et de moment le vecteur translation
→

δ (eqn. B.15) :

{D(M)}b0 =

M







→

Ω=

b0

∣
∣
∣
∣
∣
∣

rx
ry
rz

→

δM=

b0

∣
∣
∣
∣
∣
∣

tx
ty
tz







b0

(B.15)
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Résumé :
Face à la demande de plus en plus exigeante en terme de qualité et de coût de fabrication des produits

manufacturés, la quali�cation et quanti�cation optimal des défauts acceptables est primordial. Le toléran-
cement est le moyen de communication permettant de dé�nir les variations géométriques autorisé entre
les di�érents corps de métier intervenant au cours du cycle de fabrication du produit. Un tolérancement
optimal est le juste compromis entre coût de fabrication et qualité du produit �nal.
Le tolérancement repose sur 3 problématiques majeures : la spéci�cation (normalisation d'un langage
complet et univoque), la synthèse et l'analyse de tolérances. Nous proposons dans ce document de nou-
velles méthodes d'analyse et de synthèse du tolérancement tridimensionnel. Ces méthodes se basent sur
une modélisation de la géométrie à l'aide de l'outil domaine jeux et écarts développé au laboratoire.
La première étape consiste à déterminer les di�érentes topologies composant un mécanisme tridimen-
sionnel. Pour chacune de ces topologies est dé�nie une méthode de résolution des problématiques de
tolérancement. Au pire des cas, les conditions de respect des exigences fonctionnelles se traduisent par
des conditions d'existence et d'inclusions sur les domaines. Ces équations de domaines peuvent ensuite
être traduites sous forme de système d'inéquations scalaires. L'analyse statistique s'appuie sur des tirages
de type Monte-Carlo. Les variables aléatoires sont les composantes de petits déplacements des torseur
écarts dé�ni à l'intérieur de leur zone de tolérance (modélisée par un domaine écarts) et les dimensions
géométriques �xant l'étendue des jeux (taille du domaine jeux associé). A l'issue des simulations statis-
tiques, il est possible d'estimer le risque de non-qualité et les jeux résiduels en fonction du tolérancement
dé�ni.
Le développement d'une nouvelle représentation des domaines jeux et écarts plus adapté, permet de sim-
pli�er les calculs relatifs aux problématiques de tolérancement.
Le traitement local de chaque topologie élémentaire de mécanisme permet d'e�ectuer le traitement global
des mécanismes tridimensionnels complexes avec prise en compte des jeux.

Mots clés : Tolérancement tridimensionnel des produits, Spéci�cations géométriques, Assemblage
avec jeux et écarts, Torseur de petits déplacements, Méthodes des domaines jeux et écarts, Résolution
au pire des cas, Simulation statistique, Tirage de Monte-Carlo.

Abtract :
As far as the demand in quality and cost of manufacturing increase, the optimal quali�cation and

quanti�cation of acceptable defects is essential. Tolerancing is the means of communication between all
actors of manufacturing. An optimal tolerancing is the right compromise between manufacturing cost
and quality of the �nal product.
Tolerancing is based on three major issues : The speci�cation (standardization of a complete and unequi-
vocal language), synthesis and analysis of the tolerancing. We suggest in this thesis some new analysis
and synthesis of the three-dimensional tolerancing. These methods are based on a geometric model de�ne
by the deviations and clearances domains developed on the laboratory. The �rst step consists in deter-
mining the elementary topology that composes a three-dimensional mechanism. For each kind of these
topologies one resolution method is de�ned. In worst case, the condition of functional requirement respect
is traduced by existence and inclusions conditions on the domains. Then these domains equations can be
translated in inequalities system of scalar. The statistical analysis uses the Monte-Carlo simulation. The
random variables are the small displacements components of the deviation torsor which is de�ned inside
its tolerance area (model by a deviations domain) and the geometrics dimensions which set the extent of
clearance (size of the clearance domain). Thanks to statistical simulation, it is possible to estimate the
non-quality rate in regards to the de�ned tolerancing.
The development of a new representation of clearances and deviations domains most suitable, allows us
to simplify the calculation for tolerancing problems.
The local treatment of elementary topology makes enables the global treatment of complex three-
dimensional mechanisms with take into account of clearances.

Key words : Three-dimensional tolerancing, Geometric speci�cations, Assembly with clearance and
deviations, Small displacements torsor, Deviations and clearances domains method, Resolution in worst
case, Statistical simulation, Monte-Carlo method.
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