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Introduccion

La idea de utilizar wavelets en la solucién numérica de ecuaciones en
derivadas parciales se da en virtud a que algunas propiedades de las wavelets
son importantes en la construcciéon de algoritmos adaptativos. Un algoritmo
de este tipo selecciona un conjunto minimal de aproximaciones en cada paso,
de tal manera que la solucion calculada sea lo suficientemente préoxima a la
solucién exacta. Si queremos que la solucion calculada sea suave en alguna
region, solo unos pocos coeficientes wavelet seran necesarios para obtener
una buena aproximacién de la soluciéon en dicha region, es decir, solamente
los coeficientes de bajas frecuencias cuyo soporte esté en esa region son
los utilizados. De otro lado, los coeficientes grandes (en valor absoluto) se
localizan cerca de las singularidades y esto nos permite definir criterios de
adaptabilidad a través del tiempo de evaluacion [9, 17, 47, 54]. Este trabajo
se dirige fundamentalmente a encontrar soluciones aproximadas a ecuaciones
de evolucién no lineales de la forma u, = Lu + N f(u), donde £ y N son
operadores diferenciales [4, 6], Lu es la parte lineal, mientras que N f(u)
es el término no lineal de la ecuacién. La funcién f(u) en general, es no
lineal, por ejemplo, f(u) = u". El trabajo busca dar respuesta problemas
que surgen en diferentes dreas de las ciencias e ingenieria, véase por ejemplo,
[15, 16, 34, 36, 40, 53].

El desarrollo de técnicas numéricas para la obtencion de soluciones
aproximadas de ecuaciones diferenciales se ha incrementado en las tltimas
décadas. Recientemente métodos wavelets se estan aplicando a la solucion
numérica de ecuaciones en derivadas parciales, trabajos pioneros en esta
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direccién son los de Beylkin [3, 4], Dahmen [16, 17|, Jaffard [36], Glowinski
[29], Tanaka [53], Urban [54], Vasilyev [55].

El trabajo tiene como motivacion inicial, estudiar métodos numéricos
aplicados a la soluciéon de problemas de valor inicial, en particular, utilizar
procesos similares al método de los elementos finitos [11, 24, 37, 50, 51], pero

usando nuevas herramientas como es la teorfa wavelets [12, 54, 57|. Para tal
fin, se estudiard la ecuacién de Korteweg-de Vries (KdV) [22, 23, 39, 57|

——i—au—x—i—ﬁ— =0
u(z,0) = uo(x),

donde a y S son constantes que usualmente se fijan como a =6y = 1.
En consecuencia, en el presente trabajo se emplea la soluciéon numérica de
la ecuacién de Korterweg-de Vries (KdV) para estudiar la interaccién de
soluciones tipo solitén bajo la perspectiva del analisis wavelets. Entre las
principales caracteristicas de los solitones se encuentra su posibilidad de
propagarse como ondas de gran amplitud sin dispersién e interactuar entre
ellas de forma tal que luego de la interaccién cada onda recupera totalmente
sus caracteristicas previas a la interaccién tal como si se hubiera tratado de
particulas [22, 23].

Finalmente mencionemos también que las wavelets proporcionan un
conjunto de herramientas flexibles para detectar problemas practicos en
ciencia e ingenierfa. Entre estas herramientas se tienen la transformada
wavelet que estd asociada con el Analisis Multirresoluciéon de una senal,
es decir, a distintos niveles de resolucion se tendra una base de wavelets.
Concretamente, cuanto mayor detalle se pretenda obtener en una senal
(mayor resolucién), mayor nimero de funciones por unidad de longitud se
tendran en la base de wavelets, véase por ejemplo, [7, 8, 19, 35, 52, 58, 59].
Ademas, no existe una transformada wavelet tnica, que resuelva todos los
problemas a partir de la modelaciéon del proceso y de un anélisis a priori
del tipo de senal tratada y del objetivo que se pretenda estudiar, como por
ejemplo, compresién, eliminacién del ruido o filtrar la senal. En cada caso, se
busca la familia wavelets mas apropiada tal como Haar, Daubechies, Coiflets,
biortogonal u otra que mejor coincida con las caracteristicas de la senal a
estudiar, véase p.e., [10, 19, 26, 32, 43, 45].

El trabajo comienza con la descripcion de la terminologia necesaria para
abordar los métodos aproximados en la solucion de ecuaciones diferenciales
parciales, partiendo de los resultados basicos del analisis de Fourier. El
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capitulo 2 es una introduccién a la teoria wavelet, prestando especial interés a
las transformadas wavelets tanto discretas como continuas y terminando con
un corto estudio del analisis multirresolucién y wavelets biortogonales. En el
capitulo 3 se estudia la representacién de operadores en base wavelet [2, 4, 31],
y luego este método se aplica para resolver numéricamente la ecuacién de
Korteweg-de Vries, tema que se desarrolla en el capitulo 4.






CAPITULO 1

Preliminares y terminologia

1.1. Introduccion

En este corto capitulo se presentara alguna terminologia necesaria para la
lectura de esta monografia. En particular, se hara un resumen de resultados
bésicos de andlisis de Fourier omitiendo sus pruebas, las cuales se pueden
encontrar en algunos de los siguientes textos [7], [27], [48], [58], [59].

Recuerde que Li(R) es el espacio de todas las funciones f : R — C, tal
que [ |f(t)|dt = || f]lL, < co. De igual forma se tiene Ly(R), el espacio las
funciones cuadrado-integrables, cuya norma es

1Nz, = (/R \f(t)\%lt) v < 0.

Este espacio se dota con el producto escalar

(f, 9 = / onors

donde ¢(t) denota el conjugado complejo de g(t). Con este producto interno
el espacio Ls(R) es de Hilbert. Las funciones f, g € Ly(R) son ortogonales si
(f,g9)r, = 0. En general, L,(R) (p > 1), es el espacio de todas las funciones
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(clases de equivalencia) f: R — C, tal que [, |f(¢)[Pdt = [ f1I7, < oo, donde

11, = ([ 170par)

es la norma de f en L,(R). Otro espacio que se utilizard es ¢5(Z), el de las
sucesiones (z;), j € Z, tal que Y |x;]* < oo.

Sea FF=Co R,V y W espacios normados (espacios vectoriales equipados
con una norma). Un operador lineal es una funciéon 7' : V. — W tal que
T(au + bv) = aT(u) + bT(v), para cada a,b € F y cada u,v € V. El
operador T' es continuo en ug si para cada € > 0 existe 6 > 0 tal que si

llu —wuplly <& entonces ||Tu—T up|lw < e. (1.1.1)

Si (1.1.1) se cumple para cada ug € V' se dice que T' es continuo en V. Si §
no depende del punto ug se dice que T' es uniformemente continuo en V.

El operador T es acotado si y solo si existe una constante M > 0 tal que
|T u|lw < M]||u||y para cada u € V. La prueba del siguiente resultado se
encuentra en [49, Th 3, p. 150].

Proposicion 1.1.1. Sean V y W espacios normados. El operador T : V —
W es continuo si y solo si T es acotado.

Sean V' y W espacios de Banach. El operador 7' : D(T) C V. — W,
es cerrado si para cada sucesién (vy)nen en D(T) tal que v, — vy
Tv, — w € W, cuando n — oo, implica que v € D(T) y w = T.

L(V, W) denota el conjunto de todos los operadores lineales y continuos
(o acotados) de V en W. Ademas, L(V, W) es un espacio normado, donde la
norma se define por

T
170 = sup 14w o i)
wto |lullv =

para cada u € V., T € L(V,W). En donde aT + bS se define por
(aT + bS)u = aTu + bSu,

para cada T, S € L(V,W), u € V y cada a,b € F.
Si W = F entonces L(V,F) se llama el dual topolégico de V' y se
denota por V', es decir, V! = L(V, F) sus elementos se llaman funcionales
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lineales continuos o formas lineales continuas sobre V. En consecuencia,
feV' & f:V — F es una aplicacién lineal y continua, es decir,

If (W)l = 1f(u)] < Mljully, paracada weV, y M>0.

Es usual escribir (f,u) en lugar de f(u).

£l = sup 152,
w0 |[ullv

Un sistema de funciones {¢;,j € Z}, ¢; € Ly(R), se llama ortonormal si

/ 5 (£)Pr(t)dt = 0
R
donde 0 es la delta de Kronecker. Es decir,

5o — 1, sij=k;
kTN 0, sig#k

Un sistema ortonormal se llama una base en un subespacio V' de Ly(R) si
cualquier funcién f € V tiene una representacion de la forma

F) =),

J

donde los coeficientes c; satisfacen }°.[c;|* < oo. En lo que sigue se

utilizard la notacién . =22 | [ = Lo e = ll2 v ()
La funcién caracteristica del conjunto A, x4, se define por

1, teA;

xall) :{ 0, t¢ A

También se utilizard la notacién I{A} para denotar esta funcién y la llaman
funcién indicadora.

El soporte de una funciéon f: A C R — C, denotado sopf, se define por
sopf ={x € A: f(x) # 0}.
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1.2. Transformada de Fourier

En esta seccion se recordard la definicion y algunas propiedades
importantes de la transformada de Fourier.

Definicién 1.2.1. Sea f € L1(R) y w € R. La transformada de Fourier de
f en w se define por

f(w) ::/Rf(t)e_i“tdt.

Como

[l lae = [ 170l = 11, < o0
R R

se tiene que la transformada de Fourier estd bien definida. La aplicacién

f + f se llama transformacién de Fourier y se denota por F (F(f) = f) La

funcién f es continua y tiende a cero cuando |w| — oo (Lema de Riemann-

Lebesgue). Es claro que F(a f +bg) = a F(f) + bF(g), para cada a,b € R.
En general f no es una funcion integrable, por ejemplo, para

L <y
f(”—{o, 1> 1

se tiene

f(w) _ /_1 efitwdt _ {e_iw — eiw:| _ QSZDM ¢ L1<R)

1 —iw

~

Si f(w) es integrable, entonces existe una versién continua de f y se puede
obtener la férmula de inversién de Fourier

f(t) = F U (f(w) = %/Rf(w)ei“tdw. (1.2.1)

La siguiente proposicién recoge algunas propiedades fundamentales de la
transformada de Fourier.

Proposicién 1.2.1. Sean f, g € L1(R), entonces

1. (W) = e f(w), donde (rof)(t) = F(t — a).

R —

2. (raf)(w) = (¥ f)(w)
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NEYES
4. Sie>0vyg(t)=glet) entonces g.(w) = e *g(w/e).

Otro resultado 1til es el siguiente: Si f,g € L1(R) N Ly(R), entonces

1 .
1718 = o / f(w)Pdw  (f6rmula de Plancherel)  (1.2.2)
T JRr

(f,9)2 = %/}R]E(W)de (férmula de Parseval). (1.2.3)

Por extension, la transformada de Fourier se puede definir para cualquier
f € Ly(R). En virtud a que el espacio Li(R) N Ly(R) es denso en Ly(R).
Luego, por isometria (excepto por el factor 1/27) se define f para cualquier
f € Ly(R), y las férmulas (1.2.2) y (1.2.3) permanecen vélidas para todo

f7 g€ L2 (R)
En teorfa de sefiales, la cantidad || f[|> mide la energfa de la sefial, mientras
que || f|l2 representa el espectro de potencia de f.
Si f es tal que [ [t[]f(¢)|dt < oo, para algin entero k > 1, entonces
dk £ k_—iwt
o (w) = /R(—zt) e " f(t)dt. (1.2.4)

Reciprocamente, si [, |w|*|f (w)|dw < 0o, entonces

F(f®)(w) = (iw)* f(w). (1.2.5)

1.2.1. Serie de Fourier

Sea f una funcién 2r—periédica en R. Se escribird f € L,(0, 2m) si

f(t)X[O,Zﬂ(t) € Lp(07 27T)7 p Z 1.
Cualquier funcién f, 2r—periddica en R, tal que f € L(0,27), se puede
representar por una serie de Fourier convergente en Lo (0, 27)

f(t) - Z cneima

n

donde los coeficientes de Fourier son dados por

1 2

Cp = — ft)e ™ dt.
2m Jo
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Se puede verificar que si f € L(R), entonces la serie, férmula de sumacién
de Poisson,

Z f(t+2kn) = Z f(n)e (1.2.6)

k=—00 n=—00
converge casi para todo t y pertenece a L1(0,27). Ademds, los coeficientes
de Fourier de S(t) estan dados por

k= 5= fK) = FH().

En efecto, para ver la expresion (1.2.6), basta probar que

/%Z‘f(tnL 2k)|dt < oo.

Para la segunda parte se calculan los coeficientes de Fourier de S(t), que son
los valores de la transformada de Fourier de f en los enteros. Esto es, sea

= i f(t + 2km),

k=—0o0

entonces h es 2r—periddica y ademas, sus coeficientes de Fourier son

. 1 27 ) 1 27 o0 )
h, = — h(t)e ™dt = — t+ 2k —nt gt
w= 5o [ hlve o L_Zoof( +2km) | ¢
= Z / f(t + 2km)e ™ dt
L Oo27T

m(k+1)
_ Z / —zn(z—2k7r) dz
21 2k
= %/_oof(z)e dz:%f(n).

Como consecuencia de la féormula de sumacién de Poisson tenemos

oo

Z flw+2kr) = % Z f(n)e ™ (1.2.7)

k=—o00 n=-—00

donde f es una funcién tal que f € Ly (R), continua, y S°°° __ f(n) converge

absolutamente.

n=—oo
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1.2.2. Transformada discreta de Fourier (DFT)

Sea Sy el conjunto de sucesiones periddicas de nimeros complejos, con

periodo fundamental N, cada elemento x = {z,} . _ en Sy puede ser
considerado como una senal periddica z[n] = x, definida para valores

discretos de tiempo, donde x[n] es el valor de la sefial en el momento t = t,,.
Una sucesién z,, es peridédica con periodo fundamental N, si x, .y = x, para
todo entero n.

Siz={z,},~  €SnyYy=A{vun} - . € Sn definimos lasuma de zyy
como z + y y el producto por escalar como cz, en donde (z +y), = xn + Yn
y (cx), = cx, para todon € Z y ¢ € C. El conjunto Sy forma un espacio
vectorial bajo estas operaciones.

Sea x = {x,},- _ € Sy, la Transformada Discreta de Fourier (DFT) de

z es la sucesion (Fy {z}), = &) donde

N-1

T = Z x[n] e

Si consideramos a x como la senal z[n| = z,, la DFT de z[n] se representa
z(k) = F [z[n]]. Hay que resaltar que la DFT de x también es periddica con
periodo fundamental N, por lo tanto Z, € Sy, y Fny es un operador lineal
de Sy en Sy.

Sea x = {zx},. € Sy y Fy (z) = 2 donde

—o0
N-1
N _ i12wkn
Ty = x[nle” N
n=0
entonces © = F ' (Z) se denomina la Transformada Discreta Inversa de
Fourier (IDFT) y estd definida por
N-1
1 i2wkn
Tn = o x(k)e N
k=0

La Transformada Discreta de Fourier cumple las siguientes propiedades:

» Translaciones: Si v € Sy y 2, = x,—; para todon € Z con j € Z,
entonces Fy {2}, = e N Fy {x},.

» Convolucién: Si ¢ € Sy y h € Sy la sucesion y = (xxh), =
N-1 ., . L,
> i=0 xjh,_; también pertenece a Sy, se denomina la “convolucién”

de las sucesiones z y h 'y Fy{z*h}, = Fy{z}, Fn{h},.
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1.2.3. Transformada Rapida de Fourier (FFT)

Utilizando la notacion de senales y de acuerdo con la definicién de la
DFT, podemos descomponer la suma de la siguiente manera, si N es una
potencia de 2.

N-1
z(k) = Zx[n] P Z x[n] e + Z x[n] e~ I
n= n pares n impares
%_1 i2wk(2r) %_1 i2wk(2r+1)
z(k) = x[2rle” N 4+ x[2r+1je X
r=0 r=0

si hacemos ¢ [n| = = [2n] y h[n] = z[2n + 1] se tiene

LA | LA |
< i27k(2n) 2 i27k(2n41)
z(k) = glnle=— v+ hinle ¥
n=0 n=0
%_1 *% %_1 22}2;“1 i2rk
z(k) = glnje = + hinle = e W
n=0 n=0
Por otro lado, haciendo Wy = e~ N tenemos
N-1 81 Ny
w(k) =z Wy v w(k) =) gl WE + D hln] WE W
2 2
n=0 n=0 n=0

N_ N_
si g(k) = Z,fzol g[n] Wg‘ y h(k) = E,fzol hin] W&” entonces

w(k) = g(k) + h(k) Wy

donde g(k) y h(k) son periédicas con perfodo fundamental § y son las DFT
de g[n] y h[n], que también son periédicas con periodo fundamental &. Por

lo tanto, para 0 < k < & — 1 podemos escribir z(k) = g(k) + h(k) Wk
y para los valores de k tales que % < k < N — 1 éstos se pueden
expresar como k = m + % con 0 < m < % — 1 entonces :U(m + %) =

N Ny S m+
gm—+35)+h(m+5)Wy 2 =g(m)+h(m) Wy 2.
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De manera similar g(k) y h(k) se pueden expresar como
g(k) = (k) + g WSy h(k) = (k) + (k) W

donde p(k) , q(k) , r(k) y s(k), son las DFT con perfodo fundamental £
de las senales p[n] , ¢[n] ,r[n] y s[n] con el mismo periodo, y tales que
pln] = g[2n] = z[dn], q[n] = g[2n + 1] = z[4n + 2], r[n] = h[2n] = z[4n + 1
y s[n] = h[2n + 1] = z[4n + 3.

Si N es una potencia de 2, siguiendo este procedimiento podemos
hallar los valores de x(k) a partir de los de x[n], como en la definicién,
pero realizando menos operaciones, lo que hace este método més eficiente
desde del punto de vista computacional. De acuerdo con Boggess [7], si
N = 2% para hallar z(k) = F [z [n]] aplicando la definicién se requieren N2
multiplicaciones, mientras que aplicando la FF'T se quieren aproximadamente
L25=1 Para N = 23, aplicando la definicién se requieren 64 multiplicaciones,
mientras que aplicando la FFT se requieren 12.

1.3. Semigrupo de operadores lineales

La teoria de semigroups se puede utilizar para resolver ecuaciones de
evolucién [25, 30, 44]. Estas ecuaciones aparecen en muchas disciplinas
como la fisica, quimica, biologia, ingenieria y economia. Las aplicaciones
en estos campos, se describen por un problema de valor inicial (PVI) de
una ecuacién diferencial que puede ser ordinaria o parcial. Al analizar la
evolucién de un sistema o fenémeno en lugar de estudiar el PVI directamente,
podemos hacerlo a través de la teoria de semigrupos. La teoria de semigrupos
lineales proporciona condiciones necesarias y suficientes para determinar si
un problema esta bien puesto. Para un tratamiento mas profundo sobre la
teorfa de semigrupos, puede consultarse los textos de Goldstein [30] o Pazy
[46].

A manera de motivacién sabemos que la funcién exponencial e*, con
a € Ryt éeR, se define por la expresion

e = i (CZ‘)H

n=0

Cuando ¢ > 0 la exponencial es una funcién F : R™ — R tal que
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a) £(0)=1
b) E(t+s)= E(t)E(s) para todo t,s >0
c) limy o+ E(t) = 1.

También sabemos que la funcién exponencial e se relaciona con el
problema de Cauchy

du
— =au, con u(0)=u
dt ( ) 0
en virtud a que la solucion de este PVI es

u(t) = e™uy.

De manera semejante la solucién del sistema lineal

du_

p Au—+ f, con u(0) = uo,

donde A es una aplicacion lineal de R™ en R™ y f es una funcién conocida,
es dada por

t
u(t) = ey + / e f(5)ds,
0

en este caso e! se define de forma similar a e

00
A"
etA

n!
n=0

Siguiendo en esta direccién no es dificil extender la exponencial al caso en
que A € L(V) = L(V,V), con V un espacio de Banach, en donde la unidad es
el operador identidad, I : V' — V. De este modo, la funcién E : Rt — L(V),
definida por E(t) = ¢4, con A€ L(V) y

etA _ f: tn;;'ln

n=0

y satisface las siguientes propiedades

a) E(0)=1
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b) E(t+s) = E(t)E(s) para todo t,s > 0
c) | E(t)—I|— 0, cuando t — 0.

Observe que esta tltima propiedad es una convergencia uniforme, pero esto
implica la convergencia fuerte, es decir, || (E(t)—1)v ||[— 0, cuando ¢ — 07,
para cada v € V.

Nétese también que a diferencia del caso finito dimensional, no todo
operador A : D(A) — V es continuo, en la practica los operadores A
son operadores diferenciales, es decir, involucran derivadas parciales, y estos
operadores no son continuos, sin embargo tienen dominio denso en V' y son
operadores cerrados. En consecuencia, considerando un operador con tales
propiedades (cerrado con dominio denso) se puede extender el concepto de
funcion exponencial a través de la teoria de semigrupos de tal manera que
las nuevas funciones conlleven a obtener soluciones al problema de Cauchy

d
d—? = Au, con u(0) = uo.

Definicién 1.3.1. Dado un espacio de Banach V, una familia de operadores
lineales (Et)i>0, Er : V. — V se llama un semigrupo fuertemente continuo
sobre V' (o semigrupo Cy) si son vdlidas las tres condiciones

a) Eyg =1 (el operador identidad)
b) Eirs = EEg para todo t,s >0
¢) || (By —I)v|— 0, cuando t — 0T, para todo v € V.

En algunos textos denotan la familia de operadores como {E(t) : ¢t > 0}.

Como ejemplo tenemos entonces, que si V =R", A € L(V)y E, = e
Resulta que F; es un semigrupo fuertemente continuo sobre el espacio de
dimensién finita R™. Se trata de las soluciones del problema

du
i Au, con u(0) = uy.

'Recuerde que un operador A : D(A) C V — W es cerrado, con V y W espacios de
Banach, si para cada sucesién (v, )nen en D(A) tal que v, — vy Av, = w € W, cuando
n — oo, implica que v € D(A) y w = Aw.
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Sea E; un semigrupo de clase Cy en V. El generador de E; es el operador
A :D(A) — V, donde

Eov—wv Eov—wv

D(A) = {UE V: lim

t—0t

existe} y Av:= lim

t—0+ t

A modo de ejemplo, si E; = e, donde A € L(V), el generador de ‘4 es A.
En efecto, para cada v € V' tenemos

A"

(520 - (5o (B

A" A"

]+ZZO:1T_] 220:1 n
- (B - (e

tnAn
tA + 20072 e X in—1 gAn
_ "= nl _ " A
= ( ; ) (v) = Av+ 7?:2 TR

v — Av cuando t— 0T.
n

N tn—2An
= Avtt) !
n=2
Finalmente tenemos que si A de D(A), el generador del semigrupo
{E(t) : t > 0} fuertemente continuo de operadores de £(V') y supongamos
también que f : [0,00) — V es continua con derivada continua. Entonces el
problema de Cauchy

%:Au+f, con u(0) =up € D(A), t>0

tiene solucion unica

u(t) = E(t)ug +/O E(t — s)f(s)ds.



CAPITULO 2

Introduccién a las wavelets

2.1. Introduccion

El origen de la descomposicién de una senal en wavelets estda en la
necesidad de conocer las caracteristicas y particularidades de la senal en
diferentes instantes de tiempo. La principal virtud de las wavelets es que
permite modelar procesos que dependen fuertemente del tiempo y para los
cuales su comportamiento no tiene porqué ser suave [10], [19], [32], [45], [60],
[61]. Una de las ventajas de las wavelets frente a los métodos clasicos, como
la transformada de Fourier, es que en el segundo caso se maneja una base de
funciones bien localizada en frecuencia pero no en tiempo, esto es, el andlisis
en frecuencia obtenido del andlisis de Fourier es insensible a perturbaciones
que supongan variaciones instantaneas y puntuales de la senal como picos
debidos a conmutaciones o variaciones muy lentas como tendencias. En otras
palabras, si f es una senal (f es una funcién definida en todo R y tiene
energfa finita [°°_|f(¢)[*dt). La transformada de Fourier f(w) proporciona
la informacién global de la senal en el tiempo localizada en frecuencia. Sin
embargo, f (w) no particulariza la informacién para intervalos de tiempo
especificos, ya que

fw) = / " et
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y la integracion es sobre todo tiempo (véase p.e. [7], [27], [48]). Asi, la imagen
obtenida no contiene informacién sobre tiempos especificos, sino que sélo
permite calcular el espectro de amplitud total | f (w)], mientras que la mayoria
de las wavelets interesantes presentan una buena localizacion en tiempo y en
frecuencia, disponiendo incluso de bases de wavelets con soporte compacto
[19], [43], [45], [59].

En este capitulo se presenta una introduccion a la teoria wavelets, en
particular se estudiard la transformada wavelet y el andlisis multirresolucion
en Ly(R). Con este concepto se ilustra como construir otras bases wavelets,
y ademds, permite analizar funciones (senales) en Ls(R) en varias escalas
(niveles de resolucién) [8], [10], [19], [58]. Para ello, se utiliza versiones esca-
ladas de un conjunto ortonormal en Lo(R). Para tal descomposicién de una
funcién f € Lo(R), sélo se necesitan los coeficientes de la expansién de f en
dicho conjunto ortonormal.

2.2. Transformadas wavelets

El analisis wavelets es un método de descomposicién de una funcién o
senal usando funciones especiales, las wavelets. La descomposicién es similar
a la de la transformada de Fourier, donde una senal f(t) se descompone en
una suma infinita de arménicos e™? de frecuencias w € R, cuyas amplitudes
son los valores de la transformada de Fourier de f, f (w):

f(t) = %/_ f(w)e“tdw, donde f(w) :/_ f(t)e ™“tdt.

El analisis de Fourier tiene el defecto de la no localidad: el comportamiento
de una funcién en un conjunto abierto, no importa cudn pequeno, influye en
el comportamiento global de la transformada de Fourier. No se captan los
aspectos locales de la senal tales como cambios bruscos, saltos o picos, que
se han de determinar a partir de su reconstruccién.

2.2.1. Transformada wavelet continua

La teoria wavelets se basa en la representacion de una funcién en términos
de una familia biparamétrica de dilataciones y traslaciones de una funcién
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fija ¢, que se llama la wavelet madre, en general no es senoidal. Esto es,

f(t) = /R ﬁ@b (?)Wwf(a, b)dadb

en donde Wy, f es una transformada de f definida adecuadamente. También se
tiene de modo alterno un desarrollo en serie f(t) = Y, ¢;x2//%¢(27t — k) en
donde se suma sobre las dilataciones en progresién geométrica. Para conservar

la norma en Ly(R) de la wavelet madre 1, se insertan los factores L\/‘_ y 29/2,

respectivamente.

Definicién 2.2.1. Una wavelet ¥ es una funcion cuadrado integrable tal que
la siguiente condicion de admisibilidad se tiene

_ [ )P
Cy .—/R @] dw < oo, (2.2.1)

donde (w) es la transformada de Fourier de 1.

Observacién 2.2.1. Si ademds ¢ € L;(R), entonces la condicién (2.2.1)
implica que [, ¥(t)dt = 0. En efecto, por el Lema de Riemann-Lebesgue (ver

p.e., [48]), limy, 00 Y (w) = 0y la transformada de Fourier es continua, lo cual
implica que 0 = ¢(0) = [, ¥(t)dL.

Sea ¢ € Lo(R). La funcién dilatada y trasladada se define por

1 t—>
wa,b(t)I:mw( - ), a,beR, a##0.

Esta funcion se obtiene a partir de v, primero por dilatacién en el factor a
y, luego, por traslacién en b. Es claro que ||¢q]l2 = ||¢]|2-

Definicién 2.2.2. Para f,1) € Ly(R), la expresion

Wi f(a,b) = /R oo (2.2.2)

se llama la transformada wavelet de f.
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Por la desigualdad de Cauchy, se ve que W,y f es una funcién acotada
con ‘Wwf(a, b)‘ < || fll2ll¥]|2- Note también que Wy f(a,b) = (f, Vap) L) =
<f ) wa,b> :

La transformada wavelet W,,f de f puede ser descrita en términos del
producto de convolucion. Recordemos que la Convolucién de dos funciones
f,9 € La(R) se define por (f = [p f(t — 2)g(z)dz. Observe que
esta formula estd definida para al menos todo ¢t € R, pero f x g no
necesariamente estd en Ly(R). Usando la notacion w( ) = w(—t), se tiene

Wy fla,b) = (f = @Za,o)( b). Note también que @Z)ab = l]alY(aw)e P,
Estos hechos se aplicaran en la prueba de la 81gu1ente proposicion, la cual
establece la formula de Plancherel para la transformada wavelet.

Proposicién 2.2.1. Sea ¢ € Ls(R) y satisface la condicion (2.2.1).
Entonces para cualquier f € Ly(R), las siguientes relaciones se tienen

1. Isometria: [, |f(t)]*dt = LfRQD/\@f a,b ‘zdbd—“
2. Férmula de inversion f(t) = & fR2 Wy f(a,b)tbas(t)db %

Demostracion. 1. Es facil verificar que (fxt0)(b) = v/[a]lFH{f(w)¢(aw)}.

En consecuencia,

/RJWwf(a,b)\zdb% _ //}(f*ia,())(b)y?dbd_‘;
B //'“HF— FOyb(a)) @) Pdu’n
= //\f Hi/iawldw_

_ /R\f(w)} URW“”)‘Q%] "

Syos / @) = CulfI2

Observe que se utilizé el teorema de Fubini y la féormula de Plancherel para
la transformada de Fourier [27].
2. Para simplificar los célculos en la férmula de inversion, suponga que



2.2 Transformadas wavelets 21

£ f e Li(R).
/R Wo(@.b0us(de = Vlal [ 77 (FC)ila) ) @)eustide
[ fwritaw)Fg) ),

=

= Vld|

=

donde g(b) := 1, (t). Ahora, la transformada inversa de Fourier de g es

F_l(g)(w) = i g(b)eiwbdb: %\/H/R@Z)(Z)e—iawzeiwtdz

2 Jr
= o Vlaldaw)e
2m '

Sustituyendo e integrando respecto a a~2da se obtiene
da 1 A “ 2 it da
[ wettenaont = o [1a] [ feolbaofera)] %

1 r N Zda iwt
= 5 [ [ ea
= Oy [ fw)etdo = Cy it
= w%/Rf(W)e w=Cyf().

]

Otro resultado de interés que se presentara en la siguiente proposicién, es
la férmula de Parseval para la transformada wavelet.

Proposicién 2.2.2. Sea ¢ € Ly(R) y satisface la condicion (2.2.1).
Entonces para cualquier f,g € Ls(R), se tienen

1 N dadb
<f7 9>L2(R) = = W¢f<a7 b)ng(a, b) a2

Demostracion. Como (f * %Za,o)(b) = m}"fl{f(w)@Z(aw)} o de manera
equivalente, F(f x Jw)(w) = \/Hf(w)ﬁ(a w), entonces

/R W f(a, DWog(a.b)db = |a] / F)i(@)aw) P,
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ahora, integrando respecto a a~2da se sigue

Wt Wigla vy = [ 1o [/ )i wawldw]d—f

- oo feort]s

_ ¢, / F@)i(w)dw = Colf. )
= Ctb f g>L2

R2

O

Notese que se aplicé el teorema de Fubini y la formula de Parseval para
la transformada de Fourier.
En la siguiente proposicion se listan algunas propiedades.

Proposicién 2.2.3. Sean ¥ y ¢ wavelets y f,g € Ly(R). Entonces
1. Wy(af + Bg)(a,b) = aWy f(a,b) + fWyg(a,b), o, € R.
2. Wal/}-l-ﬁcpf(av b) = dW?Z)f(av b) + Bchf(av b): Q, B e R.

3. Wy(Tef)(a,b) = Wyf(a,b — ¢), donde T, es el operador traslacion
definido por T.f(t) = f(t — ¢).

4. Wy(Dcf)(a,b) = /e Wy f(ca,cb), donde D, es el operador dilatacion
definido por D.f(t) = +/cf(ct).

2.2.2. Transformada wavelet discreta

La transformada wavelet continua introduce cierta redundancia, pues la
sefial original se puede reconstruir completamente calculando W, f(a, -) para
una cantidad numerable de escalas, por ejemplo, potencias enteras de 2. Esto
es, si se elige la escala a = 277 para cada j € Z, y también se discretiza en
el dominio del tiempo en los puntos b = 277k, k € Z, la familia de wavelets
sera ahora dada por

1 t—277k . )
. - — 93/2 J ;
Yo-i 9-ix(t) 2_j¢( 5= ) 2752t — k), Yy, keZ.
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Se utilizard la notacién t;; para denotar la wavelet ¢ comprimida 27 y
trasladada el entero k, es decir, 1z (t) = 29/2 (27t — k).

Con la eleccién de a = 277 y b = 277k, observe que el muestreo en el
tiempo se ajusta proporcionalmente a la escala, es decir, a mayor escala se
toma puntos mas distantes, ya que se busca informacién global, mientras
que a menor escala se buscan detalles de la senal, por tal motivo se muestrea
en puntos menos distantes entre si. Para otras elecciones de a y b se puede
consultar [8, 10].

Definicién 2.2.3. Una funcion ¢ € Ly(R) es una wavelet si la familia de
funciones 1, definidas por

V() = 272(20t — k), Vi, k €Z, (2.2.3)
es una base ortonormal en el espacio Ly(R).

Una condicién suficiente para la reconstruccién de una senal f es que
la familia de dilatadas y trasladadas 1), forme una base ortonormal en el
espacio Lo(R), ver por ejemplo, [19, 32] o [52] para més detalles. Si esto se
tiene, cualquier funcién f € Ly(R) se puede escribir como

) =D diatbin(®) (2.2.4)

en virtud de (2.2.3) y teniendo en cuenta que f(t) = ., d;x2//* (27t — k),
donde dj = (f,¥9-ia-ir) = Wyf(277,277k). Por lo tanto, para cada
[ € Ly(R) los coeficientes d;j, = (f,¥jr) = [o 22/2f(t)0 (27t — k)dt se llama
la transformada wavelet discreta de f. En consecuencia, la expresion (2.2.4)
se puede escribir en forma alterna como f(t) = >, (f(t), ¥jx(t))¥;1 (). Esta
serie se llama representacién wavelet de f.

Un ejemplo clasico es la wavelet de Haar, la cual se define por

1, 0<t<i,
_ . — ) 2
“(t) = X0,y = X21) { -1, l<t<l

IAINA
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WIsl .
—@

Figura 2.2.1

Observacién 2.2.2. 1) ¢;;(t) es mas apropiada para representar detalles
finos de la senal como oscilaciones répidas. Los coeficientes wavelet d;
miden la cantidad de fluctuacién sobre el punto ¢t = 277k con una frecuencia
determinada por el indice de dilatacién j.

2) Las wavelets gozan de la “propiedad zoom,” esto hace que las bases
wavelet sean excelentes detectores de singularidades, en otras palabras, las
singularidades producen coeficientes wavelet grandes.

3) La propiedad zoom es comun en todos los sistemas wavelet, constituye
la mayor diferencia con los sistemas de Fourier para la deteccién de
singularidades. En problemas de teoria de senales, las singularidades llevan
informacién esencial como la presencia de esquinas en las imdgenes [10,
52]. Esto hace de las bases wavelet una herramienta muy ttil para el
procesamiento de imégenes, en detrimento del andlisis de Fourier [8, 10, 43,
59].

4) Es interesante notar que d;, = W, f(277,277k) es la transformada wavelet
de f en el punto (277,277k). Estos coeficientes analizan la sefial mediante la
wavelet madre 1.

2.3. Analisis Multirresolucion

El sistema de Haar no es muy apropiado para aproximar funciones suaves.
De hecho, cualquier aproximacién de Haar es una funcién discontinua [19],
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[32]. Se puede probar que si f es una funcién muy suave, los coeficientes de
Haar decreceran muy lentamente. Por tanto se pretende construir wavelets
que tengan mejor propiedades de aproximacion, y una forma de hacerlo es a
través del andlisis multirresolucién (AMR) [19], [41], [42], [43], [45].

Sea ¢ € Ly(R), la familia de trasladadas de ¢, {@ok, k € Z} = {@or(- —
k),k € Z} es un sistema ortonormal (con el producto interno de Lo(R)).
Acéd y en lo que sigue p;i(t) = 2/20(27t — k) = Dy Thp(t), j € Z, k € Z,
donde D,f(t) = a'?f(at) y T,f(t) = f(t — a) son los operadores dilatacién
y traslacién, respectivamente.

Se definen los espacios vectoriales

Vo = {/() =Y cplt—k): Y lenl* < oo},

v, — {h(t):f(Qt):fevo},

v, = {no-r@n: reviliez
= gen{p(t) = 22027t — k) : k € Z}.

Note que ¢ genera la sucesion de espacios {V}, j € Z}. Suponga que la funcién
¢ se escoge de tal forma que los espacios estén encajados V; C Vj4, j € Z,
¥ Ujs0 Vj es denso en Ly(R), estos dos hechos fundamentales hacen parte de
la definicién de andlisis multirresolucion.

Definicién 2.3.1. Un andlisis multirresolucion (AMR) en Ls(R) es una
sucesion creciente de subespacios cerrados V;, j € Z, en Ly(R),

- CVocVaicVocVicVoC--- o tales que
1. Ujez Vi es denso en Ly(R),
2. My Vs = {0},
3. ft)eV, e f2t)e Vi, jE€Z,
4. fit) eVo & f(t—k) eV, j ELZ,
5

. Existe una funcion ¢ € Ls(R) tal que el conjunto de funciones
{o(t — k) }rez es una base ortonormal para Vy.
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La funcién ¢ se llama funcién de escala. En el espacio Vj; las funciones
(senales) se describen con més detalle que en el espacio Vj}, la resolucién es
mejor en el espacio “més grande”. Esto es, las funciones en V1 que no estan
en V; realzan la resolucién [10], [43]. Es usual reunir estos “sintonizadores
finos” en un nuevo subespacio W; = V,,1\V;. Sin embargo, la eleccién de estos
subespacios no es unica. Pero se puede escoger a W, como el complemento
ortogonal de V; en Vj, ;. Es decir, W; = V;1; N VjL, j € Z, o de manera
equivalente

Vipm=V,®eW;, jeL. (2.3.1)
Informalmente, esto quiere decir que si se tiene una funcién (senal) f a
resolucién 2771 y se proyecta a resolucién inferior 27 entonces

F=Pif + > (f 0w im,
kEZ

acd P; representa la proyeccion ortogonal en el espacio V; donde se recoge la
version “suavizada” de f y la diferencia f — P;f representa el “detalle” de
[, que estd en W; y se expresa como Y, . (f,¥;r)1;,. Recuerde que

Pif = Z<f7 Oik)Piks  J € L.
kEZ

En otras palabras, W; contiene los detalles en V;;; que no se representan en
V;, y cada funcién (sefial) en W; es ortogonal a toda funcién en V; (ver p.e.,
[7, 32, 58]).

El conjunto de funciones linealmente independientes ¢;;, que generan a V;
son las funciones de escala, mientras que el conjunto de funciones linealmente
independientes 1, que generan a W; son las wavelets.

Por definicién, el subespacio W; es cerrado. Note también que si f € Vg,
entonces por 5 de la definicién anterior se tiene f(t) = >, (f, Thp)Tre(t).
Ademas, por la ortogonalidad de {Tr¢(t) }rez, Z,J(f, Tk@‘z = || flI5

Observe que al aplicar la descomposicién (2.3.1) en cada V; se obtiene

W = Vo1 @Whoi = Vo @ W @ Wiy
N-1
= .=V .ND (@ Wj),
j=—N

y cuando N — oo se tiene

Uv=@weNr

JEZ JEZ JEZ
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Usando las condiciones 1y 2 de la definicién de AMR se obtiene ., W; =
Ly(R).

Por definicién, también los subespacios W; satisfacen las condiciones 3 y
4 de la definicién de AMR o de manera directa como se prueba en el siguiente
lema.

Lema 2.3.1. Sea (V})jez un AMR y W; = V11 NV~ Entonces
i) feW,TfeW,, para cada j € Z.
i) feW; e« Df € Wi, para cada j € Z.

Demostracion. Sea f € W, esto significa que f € Vi1 y (f, DoTrp) = 0
para cada k € Z. Por la condicién 3 y 4 de AMR, la primera relacion es
equivalente a T'f € Vi3 y Df € Vjis. Ademas de la relaciéon TDy; =
DyT5, se sigue inmediatamente, que la segunda relacién es equivalente a
(Tf, TDyTpp) = (Tf, DyjTir9;) =0, Vk € Z. Por tanto Tf € Viy NV,
yasi, T'f € Wj.

La segunda relacién también es equivalente con (Df, Dyjn1Typ), Vk € Z,
de lo cual se sigue que Df € V]jl que junto con Df € Vjio se obtiene
Df e Wiy. O

La siguiente proposicién justifica los comentarios hechos arriba y es ttil
en futuros resultados.

Proposicién 2.3.1. Sea (V;);ez un AMR con funcion de escala . Entonces
para cada j € Z, el conjunto de funciones {@;(t) = 27/%0(27t — k), k € Z}
es una base ortonormal para V.

Demostracion. Para probar que {¢;x(t),k € Z} genera a V;, se debe ver que
toda f(t) € V; se puede escribir como combinacién lineal de funciones de
{p(27t — k), k € Z}. La propiedad 3 de la definicién de AMR, implica que la
funcién f(277t) pertenece a Vy y por tanto f(277t) es combinacién lineal de
{p(t — k), k € Z}. Haciendo la transformacién ¢ — 27¢, se tiene que f(t) es
combinacién lineal de {¢(2t — k), k € Z}. Resta probar que {¢;(t),k € Z}
es ortonormal. Para ello se debe ver que

0, sij#k;
(@it Pjm) = Ok = { | sij=k
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o equivalentemente, 27 [%° (27t — k)p(27t — m)dt = by, Para establecer
esta igualdad, basta hacer el cambio de variable z = 27¢, para obtener

2 [ et~ Kyt mit = [ (e~ Rale = m)dz = G,
en virtud de la propiedad 5 de la definicién de AMR. O

Los siguientes resultados se utilizan en la existencia de los sistemas AMR,
bajo hipétesis apropiadas. Para cualquier f € Ly(R),

a) lim; , ., P;f =0, donde P; es la proyeccién ortogonal sobre el espacio

v,
b) lim; o P f = f.
En efecto, puesto que || P;|| = 1, basta probar el resultado para funciones en

Ly(R) con soporte compacto. Si f tiene soporte en [—a, a|, entonces al aplicar
las desigualdades de Cauchy-Schwarz y de Minkowski se tiene

1P = [0 eaden]|, = S 1f o)l
keZ

= > /if(t)Qj/Qgp(th—k)de
> ([ iswpa)ze ([ o pja)
- WY ( [ |go<z>|dz)2.

Si 27a < 1/2, entonces estas integrales estdn definidas sobre intervalos ajenos

cuya union se escribe Q; = Ugez(—27a — k,27a — k), con N;Q; = Z, el cual

tiene medida cero. Por tanto, ||P;f|13 < || fI13 [, l¢(2)|?dz = 0, j — —o0,
J

por el teorema de la convergencia dominada de Lebesgue.

2.4. Ecuacion de escala

Puesto que el conjunto {¢(- — k) }rez constituye una base ortonormal de
Vi entonces cada f € Vj se puede expresar como f = > ., anPon, Pon(T) =
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o(z —n). Ahora, como ¢ € Vy, v Vo C V4, se tiene entonces ¢ € V;. Pero la
propiedad de dilatacién implica que ¢(27!-) € V. En consecuencia, se puede
expandir

p(27') = gap(t—n), tER,

neL

para algunos coeficientes (g, )nez. O de manera equivalente,

p(t) = gap(2t —n), tER, (2.4.1)

neL
en donde las constantes de estructura (los (g,)) satisfacen Y, [gn|* < oco.
La relacién (2.4.1) se llama ecuacién de escala. Los coeficientes g, constituyen

un filtro g = (g, )nez asociado a la funcién de escala.

Ejemplo 2.4.1. Si ¢(t) = xp,)(t), entonces claramente ¢(t) = ¢(2t) +
(2t — 1) es la ecuacién de escala, con las constantes de estructura gy = 1,
g1 =1y g, =0, en otro caso.

A continuacién se dan algunas propiedades de las constantes de
estructura.

Proposicion 2.4.1. Los coeficientes de la ecuacion de escala satisfacen las
siguientes propiedades:

Gn = 2/Rg0(t)<p(2t —n)dt, ne€Z (2.4.2)

ngg2n+k = 200, (delta de Kronecker). (2.4.3)

keZ

> o> =2 (2.4.4)

nel

Si también ¢ € L1(R), [p¢ # 0 y la ecuacion (2.4.1) converge en Li(R),
entonces
> gn=2 (2.4.5)
nez

Demostracion. Puesto que g,/v/2 son los coeficientes de Fourier de ¢ € V}
con respecto a la base ortonormal v/2p(2t — n), se tiene

o - / S0V (2t — n)t,
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o lo que es lo mismo, g, = 2 [; ¢(t)p(2t — n)dt. De la propiedad 5 de la

definicién de AMR se tiene [, p(t — n)p(t)dt = do,. Al sustituir (2.4.1) y
aplicar la identidad de Parseval y la ortogonalidad se tiene

lo cual es lo mismo que (2.4.3). En particular, si se toma n = 0 en la tdltima
expresion, se obtiene Y, grGk = Y ez lgk]* = 2. Si, ademds, se tiene
¢ € Li(R) con [, ¢(t)dt # 0, entonces al integrar (2 4.1) término a término

se llega
/ Z dn / Qt - n Z 9n / 7
R nez nEZ
al dividir por [; ¢ se obtiene Y, g, = 2. O

2.5. Construccion de la funcion de escala

Para construir la funcién de escala, es necesario encontrar los coeficientes
gn- Una forma de hacerlo es via la transformada de Fourier, puesto que de
manera directa es dificil (ver p. e., [19], [32]). En consecuencia, al aplicar la
transformada de Fourier a la ecuacién (2.4.1) se obtiene

- — Zgn —inw/2 » ( > <)5(2>]3(6—m;/2> (251)
donde el polinomio P es dado por P(z) = >, gn2"
Al iterar (2.5.1) se tiene p(w) = P(e‘i‘*’/Q)@(%)’

2(5) = Pe™™)p(55).  ¢lw) = Pl Pe /)5 ).

Continuando de esta manera se obtiene

Bw) = PP ( )

- (M) o()

Jj=1
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Para una funcién de escala dada ¢, la ecuacién precedente se tiene para cada
n. En el limite, cuando n — oo, la iltima ecuacion se transforma

blw) = OIHeWﬂ>ﬂw

Si ¢ satisface la condicién de normalizacién [, ¢ = 1, entonces $(0) = 1y
asi,

o

P(w) = H P(e7™/?). (2.5.2)

Por tanto, si el producto J[}Z, pP(e~™/ Qj) converge, entonces la funcién de
escala queda determinada salvo un factor no nulo ¢(0), que es su media. En
consecuencia, la tnica funcién de escala asociada al filtro g estd dada por
(2.5.2). Es decir, si la funcién P asociada al filtro g cumple cierta propiedad
de convergencia, entonces se tiene ¢ y, antitransformando, se obtiene ¢. En
resumen, se tiene

Proposicién 2.5.1. Sea g un filtro y P el polinomio dado por P(z) =
=Y ez g™ St la funcidn @ definida por ®(w) = im0 15—, P (e /?")
estd en Ly(R) y verifica limy, o ®(w) = 0. Entonces existe una funcion de
escala ¢ asociada al filtro g y determinada por ¢ = ® con [ = 1.

La condicién sobre la ortonormalidad de la base {@ok}rez, se puede
expresar en términos de los coeficientes gp. En otras palabras, el sistema
{©ok }kez es ortonormal si y sélo si la transformada de Fourier de ¢ satisface
210 Y ez |P(w + 2km)|* = 1. En efecto, como ¢(t — k) forma una base
ortonormal en V;, entonces al aplicar el teorema de Plancherel (ver p.e.,
[48]) se tiene

%m:‘/wmw—mm=/¢wmwwmwwz/mwwwwm
R R R
2m(k+1) ‘ 2r 5
_ Z/ |¢(w)|261mwdw _ / etmw (Z‘@(w —+ 2]{:7‘(‘)’ > dw.
2 0

kez Y 2k kEZ

Sea F(w) =213 5|@(w + 2k7r)|2, entonces

1 2w

/. e F(w)dw = dom ~ (*)
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La funcién F es 2wr—periddica ya que

Flw+2m) = 21 |pw+2n(k+ 1) =2r Y |p(w + 2m))|* = Fw).
keZ JET

Como F es periddica, su serie de Fourier, > _ ¢,,e™™ donde los coeficientes

1 2m

meZ

de Fourier son dados por ¢, = 5= [, F(w)e "™dw. Por tanto, la condicién
de ortonormalidad (%), es equivalente a c_,, = &0, lo cual a su vez es

equivalente a F(w) = 1.
Como consecuencia se este resultado se tiene la siguiente condicion
necesaria sobre el polinomio P(z) para la existencia de un AMR.

Corolario 2.5.1. El polinomio P(z) =" ., gn2" satisface
|P(e™™))? + |[P(e" ™2 =1, 0<t<2m (2.5.3)

Demostracion. De los resultados anteriores se tiene Znez‘tﬁ(w +2n) |2 =5
¥ $(w) = Pe7/%)3(%). Luego

% = Z|¢(w+2nﬂ)‘2:Z‘g&(w—l—?nﬂ)f—l— Z |¢(W+27’L7T)}2

nez n par n impar

= S7]a( Pw+ (2k + 1)2m) |

keZ keZ

-3 (>P<e-z‘<é+%ﬂ>>\2 o2 2b)|

keZ

N |P(€—i(%+(2k+1)ﬁ))}2‘@<% + (2% +1)7) ‘2)

( +2lm>)2+|P( %)’ Z

i

= 2

s 21
= |P(e | —+ |P(—e %) 5
En consecuencia, 1 = ‘P(e_i%)|2 + ’P(—e"%)f. O

Observe que (2.5.3) en términos de los coeficientes g, estd dado por

1 A 1 .
7 2 mgre I 2y gugn(— 1) e =,

n,kEZ n,kEZ

(5 +) o)

2
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los términos impares se cancelan y por lo tanto se tiene

Zggeznk Zc] 27,]t_2

n—k par JEZ

donde ¢; = Zn_k:zj gnJk, Pero esto es valido para todo ¢, luego ¢; = 20;. Por
tanto, Y s gnGn—2; = 20; 0 equivalentemente Y, Gn—2kGn—2m = 20k—m,0-

2.6. Descomposicién y reconstrucciéon

En esta seccién se describiran algoritmos de descomposicion y reconstruc-
cién asociados a un AMR. Estos algoritmos se utilizaran junto con el analisis
multirresolucion en la descomposicién y reconstruccion de senales en donde
tanto la funcién de escala como la wavelet son funciones continuas.

2.6.1. Algoritmo de descomposicion

Sean ¢; i y djy los coeficientes de la funcién de escala ¢ y de la wavelet
1, respectivamente, para j, k € Z, definidos por

Cik ::/Rf(t)gojk(t)dt (2.6.1)

A im / S () (2.6.2)

donde @ (t) = 29/20(27t — k) y 1;x(t) = 29/%(27t — k) son respectivamente,
la funcion de escala y la wavelet madre.
Ahora bien, como @, (t) = 27/2p(27t — k), entonces existe h,, tal que

Pik(t) = Y hn2 1Pt — k) = Y h 20274 — 2k —m)

meZ meZ
= ) h@irmean(®) = Y bk @jsrm(t). (2.6.3)
mEZ meZ

Reemplazando este valor en (2.6.1), se obtiene

Cik = /f th 2k Pj41,m(t)dt

meZ

= Z hm Qk/ f ()Oj+1 m dt Z hm 2kCj+1,m- (2 6. 4)

meZ meZ
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Como Vy C Vi, para cada ¢ € V) también se satisface ¢ € V;. Ademas,
{¢1k, k € Z} es una base ortonormal para Vj, entonces existe una sucesion
(hi) € l5(Z) tal que

)= hpir(t), (2.6.5)

keZ

por tanto, los elementos de la sucesién se puede escribir como hy = (@, p1x)
y (hg) € {5. La ecuacién (2.6.5) relaciona funciones con diferentes factores de
escala. Se conoce también como ecuacién de dilatacién. Por ejemplo, para la
base de Haar se tiene

) _{ 1/v2, k=0,1
=

0, en otro caso.

Si ¢ es la funcién de escala de un AMR, entonces la wavelet madre 1 se
relaciona con ¢ por medio de la ecuacion

PY(t) = Z(—l)khkk(ﬂlk(t)- (2.6.6)

kEZ

Al sustituir (2.6.6) en (2.6.2) se obtiene

djp = Z<_1)phl—p+2kcj+1,p- (2.6.7)

PEZ

Si los coeficientes de escala en cualquier nivel j son dados, entonces todos
los coeficientes de la funcién escala de nivel inferior para J < j, se pueden
calcular recursivamente usando la ecuacién (2.6.4), mientras que todos los
coeficientes wavelet de nivel inferior (J < j) se calculan aplicando (2.6.7).

Si ¢;. y dj. representan los coeficientes de la funcién de escala y wavelet
en el nivel 7, respectivamente, la Figura 2.6.1 representa el algoritmo de
descomposicion en forma esquemadtica. Por ejemplo, la flecha que relaciona
los coeficientes ¢;_1 y ¢;j_2, indica que ¢j_s se calcula sélo usando c¢;_;.

\”’”\ \ NN

-chk—‘rl C]1<7

Figura 2.6.1
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Observe que las férmulas (2.6.4) y (2.6.7) comparten un hecho interesante,
esto es, en cada ecuacion, si el indice de dilatacion £ se incrementa en uno,
todos los indices de (h,,) se desplazan en dos unidades; lo cual significa que
si existe solamente un numero finito de términos no nulos en la sucesion
(hm), entonces aplicando el algoritmo de descomposicién a un conjunto de
coeficientes de escala no nulos en el nivel j + 1, se obtendra sélo la mitad de
coeficientes no nulos en el nivel j. Este proceso en teoria de senales se conoce
como downsampling. Un resultado analogo se tiene para los coeficientes
wavelet.

Para expresar lo anterior en la terminologia de filtros, recuerde que la
convolucion de dos sucesiones en (3(Z) = = (..., 2_1,%0,Z1,...) Y Yy =
(.- Y-1,%0, Y1, . ) se define por (x*y)m = >,y TkYm—k- En consecuencia,
(2.6.4) se puede expresar como

Cj—l,k = Z iLQk_ijJn = (il * Cj)gk, (268)

mEZ

note que se reemplazé j por 7 — 1 y para simplificar se utilizé la notacién
Um = Y—_m.- Si se define el operador downsampling para la sucesién x como ((L
Q)x)k ‘= T, k € Z, entonces (2.6.8) se puede escribir ¢;_;. = (| 2)(h * ¢;).
De un procedimiento similar se obtiene, con g, = (—1)"hi_m, dj_1,. =
(4 2)(g * ¢j). Al algoritmo de descomposiciéon, Mallat lo llamé algoritmo
piramidal [41], mientras que Daubechies lo llamé algoritmo de cascada [19].

2.6.2. Algoritmo de reconstruccion

Recuerde que dado un AMR, el conjunto de funciones linealmente
independientes ¢, que generan a V; son las funciones de escala, mientras
que el conjunto de funciones linealmente independientes 1;; que generan a
W; son las wavelets. En otras palabras, {¢;ktrez v {¢jk }rez son generadas,
respectivamente, por ¢ y 1, esto es, r(t) = 27/2p(27t — k) y Y;(t) =
21/2)(2t — k), Yk € Z forman las bases ortonormales para Viy W,
respectivamente. Definiendo agor = (010, Yok), a2k—1 = (P11, Pok), box =
(©10, Vo) ¥ bak—1 = {11, Yor), donde aj, = h_ y by = (—1)*hy41. Entonces

Cik = E A2 —kCj—1,m + b2m—rdi—1.m

MEZ

= Z hk,Qij,Lm + (—1)kh2m,k+1dj,1,m. (269)

meZ
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Observe que esta tultima expresién es casi la suma de dos convoluciones.
La diferencia estda en que el indice para la convolucién es £k — m mientras
acé aparece k — 2m. En otras palabras, (2.6.9) es una convolucién pero sin
los términos impares (falta hjy_(2,,—1)). Para que (2.6.9) sea una convolucion,
se altera la sucesién original intercalando ceros entre sus componentes y
obteniendo una nueva sucesién que contiene ceros en todas sus entradas
impares. Este procedimiento se llama upsampling, denotado por (1 2). Mdas
explicitamente, si x = (...,z_9,2_1, T, X1, T2,...), entonces ((T 2)x)k =
(...,29,0,2_1,0,20,0,21,0,29,...) 0 de manera equivalente,

T2, Sik es par,
((T 2)‘r)k - { ()k/2 ; 2

si k es impar.

En consecuencia, ¢;j, = (((T2)cj_1) h)k + (((12)dj-1) *g)k. La Figura 2.6.2
representa el algoritmo de reconstruccion en forma esquematica.

j’\\\\\

Cj+1, Cj+k-1,, —— Cjtk, —

)

Figura 2.6.2



CAPITULO 3

Representacion de Operadores en Base Wavelet

3.1. La forma estandar y no estandar

El proposito de esta Seccidon es representar la forma estandar y no
estandar de un operador lineal de soporte compacto en una base wavelet.
La construccién de la forma no estandar de un operador con respecto a una
cierta base wavelets, se hara para un operador definido en todo el espacio
Ly(R?). Esto es, sea T : Ly(R?) — Lo(R?) un operador lineal y continuo,
el objetivo es obtener T'f para una funcién f € Ly(IR?) utilizando wavelets.
El desarrollo de este Capitulo lo haremos siguiendo los trabajos de Beylkin
[2, 4, 5] y Hajji [31].

Comencemos considerando el andlisis multirresolucion en Lo(R?)

{0}c...cVaCcV iCVoCViCVaC...C Ly(R?), (3.1.1)

tal que

1) mjeZ ‘/}:{0}7 UjeZ V} - LQ(R2)
2) f($ay) S V} g f(2$72y) € V}-‘rl

3) flx,y) €V & f(x — 277k, y —277ky) € V}, para cada ky, ks € Z.
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Para el caso Ly(R), véase la Definicién 2.3.1. Recordemos también que W;,
J € Z, es el complemento ortogonal de V; en V)4, es decir, Vi1 = V; & Wy;
sean P; y (); las proyecciones ortogonales sobre V; y W;, respectivamente.
Entonces, dada la funcién f en Ly(R) o Lo(R?), se puede expresar como

F=>_0Q;(f)
J
donde Q;(f) es la proyeccion de f sobre W;. Para el operador lineal T,

tenemos
= Z TQ,(f)

con T(f) en Ly(R) o Ly(R?), luego
T(f) =3 Qr(Tf) =3 _Qy 3 TQi(f) = 3 QrTQ;(f)

En consecuencia, la representacién del operador T en el analisis multirreso-
lucién es
T = E Qj’TQj-
J.J’
Esta suma se puede reescribir como

T = ZQ]TQ]+Z Z QiTQy +Z Z QiTQy

J J'<i-1 J o j'zj+1

- ZQJTQJ+Z Z QJTQJ +Z Z Q]TQ_]

J j'<i-1 J i'<i—1

= Z{QJTCM > QTQ+ > Q T@J}

J J'<i—1 J'<i—1

Si denotamos por A; = Q;7Q;, B} = Q;TQ; vy Cj, = @Q;TQ);, entonces la

J
forma estdndar de 7" en (3.1.1) es dada por el conjunto de operadores

- {Aja {ij}j’gj—l, {Cj@}j/gj_l}jez, (3.1.2)
donde
Bj, « Wy — W, (3.1.3)

Cj/ : VV] — Wj/ .
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Una alternativa a la representacion de T en la forma estdandar, es
representarlo en forma no estandar. Esto es, sea T},, la proyeccién de T sobre
V,, entonces T,, = B, TPF,. Como lim,_,., P, = I, el operador identidad,
tenemos asi, lim,, .o 1,, = lim,_,o P,TP, = T. Pero T,, se puede escribir
como una suma telescépica

Ty =PTPy =Y (PojTPyj— Poj 1 TPj1) (3.1.4)

J=0

ahora bien,

Po TPy j = Pojd TPy 1 = [Pooj = Poj ] TP — Py
+ [Pnfj — Pn,jfl]TPnfjfl + PnfjflT[Pn,j — Pn,jfl].

En virtud que V; = V;_; @ W;_y, entonces P,,_; — P,_j—1 = Qn—j_1, luego
Py TP, j—P, j 1TP, j 1= Qn j 1TQn j 1+Qn j 1 TP j 1+P j 1TQn 1.

En consecuencia, la ecuacién (3.1.4) se transforma en

T, = Z(anjflTanjfl + Qnejo1 TPy j 1+ P j 1 TQn—j—1)

Jj=0
con el cambio de indice, 7 —+ n — 7 — 1 obtenemos

n—1

T, = Z (Qn—j1TQn—j1+ Qnj 1 TPy j1 + P 1 TQp—j—1).
j=—00
Sin — oo, se tiene

(e 9]

nh_)rrgo T, =T = Z (QjTQj + Q;TF; + PjTQj)-
j=—00

De este modo, la forma no estandar de T es dada por el conjunto de
operadores T' = {A;, Bj, C;}ez, donde

A = QTQ;: W; — W,
O, = PTQ;:W; —V,
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La representacion de un operador T' en base wavelet, es un conjunto
de operadores que actian en los espacios multirresolucién. Si los espacios
multirresoluciéon son de dimension finita, entonces estos operadores se
representan por matrices de orden finito. También se observa que la diferencia
entre la forma estandar y la no estandar, estd en que la forma estandar
consiste en el mapeo de operadores del espacio de detalle sobre el espacio
de detalle, mientras la forma no estandar consta de tres tipos de operadores
A; = mapeo del espacio de detalle sobre el espacio de detalle, B; = mapeo del
espacio de aproximacion sobre el espacio de detalle, C; = mapeo del espacio
de detalle sobre el espacio de aproximacion.

La funcién de escala asociada con el andalisis multirresolucién (3.1.1) es
dada por ®(z,y) = ¢(z)¢(y), donde ¢ es la funcién de escala asociada con
la Definicién 2.3.1. Nétese que V; se puede escribir como V; := H; ® H; =
{F(z,y): F(z,y) = f(x)g(y), f,g € H;}, es decir, los subespacios V; forma
un andlisis multirresolucién separable de Ly(R?). Claramente, @ihb (x,y) =
227w — k1)d(27y — ko), para cada ki, ko € Z.

De igual manera la wavelet asociada ¥ y, como es usual, los espacios de
detalle asociados a este AMR son los W}, que son dados por

W; = (M; ® My) & (H; © M;) & (M; ® Hj), con jeZ  (3.1.6)

Las tres wavelets basicas que se requieren para definir el complemento
ortogonal de Vj en V; son:

1) (z,y) = ¢(x)v(y)
2) U(z,y) = (x)o(y)
3) Wiz, y) = (x)P(y),

donde los superindices h, v y d indica “horizontal”, “vertical” y “diagonal”,
respectivamente.

Sean P; y Q; los operadores proyeccién ortogonal del espacio Ly (R?) sobre
Vi y W respectivamente, esto es,

Pi:Ly(R*) —V; vy Q;: Ly(R?) — W

tales que

(P?f)(xay): Z S£17k2¢i1,k2<m7y)7

k1,ko€Z
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donde o oo
S?ﬁ,kz - <f7 (I)?c1,k2> = / / f(xvy)(bgcl,k2($a y)dydx
Sabemos por (3.1.6) que W; estd compuesto de tres subespacios ortogonales
W; = th S W, & Wjd,

con th = H; @ My, W/ = M; @ H; y Wjd = M; ® Mj, de esta manera,
Q; = Q} + Q) + Qf, luego

(QiN(xy) = (Qf)(a,y) +(Q; ) (w,y) + (Qf)(z.y)

h,j j v, j
= Z dkljk‘g k1,k2 'T y Z dkljk‘g k1,k2 .T y)

k1,ko€Z k1,ko€Z

d,j J
+ E : A 1y Vi o (7,9,
k1,ko€Z

donde los coeficientes al/,C o dzlj Ky Y diﬁ r, Son los “detalles” horizontal,
vertical y diagonal, respectlvamente, y son dados por

dzlj,lm = <f \I/kl,k2> = / / f<x7y)\1/2;j,k2 ("L‘a y)dydlb,

para A = h,v,d.

En esquemas numéricos, se considera una discretizacién correspondiente
a una determinada resolucién J, esto es, un espacio mas fino o de mejor
aproximacién V,, y un espacio de menor “resolucion” o menos grande V,,_;,
de tal manera que se tenga una versién truncada de (3.1.1),

Voes CVougi1 C...C V1 CV,. (3.1.7)
La forma estandar de 7" en (3.1.7) estd dada por el conjunto de operadores.
T, = {4, {B] ’—n I {C] ’—n JaEvjz J7Fn s To-s}
donde A;, BJ].‘, y C’j, son como en (3.1.3) y
) =Q TP,y Vg = W;

Fl =P, ;TQ; W; =V,
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Tn—J = Pn—JTPn—J : Vn—j — Vn—j

y la forma no estdndar de 7" en (3.1.7) es dada por el conjunto de operadores
Tn = {{4, Bj, Ci}n-s<jn—1, Tu-s} (3.1.8)

donde A;, B; y C;j son como en (3.1.5) y T,,_; = P,_jTP,_;: V,_y — V,_;.

Por dltimo, decimos que la representacion de un operador lineal T
en un analisis multirresolucién finito es una expansién en los espacios
multirresolucion de la aproximacién del operador 1" dado por T, = P,TP, :
V. — V. Los operadores A;, Bj/, C’;/ y T, son representados por matrices

S, .
ol B ~37 vy ™ cuyas entradas son definidas por

oo = [[visle) K@ y)os)dedy
o= [ sl K @) wdedy 3.9
e =[] e@E @i dedy
Skprk = / / Onk(2) K (2, y)n i (y)dady,

donde K(x,y) es el nicleo (kernel) del operador T. Dependiendo de la
expansion de T, bajo el andlisis multirresolucion, de obtiene ya sea la forma
estdndar o no estandar de la representacion.

3.2. Representacién matricial

La representacién matricial se construye del operador lineal general T" en
un analisis multirresolucién finito. Reiteramos que la forma no estandar de
T en un analisis multirresolucion finito es el conjunto de operadores

HA;, By, Citng<j<n—1, Tn-7} (3.2.1)

donde Aj = QjTQja Bj = .PjTQj, Cj = Q]TF)J y Tn_J = Pn_JTPn_J. En
virtud que W; = W/Jh@W/jV@WJd, y vimos que la proyeccién ortogonal (); sobre
W; es la suma de las tres proyecciones ortogonales Q?, Qy Q? sobre W,
Wv y W respectivamente, es decir, Q; = Q? + QY + Q?. Como consecuencia
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de esta 1ltima expresién se tiene que los operadores A;, B; y C; en (3.2.1)
estan dados por

4 = 3 A= ) @Te)

AN =hv,d AN =hv,d
_ 2 : A Z AT D
A=hv,d A=h,v,d
_ Z A Z A
A=hv,d A\=h,v,d

La forma no estandar de T es entonces reescrita como el conjunto de
operadores

T, = {{4". B}.C}} (3.2.2)

n—J<j<n—TAN hvd’T”*J}
donde

AN N A r_

A7 WE =W AN =h,v,d

B} V)= W2, A=hwvd
C} W)=V, A=h,v,d

Los subespacios V; y W’\ son de dimensién finita con bases {@il,b; ki, ko =
0,1,2,...,29 — 1} y {xpgf,@; = hyou,dik, ke = 0,1,2,...,2 — 1},
respectlvamente. Asi, la dimension de V; es 2%, mientras que la de dimensién
de W, es 3 x 2% (tres veces méas grande).

En la construccién de la representacién matricial usamos [0, 1]2-wavelets
periddicas. Mas precisamente, si S es una matriz de m X m con bloques
P de orden r x r (0 < 4,j < m — 1), entonces S se llama m-periédica si,
P”m’J = P puitm — pij P,zlj+m ky = P,z’lij y P = Pk &, Dara toda
iy 7, k1, ke con (0 < 4,7, ki, ko <m —1).

Cada uno de los operadores en (3.2.2) actiian sobre un subespacio de
dimensién ﬁnita de L?(R?), con elementos de las bases de doble indice (<I>k ke

1,k2+m

para V; y \I/k K, Dara W;). Ellas pueden ser representadas por matrices
ordlnarlas si los elementos de las bases de doble indice, son convertidas en
elementos de bases de indices individuales, por reordenamiento. Sin embargo,
es mejor trabajar con las bases originales y representar los operadores por
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estructuras cuatro-dimensionales. Esto es, la acciéon de T; = P;T'P; sobre una
funcién f € Ly(R?) es dada por

271
(Ef)<x’y) - PJTPJ(f):P]T Z Sgcl,kzq)?ﬂ,lm(xay))
kl,kgzo
29 -1 ‘ '
- P] Z SilJQT(q)irl,kg)(may)
k1,k2=0
291 A 2i 1 . ‘ _ ‘
- Z <(I>i3’k4’ Z SilkaT((I)gﬁ,kz)> (pgcg,k4(x7y)
k3,ka=0 "~ k1,k2=0 i
201 271 _

- Z Z <(I);€3,k47 T((I)il,kz) >Si1,k2 (I)i3,k4 (.T, y)

k3,ka=0 " k1,k2=0

271
_ E ) J
- 8k3,k‘4q)k‘3,k4 (I’, y)
k3,kqs=0

donde sihkz = < f, q)il?k2> son las coordenadas de P;f, la proyeccién de f
sobre Vj, y

27 -1
57€37k4 = Z <®?€3,k4’T(¢g€1,k2)>8?€1,k2
k1,k2=0

son las coordenadas de T;(f) en V;. Ahora bien, para cada ks, k4, el bloque
de orden 2/ x 2/ de la matriz cuyas entradas son T9*k con ks ky =
0,1,2,...,29 — 1, es la estructura 77 de T} : V; — V; dada por

Tj7070 ijovl . T]7072'7_1
TJ7170 TJ7171 T.]7172J71

Ti = (3.2.3)
Tj,2j—1,o Tj,Qj—l,l Tj,2f—1,2j—1

en donde las entradas de cada matriz T35+ son de la forma
Tt = (0, o0 T®7 1)y ki ke =0,1,...,27 — 1.

Entonces, la acciéon de T} sobre f se representa por una operaciéon de la
estructura 77 sobre la matriz s/ = (SfCl k2) teniendo en cuenta lo siguiente:
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Dada una matriz de bloque I de orden k x k, con bloques I'*/ de tamaiio
m X m y una matriz A de m x m. Definamos la operaciéon I' © A = B, donde
B es una matriz de orden k x k con entradas b; = Y, (I 0 A), y 0 A
es el producto de Hadamard (elemento por elemento) de TV y A es decir,
(I’ij o A) FklAkl En términos de lo anterior, la matriz 37 de T;(f) en V;
es dada por 37 =T ® s7.

De otro lado, los operadores A;\”\/, ij\, C;‘ y T} se representan por las
estructuras A7 B?A C9A y T7. Ahora, la accién de A]A-”\/ sobre una funcién
[ € Ly(R?) es como sigue

271 -1
AN N,j
A (D) = QTR =QT( X ki)
k1,ko=0
2711
QY A, TWt,) (@)
k1,k2=0
27 -1 27 -1
- Z < 3k47 Z dilﬂCZT wkl k2)>¢k3 k4( 7 )
k37k4=0 k’l,kz 0
27 -1 27 -1 '
- Z |: Z <wk3,k4’ (wli\l:gfz)>d21:]kg:| wkg k4($ y)
k3,kq4=0 “k1,ka=0

AN 3\ )
Luego el operador A" es representado por la estructura AN que tiene
por entradas

AN ks kg By
Ai:l,k‘Q o <wk3 kg <¢k‘1 ko / / wkg k4 Q: y ( il,l@)(l’ay)dxdy

De manera similar se hallan las otras matrices de los operadores B]’»\, CjA yT.

A\ ks k j, A
ARt [ [ ) TR, ) o p)dady

Bt = [ [ e T ) sy

Ofcsz ks :/ / ¢k5 k4 T ?J) (1/%1 kg)(xay)dxdy
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1k = [ bl )Tl ) ) dady.

Ahora bien, usando las ecuaciones

J _ § : J+1
¢k‘1,]€2 (x7y) - Hm1,m2¢m1+2k1,m2+2k2 (x y)
m1,m2=0
Vhogs(2,y) = A (z,9) (3.2.4)
Kk \ T Y) = ma,m2 Yimy +2ky ma+2k \ T Y el
m1,mao=0
N
encontramos que todas las estructuras de A B’\ CA T; (0 <145, ky, ko <
m — 1), se obtienen desde la estructura de T" recurswamente Puesto
j7A7>‘,7k37k4 _ 3 ]7>\)‘ k57k4
que Ayt (zbkg’k‘l, (wkl k2)> y sustituyendo (3.2.4) en Aj
obtenemos
IAN k3 ka ]+1
Ak17k2 - Z Gm37m4 m3+2k3,m4+2k4(‘r y)
m3,ma=0
L—1
Z N j+1
T( Gm17m2¢m1+2k1,m2+2k2 ($ y))>
m1,mo=0

L—1
j+1 +1
< Z Gm37m4 5713+27€3,m4+2k4(x y) Z m1,m2 (¢in1+2k1,m2+2k2(x y))>

m3,ma=0 m1,m2=0

L—1
N j+1 j+1
Z Z Gmlﬂm m37m4< m3+2ks,ma+2ks> T(¢m1+2k1,mQ+2k2)

mi1,mo= Omg,m4 0

como T]’kz”’]€4 = (#], 4,- T(8], 1,), entonces

L—1
Ajv)‘7>\l7k37k4 — GA, G)\ ]+1 m3+2k37m4+2k4
k1kz - 2 : mi,mz — ms, m4 m1+2k1,mo+2ko
mi,mz,m3,mg4=0

De manera similar se hayan las otras matrices, asi

L—1
Aj,/\,A’,ks,kz; _ oY o i+ ma+2ks,mat+2ka
k1ko - my,m2 ~ m3,my 7711+2k‘17m2+2k2
mi,m2,m3,mq=0
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L—-1
Bj,)\,k3,k4 _ G)\ ]+1 m3—+2k3,ma+2ky
k1ks - m17m2 m3,mq m1+2k1 ;mo+2ko

m1,mz,m3,ma=0

L—1
JiAk3ka A J+1,m3+2k3,ma+2ks
Ck1k2 o Gmth Hm3:m4Tm1+2k1,m2+2k2
mi,m2,m3,m4=0
L—1
Jy\k3,ka J+1,m3+2ks,ma+2ks
Tk?l ko - Hml’mZ Hm3’m4Tm1+2k‘1,MQ+2k’2 .

mi,mz,m3,mas=0

Por lo tanto, si tenemos la estructura de T), en V,,, todas las estructuras de
menor escala se determinan.

La aplicaciéon de un operador 7" a una funcién f se aproxima por la
suma de la aplicacion de los operadores A?’X, ij\, C’;\, n—J<j3<n-—1,
M A= h,v,dy T,_; (o, equivalentemente, por la aplicacién de los operadores
de T,, a f). Primero, la funcién se aproxima por las proyecciones P, f sobre
V,., para obtener las coordenadas de P, f en V,, como una matriz s" con orden
2" x 2™, La matriz s se descompone en el espacio multirresolucion usando
las ecuaciones

L-1 L-1

J'*l _ J

kl,kQ - Hml,m25m1+2k1,m2+2k2
m1=0 mao=0
L-1 L-1

.]_I)A
dklvk2 Z Z Gml,m2 m1+2ky,mo+2ko"

m1=0mo=0

recursivamente, para llegar a las matrices d™/, d*J, d* y s/ para j = n —

ot /
J,...,n—1; de esta manera las estructuras A7 BIA 09 n—J < j <n—1
y T"~7 son construidas.

La aproximacién T'(f) = T,(f) es dada por

n—1
> [Aj+Bj+ Gl + Ty (3.2.5)

j=n—J



48 Representaciéon de Operadores en Base Wavelet

luego, la aproximacién de T'(f) en T, (f) se representa por

1 r

T(f) ~ Tu(f) = A,(f) + By(f) + c*m} T (f)

3
I

WA
i
<

i
L

= Y |QTQD + QT B + BTQS ()] + PasTPis(f)

j=n—J
n—1 p 2/-1 27 -1
. 3N j by j A JiA
- Z Z Akhkz kl,kz k3,k4 + Bkl ko kl,k2¢k3,k4
j=n—J " k3,ks=0 k3,ks=0
29— 27 —1
JHA ] A j E Tn— J . n—J n—J
+ Z Ckl ko ™k k2 k‘3,k4:| k1 k‘251€1,k2 k3,k4
k3,kq4=0 k3,kq4=0

donde
\y )
kl,k2 <f’ wii\kz >’ kl,kz <f’ k1,k2 >’

AN N A
?61 ks T <¢k3 k’4’ £1J~C2>>’ Bil kay — <77Z)k’3 ky> (¢k1,k2)>

Olji‘l)\kz = <¢k3 kg (¢k1 k2>> TIZ 152 = <¢k3 kq> (¢k1,kz)>-

Por tanto tenemos

n—1 r 2/—1
n) = 3| X (i ) v

j=n—J “k3,k4=0
29—1 271
j)‘ .]))\ .] n—J 7’L J in—J
+ D Oy, kg,m] + Y Tt it i,
k3,ka=0 k3,ka=0

donde
dr= N AW od+ B o
A=hv,d

5= Z Crod* con n—J+1<j<n—1.
A=h,v,d

“

Z Cn—J,)\ ® dn—J,)\ + Tn—J ® Sn—J

A=h,v,d
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y 57 =T7 ® s’. De este modo tenemos

27 -1 27 -1

3 > ( > B W)+ Y Tl

j=n—J A=hp,d kski= k3,kq=0
(3.2.6)

La funcién f = T,(f) en (3.2.6) puede reconstruirse en el espacio mas fino
V,, es decir,
211211

f(l’ Y) Z Z Sty o P o (T3 Y)-

k1=0 ko=0

Dadas las matrices d’ y s paran—J <j<n-1, A= h,vd (donde
57 =37 +§7) los coeficientes s™ se reconstruyen medlante el esquema

{Sn}& {Snfl} — {/S*nfl + gnfl} o <7{SanJr1} — {’8me+1 + §n7J+1}<7{San}
\{dnq} _ {&\nfl + Cflvnfl} “\{dn—JH} _ {EanH + CAl/an+1} {d"=7}

con "t =57 4+ @ ya que P = Q-1 + P4

3.2.1. Representacién matrical de la forma N-S de 0,

Ahora se representa el operador 1" en el caso particular T' = 0.
La ecuacién

Tik " = / / Oy 10 (29T (B, (0, y)ddly,
con j = n se tiene
Lok = / / AN [cbkl k(2. y) ] dady
- / / ‘b””“?’(”)(bw(y)—[%kl(w)qﬁn,kg(y]d:cdy
N / / Dk (¥ ¢nk1( )Gk (U)o (y)dwdy  (3.2.7)

- | [ oo | [~ snmonmmal,
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Ahora bien, puesto que {¢y,  }n ren €s una base ortonormal se tiene entonces
que la dltima integral

/ ¢n,k2 <y>¢n,k4 (y)dy = 5k2,k4~ (328)
Por otro lado, como

Gis(T) = 2202w — k3) ¥ P () = 2720(2"x — ki)

entonces
/ ¢n,k3( ¢n kl / §b " — k3 ¢(2nl’ — ]{?1)2ndl’,

al hacer el cambio de variable w = 2"z — k1, en esta tltima integral se obtiene

2 [ o(2 B k) S etlde = 2 [ ow = (ks — k)5 (6w du

—00 2n —00 ox
= 2 [ (e — D' (x)da,
con [ = k3 — ky de este modo tenemos que
/ Sk (2) o (Do ()l = 2, (3.29)
donde -
= / (e — Do () da. (3.2.10)

En consecuencia, al sustituir las ecuaciones (3.2.8) y (3.2.9) en (3.2.7) se
obtiene

n,ks,kq n
Tkl ke =2 Tk3—k‘1(5k2,k4'

Luego, la matriz de bloque T™ se determina por los coeficientes 7.
Por lo tanto, si la integral dada en (3.2.10) existe, entonces los coeficientes
r; satisface el siguientes sistema de ecuaciones lineales

L)2

T = 219 + Z A2k—1 <T2172k+1 + 7”2[+2k71) (3.2.11)
k=1
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con Y lr;= —1, donde los coeficientes a,, (autocorrelacién de los coeficientes
de filtros) son dados por

L—1—n
an =2 Y  hihyn, n=12.. L-1

1=0

En efecto, sabemos que ¢ = /2 Zi;& hi¢(2x — k), usando las expresiones

oz —1) = th,@ (20 —20—k) vy g(qﬁ(m)):\/ﬁihkqﬁ’@w—lﬂ

ox
se tiene
L—1L-1
o(x —1 23 ) hehug(2x — 21 — k)¢ (22 — 1)

k=0 1=0

L—1L-1 0
r = / o(x — 1) (z) =2 hih / o(2x — 21 — k)¢'(2x — 1)2.

k=0 1=0 >

ro= 2 hhl/ Oz — (2 + k — )¢ (z)dw

k=0 =0
L—1L-1

r o= 2 P2 k1
k=0 1=0

sustituyendo l =k —m (sil=0—k=mysil=L—-1—-m=k—L+1)

L—1 k—L+1 k—L+1 L—1
Ty =2 E E Pl —mT2ipm = Ti = 2 E E hichi—mT2i4m
k=0 m=k m=k k=0

Ahora bien, para el caso particular L = 4 tenemos

k—3
=2 h hkfmr2i+m
0

b‘
)_l

e
Il

m=k
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L—1 3
m=k = 2 Z hinhoToivm — 2 Z hmhoraiym

L2 2
m=k—-1 = 2 Z Py 1haroipm — 2 Z Py 1haT2ipm

m=—1 m=—1
L-3 1

m=k—-2 = 2 Z P —2haToiym — 2 Z Py 2haraiim
m=—2 m=—2
L—4 0

m=k—3 = 2 Z Pom3hsraipm — 2 Z Pom3hsraizm
m=—3 m=—3

entonces

r; = 2[hgra; + hihoraivs + hahoraive + hahoraiss)
+ 2[hohiri—1 + hira; + hohirais1 + hahiraiis)
+ 2[hohatai—a + hiharai—1 + h3ra; 4+ hhoraii1]
+ 2[hohsrai—s + hihsrai—o + hohsro;i—1 + hﬁm}.

Agrupando términos

ri = 2(h3+ hT+ h3 + h3)ry; + 2(hiho + hohy + hshy)rai

2(haho + hshi)raiva + 2(hohy + hihe + hohs)re—4

2(hohg + hihs)rai_o + 2hohsrais + 2hohsrai_s

2rg; + a1r2ip1 + arrei1 + agreipe + aorai2 + azraips + asrei3

2r9; + a1 (roip1 + roi—1) + ag(roics + r2i-1)

33
m + +

donde h%ﬁ‘h% +h% +h§ = 1, a; = 2(h0h1 +h1h2 —|—h2h3), a9 — 2(h0h2 —|—h1h3)

y ag = 2hghg. Por tanto podemos escribir los términos r; como

2

ri = 2ry + Z azk—1(T2i—(2k—1) + T2i(2h-1)) -
k=1

Asi hemos comprobado que la expresién (3.2.11) se cumple tomando como
valor referente L = 4.

Con un pequeno cambio en la notacién en (3.2.3), la matriz de bloque
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T7(=T" para T = 0,) se convierte en

mn__ n
Xl’l X1,2 o X1’2 1 X1’2
X211 X122 X22"-1 X2,22
T = : : : : :
X2"-11 0 x2t-12 X2"-12n-1 x2n-12n
X27L’1 X27L’2 X27L727L_1 X2TL727L

k3.ka __ qm,k3,.ks __ on k3,k4 . £
donde XWC2 = T,ﬂ?/,€2 = 2" hy—ky Oko ky- Entonces cada X contiene solo

una columna distinto de cero, la k4-ésima columna, es decir,

X haika _ 2"y -k, S hy=hy
k1,k2 0, en otro caso.

Las columnas distintas de cero de X! son dadas por
Cc = 2n(0,7’,1,7’,2, cey T (L-2)s O, c ,O, rr—o2,... ,7"1).

La representacién matricial 7" de T' = 8, sobre V}, es circulante [31].!

3.2.2. Representacién wavelet de la funcién operador

En esta subseccién se considera la construccion de la representacion
no estandar del operador de la forma 7" = f(0,) en V,, donde f es una
funcién analitica. Recordemos que la forma no estandar de un operador
T es una coleccién de los operadores Aj, B;,C; y T,,_; que representan a
T, la proyeccién de T sobre V,,, y estos operadores son representados a su
vez por matrices A7, BY. C7 y T/ respectivamente, los cuales se obtienen
recursivamente de la matriz 7™ (la matriz de representaciéon de T,, en V,,).
El objetivo aqui es representar T'= f(0,) en V,, de tal manera que la matriz
T™ se calcula de la matriz de representaciéon de P,(0,)FP,. Introducimos dos
enfoques para aproximar 7" = ¢(0d,) sobre V.

'Una matriz cuadrada C' es circulante [21] si tiene la forma
Cl 62 e Cn
Ch C1 - Cn—1

C =circ(cy, 2, .. ,0n) =

Co c3 cen Cc1
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a) Calculando la proyeccién de f(0,) sobre V,,, es decir, T,, = P, f(0.) Py

b) Calculando la funcién f de la proyeccién de 0, sobre V,,, es decir,
Ty = g(Pn(0z)Py).

Por lo tanto, T;, ya no es una proyeccion, pero si una representacion diferente
de T en V,,. La diferencia entre estos dos enfoques depende de lo bien que
actia |¢(€)]? como una funcién de corte o truncamiento, donde ¢ es la funcién
de escala asociada con una base wavelet. Si la funcién de operador f es
homogénea de grado m, por ejemplo, m = 1 y 2 para la primera y segunda
derivada de los operadores, entonces los coeficientes que aparecen en la forma
no estandar satisfacen las relaciones de la forma

v o= 27T sl =27 ). (3.2.12)

Por otro lado, si la funcién operador f no es homogénea, entonces s),, se
obtiene a través de (3.1.9) y calculamos los coeficientes

Li—1Ls—1

O‘z =2 Z Z gkgk's2z+k %

k=0 k'=
Lj— 1Lf1

Bl=2>" Z gkl Sy (3.2.13)

k=0 k'=
Lj— 1Lf1

7 =2 Z Z hkgk’52z+k %

k=0 k'=

para cada escala 7 = 1,2,...,J < n. Notese que si f es un operador de
convolucién, entonces las férmulas para 527 i se simplifican considerablemente,
véase Beylkin [2].

La representacién de la funcién operador P, f(0,)F,

Se describe a continuacion el calculo de la forma no estandar de la funcion
operador mediante la férmula Py f(0,) Py, la proyeccién de la funcién operador
en la base wavelet. Para tal fin utilizaremos el par de transformadas de Fourier

a 1 > —iT _ 1 > ~ 1T
f6) = o= / el idr, f(w) = o= / JEGES
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Ahora bien,

Si,w = Q_j/ 02772 — k) f(0.) 0277z — K )dx

—00

observe que debemos encontrar f(9,)¢(2 7z — k’). Para ello utilizamos la
transformada inversa de Fourier

Foe =) = —= [ e )ae e
1 [ | —
= o= | rigpee e e
De este modo,
Si,k' = 2_j/ 0(279r —k L/%/ f(=i&279)p (f)e_igkleﬂjxfdf]dx
— / f(—i€279)p(&)e K [E/ @(Q_jx—k)eizjxgdx}df,

haciendo el cambio de variable z = 2772 — k obtenemos
27 o0

J _ ] —i&k’
Sk T / f(—i&277)p(€)e L/%
- [ H(igrpee [E / @(Z)eizgeikgdz} 2

_ - €27 p(€)e K ke Je~ " dz
- /_oof( £27)¢(€) {m/ fd}dﬁ
_ / f(—i€279)e M ¢) B () de

= [ sigrhip@ Pt

SO(Z)ez‘gzﬂ'zj [z+k]dZ:| d¢

Nétese que s;, ;0 = s3,_p/, luego

5l = / F(ie279)|p(€) Peide.
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Al dividir la recta real en intervalos I = [2km,2(k + 1)7] para k € Z, la
ultima integral se puede escribir como

. 2m(k+1) ' '
§=3 / F(—ie279)|p() 2 e,
keZ 2

7k

Al reemplazar £ por € + 27k, los limites de integracion cambian a 0 y 27,
esto es,

27
i = /0 > F(=i27 (€ + 2km))|G(€ + 2 e TN,

keZ

2kmi

Como e = 1 para k € 7Z, entonces tenemos

2T
= [ X s ol + umPetas (3214

kEZ

Haciendo g(&) = >,z [(—i277 (€ + 2km))|@(€ + 2km)[?, obtenemos

27
s] = / g(€)elde. (3.2.15)
0
Por otro lado, sabemos que la funcién [$(€)|? actia como una funcién de
corte en el dominio de Fourier, esto es, |¢(£)|? < € para || > b, con € > 0
y b > 0. Por tanto, la suma infinita (3.2.14) se puede aproximar a la suma
finita

p
9(&) = D F(=i27(&+ 2km))|B(€ + 2hm)
k=—p
para p entero suficientemente grande. Usando esta suma finita, en lugar de
g(€) en (3.2.15), y discretizando uniformemente el intervalo [0,27] en N
subintervalos [£,, {,+1] para &, = 2mn/N, conn = 0,1,..., N — 1, obtenemos
una aproximacion para los coeficientes s{ ,

=

gﬂ_

1 ~ i
I — N g(Sn)e §nl.

i
o

Estos coeficientes se pueden calcular aplicando la transformada réapida de
Fourier a la sucesién {g(&,)}.
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La representacién de la funcién operador f(Py0,F)

Veamos ahora la representacion para f(FPy0,FPy). Para ello usamos la
transformada discreta de Fourier, a fin de diagonalizar este operador. Si X
es la representacion matricial de P,0,P,, entonces T™ se obtiene aplicando
la funcion f a X.

Ahora bien, si X es diagonalizable entonces existe una matriz invertible P
tal que X = P~1D, P, donde D, es la matriz diagonal que contiene los valores
propios Ay, Mg, ..., Aen de X, luego f(X) = f(P7'D,P) = P 'f(D,)P.
Notese que el problema se reduce a diagonalizar X. Como la representacién
matricial de P,0,P, en V, es circulante [31], ésta es diagonalizable por la
matriz de Fourier (véase p.e., [7] o [21]), la cual es dada por

1 —(k—1)(1—1
1 1 1 1]
. 1w w? whN—1
_ 1 w? w? w™D <k I<N
\/N : : ) )
i w1 wQ(J.V—l) w(N.—l)Q

27

donde wy = e~ .
La inversa de la matriz de Fourier es F'*, la transpuesta conjugada de F,
es dada por

1

F* = (F{ ) nen = \/—N(w](\l;_l)(l_l)), 1<k1<N.
Se puede probar, véase por ejemplo Davis [21], que los valores propios de una
matriz circulante C' = circ(cy, ¢a, . .., cn) son dados por
N
e = Z CpeX T E=DM=1/N ] < < N, (3.2.16)
m=1

Ademsds, el vector fila (A1, \a,...,An) de valores propios de la matriz
circulante C' = circ(cy, ca, ..., cN) €S

(/\1,/\2, .. .,)\N) = \/N(Cl,CQ, e ,CN)F*,

donde F™ es la matriz inversa de Fourier.
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Si 17 = cire(0,7-1,7—2,...,7—(L-2),0,...,7—2,7—3,...,72,71), de orden
2" x 2", es la representacion matricial de P,0,F, en V,. Entonces T es
circulante y es dada por 7' = F*A,F, donde A, es la matriz diagonal que
contiene los valores propios de T7. Ahora, teniendo en cuenta (3.2.16) los
valores propios Ay son dados por

~

L—2 L—2 -2

2mil(k—1) 27il(k—1) —2mil(k—1) 27il(k—1)

A = E r_je 2" "‘E re 27 = —rl[e 2" —e 20
=1 =1

=1

L2
, 2rl(k — 1
= -2 g 7 sen(%), (r_y=—r).

=1

Nétese que los valores propios son imaginarios puros y que Agn-14;, = A, (el
complejo conjugado) para todo 1 < k < 2771,

En virtud que la matriz 7" = F*f(A,)F es circulante, es por tanto
suficiente determinar la primera fila de T™ para que quede completamente
determinada. La primera fila de T™ esta dada por

T = = (FA S Oa), o fO) .

Q‘

el lado derecho se puede ver como la transformada discreta de Fourier del
vector® v = (f(A1), f(Aa), -, f(Aan)).

Una vez obtenida la matriz 7™, las matrices A7, B’ y T™7 para
el operador T' = f(0,) se puede calcular recursivamente mediante las

2La transformada discreta de Fourier de un vector v = (vy,...,v,) es un vector y cuyas
componentes son dadas por

n
Ym = z:Uke—Q‘n’i(?n—1)(]6—1)/n7 1<m<n.
k=1
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expresiones

J _
Ak,k’ =
J _
Bk,k’ =
J _
Ck,k/ -

J _
Tk,k’ =

L—1 L-1
j+1
gmgm/Tm+2k,m’+2k/
m=0m/=0
L—-1 L-1
Jj+1
gmhm/Tm+2k,m’+2k’
m=0m’/=0
L-1 L-1
j+1
hmgm' m~+2k,m’+2k’
m=0m/=0
L—-1 L-1

Jj+1
hmhm/ m~+2k,m’+2k’

donde k, k' =0,1,2,...,2" 7 —1,j=n—1,n—2,...,n — J. Recuerde que
la matriz T}";, = 2"y, véase (3.2.10).

Para llegar a la proyeccion de la funcién operador f(0,) sobre el
subespacio Vp, los coeficientes wavelet s son dados por

Sl:

N

3 e

k=1

Los elementos restantes de la forma no estandar se obtienen recursivamente
usando las ecuaciones (3.2.12).






CAPITULO 4

Solucién numérica de la ecuacién KdV

4.1. La ecuacion Korteweg-de Vries (KdV)

En esta Seccion se presenta alguna terminologia referente a la ecuacion
de Korteweg-de Vries [22, 23, 40, 57, 62]

ou ou Pu
+ 6u——

— —_— = R, ¢ 4.1.1
ot 8m+6x3 0, zek ¢>0 ( )

el nimero 6 es sélo un factor de escala que permite que las soluciones sean
faciles de describir, esta ecuacién aparece en el estudio de ondas en aguas
poco profundas en la dindmica de fluidos [22, 39, 51, 62]. Una propiedad
que caracteriza la ecuaciéon KdV es que los términos wu,, no linealidad, y
Ugze, la dispersion, se balancean entre si generando soluciones de onda que
se propagan sin cambiar de forma.

La ecuacion KdV se dedujo en 1895 por D. J. Korteweg y G. de Vries
para modelar las ondas de agua en un canal de poca profundidad, con el
propdsito de resolver una conjetura formulada por el ingeniero John Scott
Russell en 1834, donde él afirmaba que en este tipo de canal se genera
una ola solitaria, pero varios matematicos destacados, incluyendo Stokes,
estaban convencidos de que tal fendmeno era imposible. Korteweg y de Vries
demostraron que Russell estaba en lo cierto, encontrando en forma explicita
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y cerrada soluciones de onda viajera a su ecuacién con caracteristicas muy
especiales como retencién de su forma en todo momento, bien localizada
(asint6ticamente constante en +00) y en el caso que una onda solitaria
traspase a otra, se retiene el tamano y su forma. Este hecho es en cierta
forma el principio de superposicion.

La ecuacion KdV no recibié mayor atencion hasta 1965, cuando N.
Zabusky y M. Kruskal publicaron sus resultados de los experimentos
numéricos con esta ecuacién [62]. Ellos obtuvieron soluciones aproximadas
a la ecuaciéon KdV mostrando que cualquier perfil de onda inicial localizada
que evoluciona de acuerdo a la ecuaciéon KdV, genera un conjunto finito
de ondas viajeras localizadas de la misma forma que la onda solitaria
original, confirmando lo descubierto por Korteweg y de Vries en 1895. El
término solitén fue acunado por Zabusky y Kruskal para describir esta
onda solitaria solucién de la ecuaciéon KdV [23, 62], en analogia con otras
particulas elementales tales como electrén, proton, foton, etc. Asi, por solitén
entendemos una onda solitaria en forma de un pulso que es capaz de
trasladarse sin cambio de forma y sin pérdidas de energia, y ademés es capaz
de conservar su estructura después de un choque con su semejante, es decir, su
comportamiento es andlogo al de una particula. Luego los solitones son ondas
no lineales que exhiben un comportamiento extremadamente inesperado e
interesante, ondas solitarias que se propagan sin deformarse [22, 23].

4.1.1. Derivacién de la ecuaciéon KdV

La ecuacion de Korteweg-de Vries (4.1.1) admite solucién tipo onda
solitaria o soliton. Existen varios métodos para obtener tal solucién, por
ejemplo, supongamos una solucién de onda viajera con la estructura

u(z,t) =v(x —ct), xzeR, t>0,

para alguna funcién v y velocidad de onda constante c¢. Determinemos v por
sustitucién de esta expresién en la ecuacion (4.1.1) [23, 25].
Sea & = x — ct, entonces u es solucién de la ecuacion KdV siempre que v
satisfaga la ecuacion diferencial ordinaria
dv  d®v

dv
e b fy— 4+ —— =0
Cd£+ vd§+d§3
al integrar se obtiene
—cv+302+d2—U—A
a2z
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donde A es una constante de integracién. Al multiplicar esta tltima expresion
por d€

dv 2dv  dPvdv  dv
—cv— + 30—

d¢ e " derdg ~ Tde

e integrar, se tiene

1 /dv\2
21} + v 4 2 (df) = Av + B,
con B una constante de integracion. Como la onda solucién es un soliton,
dv d?
entonces cuando |£| — oo, v, d—z, d_fg — 0, de donde A = B = 0. Luego

dv dv
_§U+ 34 2 (d§> =0 o dg—:lzv\/c—Zv

Al separar variables e integrar se obtiene

v
- ——+D
/ vy c— 2v
donde D una constante de integracién. Haciendo la sustitucion

Cc

v=73 sech?y dv = —csech?y tanh ydy
y
A2
vvVe—2v = - sech?y tanh y
se obtiene
/ —y+D.
vV e — 2v \/_

Por tanto,

2
{=—7y+D o yzgf—D,

NG

pero y = sech™* 2?”, luego

sech(%f — D) = 2

C
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de donde
() =< sech2<£cf - D).
2 2
En consecuencia, la solucién de la ecuacién KAV es

u(z,t) = ¢ sech? (L—C(x —ct) — D).
2 2

Como la ecuacién KdV es completamente integrable [23, 28, 40], lo que

significa que la solucién exacta se puede calcular para un valor inicial

arbitrario, y ademads, por la naturaleza de la solucién, se puede elegir D = 0.

Obteniéndose asi,

u(z,t) = gsech2 (\/76(:6 - ct)).

En virtud a que v > 0 para todo &, el solitéon es una onda de elevacion
simétrica sobre & = 0, que se propaga en el medio sin cambio de forma
con velocidad constante ¢ proporcional a la amplitud. Por lo tanto, ondas
solitarias con gran amplitud se mueven con mayor velocidad que ondas
solitarias con menor amplitud.

C

Si en lugar de v = £sech?y hacemos v = —&csch?y, obtenemos otra
2 2 ;

solucion de la ecuacién KAV del tipo onda viajera dada por

u(z,t) = —g csch2<§c(x - ct)).

Nétese que esta solucién no es un solitén, debido a que u(z,t) no es acotada
en £ = 0.

4.2. Algoritmo basado en wavelets
En esta Seccién se describe un esquema basado en la teoria wavelets para

resolver cierta clase de ecuaciones en derivadas parciales no lineales. Como
caso particular estudiaremos el problema de valor inicial

% = Lu+Nf(u)
u(z,0) = wup(z), 0<z<1 (4.2.1)

uw(0,t) = wu(l,t), 0<t<T
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donde Lu es la parte lineal y N f(u) es la parte no lineal, con £ y N
operadores diferenciales que no dependen de ¢. La funcién f(u) en general es
no lineal. Como ejemplos de este problema podemos mencionar la ecuacion
de Burger de fluidos viscosos [22, 25]

ou 0%u

ou
— = V= —, t>0, O<aox<xl >0
o~ Vo T Vor y Uez<dh v

u(z,0) = uo(x),
o la ecuacién de Korteweg de Vries (KdV) [22, 23, 40]

— tbu—+-——= =0
T
u(z,0) = wup(z).

Estas dos ecuaciones se pueden resolver analiticamente, pero la motiva-
cion de este trabajo es estudiar métodos numéricos aplicados a la solucién de
este tipo de problemas de valor inicial. Dentro de los métodos numéricos para
tratar estas ecuaciones se destacan aquellos que generan esquemas discretos
cuya implementacion computacional sea eficiente y sencilla, por ejemplo, di-
ferencias finitas o elementos finitos [11, 24, 50, 51, 57].

Los métodos de separacién de operadores son especialmente ttiles en
ciertos casos, ya que se han desarrollado para reducir problemas complejos
de la fisica matematica a una cadena de problemas mas simples los cuales
pueden ser eficientemente resueltos en una computadora. Este tipo de
reduccion consiste en separar al operador que caracteriza la ecuacién de
estudio como una suma de operadores de estructura mas simple, véase la
ecuacion (3.2.5). Es importante observar que los métodos de separacién de
operadores permiten la discretizacion de la variable temporal en el modelo
continuo, mientras que la discretizacion de las variables espaciales se realiza
con técnicas de diferencias finitas o elementos finitos, lo que permite que el
modelo discreto conserve las propiedades fisicas del modelo continuo.

Por otro lado, la teoria wavelets proporciona métodos como la descom-
posiciéon de operadores para resolver ecuaciones en derivadas parciales con
condiciones iniciales y peridédicas. Para ello, se discretiza en el dominio de las
wavelets y se utiliza el analisis multirresolucion para obtener varios niveles de
representacion multiescala del sistema discreto, es decir, a distintos niveles de
“resoluciéon” se tendra una base wavelets. Mdas concretamente, cuanto mayor
precisién se pretenda obtener en la solucién, mayor nimero de funciones se
tendra en la base wavelets, véase por ejemplo, [2, 3,4, 6, 12, 14, 15, 17, 47, 54].
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4.2.1. El enfoque de semigrupo

Consideremos el problema de valor inicial (4.2.1), a través de la teorfa de
semigrupos (véase la Seccién 1.3) la solucién se puede expresar como

u(z,t) = e“ug(x) —I—/O IEN f(u(x, 5))ds, (4.2.2)

L

donde, para cada t > 0, el operador e'* se representa por

o= ()"
. :Z( )’

n!
n=0

la serie converge en la norma del operador [46].

La ecuacion (4.2.2) es el punto de partida para el esquema basado en
wavelets, y la integral se aproxima por medio de cuadratura para obtener una
ecuacion en diferencia implicita para la solucién. Esto es, debemos estimar
la integral

I(z,t) = /Ot CHEN f(u(x, 5))ds, (4.2.3)

donde el operador diferencial N es independiente de ¢ y la funcién f(u)
es no lineal. Nétese que tanto para la ecuacion de Burger como la KdV,
N f(u) = uu,, aparece el producto de u y su derivada con respecto a x. De
este modo, la integral (4.2.3) se puede escribir como

I(t) = /Ote(t_s)ﬁu(s)v(s)ds, (4.2.4)

donde se ha suprimido la dependencia explicita de z.

Para obtener una aproximacién de esta integral, se realiza una particion
regular del intervalo [0,¢], con nodos en los puntos t; = tg + ih, con ty = 0
y h =ty —t;, parai =0,1,2,...,m. Denotando u(t;) y v(t;) por u; y v;,
respectivamente, la aproximacién para (4.2.4) es de la forma

I(t) = I(t) + O(h™Y), (4.2.5)

(. /
~~

operador

I(t) = (emh — 1)L (zmj c,.juivj), (4.2.6)
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donde Z es el operador identidad y los coeficientes ¢; ; son independientes
de t. Para determinar los coeficientes ¢; j, se comparan las aproximaciones
(4.2.5) y (4.2.6) con un esquema de orden de precisién conocido, el cual se
puede construir usando polinomios de interpolacion de Lagrange

1”—"”[ t—tk

k=0, k;éz

para las funciones u(t) y v(t) que aparecen en el integrando de (4.2.4). Las
aproximaciones de Lagrange para u y v son dadas por

ZL Ju; + O(R™)

ZL v; + O(h™).

Al reemplazar estas expresiones en la integral (4.2.4) se obtiene
I(t) = I(t) + O(h™), (4.2.7)

donde la aproximacién I es dada por

I(t):/ ts‘:ZL (8)uv;ds

,j=0

y luego de intercambiar sumatoria e integral se obtiene

m
= Z fijuiv;

4,j=0
donde .
fij :/ =L (s)L;(s)ds.
0

Los coeficientes ¢; ; se encuentran comparando potencias del paso h entre las

aproximaciones (4.2.5) y (4.2.7). Por ejemplo, para el caso m = 1 debemos

encontrar f; ;, con ¢,j = 0,1 y luego comparar las estimaciones Iy
Encontremos f;;. Para ello necesitamos Lo(s) y Li(s), conty =0y t; = ih

tenemos

S — to

s—tl_tl—s s
ti—to h'

L = =
o) == =7

y Li(s) =
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De este modo, con t = t; = h se tiene

h h h— 2
foo = / e(h_s)ﬂ[Lo(s)Pds:/ e(h=s)L [—S] ds
0 0 h

ohe  rh
= —— | e *(h* — 2hs + s%)ds.
h? Jo
Después de integrar y un poco de manipulaciones algebraicas se obtiene

2 2 2
fOO — eh[,‘cfl . Eeh££72 . ﬁﬁig + ﬁehﬁﬁfS.

h h h—s1rs
for = / e =IELo(s) Ly (s)ds :/ elh=s)E —|ds
o 0 o(s)La(s) 0 [hHh}

eht h
= 77 e *s(h — s)ds = fio
0
ol 2 s Lo 2 hpas
—hﬁ +h2£ —I—heﬁ h26£.
Por ltimo,

h h 512 ohe  [h
fu = / "L (s)]ds = / elh=s)k [—] ds = — s*e™*Eds
0 0 h h* Jo
2 2 2
1 2 -3 hL p—3
Ahora bien, la aproximacién de e"* en serie de Taylor en los cinco primeros
términos es

-

h2L?  h3Ld hiLt
hL
~TI1+hl
donde Z es el operador identidad, sustituyendo en las expresiones anteriores

y tomando hasta el orden O(h?) obtenemos
h? £2 h3 £3 h4 £4

_ -1
foo = (I+h£+ 5+ 5 + 55 )£

2 .5
ﬁﬁ

2 h2L?  h3L3 hiLh 9
- (I +hl + 5 + 6 + 2 ),C

2 h2L?  h3L3 hiLt _3
+ 2 (I + hl + 5 + G + 2 )E

h h? 3
= g + Zﬁ + O(h )
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h2L2 RPLE ALY L,
foo = —L + £ +h(Z+h£ 5 T T ),C
hAL2  h3LP ALY\ L,
> 6 T u >£

i m(m,c

h h?
— g‘i‘ £+O(h3> f10

2
fu = h2<I+h£+

h  h?

= g‘l— £+O(h3)

Por tanto, haciendo u;v; = A;; se tiene

22 3,3 4 r4 2 2
e ) e e

I(t) = Z fijuiv; = Z fijAij = fooAoo + forAor + fioAio + f11An

1,7=0 1,7=0

= [y + ] g+ ]l + 1]+ A5+ ]

h h?
= [2(1400 + Ay) + Ao + Alo] G + £[3A00 + A+ Ao + A10:| 1 + O(h3)

Por otro lado,

i - (ehL—I)L’l(icijuivj>

1,7=0

W2 R R )
= <I+h£+ 5t 5t 5 —I)E <ZCz‘inj>

i,j=0
2

_ <h+h£+h£2+ 53)(2% w)
S u

1,7=0
O(h3)

h

h2 2
- (h+ 5)5 hS + LS + O(h")

donde

1
S = Z cijAij = cooAoo + co1Aor + ci0Ai0 + c11 A

1,7=0
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Para simplificar hacemos uy = u(ty), vo = v(ty), uy = u(ty) y v1 = v(ty), de
este modo los desarrollos de Taylor de orden O(h?) para u y v son

h2
h2
Vo = VU1 — hUi + ?Ui/ + O(hg),

donde las primas indican derivadas con respecto a t. En consecuencia,

h? h?
AOO = UgVg = (u1 — hu'1 + ?u/{) (Ul — hUi + ?Ui/) + O(h3)
h2
= wuyvy — h(ugvy + ujvy) + g(ulvf + 2uv] + ufvy) + O(h?)
h2
Agr = wuguy = (u1 — huj + ?u’1’> v + O(h?)
h2
= wv; — hufv, + 7u’1’v1 + O(R?)
h2
AlO = U1Vg = Uy (Ul — hv’l + 51/1/) + O(hg)
h2
= U1 — hulvll + Eul’l)il + O(hg)

All = U1?j.
Asi,

S = cpAoo + corAor + croAio + ciiAn
h2
= cypo [ulvl — h(uv] + vjvr) + ?(ulvf + 2uhv] + u’l’vl)}
h? h?
+ Co1 |:U1U1 — hu/lvl —+ ?u’{vl] + C10 |:U11)1 — hulvi -+ ?ulv/{] + C11U1U1

= (coo + co1 + c10 + ci1)urvy — h [(Coo + c10)uvy + (coo + 001)16/101}
2

h
+ ? [(COO + 010)11,17/1/ + (COO + COl)U,lllvl + QCQ()U,II?JII] + O(h3)
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Haciendo R = cog + cg1 + ¢19 + €11 tenemos

I =

h2
hS —|— E;CS —|— O(hg) = h RU1U1 — h[(CoQ + cm)ulvi —|— (COO —|— 001)1/11)1]

2
? [(COQ + 010)U1'U/1, + (COO + COl)Ulllvl + 2COOU/1U/1]:|

2
?E Ruwl — h[(Coo + Clo)ul’l)ll -+ (Coo + 001)1/1111}

h2
? [(COO -+ Clo)ulvil + (COO + C(n)Ull,/Ul + 2CooU/1U1]:|

h?
hRU1U1 — h2 [(Coo -+ clo)ulvll + (Coo -+ 001)UI1U1] + ?E(Rulvl) + O(hg)

De igual manera se obtiene

_ h h?
I = [QAOO + 2A1; + Aor + Aw} 5 + L [3/100 + A+ Ag + Am} T + O(h%)
h / / h2 " ! ! "
=3 2 [ulvl — h(ugv] + ujvy) + 7(%1}1 + 2ujv] + ulvl)] + 2uqv;
h? h?
+ wupvy — hujv + ?u'{vl + uyvy — huyvy + 3u1v1’
h? h?
+ EE 3 [ulvl — h(ugvy + ujvy) + 7(161@1/ + 2uhv] + u’l’vl)}
h? h?
+ wupvy — hujv + ?u’{m + uvy — hujvy + 7ulvi’ + ugy
h? h?
= hujv; — ?(ulvll +ujvy) + ?E(ulvl) + O(R?).
Por tanto,
B . h2 h2
I -1 = huv — §(u101 +ujvy) + Eﬁ(ulvl) — hRuqvy

2
+ h2 [(Coo + clo)ulvi + (Coo + 601)U/1’Ul] — ?ﬁ(Rulvl)
h2
= h[(l - R)ulvl] + ? [(2000 + 2010 - 1>U1U£ + (2600 + 2001 — 1)11,/11)1}
h2
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Ahora, los coeficientes de orden h y h? se anulan, y se obtiene el sistema

Coo+Cor +ciot+cin = 1
2C00 + 2C10 = 1
2000 + 2601 = 1.

Este sistema tiene infinitas soluciones, luego haciendo cyy = s, donde s es un
parametro real, se tiene

1
60125—8, 01025—8, C11 = S.

Al reemplazar esta solucién en la aproximacion I obtenemos
I= (e" —T) L [suguo + (1/2 — s)ugvr + (1/2 — s)ugvg + suqvs

con el fin de minimizar el nimero de coeficientes podemos hacer s = 0 o
s = 1/2, en cuyo caso se obtiene
1

I= §(€h£ —I)L  (upv1 + ugvg), para s=0

~ 1
I = §<6h£ _ I)E—l(uovo +uyvy), para s=1/2

lo cual es anédlogo a la regla del trapecio.

La aproximacién de cuadratura resultante es una ecuacién de diferencia
implicita para la solucién en el siguiente paso del tiempo. Tipicamente, para
un paso de tiempo uno, obtenemos

1
Ultipr) = e>FU(t;) — 59calU(t)0:U (tir) + U(tir1)0:U (tir)]
Donde, O, = (€™ — I)L7Y, I es el operador identidad.

En caso de utilizar el primer enfoque, las funciones de operador que nos
interesan son las que aparecen en las soluciones de la ecuacion diferencial
parcial u; = Lu + N f(u).

En el cdlculo de soluciones de (4.2.1) a través de (4.2.2) podemos calcular
previamente la forma no estandar de las funciones de operador y aplicarlas
cuando sea necesario.
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4.3. Resultados e Implementacion

4.3.1. Implementacién del método de solucién

En esta Seccién resolvemos la ecuacion KdV, mediante el método solucién
planteado. El algoritmo para la soluciéon numérica de la ecuacion KdV, se
realiz6 con el software MATLAB.

La implementacion se realizé para diferentes tipos de condiciones iniciales,
determinando en su aplicacién sus respectivos errores.

Para cada uno de los sigientes ejemplos, la precisiéon de nuestro enfoque
se ilustra mediante la comparacion de la solucién exacta y la solucion
aproximada, usando la norma

IU = Uxll = (2_" 2 (Ui, t) — Un(ifi,t)f)

=0

Ejemplo 4.3.1. En este ejemplo calculamos la solucién de la ecuacion
KdV, tomando las constantes ¢ = 2 y u = 4,8 x 107%, sobre el intervalos
[a,b] = [—1,1]. En este se toma como condicién inicial a la solucién exacta
de la ecuacién KdV

uy 4 2uug + 4,8 x 1074, =0, con—1<2<1

Con condiciones de frontera,

u(=1,t) = u(l,t)=0
uz(1,6) =0
uzx(_lvt) = sz(l,t) =0

<
8
|
\.P—‘
~
I

y condicion de inicial

1
uy(x,0) = 3csech?(Ax 4+ D), con Azi\/g y D=-6

Podemos ver que la solucién para esta ecuacion KdV para ¢ = 0 como se
muestra en la Figura 4.1.

Al resolver la ecuacion diferencial y determinar valores para diferentes
instantes de tiempo obtenemos la solucién aproximada ver Figura 4.2.
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0.8

0.6~

05-

u(x,ty

0.2

Figura 4.1: Solucion exacta de la ecuacion KdV

0.07 —

Figura 4.2: Solucion de la Ecuacion KAV con N = 8, At = 0,001, p = 0,00048

-1
yC—2



4.3 Resultados e Implementacién 75

0.8—

0.7

0.6 —

05—

03—

02—
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-0.1= 5

Figura 4.3: Solucion de la Ecuacion KdV para N = 40, At = 0,00001, ¢ = %

Ejemplo 4.3.2. En este ejemplo se soluciona la ecuaciéon KdV usando la
condicién inicial,

En este ejemplo n = 10, ¢ = 2, At = 0,001, x = 0,00048. Nos referimos a las
Figuras 4.4.

Ejemplo 4.3.3. En este tercer ejemplo se soluciona la ecuacion KdV para
la condicion inicial

1
ug(x,t) = sin(2mzx) + §Sin(47rx)

Para la cual se utilizaron los valores den = 8, ¢ = 2, At = 0,001, . = 0,00048,
c=0,5.

Ecuacién de Burgers
Aqui se realiza el calculo numérico de la ecuacion de Burgers
U + Uy + Uy =0, con—1<2<1, t>0

Con condiciones de frontera periodicas,
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N

Figura 4.4: Soluciéon de la Ecuacién KdV en varios instantes de tiempo,
usando como condicion inicial el Ejemplo 4.3.2. En este ejemplo N = 10,

At =0,001, ¢ = 3
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Figura 4.5: Solucién de la Ecuacién KdV e varios instantes de tiempo. Aqui
N =8, At =0,00001, c =1

2
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u(—=1,t) = wu(l,t)=0
ur(—1,t) = wu(1,t)=0

para v > 0 y con condicién inicial
u(z,0) = ug(x), con—1<z<1

Esto se realizo con el proposito de comparar los resultados obtenidos entre
las dos ecuaciones diferenciales (Ecuacién KdV y Burgers). En este sentido,
utilizamos las funciones u;(x,0), ua(x,0) y us(x,0) que se definieron en los
Ejemplos 4.3.3, 4.3.3 y 4.3.3.

Ejemplo 4.3.4. Para este ejemplo se soluciona la ecuacién de Burgers,
tomando como concién inicial:

1

uy(x,0) = 3csech?(Ax 4+ D), con A:§\/§ y D=-6

con valores para p = 0,00048, c =05y D = —6.

Ejemplo 4.3.5. En este ejemplo se calcula la soluciéon a la ecuacion de
Burgers usando la condicién inicial

x i —1<z<i
_ = 2
ua(:1) {1—:5 i l<r<1

Para este ejemplo empleamos N =8, v =y At = 0,001 en la figura 4.8 y
N =8, v=1y At =0,001 en la figura 4.9

Ejemplo 4.3.6. Para este ultimo ejemplo se calcula la solucién a la ecuacion
de Burgers usando la condicion inicial

1
ug(x,t) = sin(2wx) + §sin(4mj)

Aqui empleamos los valores N =6, v =1y At = 0,001 en la figura 4.10
y N =8 v=y At =0,001 en la figura 4.11

A continuacién mostramos los errores generados al aplicar nuestro enfoque
para solucionar la ecuaciéon KdV. En el cuadro se mostrard los errores para
las funciones u;(x,0) para los valores de N = 8, At = 0,001 y N = 40,
At = 0,00001 ver Cuadro 4.1 a) y b), la funcion us(z,0) para los valores
N = 10, At = 0,001 y la funcion wus(z,0) para los valores N = 8§,
At = 0,00001 ver Cuadro 4.1.
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0.1

0.08 —

0.06 —|

0.04 —

0.02 4

-0.02 7
-1 -05 0 05 1

Figura 4.6: Solicion de la ecuacion de Burgers en diferentes instantes de
tiempo para N =8, v = 1y At = 0,001, mediante u;(z, 0)

Lt L J[t] L

0 | 1,04E-06|[ 0 |255E 14
0.5 | 5,86E-06 || 0.5 | 5,95E-13
1 | 1,42E05 || 1 | L4IE-12
1.5 | 2,46E-05 || 1.5 | 2,42E-12
2 [3,67E-05 || 2 | 3,58E-12
2.5 | 5,01E-05 || 2.5 | 4,87E-12
3 [6,48E-05 || 3 | 6,29E-12

Cuadro 4.1: Errores de la soluciéon aproximada de la ecuacion KAV para
funcion wu;(x,0) con valores N = 8, At = 0,001 y N = 40, At = 0,00001,
respectivamente
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Figura 4.7: Soliciéon de la ecuacion de Burgers para N = 40, v = 0,00001 y
At = 0,001, mediante u;(z, 0)

0.5

-0.54

Figura 4.8: Soliciéon de la ecuacion de Burgers para N = 8, v = 1y
At = 0,001, mediante uy(z,0)

Figura 4.9: Solicién de la ecuacién de Burgers para N = 16, v = 0,00001 y
At = 0,001, mediante uy(z, 0)
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_05_
1
-1 ; .
-1 -0.5 0 05/ TO
Figura 4.10: Soliciéon de la ecuacién de Burgers para N = 6, v = 1y

At = 0,001, mediante ug(z,0)

Figura 4.11: Solicién de la ecuacion de Burgers para N = 8, v = 0,01 y
At = 0,001, mediante uy(z,0)
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Lt Le [t ] L |
0 | 0,005246233 || 0 | 0,085492465
0.5 | 0,007493696 || 0.5 | 0,121117147
1 10,009292452 || 1 | 0,148597952
1.5 | 0,010863642 || 1.5 | 0,171886886
2 10,012296791 || 2 | 0,192511762
2.5 | 0,013637282 || 2.5 | 0,211254689
3 | 0,014911769 || 3 | 0,228579425

Cuadro 4.2: Errores de la soluciéon aproximada de la ecuacién KdV para la
funcién us(x,0) con valores N = 10, At = 0,001 y la funcién us(z,0) con
valores N = 8 y At = 0,00001, respectivamente

4.4. Conclusiones y recomendaciones

En este trabajo se presentod la solucion de la ecuacion KdV, mediante la
representacion de operadores en base wavelet. Los experimentos numéricos
que se realizaron permite corroborar la eficacia del método empleado; en estos
ejemplos se plantearon tres condiciones iniciales u;(x,0) = 3csech?( Az + D),

B T si —1<z< %
uz(2,0) = l—z si <2<l
las cuales fueron aplicadas tanto a la ecuacion KdV como a la ecuacién de
Burgers.

y us(z,0) = sin(27z) + isin(4mz)

= De los resultados ntimericos obtenidos usando tecnicas wavelet, vemos
que los éstos tienen alta precision y rapida convergencia en especial en
problemas donde la ecuacion diferencial presenta singularidades.

= En la ecuacion de Burgers se obtuvo mejores aproximaciones para
valores de v pequenos, ya que al asignarle valores mayores que 1,
esta presentaba oscilaciones en el progreso del tiempo.

= Si se eligen valores de At pequenos, menores a 0,001, las soluciones
aproximadas mejoran, si se aumenta el nimero de elementos N
considerados, se observa en los resultados que el error disminuye.

= La representacion de operadores en base wavelet permite aproximar
soluciones de la ecuacion KdV manteniendo errores muy pequenos.
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Recomendaciones

Con base a la experiencia adquirida se sugiere para futuros trabajos las
siguientes consideraciones:

= Extender los resultados a condiciones de fronteras no homogéneas y no
periddicas.

» Extender estos métodos a problemas de dimensién superior a dos.

= Hacer un estudio profundo sobre la aplicacion de esta metodologia a la
ecuacion de Navier-Stokes.
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