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CapriTULO 1

INTRODUCCION

El objetivo de este trabajo es la construccién de soluciones numéricas para sis-
temas en derivadas parciales mixtos difusivos acoplados singulares. Los métodos
estandar para resolver tales problemas estdn basados en una transformacién del
problema acoplado en un nuevo sistema desacoplado [13], y asi el sistema puede
ser tratado escalarmente con las técnicas clasicas. Tal desarrollo tiene varias de-
ticiencias, lo cual limita la aplicabilidad, ya que las matrices de coeficientes A y
B que acompafan las derivadas respecto a x y t de la variable buscada u
necesitan ser simétrica; ademads el orden de la derivada superior que aparece en el
sistema desacoplado resultante es, en general, mayor que la del sistema original.
En este trabajo se utiliza un método constructivo para la solucién de los proble-
mas acoplados mediante un enfoque global matricial sin necesidad de desacoplar
el problema.

Inicialmente se tratard con problemas de difusion fuertemente acoplados de la

forma,
Auyy(x, 1) — Buy(x,t) =0,0<x <1, >0
u(0,t) =0, t>0
CASO T Blu(1,t) + Baun(1,8) =0,  t>0



luego se analizard un segundo caso de la forma,

CASO 11

donde u = (uqy,up, ...,um)T y F(x) son vectores en C", y A,B,Bj, B, son
matrices m X m, elementos de C"*™",

El método propuesto consiste en discretizar el problema continuo (CASO I,
CASO II) wusando diferencias finitas y luego construir, de forma exacta, una
solucién numérica discreta del problema.

Los métodos de diferencia finita para los problemas de difusién son tratados
en [17].

A lo largo del documento, el conjunto de todos los valores propios de una ma-

triz D en C"*™

es denotado por ¢ (D) vy el radio espectral, el mdximo del con-
junto {|z|;z €0 (D)}, por p(D).Si A es una matriz hermitica, escribiremos
Amin para el minimo de o (A). Finalmente, el subespacio vectorial generado por

el vector w es denotado por Lin {w}.

En general, los aspectos bésicos en la solucién de ecuaciones en derivadas par-
ciales involucran la existencia y unicidad, la convergencia y los métodos de cons-

truccién de soluciones.

En este ultimo se tiene que uno de los métodos bésicos para la construccion
de soluciones de ecuaciones en derivadas parciales es el m étodo de separaciéon
de variables, el cual depende del hecho de que la ecuacién en derivadas parciales
sea lineal. En general, este m étodo busca soluciones simples de una ecuacién

diferencial parcial lineal homogénea, de la forma

u(x,t)=X(x)T(t)



que a su vez satisfaga condiciones de frontera homogéneas. Si se pueden obtener

estas soluciones simples 6 soluciones fundamentales u, (x,t) = X, (x) T, (t), se
oo

compone una solucién u (x,t) = uy (x,t) que satisfaga también las condi-
=1

n
ciones iniciales.

El método de aproximacién méas usado en la solucién de ecuaciones diferencia-
les es el de las diferencias finitas (0 método de las mallas). Este consiste en sustituir
por un conjunto finito (discreto) de puntos (nodos) la regién de variacién continua
de los argumentos x y f, por ejemplo; de esta forma en lugar de las funciones
de argumento continuo se consideran los argumentos discretos definidos en los
nodos de malla llamados funcién de malla. Las derivadas que aparecen en las
ecuaciones diferenciales se sustituyen (aproximan) mediante los cocientes respec-
tivos de diferencias, es decir, por combinaciones lineales de valores de la funcién
de malla en varios nodos de la red; de esta forma la ecuacion diferencial se susti-
tuye por un sistema de ecuaciones algebraicas (ecuaciones en diferencias). A su
vez las condiciones de frotera y condiciones iniciales también se sustituyen por
condiciones en diferencias para la funcién de malla.

En este método se requiere que el problema asi obtenido tenga solucién y que
la solucién se aproxime (converja) a la solucién del problema original al aumen-
tar el nimero N de puntos de malla. El andlisis de convergencia del esquema
en diferencia se realiza, generalmente, a través de los conceptos de consistencia,

estabilidad y del teorema de Lax-Richtmyer.



CAPITULO 2

PRELIMINARES

2.1. TERMINOLOGIA

En este trabajo se usardn varios tipos de inversa, la inversa de Moore-Penrose y
la inversa de Drazin, las cuales permitirdn expresar en forma cerrada finita y com-
putable, tanto la condicién de compatibilidad como la solucién general del sistema

algebraico:
Ax=b, AecC™", xeC" beC"

Definicién 2.1.1 Si A € C™*", entonces su inversa generalizada de Moore-Penrose se
denota por A" y se define como la tinica matriz que cumple:

(i) AATA=A

(ii) ATAAT = AT

(iii) (AAT)" = AAt
(iv) (AtA)" = AtA
Definicién 2.1.2 Sea A una transformacion lineal sobre C™. El mds pequefio de los
enteros no negativos k tal que C™ = R (AX) + N (AY), o equivalentemente, el m ds
pequefio de los enteros no negativos k tal que rank (A¥) = rank (A**1), es llamado el

indice de A y se denota por Ind (A).



Definicién 2.1.3 (Algebraica) Si A € C™™ con Ind (A) =k y si AP € C"™*" es
tal que

(i) APAAP = AD

(ii) AAP = AP A

(iii) AF+1AD = Ak

entonces AP es llamada inversa Drazin de A.

Definicién 2.1.4 (Funcional) Sea A una transformacién lineal sobre C™ tal que
Ind (A) = k. Sea x € C™ yescribamos x = u+v donde u € R (A¥) y v e N (AF).
Sea A = A | R(A¥) - La transformacion lineal definida por APx = A7 es llamada
la inversa de Drazin de A. Para A € C"™*™, sea A la transformacién lineal inducida
sobre C™ por A. La inversa de Drazin, AP, de A es definida como la matriz de AP

con respecto a la base estandar.

Teorema 2.1.1 Para A € C" ™, la definicion funcional de AP es equivalente a la

definicion algebraica de AP.

Teorema 2.1.2 (Mitra) Sea A € C"™*" ysea ACG € C"™™  yna inversa de A. Sea

b € C"™ un vector, entonces el sistema
Ax=b

es compatible (tiene una solucion) si y sélo si
AASb=1b

bajo esta condicion, la solucion general de Ax = b viene dada por
x=ACh+ (1-A°A)z

donde z es un vector arbitrario en C".



Prueba: (i) Suponga que el sistema Ax = b tiene solucién, entonces existe x*
tal que Ax* = b. Como AACA = A setiene que AACAx* =b y AA®Dh = b.
Reciprocamente, si se llama x* = ACb, entonces Ax* = AAShH = b, y x* es
solucion del sistema.

(ii) Veamos que x = A®b+ (I— A®A)z con z un vector arbitrario en C" es

solucidn del sistema Ax = b.

Ax:AAGb+A(I—AGA)Z:b+Az—AAGAz:b+Az—Az:b.

Veamos que todas las soluciones son de la forma x = A®b+ (I — A®A) z, donde
z es un vector arbitrario en C".

(a) Como (I— AGA)G =1— ACA entonces I — A®A esuna inversa generaliza-
da de si misma.

(b) Si se tiene la solucién nula, A®Az = 0 <= Az =0. Si ACAz =,
entonces 0 = A0 = AACAz = Az = 0. Reciprocamente, si Az = 0, entonces
ACAz = ACz = 0.

(¢) Notemos que ker (A) = Im (I — A®A). En efecto, consideremos el sistema
de ecuaciones lineales (I — ACA) v = z, éste sistema es compatible si y sélo si
(I—ACA) (I- AGA)GZ =z, siysolosi (I — ASA)z =z, siysolosi ASAz =0,
siysolosi Az = 0. Luego ker (A) = Im (I — ACA).

(d) Consideremos una solucién x;. Sea xg = A®b una solucién del sistema

Ax = b. Si x es otra solucién del sistema, entonces
b= Ax

A(x—x9)=0

(x —xp) € ker (A)

x—x9 =k € ker (A)

x=x0+k ke&ker(A)

AX()

FEL 4o



por (c) existe z € C" talque (I—ACA)z =k asi x=x9+ (I—ACA)z y
x=A%+ (I-A®A)z, con ze€C" n

Teorema 2.1.3 (Representacion en forma candnicade A y AP) Si A € C"™M es

tal que Ind (A) =k > 0, entonces existe una matriz no singular P tal que

_p|CO | pa
aoe[S8]

donde C es no singular y N es nilpontente de indice k. M ds aiin, si P,C,N son

matrices que satisfacen las condiciones anteriores, entonces

—1
AP —p [g 8] p1

Definicién 2.1.5 Para A,B € C"™*™, f, € C™, el vector ¢ € C™ es llamado un vector
inicial consistente para la ecuacion en diferencias Ax,1 = Bx,+ f, si el problema de

valor inicial Ax,+1 = Bxn+ fu, xo=c¢, n=1,2,... tiene una solucion para xy.

Definicién 2.1.6 La ecuacion en diferencia  Ax, 11 = Bx,+ fn se dice es tratable si el
problema de valor inicial Ax,(1 = Bx,+ fu, X0 =c¢, n=1,2,... tiene una iinica

solucién para cada vector inicial consistente c.
Teorema 2.1.4 La ecuacién en diferencia homogénea
Ax,.1 = Bx,, A,BeC™™
es tratable siy solo si, existe un escalar A € C tal que (AA + B)_1 existe.
Teorema 2.1.5 Si la ecuacién homogénea
Ax,y1 = Bxy

es tratable, entonces la solucion general es dada por

{ AADy Si n=0

P~ A\ N Ccm
a°B)'q  sion=123... 1°



donde A = AA—B)'A y B=(MA—=B)'B y A eC estal que
(AA — B)_1 existe. Ademds, c € C™ es un vector inicial consistente para Ax,i1 =
Bx, siysélosi c € R ( 1@‘) donde k = Ind ( A) En este caso la tinica solucion,

o~y ~\ 1
sujetaa xo = c, es dada por x, = <ADB> ¢, n=0,1,23,....
Prueba: Si Ax,,; = Bx, es tratable, existe (AA— B) !, premultiplicando la
ecuacion en diferencias por esta tiltima expresion se tiene

(AA—B) ' Ax, 1 = (AA—B) ! Bx,

Ax,41 = Bxy

escribiendo
~ [co ~ [AC—=1 0 1 _[BO
A= ON} B=1"0 an-1]71]0 B
(1) (1)
X X
. —
Xn xn+1

donde MA — B = I, C invertible, entonces

col [+ ] T1ac—1 o0 ] To
o N| |, 0 AN-TI||,®] |0
n+1 n

esto es,

el —(ac—nxl) =0, CB, = BiC
Nx® — (AN -1 x? =0, NB, = BN

sea k = Ind (N), multiplicando Nx,(iz1 —

N—-1I)x,” =0 por N/,
(A ) (2) p k—1
NP - NETON - P =0

- </\Nk - N’H> 2 =9

(AN —I)N*1x% =0



(2)

entonces N*1x{? = 0; multiplicando Nx”

ni1 — (AN =1) P =0 por NK=2,
NE1L@ O NE2(AN - 1) a =0
(AN — ) N*2x{? = 0

entonces N<2x'?) = 0; luego se tiene P =0 y in(ﬁl — (AN =1) P =0 la

cual es tratable trivialmente. Ademds, como C es no singular, se tiene

el —(ac-nx) =0

n+
esto es
AV =ctac-nxY
o) =ctac-na! = |ctac - 1) "V

es decir, Cx(!). — (AC—1) x5 =0 es consistente para cualquier x(()l) y la tnica

n+1
solucion es x$}> = [CT1(AC-1T)] " x(()l). De lo anterior la solucién de la ecuacion
homogénea Ax,.1 = Bx, se sigue. [ ]

Definicién 2.1.7 Una matriz A se dice convergente si la sucesion {A"} tiende a la

matriz nula cuando n — oo.

El corolario 2.2.9 de [Ortega, pag. 44| proporciona una caraterizacién del con-
cepto de matriz convergente. Sea A € C™. Entonces limg .o AS = 0 siy sdlo si
p(A) <1.

Definicién 2.1.8 Una matriz A € C"™*" definida como una aplicacioén lineal desde C"

a C™. Sise considera las normas en C" y C™, entonces se define la norma de la matriz



A por
A
1A] = sup |Av| = sup! Y
lo|=1 v£0 |Vl

donde, |Av| eslanormaen C™ y |v| esla normaen C".

Teorema 2.1.6 Sea A y B matrices m xn y D una matriz n X p. Entonces las
siguientes desiqualdades se satisfacen

(i) ||A]| > 0, cumpliéndose la igualdad si y sélosi A = 0.

(ii) 1A+ B| < | A]l +|B]

(i) | eA|| < |a| | Al para a € C

(iv) |[Av| < ||A]| |v|, paratodo v € C"

(v) 1AD] < |A]| |D|

Una importante consecuencia de la tltima desigualdad es que para una matriz

cuadrada, A € C"*"  se tiene
[AS]] < ||A|1®

Definicién 2.1.9 Sea f:C — C, decimos que f pertenece al espacio § (A) siexiste

un entorno 'V del conjunto de valores propios de A, o (A), sobreel cual f esanalitica.

Teorema 2.1.7 (Aplicacién espectral) Si f € §(A), entonces

f(o(A)) =0 (f(A))
donde (¢ (A)) = {f (A);A € 0 (A)}
Teorema 2.1.8 (Bromwich) Sea A cualquier matriz compleja. Sean y y M la menor
y mayor raiz caracteristica de la matriz hermitica % (A+ AH), y v y N la menory

la mayor raiz caracteristica de la matriz hermitica 211 (A— AH). Si A es cualquier valor

propio de A, entonces

p<Re(A) <M, v<Im(A)<N

10



Prueba: Sea x un vector unitario tal que Ax = Ax, luego

A= A% x =% Ax

A=xAx = <xTZY)T

_T1—1T _
=%'A x= xTAHx,

por tanto,

Re (A) =

N —

(A+2A) :fT(

IIm (A) = % (A=A)=x" (A _21,AH> x

luego, si A y A sonlamenor ylamayor raiz caracteristica de la matriz hermitica

A+AH>
X

A, paratoda x,
Ax'x <x'Ax < Ax'x.
De donde se cumplen las desigualdades,

pu<Re(A) <M, v<Im(A)<N.

Se considera que una matriz compleja A, m x m, es una aplicacion lineal sobre
C"™ — C™ en un sistema de coordenadas dado. Bajo este concepto se tienen las

siguientes dos definiciones:
Definicién 2.1.10 Im B = {Bx/x € C"} y kerB = {x € C"/Bx = 0}.

El nicleo de una matriz B, denotado por ker B coincide con la imagen de la
matriz [ — B'B denotoda por Im (I — B'B). Estoes Im (I — B'B) = kerB.

Definicién 2.1.11 Un subespacio invariante de A, A € C™*™, es un subespacio E de

C™, con la propiedad que x € E implica que Ax € E. Escribimos esto como AE C E.

11



Notese que si se tiene v € C", v € kerB y ademds ker B es subespacio
invariante de A, entonces A/v € ker B, Vj > 0, es decir, BA/v =0, Vj > 0. La
propiedad A (ker B) C ker B es equivalente a la condicién BA (I — B'B) =0 ya
que se tiene que ker B =Im (I — B'B).

Definicién 2.1.12 Sea g (A) el polinomio anulador de A de grado minimo. Entonces a

g (M) se le llama polinomio minimal de A.

Teorema 2.1.9 (Cayley-Hamilton) Sea A una matriz cuadrada con polinomio carac-
teristico p(A), entonces p(A)=0. En otras palabras, toda matriz cuadrada satisface su

propia ecuacion caracteristica.

La idea es usar diferencias finitas para resolver ecuaciones diferenciales par-
ciales y seleccionar una malla en el tiempo y en el espacio (con longitudes de malla
k, h respectivamente) y aproximar los valores u(mh, nk) para enteros mh, nk. En lo

que sigue u denotard la solucién a la ecuacioén diferencial parcial y

Z;;";flf)o = v, con vt~ u(mh,nk).
sera la solucién exacta.

Se espera que la solucién exacta se aproxime a la solucién de la ecuacién di-
ferencial parcial a medida que se haga un mayor refinamiento de malla, esto se
conoce como convergencia. Probar convergencia no es facil en general, sin embar-
go hay dos conceptos relacionados que son més faciles de verificar: consistencia y
estabilidad.

Definicién 2.1.13 Dada una ecuacion diferencial parcial Pu = f y un esquema en
diferencia finito Pjv = f, se dice que el esquema en diferencia finito es consistente con

la ecuacion diferencial parcial si para cualquier funcién suave ¢ (t,x)
|P[¢] — Pen [¢lll — 0, cuando h,k — 0.

12



Equivalentemente, decimos que un esquema en diferencias finitas P ,v = f es
consistente con la ecuaciéon diferencial parcial Pu = f de orden (r,s) si para
cualquier funcién suave ¢, P¢ — Py = O(K', I®).

Donde “O grande” significa que g(v) = O(¢(v)) para v € V si existe una
constante K tal que |¢(v)| < K|¢(v)| para todo v € V. En particular, una cantidad

es O(I") si es acotada por un multiplo constante de h" para pequertios valores de h.

Definicién 2.1.14 Un esquema en diferencia finito de un paso Py jvy, = 0 para una
ecuacion diferencial parcial es estable si existen niimeros kg > 0y hg > 0 tales que para

cualquier tiempo T > 0 existe una constante Cr tal que
o) = or 4]
para 0 <nk<T, 0<h<hy y 0<k<k.

Definicién 2.1.15 El problema de valor inicial para una ecuaciéon diferencial parcial de
primer orden Pu = 0 es bien puesto si para cualquier tiempo T > 0, existe una

constante Cr tal que cualquier solucion u (t,x) satisface
Ju (t,%)]| < Cr [l (0,%)]
para 0 <t <T.
Para comparar las soluciones se introduce la definicién de norma.

Definicién 2.1.16 Para una funcion w = (- -+ ,w_p,w_1,Wo, W1, - - - ) sobre una malla

1/2

o0
de espaciamiento h se define |w| = (h ¥ |wm|*)}/? como la norma Ly.
—00

Definicién 2.1.17 Un esquema en diferencia finita de un paso que se aproxima a la ecuacion
diferencial parcial es un esquema convergente si para cualquir solucion de la ecuacion di-

ferencial parcial, u (t,x), y soluciones del esquema en diferencia finito, v',, tal que v,
converge a ugy (x) como mh converge a x, entonces v, converge a u(t,x) como

(nk,mh) convergea (t,x) cuando h,k convergen a cero.

13



Teorema 2.1.10 (Lax-Richtmyer) un esquema en diferencia finito consistente para una
ecuacion diferencial parcial para la cual el problema de valor inicial es bien definido es

convergente si y sélo si es estable.

2.2. COMPLEMENTO DE SCHUR

Sea A una matriz cuadrada de orden 1, con una particién en bloques

- (55)

donde la submatriz E esinvertibley H cuadrada (E y H no necesariamente de

igual tamafio), se llama complemento de Schur de E en A ala matriz
W =H— GE"'F.
Si E esinvertible, entonces se tiene que

Ao I 0\ /[E 0 I E-IF
“\GEl] 0 H—GEIF 0 I

ya que el primer y el tercer factor de esta ecuaciéon son invertibles, entonces A es

invetible si y sélo si el complemento de Schur H — GE™'F es invertible.
Notese que si la matriz por bloques ( BI BOZ) es invertible, ésto equivale a
1

decir que la matriz B, es invertible.

A continuacion se comentaran varios temas y definiciones del problema Sturm-

Liouville discretos, que serdn de gran utilidad en este trabajo [14].

2.3. PROBLEMAS DE STURM-LIOUVILLE DISCRETOS

Obviamente, los problemas de valores en la frontera lineales homogéneos pueden

tener soluciones no triviales. Si los coeficientes de la ecuacién en diferencias y/o

14



los de las condiciones de frontera dependen de un pardmetro, entonces uno de
los problemas pioneros de la fisica matematica es determinar el/los valor(es) del
parametro para el cual tales soluciones no triviales existen. Esos valores del pardmetro
se llaman autovalores o valores propios y las correspondientes soluciones no triviales
se llaman autofunciones o funciones propias.

Los problemas de valor en la frontera que consisten de la ecuacién en diferen-

Alp(k—1)Au(k—1)]+q(k)u(k)+Ar(k)u(k) =0, ke N(1,K)
y las condiciones de frontera
u(0)=au(l), u(K+1)=pBu(K)

se llama problema Sturm-Liouville discreto ( P.S.L.D). En la ecuaciéon en diferencias,
A es el pardmetro, y las funciones p,q y r son definidas sobre N (0,K), N (1,K)
y N (1,K) respectivamente, y p (k) >0, k € N(0,K), r(k) >0, k € N(1,K).
Los conjuntos N (0,K), y N (1,K) estan definidos como sigue

N (0,K) = {a € N/0 <a <K}
N(1,K) = {beN/1<b<K}

el operador diferencia adelante, A, esta dado por

Ap(k=1)=p(k)—p(k—1) y A&p(k)=A(Ap(k)).

En las condiciones de frontera a y  son constantes conocidas.
Los siguientes resultados, en los cuales se asume tacitamente la existencia de

los valores propios del P.S.L.D, son fundamentales.

Teorema 2.3.1 Los autovalores del P.S.L.D son simples, es decir, si A es un autovalor
del PS.L.D y ¢1 (k) vy ¢a(k) son sus respectivas autofunciones, entonces ¢ (k) y
¢2 (k) son linealmente dependientes en N (0,K+1).

15



Definicién 2.3.1 El conjunto de funciones {¢m (k); m=1,2,...} cada una de las
cuales esta definida en N = IN U {0} se dice ortogonal sobre IN con respecto a la funcién

no negativa r (k), k € N si

Y r(Dgu (s (1) =0, Vu#v,

leN

la funcién r (1) se llama funcion de peso.

Teorema 2.3.2 Sean A,; m =1,2,... los valores propios del problema Sturm-Liouville
discreto y ¢ (k); m = 1,2,... las correspondientes autofunciones. Entonces, el
conjunto {¢pm (k); m=1,2,...} esortogonalen N (1,K) con respecto a la funcién de

peso 1 (k).

Teorema 2.3.3 Sean A1 y Ay dos autovalores del P.S.L.D y sean ¢1 (k) y ¢ (k) las
correspondientes autofunciones. Entonces, ¢1 (k) v ¢2 (k) son linealmente dependientes
sobre N (0,K+1) sélosi Ay = Aj.

Teorema 2.3.4 Para el P.S.L.D los valores propios son reales.

2.4. FORMULACION MATRICIAL DEL PROBLEMA STURM-
LIOUVILLE DISCRETO (P.S.L.D)

Al desarrollar la ecuacion en diferencia
Alp(k—=1)Au(k—1)]+q(k)u(k)+Ar(k)u (k) =0, ke N(1,K)
utilizando la definicién del operador A,

Ap(k=1)=p(k)—p(k-1) vy
Np(k)=ADp(k)=pk+1)=2p k) +p(k-1)
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y el lema 1.7.4 [Agarwal, cap. 1], férmula del producto,
Alu(k)v (k)] =u(k+1)Av (k) +v(k)Au (k) =v(k+ 1) Au (k) + u (k) Av (k)
se obtiene para k € N (1, K)

Alp(k—1)Au(k—1)]+q(k)u(k)+Ar(k)u(k) =0
p(K)A[Au(k—1)]+ [Au(k—1)]Ap(k—1)+q (k) u (k) + Ar (k)u (k) =0

se sigue

p (k) [u(k+1) =2u (k) +uk—1)]+ [u(k) —u(k=1)][p(k) —p(k—-1)] +
q (k) u (k) + Ar (k) u (k) =0
p(Kuk+1)—pk)u(k)—u(k)p(k—1)+u(k—1)p(k—1)+q (k) uk)+
Ar(k)u(k) =0
p(k)u(k+1)—[p(k)+p(k—1)]u(k)+[q (k) + Ar (k)] u (k) +
pk—=1)u(k-1)=0

Si hacemos s (k) =p(k)+p(k—1)—q(k), con k € N(1,K), se tiene
—pk—1u(k—=1)+sk)u(k)—p(k)u(k+1) = Ar(k)u (k)

por tanto, para k = 1,K, se tienen las dos ecuaciones siguientes
—p(0)u(0) +s(M)u(l) —pM)u(0) =Ar(1)u(l)

—p(K=1u(K=1)+s(K)u(K)—p(K)u(K+1) =Ar(K)u(K)

y con las condiciones de contorno # (0) =au (1) y u(K+1)= Bu(K) toman la

forma

S(Mu()=pMu(2)=Ar(1)u(l)

—p(K=1u(K—=1)+5(K)u(K)=Ar(K)u(K)
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donde 5(1)=s(1)—ap(0) y §(K)=s(K)—Bp(K). Las K ecuaciones
—plk—1)ulk—1)+sk)uk) —p K ulk+1) = Ar (k) u (k)
sMu()—pMu(2)=Ar(1)u()
—p(K—=1)u(K—1)+5(K)u (K) = Ar (K) u (K)

para k € N(2,K—1), pueden ser escritas como un problema de autovalores

matriciales
Au = ARu

donde A es la matriz simétrica real tridiagonal, K x K, dela forma Hg (3, R),

con

R =[-p(1),~p(2),...,—p(K—1)]

R esla matriz diagonal K x K definida por R = diag[r(1),r(2),...,r(K)], vy
u=\[u(l),u(2),...,u(K)]. Estoes

s(1) —p(1) 0 1 (1)
(1) 5@ @ ")
-p(2) K1) —pK—1) Co
S(K—1) —p(K—
0 DE-D 5 “(K)
r(1) 0 u (1)
N r(2) u(:Z)
0 rK) ) \u®



Yaque p(k) >0, ke N(0,K), y r(k) >0, k€ N(1,K) sesigue que:

(i) el PS.L.D tiene exactamente K autovalores reales A, 1 < m < K, los
cuales son distintos.

(ii) Correspondiendo a cada autovalor, A,, existe una autofuncion ¢y, (k),
k € N (1,K). Esas autofunciones ¢y, (k),1 < m < K son mutuamente ortogonales
con respecto a la funcién de peso r (k). En particular, esas autofunciones son

linealmente independientes en N (1, K).

2.5. SERIES DE FOURIER DISCRETAS

Sean a,b € Z y {¢m (k) /a <m <b} un conjunto ortogonal de funciones en
N (a,b) con respecto a la funcién de peso positiva 7 (k), k € N (a,b). Ya que la
ortogonalidad de esas funciones ¢, (k), a < m < b, en particular, implica su
independencia lineal en N (a,b), entonces cualquier funcion u (k), k € N (a,b)

puede ser expresada como una combinacién lineal de ¢, (k) , a < m < b, es decir,

b

w(k) =Y cudu (k), k€ N(ab)

m=a
donde las constantes c¢;;, 2 < m < b, pueden ser determinadas como sigue:

(1) mutiplicando la ecuacién anterior por r (k) ¢, (k), a <n <,

(2) sumando el resultado desde k = a hasta k = b,

(3) usando la ortogonalidad de las funciones ¢y, (k),a < m <b, en N (a,b).
Por tanto se obtiene

b b b
Y 7 (k) pu (k)u(k) =) cm (Zr(k) Pn (k) Pm (k)>

k=a m=a
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y entonces

L7 (6) (1 8

Cp = ; , a<m<b

X r (k) ¢ (k)

k=a

en particular, si las funciones ¢y, (k),a < m < b son ortogonales, i.e., para cada

b
m, Y r(k)¢3 (k) =1, entonces las constantes c,, se simplifican a
k=a

b
cm:kzr(k)(pm(k)u(k), a<m<b.

b
Definicién 2.5.1 La relacion u (k) = Y. cu¢m (k), k € N (a,b), sellama la serie de
m=a
T r(0gm(u(k)

Fourier discreta, y las constantes cy, definidas por ¢, = ":“b—, a<m<b

L r(k) g (k)
=a
son los correspondientes coeficientes de Fourier discretos.

2.6. SOLUCION DE ECUCIONES EN DIFERENCIA LINE-
AL HOMOGENEA DE SEGUNDO ORDEN CON COE-
FICIENTES REALES.

Sea uyip + ajuyy1 + axu, = 0 una ecuacion en diferencia lineal homogénea de
segundo orden con ai,a; coeficientes reales, a, # 0 y condiciones iniciales
uy = «, u; = PB. Se buscardn soluciones de la forma u, = A" donde A esuna

constante a ser determinada. Si A es solucion, debe satisfacer la ecuacion

)\n+2+ﬂ1 )Ll’l+1 +a, An -0
AT <A2+a1)t+a2) —0
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bajo A = 0, correspondiente a la solucién trivial, se puede cancelar el factor A"
y se llega a la siguiente ecuacion cuadratica llamada ecuacioén caracteristica de la

ecuacion diferencia,
A 4aA+a, =0.
El polinomio asociado,
PA) =A+a A +ap

se llama el polinomio caracteristico asociado a la ecuaciéon en diferencia. Resolviéndo
la ecuacion caracteristica se tienen los siguientes casos:

(i) Las raices de la ecuacién en diferencia, A1 y Ay, son reales y distintas. En este
caso la solucién general de la ecuacién en diferencias, 1,2 + aju,+1 + agu, = 0,

viene dada por
Uy =AM + B A

donde A, B son constantes arbitrarias y n =0,1,2,....
(ii) Las raices de la ecuacién en diferencia, A; y Ay, son complejos conjugados.

En este caso la solucion general de la ecuacién en diferencias,
Uny2 + a1ty + a2y =0,

sigue siendo dada como en (i) pero es conveniente expresarla en forma polar,
tomando Ay = pe'’, Ay = pe ' y usando el teorema de Moivre se tiene
Uy = pl’l <K€ma) + Le*lVl(lJ>

donde K,L son complejos. Como u; esreal entonces K,L son coplejos conjuga-
dos, L = K. Tomando L = % (A+1iB) con A y B constantes arbitrarias reales,

la solucién general puede escribirse
Uy = p" (Acosnw + Bsinnw)
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con n=20,1,2,....

(iii) Las raices de la ecuacién en diferencia, Ay y Ap, son iguales, es decir
A1 = Ay = p. En éste caso la solucién general propuesta en los anteriores casos
deja de ser valida y debe buscarse otra solucién que combinada con u" forme la
solucion general. Se procede de la siguiente manera: se sustituye u, = p" enla
ecuacion en diferencia y se usa el polinomio caracteristico para obtener la siguiente
identidad

‘un—i-Z +a1}4n+1 +a, ‘un = “LlnP (lu)
Se diferencia respecto a y,
(n+2) p" 4 (n+ 1) arp" +naz "= =" P () + P ()

como P (u) =0 entonces P(A) = (A — y)z = P (u), diferenciando respecto a u

se sigue que,
P'(A)=2(A—p)=P(u)=0

Asi, nu"~1 es otra solucién de uy, 2 + aqu, 1 + azuy = 0 y la solucién general

viene dada por,
u, = A" + Bny"1

donde A, B son constantes arbitrarias y n =0,1,2,....
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CAPITULO 3

CASO 1

Inicialmente se tratara con problemas de difusién fuertemente acoplados de la for-

ma:

At (x,8) — Bug(x,£) =0, 0<x<1,t>0 (3.0.1)
u(0,t) =0, t>0 (3.0.2)
Biu(1,t) + Bouy(1,£) =0, t>0 (3.0.3)
u(x,0) = F(x), 0<x<1. (3.0.4)

Este caso esta organizado de la siguiente manera. En la seccién 3.1 se tratard la
discretizacion del problema continuo (3.0.1)-(3.0.4) usando aproximacién en dife-
rencias finitas progresivas. La seccién 3.2 trata con la construccién de soluciones
exactas no triviales del problema de frontera discreto asociado al problema mixto
discreto por el método de separacién de variables discretas. La solucién numérica
del problema (3.0.1)-(3.0.4) esta construido por medio de la solucién explicita del
problema discretizado. En la seccién 3.3 se construye, por superposicién de las
soluciones obtenidas para el problema de frontera discreto, una solucién exacta el

problema mixto discreto.



3.1. DISCRETIZACION

Para la discretizacién del dominio [0, 1] x [0, +oo[ se considera una discretizacion
de [0,1] tomando un paso espacial & = 3; donde N >0 es un ntimero entero
que se considera fijo por simplicidad. Se tiene entonces el conjunto de puntos
{xi=ih, i=0,1,...,N}. Ademads, se toma un paso temporal k > 0 que se
considera fijo por simplicidad y se discretiza el tiempo [0, +o0]; se obtiene el con-
junto de puntos {tj =jk, j=0,1,.. } De este modo se ha construido una red
rectangular del dominio [0,1] x [0, 4-c0[ formada porlos puntos (x;, ;) = (ih, jk).
En cada punto de malla se usard un método en diferencias finitas progresivas que
reemplazard las derivadas parciales u; y uy, de la ecuacion original (3.0.1) trans-

formando el problema continuo en un problema discreto. Para reemplazar u; se

desarrolla u (x,t) en serie de Taylor, en t, alrededor del punto (ih, jk),
u (ih, (j + 1) k) = u (ih, jk) + kug (ih, jk) + O (k2>

despejando u; (ih, jk), se tiene,

ue (i, iy = U 1)]'{‘) —h ) | o (),

de la misma forma uy, se puede reemplazar por una aproximacién en diferencias
finitas progresivas desarrollando u ((i+1)h,jk) y u((i—1)h,jk) en serie de
Taylor, en x, alrededor del punto (i, jk),

. . o o h? o W3 o
u ((i+1)h,jk) = u(ih, jk) + huy (ih, jk) + Eu” (ih, jk) + guxxx (ih, jk) + O <h4)

y

. o h? o W3 o
u((i—1)h,jk) = u(ih, jk) — huy (ih, jk) + 5”” (ih, jk) — guxxx (ih, jk) + O <h4>

sumando estas dos tltimas expresiones y despejando el término uy, se tiene,

e (il jK) = u((i+1)h,jk) —2u (;Z,]k) +u ((i — 1) h, jk) Lo (hz)
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sustituyendo en la ecuacién (3.0.1) las expresiones de u; y uyy se obtiene el si-
guiente esquema en diferencias,

P ((i+1)h,jk) —2u (ih, jk) +u ((i — 1) h, jk) _ gt (ih, j+1) k) — u (ih, jk)

2 p = 0.

Denotando,

Afu] = Auyr(x,t) — Bug(x, t)

AMpq:A““”thﬁ%—%Nsz+u«f—Uhﬁ)_Buwnu+n£yunJm

notemos que el esquema en diferencia obtenido es consistente con la ecuaciéon en

derivadas parciales (3.0.1), es decir verifica que,
|A[g) ~ Auk[9]ll =0, cuando Bk — 0

siendo ¢ (x,t) cualquier funcién suave, i.e., cualquier funcién suficientemente

derivable.

En efecto, denotando P (i,j) = ¢ (ih, jk) se tienen,

¢(U+1%D—2¢g4%+¢ﬂf—UJ)_B¢UJT+U)—¢UJ)
h k

Apg (9] = A

desarrollando por Taylor, alrededor del punto (x;,t;) = (ih, jk), la funcién ® (i, + 1)

en t y las funciones ®(i+1,j), ®(i—1,j) en x, seobtiene,

.. .. A & ..
O>G,j+1)=DG,j)+ kD (i,]) + E(D” (i,j) + O (k3)

L . o h? K oK . 5
O (i+1,j) =P(ij) + hdx (W)*’icpxx (1/])+§q>xxx (Zr])‘*‘zq)xxxx (i,j)+0 <h )
. . . . U U s .
(i = 1,) = D (i) = D (i, ) + 57 Prx (1) = 57 Per (1, ) + 5y e (1) +O (1)
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sustituyendo en Ay [¢], se tiene

2
At 9] = A (@ 1)+ T3 1)) = B (@0 (6) + 500 (61)) + 0 (1) +O ()

por otra parte se tiene A [p] = Apxx(x,t) — Bde(x,t), y tomando en cuenta la

notacién anterior se tiene para el punto (x;, t]-) = (ih, jk),
A[p] = A(i,j) — BP:(i,])

de donde,

Alp] — A _ A L J) + By (i) + O (R + 1
9] = Ak [9) = ~ A5 Parax (i, ) + B3 Du (3,) + O (K + 1)

tomando norma en esta dltima expresion,
IALg) = Anelgll < lla] 0 (#) + (1Bl O (k)

se concluye que el esquema en diferencias finitas es consistente con la ecuaciéon
(3.0.1). Esto implica que la solucién de la ecuacién en derivadas parciales, si es
suave, es una solucién aproximada del esquema en diferencias.
Denotando U(i, j) = u(ih, jk) y aproximando las derivadas parciales que apare-
cen en (3.0.1) por las aproximaciones en diferencias,
i,j+1)—=U(,j)
k

Uu@-+1,j)—2U(,j)+U@i—1,7j)
h? '

u(ih, jk) ~ i

uxy (ih, jk) =~

La ecuacion (3.0.1) toma la forma,

UG+ 1)~ U )] = 5 UG+ 1) — 2 ) + UG~ 1,)],

donde hh = %, 1<i<N,yj>0.Sear = h%’ escribimos la ultima ecuacién en la
forma,

rA[UG+1,7) + U@ —1,7)] + (B—2rA)U(i,j) — BU(i,j+1) =0

1<i<N-1, j>0. 31.1)
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Las condiciones de frontera y las condiciones iniciales (3.0.1)-(3.0.4) toman la for-

ma,
u,j) =0, j>0 (3.1.2)

BiU(N,j) + NB, [U(N,j) —U(N—1,j)] =0, j>0 (3.1.3)
U(i,0) = f(i), 0<i<N (3.1.4)

con f (i) = F (ih).

3.2. EL PROBLEMA DE FRONTERA EN DIFERENCIA PAR-
CIAL

En esta seccidn se buscaran soluciones de la forma,

U@, j) = G(HHGE), G(j) e C™*™, H(i) € C"

1<i<N-1, j>0. (32.1)

Las siguientes ecuaciones se obtienen reemplazando la condicién (3.2.1) en las
ecuaciones (3.1.1)-(3.1.3). Ademas Nh =1, r = h%'

rAG(j)[H(i+1)—H(i—1)]+ (B—2rA)G(j)H(i) = BG(j+1)H(i) (3.2.2)

G(j)H(0) =0 (3.2.3)

BiG(j)H(N) 4+ NBxG(j) [H(N) — H(N —1)] = 0. (3.2.4)

Sip es un numero real, adicionando y sustrayendo el término pAG(j)H(i) enel

lado izquierdo de (3.2.2) se obtiene,
rAG() [H(i+1) + (Z5£) H(i) + H(i—1)| +

7

(3.2.5)
[(B+pA)G(j) =BG(+1)] H(i) =0
Notese que la ecuacion (3.2.5) se satisface si las sucesiones {G(j)}, {H(i)} satis-
facen
BG(j+1)—(B+pA)G(j) =0, j>0 (3.2.6)
H(i+1)+ (—21;— P

)H(i)+H(i—1):O, 1<i<N-1. (3.2.7)

27



Ademas, los coeficientes de la ecuacién vectorial (3.2.7) son escalares, y las en-

tradas de H(i) son las soluciones de la ecuacion escalar

2r+p
»

h(i+1)—< )h(i)+h(i—1):0, 1<i<N-1,

con la ecuacién caracteristica algebraica asociada

zz—(zrjp>z+1=o (3.2.8)

2
para aquellos nameros reales p tal que —4r < p < 0 se obtiene (zr;p ) <L

Asi, si —4r < p < 0, entonces la ecuacion (3.2.8) tiene dos soluciones diferentes

2r + ) 2r + 0\ 2
201 = { - P i]\/l - (Tp) } (3.2.9)

201 = e
donde cosf = 22“) ,0€0,m] v j=+—1 eslaunidad imaginaria. Asi se
obtiene

zg = cos(n@) +jsin(nb), zi = cos(nh) —jsin(nf), (3.2.10)

donde el conjunto solucién de la ecuacién vectorial (3.2.7) esta dada por
H(i) =zhc+2zid, c¢,dcC" 1<i<N-1 (3.2.11)

Este H(i) debera ser satisfecha por (3.2.3), en orden de determinar soluciones no
triviales U (i, j) del problema (3.2.2)-(3.2.4), es necesario que H(0) = 0. Por (3.2.11)

se sigue que ¢ = —d, luego
H(i) = (zh —7z)d, deC", 1<i<N-1
H(i) =sin(if)d, de C",1<i<N-—1. (3.2.12)
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Sustituyendo (3.2.12) en la ecuacion (3.2.4) se obtiene

{Bi(# —2) +NBo | () =) = (27 =2 7) |} (= o,

{B1sin (N6) + NB; [sin (N#) —sin ((N —1)0)]} G(j)d =0, j >0. (3.2.13)

Como se buscan soluciones no triviales, se supone que ni G(j), nid € C" son
ceros. Con el requerimiento de que el vector d € C™ debe ser diferente de cero,

la condicién (3.2.13) es equivalente a la siguiente condicién

T(0) = Bysin (NO) + NB; [sin (N@) —sin ((N — 1) 0)] singular, 6 € |0, 77|.
(3.2.14)

Observe que para 0 = 7t la matriz T(7r) = 0 y por tanto es singular, pero para
6 = 7 de (3.2.12) se obtiene H(i) = 0 la solucién trivial. Asi, se buscaran valores
de 6 € ]0, [ talesque T () sea singular.

Veamos que si sin(N@) = 0 entonces para § = &1 k = 1,2,.,N—1 la
matriz T(0) esinvertible dado que sin(%F) #£0 y B, es invertible,

T(6) = NB, [sm (k7t) — sin ((N— 1) ’Xm
() (22) )
— 2NB, sin (k”) 0s (kn— %)

— 2NB,sin (;‘Z) (—1)F cos (’2‘—;)

= N(—1)*B, sin (%) :

Consecuentemente los valores 6 € ]0, [ tales que la matriz T (0) definida por

(3.2.14) sea singular debe satisfacer que sin(N@) # 0, y entonces T () es
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singular siy sélo si

in (¢ 2N-11) g
gyig, 20 (8o (45)

I essingular, 6 € |0, 7] (3.2.15)

2N sin <§> cos ((%) 9)
, co(-B;'B) (3.2.16)
sin(N6)
Supoéngase que
existe un valor propioreal u <1, peco (—B2_1B1> (3.2.17)
Note que la condicién (3.2.14) es equivalente a
(B1 + NBy)sin(N@) — NBysin ((N —1)0)  es singular (3.2.18)

expandiendo sin((N —1)0) y premultiplicando la matriz que aparece en (3.2.18)

por B,'!, se obtiene la condicién equivalente,

existe u € o (—Bz’lBl> NR con — % +1—cosf +sinfcot(N) =0 (3.2.19)

donde 6 € ]0,7t[, entonces sin® # 0 y la ecuacién (3.2.19) para 6 puede

escribirse de la forma

cosf — (1— &
cot(Nf) = , -y ). (3.2.20)
sin 0
Suponiendo que p < 1 existe una tnica solucién 6 € [ = }kN TT, % [ 10, 7|
encada I, k =1,2,..,N —1, en efecto, V0 € I, = ]—171 % [ en cada

I, k=1,2,..,N —1, setiene

lim cot(NO) = +o0; lim cot(NO) = —o0;
9—>kN1 9—>§7‘(‘

d[cot(NO)]
de ~ sin? (N6)

< 0 = cot(N0) es decreciente;
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cot (N6) es continua.

Por tanto,
2k — 1

Existe 9k = <W

) m el k=1,2,.,N—1 talque cot(N6) =0.

Se obtiene que cot (N6) es una aplicacion continua de I = } k*Tlr(, Z\%n[ sobre

la rectareal encada Iy, k =1,2,..,N—1.5i u < 0 entonces para 6 € |0, ],
0—(1-% .. . .

{Wl < 0 es una funcién continua negativa y al ser cot(N6f) una

funcién que recorre todos los valoresen R, encada I}, k =1,2,..,N —1, estas

funciones se cortan en un tnico punto en cada I, es decir,

Existe 0y € Iy, k=1,2,..,N—1 talque cot(Nb) = [

cos (6) — (1— %)
sin (Gk) ’

Si 0 < u <1, laecuaciéon (3.2.20) tiene una tnica soluciéon para [; = }O,% [

cosG—(l—% k—1

ya que cot(Nf) — { D )] cambia de signo una vez. Para [y = ] N %7‘( [,

.z . L. . s Cos
k=2,..,N—1 también existe tinica solucién en cada I; porque {

una funcién acotada continua decreciente en cada I, como

o tiop)] ot )]

lim
6—>%7‘[*

lim

0— kLt sin@ sin 6

son numeros reales entonces,

0) — (1 — &
Existe 0y € Iy, k=1,2,..,N—1 talque cot(Nb) = [COS( b~ N)]

sin (Qk)
Esto garantiza la existencia de soluciones 0 € I tales que,

cos (6) — (1— %)
sin (Qk) ’

COt(NQk) = 9k € I (3.2.21)

para u <1, pco (—Bg 1B1>. Por lo tanto, una familia de soluciones viene dada
por
Hy(i) = sin(iby)dy, 6 €y, dpeC”, 1<i<N-1, 1<k<N-1. (3222
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Ademas, por (3.2.9) y (3.2.10) se

2r+p
2r

k=1,2,..,N—1

cosf =

Tomando estos valores de pj en (

tiene que

, p=px=—2r(1—cosby) = —4r sin? (%)

3.2.6) se obtiene

BGi(j+1) = (B+prA)Gi(j), j>0, k=1,2,..,N—1.

Ahora, si para cada k, se cumple la condicién,

existe Ay, tal que [(Ap—1)

B — pxA] es invertible

entonces la solucién general de (3.2.24) esta dada por

. = — — )
Gelj) = |BP (B+ pka) | vi,
donde

By =[(Ac—1)B—prA] "' B

Uy € c”,

(B+prA) = [(Ae — 1) B — peA] ™! (B + piA)

(3.2.23)

(3.2.24)

(3.2.25)

(3.2.26)

vr € C™ es un vector inicial consistente para BGy(j + 1) = (B + pxA)Gk(j), es
decir, vy € R (Elfk), donde Ly = Ind <§k> y EE denota la inversa Drazin de B.

Las soluciones Gi(j) tienen la forma,

Gr(j+1) = |BY (B+prd))|

= |B2(B + pxA)

= |BP(B +prA)|

Multiplicando por B se obtiene

BGi(j+1) = B [BP (B+pcA) | Gi(j)

— 5[ (I

B—pial '8)” (B 04)] Gl

_ BB ([(Ak ~1)B —pkA]l)D (B?P\kA)] Gk (7),
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donde [(Ax —1) B — prA] esno singular, es decir,
(A= 1) B—pA]” = [(Ae = 1) B — psA] ",
por lo tanto

BGi(j+1) = B [B [(Ax — 1) B — piA] (B+ piA)| Ge))
= BB [(A — 1) B— oAl [(Ak — 1) B — 04 A] ™" (B + 0 A) Gi(j)
= BB (B + pxA) Ge(j)
~ (BBPB + piBBPA) Gy ().

Si Ind (B) <1 entonces
BGi(j+1) = (B+pBBPA) Gy (j)
=B (14 p°A) Gl

Notese que si B es invertible con p; # 0, entonces Gi(j) = (I+pkB_1A)j

satisfaciendo que Gi(0) = I, es solucién de

Ge(j+1) = (I +pkB*1A> Gk (7)-

La familia de soluciones del problema (3.2.2)-(3.2.4) viene dada por

U (i, j) = [E,?(pr\kA)]j sin(i6; ) vy (3.2.27)

v € C™ es un vector inicial consistente y 6y € I.

Observe que si By es una matriz singular, p = 0 € ¢(—B, B;), entonces la
matriz T(0) es singular para los valores 6 = <%) n, k=1,2,.,N—1. En
efecto por (3.2.14),

T(6x) = By sin (N <22;\<]__11> 7r> +2Nsin <2(221;\[__11)7r> cos <(2N2_ D) ((22;\{[__11)) 71) B,
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) 2Nk N
T(6x) = By sin (ZN—ln_ZN—l)

. k—N
= Bjsin (kn—i—zN_lﬂ)

k—N
— (_1)k ;
= (—1) Blsm(ZN_ln),

donde sin <2k§—£\,171'> # 0, la matriz T(6;) es una matriz singular la cual es dife-

rente de cero si By # 0. Notemos que T(fy) = T(r) =0, y elcaso 6 = 7 se
excluye porque este valor da la solucién trivial. Sea ¢ < 1 un valor propio de la
matriz ( —B; 1Bl> y sea 6 una solucién de (3.2.21). Introducimos la matriz en
C"™*™ definida por

B, 1T(6;)

_ _ p-1
S(u) = Sin(NGy) B, "By +ul (3.2.28)

y la matriz S(u) en C™ %™ por

S(n)
S(m)Q
Swy=| SwQ* |, (3.2.29)

 s(Qr

donde Q = El? (B:p\kA) y p es el grado del polinomio minimal de Q. Veamos

que usando S(u), la condicién (3.2.13) toma la forma,

{By sin (N8) + NBj [sin (N6) — sin (N —1)0)]} [E,?(BTEA)]] e =0 (3.2.30)

con 0 <j, estoesequivalente a

S(p)vg, =0, v, € C™. (3.2.31)
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La ecuacion (3.2.31) tiene soluciones no nulas v, € C" siy sélo si
rank [g(y)} < m, (3.2.32)

y bajo esta condicion, por el teorema 2.3.1 de [22], el conjunto solucién de (3.2.31)

esta dado por

U = (I — §(y)+§(y)> a,, ap € C"—{0}. (3.2.33)

Por lo anterior el siguiente conjunto de soluciones no triviales del problema (3.2.2)-
(3.2.4) ha sido construido,

Uy(i, ) = [E,?(B:%A)Tjin(if)k)vkr TSisN=L 07U 55y
v = (I=S(*S(w)) 2, @ € C" — {0}

NOTA 2.1:Si B es una matriz no singular, entonces Ly = Ind(By) =0, BP = B\k_ !

y en este caso si py 7# 0, se tiene
BY(B+pxA) = B7 (A = 1) B— 0k A] (A — 1) B — 0, A] " (B + prA)
= (I+pB~1A)

y asi, G(j) estard dada por G(j) = (I + pxB~'A) con G(0) = I. Por lo tanto, el
siguiente conjunto de soluciones no triviales del problema (3.2.2)-(3.2.4) ha sido

construido para k=1,2,.., N —1,

Ui, f) = (I+ pxB~1A) sin(if)v,, 1<i<N—1, j>0,
v = <I — S(y)*S(y)) ag, ap € C" —{0}.

Supongamos ahora que p; = 0, el cual correspondea 6, =0 en (3.2.9)-(3.2.10).

En este caso la ecuacion (3.2.8) toma la forma

(z—1P2=22—224+1=0

201 =1,
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y el conjunto solucién de la ecuacién (3.2.7) estd dado por

H(i) = cz' +idz" ' = c (1) +id (1)"!

H(i)=1c+id=c+id, c¢,decC™ (3.2.35)
La condicién H(0) = 0 implica que ¢ =0 y (3.2.35) toma la forma

H(i) =idy, do e C". (3.2.36)
Imponiendo G(j) de (3.2.6) con B # 0 se tiene

BG (j+1) — BG (j
BIG(+1)-G(j)] =

teniendo en cuenta U(i,j) como es dada en (3.2.1) se tiene

u(i,j) = G (j) H (i)
= iG (0) dq

= iwy, wp € cm
la condicién (3.2.4) toma la forma

B1G(j)H(N) + NB2G(j) [H(N) —H(N -1)] = 0
B1G (0) Ndo + NB,G(0) [Ndo — (N — 1)dg] = 0
N (B1 + B,) G (0)dg = 0

(B1+By)wy =0, wyeC™.

Como B, es invertible esto es equivalente a

(By'By + Iwo =0, wp € C™ (3.2.37)
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La ecuacién (3.2.37) tiene soluciones vectoriales no nulas wy € C" si y sélo si,
By + By es singular (3.2.38)
esto es equivalente a

p=leo (—Bngl) . (3.2.39)

Suponiendo que existe y =1 € ¢ <_Bz_ 131) , a fin de determinar wy, partiendo
de (3.2.28) introducimos la matriz S (1) € C"™*"™,

S(1) =B, 'B; +1 (3.2.40)
y por el teorma 2.12. de [22], el conjunto solucién de (3.2.37) esta dado por
wo= (I—-5(1)"S(1)) po, ¢o € C" —{0}. (3.2.41)

En este caso tenemos una solucién no acotada de (3.2.2)-(3.2.4), cuando N — oo,

definida por
Up(i,j) =iwpg, 1<i<N—-1, j>0 (3.2.42)
donde wy esta dado por (3.2.41). Resumiendo se establece el siguiente resultado:

Teorema 3.2.1 Considere el problema de frontera (3.2.2)-(3.2.4) donde B; es una matriz
invertible que satisface la condicion (3.2.17). Sea S (u) la matrizen C™*™ definida por
(3.2.28), S(u) la matrizen C™ *™ definida por (3.2.29). Sea p el grado del polinonio
minimal de Q = EIP(B:—;;A), y BP la inversa de Drazin de By, entonces:

(i) El problema (3.2.2)-(3.2.4) tiene soluciones no triviales {U(i,j)} de la forma (3.2.1)
si existe 8 € 10, 7t[ tal que la matriz T(0) definida por (3.2.14) es singular y
rank [g(y)} < m.

(i) Si By es singular, tomando p = 0 en (3.2.17) y 6 = (22]\‘]—__11> t, k =
1,2,..,N — 1, se obtiene T(8) = (—1)kB;sin (é‘ﬁ—ﬂn) Bajo la hipétesis (3.2.16), la
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sucesion vectorial {Uy(i,j)} dadaen (3.2.34) define soluciones no triviales del problema
(3.2.2)-(3.2.4) para k=1,2,..,N — 1.

(i) Si w <1 y p # 0 es un valor propio de (_BE 131) , entonces existen soluciones
0p € I, = } k;Nlrc, %7’([, k=1,2,..,N—1, delaecuaciéon (3.2.21) para la cual T (6y)
es singular. Bajo la hipétesis (3.2.16), la sucesion vectorial {Uy(i,j)} dadaen (3.2.34)
define soluciones no triviales del problema (3.2.2)-(3.2.4) para k =1,2,..,N — 1.

(iv) Si pu =1 es un valor propio de (—BZ_ 1B1), entonces existen soluciones no triviales
del problema (3.2.2)-(3.2.4) dadas por

U(i,j) = iwy, wp €ker[S(1)], 1<i<N-1, j>0,

las cuales son no acotadas cuando N — oo.

3.3. CONSTRUCCION DE SOLUCIONES PARA EL PROBLE-
MA MIXTO

Ahora se construirdn soluciones exactas del problema mixto discreto
(3.1.1)-(3.1.4). Note que la ecuacién (3.2.7) junto con las condiciones H (0) =0
y BiH(N)+ NBy;[H(N)—H(N —1)] = 0 que fueron obtenidas respectiva-
mente de U (0,j) = G(j)H(0) = 0 y de la ecuaciéon (3.1.3) altomar j =0 vy
G (0) = I cumpliendo que la solucién no fuera la trivial, llevan a considerar el

siguiente problema discreto vectorial subyacente,

H(0) =0

H(i+1)-2H(i)+H@{-1)=0H(), 1<i<N-1
(P)
BiH(N)+ NBy[H(N)—H(N—-1)] =0 }

ya que By esinvertible, para u <1, y € o <—B2_ 1B1>, por el teorema de la

aplicacion espectral la segunda condicién de frontera del problema (P) puede
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transformarse en,

BiH(N)+ NBy [H(N) —H(N—-1)] =0
—~B,'BiH(N) -~ N[H(N)-H(N-1)] =0
pH(N)=N[H(N)-H(N-1)] =0
(N—u)H(N)=NH(N-1)
N
H(N) = N—_yH(N—l)

A’H(i—1)—-E8H((i)=0, 1<i<N-1
H(0)=0 }(P*)
= (

donde

{H(i) = sin(i6)di }py € C",1<i<N—1, con {6}r; €= } k%n,%n{,

verificando las ecuaciones

cos (6) — (1— %)
sin (Qk)

cot(N6y) = y {dk}llc\lz_ll € ker g(ﬂ)

son las soluciones de dicho problema. Asociado al problema (P*) se introduce el

problema discreto escalar de Sturm-Liouville,

h(i+1)=2n(i)+h(i—1)=FLh(i), 1<i<N-1
}(P**)

El problema (P**) puede ser escrito como un problema matricial de autovalores,

Ah = PRh
r

donde A esuna matriz (N —1) x (N — 1), simétrica y tridiagonal y R = I. El

sistema queda de la forma,
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21 0 0-- 0 h(1) h(1)
1 -210-- 0 1(2) h(2)
01 -21-- 0 nE) | h(3)
b e : Ty :
0 0--1-21 h(N—2) h(N —2)
0 0 -0 1 3%=2)\n(N-1) h(N—1)

Aplicando la teoria de Sturm-Liouville para problemas de autovalores matriciales
se obtienen los siguientes resultados:

(i) El problema (P**) tiene exactamente N —1 autovalores reales distintos,
{ & }]Ij;ll , los cuales vienen definidos por p; = —4r sin? (%) , dondelos {6} ,1(\]:_11

verifican la ecuacion,

_cos () — (1—§) k—1_ k B
COt(Nek) = sin (Qk) , 9k € TH,NT( , k= 1,2,...,N -1

(ii) Para cada autovalor {f:} existe una autofuncién h; (i), 1 <i < N-1,
dada por hy (i) = sin (if). Estas autofunciones {f (i)};; son mutuamente
ortogonales con respecto a la funcién de peso 1. En particular, estas autofunciones

son linealmente independientesen (1,2,..,N —1).

Debido a la linealidad de la ecuacién (3.1.1) y la homogeneidad de las condiciones
de frontera (3.1.2)-(3.1.3), es claro que la suma de soluciones del problema (3.1.1)-
(3.1.3) es también una solucién de tal problema. Supéngase la hipétesis (3.2.17)
con u # 1y (3.2.16).Si B; essingular, tomando y =0 y usando la notacién del

teorema 3.2.1, el vector

N-1_. e i " _
uG,j) =Y [B,?(BerkA)} sin(if) (I—5(0)+5(0))ak (33.1)
k=1
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con 1 <i<N-1,j>0, satisface (3.1.1)-(3.1.3) para a; € C" — {0}. Por
imposicién de la condicién inicial (3.1.4),
N—1 _ _
U@i,0) = f(i) = ¥ sin(i6y) (1—5(0)+5(0))ak

k=1 (3.3.2)

N-1
f(i) = ¥ sin(if)vy.
k=1

Con vy = (I—§(0)+§(0)> ax. Como f(i) y v son vectores en C" se puede
escribir (3.3.2) escalarmente,

N-1
fo(i) =) sin(iby)vg s, (3.3.3)
k=1

donde f;(i) y vks denotanla J-ésima componente de f(i) y vx respecti-
vamente, para 0 = 1,2,---,m. La expresiéon (3.3.3) es una serie de Fourier
discreta, donde las funciones {sin(i(—)k)},]{\]:_l1 son las autofunciones del problema
Sturm-Liouville discreto escalar (P**). Para determinar los coeficientes de Fouri-
er se multiplicard ambos lados de (3.3.3) por sin(iﬂg), 1 <¢ < N-—1, sesumaran
los resultados desde i =1 hasta i = N —1 y se usara la ortogonalidad de las

autofunciones {sin(ify) } ,I{V:_ll del problema Sturm-Liouville discreto

N-1 N-1N-1
Y sin(if) f5(i) = Y Y sin(ibg) sin(iby) vis
i=1 i=1 k=1
N-1
= Z (sm(zf)g) sin(in)vk,(; +...+ sm(chj) SiI’I(i@N_l)UN,L(;)
1
1
= ' sinz(iGg)v§,5
i

T

Il
—_

N-1
=uvg; Y sin®(if;), 1<¢<N-1
i=1
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entonces teniendo en cuenta que 6, = (é’f,—’_ﬁ) n, k=12,.,N—1, para pn =0

se tiene

o bien

4 NV or2k—1 ,
Vg s = N 1 1_21 sin (z <2N—1) n) fs5(i), k=1,2,..,N—1

escribiendo vectorialmente

4 NF o 2k-1 _
vk_ZN_l 1’:2181n (Z (2N—1) 7T>f(l), k_1/2/---/N_1 (334:)

Como vy = <I - §(O)+§(O)> ar € kerS(0), es suficiente imponer f(i) € kerS(0),

para que el vector,

o N — qi . [ 2k—1 . .

u,j) = Z [Bk(B—kpkA)} sin |1 { 55— | | Ve 1<i<N-1,j>0
k=1

(3.3.5)

sea una solucién del problema (3.1.1)-(3.1.4), con vy definido por (3.2.33) vec-
tor inicial consistente para (3.2.24). Por la definicién S (0) dada por (3.2.29), la

condicién
£(i) € ker [§(0)} L, 1<i<N-1 (3.3.6)
se satisface si,

ker [S(0)] es subespacio invariante de Q (3.3.7)
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este tltimo requerimiento puede ser escrito de la siguiente forma
S(0)Q (I —5(0)"s(0)) =0 (3.3.8)

dado que el ker [S(0)] = Im (I — S(0)*S5(0)). La conclusién para el caso p < 1,

# # 0 eslamisma con la tinica diferencia que

N-1

Y. sin (i) f(i)

i=1

Uk = "N1
Y. sin? (i)
i=1

7

para 1 <i < N—1. Veamos ésto, si B; es singular, usando la notacién del

teorema 2.2.1con p € o (—B£1B1> y suponiendo que rank [g(y)] < m, el vector

N-1 N o j _ _
ug,j) =y [B,?(B+pkA)] sin(if) (1 - 5(y)+5(y)) g, 1<i<N-1,j>0
k=1

es una solucién del problema (3.1.1)-(3.1.3) para cualquier vector a, € C™ — {0}.

Imponiendo la condicién inicial (3.1.4),

N-1

fs(i) = Y sin(iby)vg s
k=1
1<i<N-1, 1<6<m

por la teoria de series de Fourier discretas [14], los coeficientes de Fourier vienen

dados por,

N-1
;1 sin (i6) f5(i)
_Nfl
Y. sin? (i)
i=1

1<k<N-1, 1<6<m
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equivalentemente en forma vectorial

N_1 . . .
;1 sin (i6) f (i)
Uk = N
Y. sin? (i6))
i=1
1<k<N-1

como se verifica que vy € ker S(u), es suficiente que,

fli) €ker [S(w)], 1<i<N-1 (33.9)
por la definicién de S(j), esta condicion se satisface si f(i) € ker [S(u)], es decir,

ker [S(p)] essubespacio invariantede Q, 1 <i< N —1 (3.3.10)
6 equivalentemente,

S(m)Q(I—S(u)"S(u)) =0, 1<i<N-1 (3.3.11)

para tener una solucién exacta del problema (3.1.1)-(3.1.4) definida por,
N—lp.. . — 4]
uG,j)=x. [BP(B +pkA)]]sin(i9k) v 1<i<N-1,0<j (3312

resumiendo, el siguiente resultado ha sido establecido,

Teorema 3.3.1 Considerando la notacion del teorema 3.2.1 y tomando u # 1 un valor
propio real de (—B£1B1> . Suponiendo que la sucesion {f(z)}fizl satisface (3.3.8) 'y

que la matriz Q satisface (3.3.10), entonces

( N—1 —~ —_— ] . . _
L [BP(B+pca)| sin[i (B2%) 7| v w=0,
k=1 N-1
con vp =y L sin <i (%) 7T> f()
A i 33.13
U j) = )3 [B,?(BerkA)} sin(ifx)ue, w <1, u #0, G319
- N-1
' sin(i0y) f (i)
con vy =S+———
Y. sin?(if)
i=1
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dondel <i < N-—1, >0,y v esvector inicial consistente para (3.2.24) dado por
(3.2.33), define una solucién del problema (3.1.1)-(3.1.4).

Una condicién més general que (3.3.6) puede ser impuesta sobre { f (i) }fi o Sila

matriz (—Bz_ 1B1> tiene s valores propios diferentes py, yy, ..., pts paralos cuales,

{11, oy oy is} C @ (—Bngl) N]-o0,1[, pr#1, 1<T<s. (3.3.14)
Sea S(yr) =B, 'Bi+purl y para 1<t <s, sea

R (1) = S (1) S (pr-1) S (pr11) S (s), R = S(ur)R (i) (3.3.15)
Sea M el subespacio vectorial definido por

M = ker(R) (3.3.16)
por el teorema de descomposiciéon [23], se sigue que

M =kerS (uy) ®kerS (y2) ® ... dker S (ps) . (3.3.17)
Sea Qr (x) el polinomio de grado s —1 definido por

Qc(x) =(x—p1) (x —p2) o (x — pr—1) (¥ — prg1) o (x — Hs) . (3.3.18)

Entonces los polinomios {Q+ (x)}>_; son coprimos y por el teorema de Bezout

23], existen ntimeros complejos {ar}>_; tales que

Qx) =) aQc(x)=1, (3.3.19)
=1
donde
. -1
ar = [ IT (uc— yv)] , 1<t<s. (3.3.20)
Y=L #T



Estoes, Q(x) es el polinomio interpolante de Lagrange que toma el valor 1 en
cada x = pr, 1 <1 <. Porlaecuaciéon (3.3.17) y el calculo funcional matricial

actuando sobre la matriz —B, !By, se sigue que

I= QS(—leBl) ~ é w:Q: (~B;'B1)

=y o (=B;'Bi—pul) ... (—B;'Bi = peal) (=By "By — pesal)
(—B By~ sl

luego
= 3y (-5() (-500) - (~S(te-1)) (~S(tesn) . (~505)
= (17 1 (8(00) (5(12) - (S0 (St - (5(4)
— (-1 ; %R (i),

por tanto se ha obtenido,
S S
I= (=1 Y &R () = ¥ Qs (—B2_1B1> . (3.3.21)
=1 =1

Sea fT(z)}fi o la proyeccion de {f (1)}111 o sobre el correspondiente subespacio

ker [S(p+)], definida por
fr(i) - (_1)571“7R (]/lr)f(i), 0<i<N, 1<7t<s (3.3.22)

observe que

ilff(i) — (—1) 21 %R (1) (i)
- <—1>S-1i1 &R ()| £(0)
— I7(i)
— £()
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A+ o)) + o+ f5()) = f(i), 1<i<N. (3.3.23)
Supongamos f (i) € M, 1 <i <N, es decir,
Rf(()=0, 1<i<N, 1<t<s (3.3.24)

entonces por (3.3.14), (3.3.21), (3.3.23) se obtiene

S (ue) f (i) = (_1)5_1 arS (pr) R (pe) f (i) = (_1)5_1 arRf (i) =0 (3.3.25)

fr (i) € ker [S (u<)]. (3.3.26)

Observe que las condiciones (3.3.23) y (3.3.25) son equivalentes. Consideremos
ahora el nuevo problema en el cual la condicién inicial (3.1.4) del problema (3.1.1)-

(3.1.4), es reemplazada por
U(i,0) = fe(i), 0<i<N, 0<tT<s. (3.3.27)

Se obtienen los s problemas siguientes,

u(o ])=
BiU(N,j) + NBy [U(N,j) — U(N —1,j)
u(i,o )=fr() 0<i<N

rAlUG+1,j)+U(i—1,j)]+ (B—-2rA)U(i,j) — BU(i,j+1) =0, 1<i<N-1
]

con j > 0, considere el siguiente problema discreto,

H(0)=0

A’H(i—1)—8H(({)=0, 1<i<N-1
}(P*>
H(N) = xo-H(N-1)
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=
—
Z
R
m
T

N — (0NN Cem e N T
donde {H(z) = sin(if, ’)d, }kzl eC", 1<i<N-1, con {0
Iy = } N %n[, 1 < k < N — 1, verificando las ecuaciones

cos (9@) -(1-5)
sin (9,@)

son las soluciones de de estos s problemas. Asociados a (P*) se tienen s pro-

N-1 -
cot(NG,ﬁT)) = y {d](:)} € ker S(pur)

blemas discretos escalares de Sturm-Liouville,

h(i+1)—2h(i)+h(i

para cada uno de ellos se obtiene:

(r)y N—1
(i) Se tiene exactamente N —1 autovalores reales distintos, {p b , los
k=1
: - (1) 5 (6" (r) V-1
cuales vienen definidos por p,’ = —4rsin” | %~ ), donde los {Gk } €
k=1

] "’Tlrc, %7‘[ [ verifican la ecuacion,

cot(N@IET)) =

(7)

(ii) Para cada autovalor ka existe una autofuncién ki, (i), 1 <i < N —1, dada
por h,(:) (i) = sin (iGIET)). Estas autofunciones {hl(f) (1)}:]_11 son mutuamente
ortogonales con respecto a la funcién de peso 1. En particular, estas autofunciones
son linealmente independientes en (1,2,..,N —1). De (3.3.12) se sabe que la
solucién del problema de frontera discreto (3.1.1)-(3.1.3) para cada T tal que

1 <1 <s, esdelaforma:
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N—-1r__ — ]
L [BP(B+pra)| sin(ie™)o”,

CoN k=1t
Ur(irj) = vl(:) = (I - S(yT)+S(]/tT)) a,((T), v,(:) vector inicial consistente
n<l u#0, 1<i<N-1,0<j, 1<7t<5s
(3.3.28)
los vectores v,(cT) deben verificar,
N-1
feli) = Y sin(i6?)ol” (3.3.29)
k=1
por la teoria de las series de Fourier discretas [14], se tiene
N-1
Y sin(i6{")f- (i)
0 = S , 1<k<N-1
— o 20:0(T)
Y. sin“(if, ')
i=1
-1 NZL O o
(=1)" " acR (pr) '21 sin(i6), ") f (1)
J— Z:
o N-1
Y. sin?(io\")
i=1
N-1
L sin(i6;”) ()
= (_1)5_1 R (i) l:Nl,l =
Y sin®(i6, ")
i=1
denotando,

se tiene,
UI((T) = (—1)5_1 arR (ur) UIET)f(i).
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Imponiendo la condicién,

fr(i) € ker S(ur) (3.3.30)
y kerS(ji;) es subespacio invariante de Q, es decir,

S(pr) Q(I—S(ur)"S(pe)) =0, 1<7<s (3.3.31)

se sigue que la solucién al problema mixto discreto estd definido por,
S
U(,j) =Y Uc(i,j). (3.3.32)
=1

Por los comentarios previos y el teorema 3.3.1, el siguiente resultado ha sido

establecido,

Teorema 3.3.2 Sea yi1, o, ..., s dados por (3.3.13), S(pe) = By "By + p<l, y S(pr),
R definidos por (3.3.14) para 1 <t <s, donde R = S(p)R (ur). Supéngase que
las condiciones (3.3.26) y (3.3.27) se cumplen y sea {U(i,j)} dado por (3.3.11) donde

vy es reemplazado por v,((T) definido por
(0 _ (1)1 4R Dy 1<rp<
v = (1) aR (o) vy 'f(i), 1<T<s

luego
Ui, j) = 3 Ux(i,j)
=1

es una solucion del problema (3.1.1)-(3.1.4).
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CAPITULO 4

CASO 11

Ahora se tratard con problemas de la forma:

Aty (x,t) — Bug(x, 1) —u(x,t) =0, 0<x<1,t>0 (4.0.1)
u(0,t) =0, t>0 (4.0.2)

Biu(1,t) + Bouy(1,£) =0, t>0 (4.0.3)

u(x,0) = F(x), 0<x<1. (4.0.4)

Este caso esta organizado en forma semejante al CASO I. Veamos inicialmente

la discretizacién del problema.

4.1. DISCRETIZACION

Se considera una discretizacién similar a la del CASO I. Se divide el dominio
[0,1] x [0, +00[ en rectangulos iguales de lado Ax = h y At =k, de este modo se
ha construido una red rectingular formada por los puntos (x;, t;) = (ih, jk). Usan-
do un método en diferencias finitas progresivas se reemplazaran las derivadas par-
ciales u; y uyy delaecuacién (4.0.1), transformado el problema continuo en un
problema discreto. Del desarrollo en series de Taylor alrededor del punto (ik, jk),
se tiene

iy (i, ) u (ih, (j + 1)}1{() — u (ih, jk) L0 <k2>




ttee (il jK) = u((i+1)h,jk)—2u (;Z,]k) +u ((i —1)h, jk) L0 <h2)

sustituyendo en la ecuacién (4.0.1) las expresiones de u; y uyy se obtiene el
siguiente esquema en diferencias,

(1) By k) = 2u (ih, k) + u (= 1) b k) pu (ih, (+1) k) = u (i, k)

12 X —u (ih, jk) = 0.
Denotando,
Afu] = Auyx(x,t) — Bug(x,t) — u(x, t)
y
A ] = AP D) = 20,8+ (= Dbl i, G DB = ihk)

h2 k

observe que el esquema en diferencia obtenido es consistente con la ecuacién en

derivadas parciales (4.0.1), es decir, verifica

IA 9]~ Aug [l =0, cuando hk —0

siendo ¢ (x,t) cualquier funcién suave, i.e., cualquier funcién suficientemente
derivable. En efecto, denotando @ (i,j) = ¢ (ih, jk) se tienen,

(1)) =28 () + @ ((I=1),)) @G (+1) =P ()

A [p] = A . - 2 - (i,f)

desarrollando por Taylor, alrededor del punto (x;, t]-) = (ih, jk), la funcién

®(i,j+1) en t y las funciones ®(i+1,j), ®(i—1,j) en x, seobtiene,
. - . K . 3

P (i, +1) = P (i,) + ks (i, ) + 5P (i,1) + O (k)

2 3 h4

Q(i+1j)=P())+hd:(i,]) + j@xx (i,7) + yq’xxx (i,7) + jq)xxxx (i,j) + O (1°)
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. . . WP B & U & .
S@i—1,j)=P(j) —hd (i) + quxx (i,j) — yq)xxx (i,7) + Eq)xxxx (i,j) +0O (hs)

sustituyendo en Ay [¢], se tiene

A 9] = A (Pux (i) + B®rnrs (i,1)) — B (@4 (i) + 50u (1,1)) — @ (i, )
+0 (k) +0 ()

por otra parte se tiene, A[¢] = Apxx(x,t) — BPi(x,t) — ¢(x,t), y tomando en

cuenta la notacién anterior se tiene para el punto (x;, ti) = (ih, jk),
A[P] = AP (i f) — B®(i, ) — (i, ])

de donde,
2

h .. k ..
A [‘P] - Ah,k [‘P] = _AEcDxxxx (1;]) + Biq)tt (Z,]) +0 (k2 + h3)

tomando norma en esta dltima expresion,
IATg] = Anelgll < 1A O (H) + 1Bl O (k)

se concluye que el esquema en diferencias finitas es consistente con la ecuacién
(4.0.1). Esto implica que la solucién de la ecuacién en derivadas parciales, si es
suave, entonces es una solucién aproximada del esquema en diferencias. Deno-
tando U(i,j) = u(ih, jk) y aproximando las derivadas parciales que aparecen en
(4.0.1) por las aproximaciones en diferencias,
Ui, j+1) —U}j)

k

u@+1,j)—2U(,j)+u@ii-1,j)
L2

w(ih, jk) ~

Uy (ih, jk) =~
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La ecuacion (4.0.1) toma la forma,

LG +1,) = 2U () + UG~ 1,)] - 2 UG +1) ~ UG, j)] ~ UG, j) =0

donde h = %], 1<i<N-1,yj>0. Sear= h%' escribimos la ultima ecuacién

en la forma siguiente,

rAlUG+1,j)+U(i—1,j)] — (2rA—B+kI)U(i,j) — BU(i,j+1) =

0
1<i<N-1, j>0. (411

Las condiciones de frontera y las condiciones iniciales (4.0.2)-(4.0.4) toman la for-

ma,
u,j) =0, j>0 (4.1.2)
BiU(N,j) 4+ NBy [U(N,j) —U(N—1,j)] =0, j>0 (4.1.3)
ue,0) = f(i), 0<i<N (4.1.4)

con f (i) = F (ih).

4.2. ELPROBLEMA DE FRONTERA EN DIFERENCIA PAR-
CIAL

En esta secciéon se buscaran soluciones de la forma,

u(i,j) = G(j)H(i), G(j) e C™™, H(i) € C"

1<i<N-1, j>0. (42.1)

Las siguientes ecuaciones se obtienen reemplazando la condicién (4.2.1) en las
ecuaciones (4.1.1)-(4.1.3). Ademas Nh =1, r = h%’

rAG(j) [H(i+1) — H(i —1)] — [(2rA — B+ kI) G(j) + BG (j + 1)] H(i) = 0
(4.2.2)

G(j)H(0) =0 (4.2.3)
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B1G(j)H(N) + NB,G(j) [H(N) — H(N —1)] = 0. (4.2.4)

Sip es un namero real, adicionando y sustrayendo el término pAG(j)H(i) en

el lado izquierdo de (4.2.2) se obtiene,

AG(j) [H(z‘ +1)— (zﬂ) H(i)+ H(i — 1)] +[(pA+ B —kI) G(

; ) 425
_BG(j+1)H(i) = 0.

Notese que la ecuacion (4.2.5) se satisface si las sucesiones {G(j)}, {H(i)} satis-

facen
BG(j+1)— (0pA+B—kI)G(j) =0, j=>0 (4.2.6)
H(i+1)—<2rjp)H(i)+H(i—1):0, 1<i<N-1. (4.2.7)

Ademas los coeficientes de la ecuacion vectorial (4.2.7) son escalares, y las entradas

de H(i) son las soluciones de la ecuacion escalar

h(i+1) — (
con la ecuacién caracteristica algebraica asociada

zz—(zr:-p)z+1zo (4.2.8)

erp) hi) +h(i—1)=0, 1<i<N-1,

2
para aquellos nameros reales p tal que —4r < p < 0 se obtiene (2r;p ) <L

Asi, si —4r < p < 0, entonces la ecuacién (4.2.8) tiene dos soluciones diferentes

2r + . 2r + 2
201 = { o P i]\/l . (Tp) } (4.2.9)

201 = eil@

donde cosf = 22#, 6 € [0,7] y donde j = +/—1 eslaunidad imaginaria.
Asi se obtiene
zy = cos(n@) +jsin(nd), z§ = cos(nd) —jsin(nb), (4.2.10)
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donde el conjunto solucién de la ecuacién vectorial (4.2.7) esta dada por
H(i)=zhc+2zd, cdcC" 1<i<N-1 (4.2.11)

Este H(i) debera ser satisfecha por (4.2.3), en orden de determinar soluciones no
triviales U (i, j) del problema (4.2.2)-(4.2.4), es necesario que H(0) = 0. Por (4.2.11)

se sigue que c = —d, luego
H(i)=(z}—2)d, dcC", 1<i<N-1
H(i) =sin(if)d, d e C", 1 <i<N-1. (4.2.12)

Sustituyendo (4.2.12) en la ecuacion (4.2.4) se obtiene

{Bl (zé\]—z{\]> + NB, [(zé\[ —z{\]) — ( é\]_l —Z{\I_l)} } G(j)d =0,

{By sin (N6) + NB; [sin (N6) —sin (N —1)60)]} G(j)d =0, j >0. (42.13)

Como se buscan soluciones no triviales, se asume que ni G(j), nid € C™ son
ceros. Con el requerimiento de que el vector d € C™ debe ser diferente de cero,

la condicién (4.2.13) es equivalente a la siguiente condicién

T(0) = Bysin (NO) + NB; [sin (N6) —sin (N —1)0)] essingular, 0 < 0 < 7.
(4.2.14)

Note que para 6 = 77 lamatriz T(7r) = 0 y por tanto singular pero para 6 = 7
de (4.2.12) se obtiene H(i) = 0 la solucioén trivial. Asi, se buscardn valores de

6 € |0, t| tales que T (6) sea singular. Veamos que si sin(Nf) = 0 entonces
para 6 = %,6 =1,2,..,N—1 lamatriz T(6) esinvertible dado que sin(%) #0
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y By esinvertible,

T(0) = NB; {sin (¢7r) — sin

(
)= (%2 ) W)
(i

= N(—1)!B, sin <%> .

Consecuentemente, los valores 6 € |0, 7t tales que la matriz T (f) definida por
(4.2.14) sea singular debe satisfacer que sin(N@) # 0, y entonces T () es

singular siy sélo si

B,'B; + 2ein <g21:();]g§%> 9> I essingular, 6 € ]0, 77| (4.2.15)
o]
2sin @21:2;2?%) 9> co <—B2_1B1> . (4.2.16)

Supodngase que

Existe un valor propioreal y <1, peo <—B2_181> . (4.2.17)
Note que la condicién (4.2.14) es equivalente a

(B1 + NBy)sin(N@) — NBpsin ((N —1)0) es singular (4.2.18)

expandiendo sin((N — 1)0) y premultiplicando la matriz que aparece en (4.2.18)

por B;'!, se obtiene la condicion equivalente,

existe y € o (—B2’131> NIR con — % +1—cosf +sinfcot(N) =0 (4.2.19)
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donde 6 € ]0,7[, entonces sin® # 0 y la ecuacién (4.2.19) para 6 puede
escribirse de la forma

cosf — (1 — %)

cot(N6) = “nd

(4.2.20)

Supdngase p < 1 existe una dnica solucién 6 € [, = ]Z_Tlﬂ,%n[ C 10, [ para

cada I, ¥ =1,2,..,N — 1. Enefecto, V0 € I, = V’Tln,%n[ C |0, [ en cada Iy,
¢{=1,2,..,N—1, setiene

lim cot(Nf) = oo; lim cot (N6) = —oo;

9%%7‘(* 9—>%71’7

d [cot (N6 N
[cot (NO)] = < 0 = cot(N0) es decreciente;
de sin” (N6)

cot (N6) es continua.

Por tanto,

20 -1

Existe Gg = (W

) mel, £=1,2,.,N—1 talque cot(N6§,) =0.

Se obtiene que cot (N@) es una aplicacion continua de [, = } %n, %7‘[[ sobre

la recta realen cada I, ¢ = 1,2,...,N—1.Si u < 0 entonces para 6 € |0, ],
_(1_k

[W} < 0 es una funcién continua negativa y al ser cot(N6) una

funcién que recorre todos los valoresen R encada Iy, £ =1,2,..,N —1, estas

funciones se cortardn en un tnico punto en cada I, es decir,

00— (1—%
Existe6, € I;, £ =1,2,..,N—1 tal que cot (NGZ) - [COS Zsin(ﬁ N)] '
14

Si 0 < pu <1, laecuacién (4.2.20) tiene una tnica solucién para I = }O,%n[

cosG—(l—’—I\‘,)
sin @

1 cambia de signo una vez. Para I, = } %n, %7‘( [,

cos9(1g‘,)}

sin 6

ya que cot(N@) — {

¢ =2,..,N—1 existe tambien una tinica solucién para cada I, porque {
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es una funcién acotada continua decreciente en cada I,, por ser

¢ I
lim | ‘ — (1~ ) y lim | ‘ — (1~ ) nimeros reales
0— kLot sin 6 o— k- sinf
por tanto,

00— (1—%
Existe6, € I;, £ =1,2,..,N—1 tal que cot (NGK) - [COS esin(ﬂ N)] '
y4

Esto garantiza la existencia de soluciones 6, € I, tales que,

cos (0)) — (1— %)

cot(N6y) = sin (8,)

(4.2.21)

para u <1, peco <_Bz_ 1Bl>. Por lo tanto, una familia de soluciones viene dada

por
H,(i) =sin(if,)d,, 6, €1, d,€C" 1<i<N-1, 1</<N-1. (42.22)

Ademas, por (4.2.9) y (4.2.10) se tiene que

2r+p

6 =
CcOSs o

, p=pr=—2r(1—cosb) = —4r sin? (%) (4.2.23)

¢(=1,2,..,N—1.

Tomando estos valores de py en (4.2.6) se obtiene

BGy(j+1) = (pyA+B—kI)Gy(j), j>0, £=1,2,.,N—1 (4.2.24)
Ahora, si para cada ¢ se cumple la condicién,

Existe Ay, tal que [AyB — (pyA+ B —kI)| es invertible (4.2.25)
entonces la solucién general de (4.2.24) viene dada por

Gi(j) = [EE(WATB\— kl)y vy, j>0,v,€C" (4.2.26)

59



donde
Bi= [AMB—(0)A+B—kD] 'B= [(A\;—1)B—pA+kI] 'B

(0tA+B—kI) = [(A;—1) B — pA+kI| " (o, A+ B — kI)
vy € C™ es un vector inicial consistente para BGy(j + 1) = (pyA + B — kI)Gy(j),
es decir, vy € R (Eﬁj‘ ), donde L, = Ind (Eg) ;Y §E denota la inversa Drazin de
By. Las soluciones Gy (j) tienen la forma,

Gu(j+1) = [BP(oeA+B—kD)|" v

— [BP(0,A + B — kI)

= [BP(0yA + B — kI)

Multiplicando por B se obtiene

BG(j+1) = B |BP (p,A+ B—kI)| Gy(j)

=B ( [(Ar—1)B—ppA+kI] ™" B)D (ptA+B - kl)} Ge(f)

(D ~1\P 5 .
= 5|8° ([~ 1B - pea+ k1)) (peA T B kD) Gl
donde [(Ay —1) B — pyA + kI] es no singular, es decir,

[(A¢—1)B —psA+KI)° = [(Ay—1)B—p,A+kI] 7,
por lo tanto,

BG(j+1) = B [BP [(A¢—1) B —p,A+KI] (peA+ B —KI)| Gy(j)

= BB” [[(M —1)B—p A+KI] [(Ar = 1) B— pyA+kI) ™" (00A+ B — kl)} Ge(j)
= BBP (pyA+ B — kI) G4(j).

Si Ind (B) <1 entonces
BGi(j+1) = (B+pxBBPA) Gi(j)
= B (I+ 0B A) Gilj).
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Note que, si B es invertible con p; # 0, entonces Gy(j) = [(1—k) I + pr_lA}j

satisfaciendo que Gy(0) = I, es solucién de
Gelj+1) = [(1=K) T+ pB7 A Gy ().

La familia de soluciones del problema (4.2.2)-(4.2.4) viene dada por

Uglij) = [BP(peA+ B— kl)]] sin (i6;) g (4.2.27)

vy € C™ es un vector inicial consistente y 6, € I,

Observe que si By es una matriz singular, y =0 € 0(—B, !By), entonces la matriz

T(0) es singular para los valores 6, = (221@—__10 m, £=1,2,..,N —1. En efecto por

(4.2.14),

o 201 [ 20-1 (2N —1) (20 —1)
T(Qg)—Blsm<N<2N_1) 7t>—|—2Nsm<2(2N_1)7t>cos( 5 (2N—1)7T B,
= Bjsin 2N¢ T — N7
! 2N—1" 2N-1
. {—N
_Blsm<€7r—|—2N_17r>

donde sin (;&—ﬂn) # 0, la matriz T(6y) es una matriz singular la cual es dife-
rente de cero si By # 0. Notemos que T(6y) = T(r) =0, y elcaso 6 = 7 se
excluye porque este valor da la solucién trivial. Sea ¢ < 1 un valor propio de la
matriz <—B2_ 1B1> y sea 0, una solucién de (4.2.22). Introducimos la matriz en
C"™*™ definida por

_By'T(6) _ 4
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y la matriz S(u) en C™ *™ por

S(p)
S(mQ
S(wy=| SmMWQ* |, (4.2.29)

 s(Qr

donde Q = B\? (pgA:B\— kI) y p es el grado del polinomio minimal de Q.
Veamos que usando S(u), la condicién (4.2.13) toma la forma,

{Bysin (N6) + NB [sin (N6) — sin (N —1)6)]} [BP (o4 + B—kI)| v, = 0 42:30)

0<j
equivalente a

= — j
S () [BP(prA+ B—kD)] v, =0

S(u)jvy =0, v, €C™. (4.2.31)

La ecuacion (4.2.31) tiene soluciones no cero v, € C™ siy sélo si
rank [5@)} <m (4.2.32)

y bajo esta condicion, por el teorema 2.3.1 de [22], el conjunto solucién de (4.2.31)

esta dado por
vy = (1 - §(y)+§(y)> a,, a, €C™ (4.2.33)

Por todo lo anterior el siguiente conjunto de soluciones no triviales del problema
(4.2.2)-(4.2.4) ha sido construido,

Ug(i,j) = [BP(peA+ B — kl)ysin(z@g) v, 1<i<N-1, 0<], 2230
v = (I=S8()*8(w) ar, ar €C"—{0}
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NOTA 3.1.: Si B es una matriz no singular, entonces L, = Ind(B;) = 0, ]§E = Ezl
y en este caso si p; # 0, se tiene

~ —_— -1
BP(pyA+ B—kI) = {[(M—l)B—pgAHI]*lB} [(Ay—1)B —pyA+kI| " (pyA+ B —kI)

=B (A =1)B—pA+kI][(A;—=1)B—p,A+kI]"* (o)A + B —kI)
= B! (o)A + B —kI)
= [(1 —k) 1+pr*1A}

y asi Gy(j) estard dadapor Gy(j) = [(1—k)I +pr_1A}j con Gy(0) =I. Porlo
tanto el siguiente conjunto de soluciones no triviales del problema (4.2.2)-(4.2.4)

ha sido construido para ¢ =1,2,..,N —1,

Uy(i,j) = [(1—k) I+ p,B1A] sin (i0) v, 1<i<N-1, j>0

o= (I=S()*S(w)ay, a, €C"—{0}.

Supéngase ahora que p, = 0, el cual correspondea 6, =0 en (4.2.9)-(4.2.10). En

este caso la ecuacion (4.2.8) toma la forma

(z—=1)*=22-2241=0

20’1 =1
y el conjunto solucién de la ecuaciéon (4.2.7) esta dado por
H(i) = cz' +idz" ' = c (1) +id (1)"!

H(i)=c+id, c¢deC” (4.2.35)

La condicién H(0) = 0 implica que ¢ =0 y (4.2.35) toma la forma

H(i) = idy, do € C". (4.2.36)
Si pp=0 en (4.2.6) setiene

BG (j+1) = (B—kI) G j)
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y si se cumple la condiciéon
existe A, tal que [(A—1)B —kI] esinvertible

entonces la solucién general viene dada por

G(j) = [ED(B/—\kI)]]uO, e 0<j, (4.2.37)

donde vy € C" es un vector inicial consistente para BG (j+ 1) = (B —kI) G (j),

ademas

B= [AB—(B—kI)] 'B= [(A—1)B—kI]"'B

(B—kI)=[(A—1)B—kI]"'B

con BP denotando la inversa de Drazin de B. La familia de soluciones del
problema (4.2.2)-(4.2.4) viene dada por

o~ TaD/a o]l
Uo(i, ) = i [BD(B - kl)] vo
como H (i), G(j) deben satisfacer (4.2.4), entonces

BIG()H(N) + NB2G(j) [H(N) — H(N —1)] = 0
BiG(j)Ndo + NB,G(j) [Ndy — (N~ 1)dg] =0, j >0
(Bl + Bz) G (]) dy=0, dyeC™

Ademds como se tiene interés en soluciones no triviales, se asume que ni G(j), ni

dp € C" son cero. Esto equivale a la condicién

n=1lecco (—Bngl> . (4.2.38)
Asi, en vista de (4.2.28) se tiene

S(1) = B, 'By +1 (4.2.39)
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entonces

(B1+By) [BP (B/—TI)T =0, 0<;j (4.2.40)

equivalente a

5(1) [ED(B/—\M)}]UO
S(1

0, 0<j
0

)vo

si rank [§ (1)] < m teniendo en cuenta el Teorema 2.1.2. de [22], el conjunto de

soluciones de (4.2.40) es dado por
vo = (1 - §(1)+§(1)) a, a9 € C" — {0} (4.2.41)

Por lo tanto en este caso se tienen soluciones no acotadas de (4.2.2)-(4.2.4), cuando

N — oo, definidas por

(4.2.42)

Uo(i, j) = igﬁD(B/\kz)]]vo, 1<i<N-1, 0< j}
Uy =

I— §(1)+§(1)) ao, ag € C" — {0}
Resumiendo, se ha establecido el siguiente resultado:

Teorema 4.2.1 Considere el problema de frontera (4.1.1)-(4.1.3) donde By es una matriz
invertible que satisface la condicion (4.2.17). Sea S (u) la matriz en C™*™ definida por
(4.2.28), S(u) la matrizen C"P*™ definida por (4.2.29); Q = B\E(pgA:B\— kI) y
B\E es la inversa de Drazin de B ¢, entonces:

(i) El problema (4.1.1)-(4.1.3) tiene soluciones no triviales {U (i, ) } de la forma (4.2.1) si
existe 0 € |0, rt[ tal que la matriz T(0) definida por (4.2.14) es singular, y € |—o0,1]
y rank [g(y)} < m.

(ii) Si By es singular, tomando y = 0 en (42.21) y 6, = (é{,—’_ﬁ) m, =
1,2,..,N — 1, se obtiene T(6;) = (—1)"By sin <2£I\_,—_Nl7'c>. Bajo la hipotesis (4.2.16), la

sucesion vectorial {Uy(i, )} dadaen (4.2.34) define soluciones no triviales del problema
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(4.1.1)-(4.1.3) para ¢ =1,2,..,N — 1.

(i) Si w #0 y u <1 es un valor propio de (‘BE 1B1) , entonces existen soluciones
0, €I, = [%7{,%7’([, ¢=1,2,..,N—1, delaecuacién (4.2.21) para la cual T(6;)

es singular. Bajo la hipdtesis rank [§ (y)} < m, la sucesion vectorial {Uy(i,j)} dadaen
(4.2.34) define soluciones no triviales del problema (4.1.1)-(4.1.3) para ¢ =1,2,..,N — 1.
(iv) Si u =1 es un valor propio de (—BZ_ 1B1>, entonces existen soluciones no triviales
del problema (4.1.1)-(4.1.3) dadas por

. §(1)+§(1)) ao, ag € C" — {0}

Uo(i,j) =i [BP(B—KI)|'wp, 1<i<N—-1, 0<;j
Uy =

las cuales son no acotadas cuando N — oo.

4.3. CONSTRUCCION DE SOLUCIONES PARA EL PROBLE-
MA MIXTO

Ahora se construirdn soluciones exactas del problema mixto discreto (4.1.1)-(4.1.4).

Note que la ecuacion (4.2.7) junto con las condiciones
H(0)=0 y BBH(N)+NB;[H(N)-H(N—-1)] =0

que fueron obtenidas respectivamente de U (0,j) = G(j)H(0) = 0 y dela
ecuacion (4.1.3) altomar j =0 y G(0) = I, cumpliendo que la solucién no
fuera la trivial, llevan a considerar el siguiente problema discreto vectorial sub-

yacente,

BiH (N) + NB, [H

ya que B, esinvertible, para p <1, p € o <—B£ 1B1>, por el teorema de la

aplicaciéon espectral la segunda condicién de frontera del anterior problema puede
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transformarse en,

BiH(N)+NBy[H(N)—H(N-1)] =0
—B, 1B1H(N) N[H(N)-H(N-1)]=0
H(N)-N[H(N)-H(N-1)] =0
(N—u)H(N) = NH(N—1)
H(N)_%H(N—l)

y el problema discreto vectorial queda de la siguiente forma,

A’H(i—1)—-fH({i)=0, 1<i<N-1
H(0)=0 }(P*)
H(N) = 3%;H(N - 1)

donde {H(i) =sin(if,)d,}) ' e €, 1 <i < N—-1, con {0} eI, =
(1=

]K’Tln,%n[ verificando la ecuaciéon cot(N6y) = % y {d ) e
ker S(y) son las soluciones de dicho problema. Asociado al problema (P*) se
introduce el problema discreto escalar de Sturm-Liouville,

h(i+1)=2nh(i)+h(i—1)=Fh(i), 1<i<N-1

h(0)=0 (P*)
h(N) = 50 (N - 1)

El problema (P**) puede ser escrito como un problema matricial de autovalores,

Ah = LRra
r

donde A esuna matriz (N —1) x (N — 1), simétrica y tridiagonal y R = I. El

sistema queda de la forma,

21 0 0-- 0 h(1) h(1)
1 -210-- 0 h(2) h(2)
01 -21-- 0 @ | | 1B
Pl e e : Ty :
0 0--1-21 h(N—2) h(N —2)
0 0 -0 1 3%=2)\n(N=-1) h(N—1)



Aplicando la teoria de Sturm-Liouville para problemas de autovalores matriciales

se obtienen los siguientes resultados: (i) El problema (P**) tiene exactamente
. . ) -1 . ..

N — 1 autovalores reales distintos, {%}?:1 , los cuales vienen definidos por

oy = —4rsin? (%—/) , donde los {6,})";' verifican la ecuacién,

0,) - (1— & —
cot(Nf)g):COS(g) ( N), 956]6 L

— 7T, — {=1,2,..,N—1
sin (6,) N TC'NT[{' T

(ii) Paracada autovalor {£} existe una autofunciéon h, (i), 1 <i < N—1,
dada por hy (i) = sin(if;). Estas autofunciones {hy (i)}é\;l son mutuamente
ortogonales con respecto a la funcién de peso 1. En particular estas autofunciones
son linealmente independientes en (1,2,..., N —1). Debido a la linealidad de la
ecuaciéon (4.1.1) y la homogeneidad de las condiciones de frontera (4.1.2)-(4.1.3),
es claro que la suma de soluciones del problema (4.1.1)-(4.1.3) es también una
solucion de tal problema. Asumiendo la hipétesis (4.2.17) con u # 1 y (4.2.21).
Si By es singular, tomando u = 0 y usando la notacién del Teorema 4.2.1, el
vector de sucesiones
N-1

UG,j)= ¥ [EE(pgA:B\— kl)ysin (i6,) (1 . §(o)+§(o)> a,

- (4.3.1)
1<i<N-1,0<]j

satisface (4.1.1)-(4.1.3) para cualquier vector a;, € C" — {0} que verifique
vy = (I —5(0)tS (O)) ay. Por imposicion de la condicién inicial (4.1.4),

N-1

UuG,0) =y
=1 (4.3.2)
f@i)= Y sin(ify)vy, 1<i<N-1

(=1

Con vy = (I - SN(O)+§(O)> ap. La expresion (4.3.2) es una serie de Fourier
discreta, donde las funciones {sin(i@)}é\;l son las autofunciones del problema

Sturm-Liouville discreto las cuales son ortogonales.
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Por la teoria de series de Fourier discreta [14] y (4.3.2) se obtiene la siguiente

condicién para {f(i)},

N_l . . .
X sin (i0) f(i)
vy = = — , £=1,2,.,N-1
Y. sin? (i6))
i=1

con 0, = (2216—__11> TT,

4 NZI 20—1
— Y sin |i ' <{<N-—
Uy N1 mn{z(zN_l)n}f(z), 1</<N-1

i=1

(4.3.3)

Como vy = (I - S(O)+§(O)> a, € kerS(0), es suficiente imponer f(i) € kerS(0),

para que el vector,

U, j) = IZ_Z; [EE(WATB\— kI)]j sin [i (

(4.3.4)

sea solucién del problema (4.1.1)-(4.1.4). Con v, definido por (4.3.3). Por la defini-

cién de S() dada por (4.2.29), la condicién
£(i) € ker [§(0)}, 1<i<N-1
se satisface si

f(i) €ker[S(0)], 1<i<N-1

ker [S(0)] essubespacio invariantede Q, 1 <i< N -1
este ultimo requerimiento puede ser escrito en la forma

S(0)Q (I—5(0)"S(0)) =0, 1<i<N-1
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Tomandoyu <1, y #0.Seapy € o (—B2_1B1> y asumiendo que rank [SN(y)} <m,

usando la notacién del Teorema 4.2.1, bajo la hipétesis

f(i) €ker[S(w)], 1<i<N-1 (4.3.9)
y

ker [S(p)] es subespacio invariante de Q, 1 <i < N —1 (4.3.10)
6

S(m)Q(I—S(u)"S(u)) =0, 1<i<N-1 (4.3.11)

entonces una solucién del problema (4.1.1)-(4.1.4) es definido por

N-1 . :
UGi,j)= Y [BP(or A+ B—kD)| sin (i6)v,, 1<i<N=1,0< j. (4312)
/=1

Resumiendo, el siguiente teorema ha sido establecido,

Teorema 4.3.1 Considerando la notacién del teorema 4.2.1 y tomando p # 1 un valor
propio real de (—B2_181> . Asumiendo que la sucesion {f(z)}fi}l satisface (4.3.6)-
(4.3.9). Ademds la matriz Q satisfice (4.3.8) y (4.3.11). Entonces:

N=1r — I T 20—

Y [BE(pgA +B— kI)] sin [z (2216—_11> n} vy, =0

= N-1

4 Ty a2t ;
U(Z,]) = Ve = N1 igl SN [Z (2N—1) 7T:| f(l) (4313)

N-1 .. — '

L [BP(prA+B— kl)]]sin(zﬂg) v, u<1, 4 #£0

(=1

vy es definido por (4.3.3)

\

dondel <i<N—-1 y 0< j, defineunasolucion del problema (4.1.1)-(4.1.4).

Una condicién mas general que (4.3.6) y (4.3.9) puede ser impuesta sobre { f (i) };_

sila matriz (—BZ_ 1B1> tiene s valores propios diferentes 1, yp, ..., s en |—oo,1],
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esto permite resolver el problema (4.1.1)-(4.1.4) para una clase general de suce-
ciones {f(i)}. Dados p1,p2,...,4us indroduzcamos las siguientes matrices de
C"™ ™ para 1<71<s5,

S(pr) = Bngl + pol

R (pr) = S (1) .S (pr-1) S (pr1) .S (ps) (4.3.14)
R = S(ur)R (pr) -

Sea M el subespacio vectorial definedo por

M = ker(R) (4.3.15)
por el teorema de descomposiciéon [23], se sigue que

M =XkerS (y11) ®kerS (uz) ® ... d ker S (is) . (4.3.16)

Consideremos la sucesiéon de polinomios coprimos de grado s —1 definidos por
S

Qr (x) = w:}_ﬂlp#r (x — py) (4.3.17)

1<1t<s.

Entonces los polinomios {Q+ (x)}>_; son coprimos y por el teorema de Bezout

23], existen ntimeros complejos {ar}>_; tales que

=) a:Q:(x) =1 (4.3.18)
=1
donde
-1
we=| TI (tc—ny)
T o T— Hy (4.3.19)
1<1t<s

Estoes, Q(x) es el polinomio interpolante de Lagrange que toma el valor 1 en
cada x = pr, 1 <1 <s. Porlaecuacion (4.3.18) y el calculo funcional matricial

actuando sobre la matriz —B _1B1, se sigue que

[= Q( 1131) erTQT (— 1B1> = (—1)"! i @R (nr)  (43.20)

n=1
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Sea {f-(i)}1, laproyeccionde {f(i)}\ , sobre el subespacio ker [S(ji)], defini-

da por
fe(i) = (1) arR (pe) f(0)
1<t<s, 0<i<N (4.3.21)
note que

S

ilfm') — (~1y! ZR (e) £i) = [(—1)5—1DTR (12)

=1

f(i) = If(i) = f(i) (4322)

suponiendo f(i) € M, ie.,
Rf(i))=0, 1<T<s, 0<i<N (4.3.23)
entonces por (4.3.14), (4.3.21) y (4.3.23),

S (uo) f(i) =

fr(i) € ker[S(ur)], 1<T<s, 0<i<N. (4.3.24)

Considere ahora el nuevo problema en cual la condicién inicial (4.1.4) del proble-

ma (4.1.1)-(4.1.4), es remplazado por
U(,0)=fr(i), 0<i<N, 1<t<s (4.3.25)

Observemos que las condiciones (4.3.24)-(4.3.25) son equivalentes. Consideremos
ahora el nuevo problema en el cual la condicién inicial (4.1.4) del problema (4.1.1)-
(4.1.4), es reemplazada por (4.3.25). Sea (M) el problema definedo por (4.1.1)-

(4.1.3) y (4.3.25). El cambio en las condiciones iniciales en cada problema (Mz)
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s6lo modifica los vectores v, que aparecen en (4.3.13). Los coeficientes de Fourier

toman la forma

UET) = (=1)* 'S (pr) R (pe) UéT)f (7) (4.3.26)
1<71t<s, 0</¢<N-1

Por los comentarios previos y el Teorema 4.3.1, el siguiente resultado ha sido es-

tablecido:

Teorema 4.3.2 Sea i1, Y, ..., jis autovalors de la matriz. By 'By;  S(pz), R(pe), y
R definidos por (4.3.14) para 1 < T <'s. Supéngase que rank|[S (uc)] < s para
1<7<s5, {f(z)}fio satisfacen la condicion (4.3.23) y que Q cumple

S(pe)Q[I—S(ue)tS(pr)] =0, 1<C<N-1
luego

i) = ¥ Un(i ]

- (4.3.27)
1<i<N-1,0<]j

es una solucion del problema (4.1.1)-(4.1.4), donde

R e e o (D)
U.(i,j) =Y, [Bg (pgA—i—B—kI)] sin (i6;) v,
=1

y v(gr) es dado por (4.3.26).
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CAPITULO 5

EJEMPLOS

A continuacion se presentardn tres ejemplos particulares en los que se analizard la
estabilidad. El primero serd un sistema tipo CASO 1I, donde se describiré el fun-
cionamiento del método. En el segundo ejemplo se analizara sélo la convergencia
y se comparard con la obtenida por un método diferente, debido a que es compli-
cado encotrar sistemas matriciales con matrices sigulares se analizard un sistema
similar a CASO I pero con matriz B invertible. Finalmente se analizard un

sistema tipo CASO I, donde no se tiene convergencia.

5.1. EJEMPLO 1

Consideremos el problema (4.0.1)-(4.0.4) con las siguientes matrices:

000 110
A=1010]| B=1]000
001 000
110 1-10
Bi=[011] By,=(00 -1
001 0-1 0



y el vector

F(ih) = f (i) = (1 (i), £ (D). f (i) €,

donde f es una funcion real a elegir, h = % y 1 <i < N-—1, ademas

r= h% > 0.
Se tienen,
-1-11
~B,'By={0 01
0 11
de donde,

o (—32—131) = {~1,-0,6180,1,6180}

nombremos pu; = —1, up = —0,6180, wu3 = 1,6180 y consideremos las

matrices en C3%3,

01 —1
S(p1)=By'Bi+(m)I=0-1-1

0-1-2
03820 1 —1
S(u) =By 'Bi+(m)I=| 0 -06180 -1
0 -1 —1,6180
26180 1 -1
S(us) =B, 'Bi+(m3)I=( 0 16180 -1
0 -1 06180

Notemos que el caso p3 = 1,6180 > 1 es un caso para el cual no se analiz6 la
solucion del sistemas, sin embargo para este tambien se toman las matrices S ( p)
y S(u) definidas por (3.36) y (3.37) respectivamente, (ver [10]).

Determinemos S(jt), para esto debemos hallar Q = EE (pgA:—B\— kI) y el

grado de su polinomio minimal. Encontremos la matriz [A;B — (o,A + B —kI)] ™’
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paraalgun Ay, tomando A, = 2 se tiene que se puede encontrar dicha matriz para
cualquier p, numerorealy k = 5 pequefio.

Ademads se debe cumplir —4r < p, < 0, por lo que se tiene la matriz
[A¢B — (o)A +B—kI)]"! dependiendo de las divisiones de malla que se tomen.
En la literatura se encuentra comunmente r < 3 para tener estabilidad en sistemas

escalares, (ver [21]). Teniendo en cuenta lo anterior tomaremos p, = —1,9999 y

7

Nz = 49999 x 10> con N = 100 para analizar nuestro caso. De donde se tiene,

1,0000 —0,5000 0
[AB—(p)A+B—kI)] ' = ( 0 05000 0 )

0 0 0,55000
- 1,0000 1,0000 0
Bi= [AB—(0)/A+B—kI) 'B=| 0 0 0

0 0 0

- 09999 19999 0
(0)A+B—kI)=| 0 —1,0000 0

0 0  —1,0000
R 0,9999 0,9999 0
BP =1 0 0 0

0 0 O

0,9998 0,9998 0
o=1| o 0 0].
0 0 0

Los resultados se presentan con cuatro cifras decimales, aunque en los calculos
se trabajo con cifras completas. Para Q el grado del polinémio minimal p = 3,

hallemos S(u),

76



01 -1
0-1-1
0-1-2
0

SO O OO
SO OO OO

0
0
0
0
0
0
Por tanto, rango (§ (;41)) = 2 < 3, ademads se cumple,

000
5(#1)(2(1—5(;41)*5(;41)) = (000).
000

Es decir, ker (S(y1)) es subespacio invariante de la matriz Q. Para pp y 3

se tiene,
0,3820 1,0000 —1,0000
0 —-0,6180 —1,0000
0 —1,0000 —1,6180
N 0,3819 0,3819 0
S)=| 0 0 0
0 0 0
0,3818 0,3818 0
0 0 0
0 0 0
2,6180 1,0000 —1,0000
0 1,6180 —1,0000
0 —1,0000 0,6180
B 2,6175 2,6175 0
Sus)=| 0 0 0
0 0 0
2,6170 2,6170 0
0 0 0
0 0 0

77



donde, rango <§(;¢2)> =3«£3 y rango (g(y3)> = 3 £ 3, por tanto se
descartan estos valores propios. Trabajaremos sélo con el valor propio p; = —1 <
1, paralaeleccion de f (i) tendremos en cuenta la condicién f (i) € ker (S (—1)),

es decir,

S(p) f(i) =0

01 -1\ [f(i) 0
22) () -
0-1-2/ \f5(i) 0

Por tanto,

(fl (i))
f@ =10
0

Como rango (S(—l)) =2<3,

f(i) €ker(S(-1)) y S(-1)Q(I-S(-1)'s(-1)) =0,

por el Teorema 4.3.1, la sucesion vectorial,

;o 1[5 5 i,
u@,j) = ?]:11 [BE(PZA + B — kl)} sin (i6,) vy
1<i<N-1, j>0
es una solucién exacta del problema mixto discreto (4.0.1) — (4.0.4), con

0, € ]Z_Tln, %n [, 1 </¢{< N -1, soluciones de la ecuacién,

cos (6y) — (1 — &)
sin (6;)

cot(N6y) =

N-1
;1 sin (i0;) f(i)
_N—l
Y. sin? (i)
i=1

Uy =
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Los cuales pueden obtenerse usando Matlab, y la teoria relacionada con el proble-
ma escalar de Sturm-Liouville (P**). Ahora debemos asegurar que la solucion es
estable, para esto es suficiente probar que la matriz EE (peA+ B —kI) es conver-

gente, (ver [18]).

o (E?(pgA:B\— k1)) = {0,9998,0,0}
10,9998 < 1
0] <1,

es decir, el radio espectral es menor que 1 y la parte real es positiva. Esto garantiza

que la matriz B ll? (pgA:B\— kI) es convergente.

5.2. EJEMPLO 2

Consideremos el problema (3.0.1)-(3.0.4) con las siguientes matrices:

200 200
A=1110 B={110
002 005

Como nos concentraremos en el problema de la estabilidad, sélo tendremos en
cuenta las matrices A y B anteriores. Tomando en cuenta el Teorema 5.1 de [3],

la matriz (I — 4rAsin® (%) ) es convergente si

r< /\min (Al) >,
2 [p (A)sin (g)}
H
donde, A; = (A+2A >, Amin €s el menor de los valores propios de A; y p(A)

es el radio espectral de la matriz A. Este requerimiento se satisface si las matrices
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(I — 4r A sin? (%)) para cada k = 1,2,...,N — 1 son convergentes, ya que los
coeficientes vy son acotados si {f (i)},.; esacotada. Una condicién suficiente

0 /\mfn (Al ) se

para la convergencia de la matriz (I — 4rAsin? (Z)) esque r < m
p(A)sin( 3

cumplaparal <k < N —1, estoes,
Amin (Al)
—
2[p (A)]
Teniendo en cuenta estas condiciones determinemos para que valores de r el

sistema es estable.

21p

A+ AH 2

A = 5 — %10
002

o (A1) = {2,2071,0,7929,2}
Amin (A1) = 0,7929

ademas,
p(A) =2
entonces,
0,7929
<

= 0,0991
2]

de donde la solucién serd estable para r < 0,0991.

Por un anélisis alterno, teniendo en cuenta la estabilidad de sistemas matri-

ciales, (ver [19]), se tiene,

1—4r sin? (§) 0 0
G = I —4rAsin (g) - 0 1 4r sin? (§) 0
0 0 ~167 sin? (§)
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donde,

(1-4r sin? (§))" 0 0

n

G" = 0 (1 — 4r sin® <g>> 0

0 0 (—1,6r sin? (g))n

es convergente para r < % Es decir para una relacién menos restrictiva, r, se tiene

que el sistema es estable.

5.3. EJEMPLO 3

Consideremos el problema (4.0.1)-(4.0.4) con las siguientes matrices:

1 0-2 o 1 2
A=1-10 2 B=| —-27 =22 -17 |,
2 3 2 18 14 10

como en el ejemplo anterior s6lo veremos la convergencia.

Encontremos la matriz  [A;B — (oyA+B —kI)]! para algun A, tomando
Ay = 2 se tiene que se puede encontrar dicha matriz para cualquier namero real
pr #0y k= ﬁ pequefio.

Ademéds se debe cumplir —4r < py < 0, por lo que se tiene la matriz
[A¢B— (0)A+B—kI)]! dependiendo de las divisiones de malla que se tomen.
En la literatura se encuentra comunmente r < % para tener estabilidad en sistemas

escalares, (ver [21]). Teniendo en cuenta lo anterior escogemos p, = —1,9999 y

# =4,9999 x 10~° con N = 100 para analizar nuestro caso. De donde se tiene,
—0,2222 —0,2500 —0,2639
AB—(0,A+B—kI)] = 05556 03333 0,3889

—0,4445 —0,0833 —0,0694
~ 2,0000 1,5833 1,1667
By = [MB— (o)A+B—kI)]'B= [ —20000 —1,3333 —0,6667 |,
1,0000 04167 —0,1667
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ademas,

- 3,0000 3,1667 12,3333
(o)A + B —kI) = [ —4,0001 —3,6667 —1,3333
2,0001 0,8333 —1,3334

R 4,6667 3,8334 3,0000
B? = | —4,6668 —1,9999 0,6669
2,3335 —0,8335 —4,0004

4,6667 3,2222 11,7778
Q = | —4,6667 —6,8893 —9,1120
2,3333 7,1117 11,8902
Los resultados se presentan con cuatro cifras decimales, aunque en los cédlculos se
trabajo con cifras completas. Analizando la convergencia de la matriz
Q= 1?? (pgA:B\— kI), se tiene que,

o (BP (00A+ B — k1)) = {23333,0,7.3342},

es decir, el radio espectral de Q no es menor que 1. Por lo que la matriz
]§E (peA+ B —kI) no es convergente y el sistema es inestable. Al analizar con

espaciamiento de malla mdas pequefios el sistema sigue siendo no convergente.
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