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CapriTULO 1

INTRODUCCION

Las distribuciones multivariadas complejas juegan un papel importante en va-
rios campos de la investigaciéon. La distribucion Gausiana multivariada comple-
ja fué introducida por Wooding [70], Turin [65], y Goodman [18]. La distribucién
Wishart compleja fué introducida por Goodman [18] para aproximar la distribu-
cién de una matriz de densidad espectral para un proceso Gausiano estacionario
de valor vectorial. En andlisis de series de tiempo mdltiples, las distribuciones
multivariadas complejas se usan para describir estimadores de frecuencia de para-
metros del dominio. Para aplicaciones de estas distribuciones en analisis de series
de tiempo podemos remitirnos a Wahba [66, 67], Goodman y Dubman [20], Han-
nan [35], Priestly, Subba Rao y Tong [59], Brillinger [3, 4], y Shaman [60]. Estas
distribuciones han sido de gran utilidad en fisica nuclear, en el estudio de la dis-
tribucién de los espacios entre niveles de energia de un nucleo de alta excitacién.
Para mas detalles podemos remitirnos a Dyson [12, 13, 14], Dyson y Mehta [15, 16],
Bronk [5], Porter [58], y Carmeli [6, 7].

La distribucién multivariada compleja elipticamente simétrica ha sido estudia-
da por Krishnaiah y Lin [49], y Khatri y Bhavsar [46]. Esta familia incluye las dis-
tribuciones Gausiana multivariada compleja y t-multivariada compleja.

La distribucién conjunta de las raices de algunas matrices aleatorias complejas

han sido derivadas por James [39], Wigner [68], y Khatri [41]. Paralelo a el caso



real, se ha trabajado sustancialmente en el caso complejo . Las distribuciones de
varios estadisticos de prueba en el caso complejo han sido estudiados por varios
autores e.g. ver Goodman [19], Khatri [41, 43, 44], Pillai y Jouris [57], Nagarsenker
y Das [56], Chikuse [8], Krishnaiah [48], Gupta [21, 22, 23], Fang, Krishnaiah y
Nagarsenker [17], Conradie y Gupta [9], Gupta y Nagar [26, 27, 28, 29, 30], Na-
gar, Jain y Gupta [54], y Nagar y Gupta [52]. Un ntmero de resultados de las
distribuciones de matrices aleatorias complejas también han sido derivados. Sri-
vastava [61] derivé la distribuciéon Wishart compleja. Una caracterizaciéon de la
distribucién Wishart compleja ha sido dada por Gupta y Kabe [25]. James [39] y
Khatri [41] obtuvieron las distribuciones beta de variable matricial compleja cen-
tral como también la no central. Los tratamientos sisteméticos de las distribuciones
de matrices aleatorias complejas fueron dadas por Tan [64] los cuales incluyen las
distribuciones Gausiana, Wishart, beta y Dirichlet. Kabe [40] defini6 la distribu-
cién Gausiana matriz variada hiper-compleja, la cual incluye los cuaterniones de
Hamilton, bicuaterniones, octoniones, y bioctoniones. El también estudio la teoria
de la distribucién muestral correspondiente.

Las matrices aleatorias complejas tienen aplicaciones en muchos campos. Wig-
ner [69] aplico la teoria de matrices aleatorias a la fisica nuclear. Un tratamiento
de esta aplicacién y su desarrollo son reportados por Mehta [51]. Carmeli [6, 7],
quien relacioné con la teorfa estadistica de niveles de energia a las matrices aleato-
rias, estudiando la matriz aleatoria Gausiana compleja introdujo la matriz aleatoria
cuaternion.

Si X es una matriz aleatoria Hermitiana definida positiva de orden m x m la
cual tiene una distribucién Wishart compleja/ Wishart invertida compleja/ beta
tipo I matriz variada compleja 6 beta tipo II matriz variada compleja, entonces es
bien conocido que: (i) la distribucién de X es unitariamente invariante, es decir,
la distribucién de X es la misma que la de UXUH, U € U(m), (ii) los elementos

de la diagonal de X tienen distribuciones idénticas y (iii) para X = TTH, donde



T es una matriz triangular inferior compleja, los elementos de la diagonal de T
son independientes. Motivados por estas propiedades comunes, Khatri, Khattree
y R. D. Gupta [47] definieron la clase de distribuciones unitariamente invariantes
y residualmente independientes, abreviada UNIARIM, Cp.

A partir de las distribuciones mencionadas anteriormente generaremos matri-
ces aleatorias con distribuciones que pertenezcan a esta clase (UNIARIM), derivare-
mos algunos resultados distribucionales, propiedades y valores esperados de fun-

ciones de valor escalar y matricial compleja de dichas matrices aleatorias.



CAPITULO 2

CONCEPTOS MATEMATICOS Y TEORIA
RELACIONADA

2.1. INTRODUCCION

El entendimiento y las técnicas de ciertas funciones son esenciales para compren-
der los siguientes capitulos. En este capitulo, los resultados que involucran estas

funciones y técnicas se describirdn brevemente.

2.2. INTEGRACION

En esta seccién se dan resultados sobre integracién de funciones escalares de ar-
gumento matricial complejo. Las siguientes notaciones y resultados (Khatri [41],
Srivastava [61], Andersen, Hojbjerre, Serensen y Eriksen [1]) se usardn en este y en
los capitulos siguientes.

Sea A = (a;;) una matriz m x m de nimeros complejos. Entonces, A" denota
la transpuesta de A; A conjugada de A; AH conjugada transpuesta de A; tr(A) =
a11 + - - + Amm; etr(A) = exp(tr(A)); det(A) = determinante de A; det(A)+ =
valor absoluto de det(A); A = A" > 0 significa que A es Hermitiana definida
positiva 'y A la tinica rafz cuadrada Hermitiana definida positivade A = AH > 0.
Ademds, para la particion A = (g; ﬁg) ,det(A11) # 0, det(Az) # 0 los com-



plementos de Schur de A1 y Ay son definidos como A,, ; = A,, — A21A1_11A12 y

Ai10 = A1 — A12A£21A21, respectivamente. Si todas las inversas existen, tenemos

que
-1 -1 -1
A7l = ( _‘1411-2 ) —Ap “}112/122-1)
—Ay AnAirg Apa
0
-1 ~1 -1
Al = ( _‘1411-2 PR _4%1-2‘412:1122 _1) .
— Ay AnAiry Ap T Ay An A ApAy

Ademas, si A1 es no singular, entonces det(A) = det(App.1) det(A11) y si A es

no singular, entonces det(A) = det(A11.2) det(Az).

Lema 2.2.1 Sean Z (m x n) y W (m x n) matrices complejas de variables funcionalmente
independientes y sean G (m x m) y K (n x n) matrices no singulares. El Jacobiano de la
transformacion Z = GWK es [(Z — W) = det(GGH)" x det(KKH)™.

Lema 2.2.2 (Khatri [41]) Sean Z y W matrices hemitianas definidas positivas. Si Z =
GWGH, donde G (m x m) es una matriz compleja no singular, entonces ](Z — W) =
det(GGH)™.

Lema 2.2.3 (Goodman [18]) Sea W una matriz Hermitiana definida positiva y W =
TTH donde T es una matriz triangular compleja de orden m x m con elementos positivos
en la diagonal. Si T es triangular inferior, entonces

_ Am = 2(m—j)+1
Kxﬁn_zgw , (2.2.1)

y si T es triangular superior, entonces

_om T 261+
Hxﬁn_zgw . (2.2.2)

Ahora se dan algunas integrales ttiles para la teoria de distribucién matricial.
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Definicién 2.2.1 La funcién gamma multivariada compleja, denotada por Ty, (a), se de-

fine por
Fo(a) = /X | etr(=X) det(X)" " dX, (2.2.3)

donde Re(a) > m — 1, y la integral es sobre el espacio de matrices de orden m x m Her-

mitianas definidas positivas.

La funcién gamma multivariada compleja I', (a) puede expresarse como el pro-
ducto de funciones gamma ordinarias

m
T(a) = 7"m=V/2T]T(a—i+1), Re(a) > m — 1. (2.2.4)
i=1

1

Definicién 2.2.2 La funcién beta multivariada compleja, denotada por By, (a, b), es defini-
da por

Bu(a,b :/ det(X)"" det(L, — X)" " dX, 2.2.5

wlaby= [ det(X)"" det(ly - X) 2.25)

donde Re(a) > m —1yRe(b) >m — 1.

Dicha funcién beta puede expresarse en términos de funciones gamma como
L (a) T (b)

T(a+b)
= Byu(b,a). (2.2.6)

By (a,b) =

Sustituyendo X = (I, + Y)Y en (2.2.5) con Jacobiano
J(X —Y) = det(L, + YY)~ ",

Se obtiene una representacion integral equivalente para la funcién beta compleja

como

Byu(a,b) = /Y g et )" det(Iy )~ . (2.2.7)



2.3. POLINOMIOS ZONALES

En esta seccién se da una breve descripciéon de polinomios zonales y la funcién
hipergeométrica de argumento matriz Hermitiana desarrollada por James [39].
Sea X (m x m) una matriz Hermitiana y V. el espacio lineal de polinomios
homogéneos ¢(X) de grado k en los elementos de X. El espacio Vi puede des-
componerse en suma directa de subespacios invariantes irreducibles V. donde
kK = (ki,...,km), k1 +---+kn =k kg > --- > ky, > 0. Entonces, el polinomio

(tr X)¥ € Vj tiene descomposicién tinica en polinomios C,(X) € Vi como
(trX)" =Y Cu(X). (2.3.8)
K

Definicién 2.3.1 EI polinomio zonal C(X) de una matriz Hermitiana X es la compo-

nente de (tr X)X en el subespacio V.

El polinomio zonal Cy(X) se define para todo k y m, pero para una particién x
de k en més de m partes, es idénticamente cero. Son invariantes bajo transforma-

cion unitaria, es decir

Cu(X) = Co(uxut), u e u@m). (2.3.9)

Luego C(X) es un polinomio homogéneo simétrico en las raices caracteristicas de

X. También, si R es Hermitiana definida positiva, entonces
Ce(RX) = C(R2XR2) (2.3.10)
donde R? es la raiz cuadrada de R. Siguiendo a Khatri [45], es facil ver que
Ce(X)] < Ce(X0) (2.3.11)

donde Xy = diag(|x1]|,...,|%m|), y xi, i = 1,...,m, son las raices caracteristicas de

X. para valores pequefios de k, las férmulas explicitas para C,(X) son:

Ciry(X) = tr(X), (2.3.12)



Ciay(X) = % [(tr X)2 + tr(XZ)} , (2.3.13)
C oy (X) = %[(trX) r(X2)], (23.14)
Ca(X) = %[(trX)3+3(trX)(trX2) +2(X%), (23.15)
Con)(X) = %[(tr X)® —tr(X3)], (2.3.16)
C o) (X) = %[(tr X)? — 3(tr X) (tr X2) + 2 (X)), (2:3.17)

Entonces es facil ver que:

tr(X?) = Cip)(X) — Cp2(X), (2.3.18)

Cio1)(X) + Cy3)(X). (2.3.19)

Ademds, sustituyendo X = I, en (2.3.12)-(2.3.17), se obtiene C(l)(lm) = m,
Coy(Im) = m(m+1)/2, Cy2)(In) = m(m —1)/2, Cizy(In) = m(m +1)(m +
2)/6,Co1)(Im) = 2m(m* —1)/3, Cy3) (L) = m(m — 1)(m — 2) /6. Si la particion «

de k tiene r partes no cero, entonces James [39] y Khatri [44],

= k! Hz<]( Z+]) [m]K
Ci(Im) = Tk + a— 0 (2.3.20)
donde se define el coeficiente complejo hipergeométrico generalizado
r
[mle =] [(m —i+ 1), (2.3.21)

con (a)y =ala+1)---(a+k—1),(a)o=1,x= (ki,...,.km), k1> -+ >ky >0,
ki+---+kn=k.
Usando la notacién

T(a,x) = n""=D/2T T(a+kj —j+1), Re(a) > m — kn, (2.3.22)
j=1



note que I',(a,0) = T, (a), se puede escribir (2.3.21) como

Khatri [42] introdujo la notacién

[(a, —x) = nm<m—1>/2]’[r(a —kij—m+j), Re(a) > m+ki.
=1

]

Alternativamente se puede escribir

2.4. FUNCIONES HIPERGEOMETRICAS
GENERALIZADAS

(2.3.23)

(2.3.24)

Resultados distribucionales de matrices aleatorias son con frecuencia derivados

en términos de funciones hipergeométricas de argumento matricial. Herz [38] in-

trodujé la funciéon hipergeométrica de argumento matricial usando Laplace y la

transformada inversa de Laplace. Constantine [10] di6 una representaciéon de se-

ries de potencias de la funcién hipergeométrica de argumento matriz simétrica en

series que involucran polinomios zonales. James [39] di6 la expansién de la se-

rie de la funcion hipergeométrica de argumento matriz Hermitiana en series que

involucran polinomios zonales de matriz Hermitiana.

Definicién 2.4.1 La funcién hipergeométrica generalizada de argumento matriz Hermi-

tiana es definida por

- o [
Fs(aqy,...,a:;bq1,...,b5; X) =
r s( 1 rs V1 S ) Z;[bl]x“‘[bs]x k!

(2.4.25)

donde a; son niimeros complejos arbitrarios, i = 1,...,7; b]-, j=1,...,s, X (mxm)es

una matriz Hermitiana y Y, denota la sumatoria sobre todas las particiones x.
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Condiciones para la convergencia de la serie (2.4.25) son:

(i) ninguno de los b; es cero 6 un entero menor 6 igual que m — 1,

(ii) si a; es un entero negativo, es decir —d, entonces la serie se reduce a un
polinomio finito de grado dm,

(iii) la serie converge para todo X (m x m) sir <s-+1,

(iv) sir* = s+ 1, la serie converge para toda X (m x m) tal que || X|| < 1 donde
la norma || X|| denota el maximo valor absoluto de las raices caracteristicas X,

(v) a menos que la serie converja, esta diverge para todo X # 0sir > s+ 1.

De la Definicién 2.4.1 se sigue que

oFo(X) = i Y. CK,E,X)
k=0 «
v (tr X)K
P
= etr(X), (2.4.26)
Ei(a;0X) = i y E" C"IE'X) (2.4.27)
k=0 « K
y
B bsX) =Y Y [“][’;][b]" C"IE,X). (2.4.28)
k=0 « K :

Teorema 2.4.1 Sea Z (m x m) una matriz Hermitiana definida positiva y sea Y (m x m)

una matriz Hermitiana. Entonces, para Re(a) > m — 1,
/ etr(—ZX) det(X)™" E" (a1, ... ap;by, ..., b XY) dX
X=XH>0
=Tu(a)det(Z)™" r+1155(m) (ay,...,ar,a;by,...,bs; Z_lY). (2.4.29)
Prueba: Ver James [39] y Khatri [42]. n
De lo anterior es facil ver que para || Z| < 1,

1Fo(a; Z) = det(L, — Z)~".
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Teorema 2.4.2 Sea Y (m x m) una matriz Hermitiana, entonces

det(X)* " det(I,, — X))t~
/O<X_XH<I,,, ( ) (m )

rﬁs(al,...,ar;bl,...,bS;YX) dX

T(a)T, (b s
= %1’+1P5+1 (al, o, 0y, 4, bl, ey bs, a—+ b, Y) (2430)
Prueba: Ver James [39] y Khatri [42]. []

Para casos especiales de 7, s, a,b en (2.4.30) es facil ver que,

- () (/ -
Fi(a;7v;R) = = = det(X)*~™
1hi(@7R) L (0) T (y — &) Jo<x=xH<I, (%)
det(I, — X)7* ™etr(RX)dX, (2.4.31)
y
- () / -
Fi(a,B;7;R) = = ~ det(X)*~ ™
2h1 (@ f; 7 R) Lo ()T (7 — &) Jo<x=xH<1, (X)
det(I,, — X)7~* ™ det(I, — RX) P dX, (2.4.32)
donde Re(a) > m —1, Re(y —a) > m — 1.
Sustituyendo R = I, en (2.4.32) y simplificando la expresién resultante, se ob-
tiene

ljm('Y)fm(’): —a—p)
Lon(y — )T (y — B)
Para representaciones de serie e integral de la funcién 1E referirse a James [39],
Hayakawa [36, 37] y Chikuse [8].

Las representaciones integrales (2.4.31) y (2.4.32) son generalizaciones de la

2Fi (o, By Inm) =

,Re(y —a—pB) >m—1. (2.4.33)

funciones hipergeométrica confluente clasica 1F; y la funcién hipergeométrica
Gausiana > Fj respectivamente. Las relaciones de Kummer y de Euler para 1F; y
2 F1 pueden ser generalizadas en el caso de funciones de argumento matriz Hermi-

tiana.
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Las funciones hipergeométricas 1 F; y »F; satisfacen las siguientes relaciones:

1Fi(w 7, X) = etr(X) 1Fi (7 — a;7; = X) (2.4.34)

oFi(a, B;v; X) = det(I, — X)_/3 2By —a, By — X (I — X)_l)
= det(I, — X)" “ PoF(y—a,v—B;7;X). (2.4.35)

Ahora, se definiré la funcién hipergeométrica confluente ¥ de argumento ma-

tricial complejo.

Definicién 2.4.2 La funcién hipergeométrica confluente ¥ de matriz Hermitiana R (m x
m) es definida por
- 1

¥, R) = == — [ etr(~RX) det(X)* " det(l, + X)X, (2436

OBR) = s [ SR det(X)" " det(ly + X) (2:436)

donde Re(R) > 0,y Re(a) > m — 1.

2.5. NOCIONES DE MATRIZ ALEATORIA COMPLEJA

En esta seccion se definen las variables aleatorias complejas, los vectores aleatorios
complejos, las matrices aleatorias complejas y los operadores asociados con es-
tos. Algunas de sus propiedades pueden ser encontradas en Andersen, Hgjbjerre,

Serensen y Eriksen [1].

Definicién 2.5.1 Sean x1 y x; variables aleatorias reales. La variable aleatoria dada por

x = x1 + 1xp es una variable aleatoria compleja.

Los operadores esperanza, covarianza y varianza de variables aleatorias com-

plejas son considerados sobre el espacio vectorial complejo dado por

L; (C) = {x : x es una variable aleatoria compleja y E (xX) < oo} .

12



Definicién 2.5.2 Sea x = x1 + 1xp una variable aleatoria compleja. El operador esperanza
de x, E : Lp(C) — C, se define como

E(x) = E(x1) +(E (x2).
El valor de E(x) es la media de x.

Definicién 2.5.3 Sean x e y variables aleatorias complejas. El operador covarianza, C :
Ly(C) x Ly(C) — C, estd definido como

Cxy) =E[{x—E@} {y—EW)}].

Definicién 2.5.4 Sea x una variable aleatoria compleja. El operador varianza de x, V :
Ly(C) — Ry estd definido como

V(x)=C(xx)=E|{x—E@@)} {x—E(®)}].
El valor de V (x) es llamado la varianza de x.

Definicién 2.5.5 Sea x = (xy) un vector p-dimensional, donde xy parak = 1,...,p
son variables aleatorias complejas; entonces x es llamado un vector aleatorio complejo p-

dimensional.

Los operadores esperanza, covarianza y varianza de vectores aleatorios com-

plejos son considerados sobre el espacio vectorial complejo dado por
L, (CP) = {x = (x¢) : x es un vector aleatorio complejo p-dimensional y
E (xHx) < oo} .

Definicién 2.5.6 Sea x = (xy) un vector aleatorio complejo p-dimensional. El operador

esperanza de x, E : Ly (CP) — CP, se define como

E(x) = (E (xx)) -
Nos referimos a E(x) como el vector de medias del vector x.

13



Definicién 2.5.7 Sean x = (x;) y y = (ys) vectores aletorios complejos de dimensiones
p y q respectivamente. El operador covarianza de x y y, C : Lp (CP) x Ly (CT) — CP*1,

estd definido como

Cloy) = (C(xkys))-

La matriz de covarianza compleja de los vectores aleatorios complejos x y 'y puede ser in-

terpretada como un vector complejo de dimension pq x 1, dado por

Clxy) = (C(xk,ys))
(El(xx = E(xx)) (ys — E(y5))))
= E[(x — E(x))(y — E(y))"].

Definicién 2.5.8 Sea x = (xi) un vector aletorio complejo p-dimensional. EI operador

varianza de x, V : Ly (CP) — CFP*?, estd definido como
V(x) = C(x,x).
Nos referimos al valor de V (x) como la matriz de covarianzas del vector x.

Definicién 2.5.9 Sea X = (x]-k) una matriz de orden p X q,donde xjparaj=1,...,py
k =1,...,q es una variable aleatoria compleja; entonces X es llamada una matriz aleatoria

compleja de orden p x q.

Los operadores esperanza, covarianza y varianza de matrices aleatorias com-

plejas son considerados sobre el espacio vectorial complejo dado por
Ly (CP*7) = {X = (xj) : X es una matriz aleatoria compleja de ordenp x q y
E (tr(xX™)) < oo}
Definicién 2.5.10 Sea X = (x]-k) una matriz aletoria compleja de orden p x q. El ope-
rador esperanza de X, E : Ly (CP*) — CP*1, estd definido como

E(X) = (E (xz)).-
El operador esperanza evaluado en la matriz aleatoria compleja X de orden p X q, se llama
la media de X.
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2.6. ALGUNAS DISTRIBUCIONES COMPLEJAS

A continuacién se dan algunas definiciones y resultados sobre distribuciones ma-
triciales complejas. Para mayores detalles y pruebas se puede consultar a Ander-
sen, Hojbjerre, Serensen y Eriksen [1], Tan [64], Khatri [41], James [39] y Good-
man [18].

Ahora se definiran las distribuciones Wishart compleja, Wishart invertida com-
pleja, beta tipo I matriz variada compleja, beta tipo II matriz variada compleja y se

dardn algunas de sus propiedades.

Definicién 2.6.1 Una matriz aleatoria Hermitiana definida positiva A de orden m X m
se dice que tiene una distribucion Wishart compleja con pardmetros m, v, y & = L > 0,
denotada A ~ CW,, (v, X), si su p.d.f. estd dada por

{Tn(v)det(Z)'} Ldet(A) Metr(—X71A), A= A" >0,v>m. (2.6.1)

La distribucion Wishart compleja es la distribucién conjunta de varianzas y co-
varianzas muestrales de una poblacién normal multivariada compleja y juega un
papel importante en el andlisis estadistico multivariado. Esta distribucién, para
2 = Iy, estd en la clase de distribuciones unitariamente invariantes y residu-
almente independientes discutidas en el capitulo 3. Las propiedades de la invarian-
za unitaria e independencia residual en este caso son dadas en los teoremas 2.6.1 y
2.6.3, respectivamente.

Si xq,...,X, son independientemente distribuidas como CN,,(0,%), entonces
X = (xq,...,Xp) tiene una distribucién normal matriz variada compleja. Asi, si

n > m, entonces XX > 0 con probabilidad uno y XXH ~ CWy(n, Z).

Teorema 2.6.1 Sean A ~ CWy, (v, I,) y U (m X m) una matriz unitaria cuyos elemen-
tos son constantes 0 variables aleatorias independientemente distribuidas de A. Entonces,
la distribucién de A es invariante sobre la transformacion A — UAUH y es independiente

de U en el tiltimo caso.
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Teorema 2.6.2 Sea A ~ CWy,(v,%). Ay X particionadas como

zi11 1*12) (211 Z“12)
A= , A X q), 2= , b X .
<A21 A22 11 (‘7 q) 221 222 11 (‘7 q)

Entonces, (i) la matriz Ay y su complemento de Schur A11.p son independientes, Ayy ~
CWin—4(v,Z22) y Ar1.2 ~ CW,y(v — m + q,Z11.2), (ii) A1q y su complemento de Schur
A q son independientes, A1y ~ CW,(v,Z22) y Appg ~ CWyy (v — 9, X00.1).

Prueba: Ver Tan [64]. |

El siguiente resultado es importante en el anélisis multivariado y es conocido

como descomposicion de Bartlett.

Teorema 2.6.3 Sea A ~ CWy,(v,I,) y A = TTH, donde T = (t;j) es una matriz
triangular inferior con t; > 0y t;; = ty;; + V-1 tyij,j < i. Entonces, tjj, 1 < j <
i < m son independientemente distribuidas, tfi ~Gv—i+1),1<i<my tij ~
CN(0,1),1<j<i<m.

Prueba: Ver Goodman [18] [ ]

Definicién 2.6.2 Una matriz aleatoria Hermitiana definida positiva Y de orden m x m se
dice que tiene una distribucion Wishart invertida compleja, con pardmetros m, uy ¥ (m x

m), denotada por Y ~ ICWy,(u,Y), si su funcién de densidad estd dada por
{T()} " det(¥)" det(Y)" " etr(-Y1¥), Y =Y >0, (2.6.2)
donde ¥ =Y7 >0ypu>m-—1

La distribucién Wishart invertida compleja, para ¥ = I;;, estd en la clase de dis-
tribuciones matriciales unitariamente invariantes y residualmente independientes.
La distribucién Wishart invertida compleja fué primero derivada por Tan [63] co-

mo distribucién posterior de X en un modelo de regresién multivarado complejo.
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Depués Shaman [60] estudi6é algunas de sus propiedades y aplicaciones en esti-
macién espectral. Para m = 1, la densidad Wishart invertida compleja es una den-

sidad gamma invertida la cual esta dada por

{F(y)}_ltp“y_(wrl) exp (—%) ,y>0,u>0,¢9 >0.

Esta distribucion se denota por y ~ IG(u, ).
La relacién entre las distribuciones Wishart compleja y Wishart invertida com-

pleja estd dada por el siguiente teorema.
Teorema 2.6.4 Sea Y ~ ICW,, (1, ¥), entonces Y1 ~ CW,, (u, ¥71).

Prueba: Haciendo la transformaciéon X = Y~! con el Jacobiano J(Y — X) =

det(X) 2™ en (2.6.2), obtenemos el resultado deseado. u

Teorema 2.6.5 Sea Y ~ ICW,,(u,Y) y particionando Y y ¥ como

Y1 Y12> (‘Yn 1I’12)
Y = , Y =
(Yz1 Y22 Y1 Yo

donde Y11 y Y11 son matrices de orden q x q . Entonces, Y11 y su complemento de Schur
Yo.1 son independientes, Y11 ~ ICWy(u —m +q,%¥Y11) y Yoo.1 ~ ICWi—g(1t, ¥22.1).
Ademds, Yyp y su complemento de Schur Y11., son independientes, Yoy ~ I CWm_q( U —
7, ¥2) y Y112 ~ ICW,(u, ¥11.2).

Prueba: Del teorema 2.6.4, Y1 ~ CWm(y,‘I’_l). Sea
B Y11 y12 B pll yi2
Y= (Y21 Yzz) Y= (Tzl 1{;22)
donde Y y ¥!! son matrices cuadradas de orden g, definimos Y112 = Y1l —
Y12(y2)~ly2l y w112 = wll _ yi2(y22) =192l Fntonces, del teorema 2.6.2, Y112
y Y?? son independientes, Y12 ~ CW,(u — m + g, ¥'12) y Y22 ~ CWy—g (1, ¥%2).
Ahora, ya que Y2 — Yfll, Y22 = Yzlell, yll2 — ‘i’ﬁl y‘II22 = ‘I’Zle_l, tenemos Yﬁl ~

CWq(y —m+ q,‘I’il), Yzfz,ll ~ CWm_q(y,‘I’gzlil) por lo tanto, Y17 ~ ICWq(y —m+
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q,¥11) y Yoo.1 ~ ICWy,—4(u, ¥22.1). La segunda parte se prueba en forma similar.

Es bien conocido que si Y ~ ICW,,(u, ¥), entonces (Shaman [60], Nagar y Gup-
ta [53]),

E(Y ) =u¥}, (2.6.3)
E(Y)= (g —m) ¥, u>m, (2.6.4)
E[CK(Y_lR)] = [}’l]KéK(‘F_lR) (2.6.5)
y
E[C«(YR)] = (_—NC}(‘PR), u>m—1+k, (2.6.6)
[—p + m]y

donde R es una matriz Hermitiana de orden m x m.

Definicién 2.6.3 Una matriz aleatoria Hermitiana definida positiva X de orden m X m se
dice que tiene una distribucion Beta tipo I matriz variada compleja con pardmetros (a,b),

denotada como X ~ CBJ (a,b), si su p.d.f. estd dada por
{B,,(a,b)} ' det(X)* " det(I, — X)'™, 0 < X=X < I, (2.6.7)
dondea >m —1,b>m— 1y By(a,b) es la funcién beta multivariada compleja.

Definicién 2.6.4 Una matriz aleatoria Hermitiana definida positiva Y de orden m x m se
dice que tiene una distribucion Beta tipo II matriz variada compleja con pardmetros(a,b),

denotada como Y ~ CB}l(a,b), si su p.d.f. estd dada por
{B(a,b)} 1 det(Y)* " det(L, + YY)~ "), y = YH > g, (2.6.8)

dondea >m—1,yb>m—1.
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La densidad (2.6.8) puede ser obtenida de (2.6.7) haciendo la transformacién
X = (In+Y)™Y, con el Jacobiano J(X — Y) = det(l,, + Y)~?". La distribu-
cién Beta tipo I matriz variada compleja también es conocida como F-distribucién
matriz variada compleja. Estas distribuciones estdn en la clase de distribuciones
unitariamente invariantes y residualmente independientes discutidas en el capitu-
lo 3.

Aqui se puede notar que las distribuciones beta tipo I y II de variable matricial
compleja pueden ser derivadas usando densidades Wishart complejas(Tan [64]).
Si Ay ~ CWy(m,2) y Ay ~ CWy,(n2,2) son independientes, Entonces (A; +
Ar)V2A1(Ar + Ag) V2 ~ CBL(ny,ma) y (A, VA ASY? ~ CB (ny, ).

En los préximos dos teoremas, se muestra que las distribuciones beta matriz

variada complejas son unitariamente invariantes.

Teorema 2.6.6 Sean X ~ CB (a,b) y U (m x m) una matriz unitaria cuyos elementos
son constantes 6 variables aleatorias distribuidas independientemente de X. Entonces, la
distribucion de X es invariante sobre la transformacion X — UXUY, y es independiente

de U en el 1iltimo caso.
Prueba: Ver Bedoya, Nagar y Gupta [2]. [ ]

Teorema 2.6.7 Sean Y ~ CBL(a,b) y U (m x m) una matriz unitaria cuyos elementos
son constantes 6 variables aleatorias distribuidas independientemente de Y. Entonces, la
distribucion de Y es invariante sobre la transformacion Y — UYU!, y es independiente

de U en el tiltimo caso.

Prueba: Ver Bedoya, Nagar y Gupta [2]. n

La relacion entre las matrices aleatorias complejas con distribuciones beta tipo
Iy tipo II se puede expresar como se sigue. Sea X ~CBJ,(a,b), entonces Y = (I, —
X)7X ~ CBI(a,b). Asi, si Y ~ CBL(a,b) entonces Y~! ~ CBIl(b,a) y (I, +
Y)Y ~ CBl (a,b).
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Teorema 2.6.8 Sea A ~ CBJ,(a,b) y A particionada como

A11 A12)
A= , A X q).
<A21 A22 11 (‘7 q)

Entonces, (i) A11 y su complemento de Schur Ayy.q son independientes, A1y ~ CBé(a, b)y
Apnq ~ CB,%_L] (a —q,b)y (i) Ay y su complemento de Schur Aq1.5 son independientes,
App ~ CB,In_q(a, b)y A1 ~ CB; (a—m+gq,b).

Prueba: Ver Tan [64]. [ ]

Teorema 2.6.9 Sea B ~ CBL!(c,d) y B particionada como
B11 Blz>
B = , B X q).
<Bz1 By, 1 (7x4)
Entonces, (i) B11 y su complemento de Schur By,.1 son independientes, By ~ CB;I (c,d—

m+q)y Bni ~ CBII (¢ —q,d) y (ii) By y su complemento de Schur Byy., son inde-

m—q

pendientes, By ~ CB,/_.(c,d — q) y Bi1.o ~ CBl!(c —m +q,d).
Prueba: Ver Tan [64]. []

Teorema 2.6.10 Sea X ~ CBj,(a,b) y X = TTY, donde T = (t;;) es una matriz trian-
gular inferior compleja con elementos positivos en la diagonal. Entonces, 3, ... ,t3,, son

independientemente distribuidas, t2 ~ Bl(a —i+1,b),i =1,...,m.
La distribucién beta tipo I univariada denotada por B!(ay,a;) es definida por

lap.d.f.

I'(a1 +az) , 4 1
— = “/ 4™ 1—x)2"0<x<1.
Fa)T(m)” 0%

Teorema 2.6.11 Sea X ~ CBJl(a,b) y X = TTH, donde T = (t;;) es una matriz trian-
gular inferior compleja con elementos positivos en la diagonal. Entonces, t2,,. .., 12, son

independientemente distribuidas, tl%- ~Bla—i+1,b-m+i),i=1,...,m
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La distribucién beta tipo IT univariada denotada por B'!(a;,a,) es definida por
la p.d.f.

I'(a1+a2) 41 — (@ +ar)
—F(al)r(az)x (1+x) , x>0.

Es bien conocido que si A ~ CBJ,(a,b) y B ~ CB!l(c,d), entonces (James [39],
Khatri [42], Bedoya, Nagar y Gupta [2]),

a

E(A!) = “j:ﬁ—;mlm, a>m, (2.6.10)
E(B) = - — L, d > m, (2.6.11)
E[Cc(RA)] = [a[jlr]Z]KC"(R)’ (2.6.12)
~ I e e A L
EIC(RA™] = - = Ca(R), Re(a) > m — 1+ ky, (2.6.13)
y
E[Cc(RB)] = %C,{(R), Re(d) > m—1+k, (2.6.14)

donde R es una matriz Hermitiana de orden m x m.

Las distribuciones Dirichlet matriz variada compleja han sido definidas y es-
tudiadas por varios autores (ver, por ejemplo, Troskie [62], Tan [64], Gupta y Na-
gar [24], y Cui, Gupta y Nagar [11]). Un amplio repaso sobre las distribuciones

Dirichlet matriz variada se pueden encontrar en Gupta y Nagar [31].
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CAPITULO 3

DISTRIBUCIONES MATRICIALES
UNITARIAMENTE INVARIANTES Y
RESIDUALMENTE INDEPENDIENTES

3.1. INTRODUCCION

En el capitulo anterior se afirmé que si X es una matriz aleatoria Hermitiana
definida positiva de orden m x m la cual tiene una distribucién Wishart compleja/
Wishart invertida compleja/ beta tipo I matriz variada compleja 6 beta tipo Il ma-
triz variada compleja, entonces es bien conocido que (i) la distribucién de X es uni-
tariamente invariante, es decir, la distribucién de X es la misma que la de UX uH,
U € U(m), (ii) los elementos de la diagonal de X tienen distribuciones idénticas
y (iii) para X = TTH, donde T es una matriz triangular inferior compleja, los ele-
mentos de la diagonal de T son independientes. Motivados por estas propiedades
comunes, Khatri, Khattree y R. D. Gupta [47] definieron la clase de distribuciones

unitariamente invariantes y residualmente independientes, abreviada UNIARIM.

Definicién 3.1.1 La matriz aleatoria Hermitiana definida positiva X (m x m) se dice que
tiene una distribucion UNIARIM si
(i) para cualquier matriz unitaria U de orden m x m, la distribucion de X y UXU"

son idénticas, y



(ii) para cualquier factorizacién triangular inferior X = TTH, T = (Ty), T;j (m; x

m;), i =1,...,kson independientes, para cualquier particion {my,my, ..., my} de m.

Cuando la matriz aleatoria X tiene una distribucién UNIARIM se puede es-
cribir X € Cy. Las distribuciones beta tipo I y tipo II de variable matricial com-
pleja, Wishart compleja (X = I,), y Wishart invertida compleja (¥ = I,) estdn
en esta clase. (Khatri [41], Tan [64], Nagar, Bedoya y Arias [55], y Bedoya, Nagar y
Gupta [2], Goodman [18], Shaman [60]).

Ahora se daran algunas propiedades de la clase de distribuciones UNIARIM
definidas en Khatri, Khattree y R. D. Gupta [47].

Teorema 3.1.1 Sea X € Cy. Particionada X como X = (;g; 22 ), X11 (g x q). Entonces

X1y Xy =Xy — XZlXile2 son independientes, X11 € C~q, Y Xpq € Cm,q.

Teorema 3.1.2 Sean X € C,, yY € Chn independientes. Ademds sean Ty y T, dos raices

cuadradas diferentes de Y. Entonces Ty XTH y T, XTZ! tienen distribuciones idénticas.

Teorema 3.1.3 Sean X € Cp y Y € Cy independientes. Entonces, para cualquier raiz
cuadrada T de Y, la distribucion de Z = TXTH estd en C,,.

Del resultado anterior se sigue que si U = (U; Uyp), U; (m x m;), i = 1,2,
my + my = m es una matriz unitaria aleatoria independiente de Z ¢ C,,, entonces
utizu, € Cy, y (UFZz7'u,)~! € Cy, son independientes. Ademds para ceCn,
c#0, (i) “fHZCC tiene la misma distribucion de z1; donde Z = (z;j), y (ii) <1, tiene
la misma distribucién de 1/z'' donde Z~! = (z7). Ademas, si E(Z), E(Z71), y
E(Z%), & un entero, entonces E(Z) = aly, E(Z') = bl,, y E(Z*) = &,I,;, donde
a = E(x11y11), b = E(x')E(y'!), y la constante ¢, depende de los momentos de

orden menor 6 igual que x de X'y Y.
Sea 7l cualquier menor principal de Z de orden i y Y = TTH, X = RRH
factorizaciones triangular inferior. Entonces

det(zl1) L,
m = tiirii/ 1= 1,...,m,

Ui =
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donde det(Z%) = 1, son independientes y E(det(Z)%) = [T, E(v};) siempre que
las esperanzas implicadas existan.

En este capitulo se derivan varias distribuciones UNIARIM usando el Teore-
ma 3.1.3. En la Seccién 3.2 se definen algunas matrices aleatorias complejas y en la

Secidn 3.3 se dan sus funciones de densidad.

3.2. GENERANDO DISTRIBUCIONES UNIARIM

En la seccién anterior se discutieron un niimero de propiedades de las distribu-
ciones UNIARIM. Teniendo en cuenta que si X € Cp, y Y € Cp son independien-
tes, entonces para cualquier rafz T de Y, la distribucién de Z = TXTH estd en
Cm. En esta seccion se explotaran estas propiedades para generar un ntimero de
distribuciones UNIARIM.

Sea A; ~ CB! (a;, b;), B; ~ CBll(c;,d;),i =1,2, A~ CBl(a,b),y B~ CBll(c,d)
donde A; y A son independientes, B; y By son independientes, y A y B son inde-

pendientes. Se define

Zy = AV2A,(AV2H)H (3.2.1)

Z, = BI/?B,(B;/H)H (3.2.2)

Z3 = AY2B(AV2)H (3.2.3)
y

Z, = BY2A(BY?)H, (3.2.4)

Entonces la p.d.f. de Z; esta dada por (Cui, Gupta y Nagar [11]),
fm (111 + bl)fm (112 + bz)

1:m(111)12‘111(’12)11‘111(bl + bz)
xoFy(by, a1 + by —ag; by +bo; Iy — Z1),0 < Zy = ZH < I, (3.2.5)

det(Z;) " det(I,, — Zy) T2

donde »F; es la funcion hipergeométrica de Gauss de argumento matriz Hermi-

tiana. La distribucién de Z; es designada por I:I,(,l1 ) (a1,b1,az,by). Claramente, para
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a, = aj + by, se obtiene A%/ZAZ(A%/Z)H ~ CBl,(ay, by + by). La densidad de Z,,
derivada en el Teorema 3.3.2, estd dada por
Bu(c1 +dy, co+dv)

B (c1,d1)Bm(c2, da)
xoF(co+dy,co+dp;er+ca+dy+dos I — Zo), Zo =28 >0.  (3.2.6)

det(Zz)Cz_m

Se denotara la distribucién de Z; por H,(nz ) (c1,d1,¢2,d3). En el Teorema 3.3.3 se da

la densidad de Z3 como
B(a+d,b) det(Zz)c™
B (a,b)B(c,d) det(L, + Z3)ctd
xoFy(bc+d;a+b+d; (In+ Z3) 1), Zs = Z4 > 0. (3.2.7)

La distribucién anterior se denotara por F{,Sf ) (a,b,c,d). Note que la distribucién de

Z4 es lamisma que la de Z3.
Sea X; ~ CWy, (v, Iy), i = 1,2, Y; ~ ICWy (i, Im), i = 1,2, X ~ CWy (v, In), y
Y ~ ICWy,(u, Iy), donde X3 y X5 son independientes, Y; y Y, son independendi-

entes, y X y Y son independientes. Sea

Zs = Xi/?X,(X{/*)H (3.2.8)

Zg = Y2V, (Y /2)H (3.2.9)

Z; = XY 2y(XV/2)H (3.2.10)
y

Zg = YV2X(YV/2)H, (3.2.11)

Entonces, la p.d.f. de Zs5 es (Gupta y Nagar [32]),
{T(v) T (v2)}y 1 det(Z5)1 "By, -1, (Z5), Zs = Z& > 0.
Ya que
7ol = (YV2y,(Y2)H) L = (v 12y Hy Sy o172,
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donde Yl_l = (1/1_1/2)HY1_1/2 ~ CWiy(p1, L), Yz_l ~ CWy(p2, In), la p.d.f. de Zg
se obtiene de la p.d.f. de Zs5 y esta dada por

{Ton (1) T (p2) } " det(Ze) M ™" Buy 1, (Zg 1), Zs = Zg' >0,

donde B;(-) es la funcién Bessel de Herz de tipo II. Note que Z; ~ CBL (u,v) y
Zg ~ CB(u,v).

Ademés, se definen las siguientes matrices aleatorias las cuales estdn en la clase

Zg = AY2X(AV?)H (3.2.12)
Zy = XV2A(XV2)H (3.2.13)
Z11 = BY/2X(BY/?)H (3.2.14)
Zi, = X12B(XV/2)H (3.2.15)
Zi3 = AV2Y(AVHH (3.2.16)
Zi = YV2A(YV2)H (3.2.17)
Z15 = BY2y(BY/?)H (3.2.18)
y
Zie = YV2B(YVH)H, (3.2.19)

donde X es independiente de A y B, Y es independiente de A y B.

Las matrices aleatorias Zg y Zg tienen la misma distribucién dada por

etr(—Zg) det(Zog)" ™ . - .
— — (b)Y (b, — ;29), Zo=7Zg >0,
Tm(V)Bm(a,b) m( ) ( a+v-+m 9) 9 9

donde ¥(-) es la funcién hipergeométrica confluente de matriz Hermitiana. Las

matrices aleatorias Z1; y Z1, tienen la misma densidad derivada como

U (v +d) det(Z11)" ™" & H
_ - b4 d,— ;7211), 241 =277 > 0.
T (1) B (c, d) (v+ c+v+4m;Zy) 11 1
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Similarmente, las matrices aleatorias Z13 y Z14 tienen la misma densidad derivada
en el Teorema 3.3.4 como
[(a+b)det(Zy3) Fm
Bu(u,a)Tm(a+b+u)

B+ mwat+b+u—23", Zis =21 >0, (3.2.20)

donde 1 F(-) es la funcién hipergeométrica confluente de argumento matriz Her-
mitiana. La distribucién de Z13 es designada por H,S} 3) (u,a,b). Finalmente, las ma-
trices aleatorias Z15 y Zj¢ tienen la misma densidad que se obtiene en el Teore-
ma 3.3.5 y estd dada por
Ly(c+ p) det(Zys)#—m
L (1) B (c, d)

Y(c+mwu—d+m—23"), Zis = Zik > 0. (3.2.21)

La distribucién anterior se denotara por AL (u,c,d).

3.3. FUNCIONES DE DENSIDAD

Teorema 3.3.1 Sean Ay y A, independientes, Ay ~ CBJ,(a1,b1) y Ay ~ CBl (ay, by).
Entonces, A%/zAz(A%/Z)H ~ FI,S}) (a1,b1,az,b7) y su funcion de densidad estd dada por
(3.2.5).

Prueba: Ver Cui, Gupta y Nagar [11]. n

Corolario 3.3.1.1 Si x1 y xo son independientes, x; ~ Bl(ay,b1) y xo ~ B!(aa, by),
entonces x1xp ~ H{l) (a1,by,az,by). Ademds, la p.d.f. de zy = x1x; estd dada por
F(a1 + bl)F(az + bz) a—1

z
T(a1)T(a2)T (b1 + bp) !
><2P1(b2,[11 + by —ay; by +by; 1 — zl),O <z1<1, (3.3.1)

(1 . Zl)b1+b2_1

donde ,Fy es la funcién hipergeométrica de Gauss de argumento escalar .

Teorema 3.3.2 Sean By y B, independientes, By ~ CBL(c1,d1) y By ~ CBLl(cy, dy).
Entonces, B}/ZBZ(B%/Z)H ~ H,Sf) (c1,d1,¢2,d2) y su densidad esti dada por (3.2.6).
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Prueba: La densidad conjunta de B; y B; estd dada por
det(Bq)1~ ™ det(By)2~ " det(IL,, + Bl)_(cl+d1) det(I,, + BZ)_(C2+d2)

B (c1,¢1)B(ca, d2)
B,=BH >0, B,=B>0.

4

Haciendo la transformacion Z, = B}/ 2B2(B%/ 2)H con el Jacobiano J(Bj, By —
B1,Z;) = det(B1) ™ enla p.d.f. conjunta de By y B, e integrando sobre By, la den-
sidad marginal de Z; se obtiene como
det(Zp)2~™ / det(By)c1td2—m B
Bu(c1,d1)Bu(ca,da) Jo,=Bi>0 det(Ly, + By)ei+1 det(By + Zp)2Fd2
donde Z, = ZH > 0. Sustituyendo V = (I,, + By) ! con el Jacobiano J(B; — V) =

det(V) 2" en la expresién anterior se obtiene
det(Z,)e2—" det(V)2tdi—m det(I,, — V)atda—m
Bu(c1,d1) B (co, do) /0<V:VH<Im det(L, — (L — Z5)V)c2td2
_ Bu(c1 +da,c0+dy)
"~ Bul(ci,d1)Bu(cy, dy)
donde la dltima linea se obtiene usando la representacion integral de la funcién

av

det(Zz)Cz_mzﬁl(Cz +dqi,c0 +dy;c1 4 +di +dy; Im—Zz),

hipergeométrica de Gauss de argumento matriz Hermitiana. n

Corolario 3.3.2.1 Si y; y y» son independientes, y; ~ B'(c1,dy) vy yo ~ B'(ca,da),
entonces Y1y ~ Hl(z) (a1,b1,a2,by). Ademds, la densidad de zp = yyy estd dada por
B(dy +c,c1+d2) _c,1

Z
B(Cl,dl)B(Cz,dz) 2
X 2F1(C2 4+dqi,cp+dy;c14+cp+dy+dy; 1 — 22), zp > 0. (3.3.2)

Teorema 3.3.3 Sean Ay B independientes, A ~ CBL,(a,b) y B ~ CBll(c,d). Entonces,
AV2B(AVVH o (¥ (a,b,c,d) y su densidad estd dada por (3.2.7).

Prueba: La densidad conjunta de A y B estd dada por

det(A)* " det(B)* " det(I, — A)?~" det(I,, + B) (¢4
Bm(a; b)gm(c, d)
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donde 0 < A = AH < I, y B = BH > 0. Haciendo la transformacién Z; =
AY2B(AY2)H y V = I,, — A con el Jacobiano J(A,B — V,Z3) = det(A) ™ enla
p.d.f. conjunta de A y B e integrando sobre V, obtenemos la densidad de Z3 como

det(Z3)° =" det(I,, + Z3)~(c*4) det(V)b=" det(I,, — V)*td-—m

Byu(a,b)By(c,d) /0<V:VH<Im det(Ly, — (I + Z3)~1V)ctd
_ Bu(a+d,b)  det(Zz)c™
~ Bu(a,b)By(c,d) det(I, + Z3)c+d
xoF (byc+d;a+b+d;(In+Z3) ™Y, Z3 = 2H >0,

av

donde la dltima linea se obtiene usando la representacion integral de la funcién
hipergeométrica de Gauss de argumento de matriz Hermitiana (James [39], Chiku-
se [8]). (]

Corolario 3.3.3.1 Si x ey son independientes, x ~ B! (c1,d1) ey ~ B(co,dy), entonces

Xy ~ H§3) (a,b,c,d). Ademds, la densidad de z3 = xy estd dada por

B(b,a+d z&1 B
B(a( b)B(c 21) a +3Z3)c+d21:1(b’c +dia+b+d;(1+23)7"),23>0. (333)

Teorema 3.3.4 Sean A y Y independientes, A ~ CB! (a,b) y Y ~ ICWy, (1, Ii). Se
define

Z13 — Al/ZY(Al/Z)H_
Entonces, Zy3 ~ A (u,a,b) y su densidad esti dada por (3.2.20).

Prueba: La densidad conjunta de A y Y estd dada por
etr(=Y 1) det(Y)# " det(A)* " det(I,, — A)b—"™

fm(V)BM(a/b) ’
0O<A=A"<1, Y=YH>o0
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Haciendo la transformacion Z;z = AY2Y(AV2)H con J(A,Y — A,Zi3) =
det(A) ™ e integrando sobre A obtenemos
det(Zy3) H— ™"
Ty (p)Bi(a,b) /0<A:AH<Im
_ det(Zys) F " Tula+ p)Tu(b)
- Tw()Bu(a,b) Th(a+b+p)
donde la tltima linea se obtiene usando (2.4.31). [ ]

etr(—Z5 A) det(A)* =" det(L, — A)P"" dA

Corolario 3.3.4.1 Si x e y son mutuamente independientes, x ~ Bl (a,b) ey ~ IG(u,1),

entonces xy ~ H§13) (u,a,b). Ademds, la p.d.f. de z13 = xy estd dada por

I'(a+p)l(a+D) L Hm
T(u)T(a)T(a+b+4pu) 13

donde 1 Fy es la funcion hipergeométrica confluente de argumento escalar (Luke [50]).

1Fia+ma+b+u—z3), 23>0  (334)

Teorema 3.3.5 Sean B y Y independientes, B ~ CBL (c,d) y Y ~ ICWy, (1, Iy). Se
define

Z15 — Bl/ZY(Bl/Z)H.

Entonces, Z15 ~ H,(nm (u,c,d) y su densidad estd dada por (3.2.21).

Prueba: La densidad conjuntade By Y es
etr(—Y 1) det(Y)#" det(B)* ™ det(I,, + B)~(c+4)

fm(ﬂ)BM(C/d) ’
B=BH>0 vY=Y">o.

Transformando Z;5 = B/2Y(BY/2)H con J(B,Y — B, Z13) = det(B)~™ e integran-
do sobre B se obtiene
det(Z15)7yim

fm(y)Bm(c, d)

det(Z15)7V7m ~ B » .
= = | Y su—d 7YYz =7H >0,
T (1)Bon(c, d) (c+w)¥(c+mwpu—d+m—25), Zis=2ziL

donde la tltima linea se obtiene usando (2.4.36). |

/ etr(—Z ;2\ B) det(B)“" "™ det(I, + B)~(+DdB
B=BH>0
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Corolario 3.3.5.1 Si y e x son independientes, y ~ 1G(u,1) y x ~ B'(c,d), entonces
(15)

xy ~ H ,c,d). Ademds, la p.d.f. de z13 = xy estd dada por
Y 1 M P Y P
I'(c+ —u— _
F(PE)B(CV 11)215” "Yletwp—d+mi—zg), 215>0, (3.3.5)

donde v es la funcion hipergeométrica confluente de argumento escalar (Luke [50]).

Varias propiedades, resultados de distribuciones, valores esperados, etc. de
ciertas matrices aleatorias definidas en la Seccién 3.2 se encuentran en la literatu-
ra. Resultados relacionados con Zs y Z¢ fueron derivados por Gupta y Nagar [32]
y propiedades de Zg, Z19, Z11 y Z12 fueron obtenidos por Khatri, Khattree, R. D.
Gupta [47].

Los resultados de distribuciones, propiedades y valores esperados de funciones
de Z1, Zp, 73, Z4, Z13 y Z15 son derivados en el préximo capitulo. Estos resultados

son reportados en Gupta, Nagar y Vélez-Carvajal [33, 34].
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CAPITULO 4

PROPIEDADES DE LAS
DISTRIBUCIONES UNIARIM

4.1. INTRODUCCION

En el capitulo anterior se discutieron algunas distribuciones UNIARIM vy estas se
generaron sabiendo que si X € Cy, y Y € Cp, son independientes, entonces para
cualquier raiz cuadrada T de Y, la distribucién de Z = TX TH esta en C,y,.

En este capitulo se dan un ntimero de resultados sobre estas distribuciones ex-
plotando el hecho de que ellas también pertenecen a la clase de distribuciones
UNIARIM vy utilizando propiedades que son comunes para estas distribuciones
UNIARIM.

Varias propiedades, resultados de distribuciones, valores esperados, etc. de ma-
trices aleatorias definidas en la Seccién 3.2 se encuentran en la literatura. Resulta-
dos relacionados con Zs y Zs fueron derivados por Gupta y Nagar [32] y propieda-
des de Zy, Z19, Z11 y Z12 fueron obtenidos por Khatri, Khattree, R. D. Gupta [47].

Los resultados de distribuciones, propiedades y valores esperados de funciones
de Z1, Zy, Z3, Z4, Z13 y Z15 son derivados en este capitulo. Estos resultados son

reportados en Gupta, Nagar y Vélez-Carvajal [33, 34].



4.2. ALGUNOS RESULTADOS DISTRIBUCIONALES

En esta seccion se dan varios resultados que se utilizaran en las subsiguientes sec-

ciones.

Teorema 4.2.1 Si A; ~ CB}, . (a1,b1) y Ay ~ CBjJ, . (a2,b2) son independien-
tes, entonces (i) ALZA (A2 ~ H,S}l)(al,bl,az, by) y AL Ay, (A2 )H ~
I:I,%) (ay—my, by, an —my, by) son independientes y (ii) A%ézzAZZZ (A}ézz)H ~ I:I,%) (ay,bq,
ay,by) y A%{12-2A211-2(A%1/12-2)H ~ I:IT(,qll)(al —my, by, ay — my, by) son independientes
donde A111.2, Ax11.2, A122.1 Y Aoop.1 son los complementos de Schur de A1y, Ao, A111

y A1y, respectivamente.

Prueba: Del Teorema 2.6.8, A111, A211, A122.1 ¥ A222.1 son independientes, Aj1; ~
CB}, (a1,b1), Ap11 ~ CB}, (a2, by), A1op.1 ~ CB (a1—my, b1) y Axppq ~ CB} (a2 —
m1, by). Ahora, aplicando el Teorema 3.3.1 se llega al resultado deseado. La prueba

de la segunda parte es similar. n

Teorema 4.2.2 Si By ~ CB}l ., (c1,d1) y B, ~ CB}

my+my
entonces (i) BL/2B,,, (B1{})H

(c2,dp) son independientes,
~(2 1/2 1/2
~ Hr(nl) (Clz dy—mp,ca,d2— mZ) y B12/2.1B222.1 (B12/2.1)H

H,%) (c1—myq,dy, co—my,dy) son independientes y (ii) B%Z/ZZBzzz(B}z/zz)H ~ FI,%) (c1,d1 —

Y

~ 2 .
my,cp,dy —my) y B}{12~2A211‘2(B%1/12-2)H ~ Hr(nl)(cl — my,dq, cp — mp,dy) son indepen-

dientes donde B111.2, B211.2, B122.1 ¥ Booo.1 son los complementos de Schur de B1sy, Baoo,

B111 v Bo11, respectivamente.

Prueba: Del Teorema 2.6.9, Bi11, Ba11, B122.1 Y B222.1 son independientes, Byjq ~

CB} (c1,dy — my), By1n ~ CBj} (c2,dy — m2), Bigpa ~ CBjL (c1 —my,dq) y Boppy ~

CB}! (co — my,d). Luego, por aplicacion del Teorema 3.3.2 se llega al resultado

deseado. La prueba de la segunda parte es similar. n

Teorema 4.2.3 Si Ay B son independientes, A ~ CB] (a,b)y B ~ CB}} . ,.(c,d),

my+my

entonces (i) A%l/zBll(A%l/z)H ~ I:I,Sfl)(a, b,c,d—my)y A%ﬁBzz.l(A%_zl)H ~ I:I,%)(a -
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my,b,c —my,d) son independientes y (ii) AY)*B,,(AM*H ~ I:I,Sf’z)(a, bc,d—mq)y
A%{_zzBH,z(A%l/,zz)H ~ I:I,Sfl) (a —mp,b,c — my,d) son independientes donde A11.2, B11.2,

A1 Yy Bpp.q son los complementos de Schur de Apy, Byy, A11 y B11, respectivamente.

Prueba: Del Teorema 2.6.8 y Teorema 2.6.9, Ay1, By1, A1 v By son indepen-
dientes, Ay; ~ CB?€11 (Cl, b), By1 ~ CB,Inll (C,d — TI’Zz), Axq ~ CB,%Z(Q — ml,b) y
Byp.q ~ CB,IﬂIZ(c — my,d). Luego, aplicando el Teorema 3.3.3 se llega al resultado

deseado. La prueba de la segunda parte es similar. n

Teorema 4.2.4 Si A ~ CB}, (a,b) yY ~ ICWyy m, (1, Ln) son independientes, en-

mq-+mp
tonces (i) A%{ZYH(A%{Z)H ~ H,g}13)(y —my,a,b)y A%,zlyzz.l(A%.zl)H ~ H,Silf)(u,a —
my,b) son independientes y (ii) AM2>Y,,(AYHH ~ H,S}f)(y —my,a,b)y AH.ZZYH.2

(A%{ZZ)H ~ H,S}f’) (u,a — my, b) son independientes donde A11.2,Y11.2, A2z Y Yap.1 Son

los complementos de Schur de Ay, Yoo, A11 y Y11, respectivamente.

Prueba: Del Teorema 2.6.5 y Teorema 2.6.8, A11, Y11, A1 ¥ Y221 son indepen-
dientes, A1y ~ CBL, (a,b), Y11 ~ ICWy, (4 — m2, Im,), Agpq ~ CBL (a—my,b)y
Y201 ~ ICWy, (1, Iin, ). Luego, por aplicacion del Teorema 3.3.4 se llega al resultado

deseado. La prueba de la segunda parte es similar. n

Teorema 4.2.5 Si Y ~ ICWy, -, (1, In) y B ~ CBLL . (c,d) son independientes, en-

my -y
tonces (i) Y111/2311(Y111/2)H ~ H7(”115) (4 —ma,c,d—mp)y Yzlz/%Bzzl(Yzlz/-?i)H ~ H,S};’) (1,
c — my,d) son independientes y (ii) Y212/2B22(Y212/2)H ~ H,S}ZS)(]J —my,c,d—my) y
Yf{%Bll.z(Ylll/,%)H ~ H,g}f)(y,c — my,d) son independientes donde Y11.0, B11.2, Yoo.1 ¥

Byy.1 son los complementos de Schur de Yy, By, Y11 y By1, respectivamente.

Prueba: Del Teorema 2.6.5 y Teorema 2.6.9, Y11, B11, Y22.1 ¥ Byo.1 son independien-
tes, Yi1 ~ ICWy, (4t — ma, In,), Bi1 ~ CBjl (¢,d — m3), Yap.1 ~ ICWysy (pt, In,) y
By ~ CB%{Z(C — my,d). Luego, aplicando el Teorema 3.3.5 se llega al resultado

deseado. La prueba de la segunda parte es similar. n
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4.3. PROPIEDADES DE Z;4

En esta seccion se obtendran algunas propiededes y se calcularan valores espera-
dos de funciones de valor escalar y matricial de Z;. Resultados similares para Z,,
Z3, Z13y Z15 son derivados en la Seccion 4.4, Seccion 4.5, Secciéon 4.6 y Seccion 4.7,

respectivamente.

Zim Zin
tonces, usando el Teorema 3.1.1, Teorema 3.1.2 y Teorema 4.2.1, Z11; y su comple-

(i) Particionando Z; como Z; = (Z“l Zm) , Z111 (my X my), my + my = m. En-

mento de Schur Z,,, ; son independientes, Zj1; ~ H,S}l)(al,bl,az, ba) y Zippq ~
I;I,(nlz)(al —my, by, ap — my, by). Ademads, Z1p y Z;1,., son independientes, Zjp ~

I:Ir(nlz)(al/ b1,a2,b2) y Z111.0 ~ H;(Jl) (a1 — my, by, ap — my, by).
(ii) Para una matriz compleja no aleatoria C de orden q x m y rango q(< m),

(ccHy=V2cz,cH(CCHY 2 ~ A (ay, by, ay, by)

(CCHYV2(cztcH) 1 (cch)Y2 ~ A (ay — my, by, ay — my, by).

(iii) Parac € C™, ¢ # 0,

H
c'Zic
“re ~ (@1, bz )
y
cHe (1)
m ~ Hl (a1 —m+1,b1,a2—m+1,b2).
1

H
Note que las distribuciones de chéc y cHCZElc no dependen de c. Asi, siy (m x 1)
es un vector aleatorio complejo, independiente de Z3, y P(y # 0) = 1, entonces se

sigue que

yiZ1y

yHy ~ Hil) (a]./ bl/ as, bZ)
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~ Hil)(al —m+1,by,ap —m+ 1,b2).

(iv) Sea Z1 = (z15) ¥ Zfl = (211]) Entonces z1;; ~ Hl(l)(al,bl,az, by),i=1,...,my
1/2? ~ Hil)(al —m+1,by,ap—m+1,bp),i=1,...,m.

(v) Sea AL (lek), 1 <,k <. Definimos

v, = ﬂ’i =1,....,my det(Zgo]) =1.
det(z; 1)
Entonces, las variables aleatorias vy, . . ., v;; son mutuamente independientes y usan-
do el Teorema 2.6.10 Corolario 3.3.1.1, v; ~ Hfl)(al —i+1,by,a0—i+1,by),i =
1,...,m. Ademads la p.d.f. de det(Z) es la misma de [T} ; v;.
Ahora, se derivaran algunos valores esperados de funciones de valor escalar y
matricial compleja de la matriz aleatoria compleja Z;.

Usando la representacion Z, = A%/ZAz (A%/z)H, (2.6.9), (2.6.10), (2.6.12) y (2.6.13),

los siguientes valores esperados se pueden obtener facilmente:

Ez) = (a1 + b?;?flz +by) b
E(Zfl) = (a1 +(Zi :Z%EZE i— ;ZZ)_ m)Im,al >m,a, > m,
(R P p— L )
1+ b1 (a2 + Dol
ElC(z ) = Em—bitmle[mm —ba b mle gy 0 i 1,2,

[—ay + m]y [—ap + m],

Ademés, usando (2.3.13) y (2.3.14), los valores esperados de (tr Z1)? y (tr Z; 1) son

evaluados como
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El(tr Z1)%) = E[Cip)(Z1)] + E[C12)(Z1)]
[a1](2)[22] (2 - [a1] 12)[a2] 12)

= Cio (L) +
[a1 + b1] (2 [a2 + b2] () () [a1 + D1] (12 [32 + b2] (42

C(lz) (Im),

E[(trZ;")?] = E[Cpp)(Zy )] + E[Cyz)(Z1 )]
[—a1 — b+ m] (2) [—[12 — by + m](z) ~
= Cio)(Im)
[—a1 + m] ) [—az + m] 3
[—a1 — by + m] 2y [—a2 — by + m] 12
[—a; + m](lz) [—a + m](lz)

C(12) (Im)

Luego, aplicando los resultados (1] 5) = n(n +1), [n] 12y = n(n = 1), [-n+m] ) =
(n—m)(n—m—1), [=n+mlq2 = (n—m)(n—m+1),Co(In) =m(m+1)/2y

C(lz) (L) = m(m — 1) /2 en la expresién anterior y simplificando, se obtiene

maqa
E[(trZ1)2] = 2((11+b1)1(1122+b2)
{ (m+1)(m+1)(a2+1)  (m—1)(a1 —1)(a2 —1)
(611+b1+1)((12+b2+1) (a1+b1—1)(a2+b2—1)
y
E[(ter_l)z] _ m(ay + by —m)(ap + by — m)

2(ay —m)(ay — m)
" [(al+b1—m—1)(a2—i—b2—m—1)(m+1)
(i —m—1)(ap—m—1)
+(u1+b1—m+1)(a2+b2—m—|—1)(m—1)
(ap—m+1)(ap —m+1)
ap >m+1,a0 >m+1.

7

Similarmente, usando (2.3.15)-(2.3.17), los valores esperados de (tr Z;)? y (tr Z; DE
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se obtienen como

E[(tr Z1)°] = E[C(3(Z1)] + E[C2,1)(Z1)] + E[C(y2)(Z )
[a1] (3 [a2] 3) ~ [a1]
= 7 bl + 5l O Tl
[a1] 13y [a2] 13y
[a1 + bl](ls) [ap + bz](13)

e
.—.
._.
R

C~(13) (Im),

E[(trZ;Y)%) = E[Ciay(Zy M) + E[Can) (Zi V)] + E[C i3y (21 1)]
_ [—a1 — by + m] (3)[—ﬂ2 — by + m](3) -
B [—a1 + m]3)[—az + m] 3, Cz)(Im)
[ El1—b1—|—m]( [ az—b2—|—m](2’1)~

C I
T P T PR
[=a — b+ mlga) (a2 — by + m) ()
[—ay + m] (13) [—a + m](ls) (%) m

respectivamente. Ahora, usando los resultados [n](3) = n(n +1)(n +2), [n]21) =
n(n+1)(n—1), [n]gsy = n(n —1)(n —2), [-n+m]z = —(n—m)(n —m—
(= m—2), [n 4 m](gay = —(n—m)(n—m —1)(n—m+ 1), [-n+ m] gy =
—(n—=m)(n—=m+1)(n—m+2), C3y(In) = m(m+1)(m+2)/6, Ci1)(Im) =
2m(m* —1)/3y C(lg)(Im) = m(m —1)(m — 2)/6 en las expresiones anteriores y
simplificando, se obtiene

3 mayay
E[(tI‘Zl) ] - 6(a1+b1)(a2+b2)
(a1 +1)(a1+2)(ax +1)(ax+2)(m+1)(m + 2)
(a1 +by1+1)(a1+b1+2)(ag+by+1)(az+ by +2)
4(af —1)(a3 — 1) (m* - 1)
[(a1 + b1)? = 1][(az + b2)? — 1]
(a1 —1)(a1 —2)(ap — 1) (ay —2)(m — 1)(m — 2)
(a1+b1—1)(a1—|—b1—2)(a2+b2—1)(a2+b2—2) !
y
E[(ter_l)3] _ m(ay+by —m)(ap+by—m) [(a1+by —m—1)(ag +by —m—2)

6(a; —m)(ap — m) (ag—m—1)(ay —m—2)
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(az—l—bz—m—1)(a2—|—b2—m—2)(m—|—1)(m+2)
(ap—m—1)(ay —m—2)
4(m? — 1)[(ay + by — m)?> —1][(ag + by — m)? — 1]
[(ar = m)Z —1][(az — m)2 — 1
(a1+b1—m+1)(a1—|—b1—m—|—2)
(ap—m+1)(a; —m+2)
(ag+by—m~+1)(ag+by—m~+2)(m—1)(m—2)
(ap —m+1)(ap —m+2)
a,>m+2,i=1,2.

+

7

Similarmente, valores esperados de tr(Z;) tr(Z?) y tr(Z; ') tr(Z; %) se obtienen

como

Eltr(Z1) tr(Z7)] = E[C3)(Z1)] — E[Cpy3)(Z1)]
a1asm
B 6(5!1 + bl)(ﬂlz + b2)
(a1 +1)(a1+2)(ax+ 1) (ax+2)(m+1)(m + 2)
(a1+b1+1)(a1+b1+2)(a2+b2+1)(a7_+b2+2)
(@ =) —2)(a2 — 1) (a2 — 2)(m —1)(m — 2)
(a1+b1—1)(a1+b1 )(ﬂ2+b2—1)(ﬂl2—|—bz—2)

7

y
E[tr(Z; ) tr(Z7?)] = E[C5)(Z7Y)] = E[Cp3y(Z771)]
_ m(a; + by —m)(ap + by — m)
6(ay —m)(ay —m)
(ap+by—m—1)(a;+by —m—2)
(ap —m—1)(a; —m—2)
(ap+by—m—1)(ap+bp—m—2)(m+1)(m+2)
(ag—m—1)(ag —m—2)
(m-1)(m—2)(a1+b; —m+1)(a1+b —m+2)
(0 —m+1)(ar —m+2)
(ay+by—m+1)(ay+by—m+2) ' .
(0 —m+1)(ay —m +2) ,ai>m+2,1=1,2,
respectivamente. Como, E(Z{) = Iy, tenemos E[tr(Z{)] = ¢ym. Asi, el coefi-

ciente de m en E[tr(Z%)] es &,. Por consiguiente, evaluando E[tr(Z?)], E[tr(Z;?)],

39



E[tr(Z})] y E[tr(Z; 3] usando la técnica descrita anteriormente, y calculando los

coeficientes de m en las expresiones resultantes se llega a

E(Zz) . aiap l (a1+1)(a2—|—1)(m+1)
1 _2(a1—i—b1)(a2—|—b2) (611—|—b1—|—1)([12—|—b2—|—1)
_ (g —1)(a —1)(m—1) }I
(a1+b1—1)(a2—|—b2—2) m

a1+ by —m)(ag 4+ by — m)
2(ay —m)(ap — m)
" {(al—l—bl—m—1)(a2+b2—m—1)(m+1)
(ag—m—1)(ap —m—1)
(a1+b1—m—l—l)(a2+b2—m+1)(m—1)
(ap—m+1)(ap—m+1)
ag>m+1,a, >m—+1,

E(z;?) = |

Im/

) = a1az
- 6(611 + bl)(llz + bz)

(a1 +1)(a1+2)(ap+1)(ax +2)(m+1)(m + 2)

(e +b1+1)(a;+by+2)(ay + b1+ 1)(ax + by +2)
2(af —1)(a3 —1)(m* — 1)

[(a1 + b1)? = 1][(a2 + b2)* — 1]

(11 —1)(a1 —2)(a —1)(a —2)(m —1)(m —2) 1,
(a1+b1—1)(a1+b1—2)(a2—|—b2—1)(a2+b2—2) m

E(Z3

a1+b1—m)(a2+b2—m)
6(a; —m)(ap — m)
(a1 +by—m—1)(a1 + by —m—2)(m+1)(m+2)
(ap —m—1)(ag —m —2)
(le—l—bz—m—l)(az—l—bz—m—Z)
(ap—m—1)(ap —m—2)
(ap+by—m+1)(a;+by —m+2)
(ap —m~+1)(a; —m+2)
(ap+by—m~+1)(ag+by—m~+2)(m—1)(m—2)
(ap—m+1)(ay —m+2)

B(z%) =
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~2[(ay 4 by —m)* —1][(az 4 by — m)* —1](m* — 1) ;
[(a1 —m)> —1][(az —m)? —1] "
a>m+2,i=1,2.

4.4. PROPIEDADES DE Z,

(i) Particionando Z; como Z; = (%; %g) , Zo11 (my x my), my + my = m. En-
tonces, usando el Teorema 3.1.1, Teorema 3.1.2 y Teorema 4.2.2, Z11 y Z32.1 son in-
dependientes, Zy11 ~ I:I,gi) (c1,d1—my, co,dy —m3) y Zoppq ~ I:I,%) (c1 —my,dy, co —
mq,dy). Ademads, Zop y Z511.2 son independientes, Zyyy ~ I:I,%) (c1,d1 —my,cp,dy —

my)y Zaiip ~ H;%)(Q — My, dy, cp — my, dy).
(ii) Para una matriz no aleatoria compleja C de orden g x m rango q(< m),

(ccty=Vz2cz,cHccly=12 ~ Hr(rzzl)(clzdl — My, C,dp — mp)

(CCH)l/Z(sz_ch)_l(CCH)UZ ~ H;%)(ﬁ —my,dy,co —my,dp).

(iii) Siy (m x 1) es un vector aleatorio no complejo con'y # 0, 6 un vector aleatorio

complejo independiente de Z, con P(y # 0) = 1, entonces se sigue que

H
Z
—yyH;y ~ Hfz) (c1,dv —m+1,c0,dp —m+1)
y
y'ly (2)
~H"(ct —m+1,dy,co0 —m+1,dp).
vz, y

(iv) Sea Zp = (zpij) y Z;l = (212]) Entonces zy;; ~ Hl(z)(cl,dl —m+1,c0,dp — m+

1),i= 1,...,my1/z§i ~ Hl(z)(cl —m+1,dy,co—m+1,dy),i=1,...,m.
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(v) Sea Zg] = (Zz]'k), 1 <,k <i. Definimos

det(Z!!
= detZ) Ly der(z) =1
[i—1] 2
det(Z;, )
Entonces, las variables aleatorias vy, . . ., v, son mutuamente independientes y usan-
do el Teorema 2.6.11 y el Corolario 3.3.2.1, v; ~ Hl(l) (c1—i+1,dy—m+ico—i+
1,dp —m+1i),i =1,...,m Ademas la p.d.f. de det(Z;) es la misma que la de
m
i=1 Ui
Ahora, se derivaran algunos valores esperados de funciones de valor escalar y
matricial compleja de la matriz aleatoria compleja Z.
Usando la representacién Z, = B%/sz(Bi/z)H ~ H,(nz)(cl,dl,cz, dy), (2.6.11) y
(2.6.14), obtenemos

C1C2
(dl — m)(dz — m)

E(Z2) = Ly, dy >m, dr, > m,

[c1]x[calx

E[CK(ZZ)] = [_dl + m]K[—dz + m]K

Ce(Ly), di > ki +m—1,i=1,2,

Ademéds, usando la técnica para hallar los valores esperados explicada en la Sec-
cién 4.3, se obtiene
meica
E[(tr Z)*] =
o 22} = S = m) (dg —m)
" {(m—i—l)(cl—l—l)(cz—l—l) (m—1)(c1 —1)(c2 — 1)
(di—m—1)(dp—m—1) (di—m+1)(dpb—m+1)]

E(tr 22)°] = 6(d1 —n;f)l(cﬂzlz — )

x[ (1 +1D)(c1+2)(c2+1)(co+2)(m+1)(m+2)
(dp—m—1)(dy—m—2)(dy—m—1)(dy —m —2)
e — (5 1) (m* - 1)
[(d1 —m)? —1][(dp — m)> — 1]
(c1—1)(c1 —2)(ca—1)(c2 —2)(m —1)(m —2)
(dy—m+1)(d—m+2)(dy—m+1)(dp—m+2)]’
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mcico
6(d1—m)(dp—m)
[ (c14+1D)(c14+2)(c2+1)(ca+2)(m+1)(m+2)
(di—m—=1)(dy—m—2)(dp—m —1)(dy—m — 2)
(c1 =1)(e1 =2)(c2 = 1) (2 = 2)(m — 1) (m —2)
(dl —m+1)(d1 —m+2)(d2—m+1)(d2—m+2) ’

Eltr(Zy) tr(Z3)] =

E(Z%) - €102 [((cl—f-l)(cz—l—l)(m-i—l)

(di—m)(dy—m) [(dy—m—1)(dp —m—1)
(a-D(e-1)(m-1)
(dy—m+1)(dp—m+1)

}Im,d1>m+1,d2>m+1,

y

E(Z2) = . €162 [ (c1+1D)(c14+2)(c2+1)(c2+2)(m+1)(m+2)

(dy —m)(dy—m) |(di—m—1)(dy—m—2)(dy—m —1)(dp — m — 2)

2(ct —1)(c3 — 1)(m? — 1)

[(dy —m)? =1][(dy —m)> —1]

(1 =Dl =2)(e2 =1)(e2 =2)(m —1)(m ~2) ],

(di —m+1)(di —m~+2)(dy —m+1)(dp —m+2)| ™
d>m+2,i=1,2.

_|_

Ademas, notando que Z, ' ~ H,Sf)(dl,cl,dz,cz), E(Z; 1), E[Cc(Z, 1)), E(Z5%),
E(Z5%), E[(tr Z, D2, E[(tr Z; Y3 v E[tr(Z5 1) tr(Z5%)] pueden ser obtenidas desde
E(Z»),E[Ck(Z2)], E(Z3), E(Z3), E[(tr Z2)?], E[(tr Z)®] y E[tr(Z,) tr(Z3)], respecti-

vamente.

4.5. PROPIEDADESDE Z3

Z3n Z3xn
ma 3.1.1, Teorema 3.1.2 y Teorema 4.2.3, Z311 y Z322.1 son independientes, Z3;; ~

(i) Sea Z3 = <Z3“ Z312> , Z311 (my X my), my + my = m. Entonces, usando el Teore-

H,gfl) (a,b,c,d —my)y Zzpq ~ H,S}z) (a —mq,b,c —my,d). Ademads, Z3p v Z311.2 son

independientes, Z3p, ~ H,(ﬂlz) (a,b,c,d —mq) y Zz11.0 ~ H,S?l) (a —my,b,c —mo,d).
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(ii) Para una matriz aleatoria C de orden g x m de rango q(< m),

(ccHy-12czacH(ccH)y 12 ~ A (a,b,c,d — my)

(ccHYV2(czicH) L (ccH)2 ~ HY) (a — my, b, c — my, d).

(iii) Siy (m x 1) es un vector complejo no aleatorio con 'y # 0, 6 un vector aleatorio

complejo independiente de Z3 con P(y # 0) = 1, entonces se sigue que

H
y 23y HfB)(a,b,C,d —m+1)

yHy

y'y (3)
~H”(a—m+1,b,c—m+1,d).
yHZ3ly

(iv) Sea Z3 = (z3;) y Z;l = (213]) Entonces z3;; ~ Hl(B)(a, bc,d—m+1),i =
1,...,my1/zéiNHf’)(a—m—i—l,b,c—m—i—l,d),i:1,...,m.

(v) Sea Zg] = (z3jx), 1 < j, k < i. Definimos

det(z]
v = %z =1,...,my det(z") = 1.
det(Z3; )

Entonces, las variables aleatorias vy, . . ., v;; son mutuamente independientes y usan-
do el Teorema 2.6.10, Teorema 2.6.11 y Corolario 3.3.3.1, v; ~ Hf’) (a—i+1,b,c—
i+1,d—m+i),i=1,...,m. Ademas la p.d.f. de det(Z3) es la misma que la de

m

i=1Yi-

Usando la representacién Z3 = AV2B(AV2H I:Ir(,f) (a,b,c,d),(2.6.9),(2.6.10),

(2.6.11), (2.6.12)—(2.6.14), y la misma técnica para hallar los valores esperados dada

en la Seccién 4.3, obtenemos

(a+b)(d—m)

E(Z3) = Ly, d > m,
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(a+b—m)d

E(Z;l): (a_m)(c_m)lm,a>m,c>m,
1\ )
EICZa)) = o e (1), 05> m- 141
—1)¥[—a - My Ak
ez = L et e oy,
a>ki+m—-1,c>kg+m—1,
B ac (a+1)(c+1)(m+1)
E(Z) = sarmy@d—m) {(a+b+1)(d—m—1)

(a—1)(c—1)(m—1)
_(a+b—1)(d—m+1)} o d > m 1,

E(7-2) — (a+b—m)d [(a+b-—m—-1)d+1)(m+1)

(Zs )_6(a—m)(c—m){ (a—m—1)(c—m—1)
(a+b—m+1)(d—1)(m—1)

— (a—m+D)c—m+1) }Im,a>m+1,c>m+1,

E(Z3) =

ac { (a+1)(a+2)(c+1)(c+2)(m+1)(m+2)
(a+b)(d—m) [(a+b+1)(a+b+2)(d—m—1)(d—m—2)
(@a—1)(a—2)(c=1)(c=2)(m—-1)(m—2)
(a+b—1)(a+b—-2)d—m+1)(d—m+2)

2(a?> —1)(c* = 1)(m? - 1)

_[(a+b)2—1][(d—H1)2—1]:| Ly, d>m+2,

_|_

(a+b—m)d
6(a—m)(c—m)
" (a+b—-m—-1)(a+b-—m—-2)(d+1)(d+2)(m+1)(m+2)
(a—m—-1)a—m—-2)(c—m—1)(c—m—2)
+(a+b—m+1)(a+b—m+2)(d—1)(d—2)(m—1)(m—2)

E(Z5°) =

(a—m+1)(a—m+2)(c—m+1)(c—m+2)
C2[(a+b—m)*—1](d* —1)(m* - 1)

@-mE—lc—mp—1 | me>mt2
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2(a+b)(d —m)
[(m+1)(a—|—1)(c+1) (m—1)(a—1)(c—1)
(a+b+1)(d-m—-1) (a+b—-1)d—m+1)]’

ma+b—m)d [(a+b—m—1)(d+1)(m+1)
Z(Q_m)(c_m)[ (a—m—1)(c—m—1)
(a+b—m+1)(d—c)(m—1)
(a—m+1)(c—m+1) }/a>m+1,c>m+1,

mac { (a+1)(a+2)(c+1)(c+2)(m+1)(m+2)
6(a+b)(d—m) |[(a+b+1)(a+b+2)(d—m—1)(d—m—2)
4(a®> - 1)(c* = 1)(m?> - 1)

[(a+0)> = 1][(d —m)> —1]
(@—-1)(a—2)(c=1)(c=2)(m—-1)(m-2)
(a+b—1)(a+b—-2)(d—m+1)(d—m+2)
m(a+b—m)d [(a+b—m—1)(a+b—m—2)
6(a —m)(c—m) (a—m—1)(a—m—2)
(d+1)(d—|—2)(m+1)(m—l—2)+4(m2—1)[(a+b—m)2—1](d2—1)

E[(tr Z3)%) =

El(tr25 ")) =

E[(tr Z3)°] =

],d>m—|—2,

E[(trZ3)°) =

c—m-1)(c—m—2) @ mP 1l —m)2 1]
(a+b—m+1)(a+b—m+2) (d—l)(d—Z)(m—l)(m—Z)}
(a—m+1)(a—m+2) (c—m+1)(c—m+2)
a>m-+2,¢c>m+2,
mac [(a+1)(a+2)(c+1)(c—|—2)(m+1)(m—|—2)
6(a+b)(d—m) | (a+b+1)(a+b+2)(d—m—1)(d—m—2)
(@a—1)(a—2)(c=1)(c=2)(m—1)(m—2)
C(a+b-1)(a+b—-2)d—m+1)(d—m+2)

+

Eltr(Zs) r(Z3)] =

},d>m+2,

Eltr(Z; ") tr(Z3%)] =

ma+b—m)d [(a+b—m—1)(a+b—m—2)
6(a—m)(c—m){ (a—m—1)(a—m—2)
(d+1)(d+2)(m+1)(m+2)
(c—m—1)(c—m—2)
(a+b—m+1)(a+b—m+2)
 (a—m+1D)(a—m+2)
(d—l)(d—2)(m—1)(m—2)}
(c—m+1)(c—m+2) ’
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dondea >m+2yc>m+2.

Note que los valores esperados dados en la Secciéon 4.3, Seccién 4.4 y Sec-
cién 4.5 fueron derivados usando invarianza y resultados de polinomios zonales
de matrices Hermitianas para k = 2,3. Resultados sobre polinomios zonales para
k = 4,5 se pueden obtener y por consiguiente también valores esperados tales
como E[(tr Z; )1 (tr Z2)2), jyry + jora = 4,5,i = 1,2,3

4.6. PROPIEDADES DE Zi3

. Z Z
(i) Sea Z135 = <Z$i Zﬁg) , Z1311 (m1 X my), my + my = m. Entonces, usando el

Teorema 3.1.1, Teorema 3.1.2 y Teorema 4.2.4, Z131; y su complemento Schur Z3;.1
son independientes, Zj317 ~ H,gf)(y —mp,a,b) y Zizpq ~ H,S,,lzs)(y,a — mq,b).
Ademéds, Zy3p, y su complemento de Schur Z;311., son independientes, Zj35, ~
H,(nlf)(]/t —my,a,b)y Z1311.2 ~ Hf,}f)(y,a —my, b).

(ii) Para una matriz compleja no aleatoria C de orden g x m y rango q(< m),

(cCHy"V2cz,cH(ccH) 12 w AW (4 — my, a,b)

(ccH)2(cz ety (cchV2 ~ B (u,a — my, b).

(iii) Parac € C™, ¢ # 0,

H H
¢ Zi3¢ (13) c’c
~ H —m+1,a,b

13
o, NHi )(y,a—m+1,b).

CH213C y cHe
cfc cHZf31c

1) es un vector aleatorio complejo independiente de Zi3, y P(y # 0) = 1, entonces

Note que las distribuciones de no dependenden de c. Asi, siy (m x

se sigue que

H
yly )

H
Z
y 413y (13) 1 (e —m+1,0b).

~ (u—m+1,a,b) -
vy 1 Y yiZly
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(iv) Sea Z13 = (z13ij) ¥ Zﬁl = (z11]3) Entonces zq3;; ~ H1(13)(‘u —m+1,a,b),
i= 1,...,my1/z§i3 ~ Him(y,a —m+1,b),i=1,...,m.
(v) Sea Zﬂ = (z13jx), 1 < j,k < i. Definimos

[i]
Z
;= M,i =1,...,my det(Z[O]) =1
1] 13
det(Zj; )

Entonces, las variables aleatorias vy, . . ., v;; son mutuamente independientes y usan-
do el Teorema 2.6.3, Teorema 2.6.10 y el Corolario 3.3.4.1, v; ~ H1(13) (u—i+1,a,b),
i=1,...,m. Ademas la p.d.f. de det(Z;3) es la misma que la de [T" ; v;.

Usando la representacién Z3 = AY2Y(AY?)H y (2.6.9)—(2.6.13), se obtiene

a

) = apy iy e >

E(Z7) = Wlm,a > m,
1)k )

E[Cc(Z13)] = [_yi;)]K[[‘il]’; b]KCK(Im), u>ki+m-—1
[—a— b+ m]

E[C(Z5)] = 1)x “Colly), a>ki+m—1,i=1,2.

Ademds, usando (2.3.13) y (2.3.14), los valores esperados de (tr Z13)? y (tr Z;;')?

son evaluados como

E[(tr Z13)?] = E[Cp)(Z13)] + E[C(12)(Z13)]

(- (—1)2[a] 2
= Trrmlglatblg @ ¥

El(tr Zi3')?] = E[C(2)(Zi3)] + E[C12) (Z331)]
~ [Mel-a—b+m]y) . (1] a2y[—a — b+ m] g2
a [—a+m] Cio () ¥ [—a +m] g2

C(lz) (Im)

Ahora, aplicando los resultados [1](5) = n(n+1), [n]42) = n(n —1), [-n+m]y) =
(n—m)(n—m—1), [-n+m]q2 = (n—-—m)(n—m+1), C’(Z)(Im) =m(m+1)/2y
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C(lz) (L) = m(m — 1) /2 en la expresién anterior y simplificando, se obtiene

E[(trzl?;)z] = 2(‘1/[ _nrj)a(a+b)
x{ (m+1)(a+1) (m—1)(a—1) § > m
(y—m—-1)(a+b+1) (u—m+1)(a+b-1)]" ’
y
E[(tr Z2)?] = mptz(c(za—k_br;)m) {(y—kl)(a(—;é:ﬂni—l)l)(anl)
(u—1(a+b—m+1)(m—1)
+ a—m+1) ],a>m+1.

Similarmente, usando (2.3.15)-(2.3.17), los valores esperados de (trZ;3)° y (t1r21_31 )3

se obtienen como

E[(tr Z13)’] = E[C3)(Z13)] + E[C21)(Z13)] + E[C13)(Z13)]

] 3) = [a](2,1) ~
= = C Im) — . C L
rr el i O T gt o, @0
[a] (13 -

[t m] ey [a+ bl s
y

E[(tr Z3')’] = E[C(3)(Z3)] + E[Co1) (Zi3)] + E[Ci3y (23]
 [ul@l—a—b+m]gs, (Ml oy[—a—b+m]ay)
B [—a+m] ) [—a+m]pq
(1] 13y[—a — b+ m] 3
[—a+ m](13)

C(g,)(lm) + C(Z,l)(lm)

6(13) (Im),

respectivamente. Ahora, usando los resultados [n](3) = n(n +1)(n +2), [n]21) =
nn-+1) (1= 1), 1] g2y = m(n— 1) (1 — 2), (= + ] gy = —(n— m) (n — m— 1) (n —
m—2), [+ ml gy = — (01— m)(n = — 1) — m+1), [—n+ m] 2y = —(n
m)(n—m+1)(n—m+2),Ceay(In) = m(m+1)(m+2)/6,Cio1)(In) = 2m(m* —
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1)/3y C(ls) (Lny) = m(m —1)(m —2) /6 en la expresion anterior y simplificando, se

obtiene
= ma (a+1)(a+2)(m+1)(m+2)
E[(trZ13)3] o 6(,” m)(ﬂ+b) (“Ll m — )(]/l m— 2)(a+b+1)(a+b—|—2)
L @11
(1 — m)(2 ]g((aer))Z( 1] ’ |
a—1 m—1)(m—2
Gi—m+D(i—mt2)atb-Dasb—2)) "> "+l
y
E[(trZ5h)%] = mﬂé‘(lj_bm—) m)

" (u+1)(p+2)(a+b—m—1)(a+b—m—2)(m +1)(m + 2)
(a—m—1)(a—m—2)
(u—1)(p—2)(a+b—m+1)(a+b—m+2)(m —1)(m —2)
(a—m+1)(a—m+2)
4(p* = D[(a+b—m)* —1](m* - 1)
[(a —m)>—1]

Similarmente, valores esperados de tr(Zy3) tr(Z%) y tr(Zy;') tr(Z;;?) se obtienen

_|_

+ ,a>m+ 2.

como

E[tr(Z13) tr(Z33)] = E[C(3)(Z13)] = E[C(13)(Z13)]

~ 6(p—m)(a+b)
(a+1)(a+2)(m+1)(m+2)
(y—m—1)(u—m—-2)(a+b+1)(a+b+2)
(a—1)(a—2)(m—1)(m—2)
(u—m+1)(p—m+2)(a+b—1)(a+b-2)

, u>m+1,

y

Eltr(Z33) tr(Z3)] = E[C(3)(Z15")] — E[Cia) (Z33)]
_ my(a+b—m)
6(a —m)
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(u+1)(u+2)(a+b—m—1)(a+b—m—2)(m+1)(m+2)
(a—m—1)(a—m—2)
(u—1)(p—2)(a+b—m+1)(a+b—m+2)(m—1)(m—2)
(a—m+1)(a—m+2) ’
a>m+2,

respectivamente. Ya que, E(Z{;) = &I, tenemos E|tr(Z{;)] = ¢um. Asi, el co-
eficiente de m en E[tr(Z%,)] es é. Por lo tanto, evaluando E[tr(Z2%,)], E[tr(Z5)],
E[tr(Z3,)] y E[tr(Z3’] usando la técnica descrita anteriormente, y hallando los co-

eficientes de m en la expresion resultante se llega a lo siguiente:

a

E(Zf;) = )@t D)
(m+1)(a+1) (m—1)(a—1)
- |:(]1—m—1)(a—|-b_|_1) B (V_m"‘l)(ﬂl-i—b—l) Im;]/l>m,
oy _ platb—m) [(p+1)(a+b—m—1)(m+1)
E(Z132) 200 —m) [ @m0
(4 —1)(a+b—m+1)(m—1)
B (ﬂ—m—|—1) }Im,ﬂ>m+1,
1)(a+2)(m+ 1) (m +2)
E(Z%:—s) 6(1— M)a—i—b {y Yp—m—2)(a+b+1)(a+b+2)
(a®> —1)(m? —
(- m)( ]g((a+b))( 1 ’ |
a—1 2 m—2
+(P‘ m—+1)(p— m+2)(a+b—1)(a+b—2)}Im'V>m+1,
y

6(a —m) (a—m—1)(a—m—2)
(u—1)(p—2)(a+b—m+1)(a+b—m+2)(m —1)(m — 2)
(a—m+1)(a—m+2)

2 =D[(@+b—m)>—1](m* 1)
[(a —m)>—1]

_|_

Ly, a >m+2.
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4.7. PROPIEDADES DE Zi5

. Z Z
(i) Sea Z15 = (Zig ZEE) , Z1511 (m1 X my), my + mpy = m. Entonces, usan-

do el Teorema 3.1.1, Teorema 3.1.2 y Teorema 4.2.3, Z1511 y Z1520.1 son indepen-
dientes, Z1511 ~ H,%S)(y — my, C,d — mz) y Z1522.1 ~ H,S}f)(y,c — ml,d). Ademés,

) . ~(15
Z1500 V Z1511.2 son independientes, Zyspp ~ H,(n2 )(;4 —my,c,d—my)y Zis11.2 ~

El,gqlf’)(y,c —my,d).

(ii) Para una matriz no aleatoria compleja C de orden g x m y rango q(< m),

(CCH)12cz15cH(CCHY Y2~ Y (4 — my, ¢, d — my)

(ccty2(czl ey (cct)2 ~ A3 (¢ — my, d).

(iii) Siy (m x 1) es un vector complejo no-aleatorio con'y # 0, 6 un vector aleatorio

complejo independiente de Z3 con P(y # 0) = 1, entonces se sigue que

Hz 15 H 15
CAd o m e d—mt 1)y E Y~ B e m ot 1,d),

yHZly

(iv) Sea Z15 = (z15ij) y Zf51 = (211]5) Entonces, z15;; ~ H{lS)(y —i+1,c,d—i+1),
i= 1,...,myl/z§i5 ~ H{lS)(y,c—i—l— 1,d),i=1,...,m.

(v) Sea Zﬂ = (z15%), 1 < j,k < i. Se define

[0]

det(Z!!
Zs) i1, my det(z1%) = 1.

 det(zi) !

i

Entonces, las variables aleatorias vy, . . ., v, son mutuamente independientes y usan-
do el Teorema 2.6.10, Teorema 2.6.11 y el Corolario 3.3.5.1, v; ~ H{w)(y —i+
l,c,d—i+1),i =1,...,m Ademads, la p.d.f. de det(Z;5) es la misma que la de

m .
i=1Yi-
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Usando la representacion Zi5 = Y1/2B(Y/2)H ~ I:I,SF)(y, c,d), (2.6.9), (2.6.10),
(2.6.11), (2.6.12)—(2.6.14), y la técnica empleada para hallar los valores esperados
dada en la Seccién 4.6, se obtiene

c
(n—m)(d —m)
E(Z) = - Kdmlm,c > m,

E(Z15) = L, u> m,d > m,

[c]x ~

E[Ck(Z15)] = = +m]K[—d+m]KCK(Im)' u>m—1+ky,d>m—1+k,
E[C(Zd)] = (_[i):zl]%][fhé"(lm)’ c>ki+m—1,
c (c+1)(m+1)
28 = i@ | G m D =T
(c—1)(m—1)

_(y—m—i—l)(d—m—i—l)] Ly, y>m,d >m+1,
ngy—ﬂﬁiﬂ[W+2g;??¢4f—w_2g;?gTJ)me>m+L
3. c (c+1)(c+2)(m+1)(m+2)

) = @) | D m e =T

n (c—=1)(c—2)(m—1)(m—2)
(m—m~+1)(p—m+2)(d—m+1)(d—m+2)
2(c? —1)(m?>—1)

_[(V—m)z—l][(d—m)Z_l]] Iy, o >m+2,d>m+2,

ud {(y+1)(u+2)(d+1)(d+2)(m—|—1)(m+2)
(c—m—1)(c—m—2)
(=1 (r—=2)d—-1)(d =2)(m—1)(m —2)
(c—m+1)(c—m+2)
2(p* —1)(d* —1)(m* — 1)

— L., 2,
[(c—m)z—l] m, C>m-+
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B mc (c+1)(m+1)
HWZ@ﬂ‘zw—mxwﬂm{w—m—nw—m—n
(c—1)(m—1)

(V_m+1)(d_m+1)],y>m,d>m+1,

E((tr Ziz)?] = Z(Tfi) [(7”(13 (_d;l_)(f)l“) " (”_(12(_‘1;2(;7;_1) o> mt,
B mc (c+1)(c+2)(m+1)(m+2)
Bl 2] = G == 05— 2 ==

N (c=1)(c—2)(m—1)(m—2)
(m—m+D)(p—m~+2)(d—m+1)(d—m+2)
4(c® —1)(m* —1)
[(n = m)> = 1][(d — m)> —1]

],y>m+2,d>m+2,

E[(trZ3')) = - (’C”f dm) [(P‘ + 1) Ezz(i + 11))(5 + 2 (1*15 1)(m +2)
(n=1)(p—2)(d —1)(d = 2)(m —1)(m —2)

+ (c—m+1)(c—m+2)
402 — ) (2~ H(m? — 1)
T e—mr -1 yc>m+z
Eltr(Z15) tr(Z35)] = 6(p — nl;n)c(d —m)
im0 —m—2)(d—m—1){d—m—2)

(c—1)(c—2)(m—1)(m—2) ]
(y—m+1)(p—m+2)(d—m+1)(d—m+2) |’
u>m+2,d>m+2,

Eltr(z) tr(2:2)] = 6(:1%71 ) [(u+1)(u Tczi(i +_ 11))(5 t Q(T;)Ln(mu)
(=) (p=2)(d=1)(d=2)(m—-1)(m—-2)
(c—m+1)(c—m+2)

},c>m+2.
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CAPITULO 5

CONCLUSIONES Y SUGERENCIAS

e En el capitulo 3, se discutieron ciertas propiedades de las distribuciones
UNIARIM vy a partir de este hecho se generaron algunas de estas distribu-

ciones.

e Enel capitulo 4 se obtuvieron varios resultados distribucionales, propiedades
y valores esperados de funciones de valor escalar y matricial compleja de las
matrices aleatorias Zi, Z», Z3, 24,713 y Z15 que pertenecen a la clase de dis-
tribuciones UNIARIM. Los resultados de valores esperados fueron deriva-
dos usando invarianza y resultados de polinomios zonales de matrices Her-
mitianas para k = 2,3. Resultados sobre polinomios zonales para k = 4,5
se pueden obtener y por consiguiente también valores esperados tales como
E[(tr Zl.ijl)r1 (tr Ziijz)r2],j1r1 +jora =4,5,i=1,2,3,4,13,15, lo cual podra ser

objeto de investigacion en el futuro .
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