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Майстренко В.М., Національний технічний університет України „Київський політехнічний 

інститут”, м.Київ, Україна 
 
 Обгрунтовано можливість та доцільність спектрального способу опису одномірної 
функції розподілу випадкового процесу. Показано, що незмінна по часу величина має 
рівномірний нескінченний спектр функції розподілу, а детермінована зміна цієї величини  
звужує спектр її функції розподілу. 
 

Вступ 
Випадковий процес є основною математичною моделлю сигналів як тих, що 

переносять інформацію, так і перешкод, котрі їх супроводять. У вимірювальних 
пристроях перешкоди призводять до спотворення результатів вимірювання і 
тому якість засобів і результатів вимірювань характеризують за значенням їх 
похибок. 

Випадкові процеси математично описуються ймовірнісними методами. Ці 
методи глибоко розроблені, широко використовуються й базуються на понятті 
функцій розподілу випадкового процесу, котрі є характеристиками випадкового 
процесу. 

Функції розподілу випадкового процесу є величинами, що змінюються в за-
лежності від значення випадкової величини, а не від часу.  

В літературі, наприклад [1], [5], широко використовується характеристична 
функція, але характеристична функція, яка є зворотнім перетворенням Фур'є 
без відповідного коефіцієнта, відрізняється від запропонованого спектрального 
перетворення. Тому питання з запропонованих позицій на даний момент не 
розглядалося. 

 
Постановка завдання 
Спектри функції розподілу є дуже інформативними при проходженні ви-

падкових сигналів через різні кола. Проблема визначення поведінки спектрів 
функції розподілу при аналізі, наприклад, похибок вимірювання, являє собою 
актуальне наукове значення, і є метою даної роботи. 

 
Особливості спектрів функцій розподілу 
На щільність розподілу ймовірностей випадкового процесу (функцію роз-

поділу) накладаються певні обмеження, котрі для одномірної функції розподілу 
( )xp  є наступними [1]. 

1. Функція розподілу завжди позитивна:  
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( ) 0≥xp       (1) 

2. Функція розподілу підпорядковується умові нормування: 

( )∫
∞

∞−

=1dxxp       (2) 

Аргумент функції розподілу x  не є часом, а являє собою дійсне випадкове 
значення в діапазоні від ∞−  до ∞ , що може приймати випадкова величина ξ , 
котра змінюється в часі, тобто ( )tξ . 

Незважаючи на вказані обмеження до функції розподілу може бути викори-
стане перетворення Фур’є, в результаті чого буде отримано спектр Фур’є 
функції розподілу: 

( ) ( )∫
∞

∞−

−= dxexpS xj
p

ωω ,    (3) 

де ( )ωpS  — спектр функції розподілу. 
Відмітимо основну властивість спектра функції розподілу. Для цього, вико-

ристовуючи зворотне перетворення Фур’є, запишемо 

( ) ( )∫
∞

∞−

= ωω
π

ω deSxp xj
p2

1
   (4) 

і після підставлення (4) в (2) 

( ) ( ) ( ) ∫∫∫∫∫
∞

∞−

∞

∞−

∞

∞−

∞

∞−

∞

∞−

== dxedSdxdeSdxxp xj
p

xj
p

ωω ωω
π

ωω
π 2

1

2

1
 (5) 

Виходячи з відомого виразу [4] 

( )ωδω
π

ω =∫
∞

∞−

de xj

2

1
    (6) 

та підставляючи його в (5), отримаємо з врахуванням властивостей дельта-
функції [7] 

( ) ( ) ( ) 10 ==∫
∞

∞−
pp SdS ωωωδ .   (7) 

Цей вираз можна розглядати як умову нормування в частотній області. Він 
погоджується також з властивістю функції розподілу (2), тому що постійна 
складова функції розподілу дорівнює 

( ) ( )∫
∞

∞−

= dxxpSp 0 .             (8) 

Вираз (7) можна розглядати також, як спектр енергії функцій, що мають 
відповідно спектри ( )ωδ  та ( )ωpS . Через те, що функції енергетичної спек-
тральної щільності не містять інформації про початкову фазу складових спек-
тру, вихідна функція є завжди позитивною, що погоджується з вимогами до 
функції розподілу (1). 

Спробуємо встановити фізичне трактування спектра функції розподілу. Для 
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цього припустимо, що функція розподілу має тільки одну частотну складо-
ву 0ω . Тоді, як випливає з (7), нормований спектр функції розподілу є 

( ) ( )0
2 ωδω =pS .     (9) 

У відповідності з теоремою Рейлі спектр квадрату функції дорівнює квадра-
ту спектрів функції. Тоді при парній функції розподілу 

( ) ( )xxxp 00
2 2cos1

2

1
cos ωω +== .   (10) 

Таким чином функція розподілу (10) буде періодичною полімодальною з 

відстанню між модами 
0

4

ω
π=x , тобто при зміні частоти 0ω  буде змінюватися 

відстань між модами. Отже функція розподілу будь-якої форми формується з 
полімодальних функцій з різними відстанями між модами. Спектр, тобто спек-
тральна щільність функції розподілу визначає амплітуди кожної з цих 
полімодальних функцій. Нормування спектральної функції гарантує виконання 
умови (1). Іншими словами, в спектрі функції розподілу завжди повинна бути 
постійна складова. 

Розкладемо спектр функції розподілу ( )ωpS  в ряд Маклорена. Тоді отри-
маємо, обмежуючись п’ятьма членами ряду 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )0
24

0
6

0
2

00
432

v
pppppp SSSSSS ′+′′′+′′+′+= ωωωωω .  (11) 

Знайдемо відповідні похідні спектра функції розподілу. Перша похідна, 
враховуючи (3) 

( ) ( ) ( )[ ] ( )∫∫∫
∞

∞−

−
∞

∞−

−
∞

∞−

− −=′=
′









=′ dxexxpjexpdxexpS xj

x
xj

x
xj

p
ωωωω . (12) 

В загальному вигляді для n-ї похідної 
( ) ( ) ( )∫

∞

∞−

−−= dxepxj
d

Sd xjnnn

n

p
n

ωω
ω

ω
1 .   (13) 

Підставляючи в (12) значення 0=ω , отримуємо, враховуючи відомі вирази 
для моментів розподілу відповідного порядку [1] 

( ) ( )∫
∞

∞−

−=−=′ jadxxxpjSp 0 ,   (14) 

де a— математичне сподівання випадкової величини ξ  або її середнє значен-
ня. 

( ) ( ) { }∫
∞

∞−

−=−=′′ ξ2
20 mdxxpxSp ,   (15) 

де { }ξ2m  — початковий момент другого порядку. 
Таким чином для n-ї похідної при 0=ω  
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( ) ( ) { }ξ
ω

ω

ω

n
nn

n

p
n

mj
d

Sd
1

0

−=













=

,   (16) 

де { }ξnm  — початковий момент n-го порядку. 
Як бачимо, початкові моменти розподілу n-го порядку відрізняються від 

значень n-х похідних спектра функції розподілу при 0=ω  тільки множником 
( ) { }ξn

nn mj1− . 
Підставляючи (8, 14-15) в (11), отримаємо кінцевий вираз для спектра 

функції розподілу 

( ) { } { } { }

{ } { } { } . 
6242

1

2462
1

3

3

4

4

2

2

4

4

3

3

2

2









+−++−=

=++−−=

ξωωξωξω

ξωξωξωωω

majmm

mmjmajSp

 (17) 

Якщо випадковий процес описано парною функцією розподілу, то уявна 
частина спектра буде дорівнювати 0, і вираз для спектра функції розподілу 
спроститься: 

( ) { }ξωωω 4

42

242
1 MDSp +−= ,    (18) 

де 2δ=D  — дисперсія випадкової величини ξ , 
δ  — середнє квадратичне відхилення випадкової величини ξ  від її серед-

нього значення, 
{ }ξ4M  — центральний момент четвертого порядку. 

Виходячи з того, що центральні моменти — це моменти розподілу 
ймовірності відхилення випадкової величини, тобто моменти функції розподілу 
при середньому значенні 0=a  [1] 

{ } ( )∫
∞

∞−

−= dxxpaxM n
n )(ξ , 

можна з (14) отримати спектр функції розподілу, що зміщена на величину a  по 
вісі x . Для цього використаємо теорему затримки [3]. Але в нашому випадку 
замість затримки буде випередження на величину a . Щоб отримати вираз для 
спектра зміщеної функції розподілу, помножимо (17) на aje ω , попередньо розк-
лавши цю функцію в степеневий ряд і обмежившись п’ятьма членами ряду. 

Таким чином спектр функції розподілу при нульовому середньому значенні 

( )( ) ( ) ( )

( ) ( )

( ) ( ) , 
576144

434
12

22
24

364
24

23
62
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4
4
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4

3
3

4
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4

2
3

3
2

4
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53
2

2
34

5
42

234

4

3
23

3
2

2

2

amamamjamamam

aamamamjaamamm

ammjamS ap

ωωω

ωω

ωωω

+−−+−−

−−+−+−+−+

++−+−−=−

 (19) 
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де { }ξnn mm = . 

Отриманий вираз (19) відрізняється від (17) тим, що початкові моменти пе-
ретворюються в відповідні центральні. На цій підставі можна знайти зв’язок 
між центральними і початковими моментами, які найбільше характеризують 
випадковий процес, тобто при 4 i 3 ,2=n . 

Дисперсія випадкового процесу 
2

2
2 amD −== δ .     (20) 

Центральний момент третього порядку 
3

233 23 aammM +−= .    (21) 
Центральний момент четвертого порядку 

42
2344 364 aamammM −+−= .    (22) 

Звернемо увагу ще на одну властивість спектра функції розподілу. Якщо 
вона описується дельта-функцією, що розташована на початку координат, то 
буде мати нескінченно широкий рівномірний спектр, тому що 

( ) ( ) 1== −
∞

∞−
∫ dxexS xj

p
ωδω  і 0=D . 

При зміщенні дельта-функції по вісі x  на величину a , виходячи з теореми 
затримки 

( ) ( ) ajxjaj
p edxeexS ωωωδω −−

∞

∞−

− == ∫ . 

І в формі (17)      ( ) 4
4

3
3

2
2

2462
1 aajaajSp

ωωωωω ++−−= . 

Отже початкові моменти: ;2
2 am = ;3

3 am = .4
4 am =  

З врахуванням (20 — 22) центральні моменти 
; 022 =−= aaD      ; 023 333

3 =+−= aaaM      . 0364 4444
4 =−+−= aaaaM  

Таким чином при зміщенні дельта-функції по вісі x від початку координат 
центральні моменти функції розподілу, в тому числі дисперсія, дорівнюють 0. В 
той же час початкові моменти відрізняються від 0 і являють собою середнє зна-
чення в відповідній степені. 

З цього можна зробити висновок, що відома незмінна в часі величина має 
рівномірний, нескінченно широкий спектр функції розподілу. Будь-яка зміна 
цієї величини, навіть детермінована, приводить до зменшення ширини спектра. 
Так, наприклад, спектр дискретного двозначного розподілу, що складається з 

двох дельта-функцій ( ) ( ) ( )
22

axax
xp

++−= δδ
, буде 

( ) a
ee

S
xjxj

p ωω
ωω

cos
2

=+=
−

 і 2aD = . 

При з’явленні елементів випадковості дисперсія зростає, а спектр функції 
розподілу звужується. 
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Висновки 
Спектральний спосіб опису явищ, котрий отримав загальне визнання, може 

бути розповсюджений на опис випадкових процесів, котрі характеризуються  
 
одномірною функцією розподілу (щільністю ймовірностей випадкових проце-
сів). 

Функції розподілу будь-якої форми формуються з полімодальних функцій з 
різними відстанями  між модами з обов’язковою наявністю постійної складової. 

Спектр функції розподілу може бути приведений в нормовану форму. При 
розкладенні його в степеневий ряд коефіцієнтами ряду є моменти розподілу 
відповідного порядку, помножені на ( ) nn j1− . 

Відома незмінна в часі величина має рівномірний, нескінченно широкий 
спектр функції розподілу. Будь-яка, навіть детермінована зміна цієї величини, 
призводить до звуження спектра функції її розподілу. 

Спектральне уявлення функції розподілу дає можливість встановити прос-
тий математичний зв’язок між її центральними та відповідними початковими 
моментами. 

Описаний метод буде надалі використовуватися при при оцінці адитивних і 
мультиплікативних похибок, при цьому цікавим питанням є вивчення по-
ведінки отриманих спектрів. 
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V.Maystrenko. Specters of univariate func-
tions of distribution of the random process. 

Posiblity and expedience of the specter 
method of description of univariate functions of 
distribution of the random process have been 
grounded. Constant has uniform in infinite spec-
trum of function of distribution has been shown . 
Any, even if determined, changes of this con-
stant restricts the spectrum of its function of dis-
tribution. 
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