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УДК 517.581 

Н.О. Вірченко, А.М. Ізбаш 

ІНТЕГРАЛЬНІ РІВНЯННЯ З r -ГІПЕРГЕОМЕТРИЧНИМИ ФУНКЦІЯМИ 

Some new properties of the r -hypergeometric functions are investigated, in partial, the differential relations for the 

function , ( , ; ; )r F a b c zτ β  are proved, and also the relation of the Kummer type is proved. The Mellin’ integral                

transform for the r -hypergeometric function , ( , ; ; )r F a b c zτ β  is received. The connection of the r -hypergeometric 

function , ( , ; ; )r F a b c zτ β  with the classic Gauss’ hypergeometric function 2 1( , ; ; )F a b c z  is established. The formula of 

the representation of the r -hypergeometric function , ( , ; ; )r F a b c zτ β  in the kind of the Riemann—Liouville’ fractional 

integral is proved. Applications of the r -hypergeometric functions in the theory of an integral equations are given. 
Volterra’ integral equations of the first kind with r -hypergeometric function in the kernel are solved. The solutions of 
these integral equations in closed form by help of apparat of the theory of the fractional integro-differention are                 
received. 

Вступ 

При розв’язанні різноманітних задач ма-
тематичної фізики, аеродинаміки, астрофізики, 
квантової механіки, астрономії, теорії ймовір-
ностей та математичної статистики, біомедици-
ни тощо виникають спеціальні функції різного 
типу [1, 2]. Кількість спеціальних функцій за 
останнє півстоліття різко зросла у зв’язку з ши-
рокими потребами практичного застосування 
теорії диференціальних та інтегральних рівнянь, 
розвитком обчислювальної математики тощо. 

Останнім часом особлива увага приділя-
ється узагальненим функціям гіпергеометрич-
ного типу, оскільки ці функції становлять знач-
ний потенціал для застосування при розв’я-
занні задач теоретичної та прикладної матема-
тики, техніки. 

Особливо цінними виявилися для практи-
ки узагальнені конфлюентні гіпергеометричні 
функції, узагальнення класичної гіпергеомет-
ричної функції Гаусса [1]. Вони вже широко 
застосовуються в математичній фізиці, атомній 
фізиці, астрофізиці, теорії ймовірностей, теорії 
кодування тощо. Крім того, потрібно вказати і 
на ефективне використання цих функцій для 
обчислення невласних інтегралів, що відсутні в 
наявній науковій і довідковій літературі [2]. 

Підкреслімо, що частинні випадки гіпер-
геометричних функцій — це функції Бесселя, 
функції Лежандра, функції Матьє, ортогональ-
ні многочлени тощо, які мають вагоме значен-
ня при розв’язанні широкого кола задач при-
кладної математики й техніки. Враховуючи за-
значене вище, можна зробити висновок про 
доцільність подальшого глибшого дослідження 

узагальнених гіпергеометричних функцій та їх 
застосувань. 

Постановка задачі 

Мета статті — дослідження нових власти-
востей r-узагальнених гіпергеометричних функ-
цій, встановлення зображення r-гіпергеомет-
ричної функції , ( , ; ; )r F a b c zτ β  за допомогою 
дробового інтеграла Рімана—Ліувілля, застосу-
вання апарату дробового інтегро-диференцію-
вання до розв’язання інтегральних рівнянь  
Вольтерра першого роду з r-гіпергеометричною 
функцією. 

Основні властивості r-гіпергеометричної   
функції 

Розглянемо r-гіпергеометричну функцію у 
вигляді [3] 
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де z ∈ , Re Re 0c b> > , { , , }a b c ⊂ , 0r > ; 

0r = , | | 1r < ; Re Re 0γ > α > , { , } Rτ β ⊂ , 0τ > , 

1τ − β < , ( , )B b c b−
 —

 класична бета-функція [4], 
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 — узагальнена конфлюент-

на гіпергеометрична функція [1]. 
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При τ = β  отримаємо функцію 
, ( , ; ; )r F a b c zτ β , при 1τ = β =  матимемо функ-

цію ( , ; ; ),r F a b c z  а при 0r =  функція (1) вирод-

жується в гіпергеометричну функцію Гаусса [4]. 
Справедливе таке зображення функції 

, ( , ; ; )r F a b c zτ β  рядом: 
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 ,
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n
n

z
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τ β
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де ( )na
 —

 символ Похгаммера, , ( , ; )B b n c b rτ β + −  — 

(τ, β)-узагальнена бета-функція [1]. Ряд (2) збі-
гається абсолютно при | | 1z < . 

Теорема 1 (диференціальні співвідношення 
для , ( )r F zτ β ). За умов існування функції 

, ( , ; ; )r F a b c zτ β  справедливі формули [2]: 
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Теорема 2 (співвідношення типу Куммера). 
За умов Re Re 0, { , , } ,Re Re 0,a b c c bγ > α > ∈ > >   

{ , } , 0, 1, , 0;R r rτ β ⊂ τ > τ − β < ∈ >  0, | | 1,r z= <  

z ∈  для функції , ( , ; ; )r F a b c zτ β  справедливе 

співвідношення 
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Дове д ення. Використовуючи (1) і вираз  
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Теорема 3 (про перетворення Мелліна від 
функції ( , ; ; )r F a b c zτ ). Нехай виконані умови 
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s r z r z
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тоді для узагальненої гіпергеометричної функ-
ції ( , ; ; )r F a b c zτ  справедлива рівність 
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До в е д ення. Використовуючи формули 
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Наслідок. Формула 
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отримана із формули (5) за допомогою обер-
нення інтегрального перетворення Мелліна, 
встановлює зв’язок між r -гіпергеометричною 
функцією ( )r F zτ  і класичною гіпергеометрич-

ною функцією Гаусса 2 1( , ; ; )F a b c z . 

Зображення r-гіпергеометричної функції за 
допомогою дробового інтеграла 

Справедлива така теорема. 
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Теорема 4. За умов існування r -гіпергео-
метричної функції , ( , ; ; )r F a b c zτ β  (див. форму-

лу (1)) та за умов 0,a n c m a+ ≥ ± >  цю r -гіпер-
геометричну функцію можна зобразити через 
інтеграл дробового порядку: 

, 1

1

( )
, ; ;1 ( )

( )

( ) ,

c
r

m
a c m a a

c
F a b c p

p c m a

d
p p p

d

τ β −

α + − − −
ω−

⎛ ⎞ω Γ− = ω − ×⎜ ⎟ Γ + −⎝ ⎠

⎛ ⎞× Ι ω −⎜ ⎟ω⎝ ⎠

 

де α
ω−Ι  — правосторонній інтеграл дробового 

порядку α (дробовий інтеграл Рімана—Ліувілля). 
До ве д ення. У формулі (1) для 

, ( , ; ; )r F a b c zτ β  покладемо 
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Скористаємося далі формулою диферен-
ціювання типу (3) для , ( , ; ; )r F a b c zτ β  у вигляді 
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Далі застосуємо співвідношення типу Кум-
мера (4) до (8): 
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Якщо у формулі диференціювання (7) по-

класти 1 ,z
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;a n c nα = + γ = + , то отримаємо 
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Підставивши (6) у (10), врахувавши (9), 
після перетворень одержимо 

,

1

1 1

, ; ;1

( )
( )

( ) ( )

( ) ( )

r

c n a

nm
a n c m a a

p

F a b c
p

c
p p

a n c m a

d d u p u u
d dp

τ β

− −

ω
+ − + − − −

⎛ ⎞ω− =⎜ ⎟
⎝ ⎠

Γ= ω − ×
Γ + Γ + −

⎛ ⎞⎛ ⎞× − − ω − ×⎜ ⎟ ⎜ ⎟ω⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ∫

  

 
2

,
1 1

( )
; ; .

( )( )
r p

du
u p u

τ β ⎛ ⎞ω −× Φ α γ −⎜ ⎟− ω −⎝ ⎠
  (11) 

Візьмемо дробовий інтеграл для функції 
( )

0( ) [ , ]nf x C a a∈  у вигляді [5] 

 1( )( ) ( ) ( ) ,
( )

n

a
n

a
x

d
dx

f x s x f s ds
n

α α+ −
−

⎛ ⎞−⎜ ⎟
⎝ ⎠Ι = −
Γ α + ∫   (12) 

де ( )
0 , 0, ( ) 0, 0,1,..., 1.ka x a n f a k n≤ ≤ α + > = = −   

Тепер (12) можна переписати в такій формі: 

( )( )a f xα
−Ι =  
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Отже, (11) можна записати у такій формі 
за допомогою дробового інтеграла (13): 
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де 0, .a n c m a+ ≥ ± >  

Інтегральні рівняння Вольтерра I-го роду з 
r-гіпергеометричною функцією 

1. Розглянемо інтегральне рівняння 

1
1 ,( )( ) , ; ;1 ( ),c

r
p

p
f p F a b c d p− τ β ⎛ ⎞ω ω − − ω = ψ⎜ ⎟ω⎝ ⎠∫   (15) 

де ( ) ( ) ( ), ( ) [ ,1],a mp p p c f C p c mψ = ϕ Γ ω ∈ + ≥  
( )0; (1) 0, 0,1,..., 1.ka n f k m≥ + ≥ = = −   

Використавши (14), запишемо (15): 
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Далі врахуємо цікаву властивість дробових 
інтегралів [5]: 
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( )( ) 0, 0,1,..., 1,kf a k m= = −  та перепишемо (16) 

у такому вигляді: 

 1 1[ ( )] ( ).a a ap f p p− −
− −Ι Ι = ψ   (17) 

Згідно з правилом композиції для дробо-
вих інтегралів [5] отримуємо остаточний вираз 
для розв’язку інтегрального рівняння (15) в 
операторній формі: 
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Зауважимо, що формулу (18) легко переві-
рити. Досить підставити (17) у (18): 
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Врахувавши формулу (12), розв’язок інте-
грального рівняння (15) в операторній формі 
(18) легко переписати в інтегральній формі: 
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2. Використовуючи апарат дробового інте-
гро-диференціювання, зокрема властивості ком-
позиції дробових інтегралів, знаходимо розв’я-
зок інтегрального рівняння Вольтерра I-го роду: 
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у вигляді ( ) ( ) ( ).a b a b cf x x x z x c− − −= Ι Ι Γ  

Висновки 

Нові властивості r -гіпергеометричної функ-
ції дали змогу розв’язати інтегральні рівняння 
Вольтерра I-го роду, причому вагоме значення 
мало отримане в статті зображення r -гіпергео-
метричної функції у вигляді дробового інтегра-
ла. Вміле використання апарату теорії дробово-
го інтегро-диференціювання дало можливість 
отримати шукані розв’язки розглядуваних інте-
гральних рівнянь у замкненій формі. 

Взявши до уваги перспективність одержа-
них наукових результатів, плануємо в майбут-
ньому значно розширити область практичного 
застосування r -гіпергеометричних функцій. 
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